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Orientador y supervisor: Omar Viera

Departamento de Investigación Operativa

Instituto de Computación

Facultad de Ingenieŕıa
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Resumen

En este trabajo se estudia el Problema de Ruteo de Veh́ıculos con Múltiples Viajes o

Vehicle Routing Problem with Multiple Trips (VRPMT). En esta variante del problema

de ruteo de veh́ıculos, se dispone de una flota limitada y se supone que cada uno de ellos

puede recorrer más de una ruta en el mismo peŕıodo de planificación. Se busca obtener,

además de un conjunto de rutas de costo mı́nimo para visitar a los clientes, una asignación

de esas rutas a los veh́ıculos. Existe un horizonte de tiempo prefijado que limita las posibles

asignaciones.

La inclusión de estas caracteŕısticas, que en la mayor parte de los modelos clásicos

no son tenidas en cuenta, hace que el VRPMT sea un problema de relevancia práctica.

Además reviste un alto grado de complejidad, pues encontrar una solución factible es un

problema NP-Completo. Su importancia práctica y su complejidad computacional son dos

aspectos que motivan el estudio de esta variante del problema.

Se propone un algoritmo de resolución basado en la técnica conocida como Adaptive

Memory Procedure. Esta técnica consiste en utilizar una estructura de memoria para ge-

nerar soluciones iniciales sobre las que se ejecuta una heuŕıstica de búsqueda local. Las

soluciones obtenidas por dicha heuŕıstica se utilizan, a su vez, para modificar la informa-

ción almacenada en la memoria. En este trabajo se utiliza un algoritmo de búsqueda local

basado en la metaheuŕıstica Tabu Search. Se experimenta con dos estrategias para reducir

el tamaño de las vecindades y el tiempo de ejecución.

Los algoritmos fueron evaluados sobre un conjunto de instancias de prueba, obteniendo

soluciones que pueden considerarse de buena calidad. En particular, se resolvieron instan-

cias para las que los trabajos anteriores únicamente reportaban soluciones no factibles.

Palabras clave: problemas de ruteo de veh́ıculos, múltiples viajes, adaptive memory

procedure, tabu search.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Contexto

El transporte de objetos entre sitios dispersos geográficamente constituye un problema

clave de la economı́a moderna y trae consigo costos considerables. En algunos estudios se

estima que el costo del transporte representa entre el 10 % y el 20 % del costo final de los

bienes [126]. La adecuada gestión de la distribución puede significar grandes ahorros, lo que

justifica en gran medida el rol de la Investigación Operativa para facilitar la planificación

del transporte y la loǵıstica.

En ese sentido, las últimas cuatro décadas han visto un enorme esfuerzo por formular

y resolver los llamados problemas de ruteo de veh́ıculos. Luego de la publicación del

algoritmo de ahorros [29] el área ha experimentado un crecimiento explosivo. Por un lado,

hacia modelos que incorporen cada vez más caracteŕısticas de la realidad, y, por otro lado,

en la búsqueda de algoritmos que permitan resolver los modelos de manera eficiente. El

ruteo de veh́ıculos suele mencionarse como un caso de éxito de la Investigación Operativa.

Este éxito se debe, en buena parte, a la evolución de los sistemas informáticos. El

incremento del poder de cómputo y la baja en sus costos, ha permitido el desarrollo

de algoritmos cada vez más potentes y rápidos. Esto posibilita la resolución de modelos

complejos, que introducen gran cantidad de caracteŕısticas de los sistemas reales y hace

viable, además, el desarrollo de métodos para la planificación en tiempo real y la toma

semi-automática de decisiones. Por otro lado, el desarrollo de los Sistemas de Informa-

ción Geográfica es fundamental para lograr una adecuada interacción de los modelos y

algoritmos con las personas encargadas de realizar la planificación y llevarla adelante.

En un problema de ruteo de veh́ıculos existen tres elementos principales: clientes,

veh́ıculos y depósitos. Los clientes representan sitios que demandan ser visitados, los

veh́ıculos son quienes se mueven para realizar dichas visitas y los depósitos constituyen

los lugares de partida y regreso de los veh́ıculos. Suelen modelarse como problemas de

optimización combinatoria, en los cuales existe un conjunto de restricciones y una función
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6 Caṕıtulo 1. Introducción

objetivo. Las restricciones se utilizan para modelar las diferentes caracteŕısticas y limi-

taciones asociadas a los clientes, veh́ıculos y depósitos, mientras que la función objetivo

representa una medida del costo de cada una de las potenciales soluciones. Resolver el pro-

blema consiste en encontrar un conjunto de rutas para los veh́ıculos, que respeten todas

las restricciones y de modo que se minimice el valor de la función objetivo.

Los algoritmos para resolver este tipo de problemas pueden clasificarse en dos grandes

grupos: algoritmos exactos y heuŕısticas (o algoritmos aproximados). Los algoritmos exac-

tos ofrecen la garant́ıa de que al final de la ejecución se obtiene la mejor solución posible,

y suelen requerir tiempos de ejecución elevados (esto es, exponenciales en el tamaño de la

entrada). Las heuŕısticas, en cambio, requieren tiempos de ejecución más moderados (o al

menos controlables) pero no garantizan obtener la mejor solución.

La mayoŕıa de las variantes de estos problemas, aún las que aparentan ser más simples,

pertenecen a la clase NP-Hard [57, 91]. Esto implica que si la conjetura usual P 6= NP es

cierta, no será posible construir un algoritmo exacto cuyo tiempo de ejecución en el peor

caso esté acotado por un polinomio en el tamaño de la entrada. Diseñar algoritmos que

permitan resolver problemas de la clase NP-Hard de manera eficiente es un desaf́ıo situado

en las fronteras de la computación.

1.2. Motivación del trabajo

En muchos de los problemas de ruteo de veh́ıculos estudiados en la literatura académica

suele hacerse dos simplificaciones importantes: suponer que se dispone de una cantidad no

acotada de veh́ıculos y suponer que cada veh́ıculo recorre una sola ruta durante el peŕıodo

planificado. En un contexto de planificación estratégica, en el cual no se desee obtener una

solución detallada sino, por ejemplo, una estimación de los costos, estas hipótesis pueden

ser válidas. Pero a nivel operativo, si se pretende determinar un conjunto de rutas para

llevar a la práctica, las simplificaciones mencionadas pueden quitarle utilidad práctica al

modelo alejándolo demasiado de la realidad.

En este trabajo se estudia una variante del problema de ruteo de veh́ıculos en la cual

se dispone de una cantidad fija de veh́ıculos y cada uno de estos puede recorrer más de una

ruta en el mismo peŕıodo de planificación. Este problema es conocido como el Problema

de Ruteo de Veh́ıculos con Múltiples Viajes (VRPMT por Vehicle Routing Problem with

Multiple Trips). Esta variante ha sido relativamente poco estudiada en la literatura.

Encontrar una solución que respete todas las restricciones del problema es NP-Hard.

Esto incrementa el grado de dificultad de resolución respecto a otros problemas de ruteo

de veh́ıculos (para los cuales una solución factible puede conseguirse fácilmente), pues

hace casi inevitable el tener que manipular soluciones no factibles durante la ejecución del

algoritmo.
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Proponemos dos algoritmos aproximados para resolver el VRPMT. Ambos están ba-

sados en la estrategia conocida como Adaptive Memory Programming (AMP) [112]. Este

método consiste en realizar diversas ejecuciones de un algoritmo de búsqueda local partien-

do de diferentes soluciones iniciales. Dichas soluciones se generan combinando componentes

de las mejores soluciones encontradas durante la ejecución del AMP.

Los resultados obtenidos mediante la ejecución de los algoritmos sobre un conjunto

de instancias de prueba sugieren que el método propuesto logra encontrar soluciones de

buena calidad. Se encontraron soluciones para instancias del problema para las que los

intentos anteriores no hab́ıan podido encontrar ninguna solución factible.

La motivación de este trabajo tiene dos ráıces principales: el estudio de un problema de

ruteo de veh́ıculos que incorpore caracteŕısticas importantes de la realidad y el desarrollo de

técnicas para la resolución de problemas complejos desde el punto de vista computacional.

1.3. Estructura del documento

En el Caṕıtulo 2 se realiza una reseña de algunos de los problemas de ruteo de veh́ıculos

que han sido más estudiados. Se dan formulaciones de estos problemas como problemas de

programación entera. Asimismo, se resumen las ideas principales que han sido utilizadas

en el diseño de algoritmos para su resolución, tanto a nivel de métodos exactos como de

heuŕısticas y metaheuŕısticas.

En el Caṕıtulo 3 se profundiza en el estudio de las metaheuŕısticas conocidas como

Tabu Search y Adaptive Memory Procedure, que son la base del algoritmo de solución

propuesto en este trabajo. Estas técnicas son introducidas mediante casos concretos de

su aplicación para resolver versiones más simples del problema de ruteo de veh́ıculos. Se

enfatiza además sobre las principales decisiones de diseño que deben tomarse a la hora de

adaptar estos métodos para resolver un problema concreto. También se realiza un resumen

de aplicaciones de estos algoritmos para la resolución aproximada de otros problemas de

optimización combinatoria.

El problema central de este trabajo, el VRPMT, es formulado en el Caṕıtulo 4. Se

define la notación utilizada, se dan dos formulaciones como problema de programación

entera y los detalles sobre su complejidad computacional. Se presentan cotas para el valor

de las soluciones del problema, aśı como algunas medidas alternativas de la calidad de

las soluciones. Finalmente, se resumen los antecedentes sobre la resolución del problema

encontrados en la literatura.

En el Caṕıtulo 5 se presentan dos algoritmos basados en el AMP para resolver el

problema. Además de dar una explicación detallada de los métodos empleados, se procura

explicar cuáles son los caracteŕısticas del problema que dificultan el diseño de métodos

de solución eficientes. Finalmente, se marcan algunas diferencias importantes entre los
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algoritmos diseñados y la propuesta original del AMP.

Los resultados obtenidos por los algoritmos se reportan en el Caṕıtulo 6. El análisis

realizado busca cuantificar experimentalmente el desempeño de los algoritmos en términos

de la calidad de las soluciones encontradas y el tiempo de ejecución. Se realizan compara-

ciones con los resultados reportados por otros autores y también entre los dos algoritmos

propuestos en este trabajo.

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones finales del trabajo y algunas

ideas en las cuales se podŕıa profundizar en el futuro.



Caṕıtulo 2

Problemas de ruteo de veh́ıculos

2.1. Introducción

En 1959, Dantzig y Ramser [38] realizaron por primera vez una formulación de un

problema de ruteo de veh́ıculos para una aplicación de distribución de combustible. Cinco

años más tarde, Clarke y Wright [29] propusieron el primer algoritmo que resultó efectivo

para su resolución: el popular Algoritmo de Ahorros. Desde entonces, el trabajo en el área

ha sido intenso. Se han propuesto diversos modelos buscando capturar aspectos relevantes

de los problemas reales. Asimismo, un gran número de algoritmos han sido diseñados para

resolver esos modelos. Dada la complejidad computacional de los problemas de ruteo de

veh́ıculos, resulta muy dif́ıcil considerar a alguno de los algoritmos propuestos como el

mejor, y es de esperar que el crecimiento del área continúe.

En este caṕıtulo se realiza un relevamiento de los modelos y los algoritmos que han

resultado más significativos en la literatura académica.

2.2. Modelos

2.2.1. Descripción de los problemas

Un problema de ruteo de veh́ıculos consta de tres elementos principales: veh́ıculos,

clientes y depósitos. A grandes rasgos, el problema consiste en determinar un conjunto

de rutas que comiencen y terminen en los depósitos, para que los veh́ıculos visiten a

los clientes. Existe una medida de costo (usualmente la distancia recorrida, el tiempo o

una combinación de ambos) que es la que se busca minimizar. Las caracteŕısticas de los

veh́ıculos, clientes y depósitos dan lugar a diferentes restricciones que, combinadas entre

śı, generan diferentes variantes del problema.

9
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Los Veh́ıculos

Los veh́ıculos suelen tener una capacidad limitada. Dicha capacidad puede tener una

o varias dimensiones (por ejemplo, peso y volumen). Cada veh́ıculo puede tener asociados

tanto un costo fijo como un costo variable proporcional a la distancia que recorra. Los

problemas en que los que todos los veh́ıculos tienen los mismos atributos (capacidad,

costo, etc.) se denominan de flota homogénea, y, en caso de haber diferencias, se trata de

problemas de flota heterogénea.

Regulaciones legales podŕıan limitar el tiempo que un veh́ıculo puede estar en circu-

lación e incluso prohibir el pasaje de ciertos veh́ıculos por ciertas zonas de la red vial.

En algunos casos puede requerirse que la cantidad de trabajo realizado por los diferentes

veh́ıculos (por ejemplo, la cantidad de clientes visitados o el tiempo de viaje) no sea muy

dispar.

La cantidad de veh́ıculos disponibles podŕıa ser un dato de entrada o una variable de

decisión. En general se supone que cada veh́ıculo recorre una sola ruta en el peŕıodo de

planificación, pero últimamente se han estudiado modelos en los que un mismo veh́ıculo

puede recorrer más de una ruta.

Los Clientes

Cada cliente tiene una demanda que debe ser satisfecha por algún veh́ıculo. En muchos

casos la demanda es un bien que ocupa lugar en los veh́ıculos. El requerimiento puede

ser distribuir la mercadeŕıa entre los clientes, o recolectar la mercadeŕıa ubicada en los

clientes y transportarla hacia el depósito. También podŕıa ocurrir que la mercadeŕıa deba

ser transportada a los clientes pero no esté inicialmente en el depósito, sino distribúıda en

ciertos sitios proveedores. En este caso, los proveedores deben ser visitados antes que los

clientes.

En otros casos el objeto de la demanda no es un bien sino un servicio: cada cliente

simplemente debe ser visitado por el veh́ıculo. Un mismo veh́ıculo podŕıa, potencialmente,

visitar a todos los clientes. En otra variante del problema, cada cliente tiene una ubicación

de origen y desea ser transportado hacia un sitio de destino. Aqúı la capacidad del veh́ıculo

impone una cota sobre la cantidad de clientes que puede alojar simultáneamente.

Usualmente se exige que cada cliente sea visitado exactamente una vez. Sin embargo, en

ciertos casos se acepta que la demanda de un cliente sea satisfecha en momentos diferentes

y por veh́ıculos diferentes.

Los clientes podŕıan tener restricciones relativas su horario de servicio. Usualmente

estas restricciones se expresan en forma de intervalos de tiempo (llamados ventanas de

tiempo) en los que un veh́ıculo puede arribar al cliente.

En problemas con varios veh́ıculos diferentes podŕıa existir restricciones de compati-
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bilidad entre éstos y los clientes. En estos casos, cada cliente sólo puede ser visitado por

algunos de los veh́ıculos (por ejemplo, algunos veh́ıculos muy pesados no pueden ingresar

en ciertas localidades).

Los Depósitos

Tanto los veh́ıculos como las mercadeŕıas a distribuir (si las hubiera) suelen estar

ubicados inicialmente en depósitos. Es común exigir que cada ruta comience y finalice en

un mismo depósito, aunque este podŕıa no ser el caso en algunas aplicaciones (por ejemplo,

podŕıa ocurrir que el viaje deba comenzar o finalizar en el domicilio del conductor).

En los problemas con múltiples depósitos, cada uno podŕıa tener diferentes caracteŕısti-

cas, como su ubicación y capacidad máxima de producción. Puede ocurrir, además, que

cada depósito tenga una flota de veh́ıculos asignada a priori o que dicha asignación sea

parte de lo que se desea determinar. Suele exigirse que cada ruta comience y termine en

el mismo depósito, aunque también puede permitirse rutas entre depósitos diferentes.

Los depósitos, al igual que los clientes, podŕıan tener ventanas de tiempo asociadas.

En algunos casos debe considerarse el tiempo necesario para cargar o preparar un veh́ıculo

antes de que comience su ruta, o el tiempo invertido en su limpieza al regresar. Incluso, por

limitaciones de los propios depósitos, puede ser necesario evitar que demasiados veh́ıculos

estén operando en un mismo depósito a la vez.

2.2.2. Formulación de algunos problemas clásicos

En esta sección se dan las modelos matemáticos asociados a algunos problemas clásicos

de ruteo de veh́ıculos (TSP, VRP, VRPTW, FSMVRP y VRPHF).

La componente geográfica de los problemas se modela a través de un grafo conexo

G = (V, E). El conjunto de nodos V = {0, 1, . . . , n} representa los sitios que participan

en el problema, es decir, clientes y depósitos. La existencia de un arco (i, j) ∈ E indica

que es posible transportarse desde el sitio representado por i al sitio representado por j.

Es usual que a cada arco (i, j) ∈ E se le asocie un costo cij que indica la manera más

económica de transportarse de i a j. En algunos casos se hace necesario asociar un tiempo

de viaje tij a cada arco. Dado un nodo i se definen los conjuntos ∆+(i) = {j : (i, j) ∈ E}

y ∆−(i) = {j : (j, i) ∈ E}.

Una ruta es un ciclo simple en G con origen y destino en el depósito (en caso de que

haya algún depósito en la formulación del problema), que representa la secuencia de visitas

realizadas por el veh́ıculo que recorre la ruta. El costo y el tiempo de una ruta se obtienen

sumando los costos y tiempos de los arcos que forman el ciclo.

En la mayor parte de los casos G será un grafo completo, pues en una red de transporte

real dados dos sitios cualesquiera existe una manera de transportarse de uno al otro.

No obstante, modelar la red de transporte mediante un grafo permite codificar ciertas
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(a) Una instancia del TSP (b) Una solución factible

Figura 2.1: Un TSP de ejemplo y una solución.

caracteŕısticas o restricciones directamente en los datos del problema. Por ejemplo, si el

uso de un veh́ıculo tiene un costo fijo, puede sumarse dicho valor al costo de todos los

arcos de la forma (0, i) donde i es un cliente y 0 es el depósito.

Por simplicidad, los ejemplos serán presentados sobre instancias eucĺıdeas. Es decir,

sobre grafos completos en los cuales los nodos se corresponden con puntos en un plano y

los costos están definidos por la distancia eucĺıdea. Dada la simetŕıa de ese tipo de costos,

los grafos de los ejemplos serán no dirigidos y no se indicará expĺıcitamente un sentido

para los ciclos que representan las rutas. Debe tenerse en cuenta que dichas hipótesis son

sólo a los efectos de simplificar la presentación de los ejemplos y los dibujos asociados.

El TSP

El Travelling Salesman Problem (TSP) consiste en encontrar un ciclo simple que visite

todos los nodos del problema y cuyo costo total sea mı́nimo. En este problema no hay

demandas y se cuenta con un solo veh́ıculo. Tampoco existe un depósito (o, si existiera,

no se distingue del resto de los nodos). En la Figura 2.1 se presenta una instancia del

problema y una solución factible para la misma.

La siguiente formulación del TSP como problema de programación entera binaria fue

propuesta por Dantzig, Fulkerson y Johnson [37] en 1954:

(TSP) min
∑

(i,j)∈E

cijxij (2.1)

s.a.
∑

j∈∆+(i)

xij = 1 ∀ i ∈ V (2.2)

∑

i∈∆−(j)

xij = 1 ∀ j ∈ V (2.3)

∑

i∈S,j∈∆+(i)\S

xij ≥ 1 ∀S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 1 (2.4)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ E
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S2
S1

S3

Figura 2.2: Una solución para la instancia de la Figura 2.1(a) formada por 3 sub-tours.

Las variables binarias xij indican si el arco (i, j) es utilizado en la solución (xij = 1) o no

(xij = 0). La función objetivo (2.1) establece que el costo total de la solución es la suma

de los costos de los arcos utilizados. Las restricciones (2.2) y (2.3) indican que la ruta debe

llegar y abandonar cada nodo exactamente una vez. Finalmente, las restricciones (2.4) son

llamadas restricciones de eliminación de sub-tours e imponen que todo subconjunto de

nodos S debe ser abandonado al menos una vez. Si no se impusieran estas restricciones se

estaŕıa admitiendo soluciones que constan de más de un ciclo, como la que se muestra en

la Figura 2.2. Esta solución está formada por tres sub-tours y viola las restricciones (2.4)

para los conjuntos S1, S2 y S3. La cantidad de restricciones de eliminación de sub-tours

de la forma de (2.4) crece de manera exponencial con la cantidad de nodos del problema.

Además de las restricciones propuestas en esta formulación, existen otras alternativas para

eliminar los sub-tours [89].

Este es un problema de la clase NP-Hard, pues el problema de determinar si existe un

ciclo hamiltoniano en un grafo (que es NP-Completo) puede reducirse polinomialmente al

TSP [57]. Es NP-Hard inclusive si solamente se consideran instancias eucĺıdeas.

El TSP es uno de los problemas de optimización combinatoria más difundidos y estu-

diados. Surge naturalmente en las áreas de transporte y loǵıstica, pero también encuentra

campos de aplicación en otros contextos como la planificación de órbitas de satélites [7] y

el estudio del genoma humano [4]. Además, suele utilizarse para el testeo y la comparación

de métodos generales de solución para problemas de optimización, por ser de formulación

simple y a la vez albergar gran complejidad computacional.

El VRP

En el Vehicle Routing Problem (VRP) el nodo 0 representa un depósito y los nodos

1, . . . , n representan clientes. Cada cliente i tiene asociada una demanda di > 0. Se dispone

de una flota de veh́ıculos idénticos, cada uno de los cuales tiene capacidad Q > 0. En

algunos casos se supone la existencia de infinitos veh́ıculos, mientras que en otros, dicha
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cantidad está acotada superiormente por un valor fijo m. El objetivo del problema es

diseñar un conjunto de rutas de costo mı́nimo, de modo que:

(i) cada ruta comience y termine en el depósito,

(ii) cada cliente sea visitado por exactamente una ruta,

(iii) la demanda de los clientes visitados en una misma ruta no supere la capacidad Q.

En la formulación conocida con el nombre de flujo de veh́ıculos de dos ı́ndices, se

utilizan las variables binarias xij para determinar si el arco (i, j) se utiliza o no en la

solución. Dado un conjunto de clientes S, d(S) =
∑

i∈S di denota su demanda total y r(S)

indica la mı́nima cantidad de veh́ıculos necesarios para visitarlos a todos respetando las

restricciones del problema. El problema se formula de la siguiente manera [126]:

(VRP1) min
∑

(i,j)∈E

cijxij (2.5)

s.a.
∑

j∈∆+(i)

xij = 1 ∀ i ∈ V \ {0} (2.6)

∑

i∈∆−(j)

xij = 1 ∀ j ∈ V \ {0} (2.7)

∑

i∈∆+(0)

x0i −
∑

j∈∆−(0)

xj0 = 0 (2.8)

∑

i∈S,j∈∆+(i)\S

xij ≥ r(S) ∀S ⊂ V \ {0}, S 6= ∅ (2.9)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ E (2.10)

Esta formulación surge como una extensión natural del modelo dado para el TSP. La

función objetivo (2.5) mide el costo total de la solución. Las restricciones (2.6) y (2.7)

aseguran que todo cliente es un nodo intermedio de alguna ruta. En (2.8) se impone que

la cantidad de veh́ıculos que sale del depósito coincida con la cantidad de veh́ıculos que

regresa. Finalmente, las restricciones (2.9) exigen que la cantidad de veh́ıculos que aban-

donan un subconjunto de clientes S no sea menor que la cantidad de veh́ıculos necesarios

para transportar la demanda de los clientes en S. Con esto se logra eliminar los sub-tours

y a la vez imponer que ninguna ruta sobrepase la capacidad de los veh́ıculos.

En esta formulación se supone que la cantidad de veh́ıculos disponibles no está acotada.

Si hubiera una flota finita de m veh́ıculos, se debe agregar la restricción

∑

i∈∆+(0)

x0i ≤ m (2.11)

que impone que no salgan más de m veh́ıculos del depósito.
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El valor de r(S), utilizado como parámetro del problema en (2.9), puede obtenerse

resolviendo un Bin Packing Problem (BPP) (ver Apéndice B.3) con un item de peso di

por cada i ∈ S y recipientes de capacidad Q. Esto resulta poco práctico desde el punto

de vista de la formulación del problema, puesto que a priori se necesita una cantidad

exponencial es estas restricciones y el BPP es un problema NP-Hard. De todos modos, la

formulación anterior es válida aún cuando se sustituye r(S) por la cota inferior dada por⌈
d(s)
Q

⌉
, que el valor óptimo de la relajación lineal del BPP [126].

En otra alternativa para formular el VRP, propuesta por Balinsky y Quandt [9], se con-

sidera el conjunto R formado por todas las rutas que comienzan y terminan en el depósito

y cuya demanda no excede la capacidad del veh́ıculo. Para cada r ∈ R, cr denota su costo

y air es un parámetro binario que indica si la ruta visita al cliente i o no. El problema se

reduce a determinar R′ ⊆ R de modo que cada cliente sea visitado por exactamente una

ruta de R′, es decir, un Set Partitioning Problem (SPP) (ver Apéndice B.2):

(VRP2) min
∑

r∈R

crxr (2.12)

s.a.
∑

r∈R

airxr = 1 ∀ i ∈ V \ {0} (2.13)

xr ∈ {0, 1} ∀ r ∈ R (2.14)

Nuevamente, en esta formulación se supone que existe una cantidad infinita de veh́ıcu-

los. Para considerar el caso de un flota de m veh́ıculos, debe exigirse que no se seleccionen

más de m rutas, agregando la siguiente restricción al modelo

∑

r∈R

xr ≤ m.

El VRP es un problema NP-Hard [91]. En efecto, la versión con una cantidad fija de

veh́ıculos tiene al TSP como caso particular. Dada una instancia del TSP, se puede cons-

truir una instancia del VRP con cantidad fija de veh́ıculos, considerando a uno cualquiera

de los nodos como depósito, fijando todas las demandas en 0 y la cantidad de veh́ıculos en

1. Cualquier solución de este problema es también una solución del TSP original. Como el

TSP es NP-Hard, el VRP con una cantidad fija de veh́ıculos también lo es. Finalmente, el

VRP con una cantidad infinita de veh́ıculos también lo es (ya que es equivalente al VRP

con una cantidad fija de veh́ıculos igual a n).

El VRPTW

En la variante del problema conocida como Vehicle Routing Problem with Time Win-

dows (VRPTW), además de haber demandas y capacidades, cada cliente i tiene asociada

una ventana de tiempo [ei, li] que establece un horario de servicio permitido para que un
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veh́ıculo arribe a él y un tiempo de servicio o demora si. Si ti es la hora de arribo al cliente

i, las ventanas de tiempo imponen que ti ≤ li, es decir, que no se arribe al cliente más

allá del fin del horario de servicio. Además, si ti < ei (o sea, si el veh́ıculo llega antes de

que comience el horario de servicio), debe esperar ocioso hasta la fecha ei. Se supone que

los veh́ıculos parten del depósito en la hora 0.

Utilizando los nodos 0 y n + 1 para representar al depósito y un conjunto K con los

ı́ndices de los veh́ıculos, el problema puede formularse de la siguiente manera [31]:

(VRPTW) min
∑

k∈K

cij

∑

(i,j)∈E

xk
ij (2.15)

s.a.
∑

k∈K

∑

j∈∆−(i)

xk
ij = 1 ∀i ∈ V \ {0, n + 1} (2.16)

∑

j∈∆+(0)

xk
0j = 1 ∀k ∈ K (2.17)

∑

j∈∆+(i)

xk
ij −

∑

j∈∆−(i)

xk
ji = 0 ∀k ∈ K, i ∈ V \ {0, n + 1} (2.18)

∑

i∈V \{0,n+1}

di

∑

j∈∆+(i)

xk
ij ≤ Q ∀k ∈ K (2.19)

yk
j − yk

i ≥ si + tij −M(1− xk
ij) ∀k ∈ K, ∀(i, j) ∈ E (2.20)

ei ≤ yk
i ≤ li ∀k ∈ K, ∀i ∈ V (2.21)

xk
ij ∈ {0, 1} ∀k ∈ K, ∀(i, j) ∈ E

yk
i ≥ 0 ∀k ∈ K, ∀i ∈ V

Esta formulación recibe el nombre de flujo de veh́ıculos de tres ı́ndices. Las variables

xk
ij indican si el arco (i, j) es recorrido por el veh́ıculo k. Las variables yk

i indican la hora

de comienzo de la atención en el cliente i cuando es visitado por el veh́ıculo k (si el cliente

no es visitado por dicho veh́ıculo el valor de la variable no tiene significado). La función

objetivo (2.15) es el costo total de las rutas. En (2.16) se impone que cada cliente debe

ser visitado por exactamente un veh́ıculo. Las restricciones (2.17) y (2.18) determinan que

cada veh́ıculo k ∈ K recorre un camino de 0 a n + 1. La capacidad de cada veh́ıculo

es impuesta en (2.19). Siendo M una constante lo suficientemente grande, la restricción

(2.20) asegura que si un veh́ıculo k viaja de i a j, no puede llegar a j antes que yk
i +si +tij .

Finalmente, los ĺımites de las ventanas de tiempo son impuestos en (2.21).

El VRPTW es una generalización del VRP. En efecto, cualquier instancia del VRP

puede transformarse en un VRPTW en el que todos los clientes tienen una ventana de

tiempo lo suficientemente grande como para que todas las rutas sean factibles, por ejemplo,

[0,
∑

i∈V \{0} si +
∑

(i,j)∈E tij ]. Dado que el VRP es un problema de la clase NP-Hard, el

VRPTW es también NP-Hard.
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El FSMVRP

El Fleet Size and Mix Vehicle Routing Problema (FSMVRP) es una extensión del VRP,

en la que se elimina la hipótesis de que los veh́ıculos son idénticos. En particular, los costos

y capacidades de los veh́ıculos vaŕıan, existiendo un conjunto K = {1, . . . , |K|} de tipos de

veh́ıculo. La capacidad de los veh́ıculos de tipo k ∈ K es qk y su costo fijo es fk. Los costos

y tiempos de viaje para cada tipo de veh́ıculo son ck
ij y tkij respectivamente. Se supone que

los ı́ndices de los tipos de veh́ıculo están ordenados en forma creciente por capacidad (es

decir, qk1 ≤ qk2 si k1, k2 ∈ K, k1 < k2).

La siguiente es una adaptación de la formulación de flujo de veh́ıculos de tres ı́ndices:

(FSMVRP) min
∑

k∈K

fk
∑

j∈∆+(0)

xk
0j +

∑

k∈K

∑

(i,j)∈E

ck
ijx

k
ij (2.22)

s.a.
∑

k∈K

∑

i∈∆+(j)

xk
ij = 1 ∀ j ∈ V \ {0} (2.23)

∑

j∈∆+(i)

xk
ij −

∑

j∈∆−(i)

xk
ji = 0 ∀ i ∈ V, ∀ k ∈ K (2.24)

r0 = 0 (2.25)

rj − ri ≥ (dj + q|K|)
∑

k∈K

xk
ij − q|K| ∀(i, j) ∈ E, i 6= 0 (2.26)

rj ≤
∑

k∈K

qk
∑

i∈∆−(j)

xk
ij ∀ j ∈ V \ {0} (2.27)

xk
ij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ E, ∀ k ∈ K

ri ≥ 0 ∀ i ∈ V \ {0}

Las variables binarias xk
ij indican si el arco (i, j) es utilizado por algún veh́ıculo de tipo k

y las variables ri positivas indican la carga acumulada en la ruta correspondiente hasta el

nodo i (inclusive). La función objetivo (2.22) mide el costo total de la solución incluyendo

costos fijos y variables. Las restricciones (2.23) establecen que todo cliente debe ser visitado

por exactamente un veh́ıculo. En (2.24) se indica que si un veh́ıculo de tipo k visita al

nodo i, entonces un veh́ıculo del mismo tipo debe abandonarlo. Las restricciones (2.25) y

(2.26) fijan los valores de las variables ri y actúan como restricciones de eliminación de

subtours, mientras que la capacidad de los veh́ıculos se impone en (2.27).

En esta formulación se supone que la cantidad de veh́ıculos de cada tipo es ilimitada.

No solo se debe decidir las rutas, sino la composición de la flota de veh́ıculos a utilizar

(es decir, cuántos veh́ıculos de cada tipo). Usualmente, al tratar con problemas de flota

heterogénea, se opta por utilizar este modelo aunque en algunos casos no refleja la realidad.

Si la cantidad de veh́ıculos disponibles de cada tipo k fuera mk, conocida de antemano,



18 Caṕıtulo 2. Problemas de ruteo de veh́ıculos

debeŕıa agregarse las siguientes restricciones al modelo anterior

∑

j∈∆+(0)

xk
0j ≤ mk ∀ k ∈ K.

Esta versión se conoce como Vehicle Routing Problem with Heterogeneous Fleet (VRPHF).

Dado que el VRP puede modelarse como un problema con flota heterogénea en el cual

hay un solo tipo de veh́ıculos, tanto el FSMVRP como el VRPHF son problemas NP-Hard.

2.3. Métodos de solución

Desde que los problemas de ruteo de veh́ıculos fueron formulados por primera vez, de-

cenas de métodos han sido propuestos para su resolución. Estos métodos pueden separarse

en dos grandes categoŕıas: algoritmos exactos y algoritmos aproximados (o heuŕısticas).

Los algoritmos exactos encuentran siempre una solución óptima y su principal desventaja

es que, dado que se trata de problemas NP-Hard, suelen requerir tiempos de ejecución

muy elevados. Esto dificulta su aplicación en la práctica. Las heuŕısticas, en cambio, de-

vuelven una solución que no necesariamente es óptima, pero en tiempos de ejecución más

moderados (o al menos más controlables).

En lo que queda de este caṕıtulo se realiza un resumen de las técnicas principales para

resolver problemas de ruteo de veh́ıculos. A no ser que se indique lo contrario, los algoritmos

se presentan para solucionar el VRP. Se pretende dar un panorama general de las diferentes

ideas, más que un estudio sistemático de cada una de ellas. Existen compendios más

completos y profundos en la literatura [28, 15, 89, 73, 85, 62, 35, 31, 126, 33, 32]. En el

diagrama de la Figura 2.3 se muestran los métodos de solución analizados en esta sección.

2.4. Métodos exactos

Los métodos exactos tienen la propiedad de que devuelven una solución óptima siempre

que se los ejecute hasta su terminación. El inconveniente suele ser que el tiempo necesario

para que estos algoritmos finalicen puede ser prohibitivo en la práctica. Sin embargo, algu-

nos de estos algoritmos pueden obtener una solución factible (no necesariamente óptima)

en algún paso intermedio de su ejecución. En estos casos, la ejecución del algoritmo puede

finalizarse antes de tiempo y aún aśı contar con una solución, comportándose el algoritmo

como una heuŕıstica.

La mayor parte de los métodos exactos propuestos para problemas de ruteo de veh́ıculos

pueden clasificarse en tres categoŕıas: métodos arborescentes, programación dinámica y

generación de columnas. Relevamientos de métodos exactos pueden encontrarse en los

trabajos de Laporte y Norbert [89], Laporte [85] y Toth y Vigo [125].
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Paso 1 (inicialización).
Hacer k ← 0.
Agregar el problema original P0 al conjunto de pendientes L ← {P0}.
Si se conoce alguna solución factible s0 (de valor z0) para el problema original,
hacer sbest ← s0 y zbest ← z0; si no, dejar indefinida a sbest y hacer zbest ←∞.

Paso 2 (terminación).
Si L = ∅, devolver sbest y terminar.
Si no, hacer k ← k + 1, extraer un problema Pk ∈ L y hacer L ← L \ {Pk}.

Paso 3 (relajación del subproblema).
Hallar una solución óptima de una relajación de Pk.
Sea s̄k dicha solución y z̄k su valor.

Paso 4 (poda).
Si z̄k ≥ zbest, ir al paso 2 (la solución de Pk no es mejor que sbest).

Paso 5 (ramificación).
Determinar si s̄k es factible para Pk.
Si lo es, hacer zbest ← z̄k y sbest ← s̄k.
Si no, particionar Pk en subproblemas e insertarlos en L.
En cualquier caso, ir al paso 2.

Figura 2.4: Algoritmo branch and bound.

2.4.1. Métodos arborescentes

Este tipo de métodos están basados en la estrategia de ramificación y acotamiento o

branch and bound [100]. Se resuelve una relajación del problema (obteniendo una cota

inferior para el valor óptimo) y en caso de que la solución encontrada no sea factible para

el problema original, el problema se particiona en subproblemas, cada uno de los cuales se

resuelve de la misma manera. Las cotas inferiores obtenidas son utilizadas para podar la

búsqueda, es decir, no resolver subproblemas que no mejorarán la mejor solución obtenida

hasta cierto momento. Un esquema general de estos algoritmos se muestra en la Figura 2.4.

La ejecución de este tipo de algoritmos puede pensarse como una recorrida por un

árbol enraizado en el cual cada subproblema es un nodo y los subproblemas en los que

este es particionado son sus hijos. En la Figura 2.5 se ilustra este aspecto. En este ejemplo,

al particionar cada problema se generan tres subproblemas. En el problema P3 se cumple

el criterio de poda en el paso 4 del algoritmo, y por lo tanto no tiene hijos en el árbol.

Un aspecto importante para el buen desempeño de estos algoritmos, es que las rela-

jaciones que se resuelven den cotas ajustadas para el valor óptimo de cada subproblema,

pues si eso ocurre, es de esperar que se cumpla repetidas veces el criterio de poda del paso

4. Por otro lado, es deseable que los subproblemas puedan resolverse de manera relativa-

mente eficiente. Estos dos aspectos suelen representar objetivos encontrados y lo dif́ıcil es

encontrar una buena solución de compromiso. Obtener cotas inferiores ajustadas para el
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P8P7P6P5P4

P0

P9

P1 P3P2

Figura 2.5: Árbol de ejecución de un algoritmo branch and bound.

VRP es un problema complejo. Cabe mencionar las basadas en k-degree center trees y en

q-routes propuestas por Christofides [26].

Little et al. [93] propusieron un algoritmo de este estilo para resolver el TSP. El al-

goritmo se basa en la formulación dada en la Sección 2.2.2, la cual admite al Generalized

Assignment Problem (GAP) [100] y al Minimum Spanning Tree Problem (MST) [100]

como relajaciones. Las particiones en subproblemas se determinan fijando la presencia y

la ausencia de cierto arco. Es decir, para cierto arco (i, j) ∈ E, en un subproblema se fija

xij = 1 y en el otro xij = 0, generando dos subproblemas en cada ramificación. Christofides

y Eilon [25] adaptaron dicha formulación al VRP y aplicaron un algoritmo similar.

Fisher y Jaikumar [50] propusieron un algoritmo basado en la formulación de tres

ı́ndices similar a la dada en (VRPTW) para un VRP con restricciones adicionales. El

algoritmo utiliza una descomposición de Benders [95], en la que se asignan clientes a los

veh́ıculos por medio de un GAP y luego se calculan las rutas para cada veh́ıculo resolviendo

un TSP con ventanas de tiempo.

Laporte et al. [88] propusieron un algoritmo para problemas con costos simétricos,

que admiten formulaciones más compactas. En el algoritmo se relajan las restricciones de

eliminación de sub-tours y se utiliza un método de planos de corte [100] dentro de un

esquema de branch and bound.

Christofides [24] propuso otro tipo de algoritmo de búsqueda arborescente en el cual

en cada nivel del árbol de búsqueda se tiene una solución parcial en la que ciertos clientes

no pertenecen a ninguna ruta. Para pasar de un nivel a otro se considera cada cliente

que no esté en ninguna ruta, junto con todas las posibles rutas en las que éste podŕıa ser

insertado de manera factible (además de la creación de una nueva ruta para el cliente).

Además, se da un conjunto de criterios para podar la búsqueda.

Entre las diversas propuestas de este tipo para problemas de ruteo de veh́ıculos se

encuentran las de Laporte et al. [86, 87], Fisher [49], Fischetti et al. [48] y Miller [97].

2.4.2. Programación dinámica

Eilon et al. [46] formularon el VRP como un problema de programación dinámica.

Dado un conjunto de clientes S, se define c(S) como el costo de la mejor ruta que visita a

los clientes de S y al depósito (si la demanda supera la capacidad del veh́ıculo c(S) =∞).
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El mı́nimo costo para visitar al conjunto de clientes S con a lo sumo k veh́ıculos puede

calcularse mediante la siguiente ecuación de recurrencia:

fk(S) =

{
c(S) si k = 1

minS∗⊆S (fk−1(S \ S∗) + c(S∗)) si k > 1

Esta formulación general no resulta eficiente en la práctica, pues la cantidad de estados

a evaluar crece en forma exponencial con el tamaño del problema. En efecto, existen 2|S|

alternativas para S∗ a explorar en cada nivel de la recurrencia. Christofides et al. [27]

utilizan esta formulación junto con una relajación del espacio de estados para obtener

cotas inferiores del valor óptimo. Si bien con este método no se resuelve el problema,

puede utilizarse dentro de un método de búsqueda arborescente para obtener las cotas

inferiores.

2.4.3. Métodos de generación de columnas

Los métodos de generación de columnas se utilizan para resolver problemas de progra-

mación lineal con una gran cantidad de variables continuas:

(LP) min cT x

s.a. Ax = b

x ≥ 0

donde A ∈ R
m×n, b ∈ R

m y c ∈ R
n son los parámetros y x ∈ R

n son las variables del

problema. Cuando la cantidad de variables crece en forma exponencial con el tamaño del

problema (de manera similar a lo que ocurre con en la formulación VRP2), la cantidad

de columnas de la matriz A puede hacer que formular expĺıcitamente el problema no sea

viable.

En los métodos de generación de columnas se trabaja sobre dos problemas: el problema

maestro restringido y el subproblema. El problema maestro restringido se construye a

partir del problema original (LP) considerando un subconjunto de sus columnas. Dada una

solución factible del problema maestro restringido (que es también factible en el problema

original), el subproblema consiste en encontrar una columna de LP cuyo costo reducido

sea mı́nimo. Si el subproblema encuentra una columna de costo reducido no negativo, la

última solución obtenida del problema maestro restringido es óptima para el problema

original. En caso contrario, la columna obtenida se agrega al problema maestro y éste se

vuelve a resolver. Un esquema del método de generación de columnas se muestra en la

Figura 2.6.

Si se utiliza un método iterativo para resolver los problemas maestro restringido (como

el método Simplex [95]), suele ser ventajoso comenzar la resolución del problema Mk+1
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Paso 1 (inicialización).
Inicializar el problema maestro restringido M0 con un subconjunto de las
columnas de la matriz A. Hacer k ← 0.

Paso 2 (problema maestro).
Resolver el problema maestro restringido Mk. Sea x̄k la solución obtenida.

Paso 3 (generación de una columna).
Resolver el subproblema. Sea āk la columna óptima y π̄k su costo reducido.

Paso 4 (terminación).
Si π̄k ≥ 0, terminar (x̄k es la solución óptima del problema original).
Si no, agregar la columns ak al problema Mk (sea Mk+1 el nuevo problema),
hacer k ← k + 1 e ir al paso 2.

Figura 2.6: Método de generación de columnas.

partiendo de x̄k, es decir, la solución óptima del problema anterior. El intercambio de

información entre el problema maestro restringido y el subproblema se ilustra en la Figu-

ra 2.7. Para resolver problemas de programación entera, esta estrategia suele incorporarse

a un método de búsqueda arborescente.

Problema Maestro Restringido

Sub−problema
columna
Nueva

duales
Variables

Figura 2.7: Pasaje de información en los métodos de generación de columnas.

Agarwal [3] propuso un algoritmo para resolver la formulación VRP2, en el cual el

problema maestro es un SPP y cada subproblema se resuelve como un problema de la

mochila. En los trabajos que consideran ventanas de tiempo [102, 43, 41] el subproblema

consiste en hallar un camino más corto respetando ventanas de tiempo.

2.5. Algoritmos aproximados

Dados los elevados tiempos necesarios para ejecutar los métodos exactos, los algoritmos

aproximados o heuŕısticas surgen como una alternativa más práctica para resolver los

problemas. Estas técnicas se basan en diversas ideas sobre cómo buscar buenas soluciones.

Algunas se inspiran en sistemas naturales y otras se basan en la experiencia e intuición de

sus creadores sobre cómo hacer más efectiva la búsqueda. Mediante el uso de heuŕısticas

se ha conseguido resolver instancias con miles de nodos e incorporar de manera sencilla

diversos tipos de restricciones. El precio que se paga por obtener tiempos de ejecución más

bajos es la falta de una garant́ıa de optimalidad para las soluciones encontradas.
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Los algoritmos aproximados que han sido propuestas para resolver problemas de ruteo

de veh́ıculos pueden clasificarse en dos categoŕıas: heuŕısticas clásicas y metaheuŕısticas.

Heuŕısticas clásicas. Estos métodos realizan una exploración muy limitada del espacio

de soluciones. En general son procedimientos constructivos de una pasada o métodos sim-

ples de búsqueda local. Requieren tiempos de ejecución extremadamente bajos.

Metaheuŕısticas. En esta categoŕıa se encuentran métodos que buscan realizar una ex-

ploración más efectiva del espacio de soluciones. Este tipo de algoritmos suelen utilizar

procedimientos constructivos, algoritmos de búsqueda local, estrategias de combinación de

soluciones y estructuras memoria, entre otros aspectos. La necesidad de recursos compu-

tacionales es más intensa en este tipo de procedimientos que en las heuŕısticas clásicas.

Gendreau et al. [63] sugieren un diagrama similar al de la Figura 2.8 para dar una

idea del compromiso entre performance y tiempo de ejecución obtenidos por cada una de

estas clases de heuŕısticas. Las heuŕısticas clásicas logran obtener resultados relativamente

buenos en tiempos de ejecución muy bajos. Los mejores resultados conocidos son obtenidos,

en general, por las metaheuŕısticas, incurriendo en altos tiempos de ejecución.

5

10

valor óptimo

Metaheuŕısticas
(1990 − 2000)

% por encima del

Evolución probable

Evolución poco probable

Heuŕısticas

tiempo de ejecución

clásicas
(1960 − 1995)

Figura 2.8: Diagrama comparativo propuesto por Gendreau et al. [63].
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j
i

j
i

Figura 2.9: Dos rutas antes y después de ser unidas.

2.5.1. Heuŕısticas clásicas

Dentro de las heuŕısticas clásicas, existen a su vez tres grandes grupos de algoritmos:

los procedimientos constructivos, los de dos fases y los de mejora local. En los trabajos

de Bodin et al. [15] y Laporte y Semet [90] se da un completo resumen de este tipo de

métodos.

Procedimientos constructivos

En los procedimientos constructivos se crea una solución de manera gradual. Suele

trabajarse sobre una solución parcial (por ejemplo, un conjunto de rutas que no visita a

todos los clientes) que es aumentada en cada iteración según una regla ávida.

El más popular de los algoritmos para resolver el VRP, el algoritmo de ahorros pro-

puesto por Clarke y Wright [29], pertenece a esta clase. Si en una solución dos rutas

diferentes (0, . . . , i, 0) y (0, j, . . . , 0) pueden ser combinadas formando una nueva ruta

(0, . . . , i, j, . . . , 0) como se muestra en la Figura 2.9, el ahorro obtenido por realizar di-

cha unión es

sij = ci0 + c0j − cij

pues en la nueva solución los arcos (i, 0) y (0, j) no serán utilizados y se agregará el arco

(i, j).

Partiendo de una solución inicial formada por rutas unitarias de la forma (0, i, 0),

se realizan las uniones de rutas que den mayores ahorros siempre que se satisfagan las

restricciones del problema. Existe una versión paralela en la que se trabaja sobre todas

las rutas simultáneamente, y otra secuencial que construye las rutas de a una por vez.

Se ha observado que utilizando la definición original de sij suele generarse algunas rutas

circulares (ver Figura 2.10) lo cual puede ser negativo en algunos casos. Para solucionar

este problema algunos autores [136, 72, 58] proponen redefinir el ahorro como

sij = ci0 + c0j − λcij

donde λ es un parámetro que penaliza la unión de rutas con clientes lejanos (llamado

parámetro de forma o shape parameter). Dicho parámetro puede utilizarse también para
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(a) Rutas Circulares (b) Rutas Radiales

Figura 2.10: Un ejemplo de rutas circulares y radiales.

v
vi+1vi

v
vi+1vi

Figura 2.11: Inserción del cliente v entre dos nodos consecutivos vi y vi+1.

generar un conjunto de soluciones diferentes mediante la ejecución repetida del algoritmo

con diferentes valores de λ.

Existen variantes de este algoritmo, como las basadas en matching [42, 6, 132] y las

adaptaciones para resolver el VRPTW [114] y el FSMVRP [74].

Otro tipo de métodos constructivos son las llamadas heuŕısticas de inserción. En cada

iteración se tiene una solución parcial cuyas rutas sólo visitan un subconjunto de los

clientes y se selecciona uno de los clientes no visitados, para insertar en dicha solución.

Para disminuir la cantidad de alternativas (y, por ende, el tiempo de ejecución) suele

considerarse sólamente la inserción de clientes entre nodos consecutivos, como se muestra

en la Figura 2.11.

En las heuŕısticas de inserción secuencial [99, 114, 45] sólo se considera insertar clientes

en la última ruta creada. Cuando ninguna inserción en esa ruta es factible, se crea una nue-

va. La principal desventaja de este enfoque es que los últimos clientes no visitados tienden

a estar dispersos y por lo tanto las últimas rutas constrúıdas son de costo muy elevado.

Las heuŕısticas de inserción en paralelo [28, 108] surgen para remediar esta deficiencia. Al

comienzo se crea un conjunto de rutas unitarias y luego se consideran las inserciones de

los clientes no visitados en cualquiera de las rutas que componen la solución.

Las inserciones generalizadas [59, 61] (GENI, por GENeralized Insertions) surgen den-

tro de un método de solución del TSP y tienen como principal caracteŕıstica que permiten

insertar clientes entre nodos no consecutivos de una misma ruta. Se proponen dos maneras

para insertar un cliente v entre los nodos vi y vj (no necesariamente consecutivos). Ambas

inserciones se ilustran en las Figuras 2.12 y 2.13.
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Figura 2.12: Inserción GENI de Tipo I.
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Figura 2.13: Inserción GENI de Tipo II.

Procedimientos de dos fases

En los procedimientos de dos fases, se descompone el problema en 2 subproblemas que

se resuelven de manera secuencial.

En los métodos asignar primero y rutear después primero se busca particionar el con-

junto de clientes en subconjuntos, también llamados clusters, que estarán en una misma

ruta en la solución final. Luego, para cada cluster se crea una ruta que visite a todos

sus clientes. Las restricciones de capacidad son consideradas en la primera etapa, asegu-

rando que la demanda total de cada cluster no supere la capacidad del veh́ıculo. Por lo

tanto, construir las rutas para cada cluster implica resolver un TSP que, dependiendo de

la cantidad de clientes, se puede resolver el forma exacta o aproximada. En la heuŕıstica

de barrido [133, 134, 64], los clusters se forman girando una semirrecta con origen en el

depósito e incorporando los clientes “barridos” por dicha semirrecta hasta que se viole

la restricción de capacidad. Solomon [114] propuso una extensión de este algoritmo para

resolver el VRPTW. Fisher y Jaikumar [50] proponen generar los clusters resolviendo un

problema de asignación, mientras que Bramel y Simchi-Levi [17] los generan resolviendo

un problema de localización con capacidades.

La estrategia conocida como rutear primero y asignar después [10] propone en una

primera fase, calcular una única ruta que visite a todos los clientes resolviendo un TSP.

Es de esperar que esa ruta no respete la restricción de capacidad. Por lo tanto, se busca

particionarla en varias rutas de modo que cada una de ellas śı sea factible. El problema de

particionar la ruta se puede modelar como un problema de hallar el camino más corto en

un grafo. Golden et al. [74] dan una extensión de este método para resolver el FSMVRP.

Los algoritmos de pétalos [53, 113, 111] explotan la formulación VRP2 dada en la
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Figura 2.14: El único 2-intercambio posible para los arcos marcados.

Sección 2.2.2. En una primera fase se genera un conjunto con gran cantidad de rutas, cada

una de las cuales satisface la restricción de capacidad (es posible que un mismo cliente sea

visitado por varias rutas). Luego, se busca seleccionar un subconjunto de rutas de modo

que cada cliente sea visitado exactamente una vez, lo cual puede lograrse resolviendo un

SPP. Si las rutas se generan como en el algoritmo de barrido el SPP resultante puede

resolverse en tiempo polinomial en la cantidad de rutas generadas [14].

Procedimientos de mejora local

Estos algoritmos se basan en la definición de modificaciones simples (también llamadas

movidas) que, dada una solución, podŕıan resultar en otra de menor costo. Usualmente

las movidas implican cambiar la ubicación de algunos nodos en las rutas y la variación

ocasionada en el costo de la solución a causa de aplicar la movida requiere realizar unos

pocos cálculos sencillos (y no evaluar completamente la función objetivo). Dada una solu-

ción inicial, se busca una movida que disminuya su costo. Si se encuentra, se realiza y se

continúa la búsqueda partiendo de esa nueva solución. Si todas las movidas incrementan

el costo, la solución es localmente óptima.

Uno de los operadores de búsqueda local más conocidos es el λ-intercambio definido

por Lin [92]. Un λ-intercambio consiste en eliminar λ arcos de la solución (donde λ >

1) y reconectar los λ segmentos resultantes. Cada movida modifica una única ruta de

la solución. En las Figuras 2.14 y 2.15 se muestran los 2-intercambios y 3-intercambios

posibles para una ruta, respectivamente. Estas movidas pueden invertir el orden de algunas

visitas1. Suponiendo que esas inversiones no afectan la factibilidad de las rutas y que

los costos son simétricos, puede buscarse movidas que mejoren el costo de una ruta sin

necesidad de explorar y evaluar todas las posibilidades [83]. Un algoritmo que realiza

λ-intercambios suele denominarse λ-opt.

Renaud, Boctor y Laporte [110] propusieron una versión simplificada de 4-opt que ex-

plora un subconjunto de los 4-intercambios, reduciendo la cantidad de movidas a explorar

y el tiempo de ejecución.

Una versión reducida del algoritmo 3-opt es el algoritmo Or-opt [101], que consiste en

1Es decir, (. . . , vi, vi+1, . . .) pasa a ser (. . . , vi+1, vi, . . .).
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Figura 2.15: Todos los 3-intercambios posibles para los arcos marcados.

Figura 2.16: Movidas para reubicar los 3 primeros clientes de una ruta.

eliminar una secuencia de k clientes consecutivos de la ruta y colocarlos en otra posición de

la ruta, de modo que permanezcan consecutivos y en el mismo orden. Primero se realizan

las movidas con k = 3, luego con k = 2 y finalmente con k = 1. En la Figura 2.16 se

muestra una ruta y todas las posibles maneras de reubicar los 3 primeros clientes a la

manera del algoritmo Or-opt.

El procedimiento GENIUS (GENI Unstringing and Stringing) [59] consiste en realizar

alternadamente eliminaciones e inserciones generalizadas. Se comienza considerando el

primer cliente de la ruta. Se efectúa la eliminación del estilo GENI para este cliente que

reduce más el costo de la ruta. Luego se realiza la mejor inserción generalizada de ese

cliente en la ruta resultante. Si la ruta resultante es de menor costo que la original, se

vuelve a comenzar con el primer cliente de la nueva ruta. Si no es mejorada, se repite el

proceso con el segundo cliente de la nueva ruta. El proceso termina luego de eliminar e

insertar el último cliente de la ruta. El proceso de eliminar clientes e insertarlos nuevamente

se denomina Unstringing and Stringing (US).

Van Breedam [128] propuso dos movidas que intercambian clientes entre dos rutas

eventualmente diferentes (a diferencia de todas las propuestas anteriores). En las movidas

string relocation (SR), una secuencia de nodos es transferida de una ruta a la otra man-

teniendo el orden que teńıan en la ruta original. En las movidas string exchange (SE),

ambas rutas intercambian los clientes. En las Figuras 2.17(a)-(b) se muestra una movida
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(a) (b) (c) (d)

Figura 2.17: Movidas String Relocation y String Exchange.

SR y en 2.17(c)-(d) se ilustra una movida SE.

2.5.2. Metaheuŕısticas

Para obtener mejores soluciones que las heuŕısticas clásicas, es necesario recurrir a

técnicas que realicen una exploración más adecuada del espacio de soluciones. Las me-

taheuŕısticas son procedimientos genéricos de exploración del espacio de soluciones para

problemas de optimización y búsqueda que buscan cumplir con ese objetivo. Proporcionan

ideas generales que, adaptadas a cada contexto, permiten construir algoritmos de solución.

En general, las metaheuŕısticas obtienen mejores resultados que las heuŕısticas clásicas,

pero demandan más recursos computacionales y tiempo de ejecución (que, de todos modos,

no son comparables con las exigencias de los algoritmos exactos). Por una descripción de

las metaheuŕısticas a nivel general puede consultarse el Apéndice A. En lo que queda de

este caṕıtulo se comentan algunas aplicaciones de metaheuŕısticas para resolver problemas

de ruteo de veh́ıculos. Se sugiere consultar los trabajos de Golden et al. [76], Gendreau et

al. [63] y Cordeau et al. [32], en los que se realizan descripciones más detalladas.

Tabu search

La técnica Tabú Search (TS) fue propuesta por Glover [66] y consiste en realizar una

búsqueda local aceptando soluciones que deterioran el valor de la función objetivo. Esa

estrategia permite escapar de los óptimos locales. Como contrapartida, luego de realizar

una movida debe procurarse no retornar a la solución anterior (en general, debe evitarse

las últimas soluciones visitadas) para que el algoritmo no entre en un ciclo. En TS, ese

objetivo se logra utilizando una memoria de corto plazo en la cual se almacenan ciertas

movidas denominadas tabú. Dichas movidas no pueden realizarse hasta que no dejen de

ser consideradas tabú.

En el algoritmo propuesto por Osman [103] la vecindad de una solución se define

mediante intercambios de clientes entre pares de rutas. Luego de realizar una movida, se

aplica el algoritmo 2-opt [92] sobre cada una de las rutas implicadas.

Gendreau, Hertz y Laporte [60] propusieron un algoritmo de búsqueda tabú para el

VRP llamado Taburoute. En esta propuesta se acepta que las soluciones violen la res-

tricción de capacidad. Dichas violaciones son penalizadas en la función objetivo utilizada
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para seleccionar las movidas. Las movidas se definen mediante inserciones generalizadas

(GENI) [59]. Si un cliente es eliminado de una ruta, volver a insertarlo en es una movida

tabú durante una cantidad de iteraciones que se sortea uniformemente en un intervalo (que

es un parámetro del algoritmo). Como método de diversificación se penaliza la repetición

sistemática de movidas sobre los mismos clientes. Al considerar el costo de una movida

en la que participa cierto cliente, se suma un término proporcional a la cantidad de veces

que dicho cliente fue movido durante la ejecución del algoritmo. Cordeau, Laporte y Mer-

cier [34] adaptaron este algoritmo para resolver el VRPTW, utilizando una versión de las

inserciones generalizadas que permite contemplar ventanas de tiempo [61].

En el algoritmo de Taillard [116] se realiza una partición del conjunto de clientes y cada

partición se resuelve como un VRP independiente de los demás mediante TS. Se utiliza

la misma definición de vecindad que en el algoritmo de Osman [103]. La inversa de una

movida es considerada tabu por una cantidad de iteraciones que se sortea uniformemente

en un intervalo que depende de la cantidad de clientes del problema. Periódicamente, cada

ruta es optimizada resolviendo un TSP sobre sus clientes de forma exacta mediante el

algoritmo de Volgenant y Jonker [129].

En el algoritmo propuesto por Xu y Kelly [135] se utiliza una red de flujo para buscar

intercambios de clientes entre las rutas. Periódicamente se aplica el algoritmo 2-opt o el

3-opt sobre las rutas. Se mantiene un conjunto con las mejores soluciones encontradas

durante la búsqueda y al cabo de cierta cantidad de iteraciones, se comienza una nueva

búsqueda a partir de alguna de esas soluciones.

Rego y Roucariol [109] propusieron un algoritmo basado en TS en el cual la vecindad

se define mediante cadenas de expulsiones (o ejection chains). Éstas fueron propuestas por

Glover [67] como una técnica general para definir vecindades en un espacio de soluciones.

En el caso de los problemas de ruteo de veh́ıculos se trata de cambiar las posiciones de

algunos nodos en las rutas. Una cadena de expulsiones de ℓ niveles consiste en ternas de

nodos consecutivos en una ruta
(
vk
i−1, v

k
i , vk

i+1

)
para k = 0, . . . , ℓ, en las que cada vk−1

i es

expulsado y reemplazará a vk
i luego de la movida. El último nodo en ser expulsado es vℓ

i ,

debe ubicarse de modo tal que se obtenga rutas cerradas y se proponen dos alternativas

que se ilustran en las Figuras 2.18 y Figuras 2.19.

k=0 k=1 k=2 k=0 k=1 k=2

Figura 2.18: Una Cadena de Expulsiones de Tipo I para 3 niveles.

La idea principal del algoritmo granular tabu search propuesto por Toth y Vigo [127]



32 Caṕıtulo 2. Problemas de ruteo de veh́ıculos

vp

vq

k=0 k=1 k=2

vp

vq

k=0 k=1 k=2

Figura 2.19: Una Cadena de Expulsiones de Tipo II para 3 niveles.

consiste en disminuir la cantidad de arcos considerados al evaluar las movidas, eliminando

aquellos que conectan nodos muy lejanos, pues es de esperar que dichos arcos no formen

parte de las buenas soluciones. Se define un umbral ν y solo se permite efectuar las movidas

que involucran arcos en el conjunto E′ = {(i, j) ∈ E | cij < ν}∪I, donde I es un conjunto de

arcos “importantes”, como por ejemplo, los incidentes al depósito. Esto permitió reducir

la cantidad de arcos considerados a un valor entre el 10 % y el 20 % del total. Si bien

esta idea puede ser utilizada en cualquier contexto, en la propuesta original se aplica una

variante de Taburoute como algoritmo de solución.

Algoritmos genéticos

Existen diversas aplicaciones de algoritmos genéticos para resolver el TSP, que pueden

consultarse en el trabajo de Potvin [106]. A continuación se describen algunos algoritmos

genéticos para el VRP y sus variantes.

El algoritmo propuesto por Baker y Ayechew [8] para el VRP se basa en la técnica

de asignar primero y rutear después (ver Sección 2.5.1). Cada individuo codifica la asig-

nación de clientes a veh́ıculos. La función de fitness se calcula generando una ruta para

cada veh́ıculo que pase por todos los clientes asignados a él utilizando 2-opt y luego 3-

opt para obtener la secuencia de nodos. Se permite violar las restricciones del problema

y dichas violaciones son penalizadas en la función de fitness. El Algoritmo GIDEON de

Thangiah [124] también se basa en esta técnica. Los clusters se generan mediante la ubi-

cación de “puntos semilla” en el plano. Desde el depósito se trazan semirrectas hacia cada

punto semilla, definiendo sectores que particionan al conjunto de clientes en clusters. El

algoritmo genético se utiliza para determinar la mejor ubicación de los puntos semilla.

Blanton y Wainwright [12] propusieron un AG en el cual cada individuo es una permu-

tación del conjunto de los clientes. Para obtener el conjunto de rutas que la permutación

representa, se utilizan los primeros clientes para inicializar las rutas y el resto se inserta

secuencialmente en aquella ruta que genere menos incremento en el costo (siempre que la

inserción sea factible). Si luego de ese proceso quedan clientes sin visitar, esto se penaliza

en la función de fitness del individuo.

Potvin y Bengio propusieron un algoritmo genético llamado GENEtic ROUting System
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(GENEROUS) [107] en el cual los operadores evolutivos se aplican directamente sobre las

soluciones factibles y no sobre una codificación de estas. Se proponen dos operadores

de cruzamiento. En el sequence-based crossover, se selecciona una ruta de cada padre, se

elimina un arco de cada una y se construye una nueva combinando las sub-rutas generadas

por el corte. El operador route-based crossover consiste simplemente en copiar una ruta

de un padre en el otro. En ambos casos, la solución obtenida puede contener clientes

duplicados y clientes no visitados. Los autores dan procedimientos para corregir estas

deficiencias.

En esta la propuesta de Berger, Barkaoui y Bräysy [11] se utilizan dos poblaciones

que evolucionan en paralelo y operan directamente sobre las soluciones. Los individuos de

una misma población tienen la misma cantidad de rutas. Siendo rmin la mı́nima cantidad

de rutas para la que se ha conseguido una solución factible, una de las poblaciones opera

con individuos de rmin rutas (buscando minimizar el costo) y la otra con rmin − 1 rutas

(buscando una solución factible con esa cantidad de rutas). Ambas poblaciones evolucionan

de la misma manera, utilizando los mismos operadores y la misma función de fitness.

En el algoritmo propuesto por Zhu [138], cada solución se representa como una per-

mutación de los clientes. Para obtener las rutas, se agrega clientes a una ruta siguiendo

el orden dado por la permutación y cuando incluir el siguiente cliente en la ruta viole las

restricciones del problema, se crea una nueva.

En la propuesta de Bräysy y Dullaert [20] el algoritmo genético no utiliza una población

de soluciones sino una solución. Partiendo de esa solución, se consideran todos los pares de

rutas y se les aplica un operador de cruzamiento para generar nuevas rutas. Finalmente, a

cada ruta generada se le aplica un operador de mutación. Las rutas obtenidas se almacenan

en un conjunto y luego de analizar todos los pares se construye una solución seleccionando

rutas de dicho conjunto.

Algoritmos de hormigas

El primer problema al que se aplicó esta estrategia fue el TSP [30]. Al comienzo del

algoritmo se coloca una hormiga en cada nodo. Cada hormiga construye una solución selec-

cionando el próximo nodo a visitar de acuerdo a una regla probabiĺıstica que combina los

datos del problema con información histórica de la ejecución del algoritmo. Si está ubicada

en el nodo i, la hormiga se mueve al nodo j con probabilidad

pij(t) =





[τij(t)]
α[ηij ]

βP
h∈Ω[τih(t)]α[ηih]β

si j ∈ Ω

0 si j /∈ Ω
(2.28)

siendo Ω el conjunto de nodos aún no visitados por dicha hormiga. τij(t) representa la

cantidad de feromona depositada en el arco (i, j) y ηij = 1
cij

es una medida de qué tan
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bueno es, a priori, moverse por dicho arco. Los parámetros α y β regulan la importancia

relativa de la feromona y la visibilidad, es decir, de la información recolectada por la

colonia y el criterio de selección ávido.

Cuando todas las hormigas han construido su solución, se actualiza la feromona en

cada arco (i, j) según la siguiente ecuación

τij(t + 1) = ρτij(t) +
M∑

k=1

v(i, j, k)
Q

Lk

(2.29)

donde v(i, j, k) vale 1 si la hormiga k utilizó el arco (i, j) y 0 en otro caso, Lk es el

costo de la solución encontrada por dicha hormiga y Q es un parámetro del algoritmo.

El parámetro ρ ∈ [0, 1], llamado coeficiente de evaporación, establece el porcentaje de

feromona que permanece de una iteración a otra y se utiliza con el objetivo principal de

evitar la convergencia prematura del algoritmo.

El algoritmo repite el ciclo de construcción de soluciones y actualización de las fero-

monas hasta que se cumpla un criterio de terminación.

Entre las diversas variantes existentes para este esquema, Dorigo et al. [44] proponen

la introducción de una estrategia elitista que busca dar más énfasis a la mejor solución

encontrada en cada iteración para la actualización de la feromona. Otra propuesta, llamada

selección por ranking [23] consiste en permitir que sólamente las hormigas que obtuvieron

mejores resultados en una iteración, actualicen las feromonas. El algoritmo ANT-Q [54], el

Ant Colony System (ACS) [55] y los MAX-MIN Ant Systems (MMAS) [115] son algunas

de las propuestas para resolver el TSP.

Este tipo de algoritmos también ha sido utilizado, aunque en menor medida, para

resolver otro tipo de problemas de ruteo de veh́ıculos. Entre los trabajos más destacados

están el de Bullnheimer et al. [22, 21] para el VRP y el Multiple Ant Colony System

(MACS) para el VRPTW, propuesto por Gambardella et al. [56].
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Memorias adaptativas

3.1. Introducción

Muchos de los problemas relativos a la toma de decisiones, particularmente en las

áreas de transporte y loǵıstica, requieren la resolución de problemas de optimización com-

binatoria que pertenecen a la clase NP-Hard. Debido a la complejidad intŕınseca de estos

problemas, los métodos de solución exactos suelen consumir tiempos de ejecución muy

elevados para obtener soluciones de calidad aceptable y no proporcionan una alternativa

viable para resolver instancias de tamaño realista. Es de interés, entonces, el desarrollo de

métodos aproximados (o heuŕısticas) que permitan obtener soluciones de buena calidad

en tiempos de ejecución moderados. En los últimos años se han desarrollado una serie de

técnicas que permiten acercarse a ese objetivo.

Las metaheuŕısticas pueden definirse como descripciones de alto nivel de algoritmos

aproximados. Son estrategias de propósito general, que deben ser adaptadas a cada pro-

blema en particular. Estas técnicas suelen ser métodos iterativos, que exploran el espacio

de soluciones del problema visitando una gran cantidad de soluciones. Entre la amplia

gama de metaheuŕısticas existentes, se encuentran las metaheuŕısticas con memoria. En

este tipo de métodos se lleva un registro de las soluciones visitadas durante la ejecución,

llamado memoria. La información almacenada en la memoria se utiliza como insumo para

tomar las decisiones que guiarán la búsqueda en iteraciones posteriores.

En este caṕıtulo se presentan dos metaheuŕısticas con memoria: Tabú Search y Adaptive

Memory Procedure. Estos métodos, utilizados de manera combinada, permiten resolver una

gran cantidad de problemas de manera eficiente y robusta. Se da una descripción de las

ideas que originan cada uno de los métodos, sus principales ventajas y las dificultades

que trae consigo. Asimismo, se muestra una aplicación de cada uno para resolver el VRP.

Ambas aplicaciones guardan una estrecha vinculación con los métodos propuestos más

adelante en este trabajo (ver Caṕıtulo 5).

35
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3.2. Metaheuŕısticas

En esta sección se considera un problema de optimización de la forma

min f(x)

s.a. x ∈ X

donde X es un conjunto discreto llamado espacio de soluciones o espacio de búsqueda.

Una solución s ∈ X es un óptimo global si f(s) ≤ f(s′) ∀ s′ ∈ X. El objetivo del problema

es encontrar un óptimo global. Particularmente, estamos interesados en los casos en los

cuales cumplir con ese objetivo es un problema NP-Hard.

En los últimos 20 años, ha surgido un conjunto de algoritmos aproximados que, com-

binando heuŕısticas simples con algunas ideas intuitivas, buscan explorar de manera inte-

ligente el espacio de soluciones del problema. Este tipo de algoritmos suelen caracterizarse

mediante descripciones de alto nivel, llamadas metaheuŕısticas. No existe una única defini-

ción para este término, pero resulta adecuado, para el propósito de este trabajo, entender

a una metaheuŕıstica como una estrategia para explorar espacios de soluciones de manera

efectiva [13]. Proporcionan grandes lineamientos que deben ser adaptadas a las particula-

ridades de cada problema.

Entre las metaheuŕısticas más divulgadas se encuentran Simulated Annealing [84],

Tabu Search [66, 69], GRASP [47, 105], Variable Neighborhood Search [98, 78], Guided

Local Search [131], Iterated Local Search [94], Algoritmos Genéticos [79, 71], Scatter Sear-

ch [68, 70] y Ant Colonies [30, 44]. En el Apéndice A se realiza un relevamiento de las

principales metaheuŕısticas que han propuestas en la literatura. Los trabajos de Voß [130]

y Blum y Roli [13], proveen un panorama general actualizado de las diferentes técnicas.

Sobre heuŕısticas de búsqueda local, puede consultarse el libro de Aarts y Lenstra [2].

3.2.1. Algunos criterios de clasificación

Diversos criterios han sido propuestos para clasificar a las metaheuŕısticas. Los más

importantes a los efectos de este trabajo, son [13]:

De trayectoria o basadas en poblaciones. Los métodos de trayectoria, como Tabu

Search y Simulated Annealing, entre otros, mantienen una única solución que es modifi-

cada en las sucesivas iteraciones. Los métodos basados en poblaciones, en cambio, operan

sobre un conjunto de soluciones de manera simultánea. En cada iteración, la población (o

parte de ella) es reemplazada por una nueva. Los Algoritmos Genéticos y Scatter Search

son métodos basados en poblaciones.
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Con o sin memoria. Las metaheuŕısticas con memoria utilizan información de la ejecu-

ción pasada del algoritmo para tomar decisiones en las iteraciones futuras. Ejemplos de

este tipo de técnicas son Tabu Search y Ant Colonies. En los métodos sin memoria, como

GRASP, los resultados obtenidos en iteraciones previas no condicionan expĺıcitamente las

decisiones tomadas por el algoritmo.

De función objetivo estática o dinámica. En algunos métodos, la función objetivo

utilizada para guiar el algoritmo es la misma función objetivo del problema y perma-

nece invariante durante todo el algoritmo. En otros casos, como Guided Local Search, se

utiliza una modificación de dicha función y se la hace vaŕıar conforme pasan las iteraciones.

Estos criterios pueden aplicarse a las metaheuŕısticas en su estado más abstracto. Sin

embargo, las implementaciones reales de estos algoritmos suelen tomar elementos de di-

versas fuentes, dando lugar a métodos h́ıbridos dif́ıciles de clasificar según criterios ŕıgidos.

De todos modos, no se pretende con esto llegar a una taxonomı́a de metaheuŕısticas, sino

dar una idea clara de las diferentes estrategias.

3.2.2. Metaheuŕısticas con memoria

En las metaheuŕısticas con memoria se almacena información sobre las soluciones que

han sido visitadas durante la ejecución (en una estructura llamada memoria), y se utiliza

esa información para tomar decisiones en las sucesivas iteraciones. En ese sentido, este tipo

de metaheuŕısticas busca realizar un mejor aprovechamiento de la información contenida

en las soluciones ya visitadas.

En general, cuando una metaheuŕıstica sin memoria visita una solución que no cumple

con cierto criterio de aceptación (por ejemplo, no mejora a la mejor solución encontrada),

la descarta. El punto de partida para las metaheuŕısticas con memoria es que dicha solución

podŕıa contener información relevante para la búsqueda, más allá de su valor objetivo. Más

aún, el análisis de un conjunto de soluciones puede permitir obtener nuevas soluciones de

mejor calidad mediante la detección de patrones repetidos, como se verá en la Sección 3.5.

La información almacenada en la memoria puede utilizarse, por ejemplo, para evitar la

exploración de ciertas regiones del espacio de soluciones. Este tipo de estrategias, llamadas

de inhibición, son utilizadas en el caso de Tabu Search. En este caso, se almacena infor-

mación de las últimas soluciones visitadas y se evita seleccionarlas al explorar la vecindad.

Otro posible uso de la información en memoria, contrapuesto con el anterior, consiste en

sesgar la búsqueda hacia ciertas regiones del espacio de búsqueda. Esta retroalimentación

se utiliza, por ejemplo, en los Ant Systems. Cada hormiga es influenciada positivamente

por las cantidades de feromona depositados en el pasado, para no apartarse demasiado de

las soluciones de cierta calidad encontradas en iteraciones anteriores.
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X

(a) Diversificación

X

(b) Intensificación

Figura 3.1: Soluciones visitadas durante una búsqueda diversa y una búsqueda intensa.

X

Figura 3.2: Compromiso entre diversificación e intensificación.

3.2.3. Intensificación y diversificación

Una caracteŕıstica común a todas las metaheuŕısticas es que durante su ejecución

examinan un conjunto de soluciones. Las diferentes propuestas buscan que dentro del

conjunto de soluciones examinadas (o visitadas), se encuentre alguna solución óptima o

cercana a la optimalidad.

La búsqueda realizada por una metaheuŕıstica debeŕıa, por un lado, concentrarse en

examinar minuciosamente las regiones del espacio en las que aparezcan soluciones de buena

calidad, y, por otro lado, visitar áreas no exploradas en busca de mejores soluciones.

Estos conceptos suelen denominarse, respectivamente, intensificación y diversificación. La

noción de “región” del espacio de búsqueda depende la definición de alguna métrica en

el conjunto X. Es empleada aqúı de manera informal para ilustrar estos conceptos. En la

Figura 3.1 se muestra de manera esquemática estas ideas.

Intensificación y diversificación son efectos causados por los diferentes componentes

de un algoritmo y su interacción. Si bien aparecen como conceptos contrapuestos, debe

pensárselos como complementarios. El éxito de una metaheuŕıstica depende, en buena

medida, de un adecuado balance entre intensificación (para obtener soluciones de buena

calidad) y diversificación (para decidir en qué regiones hacer una búsqueda más intensa).

La Figura 3.2 muestra esquemáticamente este compromiso.
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3.2.4. El uso de metaheuŕısticas

Los problemas candidatos a ser atacados mediante metaheuŕısticas son aquellos para

los cuales el conocimiento que se dispone acerca de su espacio de soluciones y su función

objetivo, no permite diseñar otro tipo de algoritmos que resulten eficientes en la práctica.

Para algunos problemas es posible derivar un principio de optimalidad, formulaciones

matemáticas compactas o cotas inferiores ajustadas. En algunos casos, haciendo uso de

esas propiedades particulares del problema, puede construirse algoritmos a medida que

garanticen encontrar una solución óptima en un número finito de pasos, y que, además,

consuman recursos computacionales moderados en la práctica. Sin embargo, en muchos

casos no se cuenta con tales elementos o, aún contando con ellos, no son suficientes para

lidiar con la complejidad intŕınseca del problema o con el tipo de instancias que se pretende

resolver. Las metaheuŕısticas surgen como una alternativa válida para la resolución de

problemas en ese contexto.

Desafortunadamente, existen escasos resultados acerca de la convergencia de las me-

taheuŕısticas y los que existen resultan poco útiles. Por ejemplo, bajo ciertas hipótesis

puede probarse que la probabilidad de que un algoritmo basado en Simulated Annealing

encuentre un óptimo global tiende a 1 cuando la cantidad de iteraciones tiende a infini-

to [1]. Este resultado no plantea ninguna ventaja de este método frente a los métodos

exactos, que en general encuentran un óptimo global luego de una cantidad exponencial,

pero finita, de iteraciones. Además, las implementaciones reales suelen incorporar ideas he-

terogéneas, dando lugar a algoritmos h́ıbridos con diversos componentes cuya interacción

resulta muy dif́ıcil de modelar anaĺıticamente.

Sin embargo, desde un punto de vista experimental, puede decirse que este tipo de

algoritmos suelen obtener buenos resultados además de un compromiso adecuado entre

la calidad de las soluciones obtenidas y el tiempo de ejecución necesario para hallarlas.

La dificultad para dar evidencia anaĺıtica de los buenos resultados experimentales que

se obtienen en la práctica constituye una de las principales desventaja que trae consigo

el uso de estos métodos. Entre los esfuerzos que se han realizado por avanzar en esta

dirección, cabe mencionar el uso de Cadenas de Markov para analizar algoritmos basados

en Simulated Annealing [1] y el teorema de esquemas para los Algoritmos Genéticos [71].

En el trabajo de Hoos y Stützle se discuten algunas herramientas que permiten analizar

la estructura del espacio de soluciones en los algoritmos de búsqueda local [82].

3.3. Algoritmos de búsqueda local

Un algoritmo de búsqueda local se basa en alguna noción de proximidad en el espacio

de soluciones. Para cada solución s, debe definirse un conjunto de soluciones vecinas N(s),

también llamado vecindad. Usualmente la vecindad se define mediante modificaciones sim-
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Figura 3.3: Trayectoria generada por un algoritmo de búsqueda local.

Paso 1 (inicialización).
Construir una solución inicial s0. Hacer k ← 0.

Paso 2 (Búsqueda local).
Hacer N ← {s ∈ N(sk) : f(s) < f(sk)}.
Si N = ∅, devolver sk y terminar.
Si no, elegir sk+1 ∈ N , hacer k ← k + 1 y repetir el paso 2.

Figura 3.4: Algoritmo de descenso simple.

ples sobre la solución, llamadas movidas, que no alteran sustancialmente su estructura.

Un óptimo local es una solución s para la cual f(s) ≤ f(s′)∀ s′ ∈ N(s). Es decir, una

solución para la cual ninguna de sus vecinas tiene un mejor valor objetivo. Cada definición

de vecindad genera diferentes óptimos locales. Toda definición de vecindad trae consigo la

presencia de óptimlos locales.

En un algoritmo de búsqueda local se parte de una solución inicial s0 y en la iteración

k se selecciona una nueva solución sk+1 ∈ N(sk). La secuencia de soluciones visitadas

(s0, s1, . . .) determina una trayectoria en el espacio de soluciones, como se ilustra en la Fi-

gura 3.3. La definición de una estructura de vecindad junto con un criterio para seleccionar

la próxima solución dentro de ella, caracterizan a un algoritmo de este tipo.

En un algoritmo de descenso simple (ver Figura 3.4) el criterio es moverse hacia algu-

na solución de menor costo. Cuando el algoritmo alcanza un óptimo local, ninguna de las

soluciones vecinas tiene menor costo y, por lo tanto, se finaliza la ejecución. Esquemática-

mente, este comportamiento se muestra en la Figura 3.5, en la cual se finaliza la ejecución

luego de haber visitado la secuencia (s0, s1, . . . , sN ), y se devuelve sN .

Existe una relación entre la solución inicial y las soluciones que pueden ser alcanzadas

siguiendo el algoritmo de descenso simple. Dicha relación se ilustra en la Figura 3.6. Para

acceder al óptimo global sopt, es necesario que s0 ∈ A(sopt), de lo contrario el algoritmo

convergerá a un óptimo local (s∗1 o s∗2).

Detenerse en el primer óptimo local encontrado puede no ser suficiente si se pretende

alcanzar soluciones con cierto nivel de calidad. En esos casos, debe encontrarse alguna

manera de proseguir la búsqueda. La manera más simple para continuar con la exploración
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f

s1 s2 sN−1s0 . . . sN X

Figura 3.5: Convergencia de un algoritmo de búsqueda de descenso.

f

Xs∗1 s∗2sopt

A(sopt)

Figura 3.6: Relación entre la solución inicial y la final para un algoritmo de descenso.
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Figura 3.7: Aceptar un deterioro de la solución puede permitir escapar de óptimos locales.

del espacio de soluciones consiste en ejecutar el algoritmo nuevamente, comenzando desde

una solución que no haya sido visitada anteriormente. Ejemplos de estrategias de este tipo,

denominadas multi-comienzo o multi-arranque, son GRASP e Iterated Local Search.

3.4. Tabu Search – memoria de corto plazo

La metaheuŕıstica Tabu Search (TS) [66] o búsqueda tabú opera como un algoritmo

de búsqueda local y provee un mecanismo para escapar de los óptimos locales y poder

continuar la exploración. A diferencia de los métodos multi-comienzo, se busca no apartarse

demasiado de la región en la que se encontró el óptimo local.

El efecto que se pretende obtener se ilustra en la Figura 3.7. Para que ello ocurra

es necesario permitir que en la búsqueda se visiten soluciones que empeoran la función

objetivo. Aśı se logra pasar de sN a sN+1 en el ejemplo. Entonces, en lugar de moverse

siempre hacia una solución que decremente el valor objetivo, se busca la mejor solución de

la vecindad (que posiblemente sea peor que la solución actual, en términos de la función

objetivo).

Este criterio tan simple no es suficiente para escapar de óptimos locales. Si en el ejemplo

anterior se cumpliera que sN ∈ N(sN+1), la mejor decisión podŕıa ser moverse de sN+1

nuevamente a sN . Esto generaŕıa que la búsqueda entre en un ciclo infinito que visita

alternadamente sN y sN+1. De manera similar, podŕıa entrarse en ciclos de más de dos

soluciones. Para evitar que se den estos casos, debe lograrse que el algoritmo no considere

las soluciones que han sido visitadas, al menos en un pasado cercano. La estrategia consiste

en considerar, en la iteración k, una vecindad reducida N∗
k (sk) ⊆ N(sk) que excluya esas

soluciones y realizar las movidas en base a esa nueva vecindad.

Una manera directa de lograr que el algoritmo eluda las soluciones más recientes es

almacenar un conjunto, llamado lista tabú, con las últimas δ soluciones visitadas (donde
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Paso 1 (inicialización).
Construir una solución inicial s0 y hacer sbest ← s0.
Hacer L0 = ∅ y k ← 0.

Paso 2 (búsqueda local).
Definir N∗

k (sk) = N(sk) \ Lk.
Hacer sk+1 ← arg mins∈N∗

k
(sk)f(s).

Paso 3 (actualización).
Si f(sk+1) < f(sbest), hacer sbest ← sk+1.
Hacer Lk+1 ← Lk ∪ {sk}. Si k ≥ δ, hacer Lk+1 ← Lk+1 \ {sk−δ}.

Paso 4 (terminación).
Hacer k ← k + 1.
Si k = TSiter devolver sbest y terminar; si no, ir al paso 2.

Figura 3.8: Tabú Search con lista de soluciones tabú.

δ es un parámetro del algoritmo). En la iteración k, la lista tabú es

Lk = {si : max(0, k − δ) ≤ i ≤ k − 1} (3.1)

y la vecindad reducida se define como N∗
k (sk) = N(sk) \ Lk. Las soluciones de la lista

tabú se denominan soluciones tabú. Con esta vecindad se proh́ıbe volver a pasar por

cualquiera de las últimas δ soluciones, lo que evita que el algoritmo entre en ciclos de hasta

δ + 1 soluciones repetidas. El valor del parámetro δ puede ser fijo o variar dinámicamente

durante la ejecución. Usualmente se toman valores bajos, que sean suficientes para lograr

escapar del óptimo local, lo cual depende de cada problema en particular.

El algoritmo con el enfoque de lista de soluciones tabú, se da en la Figura 3.8. Esta

estrategia requiere almacenar una lista de soluciones y, además, comparar soluciones por

igualdad cada vez que se considera una solución vecina. Estas dos operaciones pueden

requerir un tiempo de ejecución excesivo.

Un enfoque alternativo consiste en almacenar en la lista tabú, las inversas de las últi-

mas movidas realizadas. Al explorar la vecindad se evita realizar las movidas que están

almacenadas en la lista tabú. En general, esta alternativa es más sencilla de implementar,

puesto que las movidas, a diferencia de las soluciones, suelen ser caracterizadas utilizando

poca información. Por ejemplo, si una movida para algún problema sobre grafos consiste

en intercambiar dos nodos de posición, ésta puede codificarse mediante un par ordenado,

simplificando las operaciones de almacenamiento y comparación de movidas.

Puede permitirse, en algunos casos, que el algoritmo se mueva a una solución aún

cuando esta sea una solución tabú. Por ejemplo, una solución puede ser aceptada siempre

que mejore la mejor solución encontrada hasta el momento. Este criterio es denominado

criterio de aspiración.
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La lista tabú utilizada para inhibir la exploración de ciertas regiones del espacio de

búsqueda, ya sea que almacene soluciones o movidas, actúa como una memoria de corto

plazo, pues los elementos abandonan la lista al cabo de δ iteraciones del algoritmo. Aún

utilizando este tipo de memorias de corto plazo es posible, dado, precisamente, el carácter

volátil de la memoria, que el algoritmo quede atrapado en cierta región del espacio. El uso

de una memoria de largo plazo (que se analiza en la Sección 3.5) surge para remediar ese

defecto y lograr una mayor diversificación de la búsqueda.

3.4.1. El algoritmo Taburoute

El algoritmo Taburoute es una aplicación de la metaheuŕıstica Tabu Search y fue

propuesto por Gendreau, Hertz y Laporte [60] para resolver una versión del VRP en la

cual el costo de cada ruta no puede exceder cierto valor prefijado L.

Dada una solución s, la estructura de vecindad utilizada se define de la siguiente ma-

nera. Se seleccionan q clientes diferentes de manera aleatoria, con probabilidad uniforme.

Para cada cliente, se consideran todas las soluciones que pueden obtenerse eliminándolo de

la ruta a la que pertenece e insertándolo en otra ruta que contenga a alguno de sus p clien-

tes más cercanos. Los valores de p y q se calculan al comienzo de la ejecución en función de

las caracteŕısticas de la instancia que se esté resolviendo. Para insertar un cliente en una

ruta se utilizan las inserciones generalizadas GENI [59], presentadas en la Sección 2.5.1.

Todas las soluciones generadas de esta manera forman la vecindad N(s). Dado que N(s)

depende de la elección aleatoria de q clientes, diferentes ejecuciones del algoritmo podŕıan

dar diferentes resultados.

Cuando el cliente i es eliminado de la ruta r, cualquier movida que vuelva a inser-

tar i en r es declarada tabú por δ iteraciones, donde δ se sortea uniformemente en el

intervalo [5, 10]. Este es otro factor que contribuye al no determinismo del algoritmo. Se

utiliza el criterio de aspiración usual, aceptando soluciones que mejoran a la mejor solución

encontrada, aunque sean soluciones tabú.

Un elemento adicional, que aporta flexibilidad al algoritmo, es que se considera la

posibilidad de visitar soluciones que no son factibles. En particular, se permite violar las

restricciones de capacidad de los veh́ıculos y costo máximo de las rutas. Dada una solución

s, se utiliza la siguiente función objetivo para evaluar la calidad de las soluciones y moverse

en la vecindad:

f(s) = c(s) + αQ(s) + βL(s)

donde c(s) es el costo de la solución, Q(s) y L(s) miden la infactibilidad de la solución

respecto a dichas restricciones y α y β son valores que se calculan dinámicamente durante

la ejecución del algoritmo.

Al comienzo de la ejecución del algoritmo α = β = 1. En cada iteración se chequea
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Figura 3.9: Óptimos locales causados por las restricciones del problema.

si las últimas 10 soluciones fueron factibles respecto a la restricción de capacidad. En

caso afirmativo, se hace α ← α/2. Si todas fueron no factibles, se hace α ← 2α. El

valor de β se actualiza del mismo modo, pero respecto a la restricción de costo máximo

de las rutas. Una misma movida puede resultar muy atractiva en cierto momento y, sin

embargo, al pasar las ejecuciones volverse de poco interés. Por ejemplo, ante una movida

que decrementa el costo pero introduce infactibilidades y otra que incrementa el costo pero

elimina algún tipo de infactibilidad, la decisión a tomar es compleja. Con esta propuesta,

cuando se está explorando una región de soluciones factibles, se pone énfasis en el costo de

las soluciones. Del mismo modo, cuando no se logra hallar soluciones factibles, se prioriza

la factibilidad sobre el costo.

En muchos problemas de optimización, es la presencia de restricciones lo que provoca

óptimos locales. Por ejemplo, en la Figura 3.9 se muestra un problema cuya región factible

está formada por los conjuntos disjuntos X1, X2 y X3. La función objetivo tiene un sólo

mı́nimo global sopt, pero al considerar las restricciones se agregan los mı́nimos locales s∗1

y s∗2. Ningún algoritmo de búsqueda local que solamente considere soluciones factibles,

podrá alcanzar la solución óptima global, si s0 /∈ X2. Al aceptar soluciones no factibles se

contribuye a eliminar este tipo de dificultades. Sin embargo, debe procurarse un adecuado

balance entre soluciones factibles y no factibles, ya que no tiene sentido que el algoritmo

sólamente visite soluciones que no respetan las restricciones del problema.

3.5. Adaptive Memory Procedure – memoria de largo plazo

El Adaptive Memory Procedure (AMP) es una metaheuŕıstica que puede utilizarse

en combinación con cualquier algoritmo de búsqueda local. Fue propuesta por Rochat y

Taillard [112] en base a las ideas manejadas por Glover [65] sobre surrogate constraints.

Inicialmente este procedimiento fue utilizado como un mecanismo de diversificación para

TS, lo cual provoca algunos autores utilicen los términos AMP y TS indiscriminadamente.
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Figura 3.10: Esquema del funcionamiento del AMP.

En este trabajo, se optó por separar los conceptos, en el entendido de que el AMP puede

ser utilizado en combinación con cualquier algoritmo de búsqueda local.

El punto de partida para este método es una visión estructurada de las soluciones del

problema que se pretende resolver: una solución debe ser considerada como una agregación

de ciertos componentes. De modo general, la propuesta consiste en identificar componentes

que sistemáticamente aparecen en buenas soluciones. La motivación está dada por dos

expectativas optimistas:

es de esperar que componentes similares (o eventualmente idénticos) aparezcan en

soluciones de mejor calidad,

si se construyen soluciones combinando algunos de esos componentes, es posible que

aparezcan nuevos componentes que anteriormente no se percib́ıan como buenos.

La idea consiste en almacenar componentes de algunas de las mejores soluciones en-

contradas por el algoritmo, en una estructura llamada memoria de largo plazo. El esquema

de la Figura 3.10 ilustra el funcionamiento del método. Periódicamente, se construye una

solución en base a la información almacenada en la memoria y se realiza una búsqueda

local comenzando en dicha solución. La solución obtenida por el algoritmo de búsqueda

local se utiliza para actualizar la información almacenada en la memoria. Un seudocódigo

del algoritmo se muestra en la Figura 3.11.

Al inicializar el algoritmo, debe dotarse a la memoria de componentes para iniciar

el proceso. Para ello, puede construirse algunas soluciones mediante un método simple

e insertar los componentes en la memoria. En la fase de construcción se busca combinar

algunos componentes almacenados en la memoria para generar una solución. T́ıpicamente,

el proceso consistirá en seleccionar algunos componentes. En la búsqueda local se procura

mejorar dicha solución. Finalmente, en la fase de actualización se agrega, eventualmente,

los componentes de la solución obtenida a la memoria. Este proceso se repite durante una

cantidad prefijada de iteraciones AMP iter.

El comportamiento esperado del algoritmo es el siguiente. Al comienzo la memoria de-

beŕıa contener componentes bien diferenciados y, por lo tanto, las soluciones constrúıdas
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Paso 1 (inicialización).
Inicializar la memoria M . Hacer sbest ← ∅, zbest ←∞ y k ← 0.

Paso 2 (construcción de la solución).
Construir una solución s en base a la información en M .

Paso 3 (búsqueda local).
Aplicar la búsqueda local partiendo de s. Sea s∗ la solución obtenida.

Paso 4 (actualización).
Actualizar M utilizando la solución s∗.
Si f(s∗) < zbest, hacer sbest ← s∗ y zbest ← f(s∗).

Paso 5 (terminación).
Hacer k ← k + 1.
Si k = AMP iter devolver sbest y terminar; si no, ir al paso 2.

Figura 3.11: El Adaptive Memory Procedure (AMP).

en sucesivas ejecuciones del paso 2 debeŕıan ser también muy diferentes entre śı. En con-

secuencia, las búsquedas locales se realizarán sobre regiones bien diferentes del espacio

de soluciones. A medida que transcurran las iteraciones, la búsqueda local fallará en su

intento por mejorar la solución inicial (o al menos, provocará cambios muy pequeños).

Por lo tanto, la memoria se modificará cada vez con menos frecuencia, con lo cual las

soluciones constrúıdas en el paso 2 estarán ahora restringidas a unas pocas regiones del

espacio de soluciones. Es decir, en las primeras iteraciones se espera un proceso de di-

versificación y, a medida que pasen las iteraciones, la búsqueda se intensificará en ciertas

regiones promisorias del espacio de soluciones.

Cuánto más diversa1 sea la memoria, más diferentes serán sus elementos entre śı. Este

concepto juega un rol central en el desempeño del algoritmo. Son los cambios a la diversidad

de la memoria los que provocan el comportamiento descripto en el párrafo anterior. Cuánto

menor sea la diversidad de la memoria, más se intensificará la búsqueda, como se muestra

en la Figura 3.12.

Para obtener un algoritmo basado en este esquema debe proveerse, además de una

heuŕıstica de búsqueda local, un esquema de manejo de la memoria. Esto implica definir

la estructura de la memoria junto con operaciones para inicializarla, agregar soluciones y

construir soluciones en base a la información almacenada. Algunos aspectos que conside-

ramos importantes en el diseño de un algoritmo basado en el AMP, son los siguientes:

Descomposición de las soluciones en componentes. En general, para un mismo

problema existen varias maneras de definir la estructura de sus soluciones. Una buena

1Entendiendo por diversidad a alguna medida que cuantifique la diferencia entre los elementos de la
memoria.
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Figura 3.12: Intensificación y diversificación en el AMP.

descomposición debe lograr un balance adecuado de la cantidad de información que contie-

ne cada componente aislado. Si en cada componente se almacena demasiada información,

habrá pocas posibilidades de diversificar la búsqueda en la fase de construcción (pues la se-

lección de un componente de la memoria condicionará demasiado la solución que se puede

construir). Por otro lado, si los componentes contienen poca información, no habrá gran-

des diferencias con ejecutar la búsqueda local comenzando de soluciones aleatorias.

Elementos repetidos en la memoria. Dada una estrategia de descomposición, es usual

que un mismo componente aparezca en diferentes soluciones. Por lo tanto, debe decidirse

como se manejarán los componentes repetidos dentro de la memoria. Si se decide acep-

tarlos, es posible que en algunos casos ocurra una rápida pérdida de la diversidad. Por

otro lado, si no se aceptan elementos repetidos es posible que no se logre capturar la im-

portancia de dichos elementos (que es la motivación del algoritmo, como se mencionó al

comienzo de esta sección).

Inicialización de la memoria. Al comienzo, la memoria debe ser lo suficientemente

diversa como para que las soluciones construidas permitan cubrir diferentes regiones del

espacio de búsqueda.

Construcción de la solución. Las soluciones deben construirse procurando aprovechar

la información contenida en la memoria. Una buena opción es seleccionar ciertos compo-

nentes de manera no determińıstica y construir con ellos la solución. La selección debeŕıa

estar sesgada hacia los componentes de las mejores soluciones y hacia aquellos que se re-

piten con frecuencia (en caso de que se acepten componentes repetidos).
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No determinismo en la búsqueda local. Luego de algunas iteraciones del AMP, se

espera que las soluciones construidas en el paso 2 sean cada vez más similares. Esto hace

necesario que la búsqueda local incorpore cierto grado de no determinismo. De lo contrario,

en el caso extremo de que se genere la misma solución varias veces, en lugar de intensificar

la búsqueda cerca de dicha solución, simplemente se estaŕıa repitiendo un mismo proceso

una y otra vez.

Actualización de la memoria. El proceso de actualización de la memoria no solamente

implica agregar los componentes de las nuevas soluciones, sino que también debe incluir

alguna poĺıtica de reemplazo. Por motivos de eficiencia, es aconsejable que la cantidad de

elementos en la memoria esté acotada de antemano. Además, a medida que se van encon-

trando mejores soluciones, muchos de los componentes que se utilizaron anteriormente ya

no resultarán tan atractivos como los nuevos y pueden ser eliminados de la memoria.

3.5.1. El algoritmo de Rochat y Taillard

La propuesta original de este método fue realizada por Rochat y Taillard para resolver

el VRP y el VRPTW [112]. En este caso, los componentes de una solución son rutas.

Cuando una solución es agregada a la memoria, se subdivide en las rutas individuales que

la componen. Cada una de las rutas es agregada a la memoria etiquetada con el valor de

la solución. Al construir una solución con los datos de la memorias se seleccionan rutas de

manera probabiĺıstica, privilegiando aquellas con menor valor de la etiqueta.

Esta estrategia está fuertemente basada en la idea de que no es muy dif́ıcil construir

una buena ruta, sino que lo complejo es hallar un conjunto de rutas que sea simultánea-

mente bueno para todos los clientes. En ese sentido, la combinación de rutas que estén en

diferentes soluciones de buena calidad, puede originar mejores soluciones. Por ejemplo, si

bien las soluciones de las Figuras 3.13(a) y 3.13(b) tienen caracteŕısticas que las alejan de

la optimalidad, algunas de sus rutas pueden utilizarse para construir una solución mejor.

La solución ilustrada en la Figura 3.13(c) surge de combinar las rutas marcadas de cada

una de las soluciones anteriores.

Las dos suposiciones planteadas al comienzo de la Sección 3.5 para justificar intuiti-

vamente la metodoloǵıa, se traducen en este contexto de la siguiente manera. Si una ruta

aparece repetidas veces en las mejores soluciones que visita el algoritmo, es de esperar que

participe en otras soluciones de buena calidad. Más aún, si se combinan algunas de estas

rutas para construir una solución, podŕıa esperarse que otras buenas rutas para el resto de

los clientes surjan de la búsqueda en una manera similar. Es en ese sentido que se explota

la información contenida en las soluciones visitadas por el algoritmo.

En este caso, la memoria M es un multi-conjunto de rutas, cada una de las cuales
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Figura 3.13: Algunas rutas de soluciones de cierta calidad pueden ser utilizadas para
construir una mejor solución.
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se etiqueta con el costo de la solución por la que fue agregada a la memoria. Un aspec-

to importante es que la memoria sea un multi-conjunto, es decir, que una misma ruta

pueda aparecer repetidas veces. Si una ruta aparece en diferentes buenas soluciones, esta

propuesta sugiere tenerla en cuenta en la fase de construcción. Por cuestiones de eficien-

cia, resulta útil mantener la memoria ordenada en forma creciente según las etiquetas. El

tamaño máximo de la memoria está especificado de antemano por el parámetro M size.

Inicialización

Al comienzo, se genera I soluciones diferentes mediante una heuŕıstica constructiva no

determińıstica, simple y rápida. A cada una de ellas se le aplica la búsqueda local y la

solución obtenida se agrega a la memoria.

Construcción de una solución

El procedimiento de construcción de una solución basado en datos de la memoria

juega un papel central del AMP, pues es donde efectivamente se utiliza la información

histórica de la búsqueda. En este caso, se selecciona rutas de M de manera probabiĺıstica,

privilegiando a las que aparecen al comienzo (es decir, las que forman parte de las mejores

soluciones halladas durante la ejecución del AMP).

Dado que las rutas seleccionadas deben visitar exactamente una vez a cada cliente,

aquellas rutas que tienen algún cliente en común con las ya seleccionadas se descartan de

la selección. La distribución de probabilidades utilizada al elegir una ruta no depende de

los valores de las etiquetas sino de su orden relativo, y está sesgada hacia las que ocupan

las primeras posiciones. Tres aspectos favorecen la selección de una ruta en la fase de

construcción:

que forme parte de una buena solución que ya fue visitada, pues ocupará alguna de

las primeras posiciones de M , lo que provoca que su probabilidad de selección sea

alta respecto a las demás,

que pertenezca a varias soluciones, pues como se aceptan elementos repetidos en la

memoria, basta con que una de las copias de r sea elegida,

que las rutas que aparecen antes en la memoria compartan clientes con alguna de

las ya seleccionadas (y, por lo tanto, no puedan ser elegidas).

Búsqueda local

La búsqueda local utilizada es un algoritmo basado en TS propuesto por Taillard [116].
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Actualización

Cuando una solución es agregada a la memoria, cada ruta se etiqueta con el valor de

dicha solución y se inserta en el conjunto M preservando el orden creciente de las etiquetas.

Con este esquema, las rutas que pertenecen a las mejores soluciones encontradas aparecen

al comienzo de M . Si luego de la inserción, |M | > M size, las últimas |M | −M size rutas se

eliminan de la memoria.

3.6. Relevamiento bibliográfico

La idea de construir soluciones mediante información almacenada en una memoria de

largo plazo y mejorarlas con un algoritmo basado en TS, ha sido aplicada con éxito a la

resolución de diversos problemas de optimización.

Luego de que Rochat y Taillard [112] propusiera en AMP, muchos autores modificaron

esa propuesta para considerar otras variantes de problemas de ruteo de veh́ıculos. Golden,

Laporte y Taillard [75] diseñaron un algoritmo similar para resolver problemas con objetivo

“min-max” (por ejemplo, minimizar el costo de la ruta más costosa). Un algoritmo para

resolver el VRPMT, basado en las mismas ideas, fue propuesto por Taillard, Laporte y

Gendreau [120]. El VRP con ventanas de tiempo flexibles [118], el VRPHF [117] y una

versión del VRP con múltiples depósitos [36], también fueron resueltos utilizando variantes

del AMP.

Recientemente, Tarantilis y Kiranoudis [123] y Tarantilis [122], propusieron una ma-

nera alternativa de organizar la memoria. Los componentes de las soluciones, en lugar de

ser rutas, son secuencias de clientes (que no necesariamente tienen al depósito en los ex-

tremos). En lugar de extraer rutas completas de la memoria se extraen dichas secuencias,

llamadas bones (o huesos). En este caso, cada componente de una solución contiene menos

información que en la propuesta original del AMP.

Las aplicaciones del AMP trascienden a los problemas de ruteo de veh́ıculos, des-

tacándose su uso para la resolución de problemas de asignación [52], de clustering [5], de

recolección de recompensas [121] e incluso para la planificación de distritos electorales [16].

El AMP puede considerarse una visión unificada, de alto nivel, de muchas metaheuŕısti-

cas con memoria. Taillard et al. [119] ilustran como los Algoritmos Genéticos, Scatter

Search, Tabu Search y Ant Systems, pueden ser considerados instancias del AMP con

diferentes estrategias de manejo de memoria. Si bien esto puede parecer una propiedad

de poca importancia, desde el punto de vista práctico resulta útil hacer un esfuerzo por

unificar las decenas de metaheuŕısticas que han sido propuestas en los últimos años.



Caṕıtulo 4

El problema de ruteo de veh́ıculos

con múltiples viajes

4.1. Introducción

Algunas caracteŕısticas importantes que surgen en las aplicaciones reales no son tenidas

en cuenta en los modelos clásicos de ruteo de veh́ıculos. En particular, en el VRP y sus

derivados, suele suponerse que cada veh́ıculo recorre una sola ruta en un mismo peŕıodo

de planificación y que el tamaño de la flota es ilimitado.

En muchos contextos no es realista suponer una correspondencia uno a uno entre

veh́ıculos y rutas. Es común en las zonas urbanas, donde las distancias son relativamente

cortas, que cada veh́ıculo recorra más de una ruta en un mismo peŕıodo de planificación

(que usualmente es de un d́ıa). En muchos casos, porque esto permite una reducción en

la cantidad de veh́ıculos utilizados, y por lo tanto, en los costos de operación. En otros,

porque quizás sea la única alternativa posible para satisfacer toda la demanda con la flota

disponible.

En la mayor parte de los modelos suele suponerse que la cantidad de veh́ıculos dispo-

nibles no está acotada. Este tipo de modelos resulta de utilidad, principalmente, en un

contexto de planificación estratégica en el cual se desea dimensionar la flota de veh́ıculos

o simplemente se busca una idea aproximada del costo de la distribución. En gran parte

de los casos, especialmente a nivel operativo, debe resolverse el problema considerando la

flota disponible. Es decir, debe considerarse una cantidad finita de veh́ıculos.

Resulta extraño que siendo caracteŕısticas esenciales de diversos problemas de la reali-

dad, estos aspectos sean tan pocas veces tenidos en cuenta en la literatura. Sorprende aún

más el hecho de que la mayor parte del software comercial de ruteo de veh́ıculos śı ofrezca

soluciones a este tipo de problemas [77].

En este caṕıtulo se extiende la formulación del VRP para considerar múltiples rutas

por veh́ıculo y una flota de tamaño fijo. Se formula el problema como un problema de

53
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programación lineal entera y se da una descomposición del VRPMT en dos subproblemas.

Luego se estudia la complejidad computacional y se da cotas para el valor óptimo. Se

presenta además algunas medidas de infactibilidad de las soluciones y, finalmente, se da

un relevamiento bibliográfico de los trabajos que proponen algoritmos para resolver esta

importante variante del VRP.

4.2. Definición del problema

Se considera un grafo dirigido G = (V, E) donde V = {0, 1, . . . , n} es el conjunto de

nodos y E ⊆ V × V es el conjunto de arcos. El nodo 0 representa un depósito y los

nodos i ∈ V \ {0} representan clientes. Cada cliente i tiene asociada una demanda di. Si

(i, j) ∈ E, es posible viajar directamente desde i hasta j a un costo cij y en un tiempo tij .

Se dispone de una flota K = {1, ..., m} de m veh́ıculos idénticos (la flota es homogénea).

Cada veh́ıculo tiene una capacidad Q. Existe un horizonte de tiempo T que indica la

duración del peŕıodo de planificación.

Se supone que Q, di y T son enteros positivos y que G es fuertemente conexo. También

se considera que tij = λcij ∀ (i, j) ∈ E para cierto λ > 0, lo cual resulta razonable en la

práctica pues los costos de viaje suelen considerar principalmente el gasto de combustible

y son proporcionales al tiempo de utilización de los veh́ıculos.

Una ruta es un ciclo simple en G que comienza y termina en el depósito y será denotada

como r = (v0, . . . , vn(r)+1), donde v0 = vn(r)+1 = 0 y (vi, vi+1) ∈ E ∀ i ∈ 0..n(r). Para

cada ruta r, n(r) representa la cantidad de clientes que visita. La demanda cubierta por

una ruta, su costo y su duración están dadas, respectivamente, por

d(r) =

n(r)∑

i=1

dvi
, c(r) =

n(r)∑

i=0

cvi,vi+1
y t(r) =

n(r)∑

i=0

tvi,vi+1
.

En algunos casos se utilizará cr y tr para denotar el costo y la duración de una ruta.

El Problema de Ruteo de Veh́ıculos con Múltiples Viajes o Vehicle Routing Problem

with Multiple Trips (VRPMT) consiste en determinar un conjunto de rutas junto con una

asignación de cada ruta a un veh́ıculo, de modo que el costo total de las rutas sea mı́nimo

y se satisfagan las siguientes restricciones:

(i) Cubrimiento: cada cliente debe ser visitado por exactamente una ruta,

(ii) Capacidad: la demanda de los clientes en la misma ruta no debe exceder la capa-

cidad del veh́ıculo que la recorre,

(iii) Overtime (horas extra): cada veh́ıculo debe poder recorrer las rutas que tiene

asignadas dentro del peŕıodo de planificación.
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r1 r2 r3

(a) Secuencia con esperas

r2 r3r1

(b) Secuencia sin esperas

Figura 4.1: Dos diagramas de Gantt para una misma secuencia de rutas.

Una solución para el problema es una secuencia de conjuntos de rutas

s = (R1(s), . . . , Rm(s))

donde el conjunto Rk(s) está formado por las rutas asignadas al veh́ıculo k. El conjunto

de rutas de la solución es

R(s) =
⋃

k∈K

Rk(s).

En los casos en que no haya ambigüedades, se denotará una solución simplemente como

s = (R1, . . . , Rm). El costo de una solución es la suma de los costos de cada ruta:

f(s) =
∑

r∈R(s)

c(r). (4.1)

Dado un veh́ıculo k denotamos como tk(s) a la duración total de las rutas que tiene

asignadas:

tk(s) =
∑

r∈Rk(s)

t(r). (4.2)

Las restricciones del problema pueden ser escritas utilizando esta notación como:

(i) ∀ i ∈ V \ {0}, ∃! r = (v0, . . . , i, . . . , vn(r)+1) ∈ R(s),

(ii) d(r) ≤ Q ∀ r ∈ R(s),

(iii) tk(s) ≤ T ∀ k ∈ K.

4.2.1. Orden de recorrida de las rutas

En este problema, la duración de una ruta depende únicamente de la secuencia de

nodos que visita. Además, se supone que un veh́ıculo puede finalizar una ruta y comenzar la

siguiente sin tener que esperar en el depósito. Dado que la duración total de una secuencia

con esperas no puede ser menor que la duración de la misma secuencia sin esperas (ver

Figura 4.1), solamente se considerará secuencias sin espera.

Verificar si para un veh́ıculo k se cumple la restricción de overtime, implica determinar

si es posible recorrer las rutas de Rk(s) en un tiempo no mayor que T . Dadas las hipótesis

presentadas en el párrafo anterior, todos los |Rk(s)|! ordenes posibles para recorrer dichas

rutas tienen una duración de tk(s). Por lo tanto, se satisface la restricción si tk(s) ≤ T .
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Frente a problemas con restricciones adicionales, ese chequeo de factibilidad podŕıa

ser más complejo. En los problemas con ventanas de tiempo, por ejemplo, la duración de

una ruta depende del momento en que ésta comience. Esto ocurre porque si se arriba a

un cliente antes de que empiece su horario de servicio, el veh́ıculo debe esperar. Además,

como no se puede llegar a un cliente luego de que su horario finalice, existen restricciones

sobre la hora de comienzo de las rutas. En esos casos, el problema de determinar si un

conjunto de rutas puede ser recorrido por un veh́ıculo dentro del peŕıodo de planificación

puede formularse como un One Machine Problem que es NP-Completo [57].

4.3. Formulaciones Matemáticas

En esta sección se dan dos formulaciones del VRPMT como un problema de programa-

ción entera binaria. Ambas son adaptaciones de modelos concebidos originalmente para el

VRP. Se pretende dar una definición precisa del problema en cuestión. En este trabajo no

se buscan métodos de solución basados en estos modelos ni se profundiza en su estudio.

4.3.1. Formulación como un Set Partitioning Problem

Es posible adaptar la formulación del VRP de Balinsky y Quandt [9] para formular el

VRPMT como un Set Partitioning Problem (SPP) con restricciones adicionales. Sea S el

conjunto que contiene a todas las rutas cuya demanda no supera Q, es decir, que respetan

la restricción de capacidad. Para cada r ∈ S se define air indicando si la ruta r visita al

cliente i (air = 1) o no (air = 0). El VRPMT puede ser formulado de la siguiente manera:

(VRPMT1)min
∑

k∈K

∑

r∈S

crx
k
r (4.3)

s.a.
∑

k∈K

∑

r∈S

airx
k
r = 1 ∀ i ∈ V \ {0} (4.4)

∑

r∈S

trx
k
r ≤ T ∀ k ∈ K (4.5)

xk
r ∈ {0, 1} ∀ k ∈ K, ∀ r ∈ S

Si xk
r = 1, entonces la ruta r es parte de la solución y es asignada al veh́ıculo k (es

decir, r ∈ Rk(s)). Si xk
r = 0∀ k ∈ K, entonces r no forma parte de la solución. La función

objetivo (4.3) establece que se debe minimizar el costo total. El hecho de que cada cliente

deba pertenecer a exactamente una ruta se impone en (4.4) y las restricciones de overtime

se establecen en (4.5).

A pesar de tener una cantidad exponencial de variables, esta formulación enfatiza la

estructura de las restricciones del VRPMT. La capacidad de los veh́ıculos y el hecho de

que las rutas deban comenzar y finalizar en el depósito son restricciones locales a cada
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ruta y, por lo tanto, pueden encapsularse en la definición del conjunto S. Sin embargo,

visitar a cada cliente exactamente una vez y no sobrepasar el horizonte de tiempo son

globales, en el sentido que involucran a todas las rutas de la solución. Las violaciones de

las restricciones locales pueden encontrarse examinando las rutas por separado, pero para

asegurar el cumplimiento de las restricciones globales debe analizarse toda la solución.

4.3.2. Formulación del tipo Flujo de Veh́ıculos

En el trabajo de Zhao et al. [137] se propone un modelo del VRPMT basado en la

formulación de flujo de veh́ıculos de tres ı́ndices. Se agrega un cuarto ı́ndice para discri-

minar entre las diferentes rutas asignadas a un mismo veh́ıculo. Se utiliza un conjunto de

variables binarias xkp
ij que indica si el veh́ıculo k ∈ K viaja del nodo i al nodo j en su

p-ésimo viaje. Para determinar el rango del ı́ndice p se utiliza una cota superior p̄ para la

cantidad de rutas que puede asignarse a un mismo veh́ıculo como parámetro del modelo

(si no hubiera tal cota, puede considerarse p̄ = n). La formulación es la siguiente:

(VRPMT2)min
∑

k∈K

p̄∑

p=1

∑

(i,j)∈E

cijx
kp
ij (4.6)

s.a.
∑

k∈K

p̄∑

p=1

∑

j∈∆+(i)

xkp
ij = 1 ∀ i ∈ V \ {0} (4.7)

∑

j∈∆+(i)

xkp
ij −

∑

j∈∆−(i)

xkp
ji = 0

∀ i ∈ V \ {0},

∀ k ∈ K, ∀ p ∈ 1, . . . , p̄
(4.8)

∑

i∈V \{0}

di

∑

j∈∆+(i)

xkp
ij ≤ Q ∀ k ∈ K, ∀ p ∈ 1, . . . , p̄ (4.9)

p̄∑

p=1

∑

(i,j)∈E

tijx
kp
ij ≤ T ∀ k ∈ K (4.10)

∑

i∈S

∑

j∈S∩∆+(i)

xkp
ij ≤ |S| − 1

∀S ⊆ V \ {0}, |S| ≥ 2,

∀ k ∈ K, ∀ p ∈ 1, . . . , p̄
(4.11)

xkp
ij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ E, ∀ k ∈ K, ∀ p ∈ 1, . . . , p̄

La función objetivo (4.6) indica que se debe minimizar el costo de todas las rutas. Las

restricción (4.7) exige que todo cliente sea un nodo intermedio de exactamente una ruta.

En (4.8) se impone que si el veh́ıculo k llega al cliente i en su viaje p, entonces el mismo

veh́ıculo debe abandonar el cliente en ese mismo viaje. La capacidad de cada veh́ıculo

y el horizonte de tiempo se imponen en (4.9) y (4.10), respectivamente. Finalmente, las

desigualdades (4.11) actúan como restricciones de eliminación de subtours.

Dado que se hace expĺıcito el orden de las rutas, esta formulación tiene problemas de

degeneración.
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r3

r5r4

r1

r2

(a) Componente de ruteo

0

r1 r2

r3 r4 r5

T

(b) Componente de asignación

Figura 4.2: Dos componentes de una solución del VRPMT.

4.4. Descomposición del problema

El VRPMT exige, además de diseñar un conjunto de rutas, hacer expĺıcita una asigna-

ción de dichas rutas a los m veh́ıculos disponibles. Por lo tanto, las soluciones del VRPMT

tienen dos componentes: el ruteo y la asignación.

Componente de ruteo: un conjunto de rutas R que satisface las restricciones del VRP,

Componente de asignación: una partición de R en (R1, . . . , Rm) de modo que cada

conjunto Rk satisface la restricción de horizonte de tiempo.

Dado un conjunto R de rutas factibles para el VRP, llamaremos subproblema de asig-

nación al de determinar una solución s factible para el VRPMT cuyas rutas sean las de R

(es decir, R(s) = R). Esto es, obtener una solución del VRPMT partiendo de una solución

factible para la componente de ruteo. Se busca una partición de R en m subconjuntos

R1, . . . , Rm de modo que tk(s) =
∑

r∈Rk
t(r) ≤ T ∀ k ∈ K. Este problema puede verse

como un Bin Packing Problem (BPP) con m recipientes de capacidad T y un item de peso

t(r) por cada ruta r ∈ R. En el Apéndice B se da una descripción del BPP.

En la Figura 4.2 se ilustran las dos componentes de una solución para una instancia del

problema con m = 2. Dicha solución es s = (R1, R2) con R1 = {r1, r2} y R2 = {r3, r4, r5}.

Cabe mencionar que si bien en el diagrama de Gantt se muestra un orden en el cual las

rutas son recorridas (ver Figura 4.2(b)), dicho orden no forma parte de la solución. En

efecto, los Rk son conjuntos y no secuencias. El ordenamiento se da solamente a los efectos

de representar gráficamente una solución.

Es importante notar que el conjunto de rutas de una solución factible para el VRPMT

siempre es factible para el VRP. Sin embargo, el rećıproco de esta afirmación es falso. Puede

haber soluciones factibles para el VRP cuyas rutas no puedan asignarse a los veh́ıculos

disponibles respetando las restricciones de overtime. Es decir, el subproblema de asignación

puede no tener solución para ciertos conjuntos de rutas R. Por lo tanto, resolver un VRP

y luego asignar las rutas a los veh́ıculos resolviendo un BPP puede dar lugar a soluciones
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no factibles respecto al horizonte de tiempo.

4.5. Complejidad computacional

El hecho de que la cantidad de veh́ıculos sea fija hace que la restricción de horizonte

de tiempo sea dif́ıcil de satisfacer en el caso general. Por un lado, la duración de las rutas

asignadas a un mismo veh́ıculo aumenta cuando la cantidad de veh́ıculos disminuye (pues

algunos de los veh́ıculos restantes deben realizar más trabajo). Por otro lado, el horizonte

de tiempo impone una cota superior a la duración de dichas rutas. Ciertas combinaciones

de m y T pueden dar lugar a instancias no factibles.

Denominaremos problema de factibilidad del VRPMT al de, dada una instancia, en-

contrar una solución factible o determinar que no existe. Dicho problema es NP-Hard.

Esto puede probarse reduciendo polinomialmente el BPP a este problema. Consideremos

una instancia de la versión de decisión del BPP. Sean I el conjunto de items, wi el peso

del item i, U la cantidad de recipientes y B la capacidad de cada uno de ellos. A partir

de esa instancia, se construye (en tiempo polinomial) una instancia del VRPMT donde:

1. V = {0} ∪ I y E = V × V ,

2. di = 1 ∀ i ∈ I y Q = 1,

3. c0i = ci0 = t0i = ti0 = wi/2 ∀ i ∈ I,

4. m = U ,

5. T = B.

En esta instancia del VRPMT existe un cliente por cada item (1). Como la capacidad

del veh́ıculo alcanza para satisfacer la demanda de exactamente un cliente (2), cualquier

ruta en una solución factible será de la forma ri = (0, i, 0). La definición de los tiempos

de viaje (3) implica que t(ri) = c0i + ci0 = wi. Por lo tanto, en una solución factible cada

ruta representa un item y la duración de la ruta es igual al peso del item. Por otro lado,

la cantidad de veh́ıculos es igual a la cantidad de recipientes (4) y el horizonte de tiempo

es igual a la capacidad de cada recipiente (5).

Consideremos una solución factible s = (R1(s), . . . , Rm(s)) para esta instancia del

VRPMT. Dicha solución puede interpretarse como una solución del BPP original en la

que si ri ∈ Rk(s), entonces el item i está asignado al recipiente k. Como s es factible

para el VRPMT, se cumple que
∑

ri∈Rk
t(ri) ≤ T ∀k ∈ K, es decir,

∑
ri∈Rk

wi ≤ B. En

consecuencia, el peso de los items asignados al recipiente k no supera la capacidad de dicho

recipiente. Finalmente, como hay tantos veh́ıculos como recipientes, la factibilidad de la

solución del VRPMT garantiza la factibilidad de la solución del BPP.
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Los párrafos anteriores ilustran como un algoritmo para resolver el problema de fac-

tibilidad del VRPMT en tiempo polinomial, puede utilizarse para resolver la versión de

decisión del BPP en tiempo polinomial. Como dicha versión del BPP es un problema

NP-Completo [57], el problema de factibilidad del VRPMT es NP-Hard.

Para muchos problemas de optimización, hallar una solución óptima es NP-Hard, pero

una solución factible puede encontrarse en tiempo polinomial. En ese sentido, el VRPMT

puede considerarse aún más dif́ıcil que esa clase de problemas, pues no puede compu-

tarse soluciones factibles en tiempo polinomial (a no ser que P = NP ). La complejidad

computacional del VRPMT lo hace poco tratable mediante técnicas de solución exacta

y justifica el uso de métodos aproximados o heuŕısticas para poder resolver instancias de

tamaño realista en tiempos de cómputo razonables.

4.6. Cotas para el valor óptimo

Al trabajar con problemas de optimización de cierta complejidad, se busca obtener

soluciones factibles cuyo valor sea lo más cercano posible al valor óptimo del problema.

De aqúı en más, se supondrá que el valor de cualquier solución factible es estŕıctamente

positivo. Siendo z∗ el valor óptimo de una instancia de un problema de minimización y

dada una solución factible de costo z, interesa estimar

GAP ∗(z) =
z − z∗

z∗

que otorga una medida normalizada de la calidad de la solución. Como z∗ es desconocido

a priori, suele utilizarse la siguiente medida

GAP (z) =
z − LB

LB
(4.12)

como estimativo de GAP ∗(z), siendo LB una cota inferior para z∗. Dado que LB ≤ z∗,

se cumple que GAP ∗(z) ≤ GAP (z). Cuanto mas ajustada sea la cota inferior, es decir,

cuanto menor sea z∗ − LB, mejor será dicha estimación.

Por otro lado, dada una instancia de un problema, puede ser de utilidad contar con

una cota superior para el valor de las soluciones factibles. Es decir, un valor UB tal que

si una solución factible tiene costo z, pueda garantizarse que z ≤ UB. En este caso, se

cumple que

GAP (z) ≤
UB − LB

LB
.

Es decir, puede determinarse una cierta garant́ıa en la calidad de las soluciones factibles.

Por ejemplo, si UB−LB
LB

= 0.05, entonces toda solución factible del problema tiene un GAP

que no supera el 5 % y quizás sea suficiente para los aspectos prácticos diseñar un algoritmo
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que solamente busque la factibilidad. Además, si se diera un caso en el que LB > UB,

entonces la instancia no tiene soluciones factibles.

4.6.1. Una cota inferior para el VRPMT

Consideremos una instancia factible del VRPMT de valor óptimo z∗VRPMT. Puesto que

las rutas de cualquier solución factible del VRPMT son factibles para el VRP correspon-

diente, se cumple que

z∗VRPMT ≥ z∗VRP, (4.13)

siendo z∗VRP el valor óptimo del VRP asociado a la instancia del VRPMT, lo cual da una

cota inferior.

Puede probarse que esta cota es alcanzada por algunas instancias del VRPMT. En efec-

to, consideremos un instancia cualquiera del VRP cuya solución óptima está formada por

el conjunto de rutas R = {r1, . . . , rp}. Para esta instancia tenemos que z∗VRP =
∑

r∈R c(r).

Eligiendo, por ejemplo, λ = 1, m = p y T = maxr∈Rc(r), se obtiene una instancia del

VRPMT en la cual la solución s∗ = ({r1}, . . . , {rp}) es factible y su valor es z∗VRP. Por lo

tanto, s∗ es la solución óptima para la instancia construida y en esta instancia se cumple

que z∗VRPMT = z∗VRP.

4.6.2. Una cota superior para el VRPMT

Consideremos una instancia del VRPMT y una solución factible s∗ = (R1(s
∗), . . . , Rm(s∗)).

Como s∗ es factible, verifica la restricción de overtime:

∑

r∈Rk(s∗)

t(r) ≤ T ∀k ∈ K,

lo cual implica (agregando las m desigualdades) que

∑

r∈R(s∗)

t(r) ≤ mT.

Dado que s∗ es factible para la instancia y que para cierto λ > 0 se cumple que tij = λcij

∀ (i, j) ∈ E:

z∗VRPMT =
∑

r∈R(s∗)

c(r) =
1

λ

∑

r∈R(s∗)

t(r).

Se deriva entonces la siguiente cota superior

z∗VRPMT ≤
mT

λ
. (4.14)

También esta cota es alcanzada en algunas instancias. Dados m, T , λ > 0 y n ≥ m, es
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posible construir instancias del VRPMT que alcancen la cota superior, fijando:

1. di = 1 ∀ i ∈ V \ {0} y Q = 1,

2. t0i = ti0 = T/2 ∀i ∈ 1..(m− 1),

3. t0i = ti0 = T/(2(n−m + 1)) ∀i ∈ m..n.

Considerando la solución s∗ = (R1(s
∗), . . . , Rm(s∗)), donde Rk(s

∗) = {rk} ∀k = 1..(m−1)

y Rm(s∗) = {rm, . . . , rn}. Esta solución es factible para el problema, pues cada ruta

satisface las restricciones de capacidad y además tenemos

∑

r∈Rk(s∗)

tr = t0k + tk0 = T ∀ k = 1..(m− 1)y

∑

r∈Rm(s∗)

tr =
n∑

i=m

t0i + ti0 =
n∑

i=m

T/(n−m + 1) = T.

Además, dado que la demanda de cada cliente es igual a la capacidad del veh́ıculo, para

cualquier otra solución factible s se tiene que R(s) = R(s∗) y por lo tanto, s∗ es una

solución óptima. El costo de s∗, y por lo tanto el valor óptimo de la instancia del VPRMT

construida, está dado por

∑

r∈R(s∗)

c(r) =
m−1∑

k=1

∑

r∈Rk(s∗)

t(r)

λ
+

∑

r∈Rm(s∗)

t(r)

λ
=

mT

λ
,

por lo tanto, en la instancia construida se alcanza la cota superior.

4.7. Medidas de infactibilidad

Dada la complejidad computacional asociada al problema de encontrar soluciones que

respeten todas las restricciones del problema, resulta útil contar con medidas para evaluar

la calidad de las soluciones no factibles. Se considera una solución s = (R1(s), . . . , Rm(s)),

que no necesariamente satisface las restricciones de capacidad o de horizonte de tiempo.

4.7.1. Violaciones a la restricción de capacidad

Una medida de la violación de la restricción de capacidad para una ruta r ∈ R(s)

está dada por:

D(r) = (d(r)−Q)+ (4.15)

siendo a+ = max(a, 0). Si la ruta es factible respecto a esta restricción, entonces D(r) = 0.

Si no lo es, el valor de D(r) indica la mı́nima cantidad de capacidad adicional necesaria
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0 T

O1(s) = 1

O3(s) = 2

O2(s) = 0

Figura 4.3: Un ejemplo de la medida overtime para una solución no factible.

para que el veh́ıculo pueda cargar la demanda de la ruta. Esta medida puede agregarse

para considerar todas las rutas de la solución:

D(s) =
∑

r∈R(s)

D(r) (4.16)

y se cumple que D(s) = 0 si s es factible respecto a la restricción de capacidad.

4.7.2. Violaciones a la restricción de overtime

Taillard et al. Taillard et al. [120] proponen tres medidas para cuantificar la infactibi-

lidad de una solución respecto a la restricción de overtime.

Overtime (horas extra)

Dado un veh́ıculo k ∈ K, el tiempo que éste trabaja luego de transcurrido el horizonte

de tiempo T se utiliza para definir la medida overtime:

Ok(s) =


 ∑

r∈Rk(s)

t(r)− T




+

. (4.17)

Si el veh́ıculo satisface la restricción de horizonte de tiempo, entonces Ok(s) = 0. En caso

contrario, la ecuación puede re-escribirse como

∑

r∈Rk(s)

t(r) = T + Ok(s). (4.18)

Es decir, el tiempo total que un veh́ıculo que no respeta la restricción de overtime está tra-

bajando, es el horizonte de tiempo más su overtime.

En la Figura 4.3 se muestra el diagrama de Gantt para una solución en la que los

veh́ıculos 1 y 3 violan la restricción de horizonte de tiempo (O1(s) = 1 y O3(s) = 2) y el

veh́ıculo 2 la satisface (O2(s) = 0).
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0 T

(a) Solución con O(s) = 3 y LTR(s) = 7/6

T0

(b) Solución con O(s) = 3 y LTR(s) = 9/6

Figura 4.4: Dos soluciones con el mismo valor de overtime.

El overtime total de una solución se obtiene sumando en todos los veh́ıculos:

O(s) =
∑

k∈K

Ok(s). (4.19)

Al ser una medida agregada, el overtime total puede no proporcionar cierta información

relevante. Por ejemplo, el overtime total de las dos soluciones que se muestran en la

Figura 4.4 es 3. Sin embargo, en la solución de la Figura 4.4(a) cada veh́ıculo sobrepasa

en 1 el horizonte de tiempo, mientras que en la de la Figura 4.4(b) hay un único veh́ıculo

que no satisface la restricción y sobrepasa el horizonte en 3 unidades de tiempo. Este

fenómeno no es capturado por la medida propuesta. En algunas situaciones reales puede

ser preferible obtener soluciones en las que las violaciones de cada veh́ıculo sean pequeñas

(aunque ocurran en muchos de ellos) y en otros casos puede preferirse que el overtime se

concentre en unos pocos veh́ıculos.

En algunos casos, como cuando se desea comparar valores obtenidos para diferentes

instancias del problema, puede ser útil normalizar esta medida de modo que no dependa

de las magnitudes espećıficas involucradas en cada instancia. Puede entonces medirse el

overtime total en términos del horizonte de tiempo, es decir

OT (s) =
O(s)

T
. (4.20)

Longest Tour Ratio

Teniendo en cuenta lo anterior, la medida longest tour ratio (LTR) da otra manera

de cuantificar la infactibilidad de una solución, considerando únicamente el veh́ıculo que

llega más tarde al depósito luego de su último viaje, es decir, el peor caso:

LTR(s) =
1

T
maxk∈K

∑

r∈Rk(s)

t(r) (4.21)

Si la solución es factible, entonces LTR(s) ≤ 1. Si no, utilizando (4.18), tenemos que

LTR(s) =
1

T
maxk∈K (T + Ok(s)) = 1 +

maxk∈KOk(s)

T
. (4.22)
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PCδ

f(s2)

δ

tan−1 O(s2)
λ

tan−1 O(s1)
λ

1

f(s1)

Figura 4.5: PCδ vs. δ para dos soluciones s1 y s2.

Es decir, se mide el overtime del veh́ıculo que llega más tarde en términos del horizonte

de tiempo.

Penalized Cost

Esta medida combina las violaciones de la restricción de horizonte de tiempo con

los costos del problema. El costo penalizado surge de suponer que los costos de viaje se

multiplican por un parámetro δ > 1 luego de que se cumple el horizonte de tiempo. Es

decir, al cabo de T unidades de tiempo, viajar del nodo i al j aumenta su costo de cij

a δcij . Dado que el tiempo en que se realizan viajes una vez finalizado el horizonte T es

O(s), una expresión simple para esta medida es

PCδ(s) = f(s) +
(δ − 1)O(s)

λ
(4.23)

Esta medida depende de un parámetro y, por lo tanto, puede ocurrir que dadas dos

soluciones s1 y s2 se cumpla PCδ1(s1) > PCδ1(s2) pero PCδ2(s1) < PCδ2(s2), para dos

valores diferentes del parámetro δ1 y δ2. Por ejemplo, dada una solución s1 podŕıa ser

posible obtener otra solución s2 que sea mejor en términos de la función objetivo (f(s2) <

f(s1)) a costa de un incremento en la infactibilidad (O(s2) > O(s1)). En este caso podŕıa

darse un comportamiento similar al que se ilustra en la Figura 4.5 para la medida PCδ al

variar δ. Debe observarse que es el valor de O(s) el que determina la sensibilidad de esta

medida con respecto al valor de δ, dado que

∂

∂δ
PCδ(s) =

O(s)

λ
.
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(a) Rutas de la solución.

r2 r1

r3

r4

r5

T0

(b) Asignación (no factible).

Figura 4.6: Solución óptima del VRP y no factible para el VRPMT.

(a) Rutas de la solución.

0 T

r5

r4

r3

r2 r1

(b) Asignación (factible).

Figura 4.7: Solución factible para el VRPMT.

4.8. Ejemplo

Se considera la instancia CMT-1 propuesta por Christofides et al. [28] para el VRP.

Para esta instancia se conoce el valor óptimo z∗VRP = 524.61. Considerando los mismos

nodos, demandas y capacidades que en dicha instancia junto con m = 4, T = 144 y λ = 1

se construye una instancia para el VRPMT. Para esta instancia LB = z∗VRP = 524.61 y

UB = mT/λ = 576, por tanto el máximo GAP posible es (UB − LB)/LB = 9.8 %.

La solución óptima para el subproblema de ruteo (es decir el VRP sin considerar

los valores de m y T ), se muestra en la Figura 4.6. Dicha solución (de costo 524.61)

está compuesta por 5 rutas (R = {r1, . . . , r5}) que se muestran en la Figura 4.6(a) y cuyas

duraciones son t1 = 98.45, t2 = 99.25, t3 = 99.33, t4 = 109.06 y t5 = 118.52.

No existe una solución factible s para la instancia del VRPMT que cumpla R(s) = R,

pues no es posible colocar items de peso t1, . . . , t5 en 4 recipientes de capacidad 144.

Una solución no factible que puede construirse con las rutas de la solución del VRP es

s1 = ({r1, r2}, {r3}, {r4}, {r5}) (ver Figura 4.6(b)).

Sin embargo, la instancia del VRPMT construida tiene al menos una solución factible.

En la Figura 4.7 se muestran las rutas y la asignación correspondiente. La solución está for-

mada por 5 rutas diferentes (R(s′) = {r′1, . . . , r
′
5}) de duraciones t′1 = 57.82, t′2 = 82.12,

t′3 = 122.80, t′4 = 141.76 y t′5 = 141.79 y s′ = ({r′1, r
′
2}, {r

′
3}, {r

′
4}, {r

′
5}). El costo de esta
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Sol. de Fig 4.6 Sol. de Fig 4.7

Factible No Si
f 524.61 546.29

GAP − 4.1 %
O 53.7 0

LTR 1.373 0.985
PC2 578.31 546.29
PC3 623.01 546.29

Tabla 4.1: Algunas medidas para las soluciones del ejemplo.

solución es 546.29.

En la Tabla 4.1 se muestran algunas de las medidas definidas en las secciones prece-

dentes, para las soluciones del ejemplo. Este ejemplo ilustra el hecho de que un enfoque de

solución en dos fases, que primero resuelve un VRP y luego asigna las rutas a los veh́ıculos

puede dar lugar a soluciones no factibles, mencionado en la Sección 4.4.

4.9. Revisión bibliográfica

El primer trabajo acerca de este problema se atribuye a Fleischmann [51] y fue escrito

en 1990. En su art́ıculo, propuso la versión que se ataca en este trabajo y dos extensiones

para considerar flota heterogénea y ventanas de tiempo. Se propone un algoritmo simple

de dos fases. El subproblema de ruteo se resuelve mediante una adaptación del algoritmo

de ahorros [29] y el de asignación mediante una heuŕıstica para el BPP. Sólamente se

reportan resultados computacionales sobre 3 instancias de prueba cuyos datos no están

disponibles.

Taillard et al. [120] propusieron en 1996 un algoritmo de tres fases para resolver el

VRPMT. En la primera fase se genera, mediante varias ejecuciones de tabu search, un

conjunto M con varias rutas que satisfacen las restricciones del VRP. Luego, se forman

diversas soluciones para el VRP combinando adecuadamente las rutas almacenadas en M .

En la última etapa, para cada solución del VRP las rutas son asignadas a los veh́ıculos

mediante una heuŕıstica para el BPP, procurando respetar la restricción de horizonte de

tiempo. Se propone un conjunto de 104 instancias de prueba sobre los que se reportan

resultados computacionales.

En 1997, Brandão y Mercer [18] diseñaron un algoritmo basado en tabu search para

resolver un caso real que inclúıa, entre otras restricciones, las del VRPMT. Más tarde,

simplificaron dicho algoritmo para resolver el VRPMT [19]. Ambas propuestas comparten

sus caracteŕısticas esenciales. Se permite visitar soluciones no factibles (que son penalizadas

en la función objetivo), las movidas se definen mediante intercambios de clientes entre

rutas y se utiliza el algoritmo GENI [59] para realizar las inserciones. La restricción de

horizonte de tiempo se considera en una etapa intermedia del algoritmo. Se dan resultados
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computacionales sobre las instancias de prueba propuestos por Taillard et al. [120].

Recientemente, Petch y Salhi [104] propusieron un algoritmo de múltiples fases para

resolver el VRPMT. Se genera un conjunto de soluciones para el VRP sobre las que

luego se ejecuta una heuŕıstica buscando asignar las rutas a los veh́ıculos. Las rutas se

construyen mediante dos vias: utilizando la versión de Yellow del algoritmo de ahorros [136]

e independientemente, utilizando una población de rutas como en Taillard et al. [120].

También se reportan resultados sobre las instancias de prueba propuestos por Taillard et

al. [120].

Zhao et al. [137] reportan una adaptación de tabu search en la cual antes de realizar las

movidas se aplica un algoritmo de asignación de rutas a veh́ıculos. Se reportan resultados

computacionales sobre 3 instancias de prueba.



Caṕıtulo 5

Memorias adaptativas para la

resolución del VRPMT

5.1. Introducción

Como se mencionó en el Caṕıtulo 3, el Adaptive Memory Procedure (AMP) [112] ha

permitido obtener soluciones de buena calidad para algunos problemas de ruteo de veh́ıcu-

los como el VRP y el VRPTW. Además, provee un esquema general y flexible que permite

su adaptación a nuevos problemas. En este caṕıtulo se presenta un algoritmo basado en

el AMP para resolver el VRPMT.

Las ideas utilizadas para el manejo de la memoria son muy similares a las propuestas

originalmente por Rochat y Taillard [112]. En ambos casos la memoria es una secuencia

ordenada de rutas, donde las rutas de las mejores soluciones ocupan las primeras po-

siciones. La construcción de una solución se realiza seleccionando rutas de la memoria

probabiĺısticamente.

El algoritmo de búsqueda local toma elementos de Taburoute [60], como la aceptación

de soluciones no factibles y la estrategia para su penalización. Además, se utilizan las ideas

presentadas en el Granular Tabu Search propuesto por Toth y Vigo [127], para disminuir

la cantidad de soluciones examinadas al explorar la vecindad. Se proponen dos estrategias

para implementar dicha reducción, que dan lugar a diferentes métodos de búsqueda local.

Durante la ejecución del AMP se permite visitar soluciones que violen la restricción de

overtime. En la búsqueda local se permite, además, violar la restricción de capacidad de los

veh́ıculos. Dado que se aceptan soluciones no factibles, se define un criterio de comparación

de soluciones para tener en cuenta tanto la factibilidad como el costo, a la hora de tomar

las decisiones dentro del algoritmo.

Se diseñó una heuŕıstica simple para resolver el subproblema de asignación, que se

utiliza para obtener una solución del VRPMT a partir de un conjunto de rutas.

69
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Paso 1 (inicialización).
Hacer Rk ← ∅, para k = 1, . . . , m.

Paso 2 (selección).
Seleccionar la ruta de mayor duración: r∗ ← arg maxr∈Rt(r).
Seleccionar el veh́ıculo menos ocupado: k∗ ← arg mink∈K

∑
r∈Rk

t(r).

Paso 3 (asignación).
Asignar r∗ a k∗: Rk∗ ← Rk∗ ∪ {r∗}.
Hacer R← R \ {r∗}.

Paso 4 (terminación).
Si R = ∅, terminar; si no, ir al paso 2.

Figura 5.1: Heuŕıstica de asignación de rutas a veh́ıculos.

5.2. Resolución del subproblema de asignación

En algunas fases del algoritmo, se contará con un conjunto de rutas R que debe ser

particionado en m conjuntos para conseguir una solución s = (R1, . . . , Rm) del VRPMT.

Como se mencionó en la Sección 4.4, este subproblema puede modelarse como un BPP con

m recipientes de capacidad T y un item de peso t(r) por cada ruta r ∈ R. Dado que para

algunos conjuntos R puede no existir una solución factible, se buscará una asignación que

minimice el overtime total.

5.2.1. Heuŕıstica de asignación

Para obtener una asignación se utiliza un método iterativo que, en cada paso, asigna la

ruta de mayor duración (considerando las que aún no han sido asignadas) al veh́ıculo menos

ocupado. El proceso termina cuando todas las rutas han sido asignadas. Un seudocódigo

de esta heuŕıstica se muestra en la Figura 5.1. Este algoritmo es similar a la heuŕıstica

Best Fit Decreasing (BFD) propuesta para el BPP [96].

En la Figura 5.2 se ilustra la ejecución de este algoritmo sobre un conjunto de 5 rutas

R = {r1, . . . , r5} de duraciones 11, 9, 7, 6 y 5 respectivamente, para m = 2 y T = 20.

La solución obtenida es s = (R1, R2), formada por R1 = {r1, r4} y R2 = {r2, r3, r5}. Esta

solución no es factible respecto a la restricción de overtime, siendo O1(s) = 0 y O2(s) = 1.

5.2.2. Heuŕıstica de post-procesamiento

Si bien la heuŕıstica de asignación puede funcionar adecuadamente en algunos casos, es

posible que la partición obtenida pueda ser mejorada. Para ello se aplica un algoritmo de

post-procesamiento sobre la asignación, buscando corregir algunas decisiones tomadas por

la heuŕıstica. El objetivo es encontrar intercambios de rutas entre veh́ıculos que disminuyan

el overtime total.
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r2

0 T

(a) t1(s) = 11, t2(s) = 0.
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r2
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(b) t1(s) = 11, t2(s) = 9.
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r2 r3
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(c) t1(s) = 11, t2(s) = 16.
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(d) t1(s) = 17, t2(s) = 16.

T

r1

r2 r3 r5

r4

0

(e) t1(s) = 17, t2(s) = 21.

Figura 5.2: Ejemplo de ejecución de la Heuŕıstica de Asignación.

Consideremos una solución s con O(s) > 0, dos veh́ıculos diferentes k y k′ y una ruta

de cada veh́ıculo r ∈ Rk(s) y r′ ∈ Rk′(s), que cumplan

(a) Ok(s) > 0 y Ok′(s) = 0,

(b) t(r) > t(r′),

(c) tk′(s) + t(r)− t(r′) ≤ T .

Si se construye una solución snew de modo que la única diferencia con s es que r se asigna

a k′ y r′ se asigna a k (es decir, se intercambian las asignaciones), las duraciones para los

veh́ıculos k y k′ en esta solución son:

tk(s
new) = tk(s)− t(r) + t(r′)

tk′(snew) = tk′(s) + t(r)− t(r′)

La condición (a) implica que Ok(s) = tk(s) − T > 0 y la condición (b) implica que

tk(s) > tk(s
new). Por lo tanto

Ok(s
new) = (tk(s

new)− T )+ < tk(s)− T = Ok(s)

Es decir, en la nueva solución se disminuye el overtime del veh́ıculo k. Esta disminución,
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Paso 1 (inicialización).
Inicializar el conjunto de rutas marcadas L = ∅.

Paso 2 (selección del veh́ıculo).
Seleccionar el veh́ıculo que termina más tarde: k ← arg maxk∈Ktk(s).

Paso 3 (selección de una ruta).
Si Rk ⊆ L, terminar (todas las rutas de k están marcadas).
Seleccionar una ruta del veh́ıculo que no esté marcada: r ∈ Rk \ L.
Marcar la ruta L = L ∪ {r}.

Paso 4 (buscar cambio).
Buscar k′ ∈ K y r′ ∈ Rk′ que verifiquen las condiciones (a)-(c).
Si existen, ir al paso 5. Si no, ir al paso 3.

Paso 5 (realizar cambio).
Hacer Rk ← Rk ∪ {r

′} \ {r} y Rk′ ← Rk′ ∪ {r} \ {r′}.
Si O(s) = 0, terminar. Si no, ir al paso 2.

Figura 5.3: Algoritmo de post-procesamiento de la asignación.

T

r1

r2 r3 r5

r4

0

(a) Solución obtenida con la
heuŕıstica de asignación

r4 r3 r5

r2r1

0 T

(b) Intercambio de las rutas r2 y r4

Figura 5.4: Intercambio que mejora el resultado de la heuŕıstica de asignación.

trae consigo un aumento de la duración del veh́ıculo k′, puesto que tk′(snew) > tk′(s). La

condición (c) asegura que tk′(snew) ≤ T y en consecuencia Ok′(snew) = Ok′(s) = 0. En

consecuencia, no se incrementa el overtime del veh́ıculo k′. Por lo tanto, O(snew) < O(s),

como se buscaba.

En el algoritmo de la Figura 5.3, se buscan veh́ıculos y rutas que cumplan las condicio-

nes (a)-(c) para realizar los intercambios mencionados. Este procedimiento solamente se

aplica cuando la solución obtenida por la heuŕıstica de asignación no respeta la restricción

de overtime.

En la Figura 5.4 se muestra un posible intercambio que realiza este algoritmo sobre

la solución de la Figura 5.2(e). En este caso, se toma r = r2 y r′ = r4 y la asignación

obtenida luego de intercambiar las rutas es R1 = {r1, r2} y R2 = {r3, r4, r5}. La nueva

solución es factible, puesto que se tiene O1(s
new) = O2(s

new) = 0.
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Paso 1 (inicialización).
Inicializar la memoria M .
Guardar la mejor solución encontrada al inicializar la memoria en sbest.
Hacer k ← 0.

Paso 2 (construcción de la solución).
Construir una solución s en base a la información en M .

Paso 3 (búsqueda local).
Aplicar la búsqueda local partiendo de s.
Sea s∗ la solución obtenida.

Paso 4 (actualización de la mejor solución).
Si s∗ ≺ sbest, hacer sbest ← s∗, s← s∗ e ir al paso 3.

Paso 5 (actualización de la memoria).
Actualizar M utilizando la solución s∗.

Paso 6 (terminación).
Hacer k ← k + 1.
Si k = AMP iter devolver sbest y terminar; si no, ir al paso 2.

Figura 5.5: El Adaptive Memory Procedure (AMP).

5.3. Descripción general del AMP

El algoritmo que proponemos en este trabajo para resolver el VRPMT responde al

esquema presentado en la Figura 5.5. Se mantiene una memoria M con información acerca

de las mejores soluciones visitadas por el algoritmo. Al comenzar la ejecución (paso 1) se

inicializa la memoria M y la mejor solución encontrada sbest. Periódicamente se construye

una nueva solución combinando rutas de la memoria (paso 2) y en el paso 3 se le aplica

un algoritmo de búsqueda local. En el paso 4 se chequea si la solución obtenida por la

búsqueda local es mejor que sbest. En caso afirmativo, se actualiza sbest y la búsqueda

local se ejecuta nuevamente. La solución obtenida en la última ejecución de la búsqueda

local se utiliza para actualizar la memoria (paso 5). El algoritmo termina al haber realizado

AMP iter fases de construcción y búsqueda local (AMP iter es un parámetro del algoritmo).

5.3.1. Comparación de soluciones

Dada la complejidad de respetar la restricción de overtime, durante toda la ejecución

del AMP se aceptan las soluciones que no satisfacen dicha restricción. Esto introduce un

problema al intentar definir cuándo una solución es mejor que otra. El criterio usual de

comparar los valores objetivo de las soluciones pierde sentido por śı solo, pues en general

puede obtenerse una solución con un valor objetivo bajo cuando que se permite violar las

restricciones del problema.
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s1

OO(s1)

f(s1)

Figura 5.6: Visión gráfica del criterio de comparación de soluciones.

Para definir un orden entre las soluciones se recurre al criterio lexicográfico, definido

de la siguiente manera:

(a1, b1) ≺ (a2, b2) ⇐⇒ a1 < a2 ∨ a1 = a2 ∧ b1 < b2 (5.1)

Dadas dos soluciones s1 y s2, consideramos que s1 es mejor que s2, y lo denotamos como

s1 ≺ s2, cuando se cumple (O(s1), f(s1)) ≺ (O(s2), f(s2)), es decir, cuando se verifica

alguna de las siguientes condiciones:

1. O(s1) < O(s2),

2. O(s1) = O(s2) y f(s1) < f(s2).

El caso 1 implica que s1 está mas cerca de la factibilidad que s2. El caso 2, establece que

ambas soluciones son equivalentes desde el punto de vista de la factibilidad, pero s1 es

mejor en cuanto al costo. En el caso particular de dos soluciones factibles, es decir cuando

O(s1) = O(s2) = 0, el criterio obtenido es el habitual: s1 es mejor que s2 si f(s1) < f(s2).

En la Figura 5.6 se ilustra este criterio de comparación de soluciones desde un punto

de vista gráfico. Una solución s se representa en un par de ejes cartesianos por el punto

(O(s), f(s)). La solución s1 es mejor que las soluciones que caen dentro de la zona som-

breada, excluyendo la ĺınea punteada. La zona punteada corresponde al caso 1, mientras

que la ĺınea llena se corresponde con el caso 2. El resto de los puntos representa soluciones

que son mejores que s1 respecto a este criterio lexicográfico.

5.4. Manejo de la memoria

Al igual que en la propuesta de Rochat y Taillard [112], la memoria está formada por

rutas que pertenecen a alguna de las “buenas” soluciones que van siendo visitadas por

el algoritmo. La memoria se mantiene ordenada, de modo que las rutas de las mejores

soluciones estén al comienzo. En este caso M es una secuencia de rutas que denotaremos

M = (r1, . . . , r|M |), siendo |M | la cantidad de rutas almacenadas en la memoria. El hecho
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Paso 1 (inicialización).
Seleccionar un cliente v1 al azar.
Ordenar los clientes j = 1, . . . , n de forma creciente según el ángulo v̂10j.
Sea (v1, . . . , vn) la secuencia ordenada de clientes.
Hacer R = ∅ y k ← 1.

Paso 2 (nueva ruta).
Crear una nueva ruta r ← (0, vk, 0).
Inicializar la demanda d← d(vk).

Paso 3 (ampliación de la ruta).
Hacer k ← k + 1.
Si k = n + 1, hacer R← R ∪ {r} e ir al paso 4.
Si d + vk > Q, hacer R← R ∪ {r} e ir al paso 2.
Si no, agregar vk luego de vk−1 en r. Hacer d← d + vk. Repetir el paso 3.

Paso 4 (asignación).
Aplicar la heuŕıstica de asignación a R, para obtener s = (R1, . . . , Rm).

Paso 5 (búsqueda local).
Aplicar la búsqueda local sobre s.

Figura 5.7: Construcción de una solución inicial.

de que la ruta r esté almacenada en la memoria se denotará como r ∈M . El valor de |M |

está acotado superiormente por M size, que es un parámetro de entrada del algoritmo.

Como se mencionó anteriormente, dada la complejidad computacional del problema

de encontrar una solución factible para el VRPMT, las rutas almacenadas en la memoria

pueden eventualmente pertenecer a una solución que no respete la restricción de overtime.

Asimismo, las soluciones constrúıdas a partir de rutas de la memoria también pueden ser

no factibles respecto a esa restricción. Sin embargo, la restricción de capacidad de los

veh́ıculos será respetada por todas las rutas de la memoria.

5.4.1. Inicialización

Para comenzar la ejecución del algoritmo debe poblarse la memoria con rutas. Para

ello, se generan I soluciones y cada una de ellas se agrega a M . Para crear cada una de

las soluciones iniciales se aplica el algoritmo que se muestra en la Figura 5.7.

En los pasos 1-3, se construyen rutas utilizando la Heuŕıstica de Barrido [64] (ver

Sección 2.5.1). Se parte de un cliente elegido aleatoriamente y se agregan clientes a una

ruta hasta colmar la capacidad del veh́ıculo. Cuando la ruta está completa se comienza

otra con un nuevo cliente y se sigue el mismo procedimiento. Por la forma en que son

construidas, las rutas del conjunto R respetan la restricción de capacidad y visitan a

todos los clientes. El orden en que se consideran los clientes es determinado por el ángulo

formado por (v1, 0, j).
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Paso 1 (inserción de las rutas).
Para cada r ∈ R(s), etiquetar r con (O(s), f(s)) e insertar r en M .

Paso 2 (chequeo de tamaño).
Si |M | > M size, eliminar las últimas |M | −M size rutas de M .

Figura 5.8: Actualización de la memoria.

Luego de obtenidas las rutas, debe calcularse una asignación de éstas a los veh́ıculos,

para lo cual se utiliza el algoritmo de asignación presentado en la Sección 5.2. Esto da

una solución para el VRPMT(posiblemente no factible respecto a las restricciones de

overtime), sobre la cual se aplica el algoritmo de búsqueda local presentado más adelante

en la Sección 5.5.

Se realizan I ejecuciones de este algoritmo, utilizando clientes iniciales elegidos alea-

toriamente en el paso 1. Cada una de las soluciones obtenidas se agrega a la memoria. La

cantidad de soluciones iniciales (I) es un parámetro del algoritmo.

5.4.2. Actualización

Al agregar una solución s a la memoria, cada ruta r ∈ R(s) se etiqueta con el par

(O(s), f(s)) y se inserta en la secuencia ordenada M , utilizando el criterio de ordenación

lexicográfico (ver Sección 5.3.1). Luego de agregar todas las rutas de la solución, si el

tamaño de la memoria supera el valor máximo permitido, se eliminan las rutas de las

últimas posiciones hasta que |M | = M size. El algoritmo utilizado se da en la Figura 5.8.

5.4.3. Construcción de una solución

Para construir una solución en base a la información almacenada en la memoria, se

seleccionan rutas de M en forma no determińıstica, privilegiando a las que ocupan las

primeras posiciones, pues forman parte de las mejores soluciones encontradas hasta el

momento. Un seudocódigo de este proceso se muestra en la Figura 5.9.

En los pasos 1-3, se seleccionan rutas de la memoria de modo que compartan clientes.

Las rutas que comparten clientes con las seleccionadas, se eliminan provisoriamente de

la memoria. Podŕıa ocurrir que en cierta iteración la memoria quede vaćıa y aún haya

clientes no visitados. Eso se chequea en el paso 4 y, en caso de que efectivamente ocurra,

se crean rutas para ellos utilizando el algoritmo de barrido (los pasos 1-3 del algoritmo

de la Figura 5.7). Una vez que se dispone de un conjunto de rutas R que visita a cada

cliente exactamente una vez, se asignan dichas rutas a los veh́ıculos mediante la heuŕısti-

ca presentada en la Sección 5.2. Con esto se obtiene una solución para el VRPMT que

visita exactamente una vez a cada cliente y verifica la restricción de capacidad, pero no

necesariamente verifica la restricción de overtime.
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Paso 1 (inicialización).
Hacer M ′ ←M y R = ∅.

Paso 2 (selección de la próxima ruta).
Seleccionar r ∈M ′ de manera no determińıstica.

Paso 3 (actualización).
Agregar r a la solución: R← R ∪ {r}.
Eliminar de M ′ las rutas que comparten clientes con r.

Paso 4 (fin de la selección).
Si M ′ 6= ∅, ir a 2.
Si hay clientes sin visitar, crear rutas para ellos y agregarlas a R.

Paso 5 (asignación).
Aplicar el algoritmo de asignación sobre R y obtener s = (R1, . . . , Rm).

Figura 5.9: Construcción de una solución en base a la memoria.

La distribución de probabilidades utilizada al elegir una ruta de M ′ en el paso 2 no de-

pende de los valores de las etiquetas, sino de su orden relativo. Siendo M ′ = (r1, . . . , r|M ′|),

la probabilidad de elegir la ruta ri está dada por

pi = 2
|M ′|+ 1− i

|M ′|(|M ′|+ 1)
(5.2)

Con esta distribución se cumple que

pi − pi+1 =
2

|M ′|(|M ′|+ 1)
∀ i = 1, . . . , |M ′| − 1.

Es decir, la selección de rutas está sesgada hacia las que ocupan las primeras posiciones,

pero el decrecimiento de las probabilidades se da de forma lineal, como se muestra en la

Figura 5.10.

5.5. Búsqueda local

El algoritmo diseñado para realizar la búsqueda local está basado en la metaheuŕıstica

Tabu Search. Las ideas principales fueron tomadas de dos algoritmos propuestos para

resolver el VRP: Taburoute [60] y Granular Tabu Search [127]. Para la búsqueda local

se supone que el grafo G es completo (en caso de no serlo, puede adaptarse fácilmente

introduciendo algunos chequeos).
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2 |M ′|−1
|M ′|(|M ′|+1)

2 1
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|M ′|. . .
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Figura 5.10: Distribución de probabilidades de selección de las rutas.

5.5.1. Función objetivo penalizada

Durante la ejecución del algoritmo se permite visitar soluciones que violen tanto las

restricciones de capacidad como las de horizonte de tiempo. Dentro del algoritmo, el costo

de una solución s, está dado por

fP (s) = f(s) + αD(s) + βO(s) (5.3)

donde f(s) es el costo de las rutas definido en (4.1), D(s) mide la violación de las restric-

ciones de capacidad (definida en (4.16)), O(s) es el overtime de la solución (4.19) y α y β

son valores que regulan la importancia relativa del costo y cada una de las restricciones

del problema.

Los valores de α y β vaŕıan durante la ejecución algoritmo. Si en una iteración la

solución viola la restricción de capacidad (es decir, D(s) > 0), se incrementa el valor de α

buscando que en la próxima iteración se le de mayor importancia a esta restricción. Del

mismo modo, si O(s) > 0 se aumenta el valor del parámetro β. Cuando la solución visitada

satisface alguna restricción, el parámetro correspondiente disminuye su valor para dar

mayor importancia al resto de los términos. Los incrementos de los parámetros se realizan

duplicando su valor, y los decrementos se efectúan dividiendo el valor del parámetro entre

dos. Para evitar problemas numéricos, se fijan cotas superiores e inferiores a los parámetros,

de modo que en cada iteración se cumpla que α ∈ [αmin, αmax] y β ∈ [βmin, βmax].

5.5.2. Estructuras de vecindad

La vecindad de una solución se define mediante movidas. Como se mencionó en la Sec-

ción 4.4, en una solución hay dos componentes principales que son las rutas y la asignación

de las rutas a los veh́ıculos. Para contemplar esta caracteŕıstica se definieron dos tipos de
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bj+1bj−1

ai+1

bj

aiai−1

(a) Customer Insert, CIai,bj

ai+1 ai+2ai

bj+1bj−1 bj

(b) Customer Swap, CSai,bj

Figura 5.11: Los dos tipos de movidas que definen la vecindad de ruteo.

vecindades. La vecindad de ruteo introduce modificaciones sobre la topoloǵıa de las rutas,

sin modificar la asignación. La vecindad de asignación vaŕıa la asignación pero no modifica

la secuencia de visitas de las rutas.

Vecindad de ruteo

La vecindad de ruteo se define mediante las movidas customer insert (CI) y customer

swap (CS), que se ilustran en la Figura 5.11. Ambos tipos de movidas involucran a dos

rutas diferentes r1 y r2 y quedan uńıvocamente determinadas por dichas rutas y el par de

nodos (ai, bj).

En las movidas CI, se elimina al nodo ai de r1 y se lo agrega a r2 inmediatamente

antes del nodo bj . Dadas r1 y r2, denotaremos como CIai,bj
(s) a la solución que se obtiene

al aplicar la movida CI determinada por (ai, bj) sobre la solución s. La nueva solución se

obtiene realizando las siguientes modificaciones sobre s:

r1 ← (0, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an(r1), 0)

r2 ← (0, b1, . . . , bj−1, ai, bj , bj+1, . . . , bn(r2), 0).

Para que el resultado sea una solución, debe cumplirse que ai 6= 0, pues de lo contrario

r1 no visitaŕıa al depósito en la nueva solución. En el caso de que la ruta r1 tenga un

solo cliente, es decir, r1 = (0, a1, 0), luego de aplicar la movida quedará vaćıa y debe ser

eliminada de la solución.

En las movidas CS, los nodos ai+1 y bj intercambian sus posiciones en sus respectivas

rutas. Se denotará por CSai,bj
(s) a la solución obtenida luego de aplicar la movida CS

determinada por (ai, bj) sobre la solución s. En la nueva solución se realizan los siguientes

reemplazos:

r1 ← (0, a1, . . . , ai, bj , ai+2, . . . , an(r1), 0)

r2 ← (0, b1, . . . , bj−1, ai+1, bj+1, . . . , . . . , bn(r2), 0).

En este caso, debe cumplirse que ai+1 6= 0 y bj 6= 0. Como las movidas CSai,bj
y CSbj−1,ai+1

dan el mismo resultado, se exigirá que ai < bj−1 para no examinar movidas duplicadas.
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Figura 5.12: Los dos tipos de movidas que definen la vecindad de asignación.

Dada una solución s, denotaremos por NR(s) a todas las soluciones que pueden obte-

nerse aplicando alguna de las movidas de ruteo sobre s.

Vecindad de asignación

La vecindad de asignación se define utilizando ideas similares, mediante las movidas

route insert (RI) y route swap (RS). Estas movidas toman dos veh́ıculos diferentes v1 y

v2 y modifican sus asignaciones como se muestran en la Figura 5.12.

En las movidas RI se elimina una ruta r1 del conjunto R1 de rutas asignadas al veh́ıculo

v1 y se la asigna al veh́ıculo v2. Se utilizará RIr1,v2
(s) para denotar a la solución obtenida al

aplicar esta movida sobre s. Dicha solución se obtiene realizando los siguientes reemplazos:

R1 ← R1 \ {r1}

R2 ← R2 ∪ {r1}.

En las movidas RS, además de lo anterior, se elimina una ruta r2 de las asignadas

veh́ıculo v2 y se la asigna a v1. La solución obtenida se denotará como RSr1,r2
(s) y consiste

en realizar:

R1 ← R1 \ {r1} ∪ {r2}

R2 ← R2 \ {r2} ∪ {r1}.

Las movidas RSr1,r2
y RSr2,r1

son la misma. Por lo tanto, de manera similar a lo hecho

para las movidas CS, se exigirá en este caso que v1 < v2.

Dada una solución s, denotaremos por NA(s) a todas las soluciones que pueden obte-

nerse aplicando alguna de las movidas de asignación sobre s.
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5.5.3. Soluciones tabú

Cuando un cliente es eliminado de una ruta mediante una movida de ruteo, todas las

movidas que vuelven a insertarlo en esa ruta se declaran tabú por θ iteraciones. De manera

similar, cuando una ruta es eliminada de un veh́ıculo, todas las movidas que vuelven a

asignarla a dicho veh́ıculo son movidas tabú por θ iteraciones. En ambos casos, el valor

de θ se sortea con probabilidad uniforme en el intervalo [θmin, θmax]. Se utiliza el criterio

de admisibilidad usual, es decir, se aceptan las movidas tabú cuando mejoran a la mejor

solución encontrada hasta el momento.

Dada una solución s, denotaremos como T (s) a las soluciones que se obtienen apli-

cando movidas tabú sobre s (salvo que se mejore a la mejor solución encontrada hasta el

momento). Al explorar la vecindad de s, se evita seleccionar soluciones de T (s).

5.5.4. Estrategia de exploración de las vecindades

En cada iteración del algoritmo de búsqueda tabú debe determinarse la solución de la

vecindad (excluyendo a las soluciones tabú) que minimiza el valor de la función objetivo.

Dado que la función objetivo del algoritmo vaŕıa a lo largo de la ejecución, los cálculos

hechos en una iteración pierden utilidad en las iteraciones siguientes. Por lo tanto, en cada

iteración se debe recorrer toda la vecindad evaluando fP en cada una de las soluciones

vecinas. Esto hace que la mayor parte del tiempo de ejecución del AMP se invierta en

evaluar la vecindad de la solución actual.

Dado que en general habrá más clientes que veh́ıculos (n > m), es de esperar que la

vecindad de ruteo tenga más elementos que la de asignación (|NR(s)| > |NA(s)|). Resulta

de interés, entonces, contar con un mecanismo para reducir el tamaño de NR(s). Dicha

reducción debeŕıa eliminar de la vecindad a las soluciones que, sin ser evaluadas, puede

suponerse que no serán de buena calidad.

Dada una solución, tanto las movidas CI como las CS quedan determinadas por un par

ordenado de nodos (ai, bj) ∈ E y las rutas correspondientes. Dicho par se corresponde con

uno de los arcos agregados a la solución. En lugar de examinar las movidas determinadas

por todos los posibles arcos de E, la estrategia implementada para reducir la cantidad

de soluciones en NR(s) consiste en considerar únicamente las movidas generadas por un

subconjunto de arcos E′ ⊂ E. Es decir, solamente se evalúan las movidas de ruteo que

quedan determinadas por arcos de dicho conjunto. La estrategia no implica que los arcos

que no pertenecen a E′ nunca se introduzcan en la solución, sino que las movidas analizadas

deben agregar al menos un arco de E′. Llamaremos N∗
R(s) a la vecindad de ruteo reducida.

Esta estrategia fue propuesta por Toth y Vigo [127] en el contexto del VRP. Como lo

indican sus autores, constituye una manera poco invasiva de reducir el tiempo de ejecución

de una heuŕıstica de búsqueda local.
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Cuánto menos arcos se consideren en el conjunto E′, más se intensificará la búsqueda y,

a su vez, menos tiempo consumirá la exploración de la vecindad. Por un lado, el conjunto

debe ser lo suficientemente reducido como para lograr una disminución en el tamaño de

las vecindades. Pero por otro lado, debe procurarse que haya una cantidad razonable de

alternativas para que el algoritmo encuentre soluciones de buena calidad. Una elección

adecuada implica un balance entre esos dos aspectos.

El conjunto de arcos utilizados para generar la vecindad de ruteo reducida se define

como E′ = S ∪ I, donde S es un conjunto de arcos “cortos” (es decir, de bajo costo) y el

conjunto I contiene arcos “importantes”. Con los arcos cortos se pretende obtener movidas

que den soluciones de bajo costo, y con los arcos importantes se busca encontrar movidas

que si bien pueden no resultar atractivas desde el punto de vista de los costos, permiten

aproximarse a la región factible.

El conjunto de un arcos importantes está formado por los arcos que tienen al depósito

en uno de sus extremos y los que participan en alguna solución de la memoria:

I = {(i, j) ∈ E : i = 0 ∨ j = 0 ∨ ∃ r ∈M : r = (0, . . . , i, j, . . . , 0)} (5.4)

Consideramos dos estrategias para definir el conjunto de arcos cortos S: reducción

estática de la vecindad y reducción dinámica de la vecindad, que dan lugar a dos algoritmos

de búsqueda local diferentes.

Reducción estática de la vecindad

Para cada nodo i ∈ V se define como δp(i) al conjunto de los p clientes más cercanos

a i considerando los costos de los arcos de la forma (i, j). En esta estrategia, el conjunto

E′ queda definido de la siguiente manera:

S = {(i, j) ∈ E : j ∈ δp(i)} . (5.5)

Es decir, para cada cliente solo se consideran los p clientes más cercanos. El valor de p es un

parámetro del algoritmo. Cuanto menor sea su valor, menor será también la cantidad de

movidas analizadas. En este caso el conjunto S no vaŕıa durante la ejecución del algoritmo,

lo que da el carácter de estático a la estrategia.

Una ventaja de este método es que mediante la fijación del parámetro p se puede

controlar el tamaño del conjunto S, que es p(n − 1). Sin embargo, utilizar un valor fijo

para establecer el ĺımite podŕıa resultar demasiado ŕıgido en algunos casos.
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Reducción dinámica de la vecindad

En este caso, el conjunto de arcos se define como:

S = {(i, j) ∈ E : cij ≤ ϑ}. (5.6)

donde ϑ actúa como un umbral para los costos. Solamente se consideran los arcos cuyo

costo no supera a ϑ. El valor de dicho umbral se define como

ϑ = γ
f(sbest)

n + |R(sbest)|
(5.7)

donde sbest es la mejor solución encontrada hasta el momento por la búsqueda local, n es

la cantidad de clientes del problema y γ es un parámetro.

El valor de ϑ/γ representa el costo promedio de un arco en la solución (en términos de

la función objetivo del problema). El parámetro γ (llamado parámetro de diversificación)

regula el tamaño del conjunto S. Dado que la solución sbest vaŕıa durante la ejecución del

algoritmo, también lo hace el valor de ϑ y el conjunto de arcos S. Esta caracteŕıstica hace

que esta estrategia sea dinámica.

Con esta estrategia, a diferencia de la anterior, no se puede predecir el tamaño del

conjunto E′, aunque fijando valores bajos para γ puede esperarse tener cierto control.

La ventaja de este método es que el umbral se fija en función de las caracteŕısticas del

problema y de las soluciones que van siendo encontradas por el algoritmo.

5.5.5. Evaluación de las movidas

Al explorar la vecindad de una solución s, es necesario evaluar la función objetivo fP

sobre cada solución snew ∈ N∗
R(s) ∪ NA(s). Al aplicar una movida sobre una solución,

se introducen cambios en los tres términos que afectan a fP . Dichos cambios pueden

expresarse como

f(snew) = f(s) + ∆f (5.8)

D(snew) = D(s) + ∆D (5.9)

O(snew) = O(s) + ∆O (5.10)

donde ∆f , ∆D y ∆O encapsulan las modificaciones realizadas por la movida a cada uno de

los términos. El cálculo de fP (snew) se reduce a determinar dichas variaciones. Dado que

las modificaciones realizadas sobre la estructura de la solución son relativamente pequeñas,

estos valores pueden determinarse de manera eficiente.

Para el análisis siguiente se consideran las rutas r1 = (0, . . . , ai, . . . , 0) asignada al

veh́ıculo v1 y r2 = (0, . . . , bj , . . . , 0) asignada al veh́ıculo v2.
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Movidas de ruteo

Consideremos el caso de las movidas de ruteo determinadas por (ai, bj). Tenemos

∆f = ∆c(r1) + ∆c(r2) (5.11)

∆D = −D(r1)−D(r2) + (d(r1) + ∆d(r1))
+ + (d(r2) + ∆d(r2))

+ (5.12)

En el caso que las dos rutas estén asignadas al mismo veh́ıculo, es decir, cuando v1 = v2,

tenemos

∆O = −Ov1
(s) + (t(v1) + ∆t(r1) + ∆t(r2)− T )+ (5.13)

y cuando v1 6= v2,

∆O = −Ov1
(s)−Ov2

(s) + (t(v1) + ∆t(r1)− T )+ + (t(v2) + ∆t(r2)− T )+ (5.14)

Los valores de ∆c(ri), ∆t(ri) y ∆d(ri) para i = 1, 2, reflejan los cambios en el costo,

la duración y la demanda de cada una de las rutas implicadas en la movida. En el caso de

las movidas CIai,bj
, dichos valores se calculan de la siguiente manera:

∆c(r1) = −c(ai−1, ai)− c(ai, ai+1) + c(ai−1, ai+1)

∆c(r2) = −c(bj−1, bj) + c(bj−1, ai) + c(ai, bj)

∆d(r1) = −d(ai)

∆d(r2) = d(ai)

mientras que para las movidas CSai,bj
se tiene que:

∆c(r1) = −c(ai, ai+1)− c(ai+1, ai+2) + c(ai, bj) + c(bj , ai+2)

∆c(r2) = −c(bj−1, bj)− c(bj , bj+1) + c(bj−1, ai+1) + c(ai+1, bj+1)

∆d(r1) = d(bj)− d(ai+1)

∆d(r2) = d(ai+1)− d(bj)

En ambos casos ∆t(r) se determina utilizando ∆t(r) = λ∆c(r) .

Movidas de asignación

Las movidas de asignación son más sencillas de evaluar, puesto que no modifican ni el

costo, ni la duración, ni la demanda de las ruta. Es decir, ∆f = 0 y ∆D = 0. Simplemente

debe determinarse el valor de ∆O.
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En el caso de las movidas RIr1,v2
, tenemos

∆O = −Ov1
(s)−Ov2

(s) + (t(v1)− t(r1)− T )+ + (t(v1) + t(r1)− T )+ (5.15)

y para las movidas RSr1,r2
se cumple que

∆O = −Ov1
(s)−Ov2

(s)+(t(v1)− t(r1)+ t(r2)−T )+ +(t(v1)− t(r2)+ t(r1)−T )+ (5.16)

5.5.6. Resumen de la búsqueda local

En la Figura 5.13 se da un seudocódigo del algoritmo de búsqueda tabú propuesto. El

algoritmo recibe una solución inicial s0, factible respecto a la restricción de capacidad y

no necesariamente factible respecto a la restricción de overtime. En el paso 1 se inicializan

las variables y estructuras utilizadas en el algoritmo. En el paso 2 se exploran las vecin-

dades. Considerando la solución actual sk y la función objetivo penalizada, se selecciona

la mejor solución de la vecindad de ruteo sR y la mejor de la vecindad de asignación sA.

La exploración de la vecindad se realiza según las estrategias dadas en la Sección 5.5.5.

Luego de exploradas las vecindades, se selecciona la mejor de ambas soluciones. En caso

de que la solución mejore a la mejor solución obtenida hasta el momento, en el paso 3

se busca mejorar aún más la solución mediante el algoritmo US (ver Sección 2.5.1) y la

heuŕıstica de asignación, y luego se actualiza la solución sbest. En el paso 4 se actualiza

el conjunto de soluciones tabú (lo cual depende del tipo de movida realizada en el paso

2), el conjunto de arcos utilizados para generar las movidas (solamente en la estrategia

de reducción dinámica) y los factores de penalización utilizados en la función objetivo. El

algoritmo termina luego de ejecutar TSiter iteraciones, lo cual se chequea en el paso 5.

5.6. Diferencias con la propuesta de Rochat y Taillard

Si bien la estructura del AMP propuesto en este trabajo comparte las ideas centrales

utilizadas en el algoritmo de Rochat y Taillard [112], existen dos diferencias no menores

entre ambas propuestas:

1. en los algoritmos propuestos en este trabajo se acepta la incorporación de soluciones

no factibles en la memoria, lo cual dota de mayor flexibilidad al método,

2. cada vez que la búsqueda local devuelve una nueva mejor solución se realiza otra

ejecución de la misma, partiendo de la solución encontrada (este mecanismo de

intensificación no se utiliza en la propuesta original).
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Paso 1 (inicialización).
Hacer sbest ← s0.
Inicializar el conjunto de movidas tabú y el conjunto de arcos E′.
Hacer α← αmin y β ← βmin. Hacer k ← 1.

Paso 2 (exploración de las vecindades).
Hacer sR ← arg mins∈N∗

R
(sk−1)\T (sk−1)fP (s).

Hacer sA ← arg mins∈NA(sk−1)\T (sk−1)fP (s).
Si fP (sR) ≤ fP (sA), hacer sk ← sR; si no, hacer sk ← sA.

Paso 3 (actualización de la solución).
Si D(sk) = 0 y sk ≺ sbest, aplicar el algoritmo US y el algoritmo de asignación
sobre sk y hacer sbest ← sk.

Paso 4 (actualización de los parámetros).
Actualizar el conjunto de movidas tabú.
Actualizar el conjunto de arcos E′ (si corresponde).
Si D(sk) = 0, α← max{α/2, αmin}; si no α← min{2α, αmax}.
Si O(sk) = 0, β ← max{β/2, βmin}; si no, β ← min{2β, βmax}.

Paso 5 (terminación).
Si k = TSiter, devolver sbest y terminar.
Si no, hacer k ← k + 1 e ir al paso 2.

Figura 5.13: Algoritmo de búsqueda tabú.

5.7. Parámetros de los algoritmos

El comportamiento de los algoritmos propuestos es influenciado por los valores que se

asigne a los siguientes parámetros:

la cantidad de iteraciones globales AMP iter,

la cantidad de iteraciones de búsqueda local TSiter,

la cantidad de soluciones utilizadas para inicializar la memoria: I,

la cantidad máxima de rutas en la memoria: M size,

el intervalo en que se elige la cantidad de iteraciones tabú: [θmin, θmax],

los intervalos para las penalizaciones: [αmin, αmax] y [βmin, βmax],

la cantidad de vecinos para la estrategia de reducción estática: p,

el parámetro de diversificación para la estrategia de reducción dinámica: γ.



Caṕıtulo 6

Resultados experimentales

6.1. Introducción

Existen diferentes alternativas para determinar qué tan bueno es determinado algo-

ritmo para resolver un problema de optimización. En algunos casos es posible demostrar

que el algoritmo encuentra una solución óptima o, al menos, dar una cota para la dife-

rencia entre la solución que se obtendrá y la solución óptima. La posibilidad de obtener

resultados anaĺıticos suele exigir un gran conocimiento de la estructura del problema y

de las propiedades del algoritmo en cuestión. Desafortunadamente, con las técnicas y el

conocimiento actuales resulta extremadamente dif́ıcil realizar un estudio anaĺıtico del com-

portamiento de la gran mayoŕıa de las metaheuŕısticas. Esta limitación estimula el estudio

de los algoritmos de manera experimental. A grandes rasgos, la experimentación consiste

en la ejecución del algoritmo sobre un conjunto de instancias de prueba y el análisis de los

resultados obtenidos. Este tipo de análisis es uno de los aspectos cuestionables en el uso

de este tipo de técnicas [80, 81].

En este caṕıtulo se reportan los experimentos realizados para medir qué tan buenos son

los algoritmos propuestos en el Caṕıtulo 5 para resolver el VRPMT. El análisis se dividió en

dos fases: ajuste de parámetros y pruebas de desempeño. En el ajuste de parámetros se

busca determinar valores para los parámetros que influyen en el comportamiento de cada

algoritmo. Dichos valores son utilizados en las pruebas de desempeño para medir la calidad

de los algoritmos y comparar los resultados con los obtenidos por otros autores.

Llamaremos AMPD a la versión del AMP que utiliza la estrategia de reducción dinámi-

ca de la vecindad y AMPE a la que utiliza la estrategia de reducción estática de la vecindad

(ver Sección 5.5.4). Si bien son algoritmos muy similares y tienen una base común, se ana-

lizarán de forma separada.

Los algoritmos fueron implementados en C++ y ejecutados por un procesador AMD

Athlon XP 2200+ de 1.8 GHz con 480 MBytes de RAM bajo Windows XP. Todos los

tiempos de ejecución se reportan en segundos.
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6.2. Instancias de prueba

Se utilizó el conjunto de 104 instancias de prueba para el VRPMT propuesto por

Taillard et al. [120]. Estos casos de prueba fueron constrúıdos utilizando los mismos grafos,

demandas y capacidades que las instancias CMT-1, CMT-2, CMT-3, CMT-4, CMT-5,

CMT-11 y CMT-12 propuestas por Christofides et al. [28] y las instancias F-11 y F-12

propuestas por Fisher [49] para el VRP. Nos referiremos a éstas como “instancias base”.

Los datos de las instancias base pueden consultarse en el Apéndice C.

Para cada instancia base se generan varias instancias del VRPMT utilizando diferentes

valores de m y T . Dada una instancia del VRP y un valor para m, se utilizan dos valores

para el horizonte de tiempo

T1 =

[
1.05

zbest
VRP

m

]
y T2 =

[
1.1

zbest
VRP

m

]
(6.1)

donde zbest
VRP es el valor de la mejor solución conocida para la instancia base y [x] denota

el entero más próximo a x1. En todos los casos se utilizan distancias eucĺıdeas y λ = 1.

Cada instancia de prueba será denotada como “Base |m |Ti”, donde Base indica la

instancia del VRP utilizada (que será alguna de CMT-1, CMT-2, CMT-3, CMT-4, CMT-

5, CMT-11, CMT-12, F-11 y F-12), m representa la cantidad de veh́ıculos disponibles y

el horizonte de tiempo es el determinado por Ti (T1 o T2). Por ejemplo, CMT-1 | 5 |T1

se refiere al caso de prueba que utiliza a CMT-1 como instancia base, con 5 veh́ıculos y

horizonte de tiempo T1.

6.2.1. Dificultad de las instancias de prueba

Consideremos una instancia de prueba que utiliza el horizonte T1. Si una solución es

factible para esta instancia, las cotas presentadas en (4.13) y (4.14) aseguran que el valor

de dicha solución se encuentra en el intervalo [z∗VRP, mT1]. A continuación se muestra la

forma que toman estas cotas para las instancias de prueba utilizadas.

Dado que [x] ≤ x+ 1
2 , y por la definición del horizonte T1 dada en (6.1), se cumple que

mT1 ≤ m

(
1.05

zbest
VRP

m
+

1

2

)
= 1.05zbest

VRP +
m

2
.

Además, como z∗VRP es el valor óptimo de la instancia base y zbest
VRP es el mejor valor

conocido para dicha instancia, existe ǫ ≥ 0 tal que zbest
VRP = z∗VRP+ǫ. Por lo tanto, cualquier

solución factible de una instancia que utiliza el horizonte T1 tiene su valor en el intervalo

[
z∗VRP, 1.05(z∗VRP + ǫ) +

m

2

]
. (6.2)

1Dados a ∈ Z y b ∈ R+ con b < 1, [a + b] = a si b < 1

2
y [a + b] = a + 1 en otro caso.



6.2. Instancias de prueba 89

Los valores de m utilizados para estas instancias vaŕıan entre 1 y 10 y los valores de

zbest
VRP vaŕıan entre 241.97 y 1291.44. Suponiendo que ǫ es un valor relativamente pequeño

en comparación con z∗VRP, puede deducirse que el uso de T1 impone una cota superior para

el valor de las soluciones factibles que es muy cercana al 5 % de la cota inferior z∗VRP.

Mediante un razonamiento análogo puede probarse que los valores de las soluciones

factibles para las instancias que utilizan T2 están comprendidos en el intervalo

[
z∗VRP, 1.1(z∗VRP + ǫ) +

m

2

]
(6.3)

y que este horizonte de tiempo implica que las soluciones factibles deben tener un valor

no mayor al 10 % de la cota inferior z∗VRP.

Dicho de otro modo, para las instancias de prueba consideradas en este trabajo, encon-

trar una solución factible para el VRPMT y encontrar una solución cercana a la solución

óptima del VRP son problemas de dificultad similar. Por otro lado, dado que no necesa-

riamente puede construirse una solución factible para el VRPMT a partir de una solución

factible para el VRP (ver Sección 4.8), es posible que las soluciones factibles del VRPMT

tengan valores alejados de z∗VRP.

En consecuencia, los horizontes de tiempo utilizados en estas instancias pueden consi-

derarse como muy ajustados y hacen que encontrar soluciones factibles no resulte sencillo.

Es posible que algunas instancias sean no factibles. Finalmente, debe notarse que las ins-

tancias que utilizan el horizonte T1 son aún más ajustadas (y por lo tanto más dif́ıciles)

que las que utilizan el horizonte T2.

Estas conclusiones aportan una perspectiva complementaria a la dada en la Sección 4.5

sobre la complejidad del problema, pues que un problema pertenezca a la clase NP-Hard

no implica que no existan instancias que resulten sencillas de resolver en la práctica.

6.2.2. Antecedentes sobre las instancias de prueba

En la Tabla 6.1 se muestran las caracteŕısticas de cada una de las instancias de prueba

utilizadas. Para cada instancia se indica cuáles trabajos reportan soluciones factibles (X)

y cuales no (×), donde TL se refiere a Taillard et al. [120], BM a Brandão y Mercer [19]

y PS a Petch y Salhi [104]. Para 12 de las instancias de prueba, ninguno de los autores

reporta soluciones factibles. Respecto a estas instancias existen dos posibilidades: que no

existan soluciones factibles o que existan pero simplemente no hayan sido encontradas.

Con argumentos similares a los dados en la Sección 4.5, puede probarse que determinar si

existe una solución factible para una instancia del VRPMT es un problema NP-Hard. Es

de esperar que no haya un método simple para verificar a priori esa condición.
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Instancia Base m T1 TL BM PS T2 TL BM PS Instancia Base m T1 TL BM PS T2 TL BM PS
CMT-1 1 551 X X X 577 X X X CMT-5 1 1356 X X X 1421 X X X

n = 50 2 275 X X × 289 X X X n = 199 2 678 X X X 710 X X X

zbest
VRP = 524.61 3 184 × × × 192 × X X zbest

VRP = 1291.44 3 452 X X X 474 X X X

4 138 × × × 144 X X × 4 339 X X X 355 X X X

CMT-2 1 877 X X X 919 X X X 5 271 X X × 284 X X X

n = 75 2 439 X X X 459 X X X 6 226 X X X 237 X X X

zbest
VRP = 835.26 3 292 X X X 306 X X X 7 194 X X × 203 X X X

4 219 X X X 230 X X X 8 170 X X × 178 X X X

5 175 X X X 184 X X X 9 151 X × × 158 X X X

6 146 × × × 153 X X X 10 136 × × × 142 X X ×
7 125 × × × 131 × X × CMT-11 1 1094 X X X 1146 X X X

CMT-3 1 867 X X X 909 X X X n = 120 2 547 X X × 573 X X X

n = 100 2 434 X X X 454 X X X zbest
VRP = 1042.11 3 365 X X × 382 X X X

zbest
VRP = 826.14 3 289 X X X 303 X X X 4 274 × × × 287 X X ×

4 217 X X X 227 X X X 5 219 X X × 229 X X X

5 173 × X × 182 X X X CMT-12 1 861 X X X 902 X X X

6 145 × × × 151 X X X n = 100 2 430 X X X 451 X X X

CMT-4 1 1080 X X X 1131 X X X zbest
VRP = 819.56 3 287 X X X 301 X X X

n = 150 2 540 X X X 566 X X X 4 215 X × X 225 X X X

zbest
VRP = 1028.42 3 360 X X X 377 X X X 5 172 × × X 180 X X X

4 270 X X × 283 X X X 6 143 × × × 150 X X X

5 216 X X X 226 X X X F-11 1 254 X X X 266 X X X

6 180 X X × 189 X X X n = 71 2 127 × × × 133 X X X

7 154 × × × 162 X X × zbest
VRP = 241.97 3 85 × × × 89 × X X

8 135 × × × 141 × X X F-12 1 1221 X X X 1279 X X X

n = 134 2 611 X X X 640 X X X

zbest
VRP = 1162.96 3 407 X X X 426 X X X

Tabla 6.1: Detalle de las instancias de prueba.
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6.3. Ajuste de parámetros

El comportamiento de los algoritmos propuestos en este trabajo depende en gran me-

dida de los valores que se asigne a los parámetros presentados en la Sección 5.7. Un paso

previo a medir la calidad de estos algoritmos es determinar un único conjunto de valores

para dichos parámetros. En las pruebas de desempeño de la Sección 6.4, los algoritmos

serán ejecutados exclusivamente con los valores seleccionados en esta etapa.

El problema de ajustar los parámetros de un algoritmo de este tipo presenta objetivos

que usualmente son contrapuestos. Por un lado, es deseable que los valores seleccionados

permitan obtener soluciones de buena calidad. Por otro lado, debeŕıa procurarse que el

tiempo de ejecución del algoritmo sea relativamente moderado. El objetivo de esta etapa

es encontrar valores para los parámetros que ofrezcan un compromiso adecuado entre estos

dos objetivos. Se busca un conjunto de valores de los parámetros para el algoritmo AMPD

y uno (eventualmente diferente) para el algoritmo AMPE.

Como usualmente ocurre al trabajar con metaheuŕısticas, el conocimiento que se tiene

acerca de la influencia de los valores de los parámetros en el desempeño del algoritmo es

pobre. Dada esta limitación, la selección de los valores para los parámetros se realizó de

manera experimental.

Se realizaron ejecuciones de los algoritmos sobre un subconjunto reducido de instan-

cias de prueba, con diferentes combinaciones de valores para los parámetros. Analizando

los resultados de esas ejecuciones (la calidad de las soluciones obtenidas y el tiempo de

ejecución) se seleccionó una configuración de parámetros para cada algoritmo.

6.3.1. Configuraciones consideradas

Para disminuir la cantidad de parámetros a ajustar, los valores de algunos parámetros

(respecto a los que se presume que el algoritmo es menos sensible) se fijaron de antemano:

la cantidad de soluciones iniciales: I = 20,

los ĺımites de la cantidad de iteraciones tabú: θmin = 5 y θmax = 10,

los ĺımites de los factores de penalización: αmin = βmin = 1 y αmax = βmax = 100000.

Los valores de I y de θmin y θmax se obtuvieron de trabajos anteriores [112, 60]. Los ĺımites

para α y β permiten a esos factores oscilar en un intervalo lo suficientemente grande.

Para cada uno de los restantes parámetros, se definió un conjunto de valores posibles:

M size ∈ {150, 250},

TSiter ∈ {250, 500, 750},

γ ∈ {1.25, 1.5, 1.75} (en el AMPD) y p ∈ {10, 20, 30} (en el AMPE).
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Config. M size TSiter γ p Config. M size TSiter γ p
1 150 250 1.25 10 10 250 250 1.25 10
2 150 250 1.50 20 11 250 250 1.50 20
3 150 250 1.75 30 12 250 250 1.75 30
4 150 500 1.25 10 13 250 500 1.25 10
5 150 500 1.50 20 14 250 500 1.50 20
6 150 500 1.75 30 15 250 500 1.75 30
7 150 750 1.25 10 16 250 750 1.25 10
8 150 750 1.50 20 17 250 750 1.50 20
9 150 750 1.75 30 18 250 750 1.75 30

Tabla 6.2: Detalle de los parámetros en cada configuración.

Núm. Instancia n TL BM PS

1 CMT-2 | 6 |T1 75 × × ×
2 CMT-3 | 6 |T1 100 × × ×
3 CMT-4 | 4 |T1 150 X X ×
4 CMT-11 | 4 |T1 120 × × ×
5 CMT-12 | 4 |T1 100 X × X

6 F-11 | 2 |T1 71 × × ×
7 F-12 | 2 |T1 134 X X X

Tabla 6.3: Detalle de las instancias de prueba utilizadas en el ajuste de parámetros.

En todos los casos se utilizó AMP iter = 300. Con estos valores se obtienen las 18 configu-

raciones que se muestran en la Tabla 6.2 (los valores del parámetro γ deben considerarse

solamente para el algoritmo AMPD, mientras que el parámetro p debe considerarse al ana-

lizar el algoritmo AMPE). De estas 18 configuraciones se pretende seleccionar una para

cada algoritmo.

6.3.2. Instancias de prueba utilizadas

Para la experimentación en esta fase se utilizó un conjunto de 7 instancias que se mues-

tran en la Tabla 6.3. Se procuró seleccionar instancias de diferentes grados de dificultad

(según los resultados reportados por otros autores), aśı como de diferentes tamaños.

Para cada configuración se realizaron 6 ejecuciones independientes (utilizando diferen-

tes semillas para el generador de números aleatorios) sobre cada instancia. Por lo tanto,

cada configuración se ejecutó un total de 42 veces.

6.3.3. Metodoloǵıa empleada

La selección de una configuración se realizó en dos fases. En la fase I se busca descartar

un sub-conjunto de las configuraciones y en la fase II se realiza la selección final.

El objetivo de la fase I es eliminar de futuras consideraciones a las configuraciones que

no ofrezcan ventajas respecto a ninguno de los dos objetivos (calidad de las soluciones y
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tiempo de ejecución). Para cada configuración se tiene en cuenta la cantidad de ejecuciones

factibles2 y el tiempo de ejecución promedio (considerando las 42 ejecuciones).

Dadas dos configuraciones c1 y c2, siendo f1 y f2 la cantidad de soluciones factibles

encontradas por cada una y t̄1 y t̄2 los tiempos medios de ejecución, diremos que la

configuración c1 domina a la configuración c2 cuando

f1 > f2 y t̄1 < t̄2. (6.4)

Cuando se da este caso, consideramos que la configuración c2 no ofrece ninguna ventaja

respecto a c1 y es descartada. Un conjunto de configuraciones no dominadas es aquel en el

cual ninguna configuración del conjunto domina a ninguna otra y, por lo tanto, ninguna

podŕıa ser descartada de antemano utilizando este criterio. El concepto de dominancia es

fundamental en el área de la optimización multi-objetivo [40]. El resultado de esta fase

es un conjunto de configuraciones no dominadas respecto a los objetivos de maximizar la

cantidad de soluciones factibles encontradas y minimizar el tiempo medio de ejecución.

En la fase II se realiza un estudio más completo de las configuraciones no dominadas

con el objetivo de seleccionar una de ellas. Para cada una, se mide la cantidad de casos en

que no se pudo obtener una solución factible, el valor medio de la medida LTR sobre estos

casos y su desviación estándar, buscando la configuración que ofrezca la mejor combinación

de dichos valores. En base a esas medidas y las tomadas en la fase I, se decide cuál es la

configuración que otorga el mejor compromiso entre todos los objetivos. A diferencia de

la fase anterior, no establecemos un criterio sistemático para esta fase.

6.3.4. Ajuste de parámetros para AMPD

Todas las ejecuciones del algoritmo AMPD obtuvieron soluciones factibles para las

instancias 3, 5 y 7. Estas instancias solamente serán consideradas al analizar los tiempos

de ejecución, pues no revelan ninguna otra diferencia entre las configuraciones (en cuanto

a los demás valores definidos como relevantes en el ajuste de parámetros).

Fase I - Configuraciones no dominadas

En la Tabla 6.4 se resume la información obtenida para esta etapa. Para cada configu-

ración se muestra la cantidad de ejecuciones factibles para las instancias de prueba 1, 2,

4 y 6, junto con el total de ejecuciones factibles de la configuración. Además se reportan

los tiempos de ejecución mı́nimo, máximo y promedio considerando las 42 ejecuciones de

cada configuración. En la última fila se muestran los valores medios de cada columna. Los

valores resaltados corresponden a casos mejores que el promedio de la columna.

2Se entiende por ejecución factible a una ejecución en la que se obtuvo una solución factible.
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Config.
Soluciones factibles Tiempo de ejecución

1 2 4 6 Total Min. Prom. Max

1 1 4 3 5 13 17 63 111
2 2 4 2 5 13 16 66 107
3 0 6 0 4 10 22 73 133
4 2 5 4 4 15 32 104 167
5 2 6 1 5 14 28 118 227
6 1 6 1 4 12 35 128 222
7 2 5 1 6 14 29 157 288
8 3 5 3 4 15 47 168 282
9 2 5 2 3 12 59 176 308
10 0 5 4 5 14 17 69 113
11 0 5 2 5 12 20 74 131
12 4 3 2 4 13 23 82 152
13 3 6 4 5 18 29 112 191
14 1 6 0 6 13 24 126 251
15 2 6 3 5 16 31 135 253
16 1 6 4 6 17 32 163 254
17 2 6 1 5 14 41 182 353
18 0 6 5 5 16 43 181 323

Promedio 1.56 5.28 2.33 4.78 13.94 30 121 215

Tabla 6.4: Soluciones factibles y tiempos de ejecución para cada configuración en el ajuste
de parámetros del AMPD.

En cuanto a las soluciones factibles, puede decirse que las configuraciones que implican

mayor esfuerzo computacional son las que encuentran la mayor cantidad. Por otro lado,

las configuraciones menos exigentes desde el punto de vista computacional son las que

resultan en los tiempos de ejecución más bajos. En particular, la cantidad de iteraciones

de la búsqueda local (TSiter) aparece como el parámetro más influyente en el tiempo de

ejecución promedio de AMPD.

En la Figura 6.1 se muestra, para cada configuración, la cantidad de soluciones factibles

encontradas y el tiempo medio de ejecución. Las configuraciones no dominadas selecciona-

das en la fase I son 1, 4, 10 y 13. En todos los casos se utiliza el parámetro de diversificacón

más bajo de los propuestos (γ = 1.25). La diferencia entre estas configuraciones es el ta-

maño de la memoria y la cantidad de iteraciones de la búsqueda local.

Fase II - Ejecuciones no factibles

En la fase II se analizan las soluciones no factibles obtenidas por las configuraciones

seleccionadas en la fase I. En la Tabla 6.5 se muestra la cantidad de ejecuciones no factibles,

junto con el máximo, el promedio y la desviación estándar de la medida LTR de dichas

soluciones. En la Figura 6.2 se presentan los valores de LTR para cada configuración en

forma gráfica.
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Figura 6.1: Compromiso entre la cantidad de soluciones factibles encontradas y el tiempo
medio de ejecución para el AMPD.

Conf. Casos Max Prom. D. Est.

1 11 1.229 1.056 0.084
4 9 1.189 1.034 0.067
10 10 1.069 1.013 0.020
13 6 1.069 1.033 0.023

Tabla 6.5: Valores de LTR para las configuraciones no dominadas.

LTR medio
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Figura 6.2: LTR medio y desviación estándar para las ejecuciones no factibles de las
configuraciones no dominadas en el AMPD.
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Criterio Conf. 1 Conf. 4 Conf. 10 Conf. 13

Tiempo de Ejecución Bajo Moderado Bajo Alto
Factibilidad Moderada Moderada Moderada Alta
LTR medio Moderado Moderado Bajo Moderado
Desv. Estándar LTR Alta Alta Baja Baja

Tabla 6.6: Resumen del análisis en el ajuste de parámetros del algoritmo AMPD.

La configuración 13 es la que en menos casos obtuvo soluciones no factibles. El resto

de las configuraciones tuvieron un comportamiento similar considerando ese aspecto. Las

configuraciones 10 y 13 obtuvieron los valores más bajos para el peor caso de la medida

LTR, mientras que la configuración 10 resultó la mejor considerando tanto el valor medio

como la desviación estándar.

En la Tabla 6.6 se presenta un resumen (subjetivo) del análisis realizado. Se optó por

seleccionar la configuración 10, pues obtuvo soluciones de calidad aceptable en tiempos de

ejecución razonables. Las diferencias entre los tiempos de ejecución de las configuraciones

10 y 13 resultan, a juicio del autor, más relevantes que las diferencias en cuanto a la

cantidad de soluciones factibles obtenidas.

6.3.5. Ajuste de parámetros para AMPE

Al igual que para el AMPD, todas las ejecuciones del AMPE obtuvieron soluciones

factibles para las instancias 3, 5 y 7. Solamente se consideraron estas instancias al analizar

los tiempos de ejecución.

Fase I - Configuraciones no dominadas

Los resultados para esta etapa se resumen en la Tabla 6.7. Al igual que para el AMPE,

las configuraciones que implican mayor esfuerzo computacional dan los mejores resultados,

con diferencias poco significativas. Además, las configuraciones con valores más bajos de

TSiter son las que presentan los tiempos mas bajos. En la Figura 6.3 se ilustra la cantidad

de soluciones factibles encontradas y el tiempo medio de ejecución para cada configuración.

Las configuraciones no dominadas seleccionadas en esta fase son las 1, 2 13 y 17.

Fase II - Ejecuciones no factibles

En la Tabla 6.8 se presentan los valores máximo y promedio de la medida LTR, conside-

rando las soluciones no factibles encontradas por cada configuración, aśı como la desviación

estándar. En la Figura 6.4 se muestran esos los valores de LTR para cada configuración

en forma gráfica.

Las configuración 17 obtuvo la mayor cantidad de soluciones factibles, mientras que

las configuraciones 2 y 13 obtuvieron valores levemente más bajos (pero muy cercanos
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Config.
Soluciones factibles Tiempo de ejecución

1 2 4 6 Total Min. Prom. Max

1 0 5 0 4 9 17 55 109
2 3 6 2 6 17 15 60 118
3 0 5 3 5 13 26 79 122
4 2 6 1 6 15 20 93 195
5 2 6 3 5 16 34 109 179
6 2 5 2 6 15 43 154 303
7 3 6 0 5 14 36 132 275
8 2 6 0 6 14 44 172 348
9 4 5 2 6 17 53 202 387
10 2 5 2 6 15 16 60 107
11 3 6 2 5 16 20 69 126
12 5 4 1 6 16 26 86 174
13 3 6 3 6 18 21 95 200
14 4 5 3 6 18 28 120 217
15 2 6 1 6 15 40 153 288
16 3 6 0 6 15 34 131 255
17 3 6 4 6 19 40 153 256
18 4 6 2 6 18 55 215 444

Promedio 2.61 5.56 1.72 5.67 15.56 32 119 228

Tabla 6.7: Soluciones factibles y tiempos de ejecución para cada configuración en el ajuste
de parámetros del AMPE.
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Figura 6.3: Compromiso entre la cantidad de soluciones factibles encontradas y el tiempo
medio de ejecución para el AMPE.
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Conf. Casos Max Prom. D. Est.

1 15 1.188 1.053 0.064
2 7 1.188 1.081 0.074
13 6 1.069 1.026 0.034
17 5 1.070 1.033 0.034

Tabla 6.8: Valores medios de LTR para las configuraciones no dominadas.
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Figura 6.4: LTR medio y desviación estándar para las ejecuciones no factibles de las
configuraciones no dominadas en el AMPE.

Criterio Conf. 1 Conf. 2 Conf. 13 Conf. 17

Tiempo de Ejecución Bajo Bajo Moderado Alto
Factibilidad Baja Alta Alta Alta
LTR medio Alto Alto Moderado Moderado
Desv. Estándar LTR Alta Alta Baja Baja

Tabla 6.9: Resumen del análisis en el ajuste de parámetros del algoritmo AMPE.
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al los de la configuración 17). Los peores resultados en este aspecto fueron obtenidos

por la configuración 1. Por otro lado, los tiempos más bajos fueron obtenidos por las

configuraciones 1 y 2. La configuración 3 presenta tiempos más altos, aunque moderados,

mientras que al configuración 13 tuvo los tiempos más altos (que triplican a los obtenidos

por la configuración 1). En cuanto a las soluciones no factibles, las configuraciones 13 y

17 obtienen los resultados más aceptables en términos de la medida LTR, sin diferencias

demasiado notorias entre śı.

En la Tabla 6.9 se muestra un resumen del análisis de los resultados. Dado que ofrece un

compromiso aceptable entre el tiempo de ejecución y la calidad de las soluciones obtenidas,

se optó por seleccionar la configuración 13. Al igual que para el AMPD, se seleccionó una

configuración que presente soluciones de calidad aceptable (aunque no sea la que haya

obtenido mayor cantidad de soluciones factibles) y tiempos de ejecución moderados.

6.4. Pruebas de desempeño

El objetivo de esta fase es cuantificar el desempeño de los algoritmos AMPD y AMPE

en cuanto a la calidad de las soluciones obtenidas y el tiempo de ejecución. Se analizan

los resultados obtenidos por cada algoritmo de manera aislada y en comparación con los

resultados reportados por otros autores: Taillard et al. [120] (TL), Brandão y Mercer [19]

(BM) y Petch y Salhi [104] (PS).

Cada algoritmo se ejecutó sobre cada una de las 104 instancias de prueba, utilizando

la configuración de parámetros seleccionada en la fase anterior. Para cada instancia de

prueba se realizaron 10 ejecuciones independientes de cada uno de los algoritmos.

6.4.1. Resultados resumidos

En las Tablas 6.10 y 6.11 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para los

algoritmos AMPD y AMPE respectivamente. Cada fila representa instancias formuladas

sobre la misma instancia base. Para cada horizonte de tiempo se reporta la cantidad de

instancias en las que alguna de las 10 ejecuciones realizadas obtuvo una solución factible, el

total de instancias de la clase, el GAP promedio (considerando las ejecuciones factibles) y el

tiempo medio de ejecución. Las instancias se muestran ordenadas en forma no decreciente

según la cantidad de nodos.

Ambos algoritmos obtuvieron soluciones factibles para las 52 instancias que utilizan el

horizonte de tiempo T2, al igual que en la propuesta de Brandão y Mercer [19]. Taillard et

al. [120] y Petch y Salhi [104] reportan 48 y 46 soluciones factibles sobre estas instancias

respectivamente. Con respecto a las 52 instancias con horizonte T1, tanto el AMPD como

el AMPE reportan 46 soluciones factibles (que corresponden a las mismas instancias).

Brandão y Mercer [19] obtuvieron 37, Taillard et al. [120] 38 y Petch y Salhi [104] 30.
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Instancia
n

Horizonte T1 Horizonte T2

Base Fact./Tot GAP Tiempo Fact/Tot GAP Tiempo

CMT-1 50 2/4 0.83 15 4/4 2.69 8
F-11 71 2/3 1.66 21 3/3 2.32 14

CMT-2 75 6/7 0.79 36 7/7 1.32 24
CMT-3 100 6/6 1.26 43 6/6 0.93 34
CMT-12 100 5/6 0.65 38 6/6 0.19 28
CMT-11 120 5/5 2.91 88 5/5 3.46 67

F-12 134 3/3 0.72 68 3/3 1.04 70
CMT-4 150 8/8 2.29 118 8/8 2.59 83
CMT-5 199 9/10 3.80 249 10/10 5.00 164

46/52 1.95 − 52/52 2.40 −

Tabla 6.10: Resultados del AMPD agrupados por instancia base.

Instancia
n

Horizonte T1 Horizonte T2

Base Fact./Tot GAP Tiempo Fact/Tot GAP Tiempo

CMT-1 50 2/4 0.82 31 4/4 2.67 17
F-11 71 2/3 1.82 37 3/3 2.09 23

CMT-2 75 6/7 0.41 67 7/7 0.96 45
CMT-3 100 6/6 1.15 67 6/6 0.71 64
CMT-12 100 5/6 0.67 75 6/6 0.18 56
CMT-11 120 5/5 2.80 129 5/5 2.86 99

F-12 134 3/3 0.79 87 3/3 1.01 89
CMT-4 150 8/8 1.79 216 8/8 2.39 154
CMT-5 199 9/10 3.40 399 10/10 4.35 301

46/52 1.72 − 52/52 2.10 −

Tabla 6.11: Resultados del AMPE agrupados por instancia base.
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El GAP medio, considerando ambos horizontes de tiempo, fue 2.19 % para el AMPD

y 1.92 % para el AMPE. Teniendo en cuenta que no necesariamente existen soluciones con

GAP = 0, la calidad de estos resultados puede considerarse aceptable. Dado que obtener

soluciones factibles para el VRPMT es un problema complejo desde el punto de vista

computacional y además existe una cota superior para el GAP de las soluciones factibles,

en los trabajos de otros autores el énfasis está puesto en el análisis de las soluciones

no factibles. Por lo tanto, no reportan resultados respecto a los valores de GAP y, en

consecuencia, no es posible realizar comparaciones con otros autores respecto a la calidad

de las soluciones factibles encontradas.

No se distingue una relación entre los valores de GAP obtenidos y la cantidad de

nodos de los problemas. Esto sugiere que la cantidad de nodos no es, por si sola, una

medida adecuada de la dificultad de una instancia del problema (al menos con respecto a

los algoritmos propuestos en este trabajo). Otros aspectos que debeŕıan considerarse son

la relación entre la cantidad de veh́ıculos y el horizonte de tiempo, la distribución de las

demandas y la capacidad de los veh́ıculos. Determinar con certeza cuáles son esos factores

y cómo se relacionan entre śı, requiere profundizar en la naturaleza combinatoria y las

propiedades del VRPMT y de los algoritmos de búsqueda local, lo cual escapa al alcance

de este trabajo.

Los tiempos medios de ejecución son razonables, especialmente si se tiene en cuenta la

complejidad del problema, los antecedentes sobre la dificultad de las instancias de prueba

y la exigencia computacional de los algoritmos de este tipo. El tiempo medio más alto

se registró, en ambos casos, en los problemas basados en CMT-5 (que tienen 200 nodos)

con horizonte T1 (que es el más ajustado) y fue cercano a los 4 minutos para el AMPD y

a los 7 minutos para el AMPE. Contrariamente a lo observado para el GAP , se aprecia

una relación entre los tiempos medios de ejecución y la cantidad de nodos de la instancia.

Esto se debe a que la mayor parte del tiempo de ejecución se invierte en la exploración de

la vecindad y, dadas las caracteŕısticas de las instancias utilizadas, la vecindad de ruteo

tiene, en general, más elementos que la vecindad de asignación. Por lo tanto, las instancias

con mayor cantidad de nodos necesitan mayor tiempo de ejecución.

Los tiempos medios de ejecución obtenidos por los demás autores, agrupados por ins-

tancia base, se muestran en la Tabla 6.12. Si bien estos tiempos son mucho más elevados que

los reportados en este trabajo, debe tenerse en cuenta que los algoritmos fueron ejecutados

en máquinas con caracteŕısticas extremadamente diferentes: Silicion Graphics Indigo - 100

MHz (Taillard et al. [120]), HP Vectra XU Pentium Pro - 200 Mhz (Brandão y Mercer [19])

y Ultra Enterprise 450 - 300 MHz (Petch y Salhi [104]). Realizar una comparación justa de

los tiempos de ejecución es extremadamente complejo dadas las grandes diferencias entre

los entornos de ejecución de los diferentes algoritmos.
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Instancia AMPD AMPE TL BM PS

CMT-1 11 24 300 150 108
F-11 17 30 1560 150 258

CMT-2 30 56 420 300 330
CMT-3 38 66 1440 600 828
CMT-12 33 65 1380 600 120
CMT-11 79 114 2700 1500 2430

F-12 70 88 4500 4800 810
CMT-4 101 185 3060 1500 984
CMT-5 207 350 3960 3750 2454

Tabla 6.12: Tiempos medios de ejecución (en segundos).

6.4.2. Análisis comparativo entre el AMPD y el AMPE

Para facilitar el análisis comparativo entre el AMPD y el AMPE, los valores de las

Tablas 6.10 y 6.11 se presentan en forma gráfica. En las Figuras 6.5 y 6.6 se muestran

el GAP y el tiempo medio de ejecución obtenidos por ambos algoritmos. Dado que las

instancias con T1 y T2 revisten diferentes grados de dificultad, se las presenta separadas.

En la Tabla 6.13 se comparan los valores medios de GAP y del tiempo de ejecución

obtenidos por ambos algoritmos en términos relativos, agrupando por instancia base y

horizonte de tiempo. Para cada grupo de instancias se reporta el valor medio obtenido

por el AMPE dividido entre el valor medio obtenido por el AMPD. Estos resultados se

presentan en forma gráfica en la Figura 6.7.

Instancias n GAP Tiempo

CMT-1 50 0.98 2.09
F-11 71 0.98 1.74

CMT-2 75 0.63 1.88
CMT-3 100 0.82 1.72
CMT-12 100 0.84 1.98
CMT-11 120 0.96 1.45

F-12 134 1.04 1.26
CMT-4 150 0.86 1.84
CMT-5 199 0.89 1.71

Promedio 0.89 1.74

Tabla 6.13: Comparación entre GAP y tiempo de ejecución medio.

En la mayor parte de los casos el algoritmo AMPE obtuvo valores de GAP inferiores

a los obtenidos por el algoritmo AMPD. Sólo en los casos basados en la instancia F-12

el AMPD supera, en promedio, al AMPE. En promedio, el GAP obtenido por el AMPE

fue 0.89 veces el obtenido por el AMPD, lo cual podŕıa considerarse una diferencia poco

significativa. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que todas las soluciones factibles tienen

valores relativamente bajos de GAP (ver Sección 6.2.1) y por lo tanto, es de esperar que

las variaciones observadas sean moderadas.
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Figura 6.5: Valores medios de GAP agrupados por instancia base.



104 Caṕıtulo 6. Resultados experimentales

C
M
T
-12

C
M
T
-11

F-12

C
M
T
-4

AMPD

C
M
T
-5

ti
em

p
o

m
ed

io
(s

eg
.)

AMPE

0 C
M
T
-3

C
M
T
-2

F-11

C
M
T
-1

400

300

200

100

(a) Instancias con T1.

C
M
T
-12

C
M
T
-11

F-12

C
M
T
-4

ti
em

p
o

m
ed

io
(s

eg
.)

C
M
T
-5

AMPE
AMPD

0 C
M
T
-3

C
M
T
-2

F-11

C
M
T
-1

0

300

200

100

(b) Instancias con T2.

Figura 6.6: Tiempos medios de ejecución agrupados por instancia base.



6.4. Pruebas de desempeño 105

C
M
T
-2

Tiempo

C
M
T
-3

C
M
T
-12

C
M
T
-4

C
M
T
-1

C
M
T
-5

F-12
F-11

C
M
T
-11

1.75

GAP

A
M

P
E

/
A

M
P

D

2.25

2

1.5

1.25

1

0.75

0.5

Figura 6.7: Comparación entre AMPE y AMPD para los valores medios del GAP y el
tiempo de ejecución.

En todos los casos, el AMPE obtuvo tiempos de ejecución más elevados que el AMPD.

En promedio el tiempo de ejecución del AMPE fue 1.74 veces el del AMPD. Esta diferencia

resulta más significativa que la obtenida para el GAP . Dado que el tiempo de ejecución

está gobernado por la exploración de la vecindad de ruteo, la diferencia sugiere que, para

los valores de los parámetros seleccionados, en la estrategia de reducción estática de la

vecindad se tienen en cuenta más movidas que en la estrategia de reducción dinámica.

6.4.3. Resultados detallados

En las Tablas 6.14, 6.15 y 6.16 se presentan los resultados obtenidos para cada una de

las 104 instancias de prueba. Para cada instancia y cada algoritmo se muestra la cantidad

de ejecuciones factibles, el GAP (considerando las ejecuciones factibles) y el tiempo de

ejecución (considerando las 10 ejecuciones). Se muestra, cuando corresponde, los valores

medios (µ) y las desviaciones estándar (σ). Finalmente, se indica para cada instancia

cuáles de los trabajos previos reportan una solución factible y cuáles no.

Tanto el AMPD como el AMPE obtuvieron soluciones factibles en 6 instancias para

las que todos los trabajos anteriores reportaban únicamente soluciones no factibles. Dichas

instancias son CMT-2 | 6 |T1, CMT-3 | 6 |T1, CMT-4 | 7 |T1, CMT-4 | 8 |T1, CMT-11 | 4 |T1

y F-11 | 2 |T1. Las nuevas soluciones pueden consultarse en el Apéndice D.

Por otro lado, para 6 instancias, ninguno de los dos algoritmos propuestos pudo obtener

una solución factible. Estas instancias también fueron reportadas como no factibles en

todos los trabajos anteriores [120, 19, 104].

Cualquiera de las dos versiones del AMP representa un avance en la resolución del
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AMPD AMPE Otros

Instancia Fact.
GAP Tiempo

Fact.
GAP Tiempo

PS BM TL
µ σ µ σ µ σ µ σ

CMT-1 | 1 |T1 10 0.00 0.00 6 1 10 0.00 0.00 14 1 X X X

CMT-1 | 2 |T1 10 1.68 0.20 8 1 10 1.64 0.12 16 1 × X X

CMT-1 | 3 |T1 0 − − 24 1 0 − − 49 4 × × ×
CMT-1 | 4 |T1 0 − − 21 1 0 − − 45 1 × × ×

CMT-1 | 1 |T2 10 0.00 0.00 6 1 10 0.00 0.00 14 1 X X X

CMT-1 | 2 |T2 10 1.06 0.19 8 1 10 1.00 0.00 16 1 X X X

CMT-1 | 3 |T2 10 5.52 0.24 11 1 10 5.48 0.23 22 1 X X ×
CMT-1 | 4 |T2 10 4.19 0.08 9 1 10 4.21 0.08 17 0 × X X

CMT-2 | 1 |T1 10 0.29 0.37 19 1 10 0.05 0.06 39 1 X X X

CMT-2 | 2 |T1 10 0.37 0.50 21 1 10 0.14 0.27 42 2 X X X

CMT-2 | 3 |T1 10 0.57 0.53 22 1 10 0.09 0.13 43 1 X X X

CMT-2 | 4 |T1 10 0.91 0.41 23 1 10 0.35 0.33 44 1 X X X

CMT-2 | 5 |T1 10 1.06 0.72 23 1 10 0.67 0.49 43 2 X X X

CMT-2 |6 |T1 4 2.82 0.11 70 18 3 2.91 0.00 117 40 × × ×
CMT-2 | 7 |T1 0 − − 74 4 0 − − 140 4 × × ×

CMT-2 | 1 |T2 10 0.45 0.44 20 1 10 0.10 0.27 39 1 X X X

CMT-2 | 2 |T2 10 0.35 0.33 22 1 10 0.45 0.43 43 1 X X X

CMT-2 | 3 |T2 10 0.50 0.44 23 1 10 0.21 0.27 43 1 X X X

CMT-2 | 4 |T2 10 0.27 0.35 24 1 10 0.35 0.43 45 1 X X X

CMT-2 | 5 |T2 10 1.09 0.46 23 2 10 0.32 0.38 45 2 X X X

CMT-2 | 6 |T2 10 2.95 0.83 28 1 10 1.87 0.75 53 2 X X X

CMT-2 | 7 |T2 10 3.44 0.87 26 1 10 3.42 0.29 50 1 × X ×

CMT-3 | 1 |T1 10 0.35 0.18 28 2 10 0.18 0.15 50 4 X X X

CMT-3 | 2 |T1 10 0.29 0.19 31 2 10 0.28 0.18 56 2 X X X

CMT-3 | 3 |T1 10 0.54 0.39 34 1 10 0.31 0.30 61 3 X X X

CMT-3 | 4 |T1 10 0.69 0.24 37 2 10 0.73 0.23 64 3 X X X

CMT-3 | 5 |T1 10 3.02 0.66 55 20 10 2.38 0.94 65 2 × X ×
CMT-3 |6 |T1 9 3.09 0.90 68 32 9 3.19 1.07 107 51 × × ×

CMT-3 | 1 |T2 10 0.55 0.18 28 3 10 0.26 0.21 52 3 X X X

CMT-3 | 2 |T2 10 0.56 0.24 32 4 10 0.53 0.23 58 4 X X X

CMT-3 | 3 |T2 10 0.42 0.21 34 3 10 0.21 0.16 65 3 X X X

CMT-3 | 4 |T2 10 0.57 0.28 34 5 10 0.45 0.18 68 3 X X X

CMT-3 | 5 |T2 10 1.34 0.26 41 1 10 1.21 0.36 73 1 X X X

CMT-3 | 6 |T2 10 2.14 0.73 39 1 10 1.62 0.89 69 3 X X X

Tabla 6.14: Resultados detallados sobre las instancias de prueba basadas en CMT-1, CMT-
2 y CMT-3.
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AMPD AMPE Otros

Instancia Fact.
GAP Tiempo

Fact.
GAP Tiempo

PS BM TL
µ σ µ σ µ σ µ σ

CMT-4 | 1 |T1 10 1.53 0.34 65 3 10 1.26 0.49 127 7 X X X

CMT-4 | 2 |T1 10 1.60 0.36 69 3 10 1.53 0.36 138 4 X X X

CMT-4 | 3 |T1 10 1.96 0.19 74 2 10 1.47 0.45 141 5 X X X

CMT-4 | 4 |T1 10 2.05 0.50 78 3 10 1.66 0.49 144 5 × X X

CMT-4 | 5 |T1 10 2.50 0.85 80 3 10 1.63 0.73 147 4 X X X

CMT-4 | 6 |T1 10 3.40 0.61 97 55 10 2.73 0.81 170 55 × X X

CMT-4 |7 |T1 1 3.90 − 244 4 1 4.02 − 440 44 × × ×
CMT-4 |8 |T1 4 3.36 0.47 237 12 2 2.93 0.28 420 64 × × ×

CMT-4 | 1 |T2 10 1.44 0.36 69 4 10 1.58 0.45 133 9 X X X

CMT-4 | 2 |T2 10 1.92 0.32 76 5 10 1.64 0.53 143 7 X X X

CMT-4 | 3 |T2 10 1.91 0.55 79 4 10 2.02 0.33 147 5 X X X

CMT-4 | 4 |T2 10 1.85 0.27 80 5 10 1.73 0.47 154 7 X X X

CMT-4 | 5 |T2 10 2.06 0.67 85 3 10 1.92 0.55 161 4 X X X

CMT-4 | 6 |T2 10 2.42 0.61 91 3 10 2.13 0.48 168 6 X X X

CMT-4 | 7 |T2 10 3.87 0.43 87 3 10 2.84 0.55 168 4 × X X

CMT-4 | 8 |T2 10 4.79 1.58 100 37 10 5.23 1.95 156 5 X X ×

CMT-5 | 1 |T1 10 2.88 0.62 132 8 10 2.02 0.54 257 14 X X X

CMT-5 | 2 |T1 10 3.84 0.69 144 42 10 3.57 0.68 263 12 X X X

CMT-5 | 3 |T1 10 3.84 0.56 151 42 10 3.33 0.80 300 92 X X X

CMT-5 | 4 |T1 10 3.88 0.64 195 74 10 3.50 0.78 301 83 X X X

CMT-5 | 5 |T1 10 3.73 0.50 197 75 10 3.23 0.73 301 92 × X X

CMT-5 | 6 |T1 10 3.86 0.67 189 99 10 3.85 0.81 278 6 X X X

CMT-5 | 7 |T1 9 3.94 0.28 278 80 10 3.95 0.33 310 95 × X X

CMT-5 | 8 |T1 8 4.06 0.53 322 95 10 3.72 0.41 369 126 × X X

CMT-5 | 9 |T1 2 3.96 0.69 445 48 6 3.42 0.40 736 203 × × X

CMT-5 | 10 |T1 0 − − 456 17 0 − − 870 20 × × ×

CMT-5 | 1 |T2 10 2.96 0.94 145 5 10 2.58 0.67 277 7 X X X

CMT-5 | 2 |T2 10 4.65 0.62 144 4 10 4.36 0.61 279 12 X X X

CMT-5 | 3 |T2 10 5.05 0.89 147 6 10 4.09 1.02 285 7 X X X

CMT-5 | 4 |T2 10 4.55 0.72 152 5 10 4.22 0.45 296 14 X X X

CMT-5 | 5 |T2 10 4.73 0.80 153 5 10 3.71 0.63 299 8 X X X

CMT-5 | 6 |T2 10 5.02 0.72 156 7 10 4.20 0.72 306 11 X X X

CMT-5 | 7 |T2 10 5.08 0.76 153 7 10 3.93 1.18 302 17 X X X

CMT-5 | 8 |T2 10 4.94 0.97 161 10 10 3.78 1.03 317 17 X X X

CMT-5 | 9 |T2 10 5.94 1.11 172 57 10 5.90 1.07 296 8 X X X

CMT-5 | 10 |T2 10 6.74 1.54 250 110 10 6.77 1.20 351 128 × X X

CMT-11 | 1 |T1 5 2.90 0.04 61 28 8 2.88 0.03 76 38 X X X

CMT-11 | 2 |T1 3 2.93 0.03 76 26 9 2.90 0.04 71 28 × X X

CMT-11 | 3 |T1 9 3.86 0.24 57 24 5 3.05 1.61 127 52 × X X

CMT-11 |4 |T1 2 3.65 0.12 138 16 3 3.68 0.24 193 44 × × ×
CMT-11 | 5 |T1 1 0.01 0.01 114 25 2 0.08 0.01 178 24 × X X

CMT-11 | 1 |T2 10 5.94 2.12 36 3 10 4.20 2.55 60 4 X X X

CMT-11 | 2 |T2 10 4.51 1.94 40 3 10 3.61 2.09 62 2 X X X

CMT-11 | 3 |T2 10 2.08 1.56 50 11 10 2.88 0.97 71 3 X X X

CMT-11 | 4 |T2 8 0.78 1.72 98 44 8 0.78 1.88 122 60 × X X

CMT-11 | 5 |T2 2 3.48 0.37 118 36 3 1.36 2.13 181 58 X X X

Tabla 6.15: Resultados detallados sobre las instancias de prueba basadas en CMT-4, CMT-
5 y F-11.
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AMPD AMPE Otros

Instancia Fact.
GAP Tiempo

Fact.
GAP Tiempo

PS BM TL
µ σ µ σ µ σ µ σ

CMT-12 | 1 |T1 10 0.00 0.00 22 1 10 0.00 0.00 46 1 X X X

CMT-12 | 2 |T1 10 0.00 0.00 25 1 10 0.00 0.00 51 1 X X X

CMT-12 | 3 |T1 10 0.00 0.00 28 1 10 0.00 0.00 54 1 X X X

CMT-12 | 4 |T1 10 0.00 0.00 28 1 10 0.00 0.00 56 1 X × X

CMT-12 | 5 |T1 10 3.31 0.27 31 2 10 3.33 0.26 58 3 X × ×
CMT-12 | 6 |T1 0 − − 92 1 0 − − 183 4 × × ×

CMT-12 | 1 |T2 10 0.02 0.05 22 1 10 0.00 0.00 46 1 X X X

CMT-12 | 2 |T2 10 0.06 0.20 26 1 10 0.00 0.00 52 1 X X X

CMT-12 | 3 |T2 10 0.00 0.00 28 1 10 0.00 0.00 56 1 X X X

CMT-12 | 4 |T2 10 0.02 0.05 30 1 10 0.00 0.00 59 1 X X X

CMT-12 | 5 |T2 10 0.65 0.03 33 1 10 0.64 0.00 64 2 X X X

CMT-12 | 6 |T2 10 0.44 0.00 33 1 10 0.44 0.00 61 2 X X X

F-11 | 1 |T1 10 0.35 0.47 9 1 10 0.00 0.00 18 1 X X X

F-11 |2 |T1 6 3.92 0.46 23 8 8 4.08 0.41 32 16 × × ×
F-11 | 3 |T1 0 − − 32 3 0 − − 62 3 × × ×

F-11 | 1 |T2 10 0.58 0.53 9 1 10 0.04 0.11 19 1 X X X

F-11 | 2 |T2 10 0.87 1.25 14 1 10 0.51 0.96 24 1 X X X

F-11 | 3 |T2 10 5.68 1.03 17 1 10 5.72 1.01 28 3 X X ×

F-12 | 1 |T1 10 0.64 0.14 56 4 10 0.60 0.15 75 3 X X X

F-12 | 2 |T1 10 0.92 0.12 73 4 10 0.88 0.17 90 8 X X X

F-12 | 3 |T1 10 0.64 0.25 76 5 10 0.91 0.27 95 8 X X X

F-12 | 1 |T2 10 0.96 0.31 63 5 10 1.04 0.37 78 4 X X X

F-12 | 2 |T2 10 0.96 0.37 72 5 10 1.12 0.60 91 7 X X X

F-12 | 3 |T2 10 1.15 0.43 78 9 10 0.86 0.31 99 8 X X X

Tabla 6.16: Resultados detallados sobre las instancias de prueba basadas en CMT-12, F-11
y F-12.
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VRPMT, en la medida que permitieron resolver una mayor cantidad de instancias de

prueba del problema.

Para la mayoŕıa de las instancias en las que se obtuvieron soluciones factibles, la

desviación estándar del GAP fue moderada (el valor máximo fue 2.55 %). En algunas

instancias, el tiempo de ejecución presenta una desviación estándar algo elevada. Esto

se debe a que el criterio de terminación del algoritmo provoca que en algunos casos se

ejecuten 100 iteraciones, en otros 200 y en otros 300, según si se encontró una solución

factible o no.

6.4.4. Análisis de las instancias no factibles

Ambos algoritmos reportaron soluciones no factibles para las siguientes 6 instancias:

1. CMT-1 | 3 |T1,

2. CMT-1 | 4 |T1,

3. CMT-2 | 7 |T1,

4. CMT-5 | 10 |T1,

5. CMT-12 | 6 |T1,

6. F-11 | 3 |T1,

En lo que queda de este caṕıtulo, se analizan las soluciones obtenidas por los algoritmos

AMPD y AMPE para estas instancias. Dadas las 10 ejecuciones de cada algoritmo sobre

cada instancia (todas las cuales resultaron en soluciones no factibles), se consideran las

medidas definidas en la Sección 4.7. Para cada medida se reporta el mejor caso, el peor

caso y el caso promedio. Dichos valores son comparados con los reportados en los trabajos

anteriores (en los que se da siempre la solución obtenida por la mejor ejecución, es decir,

el mejor caso).

Medida LTR

En la Tabla 6.17 se muestran los resultados respecto a la medida LTR (para cada

instancia se resaltan los mejores valores). Los resultados obtenidos por el AMPD y el

AMPE son similares. Se observa que el AMPD obtiene un valor medio levemente inferior

en el mejor caso y el AMPE, en cambio, obtiene un mejor valor para el peor caso y el

caso promedio. Las diferencias entre ambos algoritmos respecto a esta medida no deben

considerarse como relevantes, dada la poca cantidad de casos no factibles y lo pequeño de

dichas diferencias.

En comparación con los resultados obtenidos por otros autores, ambos algoritmos

reportan mejoras respecto a esta medida en 4 de las 6 instancias analizadas. Las diferencias
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Inst.
AMPD AMPE Otros

Min Max Prom. Min Max Prom. BM TL PS

1 1.032 1.038 1.033 1.032 1.032 1.032 1.041 1.115 1.026
2 1.027 1.027 1.027 1.027 1.027 1.027 1.027 1.027 1.085
3 1.008 1.064 1.029 1.004 1.050 1.017 1.088 1.073 1.064
4 1.021 1.097 1.066 1.031 1.075 1.051 1.051 1.024 1.064
5 1.014 1.029 1.017 1.014 1.029 1.017 1.072 1.064 1.029
6 1.020 1.048 1.031 1.020 1.048 1.035 1.011 1.070 1.020

Prom. 1.020 1.051 1.034 1.021 1.044 1.030 1.048 1.062 1.048

Tabla 6.17: Comparación de LTR para las instancias reportadas como no factibles.

AMPD AMPE
BM TL PS BM TL PS

Min −28.4 −53.9 −42.0 −25.9 −47.9 −40.4
Prom. 8.1 −14.3 −13.2 6.5 −26.7 −17.6
Max 55.4 23.1 28.3 43.1 3.8 15.0

Tabla 6.18: Diferencia promedio (%) entre los valores de LTR obtenidos en el mejor caso,
caso promedio y peor caso y los valores reportados por otros autores.

promedio entre los algoritmos propuestos en este trabajo y los propuestos por los demás

autores, en términos porcentuales3, se muestran en la Tabla 6.18. Los mejores valores

obtenidos por el AMPD y el AMPE superan considerablemente a los reportados en la

literatura. Además, los valores medios de LTR obtenidos superan a los mejores valores

obtenidos por Taillard et al. [120] y Petch y Salhi [104]. Solo los peores casos reportados

en este trabajo son superados de forma considerable por los mejores valores reportados

por otros autores.

Medida OT

Los valores comparativos respecto al overtime normalizado (OT ) se muestran en la

Tabla 6.19. No se incluyen resultados de Petch y Salhi [104] pues en dicho trabajo no se

reportan datos respecto a esta medida. El algoritmo AMPE obtiene mejores resultados

que el AMPD, aunque al igual que para la medida LTR, las diferencias no parecen muy

significativas.

Respecto a esta medida, en 4 de las 6 instancias analizadas se obtienen mejores re-

sultados que los reportados hasta el momento. Las diferencias porcentuales respecto a los

resultados obtenidos por Brandão y Mercer [19] y Taillard et al. [120] se muestran en la

Tabla 6.20. Al igual que para la medida LTR, los mejores resultados obtenidos en este

trabajo superan, en promedio, a los mejores resultados reportados y las diferencias resul-

tan significativas. El peor caso reportado por el AMPE supera a las mejores soluciones

3Si v es el valor reportado en este trabajo para cierta medida y a es el valor reportado en otro trabajo,
las comparaciones en términos porcentuales se calculan como v−a

a
.
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Inst.
AMPD AMPE Otros

Min Max Prom. Min Max Prom. BM TL

1 3.56 4.03 3.63 3.56 3.56 3.56 5.27 12.63
2 4.80 4.80 4.80 4.80 4.80 4.80 6.15 6.88
3 1.23 7.79 3.66 0.45 6.12 2.82 10.60 13.88
4 5.45 21.97 14.14 5.73 18.67 12.08 8.40 5.55
5 2.66 3.10 2.75 2.66 3.10 2.75 2.23 9.06
6 2.16 4.81 3.31 2.16 4.81 3.58 1.81 7.48

Prom. 3.31 7.75 5.38 3.23 6.84 4.93 5.74 9.25

Tabla 6.19: Comparación de la medida OT (%) para las instancias reportadas como no
factibles.

AMPD AMPE
BM TL BM TL

Min −23.2 −56.1 −23.9 −56.2
Prom. 9.3 −24.3 6.1 −31.0
Max 49.0 8.7 38.4 −3.9

Tabla 6.20: Diferencia promedio ( %) entre los valores de OT obtenidos en el mejor caso,
caso promedio y peor caso y los valores reportados por otros autores.

obtenidas por Taillard et al. [120], respecto a esta medida. Los valores reportados por

Brandão y Mercer [19], en cambio, superan al caso promedio (y en consecuencia, al peor

caso) del AMPD y del AMPE.

Medida PCδ

Finalmente, en la Tabla 6.21 se reportan los resultados respecto a la medida PCδ para

δ ∈ {2, 3}. Dado que ésta no es una medida normalizada, sino que su valor depende de

la magnitud de los costos cij , no se reportan los valores medios. Los resultados obtenidos

por ambos algoritmos son similares. El AMPE obtiene mejores valores que el AMPD en

la mayor parte de los casos, pero las diferencias en ningún caso superan el 1.2 %. En 3 de

las 6 instancias, los algoritmos propuestos en este trabajo obtienen mejores resultados que

los reportados anteriormente por Brandão y Mercer [19] y Taillard et al. [120].

Al analizar los valores de la medida PCδ debe tenerse presente que, como se men-

cionó en la Sección 4.7.2, respetar las restricciones de overtime y minimizar el costo total

pueden ser objetivos encontrados. Soluciones con valores bajos de la medida PCδ pue-

den conseguirse incurriendo en violaciones a la restricción de overtime. En los algoritmos

propuestos en este trabajo, al comparar dos soluciones, en primera instancia se analiza la

medida O(s). Sólo se tiene en cuenta el costo de las soluciones cuando ambas son factibles.

Esta estrategia supone, como es usual en los problemas de optimización, que es preferi-

ble una solución factible con costo elevado que una solución no factible de bajo costo.

Comparar estos algoritmos con otros que no se basan en este principio puede conducir
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Ins. δ
AMPE AMPD Otros

Min Max Prom. Min Max Prom. BM TL

1
2 562.76 562.76 562.76 562.76 565.95 563.20 575.73 579.48
3 569.30 569.30 569.30 569.30 573.36 569.88 585.43 602.72

2
2 561.71 561.71 561.71 561.71 561.71 561.71 564.07 565.27
3 568.34 568.34 568.34 568.34 568.34 568.34 572.56 574.76

3
2 864.64 885.88 876.03 874.25 890.44 878.15 896.57 878.29
3 872.30 892.99 879.56 875.78 900.18 882.72 909.82 895.64

4
2 1356.58 1404.64 1380.70 1361.49 1407.25 1388.79 1371.17 1338.64
3 1367.01 1429.00 1397.12 1371.64 1437.13 1408.03 1371.17 1338.64

5
2 856.80 857.52 856.94 856.80 857.52 856.94 825.94 845.48
3 860.61 861.96 860.88 860.61 861.96 860.88 829.13 858.44

6
2 257.91 259.72 258.79 257.91 259.73 258.93 257.47 257.31
3 259.74 263.81 261.83 259.74 263.81 261.74 259.01 263.67

Tabla 6.21: Comparación de la medida PCδ para δ ∈ {2, 3} en las instancias reportadas
como no factibles.

AMPD AMPE
BM TL BM TL

Min −0.42 −0.70 −0.60 −0.88
Prom. 0.18 −0.08 0.00 −0.27
Max 0.94 0.69 0.66 0.41

Tabla 6.22: Diferencia promedio ( %) entre los valores de PCδ obtenidos en el mejor caso,
caso promedio y peor caso y los valores reportados por otros autores (para δ ∈ {2, 3}).

a resultados engañosos. De todos modos, por completitud del análisis, se prefirió incluir

estos resultados junto con la advertencia precedente.

Las diferencias porcentuales se muestran en la Tabla 6.22. Al igual que con las medidas

anteriores, tanto el AMPD como el AMPE obtienen, en el mejor caso, mejores valores que

los otros autores. La magnitud de las diferencias es muy pequeña en términos porcen-

tuales, porque los valores de esta medida son grandes en comparación con las diferencias

observadas. Los resultados obtenidos por Brandão y Mercer [19] en el mejor caso superan

al caso promedio y al peor caso reportados en este trabajo.
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7.1. Conclusiones

En este trabajo se estudia el Problema de Ruteo de Veh́ıculos con Múltiples Viajes o

Vehicle Routing Problem with Multiple Trips (VRPMT). Esta es una importante variante

del problema clásico de ruteo de veh́ıculos. La caracteŕıstica de poder realizar múltiples

viajes introduce una nueva dimensión en los problemas. Además de una componente de

ruteo que busca determinar las secuencias de clientes a visitar, existe una componente

de asignación que se ocupa de distribuir las rutas entre los veh́ıculos. La ausencia de

esta componente en la mayor parte de los modelos abordados en la literatura académica,

disminuye su utilidad en algunos contextos de planificación operativa. De poco sirve, en

ese contexto, diseñar un conjunto de rutas que no pueden ser llevadas a la práctica por

los veh́ıculos disponibles.

Además de revestir gran interés práctico, el VRPMT es complejo desde el punto de

vista computacional. El problema de encontrar una solución óptima pertenece a la clase

NP-Hard, al igual que muchos otros problemas de optimización combinatoria. Lo que hace

que el VRPMT sea realmente dif́ıcil de tratar es que encontrar una solución factible es

también NP-Hard. Por lo tanto, es de esperar que las heuŕısticas constructivas simples,

basadas en un conjunto reducido de reglas, fallen en su intento por resolver el problema.

Esta caracteŕıstica exige, sobre todo para instancias muy ajustadas, el uso de métodos de

solución que realicen una buena exploración del espacio de soluciones.

Los antecedentes encontrados en la literatura académica acerca de la resolución de este

problema son escasos. Esto resulta sorprendente si se tiene en cuenta la relevancia de este

problema, al menos a nivel operativo.

En este trabajo se propone un algoritmo basado en el Adaptive Memory Procedure [112]

para resolver el VRPMT. Esta estrategia consiste en mantener una memoria con rutas que

pertenecen a algunas de las mejores soluciones visitadas por el algoritmo. Las rutas en la

memoria se utilizan para construir soluciones iniciales para un algoritmo de búsqueda
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local. A su vez, la solución obtenida por la búsqueda local se utiliza para actualizar la

información de la memoria.

La búsqueda local utilizada es una implementación de la metaheuŕıstica Tabu Sear-

ch [66] y toma elementos de dos algoritmos propuestos originalmente para el resolver el

VRP: Taburoute [60] y Granular Tabu Search [127].

A diferencia de las propuestas anteriores para resolver el VRPMT, las componentes

de asignación y de ruteo se consideran simultáneamente. Para ello, se define una vecindad

que modifica la secuencia de nodos de las rutas y otra que modifica la asignación de las

rutas a los veh́ıculos. En cada iteración se examinan ambas vecindades y se selecciona la

mejor solución. Por lo tanto, en algunos casos se modifican las rutas y en otros se modifica

la asignación, según lo que sea más conveniente. Esto aporta flexibilidad al algoritmo.

Durante la ejecución del algoritmo se permite visitar soluciones no factibles. Estas so-

luciones son penalizadas en la función objetivo, utilizando factores de penalización que se

ajustan automáticamente mediante reglas sencillas. Se produce aśı una oscilación entre so-

luciones factibles y no factibles. Esta estrategia trae consigo dos ventajas importantes. Por

un lado, disminuye las dificultades introducidas por la presencia de soluciones no factibles,

que suelen provocar que ciertas zonas del espacio de soluciones no puedan ser alcanzadas.

Además, simplifica la incorporación de restricciones al problema. Para considerar una nue-

va restricción no es necesario conocer su impacto en el modelo, sino tan solo definir una

medida para cuantificar las soluciones que no la satisfacen.

El uso de estrategias de reducción de la vecindad hizo viable la ejecución del algoritmo

en tiempos moderados. Las dos estrategias propuestas obtuvieron resultados similares en

cuanto a la calidad de las soluciones obtenidas. La estrategia de reducción estática de la

vecindad, sin embargo, registró tiempos que duplicaron a los obtenidos por la estrategia

de reducción dinámica. No obstante, parece apresurado inferir alguna conclusión general

al respecto, ya que seguramente este comportamiento esté ligado a los valores particulares

seleccionados para los parámetros.

Las soluciones obtenidas por los algoritmos propuestos pueden considerarse de calidad

aceptable. Los tiempos de ejecución fueron relativamente moderados considerando la com-

plejidad del problema y lo ajustado de las instancias de prueba utilizadas. Se encontraron

soluciones factibles para instancias en las que todos los trabajos anteriores fallaban. En

las instancias para las que no se pudo encontrar soluciones, se logró un buen compromiso

entre el costo de la solución y la cercańıa a la factibilidad, mejorando incluso algunos

resultados previos.
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7.2. Trabajo futuro

Por su relevancia práctica y por el desaf́ıo que implica para las técnicas de optimiza-

ción, creemos que los problemas de ruteo de veh́ıculos que consideran una componente

de asignación merecen más atención. La inclusión de esta nueva dimensión de manera

sistemática contribuiŕıa a reducir la brecha existente entre los problemas estudiados en la

academia y los problemas que surgen en la realidad.

En ese sentido, una posible ĺınea de trabajo consiste en agregar restricciones al VRPMT,

formulando modelos más realistas. En primer lugar, podŕıa estudiarse una versión del pro-

blema con flota heterogénea, es decir, en la que los veh́ıculos tienen diferentes capacidades,

costos de viaje y velocidades. Esta caracteŕıstica podŕıa incluirse en los algoritmos pro-

puestos en este trabajo modificando la evaluación de la vecindad de asignación. También

puede buscarse adaptar el algoritmo para considerar ventanas de tiempo, aunque se ad-

vierte que esa restricción implica una mayor complejidad dado que la duración de un

conjunto de rutas dependeŕıa del orden en que estas son recorridas. Considerar múltiples

depósitos es otra alternativa a tener en cuenta. En cualquiera de los casos debe diseñarse

un conjunto de instancias de prueba.

Una caracteŕıstica cuestionable del modelo planteado en este trabajo es que la restric-

ción de horizonte de tiempo puede resultar demasiado ŕıgida. En la práctica, puede ser

posible admitir que el d́ıa de trabajo finalice algo más tarde si eso contribuye a disminuir

los costos de la distribución. Una alternativa para contemplar esta realidad consiste en

formular el VRPMT como un problema multi-objetivo [40] en el que se busca, por un

lado, minimizar los costos de las rutas y, por otro lado, minimizar alguna de las medidas

que en este trabajo se utilizan para cuantificar las infactibilidades respecto a la restricción

de overtime (LTR, O, OT ).

El comportamiento de los algoritmos presentados depende de una gran cantidad de

parámetros. Encontrar valores para los parámetros requiere de un gran esfuerzo que ofrece

pocas garant́ıas. Esto deteriora su portabilidad e introduce una dificultad en su uso. Seŕıa

interesante encontrar alternativas que disminuyan la cantidad de parámetros a ajustar.

Una posibilidad es la incorporación de mecanismos para que los parámetros se ajusten de

manera automática durante la ejecución del algoritmo.

Algunos algoritmos de optimización, en particular algunos métodos exactos, obtie-

nen resultados muy diferentes dependiendo del tipo de instancias que se resuelven. En

particular, suele ocurrir que algunos métodos que obtienen muy buenos resultados para

instancias de prueba ajustadas (es decir, con pocas soluciones factibles), ven deteriorado

su desempeño al trabajar con instancias de diferentes caracteŕısticas. Dado que en este

trabajo la experimentación se realizó sobre instancias muy ajustadas, interesa estudiar el

comportamiento de los algoritmos para otro tipo de instancias.
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Apéndice A

Metaheuŕısticas para problemas

de optimización combinatoria

A.1. Introducción

En los últimos 15 años se ha desarrollado un conjunto de algoritmos aproximados que

pretenden superar las limitaciones de las heuŕısticas más simples. Este tipo de métodos

suelen combinar heuŕısticas básicas para lograr una exploración efectiva del espacio de

soluciones. Se caracterizan mediante descripciones de alto nivel llamadas metaheuŕısticas.

Si bien no existe una definición aceptada para el término, resulta adecuado a los efectos de

este trabajo entender a una metaheuŕıstica como una estrategia de alto nivel para explorar

espacios de búsqueda en problemas de optimización combinatoria [13].

Las metaheuŕısticas suelen estar diseñadas en base a ideas intuitivas sobre cómo obte-

ner las mejores soluciones, más que en conceptos con bases teóricas que los sustenten. Esta

caracteŕıstica permite obtener métodos más flexibles y fáciles de adaptar que los algoritmos

de optimización clásicos. Como contrapartida, al utilizar metaheuŕısticas no se dispone de

resultados teóricos de utilidad que garanticen la convergencia a soluciones óptimas. De

todos modos, la experiencia sugiere que las metaheuŕısticas pueden resultar competiti-

vas con otros enfoques, pues han permitido obtener soluciones de calidad aceptable para

problemas complejos, en tiempos de ejecución moderados (o, al menos, controlables).

En este apéndice se da un breve relevamiento de algunas metaheuŕısticas para resolver

un problema de optimización genérico, de la forma

min f(x)

s.a. x ∈ X

donde X es un conjunto discreto de soluciones factibles y f : X → R es la función ob-

jetivo. Este relevamiento, más que ser exhaustivo y profundo, pretende dar un panorama
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Paso 1 (inicialización).
Construir una solución inicial s0 y hacer k ← 0.

Paso 2 (búsqueda local).
Determinar sk+1 ∈ N(sk) tal que f(sk+1) < f(sk).
Si existe tal sk+1, hacer k ← k + 1 y repetir el paso 2.
Si no, devolver sk y terminar.

Figura A.1: Búsqueda local de descenso.

X

óptimo global
óptimos
locales

f

Figura A.2: Óptimos locales y globales.

general de los aspectos más relevantes y de las decisiones más importantes a la hora de di-

señar métodos de este tipo. Cada una de las metheuŕısticas presentadas admite numerosas

variantes y, además, es posible combinar dos o más técnicas obteniendo metaheuŕısticas

h́ıbridas.

A.2. Búsqueda local

Un esquema de búsqueda local básica requiere definir, para cada solución s, un conjunto

de soluciones N(s) llamado vecindad o conjunto de soluciones vecinas. Se llama movida a la

operación necesaria para transformar una solución s en una solución vecina. Tipicamente,

una movida implica la realización de un cambio pequeño en la estructura de la solución.

El seudocódigo de un algoritmo de búsqueda local de descenso se muestra en la Figu-

ra A.1. Se parte de una solución inicial s0 y en cada iteración k, se selecciona una solución

sk+1 ∈ N(sk) tal que f(sk+1) < f(sk). Es decir, se busca una solución de menor costo en

la vecindad. La secuencia de soluciones visitadas por el algoritmo (s0, s1, . . .) define una

trayectoria en el espacio de soluciones.

En caso de que todas las soluciones vecinas tengan un costo mayor que sk, el algoritmo

termina y la solución sk es un óptimo local (ver Figura A.2) respecto a la definición de

vecindad. Es importante notar que, en el contexto de estos algoritmos, la optimalidad

local es un concepto que depende de la definición de vecindad. En efecto, es posible definir

estructuras de vecindad N1 y N2 sobre el mismo problema, de modo que los óptimos locales

respecto a N1 no lo sean respecto a N2.
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Paso 1 (inicialización).
Construir una solución inicial s0 y hacer sbest ← s0.
Inicializar T . Hacer k ← 0.

Paso 2 (búsqueda local).
Seleccionar aleatoriamente s ∈ N(sk).
Si f(s) < f(sk), ir al paso 3.
Si no, con probabilidad p(s, sk, T ) ir al paso 3 y si no repetir el paso 2.

Paso 3 (actualización).
Si f(s) < f(sbest), hacer sbest ← s.
Hacer sk+1 ← s y k ← k + 1.

Paso 4 (terminación).
Si k < Kmax, actualizar T e ir al paso 2.
Si no, devolver sbest y terminar.

Figura A.3: Simulated Annealing.

A.3. Simulated Annealing

La metaheuŕıstica Simulated Annealing (SA) fue propuesta por Kirkpatrick [84] y

consiste en una búsqueda local dotada de un mecanismo para escapar de los óptimos

locales. Es considerada una de las metaheuŕısticas más antiguas y, como muchas otras,

está inspirada en un fenómeno de la naturaleza. La idea está basada un procedimiento

utilizado para enfriar ciertos tipos de vidrio, en el cual el enfriamiento debe hacerse de

manera lenta para obtener configuraciones moleculares más resistentes.

La idea principal en este método es aceptar movidas que deterioran el valor de la

función objetivo. Una descripción de alto nivel se muestra en la Figura A.3. En la iteración

k se selecciona aleatoriamente una solución s ∈ N(sk). Si s mejora sk en términos del

valor objetivo, se acepta como nueva solución. En caso que f(sk) ≤ f(s), la decisión de

aceptarla o no se realiza de manera no determińıstica con probabilidad p(s, sk, T ) donde

T es un valor, llamado temperatura, que decrece a lo largo de la ejecución del algoritmo.

La probabilidad de aceptación suele definirse como

p(s, sk, T ) = exp

(
−

f(s)− f(sk)

T

)
.

Las soluciones con valores más próximos a f(sk) reciben las mayores probabilidades de

aceptación. La temperatura se utiliza para regular la exigencia en el criterio de aceptación:

es más probable aceptar una solución para valores altos de T . El valor de T es modificado

durante la ejecución del algoritmo, usualmente en forma decreciente.

El hecho de que en el paso 2 las soluciones vecinas se obtengan mediante un sorteo

aleatorio, hace innecesario recorrer toda la vecindad en cada paso. Debido a esto, los
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Paso 1 (inicialización).
Construir una solución inicial s y hacer sbest ← s.
Hacer k ← 1.

Paso 2 (agitado).
Si k > K, devolver sbest y terminar.
Si no, seleccionar aleatoriamente una solución s′ ∈ Nk(s).

Paso 3 (búsqueda local).
Realizar una búsqueda local (no necesariamente sobre N1, N2, . . . , NK).
Sea s′′ el óptimo local obtenido.

Paso 4 (actualización).
Si f(s′′) < f(sbest), hacer sbest ← s′′.

Paso 5 (cambio de vecindad).
Si f(s′′) < f(s), hacer s← s′′, k ← 1 e ir al paso 2.
Si no, hacer k ← k + 1 e ir al paso 2.

Figura A.4: Variable Neighborhood Search.

algoritmos basados en SA son simples de implementar y con ellos pueden lograrse bajos

tiempos de ejecución. Por otro lado, esa misma caracteŕıstica provoca que este método

suela ser superado por otras estrategias que realizan búsquedas más intensas.

A.4. Tabu Search

La metaheuŕıstica Tabu Search (TS) fue propuesta por Glover [66] y es otro ejemplo

de algoritmos de búsqueda local en los que se aceptan movidas que deterioran la solución

como manera de evitar la convergencia en óptimos locales. Dado que TS es una de las

técnicas utilizadas en este trabajo, los detalles sobre este método pueden consultarse en

el caṕıtulo 3.4.

A.5. Variable Neighborhood Search

La metaheuŕıstica Variable Neighborhood Search (VNS) [98, 78], explota el hecho de

que la optimalidad local es un concepto que depende de la definición de la vecindad,

para continuar la búsqueda luego de encontrar un óptimo local. Se utilizan K estructuras

de vecindad N1, N2, . . . , NK , sobre las que se vaŕıa la búsqueda. Un seudocódigo de esta

metaheuŕıstica se da en la Gigura A.4.

Las diferentes vecindades son utilizadas para generar soluciones iniciales para un al-

goritmo de búsqueda local. Cuando la búsqueda del paso 3 encuentra un óptimo local s′′,

se busca una solución vecina de s′′ respecto una de las estructuras N1, . . . , NK . Con ese
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Paso 1 (inicialización).
Hacer zbest ←∞.

Paso 2 (construcción de la solución).

a. Crear una solución parcial s vaćıa.

b. Construir la lista de candidatos RCL.

c. Seleccionar probabiĺısticamente un elemento de RCL y agregarlo a s.

d. Si s es una solución completa, ir al paso 3. Si no, ir al paso 2.b.

Paso 3 (búsqueda local).
Aplicar una búsqueda local partiendo de s. Sea s∗ la solución obtenida.

Paso 4 (actualización).
Si f(s∗) < zbest, hacer zbest ← f(s∗) y sbest ← s∗.

Paso 5 (terminación).
Si k < Kmax ir al paso 2.
Si no, devolver sbest y terminar.

Figura A.5: GRASP.

cambio se pretende obtener una solución que permita reanudar la búsqueda local en una

región cercana a la que se veńıa explorando.

A.6. GRASP

La metaheuŕıstica Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) fue pro-

puesta por Feo y Resende [47] y consiste en la ejecución repetida de dos fases: construcción

de una solución y búsqueda local.

Para la construcción de la solución suele operarse iterativamente, utilizando una es-

trategia ávida aleatorizada. Se comienza con una solución vaćıa. En cada paso de la cons-

trucción se selecciona una lista de L elementos candidatos para insertar en la solución.

De esta lista de candidatos se selecciona uno según una regla probabiĺıstica y se lo agrega

a la solución. El proceso se repite hasta construir una solución completa, sobre la que se

aplica la búsqueda local. En la Figura A.5 se da la estructura de este método.

Entre las caracteŕısticas más relevantes de este algoritmo se encuentran su simplicidad

y el hecho que su comportamiento depende de pocos parámetros (la cantidad de iteraciones

y el largo de la lista de candidatos). Por otro lado, dado que cada iteración es independiente

de las anteriores, en general es posible obtener mejores soluciones utilizando algoritmos

que incorporan alguna forma de memoria.
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A.7. Algoritmos Genéticos

En los Algoritmos Genéticos (AG) [79, 39] se utilizan ideas de la evolución natural de

los seres vivos para resolver problemas de optimización y búsqueda. En general se trabaja

sobre una representación de las soluciones en algún esquema de codificación (por ejem-

plo, vectores, matrices o árboles). A diferencia de las metaheuŕısticas anteriores, en cada

iteración no se opera sobre una única solución. El algoritmo trabaja sobre una población

P de soluciones codificadas, llamadas individuos. Para cada individuo i ∈ P se define

una función de fitness o aptitud, que denotaremos F (i), de modo que cuánto mayor es el

fitness de un individuo, mejor es la solución que éste representa1.

En cada iteración se aplican ciertos operadores evolutivos que combinan y modifican a

los individuos de la población. En el esquema más simple se opera en tres fases: selección,

cruzamiento y mutación. El operador de selección se encarga de elegir algunos individuos

de la población que tendrán la posibilidad de reproducirse (usualmente se busca incluir en

esta selección a algunos de los individuos con mejores valores del fitness). Luego se aplica

repetidas veces el operador de cruzamiento, que toma dos individuos (llamados padres)

y los combina para generar dos individuos (llamados hijos). Finalmente, el operador de

mutación suele aplicarse con baja probabilidad para realizar pequeñas modificaciones sobre

los individuos. Los operadores de cruzamiento y mutación trabajan sobre los individuos, es

decir, sobre la codificación de las soluciones. El algoritmo se ejecuta una cantidad prefijada

de iteraciones Kmax y a cada una de las poblaciones sucesivas se le llama generación. Un

esquema de este tipo de algoritmos se presenta en la Figura A.6.

A.8. Colonias de Hormigas

Los Ant Systems (AS) [30] se inspiran en la estrategia utilizada por las colonias de

hormigas para buscar alimentos. Cuando una hormiga encuentra un camino hacia una

fuente de alimento, deposita en el trayecto una sustancia llamada feromona. La cantidad

de feromona depositada depende de la longitud del camino y de la calidad del alimento

encontrado. Si una hormiga no detecta la presencia de feromona se mueve aleatoriamente;

pero si percibe dicha sustancia, decidirá con alta probabilidad moverse por los trayectos

con más cantidad, lo que a su vez provocará una aumento de la feromona depositada en

esa zona. De este proceso emerge una comportamiento denominado autocataĺıtico: cuanto

más hormigas sigan cierto trayecto, más atractivo éste se vuelve para ellas.

En los AS se trabaja sobre un grafo G = (C, L) en el cual los nodos representan los

componentes de las soluciones y los arcos representan las conexiones posibles, de modo

que cada camino se corresponde con una secuencia de pasos que construyen una solución.

1En algunos problemas de minimización, se define un fitness proporcional a la función objetivo, de modo
que en esos casos se desea minimizar el fitness.
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Paso 1 (inicialización).
Construir una población inicial P0 y hacer k ← 0.
Hacer sbest ← arg mini∈P0

f(i).

Paso 2 (selección).
Seleccionar un conjunto de individuos P ′

k ⊆ Pk.

Paso 3 (cruzamiento).
Aplicar el operador de cruzamiento sobre individuos de P ′

k.

Paso 4 (mutación).
Aplicar el operador de mutación sobre individuos de P ′

k.

Paso 5 (actualización).
Hacer sbest

k ← arg mini∈Pk
f(i).

Si f(sbest
k ) < f(sbest), hacer sbest ← sbest

k .

Paso 6 (terminación).
Si k < Kmax, hacer Pk+1 ← P ′

k, k ← k + 1 e ir al paso 2.
Si no, devolver sbest.

Figura A.6: Algoritmo Genético.

La idea consiste en simular el comportamiento de una colonia de M hormigas moviéndose

por G (es decir, construyendo soluciones). Cada arco de (i, j) ∈ L tiene asociado una

medida ηij que representa el costo de incorporar el componente j habiendo incorporado

el i previamente, y una cantidad de feromona τij que resume la información histórica

obtenida por las hormigas en iteraciones anteriores.

En cada iteración, las hormigas se mueven en G mediante reglas probabiĺısticas que

combinan los valores de ηij y τij . Luego, se actualizan los valores de τij , buscando que los

caminos recorridos por las hormigas que obtuvieron las mejores soluciones sean los que

incrementen en mayor medida la cantidad de feromona depositada. La Figura A.7 muestra

un seudocódigo de este método.
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Paso 1 (inicialización).
Inicializar τ0

ij . Hacer k ← 0 y zbest ←∞.

Paso 2 (construcción de soluciones).
Colocar M hormigas en el grafo.
Calcular las probabilidades de transición en función de τk

ij y ηij .
Construir una solución para cada hormiga.
Sean Sk = {sk

1, . . . , s
k
M} dichas soluciones y ŝk ← arg mins∈Skf(s).

Paso 3 (actualización).
Si f(ŝk) < zbest, hacer sbest ← ŝk y zbest ← f(ŝk).

Paso 4 (terminación).
Si k ≥ Kmax, devolver sbest y terminar.

Paso 5 (actualización de las feromonas).
Calcular τk+1

ij utilizando las soluciones de Sk y los valores de τk
ij .

Hacer k ← k + 1 e ir al paso 2.

Figura A.7: Algoritmo de Hormigas.



Apéndice B

Problemas relacionados

B.1. Introducción

En este apéndice se dan las definiciones de algunos problemas de optimización combi-

natoria relacionados de alguna manera con el problema estudiado en la tesis.

B.2. El Set Partitioning Problem

Dado un conjunto finito S y subconjuntos S1, . . . , Sn de S, donde el conjunto Si tiene

asociado un costo ci, en el Set Partitioning Problem (SPP) [100] se desea encontrar I ⊂

[1, n] de modo que
⋃

i∈I Si = S y
∑

i∈I ci sea mı́nimo. Es decir, seleccionar algunos de los

subconjuntos de modo que sean una partición de S y se minimice el costo total.

Definiendo para cada i ∈ 1..n y j ∈ S, un parámetro aij que tome el valor 1 si j ∈ Si

y 0 en caso contrario, el problema puede formularse como:

min
n∑

i=1

cixi (B.1)

s.a.
n∑

i=1

aijxi = 1 ∀ j ∈ S (B.2)

xi ∈ {0, 1} ∀ i = 1, . . . , m

Las variables xi indican si el subconjunto i es seleccionado o no. La función objetivo B.1

mide el costo de cada selección. El hecho de que los conjuntos seleccionados formen una

partición se impone en B.2.

El SPP es un problema de la clase NP-Hard [57].
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B.3. El Bin Packing Problem

En el Bin Packing Problem (BPP) [100] existe un conjunto de items I = {1, . . . , n},

cada uno de los cuales tiene asociado un peso wi. Se dispone de un conjunto de infinitos

recipientes idénticos de capacidad B. El problema consiste en determinar la mı́nima can-

tidad de recipientes necesarios para almacenar los items de modo que el peso total de los

items almacenados en un mismo recipiente no supere su capacidad.

Siendo J = {1, . . . , n} un conjunto con suficiente cantidad de recipientes (por ejemplo,

con n = m), el problema puede formularse como:

min
∑

j∈J

yj (B.3)

s.a.
∑

i∈I

wixij ≤ Byj ∀ j ∈ J (B.4)

∑

j∈J

xij = 1 ∀ i ∈ I (B.5)

xij ∈ {0, 1} ∀ i ∈ I, ∀ j ∈ J

yj ∈ {0, 1} ∀ j ∈ J

Las variables xij indican si el item i es asignado al recipiente j, mientras que las yj

establecen si el recipiente j se utiliza o no en la solución. El objetivo consiste en minimizar

la cantidad de recipientes utilizados (B.3). En (B.4) se impone que el peso de los items

asignados a un mismo recipiente no supere su capacidad y, finalmente, en (B.5) se exige

que cada item sean asignado a exactamente un recipiente.

El BPP pertenece a la clase de problemas NP-Hard [57]. Este problema también puede

formularse como un problema de decisión, en el que, dados los datos del problema, se busca

determinar si existe una solución que respete las restricciones del problema y utilizando a

lo sumo U recipientes. Esta versión es un problema NP-Completo [57].



Apéndice C

Instancias de prueba

En este apéndice se detallan los datos de cada instancia del VRP utilizada como base

para la construcción de las instancias de prueba del VPRMT. Para cada una de ellas, se

provee una tabla con las coordenadas de cada nodo (xi,yi), las demandas de los clientes

(di) y la capacidad de cada veh́ıculo Q. Además, se muestra una gráfica con las posiciones

de los clientes y el depoósito.
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140 Apéndice C. Instancias de prueba

Nodos de la instancia CMT-1

La instancia CMT-1 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 50 nodos y Q = 160.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 30 40 − 17 27 23 3 34 61 33 26
1 37 52 7 18 17 33 41 35 62 63 17
2 49 49 30 19 13 13 9 36 63 69 6
3 52 64 16 20 57 58 28 37 32 22 9
4 20 26 9 21 62 42 8 38 45 35 15
5 40 30 21 22 42 57 8 39 59 15 14
6 21 47 15 23 16 57 16 40 5 6 7
7 17 63 19 24 8 52 10 41 10 17 27
8 31 62 23 25 7 38 28 42 21 10 13
9 52 33 11 26 27 68 7 43 5 64 11
10 51 21 5 27 30 48 15 44 30 15 16
11 42 41 19 28 43 67 14 45 39 10 10
12 31 32 29 29 58 48 6 46 32 39 5
13 5 25 23 30 58 27 19 47 25 32 25
14 12 42 21 31 37 69 11 48 25 55 17
15 36 16 10 32 38 46 12 49 48 28 18
16 52 41 15 33 46 10 23 50 56 37 10
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Gráfico de la instancia CMT-1



142 Apéndice C. Instancias de prueba

Nodos de la instancia CMT-2

La instancia CMT-2 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 75 nodos y Q = 140.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 40 40 − 26 41 46 18 51 29 39 12
1 22 22 18 27 55 34 17 52 54 38 19
2 36 26 26 28 35 16 29 53 55 57 22
3 21 45 11 29 52 26 13 54 67 41 16
4 45 35 30 30 43 26 22 55 10 70 7
5 55 20 21 31 31 76 25 56 6 25 26
6 33 34 19 32 22 53 28 57 65 27 14
7 50 50 15 33 26 29 27 58 40 60 21
8 55 45 16 34 50 40 19 59 70 64 24
9 26 59 29 35 55 50 10 60 64 4 13
10 40 66 26 36 54 10 12 61 36 6 15
11 55 65 37 37 60 15 14 62 30 20 18
12 35 51 16 38 47 66 24 63 20 30 11
13 62 35 12 39 30 60 16 64 15 5 28
14 62 57 31 40 30 50 33 65 50 70 9
15 62 24 8 41 12 17 15 66 57 72 37
16 21 36 19 42 15 14 11 67 45 42 30
17 33 44 20 43 16 19 18 68 38 33 10
18 9 56 13 44 21 48 17 69 50 4 8
19 62 48 15 45 50 30 21 70 66 8 11
20 66 14 22 46 51 42 27 71 59 5 3
21 44 13 28 47 50 15 19 72 35 60 1
22 26 13 12 48 48 21 20 73 27 24 6
23 11 28 6 49 12 38 5 74 40 20 10
24 7 43 27 50 15 56 22 75 40 37 20
25 17 64 14
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Gráfico de la instancia CMT-2
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Nodos de la instancia CMT-3

La instancia CMT-3 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 100 nodos y Q = 200.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 35 35 − 34 65 55 14 68 56 39 36
1 41 49 10 35 63 65 8 69 37 47 6
2 35 17 7 36 2 60 5 70 37 56 5
3 55 45 13 37 20 20 8 71 57 68 15
4 55 20 19 38 5 5 16 72 47 16 25
5 15 30 26 39 60 12 31 73 44 17 9
6 25 30 3 40 40 25 9 74 46 13 8
7 20 50 5 41 42 7 5 75 49 11 18
8 10 43 9 42 24 12 5 76 49 42 13
9 55 60 16 43 23 3 7 77 53 43 14
10 30 60 16 44 11 14 18 78 61 52 3
11 20 65 12 45 6 38 16 79 57 48 23
12 50 35 19 46 2 48 1 80 56 37 6
13 30 25 23 47 8 56 27 81 55 54 26
14 15 10 20 48 13 52 36 82 15 47 16
15 30 5 8 49 6 68 30 83 14 37 11
16 10 20 19 50 47 47 13 84 11 31 7
17 5 30 2 51 49 58 10 85 16 22 41
18 20 40 12 52 27 43 9 86 4 18 35
19 15 60 17 53 37 31 14 87 28 18 26
20 45 65 9 54 57 29 18 88 26 52 9
21 45 20 11 55 63 23 2 89 26 35 15
22 45 10 18 56 53 12 6 90 31 67 3
23 55 5 29 57 32 12 7 91 15 19 1
24 65 35 3 58 36 26 18 92 22 22 2
25 65 20 6 59 21 24 28 93 18 24 22
26 45 30 17 60 17 34 3 94 26 27 27
27 35 40 16 61 12 24 13 95 25 24 20
28 41 37 16 62 24 58 19 96 22 27 11
29 64 42 9 63 27 69 10 97 25 21 12
30 40 60 21 64 15 77 9 98 19 21 10
31 31 52 27 65 62 77 20 99 20 26 9
32 35 69 23 66 49 73 25 100 18 18 17
33 53 52 11 67 67 5 25
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Gráfico de la instancia CMT-3



146 Apéndice C. Instancias de prueba

Nodos de la instancia CMT-4

La instancia CMT-4 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 150 nodos y Q = 200.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 35 35 − 51 49 58 10 101 37 52 7
1 41 49 10 52 27 43 9 102 49 49 30
2 35 17 7 53 37 31 14 103 52 64 16
3 55 45 13 54 57 29 18 104 20 26 9
4 55 20 19 55 63 23 2 105 40 30 21
5 15 30 26 56 53 12 6 106 21 47 15
6 25 30 3 57 32 12 7 107 17 63 19
7 20 50 5 58 36 26 18 108 31 62 23
8 10 43 9 59 21 24 28 109 52 33 11
9 55 60 16 60 17 34 3 110 51 21 5
10 30 60 16 61 12 24 13 111 42 41 19
11 20 65 12 62 24 58 19 112 31 32 29
12 50 35 19 63 27 69 10 113 5 25 23
13 30 25 23 64 15 77 9 114 12 42 21
14 15 10 20 65 62 77 20 115 36 16 10
15 30 5 8 66 49 73 25 116 52 41 15
16 10 20 19 67 67 5 25 117 27 23 3
17 5 30 2 68 56 39 36 118 17 33 41
18 20 40 12 69 37 47 6 119 13 13 9
19 15 60 17 70 37 56 5 120 57 58 28
20 45 65 9 71 57 68 15 121 62 42 8
21 45 20 11 72 47 16 25 122 42 57 8
22 45 10 18 73 44 17 9 123 16 57 16
23 55 5 29 74 46 13 8 124 8 52 10
24 65 35 3 75 49 11 18 125 7 38 28
25 65 20 6 76 49 42 13 126 27 68 7
26 45 30 17 77 53 43 14 127 30 48 15
27 35 40 16 78 61 52 3 128 43 67 14
28 41 37 16 79 57 48 23 129 58 48 6
29 64 42 9 80 56 37 6 130 58 27 19
30 40 60 21 81 55 54 26 131 37 69 11
31 31 52 27 82 15 47 16 132 38 46 12
32 35 69 23 83 14 37 11 133 46 10 23
33 53 52 11 84 11 31 7 134 61 33 26
34 65 55 14 85 16 22 41 135 62 63 17
35 63 65 8 86 4 18 35 136 63 69 6
36 2 60 5 87 28 18 26 137 32 22 9
37 20 20 8 88 26 52 9 138 45 35 15
38 5 5 16 89 26 35 15 139 59 15 14
39 60 12 31 90 31 67 3 140 5 6 7
40 40 25 9 91 15 19 1 141 10 17 27
41 42 7 5 92 22 22 2 142 21 10 13
42 24 12 5 93 18 24 22 143 5 64 11
43 23 3 7 94 26 27 27 144 30 15 16
44 11 14 18 95 25 24 20 145 39 10 10
45 6 38 16 96 22 27 11 146 32 39 5
46 2 48 1 97 25 21 12 147 25 32 25
47 8 56 27 98 19 21 10 148 25 55 17
48 13 52 36 99 20 26 9 149 48 28 18
49 6 68 30 100 18 18 17 150 56 37 10
50 47 47 13
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Gráfico de la instancia CMT-4



148 Apéndice C. Instancias de prueba

Nodos de la instancia CMT-5

La instancia CMT-5 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 200 nodos y Q = 200.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 35 35 − 51 49 58 10 101 37 52 7 151 22 22 18
1 41 49 10 52 27 43 9 102 49 49 30 152 36 26 26
2 35 17 7 53 37 31 14 103 52 64 16 153 21 45 11
3 55 45 13 54 57 29 18 104 20 26 9 154 45 35 30
4 55 20 19 55 63 23 2 105 40 30 21 155 55 20 21
5 15 30 26 56 53 12 6 106 21 47 15 156 33 34 19
6 25 30 3 57 32 12 7 107 17 63 19 157 50 50 15
7 20 50 5 58 36 26 18 108 31 62 23 158 55 45 16
8 10 43 9 59 21 24 28 109 52 33 11 159 26 59 29
9 55 60 16 60 17 34 3 110 51 21 5 160 40 66 26
10 30 60 16 61 12 24 13 111 42 41 19 161 55 65 37
11 20 65 12 62 24 58 19 112 31 32 29 162 35 51 16
12 50 35 19 63 27 69 10 113 5 25 23 163 62 35 12
13 30 25 23 64 15 77 9 114 12 42 21 164 62 57 31
14 15 10 20 65 62 77 20 115 36 16 10 165 62 24 8
15 30 5 8 66 49 73 25 116 52 41 15 166 21 36 19
16 10 20 19 67 67 5 25 117 27 23 3 167 33 44 20
17 5 30 2 68 56 39 36 118 17 33 41 168 9 56 13
18 20 40 12 69 37 47 6 119 13 13 9 169 62 48 15
19 15 60 17 70 37 56 5 120 57 58 28 170 66 14 22
20 45 65 9 71 57 68 15 121 62 42 8 171 44 13 28
21 45 20 11 72 47 16 25 122 42 57 8 172 26 13 12
22 45 10 18 73 44 17 9 123 16 57 16 173 11 28 6
23 55 5 29 74 46 13 8 124 8 52 10 174 7 43 27
24 65 35 3 75 49 11 18 125 7 38 28 175 17 64 14
25 65 20 6 76 49 42 13 126 27 68 7 176 41 46 18
26 45 30 17 77 53 43 14 127 30 48 15 177 55 34 17
27 35 40 16 78 61 52 3 128 43 67 14 178 35 16 29
28 41 37 16 79 57 48 23 129 58 48 6 179 52 26 13
29 64 42 9 80 56 37 6 130 58 27 19 180 43 26 22
30 40 60 21 81 55 54 26 131 37 69 11 181 31 76 25
31 31 52 27 82 15 47 16 132 38 46 12 182 22 53 28
32 35 69 23 83 14 37 11 133 46 10 23 183 26 29 27
33 53 52 11 84 11 31 7 134 61 33 26 184 50 40 19
34 65 55 14 85 16 22 41 135 62 63 17 185 55 50 10
35 63 65 8 86 4 18 35 136 63 69 6 186 54 10 12
36 2 60 5 87 28 18 26 137 32 22 9 187 60 15 14
37 20 20 8 88 26 52 9 138 45 35 15 188 47 66 24
38 5 5 16 89 26 35 15 139 59 15 14 189 30 60 16
39 60 12 31 90 31 67 3 140 5 6 7 190 30 50 33
40 40 25 9 91 15 19 1 141 10 17 27 191 12 17 15
41 42 7 5 92 22 22 2 142 21 10 13 192 15 14 11
42 24 12 5 93 18 24 22 143 5 64 11 193 16 19 18
43 23 3 7 94 26 27 27 144 30 15 16 194 21 48 17
44 11 14 18 95 25 24 20 145 39 10 10 195 50 30 21
45 6 38 16 96 22 27 11 146 32 39 5 196 51 42 27
46 2 48 1 97 25 21 12 147 25 32 25 197 50 15 19
47 8 56 27 98 19 21 10 148 25 55 17 198 48 21 20
48 13 52 36 99 20 26 9 149 48 28 18 199 12 38 5
49 6 68 30 100 18 18 17 150 56 37 10
50 47 47 13
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Gráfico de la instancia CMT-5



150 Apéndice C. Instancias de prueba

Nodos de la instancia CMT-11

La instancia CMT-11 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 120 nodos y Q = 200.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 10 45 − 41 89 43 20 81 10 35 7
1 25 1 25 42 89 46 14 82 10 40 12
2 25 3 7 43 89 52 16 83 18 30 11
3 31 5 13 44 92 42 10 84 17 35 10
4 32 5 6 45 92 52 9 85 16 38 8
5 31 7 14 46 94 42 11 86 14 40 11
6 32 9 5 47 94 44 7 87 15 42 21
7 34 9 11 48 94 48 13 88 11 42 4
8 46 9 19 49 96 42 5 89 18 40 15
9 35 7 5 50 99 46 4 90 21 39 16
10 34 6 15 51 99 50 21 91 20 40 4
11 35 5 15 52 83 80 13 92 18 41 16
12 47 6 17 53 83 83 11 93 20 44 7
13 40 5 13 54 85 81 12 94 22 44 10
14 39 3 12 55 85 85 14 95 16 45 9
15 36 3 18 56 85 89 10 96 20 45 11
16 73 6 13 57 87 80 8 97 25 45 17
17 73 8 18 58 87 86 16 98 30 55 12
18 24 36 12 59 90 77 19 99 20 50 11
19 76 6 17 60 90 88 5 100 22 51 7
20 76 10 4 61 93 82 17 101 18 49 9
21 76 13 7 62 93 84 7 102 16 48 11
22 78 3 12 63 93 89 16 103 20 55 12
23 78 9 13 64 94 86 14 104 18 53 7
24 79 3 8 65 95 80 17 105 14 50 8
25 79 5 16 66 99 89 13 106 15 51 6
26 79 11 15 67 37 83 17 107 16 54 5
27 82 3 6 68 50 80 13 108 28 33 12
28 82 7 5 69 35 85 14 109 33 38 13
29 90 15 9 70 35 87 16 110 30 50 7
30 84 3 11 71 44 86 7 111 13 40 7
31 84 5 10 72 46 89 13 112 15 36 8
32 84 9 3 73 46 83 9 113 18 31 11
33 85 1 7 74 46 87 11 114 25 37 13
34 87 5 2 75 46 89 35 115 30 46 11
35 85 8 4 76 48 83 5 116 25 52 10
36 87 7 4 77 50 85 28 117 16 33 7
37 86 41 18 78 50 88 7 118 25 35 4
38 86 44 14 79 54 86 3 119 5 40 20
39 86 46 12 80 54 90 10 120 5 50 13
40 85 55 17
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Gráfico de la instancia CMT-11
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Nodos de la instancia CMT-12

La instancia CMT-12 fue propuesta por Christofides et al. [28], tiene 100 nodos y Q = 200.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 40 50 − 34 8 45 20 68 45 30 10
1 45 68 10 35 5 35 10 69 45 35 10
2 45 70 30 36 5 45 10 70 95 30 30
3 42 66 10 37 2 40 20 71 95 35 20
4 42 68 10 38 0 40 30 72 53 30 10
5 42 65 10 39 0 45 20 73 92 30 10
6 40 69 20 40 35 30 10 74 53 35 50
7 40 66 20 41 35 32 10 75 45 65 20
8 38 68 20 42 33 32 20 76 90 35 10
9 38 70 10 43 33 35 10 77 88 30 10
10 35 66 10 44 32 30 10 78 88 35 20
11 35 69 10 45 30 30 10 79 87 30 10
12 25 85 20 46 30 32 30 80 85 25 10
13 22 75 30 47 30 35 10 81 85 35 30
14 22 85 10 48 28 30 10 82 75 55 20
15 20 80 40 49 28 35 10 83 72 55 10
16 20 85 40 50 26 32 10 84 70 58 20
17 18 75 20 51 25 30 10 85 68 60 30
18 15 75 20 52 25 35 10 86 66 55 10
19 15 80 10 53 44 5 20 87 65 55 20
20 30 50 10 54 42 10 40 88 65 60 30
21 30 52 20 55 42 15 10 89 63 58 10
22 28 52 20 56 40 5 30 90 60 55 10
23 28 55 10 57 40 15 40 91 60 60 10
24 25 50 10 58 38 5 30 92 67 85 20
25 25 52 40 59 38 15 10 93 65 85 40
26 25 55 10 60 35 5 20 94 65 82 10
27 23 52 10 61 50 30 10 95 62 80 30
28 23 55 20 62 50 35 20 96 60 80 10
29 20 50 10 63 50 40 50 97 60 85 30
30 20 55 10 64 48 30 10 98 58 75 20
31 10 35 20 65 48 40 10 99 55 80 10
32 10 40 30 66 47 35 10 100 55 85 20
33 8 40 40 67 47 40 10
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Gráfico de la instancia CMT-12
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Nodos de la instancia F-11

La instancia F-11 fue propuesta por Fisher [49], tiene 71 nodos y Q = 30000.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 0 0 − 24 1 9 3050 48 -2 21 801
1 -12 -6 7063 25 1 10 4 49 -4 18 967
2 -15 -5 51 26 2 9 1563 50 -4 19 62
3 -1 -18 23 27 6 14 741 51 -5 18 1366
4 2 -21 3074 28 5 12 1532 52 -5 26 230
5 -1 -17 349 29 3 7 709 53 1 23 4
6 -9 -12 1047 30 4 8 1022 54 -6 5 12
7 2 -22 698 31 -6 1 883 55 -6 6 145
8 1 -21 3001 32 -6 2 1689 56 -9 6 7149
9 7 -25 31 33 -8 -2 10235 57 -9 7 2250
10 -7 -17 1135 34 -7 2 29 58 -12 5 383
11 -11 -5 21611 35 -7 -3 2894 59 -12 6 134
12 -14 -9 57 36 -7 -2 450 60 -11 3 1947
13 -14 -8 51 37 -20 12 411 61 -11 4 182
14 -11 -2 551 38 -20 13 207 62 -14 4 3934
15 -14 -5 179 39 -12 10 496 63 -14 5 468
16 -15 -9 6 40 -20 15 1021 64 -15 4 18
17 -15 -8 528 41 -6 8 117 65 -15 5 133
18 -9 -6 2832 42 2 21 46 66 -16 7 2340
19 -14 -4 1514 43 2 22 8 67 -16 8 754
20 3 6 889 44 1 21 18 68 -15 10 1264
21 5 9 2554 45 -1 24 561 69 -20 10 806
22 5 10 1215 46 1 22 1877 70 -5 19 3665
23 2 8 1810 47 -2 20 3542 71 -9 -11 2452
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Gráfico de la instancia F-11
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Nodos de la instancia F-12

La instancia F-12 fue propuesta por Fisher [49], tiene 134 nodos y Q = 2210.

i xi yi di i xi yi di i xi yi di

0 -6 15 − 46 -14 16 122 91 0 16.5 35
1 3.2 5.1 30 47 -0.5 6.9 196 92 17.2 14.3 18
2 24.6 8.3 226 48 3.2 2.8 229 93 16.5 7.8 12
3 23.3 1.3 37 49 5.6 1.8 83 94 16.9 7.7 20
4 27.8 8.3 24 50 8.7 2.8 18 95 18 2 1126
5 29 8 36 51 9 3.3 24 96 16.2 4 9
6 31 8 1 52 9 3.5 306 97 15 4 36
7 33.5 10.5 31 53 11.2 3.3 18 98 15 3 12
8 30 10.5 24 54 10.8 4.7 20 99 14.8 2.4 31
9 29 10 30 55 11.5 4.6 18 100 14.5 3 96
10 26.5 11.7 24 56 12.3 4.7 24 101 13 2.6 27
11 28.3 14.3 24 57 12.3 5.5 22 102 11.8 3 54
12 27 14.3 32 58 11.2 6.9 24 103 12 4 137
13 23.5 19 24 59 6.5 9.7 18 104 12.8 3.6 12
14 26 20 24 60 5.8 8.5 18 105 13.4 5.5 58
15 25 20 19 61 7.2 6 24 106 -150 8 206
16 20.5 19 24 62 7.2 4 24 107 -152 1 178
17 -20 13 18 63 -4 -4 30 108 -152 0 486
18 -21 14 36 64 -3 1.2 24 109 -142 -31 36
19 -30 30 115 65 -40 49 40 110 -78 -19 261
20 -5 30 24 66 -15 10 166 111 -78 -18 135
21 1.3 17.8 24 67 -11 -10 254 112 -78 -17 135
22 1.8 13.8 61 68 -25 -20 187 113 -80 -14 373
23 1.8 13.1 71 69 -25 -35 94 114 -118 22 535
24 2 13.6 36 70 -24 -35 17 115 -107 30 42
25 4.8 17 18 71 -18 10 285 116 -85 14 9
26 7 15 30 72 -2 10 24 117 -78 15 110
27 9.8 16.6 31 73 -4 8 24 118 -15 16 36
28 11.4 14.5 36 74 -3 5 205 119 -62 32 18
29 14.4 11.3 18 75 2.1 6.2 23 120 -120 -20 726
30 11 12 1004 76 -1.7 3 28 121 -90 -22 187
31 9.3 10.7 18 77 -3 2 51 122 -79 -19 23
32 0.6 2.8 34 78 -7 0 49 123 -79 -18.5 134
33 -30 -10 504 79 -3 -6 19 124 -79 -18 47
34 2 0 18 80 -30 -11 262 125 -78 -17.5 51
35 14.5 1 39 81 -62 -10 120 126 -79 -17 43
36 15 1.8 24 82 -8 30 266 127 -80 -17 79
37 17.2 2.4 37 83 1 60 704 128 -80 -16 112
38 17.2 4.2 24 84 10 52 38 129 -80 -15 91
39 18.2 4.4 99 85 10 52 18 130 -48 37 232
40 20.3 2.1 24 86 10 51 30 131 -85 15 483
41 22.8 3.1 24 87 16 29 25 132 -62 -9 828
42 23 4 36 88 26 21 12 133 -15 -4 11
43 20.8 4 30 89 16 21 18 134 -1 3.2 12
44 20.8 4 25 90 15.5 19.2 25
45 18.5 6.4 24
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Apéndice D

Nuevas soluciones encontradas

En este apéndice se detallan las soluciones obtenidas para las instancias en que todos

los trabajos anteriores obtuvieron soluciones no factibles. Se reporta la solución factible

de menor costo hallada para cada instancia.

Para cada una de las soluciones reportadas se indica la cantidad de nodos, el hori-

zonte de tiempo y el valor de la mejor solución conocida para instancia base. Se provee

información acerca de la versión del algoritmo que la encontró (AMPE o AMPD), el costo

total y el GAP . Se muestra la secuencia de nodos de cada ruta y la asignación de las

rutas a los veh́ıculos disponibles. Además, se provee una tabla con información acerca de

la utilización de cada veh́ıculo. Finalmente, se muestra la solución en forma gráfica.
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160 Apéndice D. Nuevas soluciones encontradas

Instancia CMT-2 | 6 |T1

En esta instancia, n = 75, m = 6, T = 146 y zbest
VRP = 835.26. La solución fue obtenida por

el algoritmo AMPD. Se tiene c(s) = 857.58 y GAP (s) = 2.67 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 136 115.82 (0, 47, 36, 69, 71, 60, 70, 20, 37, 15, 57, 13, 0)
2 0 53 28.91 (0, 17, 40, 0)

3 1 112 38.29 (0, 67, 34, 46, 52, 27, 0)
4 1 139 106.59 (0, 73, 1, 43, 42, 64, 41, 56, 23, 63, 0)

5 2 138 81.81 (0, 35, 11, 66, 65, 38, 58, 0)
6 2 135 63.27 (0, 26, 12, 39, 9, 32, 44, 3, 0)

7 3 138 89.34 (0, 74, 21, 61, 28, 22, 62, 2, 0)
8 3 137 55.35 (0, 68, 30, 48, 5, 29, 45, 4, 0)

9 4 140 135.48 (0, 72, 10, 31, 55, 25, 50, 18, 24, 49, 0)

10 5 97 47.41 (0, 75, 6, 33, 16, 51, 0)
11 5 139 95.33 (0, 8, 54, 19, 59, 14, 53, 7, 0)

k |Rk| tk tk/T

0 2 144.73 99.1 %
1 2 144.88 99.2 %
2 2 145.08 99.4 %
3 2 144.69 99.1 %
4 1 135.48 92.8 %
5 2 142.74 97.8 %
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Instancia CMT-3 | 6 |T1

En esta instancia, n = 100, m = 6, T = 145 y zbest
VRP = 826.14. La solución fue obtenida

por el algoritmo AMPE. Se tiene c(s) = 836.21 y GAP (s) = 1.22 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 198 84.77 (0, 53, 58, 40, 21, 73, 72, 74, 75, 22, 41, 57, 2, 87, 13, 0)
2 0 199 58.26 (0, 94, 95, 92, 98, 37, 100, 91, 85, 93, 59, 99, 96, 6, 0)

3 1 166 88.35 (0, 52, 7, 82, 48, 47, 19, 11, 62, 88, 27, 0)
4 1 121 51.46 (0, 28, 76, 77, 68, 80, 12, 26, 0)

5 2 191 135.62 (0, 60, 5, 84, 17, 61, 16, 86, 38, 44, 14, 43, 15, 42, 97, 0)

6 3 199 138.41 (0, 1, 51, 9, 81, 33, 78, 34, 35, 71, 65, 66, 20, 30, 70, 69, 0)

7 4 197 139.06 (0, 50, 3, 79, 29, 24, 54, 55, 25, 39, 67, 23, 56, 4, 0)

8 5 187 140.28 (0, 89, 18, 83, 45, 8, 46, 36, 49, 64, 63, 90, 32, 10, 31, 0)

k |Rk| tk tk/T

0 2 143.03 98.6 %
1 2 139.81 96.4 %
2 1 135.62 93.5 %
3 1 138.41 95.5 %
4 1 139.06 95.9 %
5 1 140.28 96.7 %
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Instancia CMT-4 | 7 |T1

En esta instancia, n = 150, m = 7, T = 154 y zbest
VRP = 1028.42. La solución fue obtenida

por el algoritmo AMPD. Se tiene c(s) = 1068.49 y GAP (s) = 3.90 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 195 70.34 (0, 53, 58, 2, 115, 145, 41, 22, 133, 75, 74, 72, 73, 40, 105, 0)
2 0 195 82.81 (0, 146, 88, 148, 62, 11, 107, 19, 123, 48, 82, 7, 106, 52, 0)

3 1 200 150.74 (0, 18, 114, 8, 46, 124, 47, 36, 143, 49, 64, 63, . . .
. . . , 126, 90, 20, 103, 51, 1, 0)

4 2 200 152.49 (0, 110, 4, 134, 24, 29, 121, 78, 34, 135, 35, . . .
. . . , 136, 65, 71, 66, 128, 122, 0)

5 3 197 77.84 (0, 89, 118, 60, 83, 125, 45, 17, 113, 84, 5, 147, 0)
6 3 182 75.02 (0, 27, 132, 69, 101, 70, 30, 131, 32, 108, 10, 31, 127, 0)

7 4 141 48.88 (0, 28, 76, 116, 68, 80, 150, 109, 12, 138, 0)
8 4 198 103.25 (0, 117, 92, 37, 100, 91, 141, 44, 119, 14, 38, 140, 86, 16, 61, 6, 0)

9 5 186 47.83 (0, 112, 94, 59, 98, 85, 93, 99, 104, 96, 0)
10 5 196 105.58 (0, 21, 56, 23, 67, 39, 139, 25, 55, 130, 54, 149, 26, 0)

11 6 146 80.02 (0, 13, 137, 87, 144, 57, 15, 43, 142, 42, 97, 95, 0)
12 6 199 73.70 (0, 111, 50, 102, 33, 81, 9, 120, 129, 79, 3, 77, 0)

k |Rk| tk tk/T k |Rk| tk tk/T
0 2 153.15 99.4 % 4 2 152.13 98.8 %
1 1 150.74 97.9 % 5 2 153.41 99.6 %
2 1 152.49 99.0 % 6 2 153.72 99.8 %
3 2 152.86 99.3 %
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Instancia CMT-4 | 8 |T1

En esta instancia, n = 150, m = 8, T = 135 y zbest
VRP = 1028.42. La solución fue obtenida

por el algoritmo AMPE. Se tiene c(s) = 1056.58 y GAP (s) = 2.74 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 198 120.97 (0, 115, 145, 41, 75, 56, 23, 67, 39, 139, 25, 55, 4, 110, 149, 0)

2 1 199 133.72 (0, 127, 126, 63, 64, 49, 143, 36, 47, 124, 46, 45, 125, 8, 114, 0)

3 2 143 52.28 (0, 112, 13, 117, 97, 87, 144, 2, 137, 58, 0)
4 2 193 82.46 (0, 27, 31, 10, 108, 90, 32, 131, 128, 20, 30, 70, 101, 69, 132, 0)

5 3 192 69.52 (0, 89, 60, 118, 5, 61, 16, 141, 91, 100, 37, 92, 95, 0)
6 3 199 62.99 (0, 28, 76, 116, 77, 3, 79, 129, 81, 33, 102, 50, 111, 0)

7 4 196 134.32 (0, 1, 122, 51, 120, 9, 103, 66, 71, 65, 136, 35, 135, 34, 78, 0)

8 5 195 82.81 (0, 146, 88, 148, 62, 11, 107, 19, 123, 48, 82, 7, 106, 52, 0)
9 5 185 49.22 (0, 94, 59, 98, 85, 93, 104, 99, 96, 6, 147, 0)

10 6 200 133.50 (0, 18, 83, 84, 17, 113, 86, 140, 38, 44, 119, 14, 142, . . .
. . . , 42, 43, 15, 57, 0)

11 7 197 77.72 (0, 26, 109, 54, 130, 134, 24, 29, 121, 68, 150, 80, 12, 138, 0)
12 7 138 57.08 (0, 105, 21, 72, 74, 133, 22, 73, 40, 53, 0)

k |Rk| tk tk/T k |Rk| tk tk/T

0 1 120.97 89.6 % 4 1 134.32 99.5 %
1 1 133.72 99.1 % 5 2 132.03 97.8 %
2 2 134.74 99.8 % 6 1 133.50 98.9 %
3 2 132.51 98.2 % 7 2 134.80 99.9 %
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Instancia CMT-11 | 4 |T1

En esta instancia, n = 120, m = 4, T = 274 y zbest
VRP = 1042.11. La solución fue obtenida

por el algoritmo AMPE. Se tiene c(s) = 1078.64 y GAP (s) = 3.51 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 200 224.31 (0, 73, 40, 43, 45, 48, 51, 50, 49, 47, 46, 44, 41, 42, . . .
. . . , 39, 38, 37, 0)

2 0 66 44.94 (0, 82, 81, 119, 120, 106, 105, 0)

3 1 200 220.93 (0, 52, 54, 57, 59, 65, 61, 62, 64, 66, 63, 60, 56, 58, . . .
. . . , 55, 53, 79, 76, 0)

4 1 132 52.67 (0, 95, 96, 93, 94, 97, 115, 110, 98, 116, 100, 99, . . .
. . . , 101, 102, 0)

5 2 186 54.95 (0, 87, 92, 89, 91, 90, 114, 18, 118, 108, 83, 113, . . .
. . . , 117, 84, 112, 85, 86, 111, 0)

6 2 197 207.94 (0, 17, 16, 19, 25, 22, 24, 27, 33, 30, 31, 34, 36, 29, . . .
. . . , 35, 32, 28, 26, 23, 20, 21, 109, 0)

7 3 195 137.93 (0, 107, 67, 69, 70, 71, 74, 75, 72, 78, 80, 77, 68, 103, 104, 0)
8 3 199 134.96 (0, 88, 2, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 15, 14, 13, 12, 8, 0)

k |Rk| tk tk/T

0 2 269.25 98.3 %
1 2 273.60 99.9 %
2 2 262.89 95.9 %
3 2 272.89 99.6 %
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Instancia F-11 | 2 |T1

En esta instancia, n = 71, m = 2, T = 127 y zbest
VRP = 241.97. La solución fue obtenida por

ambos algoritmos. Se tiene c(s) = 250.85 y GAP (s) = 3.67 %.

Ruta Veh. d(r) t(r) Secuencia de nodos

1 0 27869 95.67 (0, 9, 7, 4, 8, 3, 5, 10, 6, 71, 12, 16, 17, 13, 1, 15, . . .
. . . , 2, 19, 64, 62, 59, 57, 41, 55, 54, 0)

2 0 28771 28.37 (0, 35, 18, 11, 14, 31, 0)

3 1 29964 59.10 (0, 36, 33, 60, 61, 58, 63, 65, 66, 67, 69, 37, 38, . . .
. . . , 40, 68, 39, 56, 34, 32, 0)

4 1 28236 67.70 (0, 23, 26, 24, 25, 49, 51, 70, 50, 47, 48, 52, 45, . . .
. . . , 53, 46, 43, 44, 42, 27, 28, 22, 21, 30, 29, 20, 0)

k |Rk| tk tk/T

0 2 124.04 97.7 %
1 2 126.80 99.8 %
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6.4. Soluciones factibles y tiempos de ejecución para cada configuración en el
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5.13. Algoritmo de búsqueda tabú. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.1. Compromiso entre la cantidad de soluciones factibles encontradas y el tiem-

po medio de ejecución para el AMPD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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A.1. Búsqueda local de descenso. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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