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e Ingenieŕıa Ambiental,
Facultad de Ingenieŕıa,
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reconstruida resultante de la aplicación del método propues-
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1. INTRODUCCIÓN

En las cercańıas de las desembocaduras de los ŕıos o estuarios suelen
encontrarse depósitos de sedimentos finos que constituyen el lecho marino.
Los sedimentos finos presentan propiedades cohesivas debido a la acción de
fuerzas electrostáticas entre las part́ıculas, acción de igual o mayor orden que
la acción de la gravedad. La fracción más fina de estos sedimentos cohesivos,
es denominada arcilla y tienen un tamaño medio d50 menor a 4 micrones
(4E-6 m). La fracción más gruesa corresponde a los limos, cuyo d50 es menor
a 60 µm [Garćıa, 2008]. En la ingenieŕıa de costas, estos depósitos suelen ser
denominados barros.

Los procesos que involucran a estos sedimentos con el resto de los elemen-
tos presentes en los cuerpos de agua, son muchos y en general muy complejos.
Sedimentación, consolidación, erosión y resuspensión son algunos de los pro-
cesos f́ısicos que surgen de la interacción de los sedimentos con el agua. El
estudio del comportamiento de los sedimentos cohesivos bajo la acción hidro-
dinámica, es relevante para las actividades que se desarrollan en los cuerpos
de agua como ser pesca, diseño y construcción de obras civiles, dragado en
puertos y canales de acceso.

La erosión o puesta en movimiento del lecho puede ser clasificada de
forma muy simplificada en: Erosión superficial, cuando los agregados son
removidos de la superficie del lecho uno a uno; Erosión en masa, cuando
el lecho falla en una superficie interna y el material entra en suspensión;
Erosión por desestabilización de la interfase, cuando el lecho primero se licua
desestabilizando la interfase agua-sedimento [Mehta, 1991].

Bajo la acción del oleaje, la desestabilización de la interfase puede darse
por dos motivos: la erosión del lecho debido a que los esfuerzos a los que es
sometido superan la resistencia interna del mismo; o por licuefacción inducida
por la acumulación de presión de poro debido a la carga ćıclica, como sucede
en el caso de las arenas finas [de Wit and Kranenburg, 1997; Sumer et al.,
1999]. El estudio de la interacción del oleaje y las corrientes en los sedimen-
tos cohesivos es fundamental para comprender el transporte de sedimentos
cohesivos en lagos y estuarios. Al d́ıa de hoy no se tiene una comprensión
profunda de la respuesta de los depósitos de barro a los esfuerzos generados
por el flujo de agua. De todas maneras, observaciones tanto en campo como
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en laboratorio muestran que el oleaje tiene la capacidad de licuar los depósi-
tos de barro. En este estado, el lecho tiene un comportamiento semejante al
de un fluido denso (con densidades entre 1100 y 1800 kg/m3).

En esta tesis, se presentan las principales actividades realizadas en el
marco de un proyecto de investigación aplicada denominado “Estudio de la
fluidificación de los sedimentos cohesivos de la costa de Montevideo”. Uno de
los objetivos de este proyecto era el de estudiar mediante experimentos en el
laboratorio, la respuesta de los barros bajo la acción del oleaje.

Este documento consta de tres caṕıtulos, el caṕıtulo 2 resume un trabajo
de laboratorio realizado en un canal de oleaje con un lecho de sedimento
cohesivo. Primeramente se realiza una descripción de los materiales, equipos
e instalaciones utilizadas para los experimentos. Luego se describen los prin-
cipales aspectos relacionados al procedimiento experimental. A continuación
se presentan los resultados obtenidos. Finalmente se realizan una serie de
conclusiones referentes al comportamiento que manifestó el lecho en cada
uno de los experimentos.

El caṕıtulo 3 se presenta un técnica para la descomposición del oleaje en
un canal de laboratorio mediante la utilización de un perfilador de veloci-
dades. Primero se presentan los principales aspectos de la teoŕıa detrás de
la metodoloǵıa propuesta. Luego se detalla la implementación de esta me-
todoloǵıa, donde se mencionan los problemas técnicos que pueden surgir y
se presentan posibles soluciones a los mismos. A continuación se presentan
una serie de experimentos realizados en un canal de olas donde se compara
esta nueva metodoloǵıa, con las metodoloǵıas ya existentes para la descom-
posición del oleaje mediante la utilización de sensores de olas. Finalmente se
presenta un resumen, aśı como posibles ĺıneas futuras de investigación que
surgen de este trabajo.

El último caṕıtulo 4 se presenta una nueva técnica para la determinación
de la tensión de fluencia mediante la utilización de ensayos de asentamiento.
Se sugiere como mejora a las técnicas ya existentes, la realización de rele-
vamientos más detallados de los perfiles que adopta la geometŕıa final del
material. Primero se formaliza la teoŕıa que hay detrás del movimiento y
se utiliza un método matemático para la determinación de soluciones alge-
braicas en un rango de casos. Luego se describe la implementación de la
técnica propuesta. A continuación se presentan una serie de experimentos
realizados con el material utilizado en los experimentos del caṕıtulo 2. Los
resultados obtenidos con esta técnica son comparados con ensayos realizados
al mismo material utilizando un reómetro. Finalmente se presenta una serie
de conclusiones de este trabajo.



2. EXPERIMENTOS EN EL CANAL DE OLEAJE CON UN
LECHO DE BARRO

En la Mecánica de Suelos, el término licuefacción refiere al estado del suelo
en que las tensiones entre los granos de sedimento, se ven reducidas debido
al incremento de la presión de agua en los poros del lecho. El fenómeno
de licuefacción puede ser generado por terremotos, golpes causados por el
impacto de grandes masas o por la acción del oleaje.

La licuefacción debida al oleaje ocurre en lechos compuestos por barro o
arenas finas donde la conductividad hidráulica es muy baja. El oleaje ejerce
esfuerzos ćıclicos sobre el lecho que van reordenando gradualmente los granos
de sedimento. Esto genera un incremento de presión de poro y un decremento
en las tensiones de contacto entre los granos de sedimento. En este estado,
el barro manifiesta un comportamiento similar al de un fluido (mezcla de
sedimentos y agua) con densidades entre 1100 y 1800 kg/m3.

La licuefacción suele ser muy eficiente en la atenuación del oleaje y modi-
fica de manera sustancial los esfuerzos trasmitidos entre el lecho y las obras
civiles. Durante la licuefacción, el lecho pierde su capacidad soporte, en la
ingenieŕıa se lo considera como un estado de falla. Las cañeŕıas enterradas
pueden flotar, los grandes bloques de protección pueden penetrar el suelo,
los puentes pueden manifestar asentamientos diferenciales. Una vez licuado
el lecho, es más susceptible a la erosión por las corrientes que coexisten con
el oleaje.

Se realizaron en el laboratorio del IMFIA una serie de experimentos con
el objetivo de estudiar el comportamiento de un lecho cohesivo bajo la acción
del oleaje. Estos experimentos fueron realizados en el canal de olas con un
lecho constituido por caolinita. A diferencia de trabajos anteriores [de Wit
et al., 1994; Sumer et al., 1999; Tzang and Ou, 2006] en este trabajo se reali-
zaron mediciones de velocidad en la columna de agua y el lecho de sedimento
cohesivo. Las tareas de acondicionamiento y puesta a punto del canal pa-
ra realizar la serie de experimentos fueron realizadas a lo largo del 2011 y
principios del 2012. Los experimentos fueron realizados de marzo a mayo del
2012. Este caṕıtulo resume la descripción del montaje de los experimentos
aśı como el procedimiento experimental. A continuación, se discuten los re-
sultados obtenidos. Finalmente se resumen las conclusiones derivadas de este
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estudio.

2.1. Materiales, equipos e instalaciones

2.1.1. Acondicionamiento del canal

El IMFIA cuenta con un canal de olas de 15,8 m de largo, 0,51 m de
ancho y 0,76 m de alto. Las paredes están construidas en vidrio y el fondo en
hormigón. Un motor eléctrico impone un movimiento sinusoidal al generador
de olas, una pala ŕıgida capaz de desarrollar movimientos basculantes o de
tipo pistón. Este sistema es capaz de generar olas regulares. En la figura 2.1
se presenta una foto del canal.

Fig. 2.1: Foto del canal utilizado en los experimentos.

Se diseñó una playa permeable con el fin de reducir la enerǵıa reflejada en
el otro extremo del canal. Se ubicó en el extremo opuesto al generador de olas
y mostró ser muy efectiva. La reflexión de este filtro fue evaluada mediante
dos técnicas distintas, una mediante mediciones con cuatro medidores de
olas y una técnica propuesta por Lin and Huang [2004] y la otra mediante
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mediciones con un perfilador de velocidades ultrasónico y una nueva técnica
desarrollada en el marco de este trabajo de tesis Mosquera and Pedocchi
[2013]. En el caṕıtulo 3 se hace un mayor desarrollo tanto de la técnica como
de la eficiencia del filtro. En la figura 2.2 se presentan dos fotos del filtro.

Fig. 2.2: Filtro utilizado en los experimentos. A la izquierda una foto del perfil
longitudinal. A la derecha una foto del perfil ya instalado.

Fue construido un falso fondo de compensado marino con el fin de realizar
el estudio con sedimentos cohesivos. El falso fondo comienza a 1,20 m del
bateolas con una rampa de 2,80 m de largo y 15 cm de alto y el ancho de todo
el canal. Luego de la rampa, un fondo horizontal de 3,20 m de largo, a 15 cm
del fondo del canal y del ancho del canal. A continuación, se encuentra la fosa
para los sedimentos. La fosa tiene 1,80 m de largo, 15 cm de profundidad
(del falso fondo al fondo de hormigón) y el ancho del canal. Finalmente,
en los restantes 6,80 m se encuentra un fondo horizontal también a 15 cm
del fondo del canal y del ancho del mismo. En la figura 2.3 se presenta un
esquema del canal.

2.1.2. Presión de agua en los poros

Los sensores de presión utilizados fueron el modelo 26PCAFA6D Honey-
well S&C. Estos sensores son del tipo Wet-Wet Differential con sello de fluo-
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Fig. 2.3: Esquema del canal.

rosilicona. Tienen un rango de presión de ± 1 psi (± 0,703 metros de columna
de agua), un tiempo de respuesta de 1 ms y una precisión de 0,5 % del fondo
de escala. Cuando se lo alimenta con 10 V olts tienen una sensibilidad de
16,7 mV/psi (23,8 mV/mca). Estos sensores poseen cuatro piezoresistores
galvanizados, montados en un diafragma de silicio y miden la diferencia de
presión entre sus dos puertos. Un cambio en la diferencia de presión entre
los puertos, flexiona el diafragma generando una variación en los valores de
resistencias, proporcional a la tensión aplicada1.

Estos sensores fueron testeados con el fin de evaluar la respuesta Voltaje
de salida − Diferencia de presión. Fueron ensayados en seco (con aire) mi-
diendo la presión con un micro-manómetro modelo VelociCalc 95552 de la
marca TSITM. En la figura 2.4 se observa el resultado de dicho ensayo.

Se observa una respuesta con un coeficiente de correlación lineal práctica-
mente igual a 1. Debido a que la alimentación del sistema eléctrico se realiza
mediante una bateŕıa de 12,5 V , se observa que la sensibilidad del sensor
es de 30,0 mV/mca (aproximadamente doce décimas y media mayor que la
sugerida por el fabricante). Si bien el rango ensayado es menor al rango
máximo provisto por el fabricante, contiene los valores relevados durante los
experimentos. La calibración de cada uno de los sensores fue realizada una
vez montado todo el sistema de medición de presión dentro del canal.

La presión de agua en los poros, o presión de poro, fue medida en tres
secciones dentro de la fosa totalizando siete puntos de muestreo. Los puntos
de muestreo se encuentran en el medio del ancho del canal. La sección más
cercana al bateolas se encuentra a 42,5 cm del borde de la fosa. En esta
sección se ubicaron tres puntos de muestreo de presión. Los mismos están
a 11,7 cm; 8,2 cm; y 4,4 cm del fondo del canal. La sección del medio se
encuentra a 66,3 cm del borde de la fosa más cercano al bateolas. En esta
sección se ubicó un solo punto de muestreo de presión a 11,4 cm del fondo
del canal. En la tercera sección, a 41,0 cm del borde de la fosa más alejado

1 Datos del fabricante en http://www.honeywell.com
2 Datos del fabricante en http://www.tsi.com

http://www.honeywell.com
http://www.tsi.com
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Fig. 2.4: Presión del micro-manómetro en función de la salida de voltaje del sensor
de presión.

al bateolas, se ubicaron tres puntos de muestreo de presión. Estos puntos
están a 11,2 cm; 7,1 cm; y 4,1 cm del fondo del canal. El punto de toma
de muestra se encuentra fijo mediante piezas de hierro. En la figura 2.5 se
presenta un esquema con la ubicación puntos de muestreo.

En el extremo del tubo próximo al punto de muestreo, se colocó un filtro
de cigarrillo para prevenir el ingreso de part́ıculas de barro en el tubo. Este
filtro sostiene la matriz de sedimentos contra el punto de muestreo. Permite
la conexión entre la presión del agua que se encuentra en los poros del lecho
adyacente al filtro, con la presión del agua dentro del tubo. En el exterior
de este extremo, se colocó un caño metálico con el fin de evitar movimientos
del punto de muestreo de presión.

El sistema de medición de presión consta de tubos de PVC transparentes
con diámetro interno de 3/16 pulgadas (4,8 mm) y diámetro externo de
9/32 pulgadas (7,1 mm) que conectan los siete puntos de muestreo con siete
sensores de presión. Los sensores se ubican a la misma altura debajo del
canal. El puerto restante de cada sensor fue conectado a una columna de
agua en reposo. En la figura 2.6 se muestran dos fotos de los puntos de
muestreo de presión.

Antes de dar inicio a cada ensayo, la columna de agua se modifica de
manera de que la diferencia de presiones que registran los sensores fuese
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Fig. 2.5: Puntos de toma de muestra de presión (TP) y posición del UVP. A la
derecha se encuentra el bateolas.

próxima a cero. La rigidez del tubo y el espesor permiten mantener una
medida de presión libre de las fluctuaciones a las que esta sometido el tubo.
En caso de ser necesario, se realizaba una purga de aire en el sistema de tubos
para cada experimento.

2.1.3. Perfil de velocidad próximo a la interfase agua-barro

Para la determinación de la velocidad fue utilizado un perfilador acústico
Doppler, el Ultrasonic Velocity Profiler (UVP), fabricado por Met-Flow SA
[Met-Flow, 2002]. El UVP es un instrumento que permite determinar la
velocidad de las part́ıculas arrastradas por el flujo que reflejan las ondas
de ultra sonido. Esta determinación se realiza utilizando el corrimiento en
frecuencia entre las ondas transmitidas y las recibidas (efecto Doppler).

El transductor del UVP env́ıa un pulso ultrasónico en la columna de fluido
a lo largo de un eje de trasmisión. Cuando termina de trasmitir, comienza
a recibir los ecos de las part́ıculas que reflejan estas ondas. El tiempo de
demora δt entre la emisión y recepción de los ecos ubicados a una distancia
r del sensor es δt = 2r

c
, siendo c la velocidad del sonido en el fluido. Si

las part́ıculas tienen una proyección de su velocidad en el eje de trasmisión
del sensor ur, el sonido reflejado presentará un corrimiento de la frecuencia
respecto al pulso original. Por otro lado, conocido el tiempo de demora y
la velocidad de propagación del sonido en el medio es posible determinar la
distancia al sensor del lugar donde fue reflejada la onda [Pedocchi and Garćıa,
2011].



2. Experimentos en el canal de oleaje con un lecho de barro 9

Fig. 2.6: Tomas de muestra de presión de poro. A la izquierda una foto del canal
con el sistema de medición de poro ya instalado. A la derecha una foto
del detalle de una de las piezas de hierro.

2.1.4. Lecho de barro

El material utilizado para el lecho fue un material compuesto principal-
mente por caolinita, provisto en sacos de polvo de 40 kg. La densidad del
sólido es 2635 kg/m3. Se mezclaron 5 sacos con agua de la canilla para ser
usados a lo largo de todos los experimentos. Un par de semanas antes de
realizar el experimento siguiente, se comenzaba con las tareas de preparación
del lecho. Primero se vaciaba toda el agua del tanque mediante el sistema
de purgas. Se dejaba unos d́ıas sin agua para permitir que el compensado se
seque.

Previo a alguno de los experimentos, se colocaban un par de tabiques con
el fin de impedir el flujo de sedimentos desde la fosa al resto del canal. Des-
pués se llenaba todo el tanque hasta el nivel establecido para el experimento.
Se bat́ıa el agua y los sedimentos en la fosa, de manera de resuspender la
arcilla y lograr una buena mezcla. Por último, se dejaba pasar un tiempo
con el fin de que la mezcla sedimente y consolide por peso propio.

En otros experimentos se comenzaba con el lecho del experimento an-
terior. En la sección 2.3 se menciona con mayor detalle el procedimiento
realizado para cada uno de los experimentos.
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Sedimentos cohesivos

Se realizaron una serie de análisis del material utilizado en los experimen-
tos con el fin de caracterizarlo. La mayoŕıa de los análisis fueron realizados
en el Departamento de Ingenieŕıa de materiales Laboratorio de Materiales
del Instituto de Ingenieŕıa Qúımica de la Facultad de Ingenieŕıa.

Se utilizaron las normas: ASTM [2007a] para la preparación de la mues-
tra; ASTM [2007b] para determinación de la granulometŕıa; ASTM [2007c]
para la determinación del ĺımite ĺıquido; y ASTM [2007d] para la determina-
ción del ĺımite plástico. En la figura 2.7 se presenta el resultado del análisis
realizado en el Laboratorio de Materiales. También se presenta el resultado
de un análisis realizado en el Laboratório de Dinâmica de Sedimentos Coesi-
vos del Área de Engenharia Costeira & Oceanográfica de la Universidade
Federal do Rio de Janeiro. En este laboratorio se utilizó un analizador de
tamaño de part́ıculas por difracción laser Mastersizer 20003.
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Fig. 2.7: Resultados del análisis granulométrico de la caolinta utilizando la meto-
doloǵıa propuesta por la norma ASTM (-o-) y utilizando el Mastersizer
2000 (-•-).

El Mastersizer 2000 utiliza la técnica de difracción láser para medir el
tamaño de las part́ıculas. Se mide la intensidad de la luz dispersada con un
rayo láser que pasa a través de una muestra de part́ıculas dispersas. Luego
se analiza la medición para calcular el tamaño de las part́ıculas que crearon
el patrón de dispersión.

3 Datos del fabricante en http://www.malvern.com

http://www.malvern.com
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Se determinaron, el ĺımite ĺıquido y el ĺımite plástico resultando 24 y 18
respectivamente. Con la diferencia es posible determinar el ı́ndice plástico
siendo 6. Según el esquema de plasticidad propuesto por Casagrande [1932],
clasifica como arcilla inorgánica de baja plasticidad. En la figura 2.8 se
presenta el diagrama de Casagrande extráıdo del libro de Terzaghi et al.
[1996].

Fig. 2.8: Fuente Terzaghi et al. [1996].

Análisis térmico diferencial
El análisis térmico diferencial, un método que se basa en los cambios de

enerǵıa y es muy utilizado para la caracterización de arcillas. La muestra
que se desea investigar (o espécimen) es calentada junto a una muestra de
material térmicamente inerte dentro de una cámara, registrándose la dife-
rencia de temperatura ∆T entre ambas. Cuando el espécimen no manifiesta
procesos exotérmicos o endotérmicos, no se observan diferencias entre am-
bas temperaturas. En cuanto el espécimen comienza a presentar diferencias
de temperatura es porque está comenzando algún proceso térmico. De haber
una diferencia negativa, el proceso es endotérmico, si la diferencia es positiva,
el proceso es exotérmico.

Generalmente, los procesos endotérmicos en estos casos suelen ser: eva-
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poración de agua por deshidratación; deshidroxilación de los grupos OH es-
tructurales; cambios de fases o transformaciones polimórficas. Los procesos
exotérmicos por otra parte suelen ser: combustión de compuestos orgáni-
cos; oxidación de sulfuros; desarrollos de nuevas fases cristalinas; nucleación;
recristalizaciones.

Las diferencias de temperatura suelen presentarse en función del tiempo
t o de la temperatura del portamuestra T constituyendo las denominadas
curvas de temperatura diferencial. La utilidad de este análisis es debido a que
la temperatura pico, la temperatura en la que se registra la mayor diferencia,
es caracteŕıstica del mineral presente y el área del pico, el área debajo del
gráfico ∆T − T es proporcional a la masa del material que participa de la
reacción. [Mackenzie, 1957]

Las arcillas de caoĺın suelen presentar tres procesos térmicos caracteŕıs-
ticos que se manifiestan como picos en la curva de temperatura diferencial.
Los primeros dos, son endotérmicos (entre 50 y 200 oC el primero y entre 400
y 700 oC el segundo), el tercero es exotérmico (encima de 800 oC) [Besoain,
1985]. La ubicación de estos picos está sujeta a la taza de temperatura a la
que se hace el ensayo. [Mackenzie, 1957] sugiere mantener una taza de 600
oC/hora. En el análisis de la caolinita utilizada para los experimentos, se
utilizó una taza de 200 oC/hora.

El primer pico, corresponde a la remoción del agua de hidratación. En
general es agua sorbida a la superficie de las part́ıculas finas, agua de entre-
capas o agua asociada con geles de silica y alumina. El segundo pico, es el
pico endotérmico principal. Se lo asocia con reacciones de deshidroxilación.
El tercer pico, se debe a reacciones de nucleación o recristalización.

En la figura 2.9 se presentan diagramas ∆T − T para arcillas de caoĺın
extráıdos del libro de Mackenzie. En la figura 2.10 se presenta el resultado
del análisis térmico diferencial para el material utilizado en los experimentos.
Se observa claramente que es un material de la familia de los caolines.

2.1.5. Densidad del barro

Antes de iniciar cada uno de los experimentos, se extrajo una muestra
del lecho para determinar su densidad ρb. Las mediciones se realizaron con
una balanza LJ16 Infrared Dryers4. Los resultados se presentan en la tabla
3.1. En el caṕıtulo 4 se determina la relación entre la densidad y la tensión
de fluencia para este material.

Una vez extráıda la muestra se realiza la medición de la masa de la mues-
tra húmeda Mb. Esta se determina restando la masa de la tara Mt a la masa

4 Datos del fabricante en http://www.mt.com

http://www.mt.com
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Fig. 2.9: Fuente Mackenzie [1957].
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Fig. 2.10: Resultado del análisis térmico diferencial.

de la muestra húmeda con tara Mb+t. Para determinar la densidad del barro
es necesario estimar el volumen de la muestra VT ya que ρb = Mb

VT
. En nuestro

caso, no es posible la medición directa de VT sin incurrir en grandes errores
de estimación aśı como errores propios de la manipulación.

Para la estimación del volumen se realizó la medición de la masa de la
muestra seca Msol. Se pone la muestra en una secadora de lámpara infrarroja
a 160 oC hasta obtener una medición constante de masa que denominaremos
masa de la muestra seca con tara Msol+t. Msol se determina mediante la resta
de Msol+t y Mt. Asumiendo que la muestra extráıda se encuentra saturada
(no posee aire) y conocidas las densidades de las dos fases (fase sólida y fase
ĺıquida), es posible estimar el volumen mediante la siguiente fórmula:

VT = Vsol + Vliq =
Msol

ρsol
+
Mliq

ρliq
, (2.1)

donde Vsol y ρsol son el volumen y la densidad de la fase sólida y Vliq, Mliq y ρliq
son el volumen, la masa y la densidad de la fase ĺıquida. Mliq se determina
mediante la diferencia entre Mb+t y Msol+t. Finalmente la ecuación para
determinar la densidad de barro queda de la siguiente forma:

ρb =
Mb

VT
=

Mb+t −Mt

Msol+t−Mt

ρsol
+ Mb+t−Msol+t

ρliq

. (2.2)

Se consideró una densidad de la fase sólida ρsol de 2635 kg/m3 y una
densidad de la fase ĺıquida ρliq de 1000 kg/m3. Se realizó un estudio de
propagación de errores con el fin de conocer la incertidumbre en la determi-
nación de la densidad. Utilizando la fórmula propuesta por Ku [1966] para
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el cálculo de la propagación de errores de variables independientes para la
ecuación (2.2), se puede estimar el error en la densidad del barro como:

σρb =

√(
∂ρb
∂Mb+t

)2

σ2
Mb+t

+

(
∂ρb

∂Msol+t

)2

σ2
Msol+t

+

(
∂ρb
∂Mt

)2

σ2
Mt
, (2.3)

donde σρb es el error absoluto de la densidad del barro, ∂ρb
∂Mb+t

, ∂ρb
∂Msol+t

y ∂ρb
∂Mt

son las derivadas parciales de la densidad respecto a la masa de la muestra
húmeda con tara y la masa de la muestra seca con tara y la masa de la
tara, σMb+t

, σMsol+t
y σMt son los errores absolutos de la mediciones de las

respectivas masas. Las derivadas parciales de la densidad del barro son:

∂ρb
∂Mb+t

=
ρsolρliq(ρliq − ρsol)(Msol+t −Mt)

(ρsolMb+t + (ρliq − ρsol)Msol+t − ρliqMt)
2 , (2.4)

∂ρb
∂Msol+t

=
ρsolρliq(ρliq − ρsol)(Mt −Mb+t)

(ρsolMb+t + (ρliq − ρsol)Msol+t − ρliqMt)
2 , (2.5)

∂ρb
∂Mt

=
ρsolρliq(ρliq − ρsol)(Mb+t −Msol+t)

(ρsolMb+t + (ρliq − ρsol)Msol+t − ρliqMt)
2 . (2.6)

Debido a que todas las medidas realizadas de todos los ensayos (Mb+t,
Msol+t y Mt) estuvieron por encima de los 10 gr, los errores absolutos de
las medidas están reportados por el fabricante en el manual Mettler-Toledo
[1999] siendo en nuestro caso:

σMb+t
= 0, 0001Mb+t, (2.7)

σMsol+t
= 0, 0001Msol+t, (2.8)

σMt = 0, 0001Mt. (2.9)

De todos los experimentos realizados, la muestra extráıda el d́ıa 4 de
mayo del 2012 fue la que presentó un mayor error absoluto. Las medidas
realizadas fueron: Mb+t = 39,466 gr; Msol+t = 31,156 gr; y Mt = 16,470 gr.
Los valores de las derivadas parciales en este caso son: ∂ρb

∂Mb+t
= -47,657 l−1;

σMb+t
= 0,0039 gr; ∂ρb

∂Msol+t
= 74,623 l−1; σMsol+t

= 0,0031 gr; ∂ρb
∂Mt

= -26,966

l−1; y σMt = 0,0016 gr;. En este caso, el error absoluto de ρb es de ± 0,30
gr/l ó kg/m3. Asumiremos un error absoluto de ± 1 kg/m3 en ρb estando
este valor encima del máximo calculado para los experimentos.

2.2. Procedimiento experimental

Se mantuvo una amplitud del bateolas de 9,5 cm y un movimiento tipo
pistón a lo largo de todos los experimentos. El peŕıodo de oscilación del
bateolas para los experimentos fue de 1,48 s y el tirante de agua de 17,6 cm.
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Durante los experimentos se realizaron dos tipos de medición: la presión
de poro en el lecho de barro en siete puntos; y la velocidad en la cercańıa de
la interfase barro-agua con un perfilador de velocidad.

2.3. Resultados y discusión

Se realizaron un total de seis experimentos el 29 de marzo (experimen-
to #1), el 10 (experimento #2), el 16 (experimento #3) y el 30 de abril
(experimento #4) y el 4 (experimento #5) y el 18 de mayo (experimento
#6).

El lecho que se utilizó en los experimentos #1, #2, #4 y #6 fue obtenido
mediante la sedimentación de una mezcla de agua y caolinita. Se ubicaron
unos tabiques que aislaban la fosa del resto del canal generando un recinto
de 45 cm de profundidad (30 cm por encima del falso fondo). Se realizó una
mezcla homogénea del lecho y agua in situ con un tirante de agua de 30 cm
desde el fondo de la fosa aproximadamente. Para el experimento #1 se dejó
sedimentar la mezcla unos 4 d́ıas. Para los experimentos #2, #4 y #6 la
mezcla sedimentó unos 10 d́ıas aproximadamente. Los experimentos #3 y
#5 fueron realizados con el lecho resultante del experimento anterior.

Tab. 2.1: Densidades del lecho previo al experimento.
Experimentos

#1 #2 #3 #4 #5 #6
ρb(kg/m

3) 1548 1599 1738 1608 1660 1604

Los experimentos presentaron tres tipos de comportamiento:

◦ Movimiento del lecho debido a esfuerzos impuestos por el oleaje que
exceden un valor umbral. Esta falla es debida a tensiones que impone
el oleaje a las primeras capas del lecho. Los esfuerzos cortantes son
los responsables de la puesta en movimiento de las capas superiores
del lecho que se observa en las primeras olas. Gradualmente, las capas
inferiores comienzan el movimiento. Este tipo de comportamiento fue
observado en el ensayo #1.

◦ Movimiento del lecho debido al incremento en la presión de poro. Se
constató un aumento en la presión de agua en los poros sin que el
lecho inicie su movimiento. Luego que algunas decenas de olas pasaron
encima del lecho, el lecho comienza su movimiento (licuefacción) de
manera abrupta y la presión de poro comienza a descender. Este tipo
de comportamiento fue observado en los ensayos #2 y #4.
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◦ No movimiento del lecho. Luego de centenares de que olas pasaron
encima del lecho sin generar un incremento en la presión de poro, el
perfilador de velocidades no registró movimiento del lecho. Este tipo
de comportamiento fue observado en los ensayos #3, #5 y #6.

En los seis experimentos no se modificó la hidrodinámica. Es decir, el
movimiento impuesto al generador de ola (excursión de la pala y peŕıodo de
oscilación) y el tirante de agua permanecieron iguales. En las figuras 2.11,
2.12 y 2.13 se pueden observar los resultados obtenidos en los ensayos #1,
#3 y #4.

Arriba se presentan los resultados de la medición con el perfilador de
velocidades. La velocidad tiene signo positivo cuando la proyección se aleja
del sensor. Además de la señal de velocidad, el UVP reporta la amplitud de
la señal. Cuando las ondas de presión reflejan en zonas de grandes variaciones
de densidad (por ejemplo la interfase agua-lecho), se observa una amplitud
grande en la onda reflejada. Por lo tanto es posible detectar la interfase
agua-barro mediante el análisis de la señal de amplitud. En el gráfico de
velocidades puede observarse la ubicación de la interfase agua-lecho en reposo,
determinada mediante el análisis de la señal de la amplitud en los primeros
instantes, antes de que inicie el movimiento del bateolas.

Abajo se presentan los resultados de dos sensores de presión, ubicados a
2,3 y 5,3 cm (TP#5 y TP#2, ver figura 2.5) debajo de la interfase agua-lecho.
Se removió la oscilación observada en la señal mediante la utilización de un
filtro de ventana móvil con un largo igual al peŕıodo de la ola. La presión
media presentada en este gráfico está referida a la presión de reposo previo
al inicio del movimiento del bateolas.

En la figura 2.11, se puede observar que la cinemática de las primeras
capas de barro es gradual. En cuestión de 50 olas, comienzan a moverse
en el entorno de 1,5 cm de lecho, estando las capas inferiores sujetas a un
movimiento muy débil. La señal de presión del sensor a 2,3 cm no presenta
evolución temporal. La evolución que presenta el sensor a 5,3 cm resulta
dif́ıcil de interpretar, pudiendo estar asociada a problemas experimentales.

En la figura 2.12, se observa que tanto las señales de velocidad como de
presión no presentan una evolución a lo largo del experimento. Tampoco se
observa un movimiento de las capas del lecho manifestando el comportamien-
to de un sólido.

En la figura 2.13, se observa una evolución abrupta de los registros próxi-
mo a las 65 olas. Previo a este punto de inflexión en el comportamiento del
lecho, se observa un comportamiento semejante al de la figura 2.12 en lo que
refiere a la cinemática. Sin embargo, se observa un gradual incremento en la
presión de poro en ambos sensores, siendo el más próximo a la interfase el
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Fig. 2.11: Falla por esfuerzo cortante, experimento #1, ρb = 1548 kg/m3.

que presenta una taza mayor. En el entorno a la ola 64 la presión media del
sensor a 2,3 cm es de 7,5 mmca mientras que en el sensor a 5,3 cm es de 3,8
mmca. Luego, la presión en el sensor superior comienza a descender a valores
próximos al del sensor inferior. En este intervalo de tiempo (entre 3 y 4 olas)
el perfilador de velocidades comienza a registrar un inicio de movimiento de
una columna importante de lecho (por lo menos 2 cm que es el máximo que
puede penetrar la onda acústica del sensor del UVP).

En las figuras 2.14 a la 2.19 se presentan las medidas de velocidad en
canales que se encuentran a 3 y 1 cm encima de la ĺınea de barro en reposo y
a 1 cm debajo de esta ĺınea. Aqúı se graficó en puntos grises, los datos repor-
tados por el UVP. En trazo negro se presenta una señal filtrada con un filtro
pasa bajos con una frecuencia de corte de 1,43 Hz. Esta frecuencia permite
capturar, en la señal reconstruida, las frecuencias del segundo armónico que
en todos nuestros experimentos es 1,35 Hz.

En la figura 2.14 se observa que el movimiento del lecho (1 cm debajo) es
muy bajo en las primeras 50 olas. A lo largo del experimento la hidrodinámica
en la columna de agua próxima al lecho no manifiesta grandes cambios.

En la figura 2.15 se presenta un detalle de la figura anterior en un intervalo
donde el lecho todav́ıa no falló pero presenta un movimiento muy débil. Si
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Fig. 2.12: No falla, experimento #3, ρb = 1738 kg/m3.

bien el ruido en la señal de velocidades debajo del lecho es muy alto, es
posible observar que para estos instantes, el movimiento del lecho presenta
un desfasaje importante respecto a la velocidad del agua.

En la figura 2.16 se presenta otro detalle de la figura 2.14. Esta vez en
la zona próxima a la falla. Se observa un comportamiento asimétrico del
lecho, en las olas previas a la falla. Posiblemente debido a que el forzante
también es asimétrico, y que el material presenta una reoloǵıa compleja en
deformaciones bajas. Luego se observa que el movimiento del lecho entra en
fase con el movimiento del agua.

En la figuras 2.17 y 2.18 se presentan los resultados de los experimentos
que presentaron licuefacción. El experimento #2 presento una licuefacción
luego de 10 olas aproximadamente. Se destaca la reducción en la amplitud
de oscilación de la velocidad en la columna de agua, luego de iniciado el
movimiento del lecho. El experimento #4 presenta también una reducción
en la amplitud de la velocidad. Esta reducción es debida a cambios en el perfil
de velocidades en la columna de agua, debido a un cambio en la condición
de borde impuesta por el lecho, que pasa de comportarse como sólido, a
comportarse como un fluido. Observese que este ensanchamiento de la capa
ĺımite próxima al lecho, podŕıa interactuar con el resto de la columna de
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Fig. 2.13: Falla por licuefacción, experimento #4, ρb = 1608 kg/m3.

agua, produciendo el decaimiento del oleaje (wave damping).
En la figura 2.19 se presenta un detalle de las medidas de velocidad en la

zona próxima a la falla. Se puede observar que el movimiento del lecho previo
a la falla se encuentra desfasado respecto al movimiento del agua. Luego de
la falla, el lecho entra en fase con el movimiento de la columna de agua.

2.4. Conclusiones

Se realizaron una serie de experimentos de un lecho cohesivo sujeto a
la acción del oleaje, pudiéndose observar tres tipos de comportamiento del
lecho bien diferenciados: Movimiento del lecho debido a exceso de la tensión
de corte impuesta por el oleaje sobre los sedimentos; Movimiento debido a
licuefacción del lecho por acumulación de presión de poro; y No movimiento
del lecho.

Se puede observar que hay una correlación muy fuerte entre la densidad
del lecho en reposo, y el comportamiento obtenido en el experimento. Cuando
el lecho se encontraba muy poco consolidado (ensayo #1 ρb = 1548 kg/m3)
el comportamiento que manifestó fue el de movimiento debido a esfuerzos
cortantes. Cuando el lecho se encontraba poco consolidado (ensayo #2 ρb =
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Fig. 2.14: Velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo de la ĺınea del lecho en
reposo. Falla por esfuerzo cortante, experimento #1, ρb = 1548 kg/m3.

1599 kg/m3 y ensayo #4 ρb = 1604 kg/m3) el comportamiento que manifestó
el lecho es el asociado al fenómeno de licuefacción. Finalmente, cuando el
lecho se encontraba muy consolidado (ensayo #3 ρb = 1738 kg/m3, ensayo
#5 ρb = 1660 kg/m3 y ensayo #6 ρb = 1604 kg/m3) el lecho no manifestó
movimiento.

Las medidas de presión manifiestan un comportamiento similar a los re-
portados por otros investigadores (de Wit et al. para experimentos con cao-
linita y Sumer et al. para arenas muy finas).

Fue posible la determinación de la cinemática del lecho próxima a la inter-
fase agua-lecho, hasta donde sabemos, estas mediciones no fueron reportadas
anteriormente por otros investigadores.

Finalmente se observa que el fenómeno de licuefacción por acumulación de
presión de poro puede manifestarse solamente, en lechos poco consolidados,
donde es posible un reacomodamiento de las part́ıculas de sedimentos. En
la naturaleza, este tipo de casos no es muy habitual puesto el movimiento
de la columna de agua, suele actuar durante el procesos de sedimentación y
consolidación temprana del depósito. Sin embargo, en lugares donde fueron
realizados movimientos del lecho asociados a obras de ingenieŕıa (por ejemplo
construcción de emisarios), los sedimentos depositados en forma artificial, son
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Fig. 2.15: Detalle previo a la falla de velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo
de la ĺınea del lecho en reposo. Falla por esfuerzo cortante, experimento
#1, ρb = 1548 kg/m3.
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Fig. 2.16: Detalle en la falla de velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo
de la ĺınea del lecho en reposo. Falla por esfuerzo cortante, experimento
#1, ρb = 1548 kg/m3.
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Fig. 2.17: Velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo de la ĺınea del lecho en
reposo. Falla por licuefacción, experimento #2, ρb = 1599 kg/m3.
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Fig. 2.18: Velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo de la ĺınea del lecho en
reposo. Falla por licuefacción, experimento #4, ρb = 1608 kg/m3.
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Fig. 2.19: Detalle en la falla de velocidades a 3 y 1 cm encima y a 1 cm debajo de
la ĺınea del lecho en reposo. Falla por licuefacción, experimento #4, ρb
= 1608 kg/m3.
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susceptibles a manifestar el fenómeno de licuefacción bajo la acción de oleaje
moderado en tiempos inmediatamente posteriores a su ejecución.



3. DESCOMPOSICIÓN DEL OLEAJE EN UN CANAL DE
LABORATORIO CON UN UVP

En este caṕıtulo se presenta una nueva metodoloǵıa para la estimación del
oleaje incidente y reflejado en un canal de laboratorio. En lugar de utilizar
mediciones de variación de superficie de agua (obtenidos mediante sensores
de olas), se utilizan mediciones de velocidad en la columna de agua (obtenidas
mediante un perfilador de velocidades) para descomponer el campo de olas.
La técnica propuesta permite la identificación del primer armónico incidente
y reflejado y los segundos armónicos (el segundo armónico libre y el segundo
armónico atrapado) tanto incidentes como reflejados. Esta técnica mostró
tener buenos resultados realizando mediciones en una pequeña fracción de la
longitud del primer armónico, permitiendo su aplicación en estudios donde
la profundidad no es constante.

Se comparó la metodoloǵıa con mediciones obtenidas mediante cuatro
sensores de olas en tres condiciones de reflexión distintas obteniéndose exce-
lentes resultados. Se destaca que una ventaja de esta metodoloǵıa frente a
las existentes, es que no necesita la calibración del instrumento como si lo
requiere la utilización de sensores de oleaje convencionales.

3.1. Introducción

Conocer la variación del oleaje cuando es reflejado en la costa o en estruc-
turas marinas es de mucha relevancia en la ingenieŕıa de costas. Por ejemplo,
luego de la construcción de una nueva estructura en un puerto, la interacción
entre el oleaje incidente y el reflejado puede producir cambios importantes en
el campo de olas, afectando directamente la agitación portuaria. En la mor-
fodinámica de costas, cuando se realiza una modificación en la zona costera,
la interacción entre el oleaje incidente y reflejado modifica las velocidades
de la columna de agua próximas al fondo marino generando una variación
en el transporte de sedimento y la morfoloǵıa de playas. En la hidráulica
experimental, la correcta caracterización del oleaje incidente y reflejado es
cŕıtica en estudios de interacción, oleaje-lecho móvil, oleaje-estructura o de
interacciones no lineales entre diferentes componentes del campo de olas.
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Las olas en un canal de laboratorio son generadas usualmente por genera-
dores de olas mecánicos, principalmente palas ŕıgidas con movimientos tipo
pistón o basculantes. La condición de borde impuesta en la masa de agua por
estos mecanismos con movimientos puramente sinusoidales, suele generar no
sólo un primer armónico (olas con un peŕıodo igual al peŕıodo de oscilación
del generador) sino varios segundos armónicos (olas con un peŕıodo igual a la
mitad del peŕıodo del generador) con diferentes velocidades de propagación.
Esto genera complicaciones al momento de interpretar las observaciones del
laboratorio.

Madsen [1971] utilizando la teoŕıa de oleaje aproximada a segundo orden,
mostró que el generador tipo pistón con un movimiento puramente sinusoidal
puede generar, además de una ola en el primer armónico, dos olas en el
segundo armónico en un canal infinitamente largo. Uno de estos armónicos
responde al desarrollo de Stokes de segundo orden y se lo denomina armónico
libre. Al otro, generalmente más largo y rápido, se lo denomina armónico
atrapado. La presencia de olas con el mismo peŕıodo pero diferente longitud
de onda, resulta en una modulación del segundo armónico a lo largo del canal.
Lo mismo puede esperarse para el tercer armónico o armónicos mayores. Sin
embargo en experimentos de oleaje regular (movimiento puramente sinusoidal
del generador), estos armónicos suelen contener muy baja enerǵıa.

Se observa que la mayoŕıa de los canales de oleaje disponibles en los la-
boratorios, no suelen tener más que unas decenas de metros en su longitud.
Esto implica que al poco tiempo de iniciado el movimiento del generador,
el oleaje es reflejado en el otro extremo del canal retornando en dirección
opuesta. La presencia del segundo armónico libre y el segundo armónico
atrapado genera una complejidad adicional al momento de estudiar la refle-
xión del oleaje como fue reportado recientemente en la literatura [Lin and
Huang, 2004; Hancock, 2005].

Existen distintos métodos para la descomposición del oleaje incidente
y reflejado en canales de laboratorio utilizando sensores de olas. Los más
populares fueron desarrollados por Goda and Suzuki [1976] y por Mansard
and Funke [1980]. Ambos permiten el estudio de la reflexión de trenes de
olas regulares e irregulares. Goda and Suzuki propusieron una técnica para
la estimación de olas incidentes y reflejadas mediante mediciones simultáneas
de dos sensores de olas puestos a lo largo del canal. En el caṕıtulo 3.3.1 se
presenta el funcionamiento de este tipo de sensores.

Luego Mansard and Funke formularon un método de mı́nimos cuadra-
dos para la separación del oleaje incidente y reflejado utilizando mediciones
simultáneas de tres sensores de oleaje. El método de Mansard and Funke re-
suelve varias limitaciones que presenta el de Goda and Suzuki. Sin embargo,
ninguno de los dos métodos tiene en cuenta la presencia de armónicos libres y
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atrapados. Recientemente Lin and Huang [2004] presentaron un método para
la estimación del oleaje incidente y reflejado de armónicos libres y atrapados.
Este método utiliza mediciones simultáneas de cuatro sensores de oleaje para
realizar la descomposición del primer armónico incidente y reflejado y de los
segundos armónicos libre y atrapado tanto incidente como reflejado.

Un camino diferente fue tomado por Hughes [1993a] quien propuso un
método utilizando sensores en la misma vertical (un sensor de olas y un velo-
ćımetro láser Doppler) El método de Hughes no tiene en cuenta la presencia
de armónicos libres y enganchados. Sin embargo es el primer método que
utiliza mediciones del campo de velocidades en la columna de agua además
de las mediciones de la variación de la superficie libre. Desde su publica-
ción al d́ıa de hoy, la hidro-acústica a experimentado un rápido crecimiento,
permitiendo que diferentes tipos de veloćımetros se encuentren disponibles
en muchos laboratorios de hidráulica. Por lo tanto, el trabajo realizado por
Hughes cobra mayor relevancia.

En este caṕıtulo se describe un nuevo método para la descomposición del
oleaje incidente y reflejado de olas regulares generadas en un canal de olas,
caracterizando tanto los armónicos libres como los atrapados. La técnica
utiliza mediciones de velocidad de la columna de agua obtenidas median-
te un UVP (por su sigla en inglés Ultrasonic Velocity Profiler) [Met-Flow,
2002; Pedocchi and Garćıa, 2011]. Sin embargo puede ser adaptada a otro
instrumento, capaz de realizar mediciones simultáneas de velocidad en varios
puntos de la masa de agua. El UVP mide la proyección de la velocidad en el
eje alineado con el sensor como muestra la figura 3.2; más detalles del arreglo
experimental son dados en la sección 3.3.

La base de la teoŕıa detrás del método presentado puede ser encontra-
da en los trabajos propuestos por Mansard and Funke, Hughes y Lin and
Huang, pero las diferentes particularidades que este caso son presentadas en
la sección 3.2. La metodoloǵıa propuesta es presentada en la sección 3.3. En
la sección 3.4 se presentan los resultados de la aplicación de esta teoŕıa a tres
escenarios de reflexión distintos en un canal de oleaje. Los escenarios con-
siderados fueron: muy alta reflexión, reflexión media y muy baja reflexión.
Los resultados obtenidos mediante esta metodoloǵıa fueron comparados con
resultados obtenidos mediante mediciones simultáneas de cuatro sensores de
olas con la metodoloǵıa propuesta por Lin and Huang. Este trabajo sirve
también como validación experimental del método de Lin and Huang ya que
fue validado solamente con series sintéticas. Al final se discuten algunas
ventajas del método aqúı propuesto en relación con los existentes, aśı como
algunas ĺıneas de desarrollo que surgen de la realización de este trabajo.



3. Descomposición del oleaje en un canal de laboratorio con un UVP 30

3.2. Teoŕıa

Havelock [1929] propuso una teoŕıa general para generadores de olas mecá-
nicos. Luego Biesel and Suquet [1951] realizaron varias contribuciones tanto
en aspectos teóricos como prácticos, de la generación de olas mediante la
utilización de generadores tipo pistón y de movimiento basculante. Fontanet
[1961] desarrolló una teoŕıa de segundo orden en coordenadas Lagrangianas
para el campo de olas generado por un movimiento sinusoidal de un genera-
dor. Madsen [1971] desarrolló una aproximación en coordenadas Eulerianas
de esta teoŕıa, asumiendo generación de olas largas por un generador tipo
pistón. Sulisz and Hudspeth [1993] extendieron el trabajo de Madsen deter-
minando una solución de segundo orden para olas generadas por un generador
de olas del tipo genérico.

La solución anaĺıtica de la teoŕıa de segundo orden mostró tener una
mucha utilidad, presentando un buen ajuste en varios experimentos [Madsen;
Sulisz and Hudspeth; Hancock]. El principal resultado de esta teoŕıa, es que
predice la generación de dos tipos de olas en el segundo armónico. Una ola
atrapada con la misma celeridad que el primer armónico y una ola libre, con
la celeridad dada por la ecuación de dispersión propuesta por la teoŕıa lineal
de Airy. Esta segunda ola puede ser cancelada agregando un movimiento en
esta frecuencia al generador de olas. La solución completa predice términos
adicionales que reflejan el hecho de que el movimiento de la pala del generador
de olas, no corresponde exactamente al movimiento de las part́ıculas de agua
determinado por la teoŕıa de segundo orden. Esto términos son denominados
evanescentes debido a que decaen exponencialmente con la distancia x al
generador de olas. Sulisz and Hudspeth [1993] predicen que a distancias
mayores a tres veces la altura de agua en reposo h, estos términos son menores
que el 1 % de su valor en el generador (en x = 0).

Manteniendo la notación de Madsen, la superficie de agua asociada a una
ola progresiva generada por un generador del tipo pistón en un canal de oleaje
puede ser expresada como (Figura 3.2):

η =η(1) + η(2) = η(1) + η
(2)
B + η

(2)
F = −a(1) sin(k0x− ωt)− ...

...− a(2)B cos 2(k0x− ωt) + a
(2)
F cos(κx− 2ωt+ δ), (3.1)

donde η(1) es la solución de primer orden, η
(2)
B es la solución de segundo

orden que satisface la condición de borde no homogénea en z = 0 (plano de
la superficie libre en reposo) sin tener en cuenta la condición impuesta en

el generador de olas (armónico atrapado), y η
(2)
F es la solución de segundo

orden que satisface las ecuaciones linealizadas y la condición de borde en el
generador (armónico libre), δ es el desfasaje del armónico libre. Los números
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de onda k0 y κ son obtenidos mediante las siguientes ecuaciones de dispersión:

ω2 = k0g tanh(k0h), (3.2)

(2ω)2 = κg tanh(κh), (3.3)

donde ω es la frecuencia angular del peŕıodo del generador, g es la aceleración
gravitatoria terrestre, y h la profundidad del agua en reposo. Por lo tanto,
Madsen determina para la solución de segundo orden de un canal infinita-
mente largo, la existencia de tres ondas, dos de ellas con el mismo peŕıodo
pero diferente longitud. Una responde a la ecuación de dispersión que surge
de la teoŕıa de pequeña amplitud propuesta por Airy y la otra tiene la misma
celeridad que el primer armónico. En la figura 3.1 se esquematizan los tres
tipos de olas para una profundidad h de 0,32 m y un peŕıodo T de 1,91 s
(los mismos valores que los ensayos realizados en el caṕıtulo 3.4). En esta
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Fig. 3.1: Primer armónico (L(1)) y segundos armónicos, libre (L
(2)
F ) y atrapado

(L
(2)
B ) para h = 0, 32 m y T = 1, 91 s.

figura se observa que para el peŕıodo asociado al segundo armónico, existe
una ola con una longitud que responde a la ecuación de dispersión propuesta
por Airy (trazo grueso) con una longitud de 1,30 m y otra que tiene la mis-
ma celeridad que el primer armónico (misma relación L

T
) con una longitud

de 1,59 m.
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El potencial de velocidades φ desarrollado al segundo orden es:

φ = φ(1) + φ(2) +O(ε3), (3.4)

donde φ(1) y φ(2) son las soluciones de primer y segundo orden del potencial
de velocidades, O(ε3) es un término de orden ε3, y ε es igual a a(1)k0 supuesto
pequeño. Utilizando la ecuación (3.1), φ(2) puede ser expresado como la suma

de φ
(2)
B y φ

(2)
F . Con φ

(2)
B tal que cumpla la condición de borde no homogénea

en z = 0 sin tener en cuenta la condición impuesta por el generador de olas, y
φ
(2)
F tomado de manera de satisfacer las ecuaciones homogéneas linealizadas

y la condición impuesta por el generador.
Los potenciales de velocidades del oleaje incidente y reflejado en el canal

pueden ser expresados de la siguiente forma:

φ(1) =a
(1)
I Z(1) cos

(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
− a(1)R Z(1) cos

(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

)
, (3.5)

φ
(2)
B =− a(2)I,BZ

(2)
B sin

(
2(k0x− ωt) + δ

(2)
I,B

)
+ ...

...+ a
(2)
R,BZ

(2)
B sin

(
2(k0x+ ωt) + δ

(2)
R,B

)
+ bt(t) + bx(x), (3.6)

φ
(2)
F =a

(2)
I,FZ

(2)
F sin

(
κx− 2ωt+ δ

(2)
I,F

)
− a(2)R,FZ

(2)
F sin

(
κx+ 2ωt+ δ

(2)
R,F

)
,

(3.7)

con

Z(1) =
g cosh(k0(h+ z))

ω cosh(k0h)
, (3.8)

Z
(2)
B =

g cosh(2k0(h+ z))

2ω cosh(2k0h)
, (3.9)

Z
(2)
F =

g cosh(κ(h+ z))

2ω cosh(κh)
. (3.10)

Donde a es la amplitud del oleaje, los sub́ındices I y R indican incidente y
reflejado, los sub́ındices B y F indican atrapado y libre, el supeŕındice (n)

indica el n-ésimo armónico, δ es el desfasaje respecto a un instante arbitrario
del tiempo, bx(x) y bt(t) son funciones que agrupan ondas no progresivas
resultantes del desarrollo de la teoŕıa a segundo orden. A pesar de que la
teoŕıa propuesta por Madsen permite la determinación del desfasaje entre
los distintos armónicos, la interacción con las olas reflejadas no es tomada en
cuenta ya que asume un canal infinitamente largo. Los desfasajes entre las
distintas olas son consideradas desconocidas en el desarrollo matemático de
este trabajo.
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Imponer la condición de borde dinámica en la superficie libre resulta en:

η(1) =− 1

g

∂φ(1)

∂t
, (3.11)

η(2) =− 1

g

∂φ(2)

∂t
− 1

g

(
1

2

(
∂φ(1)

∂x

2

+
∂φ(1)

∂z

2
)

+
∂2φ(1)

∂t∂z
η(1)

)
. (3.12)

Luego de algunas manipulaciones algebraicas y descartando los términos que
no conducen a olas progresivas, la condición de borde en la superficie libre
queda:

η(1) + η(2) = −a(1)I sin
(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
− a(1)R sin

(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

)
− ...

...− a(2)I,B cos
(

2 (k0x− ωt) + δ
(2)
I,B

)
+ a

(1−2)
I cos(2

(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
)− ...

...− a(2)R,B cos
(

2 (k0x+ ωt) + δ
(2)
R,B

)
+ a

(1−2)
R cos

(
2
(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

))
+ ...

...+ a
(2)
I,F cos

(
κx− 2ωt+ δ

(2)
I,F

)
+ a

(2)
R,F cos

(
κx+ 2ωt+ δ

(2)
R,F

)
. (3.13)

Nótese que dos términos con frecuencia 2ω aparecen en la ecuación (3.13)
como resultado de los últimos tres términos no lineales en la ecuación. Sus
amplitudes están dadas por:

a
(1−2)
I =

a
(1)
I

2
k0

4

(
1− 3 tanh2(k0h)

)
tanh(k0h)

, (3.14)

a
(1−2)
R =

a
(1)
R

2
k0

4

(
1− 3 tanh2(k0h)

)
tanh(k0h)

. (3.15)

Estas amplitudes son proporcionales a las amplitudes de los primeros armó-
nicos. Estos términos tienen la misma forma que los armónicos atrapados
de la teoŕıa de segundo orden del potencial de velocidades, y pueden ser
agrupados definiendo dos nuevos armónicos enganchados, cada uno con su
correspondiente amplitud b y fase ϕ:

b
(2)
I,B cos

(
2(k0x− ωt) + ϕ

(2)
I,B

)
= −a(2)I,B cos

(
2(k0x− ωt) + δ

(2)
I,B

)
+ ...

+ a
(1−2)
I cos

(
2
(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

))
, (3.16)

b
(2)
R,B cos

(
2(k0x− ωt) + ϕ

(2)
R,B

)
= −a(2)R,B cos

(
2(k0x− ωt) + δ

(2)
R,B

)
+ ...

+ a
(1−2)
R cos

(
2
(
k0x− ωt+ δ

(1)
R

))
. (3.17)
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De esta forma, la superficie libre puede ser expresada como:

η(1) + η(2) = ...

... −a(1)I sin
(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
− a(1)R sin

(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

)
+ ...

... +b
(2)
I,B cos

(
2(k0x− ωt) + ϕ

(2)
I,B

)
+ b

(2)
R,B cos

(
2(k0x+ ωt) + ϕ

(2)
R,B

)
+ ...

... +a
(2)
I,F cos

(
κx− 2ωt+ δ

(2)
I,F

)
+ a

(2)
R,F cos

(
κx+ 2ωt+ δ

(2)
R,F

)
. (3.18)

Las ecuaciones (3.16) y (3.17) muestran que, para el caso particular de la
teoŕıa de segundo orden, las interacciones no-lineales aportan términos con la
misma forma que los armónicos atrapados en la superficie libre. La ecuación
(3.13) muestra como pueden ser consideradas estas interacciones cuando se
mide el campo de velocidades pero se quiere conocer la superficie libre. Este
resultado fue utilizado para poder realizar una comparación entre el método
propuesto y el desarrollado por Lin and Huang.

La componente horizontal u y vertical w de la velocidad desarrolladas al
segundo orden pueden ser escritas como:

u(1) + u(2) =
∂φ(1)

∂x
+
∂φ(2)

∂x
, (3.19)

w(1) + w(2) =
∂φ(1)

∂z
+
∂φ(2)

∂z
. (3.20)

El UVP mide la proyección de la velocidad en el eje alineado con el sensor
eα también denominada velocidad radial vr, como lo esquematiza la figura
3.2. La velocidad radial medida con el UVP en un punto arbitrario del espacio
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Fig. 3.2: Esquema que muestra el sistema de muestreo con el UVP y sus principales
caracteŕısticas geométricas.

está dado por la siguiente fórmula:

vr(x, z, t) = ∇φ.eα = −u sin(α) + w cos(α) =

= a
(1)
I k0

 Z(1) sin
(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
sin(α) + ...

...+ Y (1) cos
(
k0x− ωt+ δ

(1)
I

)
cos(α)

− ...
...− a(1)R k0

 Z(1) sin
(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

)
sin(α) + ...

...+ Y (1) cos
(
k0x+ ωt+ δ

(1)
R

)
cos(α)

− ...
...− a(2)I,B2k0

 − Z(2)
B cos

(
2(k0x− ωt) + δ

(2)
I,B

)
sin(α) + ...

...+ Y
(2)
B sin

(
2(k0x− ωt) + δ

(2)
I,B

)
cos(α)

+ ...

...+ a
(2)
R,B2k0

 − Z(2)
B cos

(
2(k0x+ ωt) + δ

(2)
R,B

)
sin(α) + ...

...+ Y
(2)
B sin

(
2(k0x+ ωt) + δ

(2)
R,B

)
cos(α)

+ ...

...+ a
(2)
I,Fκ

 − Z(2)
F cos

(
κx− 2ωt+ δ

(2)
I,F

)
sin(α) + ...

...+ Y
(2)
F sin

(
κx− 2ωt+ δ

(2)
I,F

)
cos(α)

− ...
...− a(2)R,Fκ

 − Z(2)
F cos

(
κx+ 2ωt+ δ

(2)
R,F

)
sin(α) + ...

...+ Y
(2)
F sin

(
κx+ 2ωt+ δ

(2)
R,F

)
cos(α)

+ e(x, z, t),

(3.21)
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con

Y (1) =
g sinh(k0(h+ z))

ω cosh(k0h)
, (3.22)

Y
(2)
B =

g sinh(2k0(h+ z))

2ω cosh(2k0h)
, (3.23)

Y
(2)
F =

g sinh(κ(h+ z))

2ω cosh(κh)
, (3.24)

y e(x, z, t) el residuo resultante de truncar la expansión del potencial de
velocidades en el segundo orden. Este residuo es en general distinto de cero
en una señal medida.

La transformada de Fourier de la velocidad radial es:

v̂(n)r (x, z) = v̂r(x, z, nω) =
ω

2π

∫ (2π/ω)

0

vr(x, z, t) exp(−inωt)dt. (3.25)

Para determinar el primer armónico incidente y reflejado en la coordenada
(xm, zm) la expresión para v

(1)
r dada en la ecuación (3.21) puede ser inserta

en la ecuación (3.25) con n = 1, obteniendo:

v̂(1)r (xm, zm) = C
(1)
I X

(1)
I + C

(1)
R X

(1)
R + Ω(1)

m , (3.26)

donde

X
(1)
I = a

(1)
I exp

(
−i
(
k0x1 + δ

(1)
I

))
, (3.27)

X
(1)
R = a

(1)
R exp

(
i
(
k0x1 + δ

(1)
R

))
, (3.28)

C
(1)
I = k0

(
iZ(1) sin(α) + Y (1) cos(α)

)
exp(−i(k0∆xm))/2, (3.29)

C
(1)
R = k0

(
iZ(1) sin(α)− Y (1) cos(α)

)
exp(+i(k0∆xm))/2, (3.30)

con Ω
(1)
m la transformada de Fourier de e(x, z, t) para n = 1 y ∆xm la distancia

horizontal al primer punto donde se mide la velocidad. Se observa que Z(1)

y Y (1) son funciones de zm.
La solución óptima para los números complejos X

(1)
I y X

(1)
R es aquella que

minimiza la diferencia entre el primer armónico medido en todos los puntos
de medición. Esta solución se puede obtener cuando el residuo complejo
Ω

(1)
m es minimizado en algún sentido en todos los puntos. En este trabajo se

propone minimizar el residuo determinado como la suma de los cuadrados de
la amplitud Ω

(1)
m para los m puntos seleccionados.∑

m

∣∣Ω(1)
m

∣∣2 =
∑
m

Ω(1)
m Ω(1)∗

m =
∑
m

∣∣∣v̂r(xm, zm)− C(1)
I X

(1)
I − C

(1)
R X

(1)
R

∣∣∣2 ,
(3.31)
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donde el sub́ındice ∗ indica el complejo conjugado y || la norma del número
complejo.

Baquerizo Azofra [1995] señaló que el residuo utilizado por Mansard and
Funke para ser minimizado era complejo. La minimización de este residuo es
por lo tanto formalmente imposible, ya que los números complejos no pueden
ser ordenados. Este problema se encontró en el trabajo propuesto por Lin
and Huang. En el trabajo aqúı presentado, el residuo tal cual está definido
es un número real y por lo tanto, es posible encontrar un mı́nimo. El residuo
será mı́nimo si se seleccionan X

(1)
I y X

(1)
R tal que:

∂
∑

m |Ω
(1)
m |2

∂X
(1)∗
I

=
∂
∑

m |Ω
(1)
m |2

∂X
(1)∗
R

= 0. (3.32)

Se utilizó la definición de derivada parcial de una función de variables com-
plejas y con imagen real presentada por Brandwood [1983].

Notando que −C(1)∗
I = C

(1)
R , la expresión anterior resulta entonces en:

A(1)X(1) = b(1), (3.33)

con

A(1) =

[
|C(1)

I |2 −C
(1)∗2
I

−C(1)2
I |C(1)

I |2

]
, (3.34)

X(1) =

[
X

(1)
I

X
(1)
R

]
, (3.35)

b(1) =

[
C

(1)∗
I v̂r(xm, zm)

−C(1)
I v̂r(xm, zm)

]
. (3.36)

Por último, las amplitudes del primer armónico incidente y reflejado se
calculan como:

a
(1)
I =|X(1)

I |, (3.37)

a
(1)
R =|X(1)

R |. (3.38)

El mismo procedimiento se aplicó para el cálculo de las amplitudes de los
segundos armónicos:

v̂(2)r (xm, zm) = C
(2)
I,BX

(2)
I,B + C

(2)
R,BX

(2)
R,B + C

(2)
I,FX

(2)
I,F + C

(2)
R,FX

(2)
R,F + Ω(2)

m , (3.39)
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con

X
(2)
I,B = a

(2)
I,B exp

(
−i
(

2k0x1 + δ
(2)
I,B

))
, (3.40)

X
(2)
R,B = a

(2)
R,B exp

(
i
(

2k0x1 + δ
(2)
R,B

))
, (3.41)

X
(2)
I,F = a

(2)
I,F exp

(
−i
(
κx1 + δ

(2)
I,F

))
, (3.42)

X
(2)
R,F = a

(2)
R,F exp

(
i
(
κx1 + δ

(2)
R,F

))
, (3.43)

C
(2)
I,B = +2k0

(
Z

(2)
B sin(α)− iY (2)

B cos(α)
)

exp(−i(2k0∆xm))/2, (3.44)

C
(2)
R,B = −2k0

(
Z

(2)
B sin(α) + iY

(2)
B cos(α)

)
exp(+i(2k0∆xm))/2, (3.45)

C
(2)
I,F = −κ

(
Z

(2)
F sin(α)− iY (2)

F cos(α)
)

exp(−i(κ∆xm))/2, (3.46)

C
(2)
R,F = +κ

(
Z

(2)
F sin(α) + iY

(2)
F cos(α)

)
exp(+i(κ∆xm))/2. (3.47)

y Ω
(2)
m la transformada de Fourier de e(x, z, t) para n = 2.
En este caso también se escogió para ser minimizado, el residuo definido

como las suma de los cuadrados de las amplitudes de Ω
(2)
m en los m puntos.

∂
∑

m |Ω
(2)
m |2

∂X
(2)∗
I,B

=
∂
∑

m |Ω
(2)
m |2

∂X
(2)∗
R,B

=
∂
∑

m |Ω
(2)
m |2

∂X
(2)∗
I,F

=
∂
∑

m |Ω
(2)
m |2

∂X
(2)∗
R,F

= 0. (3.48)

Notando que −C(2)∗
I,B = C

(2)
R,B y −C(2)∗

I,F = C
(2)
R,F , resolver la expresión ante-

rior es equivalente a resolver:

A(2)X(2) = b(2), (3.49)
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con

A(2) =


|C(2)

I,B|2 −C(2)∗2
I,B C

(2)∗
I,B C

(2)
I,F −C(2)∗

I,B C
(2)∗
I,F

−C(2)2
I,B |C(2)

I,B|2 −C(2)
I,BC

(2)
I,F C

(2)
I,BC

(2)∗
I,F

C
(2)∗
I,F C

(2)
I,B −C(2)∗

I,F C
(2)∗
I,B |C(2)

I,F |2 −C(2)∗2
I,F

−C(2)
I,FC

(2)
I,B C

(2)∗
I,B C

(2)
I,F −C(2)2

I,F |C(2)
I,F |2

 , (3.50)

X(2) =


X

(2)
I,B

X
(2)
R,B

X
(2)
I,F

X
(2)
R,F

 , (3.51)

b(2) =


C

(2)∗
I,B v̂r(xm, zm)

−C(2)
I,B v̂r(xm, zm)

C
(2)∗
I,F v̂r(xm, zm)

−C(2)
I,F v̂r(xm, zm)

 . (3.52)

Finalmente, las amplitudes de los segundos armónicos resultan:

a
(2)
I,B =|X(2)

I,B|, (3.53)

a
(2)
R,B =|X(2)

R,B|, (3.54)

b
(2)
I,B =

∣∣∣∣∣−X(2)
I,B +X

(1)
I

2k0
4

(
1− 3 tanh2(k0h)

)
tanh(k0h)

∣∣∣∣∣ , (3.55)

b
(2)
R,B =

∣∣∣∣∣−X(2)
R,B +X

(1)
R

2k0
4

(
1− 3 tanh2(k0h)

)
tanh(k0h)

∣∣∣∣∣ , (3.56)

a
(2)
I,F =|X(2)

I,F |, (3.57)

a
(2)
R,F =|X(2)

R,F |. (3.58)

3.3. Implementación

3.3.1. Descripción de los medidores de ola

Muchos laboratorios de hidráulica experimental en los que se estudian
modelos f́ısicos relacionados a la ingenieŕıa de costas suelen tener, como parte
del instrumental disponible para la medición del flujo, medidores de ola.
Debido a que generalmente se estudian flujos oscilatorios a superficie libre,
donde la posición de la superficie libre manifiesta variaciones temporales,
se han desarrollado una variedad instrumentos de laboratorio que permiten
determinar esta variación con una buena precisión. Estos sensores tienen la



3. Descomposición del oleaje en un canal de laboratorio con un UVP 40

capacidad de realizar muestreos con una alta frecuencia (> 20 Hz) y una
buena resolución (± 0,1 mm) y son denominados medidores de ola [Hughes,
1993b].

Los medidores de ola más comunes son los del tipo resistivo (dos cables
gemelos) o capacitivo (sólo un cable) y aparecieron en la década de 1950.
Estos instrumentos son montados de manera que los cables están en posición
vertical y penetran la superficie del agua.

Los sensores capacitivos consisten en un cable fino aislado, tensado por
una barra construida generalmente en acero inoxidable. El aislamiento sirve
como capacitor entre el cable fino y el agua. La capacitancia en este circuito,
vaŕıa linealmente con la posición relativa de la superficie libre y el sensor.
Mediante la utilización de circuitos electrónicos es posible determinar la va-
riación temporal de la capacitancia y aśı inferir la variación de la superficie
libre.

Los sensores resistivos consisten en dos cables ŕıgidos paralelos. Cuando
el sensor está en funcionamiento, un voltaje alterno de alta frecuencia pasa
por los cables y se muestrea la conductancia (el inverso de la resistencia eléc-
trica) entre los cables. Esta conductancia es proporcional al largo del cable
sumergido y la conductividad del agua. La resistencia entre dos conductores
paralelos que se encuentran sumergidos en un electrolito puede aproximarse
por:

R =
C

lσ
, (3.59)

donde R es la resistencia eléctrica entre los conductores, C es una constante
que depende de la geometŕıa de los conductores, l es la longitud de que se
encuentran sumergidos los conductores y σ es la conductividad del electrolito.
De esta manera es posible determinar una transformación lineal entre la
conductancia del circuito y la posición de la superficie libre. La principal
desventaja que presentan, es que requieren una frecuente calibración debido
a la variación de la conductividad del agua por cambios en la temperatura o
concentraciones de iones disueltos que modifican la transformación.

Los medidores de ola utilizados en este trabajo son del tipo resistivo. Se
construyeron en la década de 1980 en el IMFIA en base a un trabajo realizado
por Guaraglia [1986]. La principal ventaja de estos medidores es que poseen
una respuesta lineal mejor del 0,5 % y una frecuencia de corte o frecuencia
máxima de muestreo de 40 Hz pudiendo alcanzar resoluciones de ± 0,1 mm.
Fueron necesarias tareas de recuperación de los instrumentos, debido a que
haćıa treinta años que no eran utilizados, y de implementación del sistema
de medición. Para la digitalización de la señal del circuito se utilizó una
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tarjeta NI USB-60081 En la figura 3.3 se muestran dos fotos del sensor de
olas utilizado y el circuito eléctrico del mismo.

Fig. 3.3: Fotos de los medidores de olas utilizados. A la izquierda una foto del
sensor. A la derecha una foto del circuito electrónico.

Con el fin de reducir la frecuente calibración de los medidores, el sistema
tiene un circuito de compensación de conductividad. El circuito genera una
tensión cuya amplitud es proporcional a la resistividad del agua excitando
a los sensores con esta tensión. Para esto se utiliza un sensor de referencia
sumergido en el agua [Villeneuve and Ouellet, 1978].

Los conductores utilizados son dos barras de 6,35 mm diámetro (1/4
pulgadas) y 30 cm de longitud. Son de acero inoxidable y mantienen una se-
paración de 1,8 cm. Los extremos inferiores de los conductores se encuentran
doblados en un ángulo recto de manera de ampliar el rango de linealidad.
Esto permite que el extremo inferior permanezca sumergido con escaso nivel
de agua.

3.3.2. Condicionamiento de la matriz

Como fue reportado por Lin and Huang, el sistema de ecuaciones (3.49)
es singular cuando el determinante de la matriz A(2) se iguala a cero. Sin

1 National Instruments : http://www.ni.com/

http://www.ni.com/
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embargo, como fue notado anteriormente por Goda and Suzuki (en términos
de espaciamiento de sensores de olas) existe una zona de divergencia (o zona
de alta imprecisión) adyacente a la singularidad del sistema (3.49). En la
metodoloǵıa aqúı descrita, esta zona de divergencia está asociada con el con-
dicionamiento o número de condición de la matriz A(2). Cuando A(2) está mal
condicionada, es necesario adoptar ciertas precauciones para obtener buenos
resultados en la solución del sistema (3.49).

Se exploraron diversos caminos para mejorar el número de condición de
la matriz A(2) y aśı obtener resultados más confiables. Primero se seleccionó
el espaciamiento entre los puntos de medición del UVP de manera de reducir
el número de condición. Se determinó de manera heuŕıstica para nuestro
caso, que si se los escoge de manera equiespaciada se obtienen mejores re-
sultados. Luego, el sistema debe ser resuelto mediante métodos apropiados
para sistemas mal condicionados. El método del gradiente biconjugado esta-
bilizado demostró ser suficiente para este caso. También se investigó el uso
de pre-condicionadores sin obtener mejoras significativas en los resultados.

3.3.3. Simultaneidad en las medidas

El UVP no realiza mediciones exactamente en el mismo instante en todos
los puntos de muestreo. El desfasaje entre dos puntos, o canales según la
jerga de los usuarios del UVP, es el tiempo que le lleva al sonido recorrer la
distancia entre ellos. Considerando que la ecuación (3.21) está evaluada en
t + ∆tlag se implementó una corrección. ∆tlag es el tiempo que demora el
sonido en viajar entre el canal considerado y un punto de referencia.

La corrección propuesta implica la adición de un término ω∆tlag cuando

definimos C
(1)
I y C

(1)
R , aśı como 2ω∆tlag cuando definimos C

(2)
I,B, C

(2)
R,B, C

(2)
IF y
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C
(2)
R,F . Esto resulta en:

C
(1)
I = k0

(
iZ(1) sin(α) + Y (1) cos(α)

)
exp(−i(k0∆xm − ω∆tlag))/2, (3.60)

C
(1)
R = k0

(
iZ(1) sin(α)− Y (1) cos(α)

)
exp(+i(k0∆xm + ω∆tlag))/2, (3.61)

C
(2)
I,B = +2k0

(
Z

(2)
B sin(α)− iY (2)

B cos(α)
)

exp(−i(2k0∆xm − 2ω∆tlag))/2,

(3.62)

C
(2)
R,B = −2k0

(
Z

(2)
B sin(α) + iY

(2)
B cos(α)

)
exp(+i(2k0∆xm + 2ω∆tlag))/2,

(3.63)

C
(2)
I,F = −κ

(
Z

(2)
F sin(α)− iY (2)

F cos(α)
)

exp(−i(κ∆xm − 2ω∆tlag))/2,

(3.64)

C
(2)
R,F = +κ

(
Z

(2)
F sin(α) + iY

(2)
F cos(α)

)
exp(+i(κ∆xm + 2ω∆tlag))/2.

(3.65)

También A(1), b(1), A(2), y b(2) deben ser redefinidas, en este caso −C(1)∗
I 6=

C
(1)
R , −C(2)∗

I,B 6= C
(2)
R,B y −C(2)∗

I,F 6= C
(2)
R,F de todas maneras, las matrices aso-

ciadas al sistema de ecuaciones a resolver siguen siendo Hermı́ticas. Consi-
derando que la velocidad del sonido en el agua es cercana a 1500 m/s y que
la celeridad de las ondas de superficie son menores a 2 m/s, la corrección
realizada está en el orden del 0,1 %. Se realizó esta corrección y no generó
cambios significativos en la solución final.

3.3.4. Determinación del peŕıodo

En casos en que el peŕıodo de oscilación del generador de olas (por lo
tanto del primer armónico) es desconocido, los datos medidos pueden ser
usados para su determinación. El peŕıodo fundamental puede ser obtenido
mediante la maximización de:∑

m

∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

vr(xm, zm, t) exp

(
−i2πt

T

)∣∣∣∣ . (3.66)

Esta determinación fue implementada para ambos conjuntos de medidas, el
de los generadores de olas y el del UVP. En todos los casos los periodos
determinados en los dos conjuntos de medidas fueron coincidentes.

3.3.5. Precisión

El método propuesto fue testeado y verificado primeramente utilizando
series sintéticas con excelentes resultados. El efecto de sumar un ruido ran-
dómico no fue considerado durante estos primeros estudios en el entendido
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que una señal real puede presentar ruido de caracteŕısticas, a priori descono-
cidas. Se espera que una señal real posea enerǵıa en el tercer armónico o en
armónicos superiores pudiendo afectar el rendimiento del método. De todas
maneras se decidió evaluar la precisión del método mediante la medición de
datos reales, comparando los resultados con los obtenidos de utilizar cuatro
sensores de olas (método de Lin and Huang 2004).

Con el objetivo de evaluar el ajuste de los resultados se definió el cociente
entre la señal y el residuo SRR. El SRR (por su sigla en inglés Signal to
Residual Ratio) es el cociente entre la enerǵıa de la señal Esignal y la enerǵıa
del residuo Eresidual, expresado en decibeles (dB)

SRR = 10 log10

(
Esignal

Eresidual

)
. (3.67)

El residuo fue introducido en la ecuación (3.21) y es definido como la
diferencia entre la señal calculada y la medida. Los SRR de los experimentos
realizados se encontraban en el orden de los 15 dB cuando se utilizaban las
mediciones del UVP y en el orden de los 10 dB en las medidas de los sensores
de olas como se discute en 3.4, y presentado en la tabla 3.1.

3.3.6. Procedimiento general

El método propuesto fue implementado en nuestro laboratorio de la si-
guiente manera:

1. Se instala el UVP y se miden: la distancia entre el sensor y el fondo del
canal, el ángulo del sensor con la vertical, la profundidad del agua en
reposo y la temperatura del agua. Esta última se mide con el objetivo de
determinar la velocidad de propagación del sonido. La determinación
de la velocidad de propagación del sonido también se realizó mediante
la comparación del retorno del instrumento apuntando a una placa
metálica y la distancia medida entre ellos. Esta medida directa toma
en consideración, la variación de la velocidad del sonido con la salinidad.

2. Se calculan xm, zm, C
(1)
I , C

(2)
I,B, y C

(2)
I,F para cada uno de los canales

del UVP a ser utilizados. Se determina el número de condición de la
matriz A(2). De ser necesario, se modifican los canales seleccionados y
se ajusta el ángulo del sensor. El peŕıodo del primer armónico debe
ser conocido en este punto. De ser desconocido, se recomienda para su
determinación la maximización de la expresión (3.66).

3. Se realiza la colecta de los datos de velocidad con el UVP. De manera de
facilitar el pos-procesamiento de los datos, se selecciona una duración
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de la colecta como un número entero de peŕıodos de olas y un total de
datos para cada canal que sea potencia de 2.

4. Se calcula v̂
(1)
r y v̂

(2)
r mediante la ecuación (3.25) para cada canal selec-

cionado.

5. Los sistemas (3.34) y (3.50) se resuelven mediante el uso del método del
gradiente biconjugado estabilizado, se determina la amplitud de cada
armónico utilizando las ecuaciones (3.37) y (3.53).

3.4. Experimentos, resultados y discusión

Se presentan tres experimentos que representan cada uno diferentes con-
diciones de reflexión en el canal. Estos experimentos permitieron explorar las
ventajas del método propuesto y la comparación con el método propuesto por
Lin and Huang. Como producto extra, permitieron para probar el método de
Lin and Huang con medidas reales. Se observa que ese método fue validado
únicamente con series sintéticas y con ruido blanco agregado, sin considerar
la posible presencia de armónicos mayores en la señal.

Cada experimento aqúı reportado fue medido con el UVP y cuatro senso-
res de olas. Los experimentos fueron realizados en el un canal del laboratorio
del IMFIA. El mismo que fue utilizado para el estudio de la licuefacción de
los sedimentos cohesivos con la única diferencia de que en este caso, no hab́ıa
una fosa con sedimentos. En su lugar hab́ıa una pieza de la misma madera
que le otorgaba continuidad al fondo. La profundidad del agua h fue de 32
cm y el peŕıodo T del primer armónico de 1,91 s para todos los experimentos.

Se estudiaron tres condiciones de reflexión distintas introduciendo dife-
rentes “playas” en el extremo opuesto al generador de olas en el canal. La
primer condición es una pared vertical que impone condiciones de reflexión
muy alta. La segunda, una playa impermeable, con un ángulo de 17 o con
la horizontal e impone condiciones de reflexión moderadas. Por último, una
playa permeable realizada en marco de este trabajo de investigación y pre-
sentada en el caṕıtulo de licuefacción de los barros. Esta playa permeable
presento condiciones de reflexión muy bajas.

La distancia entre el sensor del UVP y el falso fondo fue de 15,5 cm,
y el sensor fue posicionado de manera horizontal apuntando al generador.
El método propuesto considera cualquier orientación del sensor. Debido a
las condiciones experimentales se optó ponerlo en posición horizontal. La
distancia entre cada canal del UVP fue en este caso de 2,9 mm y las medidas
de velocidad fueron realizadas en 344 canales, cubriendo una distancia de
aproximadamente 70 cm. Las distancias entre el primer canal y los otros tres
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canales utilizados fueron de 19,4 cm, 38,6 cm y 58,0 cm. La tasa de muestreo
del UVP fue de 17 Hz y una duración de 2 minutos aproximadamente.

También se instalaron los cuatro sensores de olas y fueron calibrados antes
y después de cada experimento. Las distancias del primer sensor a los otros
tres fueron de 0,40 m, 0,73 m y 1,23 m. La tasa y la duración de muestreo
son las mismas que las seleccionadas en el UVP.

Las figuras 3.4 a la 3.9 muestran todos los datos colectados puestos en un
ciclo para los cuatro canales utilizados del UVP y los cuatro sensores de olas
en cada uno del los tres experimentos descritos. Los datos medidos se mues-
tran en puntos grises. Se observa una dispersión muy baja para las medidas
del UVP confirmando el bajo nivel de ruido. Adicionalmente las medidas
confirman la entrada en régimen oscilatorio del campo de olas presente en el
canal durante los experimentos. Las señales de los sensores de ola presentan
una mayor dispersión. Esto puede ser originado por la presencia de ondas
capilares y transversales en el canal. Sin embargo, ambos conjuntos de da-
tos indican la presencia de pequeñas pero inevitables variaciones del oleaje
producto de la interacción entre el oleaje reflejado y el generador de olas,
manifestándose en mayor magnitud en la superficie libre que en la columna
de agua. Esto sugiere que el método propuesto, basado en medidas de ve-
locidad en la columna de agua, es más robusto que los métodos existentes
basados en medidas de superficie libre.

En las figuras 3.4 a 3.9 se presenta la señal reconstruida en una ĺınea negra
para los canales que se utilizaron del UVP y los sensores de ola. El ajuste
de la señal reconstruida con la medida es claramente superior en el caso del
UVP. Los datos de los sensores de ola sugieren la presencia de armónicos
mayores en el campo de olas los cuales no son observados en el caso del
UVP. Esto es debido al hecho de que los armónicos mayores, son ondas más
cortas y tienen asociados movimientos que decaen más rápidamente con la
profundidad por lo cual no son capturados por el UVP que se encontraba
posicionado en la mitad de la columna de agua. Los resultados sugieren que
la teoŕıa de segundo orden utilizada muestra una representación del campo
de velocidades mejor que la superficie libre. En este sentido, Dean [1972]
demostró que la teoŕıa lineal propuesta por Airy presenta una significativa
mejor representación del campo de velocidades en la columna de agua, que
de la variación de la superficie libre en un rango amplio de condiciones de
oleaje. La elevación de la superficie libre es obtenida de imponer la condición
dinámica en esta superficie (ecuaciones 3.11 y 3.12), que es una ecuación no
lineal, y permite la interacciones no lineales entre términos de diferente orden,
como fue el caso de los términos presentados en las ecuaciones (3.14) y (3.15).
Por otro lado, el campo de velocidades es obtenido de la derivación espacial
del potencial de velocidades (ecuaciones 3.19 y 3.20) que es una ecuación
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Fig. 3.4: Velocidades medidas por cada uno de los cuatro canales seleccionados
de UVP puestos en un ciclo con un peŕıodo correspondiente al primer
armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resultante de la apli-
cación del método propuesto (ĺınea negra). Condiciones experimentales:
h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, pared vertical al final del canal. Reflexión
elevada.

lineal y por lo tanto no permite interacciones no lineales.
La tabla 3.1 resume el resultado de las amplitudes de las olas incidentes y

reflejadas de los primeros y segundos armónicos para los tres experimentos.
Los cálculos fueron realizados utilizando el método propuesto por Lin and
Huang [2004] y el aqúı presentado. También se presentan en esta tabla el
SRR y un coeficiente global de reflexión KR. El coeficiente global de reflexión,
en el espacio de los números de onda y en términos de amplitudes de ola es
definido como:

KR =

a(1)R 2
+ b

(2)
R,B

2
+ a

(2)
R,F

2

a
(1)
I

2
+ b

(2)
I,B

2
+ a

(2)
I,F

2

1/2

. (3.68)
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Fig. 3.5: Medición de la elevación de la superficie libre para cada uno de los cuatro
sensores de ola utilizados puestos en un ciclo con un peŕıodo correspon-
diente al primer armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resul-
tante de la aplicación del método propuesto por Lin and Huang (ĺınea
negra). Condiciones experimentales: h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, pared
vertical al final del canal. Reflexión elevada.

Ambos métodos presentaron resultados similares, pero el método del UVP
presenta mejores valores de SRR para todas las condiciones de reflexión, cap-
turando de mejor manera el comportamiento de la señal medida, como se
discutió anteriormente. Se debe notar que la distancia entre el primer y úl-
timo canal del UVP es de menos de 0,70 m. Esto muestra que el método
propuesto permite una correcta caracterización del campo de olas, utilizando
información en una pequeña porción del canal. De manera que permite obte-
ner descripciones “locales” del campo de olas donde la configuración espacial
del mismo puede presentar variaciones, como ser el caso de olas propagándose
en un fondo de pendiente suave.
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Fig. 3.6: Velocidades medidas por cada uno de los cuatro canales seleccionados
de UVP puestos en un ciclo con un peŕıodo correspondiente al primer
armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resultante de la apli-
cación del método propuesto (ĺınea negra). Condiciones experimentales:
h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, playa impermeable al final del canal. Reflexión
moderada.

3.5. Resumen y trabajos futuros

Se ha introducido una nueva metodoloǵıa para determinar la descompo-
sición de olas incidentes y reflejadas regulares en un canal de laboratorio,
incluyendo la discriminación de armónicos libres y atrapados. Este método
utiliza mediciones de velocidad en la columna de agua mostrando ser más
robusto y más sencillo de implementar que un método basado en sensores de
olas. Se comparó con una metodoloǵıa que utiliza mediciones de superficie
libre mostrando excelentes resultados. Debido a que los sensores ultrasónicos
no necesitan calibración, la tediosa rutina de los sensores de oleaje es evi-
tada. Por otro lado, la intrusión del sistema de medición es mucho menor
puesto que es necesario un sólo sensor en el canal. Finalmente, debido a que
sólo se necesitan medidas a lo largo de una fracción del primer armónico, la
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Fig. 3.7: Medición de la elevación de la superficie libre para cada uno de los cuatro
sensores de ola utilizados puestos en un ciclo con un peŕıodo correspon-
diente al primer armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resul-
tante de la aplicación del método propuesto por Lin and Huang (ĺınea
negra). Condiciones experimentales: h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, playa
impermeable al final del canal. Reflexión moderada.

metodoloǵıa propuesta permite la caracterización “local” del campo de olas.
Esta ĺınea de trabajo abre muchas opciones. Debido a que se realizan

mediciones directas de la velocidad del oleaje, es posible efectuar estudios de
oleaje en presencia de corrientes sin la necesidad de un cambio en el siste-
ma de medición. También es posible extender este método para realizar una
caracterización tridimensional del oleaje incidente y reflejado en cuencos me-
diante la utilización de dos perfiladores perpendiculares. También se señala
que todos las metodoloǵıas propuestas para la descomposición del oleaje en
canales de laboratorio se basan en la utilización de la ecuación de dispersión
que relaciona frecuencias y números de onda. Los perfiladores de velocidad
realizan una medición del campo de velocidades tanto en el tiempo como
en el espacio con una muy buena resolución en ambos. Eventualmente es
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Fig. 3.8: Velocidades medidas por cada uno de los cuatro canales seleccionados
de UVP puestos en un ciclo con un peŕıodo correspondiente al primer
armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resultante de la apli-
cación del método propuesto (ĺınea negra). Condiciones experimentales:
h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, playa permeable al final del canal. Reflexión
baja.

posible determinar la relación entre las frecuencias y los números de onda
directamente, mediante el estudio de la transformada de Fourier 2D de las
mediciones del UVP. Para esto seŕıa necesario tener mediciones a lo largo de
al menos un par de longitudes de onda del primer armónico, lo cual no es po-
sible de implementar en la actualidad dada la limitación de los instrumentos
disponibles.
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Fig. 3.9: Medición de la elevación de la superficie libre para cada uno de los cuatro
sensores de ola utilizados puestos en un ciclo con un peŕıodo correspon-
diente al primer armónico (puntos grises), y la señal reconstruida resul-
tante de la aplicación del método propuesto por Lin and Huang (ĺınea
negra). Condiciones experimentales: h = 0, 32 m, T = 1, 91 s, playa
permeable al final del canal. Reflexión baja.
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Tab. 3.1: Comparación de las amplitudes de ola utilizando cuatro sensores de ola
y el método de Lin and Huang (WG-Lin) y cuatro canales del UVP y
el método propuesto (UVP). El coeficiente de reflexión global KR y el
cociente entre la señal y el residuo (SSR) también están incluidos.

Amplitud Pared vertical Playa impermeable Playa permeable
(cm) WG-Lin UVP WG-Lin UVP WG-Lin UVP

a
(1)
I 3,5 3,1 2,6 2,8 3,2 3,1

a
(1)
R 3,2 2,7 0,8 0,9 0,3 0,2

b
(2)
I,B 0,9 0,9 0,5 0,8 0,7 0,7

b
(2)
R,B 0,9 1,1 0,1 0,2 0,1 0,2

a
(2)
I,F 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1 0,2

a
(2)
R,F 0,2 0,5 0,4 0,4 0,1 0,1

KR( %) 92 91 33 35 10 10
SRR(dB) 7,9 14,4 13,0 15,4 10,4 18,3



4. DETERMINACIÓN DE LA TENSIÓN DE FLUENCIA
CON ENSAYOS DE ASENTAMIENTO

En este caṕıtulo, se propone la realización de mediciones más detalladas
de la geometŕıa final de materiales“pastosos”sujetos al ensayo de asentamien-
to, con el fin de obtener mediciones más precisas de la tensión de cedencia.
En lugar de utilizar dimensiones de la geometŕıa final del depósito, como
ser el asentamiento total o el radio máximo final, que son medidas globales,
se plantea la posibilidad de relevar los perfiles finales. Si bien estas medi-
ciones continúan siendo globales, puesto que son el resultado de lo ocurrido
en la columna vertical del material, es posible determinar regiones donde la
teoŕıa se verifica sin tener que integrar zonas problemáticas donde existe un
apartamiento de las hipótesis planteadas.

4.1. Introducción

El ensayo de asentamiento (o slump test) es un procedimiento muy sencillo
que consiste en llenar un recipiente con el material en estudio, luego se retiran
las paredes que confinan el volumen, permitiendo que escurra por acción de
su peso. Una vez finalizado este asentamiento, es posible determinar algunas
caracteŕısticas reológicas en función de la forma final que adopta la masa
ensayada.

Este ensayo [UNIT, 1998] es utilizado desde hace mucho tiempo para la
determinación en campo de la consistencia del hormigón fresco con propósitos
de control de calidad. En este caso un cono truncado, generalmente de metal,
es llenado completamente con el hormigón fresco. Luego se levanta el molde
(sin fondo ni tapa) y se mide la altura final del depósito de hormigón. Las
dimensiones del cilindro cónico son 4 pulgadas (10 cm) de diámetro superior,
8 pulgadas (20 cm) de diámetro inferior y 12 pulgadas (30 cm) de alto. Para
materiales poco resistentes (que presentan grandes deformaciones) se realiza
la medida del diámetro exterior [ASTM, 2003]. En este caso se utiliza un cono
de 3 pulgadas (7,6 cm) de diámetro superior, 4 pulgadas (10 cm) diámetro
inferior y 4 pulgadas (10 cm) de altura.

El slump test es utilizado actualmente en la mineŕıa, la industria de ali-



4. Determinación de la tensión de fluencia con ensayos de asentamiento 55

mentos y la industria farmacéutica entre otras áreas. Se lo utiliza como parte
de los procedimientos de rutina para el control de los materiales en estudio
permitiendo una comparación cualitativa entre distintas muestras. La com-
paración de los resultados de estos ensayos con otros materiales suele ser en
general complicada y no trival.

Algunos investigadores, [Balmforth et al., 2006; Roussel and Coussot,
2005; Dubash et al., 2009] estudiaron la dinámica del movimiento que ocurre
en el ensayo, y determinaron ciertas correlaciones entre la forma final y la
tensión de cedencia (yield stress). La tensión de cedencia τc es la mı́nima
tensión necesaria para que el material manifieste una deformación irrever-
sible y comience a fluir. Es considerada una propiedad del material y se
puede determinar mediante la utilización de herramientas convencionales de
la reoloǵıa.

Sin embargo no siempre es posible la utilización de estas herramientas
debido a sus altos costos, o porque no pueden ser llevados en salidas de
campo, o debido a que la granulometŕıa del material puede imposibilitar
el uso de reómetros convencionales. Es en estos casos donde el ensayo de
asentamiento cobra importancia, debido a que es una metodoloǵıa rápida,
sencilla y de muy bajo costo.

4.2. Teoŕıa

El comportamiento reológico de un material es determinado por una ecua-
ción que relaciona las tensiones con las deformaciones y sus derivadas respecto
al tiempo. Esta ecuación es llamada ecuación reológica del estado del mate-
rial o simplemente ecuación reológica. Los parámetros que aparecen en esta
ecuación, caracterizan al material y son denominados constantes reológicas
mientras las tensiones y deformaciones son las variables reológicas.

Considerando válidos para los materiales en estudio, tres de los postulados
propuestos por Sir George Stokes en relación al concepto de fluidez, a saber:

1. El tensor de tensiones T̃ es una función continua del tensor de ve-
locidades de deformación D, y es independiente de otras magnitudes
cinemáticas.

2. T̃ no depende expĺıcitamente de la posición (homogeneidad espacial).

3. No hay direcciones preferenciales en el espacio (isotroṕıa).

Serrin [1959] presenta la siguiente expresión que relaciona ambos tensores:

T̃ = αI + βD + γD2, (4.1)
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donde α, β y γ son funciones de los invariantes principales de D, e I la
matriz identidad. El tensor de velocidades de deformación se define como
el promedio entre el tensor gradiente de velocidades y su traspuesto. El
primer invariante del tensor de velocidades de deformación I1D es la traza
de D, o lo que es lo mismo, la divergencia del campo de velocidades. El
segundo invariante I2D se puede calcular como 1

2
(tr(D)2− tr(D2)). El tercer

invariante I3D es el determinante de D. Se señala que los valores propios del
tensor D son a su vez invariantes, y las formulaciones que puedan surgir de
la combinación de estos invariantes y los invariantes principales también son
invariantes.

Ciertos materiales sujetos a una tensión de corte, manifiestan una defor-
mación elástica pero no fluyen a menos que esta tensión supere un cierto
umbral denominado tensión de cedencia τc (constante reológica). Para ten-
siones mayores, el material presenta un comportamiento semejante al de un
fluido viscoso. La siguiente ecuación reológica es la de un material con este
comportamiento:

D = 0 τ ≤ τc,

τ =
( τc
D

+ 2µ
)

D τ > τc, (4.2)

donde τ es la tensión rasante (variable reológica), D es el ya mencionado ten-
sor de velocidades de deformación (variable reológica), D es

√
−I2D (variable

reológica) y µ es la viscosidad dinámica (constante reológica). El modelo de
cuerpo continuo de las ecuaciones 4.2 es denominado material de Bingham
[1925] y es un modelo que desarrolló Bingham basado en experimentos con
pinturas, arcillas y otras suspensiones.

Observese que en general el cociente D
D

tiende un tensor no nulo cuando
D tiende al tensor nulo, es decir cuando las velocidades de deformación del
material tienden a cero. Tomemos por ejemplo un movimiento plano de un
cuerpo incompresible (tr(D) = 0). Se puede escribir la matriz D en un
sistema de coordenadas conveniente como:

D =

 λ 0 0
0 0 0
0 0 −λ

 , (4.3)

donde λ es una magnitud que tiende a cero a medida que el material se acerca
al fin de la deformación. En este caso I2D = −λ2 por lo que el cociente
anterior tiende a:

D

D
=

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , (4.4)
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En la figura 4.1 se presenta un diagrama τ − D para un fluido viscoso
Newtoniano, un material de Bingham y un sedimento cohesivo extráıdo de
Acceso Norte, en el puerto de Montevideo analizado mediante un reómetro
Physica MCR 3011.
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Fig. 4.1: Resultados del ensayo con el reómetro Physica MCR 301 para barro de
Acceso Norte.

Se puede observar en esta figura, que el material de Acceso Norte presenta
un punto de inflexión en 20 Pa, esta tensión seŕıa la denominada τc del
material. A este estado tensional lo denominaremos estado de cedencia o de
falla.

La configuración que adopta un material visco-plástico una vez termina-
do el escurrimiento por peso propio ha sido estudiada anteriormente. Nye
[1967] estudió el deslizamiento de glaciares proponiendo un modelo de ma-
terial perfectamente plástico y determinando la solución mediante el método
de ĺıneas de falla de la teoŕıa de plasticidad. La solución propuesta por Nye
determina que la geometŕıa que adopta un material visco-plástico, próximo
al fin de su deformación, se encuentra relacionada con τc reduciéndose su
ecuación constitutiva a la de un cuerpo plástico. En la figura 4.2 se presenta

1 Datos del fabricante en http://www.nanocenter.si/en

http://www.nanocenter.si/en
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un perfil final de un ensayo de asentamiento hecho con barro de la Bah́ıa de
Montevideo.

Fig. 4.2: Geometŕıa final del ensayo de asentamiento para barro de la Bah́ıa de
Montevideo.

El modelo utilizado para la estimación de τc en el ensayo de asentamiento
fue propuesto por Murata [1984], corregido por Schowalter and Christensen
[1998] y adaptado por Pashias et al. [1996] a una geometŕıa ciĺındrica. Sin
embargo existen ciertas discrepancias entre los experimentos y los escurri-
mientos que predice la teoŕıa como señalan Roussel and Coussot [2005]. En
ese trabajo, Roussel and Coussot extienden la teoŕıa proponiendo dos reǵı-
menes de flujo distintos en función de la relación entre el radio R y la altura
H del cono deformado. Proponen soluciones anaĺıticas para dos casos asintó-
ticos, H � R y H � R. Finalmente comparan las soluciones con resultados
obtenidos mediante una simulación numérica tri-dimensional de revolución y
datos experimentales en un gran rango de τc.

Dubash et al. [2009] presenta dos modelos para determinar la forma final
de un material visco-plástico con un asentamiento bi-dimensional. Ambos
asumen que luego de finalizado el escurrimiento, todo el material se encuen-
tra en un estado tensional de falla. El primer modelo determina la forma final
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mediante la aplicación del método de las perturbaciones. En este método se
asume que la forma final del depósito tiene una altura H menor que el largo L
resultando en una relación de aspecto (ε = H

L
) baja. Este tipo de considera-

ciones permiten obtener relaciones algebraicas que tienen un rango de validez
(ε < 1). El segundo modelo presentado en ese trabajo, utiliza las ecuaciones
diferenciales del estado tensional para determinar curvas caracteŕısticas.

El método de las curvas caracteŕısticas es muy utilizado en sistemas de
ecuaciones diferenciales de dos variables independientes. Mediante cambios
de variable es posible, algunas veces, reducir el problema original a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Dubash et al. [2009] utilizó la teoŕıa de
lineas de deslizamiento y determinó las curvas caracteŕısticas para este caso.
Estas curvas son tangentes a los planos donde la tensión rasantes es máxi-
ma. El método de las curvas caracteŕısticas levanta la restricción del primer
modelo y permite la construcción de perfiles que pueden ser comparados con
perfiles reales.

Ambos modelos fueron contrastados con datos experimentales presentan-
do ciertos desv́ıos en los perfiles. El segundo modelo pone de manifiesto zonas
donde el material no se encuentra en falla. Se detectan al menos dos regio-
nes donde la deformación ocurrida no fue capaz de inducir la falla al material
(unyielded region), una próxima al eje de revolución (radios pequeños) y otra
cerca de la nariz de avance del escurrimiento (donde las alturas del perfil son
pequeñas). A continuación se presentarán los principales aspectos de la teo-
ŕıa utilizada para la interpretación de los perfiles del ensayo de asentamiento,
generalizada para un ensayo tri-dimensional de revolución.

Se estudiará el movimiento próximo al final del asentamiento. Las acele-
raciones del material serán despreciadas (a ≈ 0) en los instantes finales bajo
la hipótesis de que se trata de un movimiento cuasi-estacionario. En un sis-
tema de coordenadas ciĺındricas, las ecuaciones de balance mecánico puntual
que cumple un cuerpo continuo en reposo con simetŕıa de revolución entorno
a un eje vertical y sometido a la acción del campo gravitatorio son:

∂T̃rr
∂r̃

+
∂T̃rz
∂z̃

+
T̃rr
r̃

= 0, (4.5)

−ρg+
∂T̃rz
∂r̃

+
∂T̃zz
∂z̃

+
T̃rz
r̃

= 0, (4.6)

donde T̃rr, T̃rz y T̃zz son componentes de la matriz del tensor de tensiones T̃ ,
ρ la densidad del cuerpo, g la aceleración gravitatoria, r̃ la coordenada radial
y z̃ la coordenada vertical ascendente del sistema ciĺındrico. Observese que se
omitió la componente tangencial del balance puntual como las componentes
T̃rθ y T̃zθ de T̃ debido a la hipótesis de la geometŕıa de revolución. La relación
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que mantiene el tensor de tensiones con el gradiente de deformaciones, puede
ser generalizado mediante la siguiente expresión:

T̃ = −p̃I + F(D), (4.7)

donde p̃ es el campo de presiones, I es la matriz identidad y F es una fun-
ción que relaciona el gradiente de deformaciones con el tensor de tensiones
desviatorio, es decir el tensor de tensiones menos el tensor esférico. En nues-
tro caso, la transformación F debe cumplir ciertas condiciones puesto que
nuestro material de estudio manifiesta el estado de cedencia. Trabajaremos
con transformaciones que preserven proporcionalidad directa entre el tensor
de tensiones desviatorio y D simplificando la expresión propuesta por Serrin
en la ecuación 4.1. Se observa que el material de Bingham cumple con esta
condición.

Asumiremos un movimiento incompresible del material, por lo tanto tr(F (D))
es cero. Se buscarán soluciones donde la tensión normal al plano radial es
nula. Podemos reescribir las ecuaciones de balance mecánico de la siguiente
forma:

−∂p̃
∂r̃

+
∂F̃rr
∂r̃

+
∂F̃rz
∂z̃

+
F̃rr
r̃

= 0, (4.8)

−ρg−∂p̃
∂z̃

+
∂F̃rz
∂r̃
− ∂F̃rr

∂z̃
+
F̃rz
r̃

= 0, (4.9)

donde F̃rr y F̃rz son las componentes de la transformación F . Aqúı se uti-
lizó el hecho de que F̃rr + F̃zz = 0. Si consideramos que todo el material
se encuentra en el estado de falla, se puede deducir que existe una tercer
ecuación que deben cumplir las incógnitas. von Mises [1913] en su teoŕıa de
la enerǵıa de distorsión máxima, determina un criterio de falla por fluencia
para materiales isótropos. El diagrama de Mohr presentado en la figura 4.3,
permite resumir el estado tensional en un ćırculo en el espacio τ − σ donde
σ es la tensión normal. De este diagrama se puede observar que:

F̃rr
2

+ F̃rz
2

= τ 2c . (4.10)

Con la ecuación 4.10, se obtiene un sistema de tres ecuaciones para las
tres incógnitas del problema (p̃, F̃rr y F̃rz). La condición de borde dinámica

que impone la atmósfera en la superficie libre del material h̃ nos brinda dos
ecuaciones no triviales para la tensión en el plano tangente a la superficie de
contacto aire-material (una para la tensión normal y otra para la rasante en
el plano radial). Asumiendo un campo de presiones atmosféricas uniforme
(su variación en 10 cm es de 1,22 Pa) es posible trabajar con un campo de
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Fig. 4.3: Ćırculo de Mohr para un en estado de cedencia.

presiones p̃ manométricas en la masa. Con el fin de simplificar la notación,

llamaremos h̃′ a la derivada de h̃ respecto a r̃ (o sea a h̃′ = dh̃
dr̃

). Notese que

h̃ sólo puede depender de r̃. Observando que −h̃′er + ez es un vector normal
a la superficie de revolución con generatriz h̃, la condición en z̃ = h̃ queda:

−F̃rrh̃′ + F̃rz + p̃h̃′ = 0, (4.11)

F̃rzh̃′ + F̃rr + p̃ = 0, (4.12)

La condición de borde impuesta por el plano sobre el que reposa el depó-
sito, es aún muy discutida. Con argumentos de adherencia durante el escurri-
miento, diversos autores [Nye, Roussel and Coussot y Dubash et al.] sugieren
que ese plano es de máxima tensión rasante (en nuestro caso τmax = τc en el
reposo), o sea es un plano de falla. Se realizaron una serie de ensayos con el
fin de determinar la influencia de la condición del plano horizontal en el perfil.
Para este estudio se trabajó con: acŕılico previamente mojado (buscando un
plano bien lubricado); acŕılico seco; acŕılico con una capa de unos miĺımetros
del material a ensayar; y acŕılico forrado de una tela plástica muy porosa.
Si bien estas distintas condiciones tienen una influencia directa en la forma
final del ensayo (radio máximo y asentamiento final), no se encontraron di-
ferencias al calcular la τc a partir de los perfiles de los distintos ensayos. Se
asumirá por lo tanto, que el plano horizontal actúa como un plano de falla
en la región de interés resultando entonces para z̃ = 0:

F̃rz = τc. (4.13)

Se eligieron escalas convenientes de manera de adimensionalizar las ecua-
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ciones del problema.

F̃rr = τcFrr, F̃rz = τcFrz, p̃ = ρgHp,

h̃ = Hh, r̃ = Rr, z̃ = Hz,
(4.14)

donde H y R son la altura y el radio representativos del depósito y Frr, Frz,
p, h, r y z son las magnitudes adimensionales. Podemos escribir entonces, el
el sistema de ecuaciones adimensional de la siguiente manera:

τc
ρgH

H

R

∂Frr
∂r

+
τc
ρgH

Frz
∂z

+
τc
ρgH

H

R

Frr
r
− H

R

∂p

∂r
= 0, (4.15)

τc
ρgH

H

R

∂Frz
∂r
− τc
ρgH

Frr
∂z

+
τc
ρgH

H

R

Frz
r
− ∂p

∂z
− 1 = 0, (4.16)

F 2
rr + F 2

rz = 1. (4.17)

Las condiciones de borde en z = h resultan:

− τc
ρgH

H

R
Frrh

′ +
τc
ρgH

Frz +
H

R
ph′ = 0, (4.18)

τc
ρgH

H

R
Frzh

′ +
τc
ρgH

Frr + p = 0, (4.19)

y en z = 0:

Frz = 1. (4.20)

Si se realiza un balance mecánico a la mitad del material deformado (ver
figura 4.4) proyectado según la normal del plano de corte radial ~n, y se
desprecia la acción del tensor de tensiones desviatorio en la superficie vertical,
es posible determinar que:

∫ π

0

∫ R

0

τc sin(θ)rdrdθ = 2

∫ R

0

∫ h(r)

0

ρgzdzdr. (4.21)

La primer integral doble es τcR
2 mientras que la segunda integral se puede

reducir a:

ρg

∫ R

0

h2dr. (4.22)

Si se elige una altura conveniente H es posible escribir la integral anterior
como ρgH2R. Por lo tanto, podemos escribir que H

R
∼ τc

ρgH
∼ ε siendo ε un

parámetro del problema que se asumirá pequeño. Eventualmente será posible
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Fig. 4.4: Esquema de las fuerzas horizontales.

aplicar el análisis de perturbación para obtener una aproximación anaĺıtica a
la solución de este sistema de ecuaciones. Como ejemplo, en el último ensayo
presentado en la sección 4.4, H = 2 cm, R = 15 cm, ρ = 1650 kg/m3 y τc
= 50 Pa se obtiene que H

R
= 0,13 y τc

ρgH
= 0,15. De esta manera, agrupando

algunos términos, las ecuaciones adimensionales quedan:

ε
1

r

∂(rFrr)

∂r
+

∂Frz
∂z
− ∂p

∂r
= 0, (4.23)

ε2
1

r

∂(rFrz)

∂r
− ε∂Frr

∂z
− ∂p

∂z
− 1 = 0, (4.24)

F 2
rr + F 2

rz = 1, (4.25)

las ecuaciones de borde en z = h:

−εFrrh′ + Frz + ph′ = 0, (4.26)

ε2Frzh
′ + εFrr + p = 0, (4.27)

y en z = 0 se mantiene:

Frz = 1. (4.28)

Expandiendo las incógnitas en series de funciones multiplicadas por po-
tencias de ε tenemos que:

p = p0 + εp1 +O(ε2), (4.29)

Frr = Frr0 + εFrr1 +O(ε2), (4.30)

Frz = Frz0 + εFrz1 +O(ε2), (4.31)
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donde pn, Frrn y Frzn son denominados los términos de orden n-ésimo de p,
Frr y Frz respectivamente. Este procedimiento es denominado el análisis de
perturbación Mei [1997]. Consiste en ir resolviendo los distintos sistemas de
ecuaciones que plantean los distintos órdenes de manera progresiva. Primero
se resuelve el orden cero (ε = 0), luego utilizando los resultados obtenidos,
se procede a resolver el orden ε, aśı sucesivamente hasta obtener el orden de
aproximación deseado.

En nuestro caso, el sistema de ecuaciones para el orden cero resulta:

∂Frz0
∂z

− ∂p0
∂r

= 0, (4.32)

−∂p0
∂z
− 1 = 0, (4.33)

F 2
rr0 + F 2

rz0 = 1, (4.34)

con las ecuaciones de borde en z = h:

Frz0 + p0h
′ = 0, (4.35)

p0 = 0, (4.36)

y en z = 0 se mantiene:

Frz0 = 1. (4.37)

Nótese que al tomar los términos de orden 0 las derivadas respecto al
radio Frr y Frz no aparecen en las ecuaciones a resolver, esto hará que estas
funciones dependan de r indirectamente a travez de la condición de borde
z = h(r).

Utilizando la ecuación 4.33 e imponiendo la condición de borde 4.36 se
halla p0:

p0 = h− z. (4.38)

Con la ecuación 4.32 y la condición de borde 4.35 es posible hallar Frz0:

Frz0 = h′ (z − h) . (4.39)

Finalmente podemos imponer la condición de borde en z = 0:

Frz0 +O(ε) = 1. (4.40)

Imponiendo las soluciones que hallamos, haciendo un desarrollo de h en
series de potencias (h = h0 + εh1 +O(ε2)), para el orden cero resulta:

1 =− 1

2

(
h20
)′
. (4.41)



4. Determinación de la tensión de fluencia con ensayos de asentamiento 65

Para ε = 0, imponiendo la condición de que en r = 0, 5 h0 = 1, queda que:

h20 = 2(1− r). (4.42)

Esta condición de borde es arbitraria y está asociada a la elección arbitraria
del origen de r y de la escala vertical H tal que h(r = 1/2) = 1. Se observa
que la solución hallada verifica h(r = 1) = 0 aunque como se puede ver en el
apéndice final esta condición de borde interna no puede ser impuesta en esta
solución externa del problema. Entonces, la formulación del perfil final de la
teoŕıa desarrollada a orden cero, que adopta el material es:

h̃0
2

=
2τc
ρg

(R− r̃). (4.43)

4.3. Implementación

La solución hallada en la teoŕıa propuesta tiene un rango de validez R�
H. Algunos autores [Roussel and Coussot; Dubash et al.] sugieren analizar
este rango como una limitación global, es decir estudiar el cociente entre el
asentamiento total y su máximo radio. De esta manera quedaŕıan fuera de
la teoŕıa, ensayos donde el asentamiento fue muy pequeño. En el presente
trabajo, se sugiere que puede ser aplicado a un ensayo de asentamiento donde
lo que se busca es la zona de cuerpo deformado que mantiene una relación
r � h(r). Si bien es probable que (en función de la reoloǵıa del material y
el volumen ensayado) muchos ensayos no posean esta zona, esta condición es
menos restrictiva en cuanto a los ensayos que quedan fuera de la teoŕıa. A
la zona donde las hipótesis necesarias para desarrollar la teoŕıa anterior se
cumplen razonablemente, la denominaremos zona de validez.

De existir esta zona (alejada del centro y del borde del cono deformado),
donde se cumplan las hipótesis propuestas en la teoŕıa, podŕıamos ajustar el
perfil medido con los que predice la teoŕıa de manera de realizar la determi-
nación de τc.

En este trabajo proponemos la medición de este perfil y la comparación
con los resultados de un reómetro para el mismo material en un amplio rango
de casos. Se señala que lo fundamental en la idea propuesta, es una medición
del perfil que sea no solo precisa sino que tenga una buena discretización.

Estas mediciones fueron realizadas mediante la utilización de una cámara
fotográfica y una chapa metálica cuadriculada con borde recto. Básicamente
se realiza un corte radial con la chapa metálica mojada (de manera de reducir
las deformaciones del material con la chapa) y se saca una foto al perfil
adyacente al corte. Luego, se realiza una rectificación de la proyección de
la foto. Esta rectificación consiste en ubicar cuatro puntos pertenecientes al
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plano sobre el cual se va a proyectar la imagen. Conociendo las distancias
entre los puntos es posible determinar una transformación lineal que rectifique
la proyección obteniendo una imagen donde la chapa metálica pertenece a
un plano perpendicular a la foto. En nuestro caso, estos puntos forman
parte de la cuadŕıcula dibujada en la chapa. De esta forma se evitan errores
sistemáticos propios del ángulo con que es sacada la foto. En la figura 4.5 se
presenta un ejemplo de esta rectificación.

Fig. 4.5: A la izquierda la foto sacada al ensayo. A la derecha la foto proyectada
para relevar el perfil.

Una vez realizada la rectificación, se digitaliza el perfil de corte y se
selecciona una zona del perfil, donde se realizará un ajuste mediante mı́nimos
cuadrados del perfil teórico propuesto en la fórmula 4.43. De esta manera es
posible determinar el τc

ρg
. Finalmente, con la determinación de ρ es posible

estimar τc. En la figura
Se observa que la metodoloǵıa preserva cierta sencillez, ya que se utilizan

herramientas que son fáciles de transportar pudiendo ser llevadas a campañas
de medición sin mayores inconvenientes.

4.4. Experimentos

Se realizaron en las instalaciones del IMFIA una serie de ensayos de asen-
tamiento con el material cohesivo utilizado en los experimentos del caṕıtulo
2. Fueron realizados ensayos de distintas mezclas de este material con agua
obteniéndose una serie de ensayos para diversas densidades. Se llenaron tubos
de PVC de 10 cm de alto y 3 3

4
pulgadas (9,5 cm) de diámetro interno.

Paralelamente al ensayo de asentamiento, se realizaron mediciones con
un reómetro DV-III ULTRA2. Estas mediciones se realizaron con muestras

2 Datos del fabricante en http://www.brookfieldengineering.com

http://www.brookfieldengineering.com
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de la misma mezcla y permitieron otra estimación de τc. De esta forma es
posible realizar comparaciones de τc determinadas a partir de dos ensayos
completamente distintos.

Existen diversos ensayos para la estimación de τc con un reómetro. En
la figura 4.6 se presenta un esquema extráıdo del reporte MAST-G6M [1993]
que resume las principales metodoloǵıas para su determinación.

Fig. 4.6: Fuente MAST-G6M.

En la figura 4.6 γ̇ es igual a 2D. Para esta comparación se utilizó la
definición τ6 propuesta por Migniot and Hamm [1990]. La estimación de τc
fue realizada mediante el análisis de un ensayo a bajas revoluciones (0,05
rpm) utilizando una paleta tipo cruceta, con 2,535 cm de alto y 1,267 cm
de diámetro. En la figura 4.7 se observa a la derecha un foto del ensayo de
asentamiento y a la izquierda una foto del reómetro.

En este ensayo a velocidad constante, el reómetro registra el momento
que realiza el material a la pala. Con esta medida, conociendo la geometŕıa
de la pala y realizando ciertas hipótesis de la superficie de deslizamiento,
es posible estimar una tensión media en esta superficie. En la figura 4.8 se
muestra el resultado de uno de los ensayos.
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Fig. 4.7: Fotos del ensayo de asentamiento (izquierda) y del ensayo con el reómetro
DV-III ULTRA (derecha).

Migniot and Hamm [1990] sugieren que la máxima tensión alcanzada en
este ensayo, es una buena estimación de τc. Previo a alcanzar dicha tensión, se
observa un crecimiento lineal en el tiempo. En función del estado tensional del
material al inicio del ensayo, la pala tiene que realizar un trabajo de manera
de inducir a la masa el estado tensional de cedencia. El comportamiento que
se observa en los primeros instantes, se asemeja a la respuesta que tendŕıa
un material elástico.

4.5. Resultados

En la figura 4.9 se observa una gráfica de los perfiles de los diez ensayos.
Los datos presentan un buen ajuste para valores de ρg(R−r̃)

τc
entre 0,5 y 6 en

la mayoŕıa de los perfiles siendo una longitud horizontal (para los ensayos
realizados) entre 2 y 3 cm. Este rango puede ser considerado como la región
de validez para estos ensayos. Se observa que los ensayos con densidades
entre 1639 y 1691 kg/m3 (ensayos intermedios) tienen una mayor región de

validez, mientras que los otros tiene desviaciones para valores de ρg(R−r̃)
τc

entre
0 y 0,5 (cerca a la nariz del perfil) y para valores mayores a 4. Aqúı se ponen
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Fig. 4.8: A la izquierda un esquema de la paleta utilizada en los ensayos con el
reómetro. A la derecha el resultado del ensayo ρ = 1639 kg/m3 y τc =
40 Pa.

de manifiesto las regiones donde las hipótesis de la teoŕıa no se verifican.
Finalmente, en la figura 4.10 se presenta una comparación entre los re-

sultados obtenidos con el reómetro y el las tensiones obtenidas para cada
ensayo. Se observa una desviación sistemática entre ambos ensayos de 10
Pa.

Por otro lado, para τc menores a 50 Pa en el ensayo de asentamiento, los
ensayos pueden presentar otro apartamiento con los valores medidos con el
reómetro. En estos ensayos puede no ser válida la hipótesis de que el movi-
miento es cuasi-estacionario, es decir que las aceleraciones son despreciables.
En estos casos, en cuestión de 1 segundo la masa se desplazaba cerca de 14
cm. Si realizamos un cálculo rápido de las tensiones de inercia t́ıpicas (ρv2)
con densidades de 1640 kg/m3 obtenemos un valor de 32 Pa siendo un tér-
mino no despreciable frente a los 50 Pa. Si el material ensayado presenta el
mismo asentamiento, pero en un tiempo mayor (por ejemplo con materiales
más viscosos) o se utilizara un cilindro más pequeño (como el ensayo del
mini-cono) es de esperar que la hipótesis de movimiento cuasi-estacionario
vuelva a tener validez.

Se observa también, que en el ensayo con un τc del reómetro de 80 Pa, el
valor de τc del ensayo de asentamiento es próximo a 110 Pa, siendo este ensayo
el que presenta las mayores diferencias. Se recuerda que ambas medidas
no fueron realizadas exactamente con la misma muestra, pudiendo existir
problemas en el mezclado que repercutan en el resultado final ya que seŕıan
dos muestras con un comportamiento reológico distinto.
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Fig. 4.9: Perfiles adimensionales de los ensayos de asentamiento. En la leyenda se
puede observar el par ordenado densidad en kg/m3 y tensión de cedencia
en Pa (ρ ; τc)

4.6. Conclusiones

El método propuesto presenta una buena correlación con valores de τc
determinados mediante un reómetro mostrando ser una metodoloǵıa de gran
exactitud.

Levanta las restricciones que tienen las medidas del asentamiento total
o radio máximo, ampliando el rango de aplicación. No presenta el sesgo
que origina en las medidas globales, la condición del plano sobre el cual se
desarrolla el escurrimiento. De esta manera demuestra ser una metodoloǵıa
de buena precisión.

Es una metodoloǵıa sencilla, de bajo costo y que puede realizarse, por
ejemplo, en campañas de campo para determinación de la τc in situ. También
puede ser aplicada a materiales que, debido a su granulometŕıa, no pueden
ser ensayados en reómetros convencionales.
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Fig. 4.10: Comparación de τc obtenida mediante el reómetro (eje de las abscisas)
y mediante los ensayos de asentamiento (eje de las ordenadas).

Apéndice

En este apéndice se presenta el desarrollo a orden ε del problema plantea-
do en la sección 4.2 utilizando el método de las perturbaciones. En particular
se muestra que el método regular de las perturbaciones (método utilizado)
no permite resolver el problema en la cercańıa inmediata de la nariz del de-
pósito. En esta zona “interna” las derivadas respecto a r toman valores muy
elevados que hace que los términos asociadas con ellas no puedan ser depre-
ciados. Pareceŕıa ser necesario realizar un análisis de perturbaciones singular
para resolver adecuadamente la zona cercana a la nariz, hemos preferido sin
embargo no resolver esta zona y limitarnos a la resolución de la zona “exter-
na” más o menos alejada de la nariz ya que en dicha zona es donde todo el
material puede considerarse en falla y tienen validez las ecuaciones generales
estudiadas.

Retomando el desarrollo de orden cero desde la ecuación 4.39, es posible
determinar Frr0 como:

Frr0 =

√
1− (h′ (z − h))2. (4.44)
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Fig. 4.11: Perfil medido (o) y perfil ajustado para el ensayo ρ = 1684 kg/m3 y
τc = 88 Pa. Entre ĺıneas punteadas se puede observar la región utilizada
para hacer el ajuste.

Se escogió la ráız positiva debido a que en los últimos instantes, la derivada
parcial respecto a z̃ de la componente vertical de la velocidad Uz (∂Uz

∂z̃
) es

necesariamente negativa (desciende en el interior y tiene como condición de
borde Uz = 0 en z = 0). Esta derivada parcial es opuesta a ∂Ur

∂r̃
, debido a que

el movimiento es incompresible, siendo esta última derivada proporcional a
Frr por hipótesis.

Para el orden ε, el sistema de ecuaciones resulta:

1

r

∂(rFrr0)

∂r
+
∂Frz1
∂z

− ∂p1
∂r

= 0, (4.45)

−∂Frr0
∂z
− ∂p1

∂z
= 0, (4.46)

Frr0Frr1 + Frz0Frz1 = 0, (4.47)

con las condiciones de borde en z = h:

−Frr0h′ + Frz1 + p1h
′ = 0, (4.48)

Frr0 + p1 = 0, (4.49)

y en z = 0:

Frz1 = 0. (4.50)
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Utilizando la ecuación 4.46 se puede determinar que:

p1 = −
√

1− (h′(z − h))2. (4.51)

La ecuación 4.45 permite determinar:

∂Frz1
∂z

= − 2√
r

∂

∂r

(√
r

√
1− (h′(z − h))2

)
. (4.52)

Utilizando la condición de borde 4.48 se puede determinar que:

Frz1 = − 2√
r

∂

∂r

√rh′(z − h)
√

1− (h′(z − h))2 + arcsin (h′(z − h))

h′

 .

(4.53)

Finalmente podemos imponer la condición de borde en z = 0:

Frz0 + εFrz1 +O(ε2) = 1. (4.54)

Con las soluciones que hallamos, haciendo un desarrollo de h en series de
potencias (h = h0 + εh1 +O(ε2)) resulta:

1 =− 1

2

(
h20
)′ − ...

...− ε

(
(h0h1)

′ +
2√
r

∂

∂r

(
√
r
−h0h′0

√
1− (h0h′0)

2 − arcsin(h0h
′
0)

h′0

))
.

(4.55)

Para el orden ε:

h1 = π

(
2 +

1√
1− r

(
A+

1

2
ln

(
1−
√

1− r
1 +
√

1− r

)))
. (4.56)

Imponiendo la condición de borde que en r = 0, 5 h1 = 0, el A es -0,5328.
Se puede observar que la solución hallada en este caso, diverge cuando r
tiende a 1. Este inconveniente está asociado a haber despreciado las derivadas
de Frr y Frz por considerarlas pequeñas, lo que claramente no es cierto en
la cercańıa de la nariz del depósito. Por tanto en la cercańıa de la nariz lo
solución hallada no es aplicable.

Este tipo de problemas está dentro de los denominados problemas singu-
lares y surgen cuando exite una “capa ĺımite” o zona interna donde la fución
buscada, o alguna de sus derivadas, cambia rápidamente. Para la determina-
ción de la solución se suele aplicar el método de las perturbaciones singulares.
Esté método sugiere el escalamiento de las variables, ya no con escalas exter-
nas (como H y R) sino mediante escalas internas asociadas al parámetro ε.
El problema de fondo tiene que ver con el hecho de que una sola escala, no
es un buen escalamiento para todo el dominio.
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