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Prefa
ioEl objetivo de la presente Tesis es el de estudiar apli
a
iones de t�e
ni
as de Control No Lin-eal para lograr la estabilidad de un sistema no lineal. Para el logro de di
ho objetivo ser�ane
esario realizar estudios tendientes a 
ubrir algunas �areas b�asi
as de Control No Lineal no
ontempladas en los estudios de grado. Las distintas t�e
ni
as que se estudiar�an se apli
ar�ansobre un sistema f��si
o 
on
reto.El Control No Lineal ha sido estudiado intensamente desde el 
omienzo mismo de la Teor��ade Control. In
luso los modelos f��si
os m�as sen
illos son no lineales, lo 
ual ha motivado lab�usqueda de estrategias de 
ontrol que 
ontemplen las no linealidades y las utili
en para lograrel desempe~no deseado.Una de las herramientas m�as �utiles para estudiar la estabilidad de sistemas de 
ontrol, lin-eales o no, es la Teor��a de Liapunov para sistemas din�ami
os, formulada por el matem�ati
oruso en 1892. En general, la prin
ipal preo
upa
i�on del Ingeniero de Control es la estabilidaddel sistema a estudio y por eso siempre se est�a en la b�usqueda de una fun
i�on de Liapunov.El estudio de sistemas no lineales es muy 
omplejo, lo 
ual motiv�o que se estudiaran m�as enprofundidad los modelos lineales, obtenidos por medio de simpli�
a
iones en el modelo f��si
o opor linealiza
i�on del sistema no lineal en torno a una 
ondi
i�on de fun
ionamiento. El proble-ma de Control Lineal ha sido ampliamente estudiado1. La linealidad determina un �ambito detrabajo 
omprensible, visualizable y relativamente simple. Cuando se quiere dar el salto ha
ialos sistemas no lineales surgen naturalmente los enfoques presentados en los 
ap��tulos 6 y 7, elsegundo de m�as 
omplejidad que el primero. Estos enfoques bus
an extender al 
aso no lineal,de manera relativamente simple, algunas t�e
ni
as lineales de 
ontrol.La presente Tesis se organiza en dos partes. La primera parte introdu
e un 
onjunto de Teor��asb�asi
as de enorme importan
ia en el Control No Lineal. La segunda parte presenta un sistemaf��si
o 
on
reto y des
ribe la apli
a
i�on al mismo de varias t�e
ni
as de 
ontrol.Se presume que el le
tor tiene 
ono
imientos de la Teor��a de Control para Sistemas Lineales.Si no es el 
aso, una buena introdu

i�on a la misma puede en
ontrarse en las siguientes refer-en
ias: [Kha96, Kuo96, Kai80, Zho97℄, que son textos de 
ursos de grado o posgrado en 
ontrollineal.1Los trabajos de investiga
i�on de hoy d��a en sistemas lineales se orientan en general a extender los resultados
ono
idos al 
aso de sistemas lineales perturbados [Zho97℄.viii



El 
ap��tulo 1 es una introdu

i�on a los sistemas no lineales. Se presentan aqu�� los prin
i-pales 
on
eptos, la nomen
latura b�asi
a, las similitudes 
on el 
aso lineal y las propiedadesinherentes a los sistemas no lineales.El 
ap��tulo 2 presenta la denominada Teor��a de Liapunov, vin
ulada 
on el 
on
epto de es-tabilidad de e
ua
iones diferen
iales ordinarias y su apli
a
i�on a la Teor��a de Control. Laimportan
ia de esta Teor��a en el Control No Lineal es enorme, y pr�a
ti
amente todas last�e
ni
as de 
ontrol para estabilizar sistemas se basan en en
ontrar y ha
er uso de una fun
i�onde Liapunov. Este 
ap��tulo pretende ser auto
ontenido e introdu
e 
on
eptos b�asi
os, que engeneral son vistos en 
ursos elementales de e
ua
iones diferen
iales, y 
on
eptos m�as avanzados,
omo los Teoremas Re
��pro
os y el estudio de sistemas perturbados.El 
ap��tulo 3 introdu
e el Control �Optimo, que es una apli
a
i�on al Control de 
on
eptosde la optimiza
i�on fun
ional, 
uyos or��genes se remontan al siglo XVII. Mu
has l��neas a
tualesde investiga
i�on en Control No Lineal se enmar
an en el Control �Optimo, 
omo por ejemplo elControl Predi
tivo por Modelo (MPC). Es fre
uente enfrentarse a la ne
esidad de 
ontrolar unsistema no lineal en presen
ia de un 
onjunto de restri

iones (
omo por ejemplo una a
ota
i�onde la energ��a o la amplitud de la a

i�on de 
ontrol), minimizando un determinado 
osto (eltiempo empleado, la energ��a 
onsumida, et
.).El 
ap��tulo 4 presenta un 
ambio muy importante 
on respe
to a los anteriores. Introdu
eel 
on
epto de Linealiza
i�on Exa
ta y su apli
a
i�on a los sistemas de 
ontrol. La idea es muysen
illa y 
onsiste en en
ontrar 
ondi
iones ne
esarias y/o su�
ientes para que existan un 
am-bio de 
oordenadas y una realimenta
i�on de estados que determinen que la des
rip
i�on delsistema en las nuevas variables sea lo m�as lineal posible. Las herramientas matem�ati
as involu-
radas aqu�� se toman de la Geometr��a y la Topolog��a Diferen
ial y requieren la introdu

i�onde un 
onjunto de 
on
eptos y teoremas que normalmente no se manejan a nivel de los 
ursosde grado. La Linealiza
i�on Exa
ta sirve de base hoy a numerosos trabajos de investiga
i�on. Laprin
ipal base te�ori
a de esta l��nea es el Teorema de Frobenius. La demostra
i�on del mismojunto 
on algunos ejemplos de su apli
a
i�on a sistemas de 
ontrol se presentan en forma auto-
ontenida en el Ap�endi
e A.El 
ap��tulo 5 abre la segunda parte de esta Tesis y des
ribe un sistema f��si
o sobre el 
ualse apli
ar�an diferentes t�e
ni
as de Control No Lineal. Di
ho sistema 
onsiste en una turbina
on aletas que permiten dire

ionar la salida del aire propulsado y que est�a sujeta a un soportede tres grados de libertad. Es un modelo a es
ala que permite re
rear, a nivel de laboratorio,din�ami
as propias de aviones a propulsi�on. Un ejemplar de este dispositivo se en
uentra en elInstituto Te
nol�ogi
o de California (Calte
h), lugar donde reali
�e una pasant��a en el mar
o demis estudios de Maestr��a, �nan
iado 
onjuntamente por la Universidad de la Rep�ubli
a y elCalte
h. All�� fue donde el Prof. John Doyle sugiri�o la idea de apli
ar diferentes t�e
ni
as a di
hosistema 
omo parte del trabajo de la presente Tesis. El objetivo de 
ontrol elegido ha sido el dela estabiliza
i�on del sistema mediante realimenta
i�on de estados. Se dise~nar�an 
ontroladoresutilizando las t�e
ni
as presentadas y se simular�an las respuestas del sistema realimentado para
uatro 
ondi
iones ini
iales diferentes que representan distintos niveles de exigen
ia. Si bien
ix



el objetivo de este trabajo no es el de 
omparar las diferentes t�e
ni
as ni determinar 
u�al esmejor o peor, introdu
iremos un 
osto aso
iado a 
ada a

i�on de 
ontrol. En el 
ap��tulo 9 sepresenta un 
uadro 
omparativo de los 
ostos obtenidos para 
ada 
ontrolador utilizado y 
ada
ondi
i�on ini
ial testeada.El 
ap��tulo 6 muestra la apli
a
i�on de la t�e
ni
a de linealiza
i�on al problema 
onsideradoen el 
ap��tulo anterior. Se pretende solu
ionar el problema 
on una realimenta
i�on de estadosest�ati
a. Esta t�e
ni
a es sen
illa de apli
ar pero se veri�
a en este 
aso que no solu
iona 
omple-tamente el problema, ya que para algunas de las 
ondi
iones ini
iales de testeo las traye
toriasobtenidas divergen.En el 
ap��tulo 7 se presenta una t�e
ni
a de 
ontrol que se apli
a a los denominados sistemaslineales dependientes de un par�ametro (LPV), por lo que en primer lugar hay que obteneruna expresi�on de esas 
ara
ter��sti
as para el sistema a estudio y luego apli
ar la t�e
ni
a. Serealiza una utiliza
i�on importante de las denominadas desigualdades matri
iales lineales (LMI).En el 
ap��tulo 8 se bus
a linealizar el sistema, en
ontrando un 
ambio de 
oordenadas ade-
uado, siguiendo la l��nea presentada en el 
ap��tulo 4. Una vez obtenida la linealiza
i�on, que noes total en este 
aso, se muestra la apli
a
i�on de t�e
ni
as lineales de 
ontrol sobre el sistemaen las nuevas variables (en realidad, se obtienen leyes de 
ontrol no lineales en las variablesoriginales).Finalmente se presentan algunas 
on
lusiones en el 
ap��tulo 9 y se muestran los diferentes
ostos obtenidos para 
ada una de las a

iones de 
ontrol apli
adas.

x
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Cap��tulo 1Sistemas No Lineales1.1 >Qu�e es un sistema no lineal?El 
on
epto de sistema es un tanto vago, y su utiliza
i�on es muy variada. Con este t�ermino nosreferimos a un 
onjunto heterog�eneo de entidades: sistemas f��si
os, sistemas pol��ti
os, sistemase
on�omi
os, et
. A los efe
tos de esta tesis, utilizaremos la de�ni
i�on est�andar de un 
onjuntode entes ligados por una rela
i�on. Los entes que 
onsideraremos son los siguientes: un primer
onjunto de se~nales que llamaremos entradas, que podemos manipular a voluntad; un segundo
onjunto que llamaremos estados; una rela
i�on fun
ional entre ambos 
onjuntos, que a 
adase~nal de entrada le aso
ia un determinado estado. Por el t�ermino se~nal entendemos una fun
i�onde dominio la semirre
ta real positiva (el tiempo) y re
orrido en Rn para alg�un n � 1 natural.Un tratamiento 
ompleto del 
on
epto de sistema puede en
ontrarse en [Oga80, Can77, Kuo96℄.Normalmente, para el 
aso en que estemos estudiando sistemas f��si
os, la rela
i�on entre laentrada y el estado estar�a dada por una e
ua
i�on diferen
ial, que es nuestra representa
i�onmatem�ati
a de los fen�omenos f��si
os que se produ
en. Nuestra entrada ser�a la ex
ita
i�on de lae
ua
i�on diferen
ial y el estado ser�a la solu
i�on parti
ular de la misma. Est�a 
laro que para
ono
er el estado, adem�as de la entrada, es ne
esario 
ono
er las 
ondi
iones ini
iales, lo 
ualnos lleva al 
on
epto tradi
ional de estado del sistema. Una de�ni
i�on formal del 
on
epto deestado requiere introdu
ir los 
on
eptos de 
ausalidad, 
on
atena
i�on de entradas y 
lases deequivalen
ia y puede en
ontrarse en [Can77, Kuo96℄.Los sistemas que estudiaremos presentan la siguiente des
rip
i�on_x = f(t; x; u) (1.1)siendo t 2 [0; +1) = R+ la variable temporal, x 2 Rn el ve
tor de estados del sistema (quetomaremos 
omo salida), u 2 Rm el ve
tor de entradas y f : R+ �Rn �Rm !Rn la fun
i�onque gobierna la e
ua
i�on diferen
ial (1.1) que des
ribe el sistema. Controlar el sistema signi�
aen
ontrar una fun
i�on u : R+ ! Rm que determine que el sistema tenga las propiedadesdeseadas. Una vez que hemos de�nido la a

i�on de 
ontrol u(t), el sistema puede des
ribirsepor la e
ua
i�on _x = f(t; x; u(t)) = ~f(t; x) (1.2)
3



4 1. SISTEMAS NO LINEALESA 
ontinua
i�on estudiaremos algunos 
on
eptos generales de los sistemas "sin entradas"(o 
onentradas ya de�nidas).Denotaremos por x(t; to; xo) a la traye
toria solu
i�on del sistema (1.2) evaluada en el instantet, que para t = to pasa por el punto xo, o sea que x(to; to; xo) = xo. No entraremos en el detallede las 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la existen
ia y uni
idad de las solu
iones, quepueden en
ontrarse en [Kha96, Vid93, Arn74, Kat95℄. Asumiremos que las mismas se 
umplen1.La traye
toria puede verse 
omo un mapa x : R+ � R+ � Rn ! Rn. Supondremos quedi
ha fun
i�on es 
ontinua y diferen
iable respe
to de 
ada una de sus variables. El 
onjunto detraye
torias de (1.2) se denomina 
ujo del sistema din�ami
o.Para el 
aso en que el tiempo ini
ial est�e sobreentendido o no sea un dato relevante (porejemplo, para el 
aso de sistemas aut�onomos), simpli�
aremos la nota
i�on y usaremos x(t; xo)para las traye
torias. Eventualmente pres
indiremos tambi�en de la 
ondi
i�on ini
ial xo.Llamaremos punto �jo del sistema (1.2) a todo xo 2 Rn que 
umpla quex(t; to; xo) = xo ; 8t � toEstos puntos veri�
an que ~f(t; x) = 0, 8t � to. Los puntos �jos del sistema son importantesporque impli
an un 
omportamiento 
ono
ido del sistema. En mu
has o
asiones nuestro ob-jetivo de 
ontrol puede ser el llevar el sistema a las 
er
an��as de un punto �jo, o en
ontrar laa

i�on de 
ontrol que transforme nuestras 
ondi
iones de fun
ionamiento deseadas en un punto�jo del sistema para luego movernos ha
ia all��. Si nuestro objetivo es seguir una determinada
urva en el espa
io Rn, mediante un 
ambio de variable podemos transformar di
ha 
urva enun punto �jo del nuevo sistema resultante, por lo que de aqu�� en m�as nos referiremos simple-mente a puntos �jos, teniendo en 
uenta que nos estamos re�riendo tambi�en a traye
torias �jas.Fre
uentemente la expresi�on (1.1) puede es
ribirse as��_x = f(t; x) + g(t; x)u (1.3)La e
ua
i�on anterior es af��n en el ve
tor de entradas u. Expresiones de este tipo apare
en ales
ribir las e
ua
iones din�ami
as de un sistema f��si
o a
tuado por fuerzas externas, 
omo pesoso torques (ver 
ap��tulo 5), por lo que haremos referen
ias fre
uentes a esta 
lase de sistemas.1.2 Clasi�
a
i�on de sistemasSeg�un las 
ara
ter��sti
as de la fun
i�on f , los sistemas se 
lasi�
an en lineales y no lineales,y en aut�onomos y no aut�onomos.1Una 
ondi
i�on ne
esaria y su�
iente para la existen
ia y uni
idad de una solu
i�on para sistema (1.2) es que~f(t; x) sea se

ionalmente 
ontinua en t y lo
almente Lips
hitziana en x en un entorno de x = 0 [Kha96℄. Esteresultado puede extenderse al sistema general (1.1), 
ontemplando la nueva variable u.



1.2. Clasi�
a
i�on de sistemas 5Se di
e que el sistema es lineal 
uando la e
ua
i�on (1.1) admite la siguiente expresi�on_x = A(t)x +B(t)usiendo A y B matri
es dependientes del tiempo de dimensiones ade
uadas. Para el 
aso de unafun
i�on f gen�eri
a, diremos que el sistema es no lineal.El sistema (1.1) es aut�onomo 
uando la fun
i�on f no depende expl��
itamente del tiempo. En
aso 
ontrario el sistema ser�a no aut�onomo.El siguiente ejemplo, basado en [Kha96℄, ilustra los diferentes tipos de sistemas.Ejemplo 1.1 Consideremos el sistema el�e
tri
o representado en la �gura 1.1. La entrada al sistemaPSfrag repla
ements
vi RoiL vLL(t) iR

vRC(t)iCvC+ ++ � ��
Figura 1.1: Cir
uito el�e
tri
o del ejemplo 1.1es el voltaje vi en la fuente y 
onsideremos 
omo salidas el voltaje vC en el 
ondensador y la 
orriente iLen la bobina. Los valores de la bobina y el 
ondensador dependen expl��
itamente del tiempo. El elementoen paralelo 
on el 
ondensador fun
iona seg�un la ley iR = h(vR), siendo h una fun
i�on 
ono
ida. Lase
ua
iones que rigen el 
omportamiento del sistema, para varia
iones lentas de los par�ametros L y C,son las siguientes vL = L(t)diLdtiC = C(t)dv
dtiR = h(vR)Hagamos x1 = vC y x2 = iL. Apli
ando las leyes de Kir
ho�, se obtiene la siguiente des
rip
i�ondin�ami
a del sistema 8<: _x1 = 1C(t) [x2 � h(x1)℄_x2 = 1L(t) [vi � x1 �Rox2℄ (1.4)



6 1. SISTEMAS NO LINEALESEn el 
aso general, 
on L y C variantes en el tiempo (por ejemplo, por enveje
imiento o por a

i�on dela temperatura) y 
on h no lineal (por ejemplo, si la 
omponente 
orrespondiente es un diodo t�unel),el sistema es no lineal y no aut�onomo. Si L y C son 
onstantes, enton
es el sistema es aut�onomo yno lineal. Si la fun
i�on h es lineal (por ejemplo si la 
omponente fuera una resisten
ia), enton
es elsistema es lineal, aut�onomo o no seg�un L y C sean o no 
onstantes. �1.3 Sistemas lineales aut�onomosLos sistemas din�ami
os lineales aut�onomos han 
on
entrado gran parte de las investiga
ionesrealizadas entre los a~nos 40 y 80 del presente siglo. La linealidad es una 
ara
ter��sti
a muyfuerte, que determina la existen
ia de propiedades parti
ulares para este tipo de sistemas yque, en mu
hos aspe
tos, ha
e que el estudio de los sistemas lineales sea m�as sen
illo que el desus pares no lineales.La e
ua
i�on (1.1), para el 
aso de un sistema lineal aut�onomo, se es
ribe_x = Ax+Bu (1.5)
on A 2 Rn�n y B 2 Rn�m matri
es 
onstantes, rela
ionadas 
on los estados y las entradasrespe
tivamente. Las propiedades del sistema (1.5) est�an 
ompletamente determinadas por las
ara
ter��sti
as de las matri
es A y B [Oga80, Kuo96, Kai80, Zho97℄. La matriz A se denominamatriz de estados. El sistema no forzado es_x = Axx(0) = xo (1.6)donde xo representa la 
ondi
i�on en el instante ini
ial. El sistema (1.6) tiene al origen x = 0
omo punto de equilibrio. Si di
ho punto �jo no es el �uni
o, enton
es existen in�nitos puntos�jos m�as2, 
omo se muestra en los siguientes ejemplos.Ejemplo 1.2 Consideremos el sistema formado solamente por un 
ondensador, 
omo se muestra enla �gura 1.2 (a). El estado est�a dado por la 
arga en el 
ondensador. La 
ondi
i�on de 
arga nula nosda un punto de equilibrio del sistema. Adem�as, est�a 
laro que ante la imposibilidad de des
argarse, el
ondensador mantendr�a su 
arga ini
ial, no importa 
u�al sea el valor de �esta. Por lo tanto 
ualquiervalor de la 
arga ini
ial del 
ondensador representa un punto de equilibrio del sistema y tenemos un
ontinuo de puntos �jos. �Ejemplo 1.3 En el 
aso del sistema representado en la �gura 1.2 (b), que 
onsiste en un 
ir
uito dedes
arga de un 
ondensador, el estado nuevamente es la 
arga. En esta oportunidad tambi�en se 
umpleque el 
ondensador des
argado es una 
ondi
i�on de equilibrio del sistema y adem�as es la �uni
a. Ladin�ami
a del sistema es la siguiente R� ddtQ� = �QC
on solu
i�on Q(t) = Qoe� tRC . Como puede apre
iarse, para 
ualquier 
arga ini
ial no nula, el 
onden-sador tiende a des
argarse 
ompletamente. �2El 
onjunto de puntos �jos 
oin
ide 
on el Ker(A). No pueden existir m�ultiples puntos �jos aislados.
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C C

(a) (b)

PSfrag repla
ements vCvC RiCiC ++ ��
Figura 1.2: Condensador 
argado y 
ir
uito de des
argaLa solu
i�on anal��ti
a de la e
ua
i�on (1.6) esx(t) = eAtxo (1.7)El signo de los valores propios de la matriz A determina el 
omportamiento asint�oti
o de lae
ua
i�on (1.7) y su m�odulo est�a rela
ionado 
on la velo
idad de 
onvergen
ia. Esto se ver�a m�asdetalladamente en el 
ap��tulo 2. Si todos los valores propios tienen parte real negativa, enton
eslas traye
torias 
onvergen asint�oti
amente al �uni
o punto �jo x = 0. Si hay valores propios 
onparte real positiva, enton
es las traye
torias divergen 
on el tiempo. La existen
ia de valorespropios 
omplejos 
onjugados 
on parte real nula determina que haya traye
torias peri�odi
as,
on la parti
ularidad de que no son aisladas, es de
ir, que podemos en
ontrar dos �orbitasperi�odi
as arbitrariamente 
er
anas, eligiendo 
onvenientemente las respe
tivas 
ondi
ionesini
iales. Cabe men
ionar aqu�� que la amplitud de la os
ila
i�on tambi�en depende de la 
ondi
i�onini
ial y que la estru
tura de �orbitas peri�odi
as no es robusta frente a perturba
iones del sistema.Esta �ultima a�rma
i�on signi�
a que si nuestro sistema real es ligeramente diferente al original,enton
es los resultados obtenidos en base a nuestro modelo no ne
esariamente se veri�
ar�anen la pr�a
ti
a. De he
ho, peque~nas varia
iones en los par�ametros del sistema determinar�anprobablemente que los valores propios dejen de ser imaginarios puros. Los siguientes ejemplosilustran los 
omportamientos anteriormente men
ionados.Ejemplo 1.4 La siguiente e
ua
i�on des
ribe la linealiza
i�on de la din�ami
a del p�endulo simple de la�gura 1.3 en torno a la posi
i�on de reposo � = 0�� = �gl � � km _� (1.8)m es la masa 
olo
ada en el extremo del hilo de largo l, k representa la fri

i�on del aire y � representael apartamiento respe
to de la posi
i�on de reposo. El sistema es lineal y el ve
tor de estados est�a dadopor [�; _�℄T . La e
ua
i�on de estados puede es
ribirse as��ddt �� �_� �� = � 0 1� gl � km � � �_� � (1.9)El polinomio 
ara
ter��sti
o de la matriz de estados es �2 + km�+ gl , que tiene dos ra��
es 
on parte realnegativa. Al lanzar la masa desde alg�un �angulo ini
ial � 
on alguna velo
idad _�, el p�endulo tiende a laposi
i�on de reposo. �
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PSfrag repla
ements ml�Figura 1.3: P�endulo simpleEjemplo 1.5 Si en el ejemplo anterior 
onsideramos que no hay fri

i�on (k = 0), los autovaloresresultan ser imaginarios puros, lo que determina que si dejamos 
aer el p�endulo desde determinadaaltura, 
on velo
idad nula, el movimiento ser�a peri�odi
o, sin que disminuya 
on el tiempo la amplitudde las os
ila
iones. Tenemos en este 
aso in�nitas �orbitas peri�odi
as, 
ada una 
orrespondiente a unadeterminada 
ondi
i�on ini
ial. �Ejemplo 1.6 Las siguientes e
ua
iones des
riben la linealiza
i�on de la din�ami
a del p�endulo simpledel ejemplo 1.4 
er
a de la posi
i�on de equilibrio � = �, _� = 0�� = +gl � � km _�que puede verse que tiene autovalores positivos. Intuitivamente, las traye
torias que se ini
ian 
er
a delpunto �jo se alejan de �el. El p�endulo 
ae. �La solu
i�on del sistema forzado _x = Ax+Bu esx(t) = eAtxo + Z +10 e(t��)Bu(�)d� (1.10)que est�a de�nida para todo instante positivo. La Transformada de Lapla
eH(s) = (sI �A)�1B (1.11)es un pro
edimiento usual en el estudio de Sistemas Lineales [Oga80, Kai80, Zho97, Kuo96℄. Lafun
i�on H(s) se denomina transferen
ia del sistema lineal. La estabilidad entrada a
otada-estado a
otado requiere que todos los valores propios de la matriz A (o sea, todos los polos deH(s)) tengan parte real negativa [Kai80℄.1.4 Sistemas no linealesLuego de haber visto las 
ara
ter��sti
as m�as importantes de los sistemas lineales, 
omentaremosen esta se

i�on algunos fen�omenos ex
lusivos de los sistemas no lineales.



1.4. Sistemas no lineales 9� En lo que tiene rela
i�on 
on los puntos �jos del sistema, puede existir una 
antidad �ni-ta de ellos, formando un 
onjunto dis
reto. A modo de ejemplo, 
onsideremos nuevamente elp�endulo simple del ejemplo 1.4. Intuitivamente pueden en
ontrarse all�� dos puntos �jos, 
orre-spondientes a (� = 0; _� = 0) y (� = �; _� = 0).� En los sistemas lineales podemos en
ontrar tambi�en el fen�omeno llamado tiempo de es
ape�nito. En este 
aso, determinadas traye
torias divergen para tiempo �nito, 
omo se ilustra enel siguiente ejemplo.Ejemplo 1.7 Consideremos el sistema _x = �x2 
on la 
ondi
i�on ini
ial xo = �1. La solu
i�onx(t; xo) = 1t� 1est�a de�nida en el intervalo [0; 1) y 
uando t! 1 se 
umple que x(t; xo) se sale de 
ualquier 
onjunto
ompa
to en R. �� Al estudiar en la se

i�on anterior los sistemas lineales, vimos que bajo 
iertas 
ondi
iones sepod��an obtener traye
torias peri�odi
as, y que en ese 
aso exist��a una 
antidad in�nita de ellas.En los sistemas lineales se puede dar la existen
ia de una 
antidad �nita de 
urvas peri�odi
as,de amplitud y periodo �jos, independientes de las 
ondi
iones ini
iales, que tienden a atraer orepeler las traye
torias que se originan en sus 
er
an��as. Este tipo de traye
torias se denominan
i
los l��mites y son importantes en el estudio del 
ontrol no lineal, ya que representan, al igualque los puntos �jos, un 
omportamiento 
ono
ido del sistema. El siguiente ejemplo, 
ono
ido
omo E
ua
i�on de Van der Pol, des
ribe por ejemplo la din�ami
a de algunos os
iladoresel�e
tri
os y presenta la existen
ia de un 
i
lo l��mite.

−3 −2 −1 0 1 2 3 4
−3

−2

−1

0

1

2

3

PSfrag repla
ementsx1x2Figura 1.4: E
ua
i�on de Van der Pol para � = 1Ejemplo 1.8 Consideremos la e
ua
i�on_x1 = x2_x2 = �x1 + �(1 + x21)x2 (1.12)



10 1. SISTEMAS NO LINEALESEl par�ametro positivo � da una "medida"de la no linealidad del sistema. Para � = 0, el sistema eslineal y las solu
iones son �orbitas peri�odi
as, 
ir
unferen
ias 
entradas en el origen (los valores propios
orrespondientes son �j). Para � no nulo, la din�ami
a presenta, adem�as del punto �jo en el origen,una �orbita peri�odi
a que atrae todas las dem�as traye
torias (salvo la del punto �jo), 
omo se apre
ia enla �gura 1.4. �� Otra 
ara
ter��sti
a ex
lusiva de los sistemas no lineales es la existen
ia de 
aos. Estefen�omeno 
onsiste esen
ialmente en la in
apa
idad de prede
ir las 
ara
ter��sti
as del movimien-to 
uando se tiene in
ertidumbre en las 
ondi
iones ini
iales. Existe 
aos, por ejemplo, en ladin�ami
a de la atm�osfera y eso expli
a, en buena medida, la inexa
titud de los pron�osti
os me-teorol�ogi
os. La Teor��a Matem�ati
a del Caos, si bien na
e en el siglo pasado 
on los trabajosde Poin
ar�e, ha tenido un fuerte empuje en los �ultimos a~nos, debido entre otras 
osas a lasdemandas realizadas por diversas �areas del 
ono
imiento, 
omo la Biolog��a y el Control.



Cap��tulo 2Teor��a de LiapunovEn el presente 
ap��tulo se introdu
ir�an herramientas que nos permitir�an estudiar la din�ami
ade un sistema en las 
er
an��as de un punto de equilibrio. La Teor��a de Liapunov, que es la prin-
ipal herramienta que estudiaremos y utilizaremos, fue presentada por di
ho matem�ati
o rusoha
ia �nes del siglo XIX. Sus famosos Teoremas dan 
ondi
iones su�
ientes para determinarel 
omportamiento asint�oti
o de las traye
torias en las 
er
an��as de un punto �jo. Las 
ondi-
iones su�
ientes de Liapunov se transforman en ne
esarias bajo 
iertas hip�otesis adi
ionalespo
o restri
tivas. Esto se prueba en los llamados Teoremas Re
��pro
os de Liapunov, entre losque se en
uentra el Teorema de Massera, que se enun
ia y 
omenta en la se

i�on 2.3. Los Teo-remas re
��pro
os permiten adem�as determinar qu�e 
ara
ter��sti
as del sistema se mantendr�anen presen
ia de peque~nas perturba
iones, propiedad que nos interesa de sobremanera, ya queno debemos olvidar que nuestro modelo matem�ati
o es una aproxima
i�on al sistema f��si
o real.La inten
i�on es brindar aqu�� una introdu

i�on a la Teor��a de Liapunov y su apli
a
i�on alan�alisis y dise~no de sistemas de 
ontrol. El Cap��tulo pretende ser de 
ar�a
ter 
omplexivo,por lo que se introdu
en algunas de�ni
iones, 
on
eptos y resultados que no ser�an usados enel resto de la Tesis. Se sigue en general la orienta
i�on de [Kha96℄. Otras referen
ias son[Vid93, Slo91, Min62℄.2.1 Estabilidad seg�un LiapunovLos sistemas que vamos a estudiar son de la forma_x = f(t; x; u)donde, 
omo ya vimos, t es la variable temporal, x 2 Rn es el ve
tor de estados y u 2 Rm esel ve
tor de entradas. En mu
hos 
asos, el sistema a estudio no depende expl��
itamente deltiempo, por lo que la e
ua
i�on anterior puede es
ribirse1 as��_x = f(x; u)1Mantendremos la misma nota
i�on para la fun
i�on f a �n de no 
ompli
ar la es
ritura.11



12 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVCuando queremos analizar un determinado sistema de 
ontrol, para el 
ual 
ono
emos la se~nalde entrada u(t), el sistema puede es
ribirse 
omo_x = f(t; x)Supondremos que la fun
i�on f veri�
a un 
onjunto 
ondi
iones de regularidad respe
to de lasvariables t, x y u que aseguran la existen
ia y uni
idad de la solu
i�on de la e
ua
i�on diferen
ialpara una 
ondi
i�on ini
ial dada. Di
has 
ondi
iones pueden en
ontrarse en en Cap��tulo 2 de[Kha96℄.En general vamos a bus
ar a

iones de 
ontrol que dependan de los estados, es de
ir, del tipou = �(x). En ese 
aso hablaremos de 
ontrol por realimenta
i�on de estados y la des
rip
i�ondel sistema resulta ser de la forma _x = f(x) (2.1)que es un sistema de e
ua
iones diferen
iales aut�onomo. Los sistemas sobre los que nos 
en-traremos son del tipo (2.1) y dedi
aremos buena parte del presente 
ap��tulo a su estudio.Para las traye
torias usaremos la nota
i�on introdu
ida en el 
ap��tulo 1. x(�; t; x) denotar�ala traye
toria en tiempo � que en el instante to pasa por xo.2.1.1 Sistemas aut�onomosRe
ordemos que un punto �jo o de equilibrio del sistema (2.1) es un xo 2 Rn que veri�
a que0 = f(xo)Lo anterior impli
a que la traye
toria que se origina en xo permane
e all�� inde�nidamente. Lapropiedad de 
ontinuidad de las solu
iones respe
to de las 
ondi
iones ini
iales ([Kha96, Arn74℄)nos asegura que dado un determinado tiempo positivo t1, si partimos lo su�
ientemente 
er
ade un punto �jo, la traye
toria que obtendremos se mantendr�a 
er
a del mismo, por lo menoshasta el instante t1. La pregunta que nos ha
emos es la siguiente: >Bajo qu�e 
ondi
iones di
hapropiedad de permane
er 
er
a punto �jo se 
umplir�a todo tiempo futuro? La respuesta a estapregunta nos lleva a los 
on
eptos de estabilidad y estabilidad asint�oti
a.Antes que nada, haremos la siguiente observa
i�on: si xo 2 Rn es un punto �jo del sistema(2.1), podemos suponer, sin p�erdida de generalidad, que xo = 0, ya que siempre podemos re-alizar el 
ambio de variable z = x�xo que nos lleva a una sistema equivalente al original, parael 
ual se 
umple que z = 0 es un punto �jo.Como el sistema es aut�onomo, se 
umple la siguiente propiedadx(�; t; x) = x(� � t; 0; x) ; 8t � 0 (2.2)O sea que podemos suponer, sin p�erdida de generalidad, que las traye
torias se originan ent = 0. Omitiremos el instante ini
ial en la nota
i�on de las traye
torias, asumi�endolo nulo.



2.1. Estabilidad seg�un Liapunov 13A 
ontinua
i�on introdu
iremos una serie de de�ni
iones. En todas ellas se asume que el origenx = 0 es un punto �jo del sistema (2.1), es de
ir que 0 = f(0).De�ni
i�on 2.1 (Estabilidad) Si para el sistema (2.1) se 
umple que dado � > 0, 9 Æ(�) > 0tal que 8 k xo k< Æ(�) ; k x(t; xo) k< � 8t � 0enton
es el origen es estable seg�un Liapunov. }De�ni
i�on 2.2 (Estabilidad asint�oti
a) Si para el sistema (2.1) adem�as de la estabilidadse 
umple que Æ(�) puede elegirse de modo tal que8 k xo k< Æ(�) ; limt!1 k x(t; xo) k= 0enton
es el origen es asint�oti
amente estable seg�un Liapunov. }De�ni
i�on 2.3 (Inestabilidad) Para el sistema (2.1) el origen es inestable si no es estable.}Las de�ni
iones de estabilidad pueden interpretarse de la siguiente manera: si el origen es es-table, partiendo su�
ientemente 
er
a de �el nos mantendremos 
er
a de �el inde�nidamente. Laestabilidad asint�oti
a expresa que no s�olo permane
eremos 
er
a del origen, sino que adem�asnos a
er
aremos a �el en forma asint�oti
a. Ambos 
on
eptos son muy importantes para la teor��ade 
ontrol, ya que mu
has ve
es podemos de
ir que tenemos un sistema 
ontrolado 
uando lo-gramos mantenerlo 
er
a de una posi
i�on de equilibrio estable, 
on la seguridad de que nose alejar�a mu
ho de ese punto de fun
ionamiento. Si adem�as tenemos estabilidad asint�oti
a,enton
es luego de un periodo transitorio, el sistema fun
ionar�a pr�a
ti
amente en la posi
i�on deequilibrio.Observa
i�on: Tanto en la de�ni
i�on de estabilidad, 
omo en la de la estabilidad asint�oti
a,est�a impl��
ito que las traye
torias tienen que estar de�nidas para todo instante positivo. Sepuede relajar este requerimiento, re�riendo las de�ni
iones a los intervalos maximales de exis-ten
ia [Rou73℄.La apli
a
i�on de estos 
on
eptos es enorme y var��a desde los sistemas el�e
tri
os de poten-
ia hasta los rea
tores qu��mi
os, pasando por �areas tan diversas 
omo la intera

i�on de espe
iesen la vida salvaje, la propaga
i�on de enfermedades 
ontagiosas o el desarrollo de las 
�elulas enun embri�on [Kuo96, IEE95℄.Si bien la de�ni
i�on del 
on
epto de estabilidad es 
lara en 
uanto a su signi�
ado, no essimple apli
arla dire
tamente para determinar si un punto �jo dado es o no estable. En al-gunos 
asos, nos podemos ayudar 
on 
onsidera
iones f��si
as, 
omo se muestra en el siguienteejemplo.
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PSfrag repla
ements k mb x
Figura 2.1: Sistema de masa y resorte 
on amortiguamientoEjemplo 2.1 Consideremos el sistema de la �gura 2.1, que representa un sistema masa y resorte 
onamortiguamiento. Supondremos que la masa es m = 1, que la 
onstante del resorte vale k y que el
oe�
iente de amortiguamiento es b. Las e
ua
iones que rigen el sistema, 
onsiderando 
omo estadosla posi
i�on x1, medida desde el punto de reposo del resorte, y la velo
idad x2, son_x = � _x1_x2 � = � x2�kx1 � bx2 � = � 0 1�k �b �� x1x2 � (2.3)Consideremos primero el 
aso b = 0. El sistema resulta ser 
onservativo, ya que la �uni
a fuerza quea
t�ua es la del resorte. La energ��a del sistema, dada porE(x) = 12x22 + k2x21es 
onstante a lo largo de las traye
torias. Operando sobre las e
ua
iones del sistema, obtenemos lasiguiente rela
i�on dEdt = kx1 _x1 + x2 _x2 = d(kx21 + x22)dt = 0lo que nos di
e que las traye
torias son 
ir
unferen
ias (a menos de un 
ambio de es
ala en x1 debidoal fa
tor k). Cuando hay amortiguamiento, la derivada de la energ��a a lo largo de las traye
torias esdEdt = �bx22por lo que ya no tenemos traye
torias peri�odi
as. Del estudio de la me
�ani
a, sabemos que la energ��ase disipa a lo largo de las traye
torias, y que el sistema se mueve hasta en
ontrar un punto de energ��am��nima, que en este 
aso es el origen. Las traye
torias se muestran en la �gura 2.2. �En 1892, Liapunov generaliz�o el 
on
epto de fun
i�on de energ��a y determin�o la rela
i�on entrela existen
ia de fun
iones del tipo energ��a y la estabilidad del origen.De�ni
i�on 2.4 (Fun
i�on de Liapunov) Llamaremos fun
i�on de Liapunov para el sistema(2.1) a un mapa de�nido en un entorno D del origen de Rn, a valores reales, V : D ! [0;+1),
ontinuamente diferen
iable2, que veri�
a que2Diremos tambi�en que un mapa 
ontinuamente diferen
iable, o sea, derivable y 
on derivada 
ontinua, es de
lase C1.
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Figura 2.2: Traye
torias del sistema (2.3) 
on amortiguamiento
V(0) = 0 y V(x) > 0 8x 2 D � f0g (2.4)_V(x) � 0 8x 2 D (2.5)}La derivada que apare
e en la e
ua
i�on (2.5) es la derivada de la fun
i�on V a lo largo de lastraye
torias del sistema y se de�ne (y 
al
ula) as��_V(x) = ddtV(x(t; x))����t=0 = �V�x _x = �V�x f(x)Las 
ondi
iones (2.4) y (2.5) se enun
ian de la siguiente manera: la fun
i�on de Liapunov debeser de�nida positiva, 
on derivada semide�nida negativa.Teorema 2.1 Sea el sistema (2.1), 
on x = 0 
omo punto de equilibrio. Supongamos que ex-iste una fun
i�on de Liapunov para el sistema, de�nida en un entorno D del origen. Enton
es,se 
umple que x = 0 es un punto de equilibrio estable.Si adem�as se 
umple que la derivada de la fun
i�on de Liapunov es de�nida negativa, es de
ir,_V(x) < 0; 8x 2 D � f0genton
es el origen es asint�oti
amente estable.



16 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVDemostra
i�onSea � > 0 dado y elijamos r > 0 tal que Br, la bola de 
entro x = 0 y radio r,Br = fx 2 Rn j k x k� rgest�e 
ontenida en D. Sea � de�nido as��� = minkxk=r V(x)Como 
onse
uen
ia de la de�ni
i�on de signo de V, resulta ser � > 0 estri
tamente.Elijamos � 2 (0; �) y de�namos 
� = fx 2 Br j V(x) � �gEnton
es se tiene que 
� es un 
onjunto a
otado, ya que est�a estri
tamente in
luido en Br porde�ni
i�on. Adem�as, 
� es 
errado por ser la preimagen por la fun
i�on 
ontinua V del intervalo[0; �℄. Enton
es el 
onjunto 
� es 
ompa
to. Adem�as se 
umple que toda traye
toria que seini
ia en 
� permane
e en �el inde�nidamente3_V (x(t)) � 0 ) V (x(t)) � V (x(0)) � � 8t � 0Las traye
torias que se ini
ian en 
� est�an de�nidas para todo tiempo positivo, lo 
ual nospermite hablar de estabilidad y estabilidad asint�oti
a.Como V es 
ontinua en x = 0, existe Æ > 0 tal quek x k� Æ ) V(x) < �Enton
es se 
umple que BÆ � 
� � Bry toda traye
toria que se origina en BÆ permane
e en Br para todo tiempo positivo, lo 
ualimpli
a que k x(0) k< Æ )k x(t) k< r � � ; 8t � 0y queda probada la estabilidad.Para probar la estabilidad asint�oti
a, supongamos que _V es de�nida negativa. Debemos mostrarque Æ puede ser elegido de forma tal que x(t) ! 0 para t!1. Probaremos equivalentementeque V (x(t)) ! 0 para t!1.3Se di
e en ese 
aso que el 
onjunto es positivamente invariante
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Figura 2.3: Conjuntos 
onsiderados en la demostra
i�on del Teorema 2.1Como la fun
i�on V est�a a
otada inferiormente por 
ero y es monotonamente de
re
iente, pode-mos a�rmar la existen
ia de 
 � 0 tal quelimt!1V (x(t)) = 
Mostraremos que 
 es ne
esariamente nulo. Supongamos que no es as��. Enton
es existe d > 0tal que las traye
torias no entran en Bd, otra vez 
omo 
onse
uen
ia de la 
ontinuidad de V.De�namos 
 = � maxd�kxk�r _V(x)En primer lugar, 
 existe por la 
ontinuidad de _V y la 
ompa
idad del 
onjunto sobre el 
ualse maximiza. En segundo lugar, 
 es estri
tamente positivo debido a la de�ni
i�on de signo de_V. Dentro de Br se 
umple la siguiente a
ota
i�onV (x(t)) = V (x(0)) + Z t0 _V (x(�)) d� � V (x(0)) � 
t t!1! �1Esta 
ontradi

i�on impli
a que 
 = 0 y que el origen es un punto de equilibrio asint�oti
amenteestable. |El Teorema anterior generaliza el 
on
epto de fun
i�on de energ��a aso
iada al sistema. Nospermite a�rmar la estabilidad del punto de equilibrio que estemos estudiando, aunque paraello es ne
esario 
ono
er una fun
i�on de Liapunov. El he
ho de no poder en
ontrar una tal fun-
i�on no impli
a la inestabilidad y a priori puede pare
er que el resultado s�olo puede ser apli
adoa una 
lase redu
ida de sistemas. Sin embargo se han dedi
ado mu
has horas de investiga
i�ona la b�usqueda sistem�ati
a de fun
iones de Liapunov para una amplia variedad de sistemas, y



18 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVaun hoy pueden en
ontrarse en la literatura numerosos art��
ulos y libros al respe
to, 
omo porejemplo [Fre96℄. Como veremos en lo que resta del presente 
ap��tulo, la utilidad te�ori
a delresultado anterior es tambi�en muy importante.Ejemplo 2.2 Intentemos apli
ar el Teorema de Estabilidad para 
lasi�
ar el origen 
omo punto deequilibrio del ejemplo 2.1, 
on amortiguamiento no nulo. Tomemos la fun
i�on de energ��aE(x) = 12x22 + 12kx21y veri�quemos que es una fun
i�on de Liapunov para el sistema (2.3). La fun
i�on es obviamente de�nidapositiva y su derivada _E(x) = x2 _x2 + kx1 _x1 = �bx22 � 0es semide�nida negativa en un entorno del origen (n�otese que no depende de x1). Enton
es el Teoremanos di
e que el origen es un punto de equilibrio estable, pero no nos di
e nada respe
to al 
omportamientoasint�oti
o de las traye
torias, el 
ual 
ono
emos por 
onsidera
iones f��si
as.Al ser el sistema (2.3) lineal, pueden apli
arse las t�e
ni
as que veremos en la se

i�on 2.2, que, eneste 
aso, permiten determinar la existen
ia de una fun
i�on de Liapunov 
uadr�ati
a para el sistema 
onderivada de�nida negativa, lo 
ual impli
a la estabilidad asint�oti
a del origen. �De�ni
i�on 2.5 Cuando en el sistema (2.1) el origen es asint�oti
amente estable, el siguiente
onjunto Ro = nxo 2 Rn j limt!1x(t; xo) = 0oser�a la regi�on de atra

i�on. }El 
onjunto est�a formado por todos los puntos que veri�
an que las traye
torias que se ini
ianen ellos 
onvergen al origen. Este 
onjunto es importante, porque su 
ono
imiento permite queel trabajo del ingeniero de 
ontrol se 
entre en llegar a este 
onjunto y luego la propiedad deestabilidad regular�a por s�� sola el sistema. La regi�on de atra

i�on de un punto asint�oti
amenteestable no es f�a
il de en
ontrar. Es posible determinar algunas propiedades topol�ogi
as del
onjunto, 
omo por ejemplo que es abierto, 
onexo y positivamente invariante ([Kha96℄, C�ap.4). Hay formas num�eri
as de estimar la regi�on de atra

i�on (por ejemplo, simulando traye
toriasdesde distintos puntos ini
iales, o realizando simula
iones ha
ia atr�as desde puntos 
er
anosal origen). Por otro lado, est�a 
laro que si 
ono
emos una fun
i�on de Liapunov que nos dela estabilidad asint�oti
a, el dominio de de�ni
i�on de di
ha fun
i�on nos permite obtener unaestima
i�on de la regi�on de atra

i�on [Kha96℄. Esto nos lleva a la siguiente idea: el problemapuede no ser s�olo la b�usqueda de una fun
i�on de Liapunov sino la b�usqueda de aquella queasegure la mayor regi�on de atra

i�on. Volveremos m�as adelante sobre este problema.De�ni
i�on 2.6 Para el sistema (2.1) el origen es globalmente asint�oti
amente estable oestable en grande si es asint�oti
amente estable y se 
umple que su regi�on de atra

i�on es todoel espa
io (Ro = Rn). }



2.1. Estabilidad seg�un Liapunov 19En prin
ipio puede pensarse que la estabilidad asint�oti
a global est�a impli
ada por la exis-ten
ia de una fun
i�on de Liapunov de�nida en todo el espa
io. Si se observa 
on 
uidado lademostra
i�on del Teorema 2.1, puede apre
iarse que todo el trabajo se realiza en forma lo
al.En parti
ular, el 
onjunto 
� = fx 2 Rn j V(x) � �g \Bres a
otado y a partir de ah�� se sigue 
on las 
orrespondientes a
ota
iones. Ese detalle no esmenor y debe agregarse 
omo hip�otesis para extender el resultado a la estabilidad global, paraevitar situa
iones 
omo la del ejemplo 2.3.Ejemplo 2.3 Supongamos que tenemos un sistema para el 
ual la siguiente fun
i�on es de LiapunovV(x) = x211 + x21 + x22Los 
onjuntos 
�, para distintos � se muestran en la �gura 2.4. Puede verse que para valores de �
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Figura 2.4: Curvas 
� para distintos valores de �mayores que 1, los 
onjuntos que se obtienen no son a
otados (en parti
ular, puede verse que 
ontienenla re
ta x2 = 0, ya que x211+x21 < 1 para todo x1). Esto permite la existen
ia de traye
torias que, sinsalirse de los 
onjuntos 
�, se alejen inde�nidamente del origen. �La formula
i�on del Teorema de Estabilidad en Grande resulta ser la siguiente [Kha96℄:Teorema 2.2 Sea el sistema (2.1), 
on x = 0 
omo punto de equilibrio. Supongamos queexiste una fun
i�on de Liapunov para el sistema, de�nida en todo el espa
io Rn y 
on derivadade�nida negativa en Rn � f0g. Supongamos adem�as que para todo � > 0 el 
onjunto 
� esa
otado. Enton
es, x = 0 es globalmente asint�oti
amente estable. }



20 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVUna forma de asegurar la a
ota
i�on de los 
onjuntos 
� es mediante las llamadas fun
ionesradialmente no a
otadas.De�ni
i�on 2.7 Si V : Rn ! [0;+1) 
umple que para todo x 2 Rnlimkxk!+1V(x) = +1diremos enton
es que es radialmente no a
otada. }Las ideas desarrolladas en la demostra
i�on de los Teoremas anteriores pueden ser apli
adastambi�en para probar la inestabilidad del origen. Existen mu
hos teoremas del estilo de Liapunoven ese sentido, entre los 
uales el m�as 
ono
ido es el Teorema de Cetaev, 
uya demostra
i�onpuede en
ontrarse en [Sot79℄.Teorema 2.3 (Cetaev) Consideremos el sistema (2.1) 
on un punto �jo en x = 0. Sea Dun entorno del origen y U � D un abierto tal que 0 2 �U . Supongamos que existe una fun
i�onV : D ! R de 
lase C1 tal que V > 0 y _V > 0 en U y V � 0 en �U . Enton
es x = 0 esinestable4.Demostra
i�onSupongamos que x = 0 es estable. Enton
es, dado � arbitrario, existe Æ(�) que veri�
a quelas traye
torias que se ini
ian en BÆ no se salen de B�. Elijamos un valor de � tal que B� � D yelijamos x1 2 U \BÆ que 
umpla que x(t; x1) 2 B� para todo instante positivo. En el 
onjuntoU la fun
i�on V es 
re
iente a lo largo de las traye
torias, por lo que se 
umple queV (x(t; x1)) � V(x1) > 0mientras las solu
i�on no se salga del U . Como la traye
toria es a
otada y V se anula en �U ,resulta que x(t; x1) 2 U \B� 8t � 0La traye
toria se mantiene en U y, debido a la 
ontinuidad de la fun
i�on V, no se a
er
a a losbordes de U . Enton
es existe m > 0 que a
ota inferiormente _V (x(t; x1)) y tenemos la siguientea
ota
i�onV (x(t; x1)) = V(x) + Z t0 _V (x(�; x1)) d� � V(x) + Z to md� = V(x) +mt 8t � 0Resulta enton
es que la traye
toria debe abandonar B� en alg�un instante, lo 
ual 
ontradi
e lasupuesta estabilidad del origen. |4�U denota el borde del 
onjunto U .



2.1. Estabilidad seg�un Liapunov 212.1.2 Sistemas no aut�onomosEl estudios de los sistemas que dependen expl��
itamente del tiempo es m�as 
omplejo que elque hemos realizado para sistemas aut�onomos. In
luso las de�ni
iones relativas a la estabilidadrequieren una reformula
i�on, que 
ontemplen la dependen
ia temporal. El sistema no aut�onomoest�a expresado por _x = f(t; x) (2.6)
on 
ondi
i�on ini
ial x(to; to; xo) = xo. Re
ordemos que es importante indi
ar el instante ini-
ial, ya que no hay invarian
ia temporal. El inter�es del estudio de sistemas aut�onomos no est�amotivado solamente por el he
ho de que mu
hos sistemas que nos interesan son variantes en eltiempo, sino que a�un 
uando estemos estudiando sistemas aut�onomos, podemos enfrentarnosa un sistema no aut�onomo.Consideremos el sistema aut�onomo _x = f(x) y una traye
toria parti
ular �x(t) 
ono
ida. Siqueremos estudiar 
�omo son las traye
torias que se ini
ian 
er
a de �x(0), podemos realizar elsiguiente pro
edimiento: 
onsideremos en primer lugar el 
ambio de variablesz(t) = x(t)� �x(t)Se 
umple que _z(t) = _x(t)� _�x(t) = f(x)� _�x(t) = f(z + �x)� _�x(t) 4= g(t; z)Veri�quemos que z = 0 es un punto de equilibrio para el sistema gobernado por gg(t; 0) = f(0 + �x)� _�x = 0Enton
es se 
umple que las propiedades del sistema des
rito por g en un entorno del origen dez = 0 son las propiedades del sistema des
rito por f en un entorno de la traye
toria �x(t).En las de�ni
iones que siguen asumiremos nuevamente que el origen es un punto �jo del sistema(2.6).De�ni
i�on 2.8 (Estabilidad) Si para el sistema (2.6) se 
umple que dado � > 0, 9 Æ =Æ(to; �) > 0 tal que 8 k xo k< Æ )k x(t; to; xo) k< � 8t � to ; 8to 2 Renton
es el origen es estable seg�un Liapunov. }De�ni
i�on 2.9 (Estabilidad uniforme) Para el sistema (2.6) el origen es uniformementeestable seg�un Liapunov si es estable y, para todo � > 0, el Æ puede ser elegido independiente deto: Æ = Æ(�). }De�ni
i�on 2.10 (Estabilidad asint�oti
a) Para el sistema (2.6) el origen es asint�oti
amenteestable seg�un Liapunov si es estable y adem�as se 
umple que Æ(to; �) puede elegirse de modo talque limt!1 x(t; to; xo) = 0 para todo k xo k< Æ(to; �) }



22 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVDe�ni
i�on 2.11 (Estabilidad asint�oti
a uniforme) Si para el sistema (2.6) se 
umple queel origen es estable y que adem�as existe 
o > 0, independiente de to, tal que para todo k xo k< 
ose 
umple que x(t; to; xo) ! 0 para t!1 uniformemente en to { es de
ir que para todo � > 0,existe T (�) > 0 tal quek x(t; to; xo) k< � ; 8t � to + T (�) ; 8to 2 R ; 8 k xo k< 
o{ enton
es el origen es uniformemente asint�oti
amente estable seg�un Liapunov. }De�ni
i�on 2.12 (Estabilidad asint�oti
a uniforme global) Si para el sistema (2.6) se 
umpleque el origen es uniformemente estable en forma asint�oti
a y que adem�as dados � y 
 positivos
ualesquiera, existe T (�; 
) > 0 tal quek x(t; to; xo) k< � ; 8t � to + T (�; 
) ; 8to 2 R ; 8 k xo k< 
enton
es el origen es globalmente uniformemente asint�oti
amente estable seg�un Liapunov. }De�ni
i�on 2.13 (Inestabilidad) Para el sistema (2.6) el origen es inestable si no es estable.}Como puede apre
iarse, en las de�ni
iones anteriores apare
e el 
on
epto de uniformidad re-spe
to del instante ini
ial. Di
ho 
on
epto es a ve
es un tanto dif��
il de 
omprender. A losefe
tos del estudio de las propiedades asint�oti
as de las traye
torias, es importante no s�olosaber que, por ejemplo, se a
er
an al origen, sino que el tiempo que demoran en estar 
er
adel origen no depende del instante ini
ial. Existen ejemplos que muestran 
asos en los que esasitua
i�on no se da, y otros en los que in
luso el saber simplemente que las traye
torias se vanal origen no es una informa
i�on �util [Kha96, Vid93℄.Si bien las de�ni
iones anteriores son 
laras en 
uanto a las ideas que introdu
en, no son�utiles para manipularlas t�e
ni
amente. Es por eso que en la literatura se manejan unas de�ni-
iones equivalentes, que utilizan los 
on
eptos de fun
iones de Clase K. S�olo reformulamos lasde�ni
iones que vamos a utilizar.De�ni
i�on 2.14 Llamaremos fun
i�on de 
lase K a una fun
i�on � : [0; a) ! [0;+1) 
ontinua,estri
tamente 
re
iente y que se anula en 0. }De�ni
i�on 2.15 Llamaremos fun
i�on de 
lase KL a una fun
i�on �(r; s) de dominio [0; a) �[0;+1) a valores positivos, tal que es de 
lase K para s �jo y, para r �jo, es de
re
iente 
onrespe
to a s y 
umple que lims!1 �(r; s) = 0. }Las de�ni
iones 2.9 y 2.11 pueden reformularse en t�erminos de las fun
iones re
i�en introdu
idas.Se obtienen enton
es los siguientes resultados sobre equivalen
ias entre las distintas de�ni
iones.Ver [Kha96℄, Cap.5.



2.1. Estabilidad seg�un Liapunov 23Teorema 2.4 a) (Estabilidad uniforme) Para el sistema (2.6) el origen es uniformementeestable seg�un Liapunov si y s�olo si existen una fun
i�on � de 
lase K y una 
onstante 
 > 0,independiente del instante ini
ial to, que veri�
an quek x(t; to; xo) k� � (k xo k) ; 8t � to � 0 8 k xo k< 
b) (Estabilidad asint�oti
a uniforme) Para el sistema (2.6) el origen es uniformementeasint�oti
amente estable seg�un Liapunov s�� y s�olo s�� existen una fun
i�on �, de 
lase KL, y una
onstante positiva 
, independiente de la 
ondi
i�on ini
ial to, que veri�
an quek x(t; to; xo) k� � (k xo k; t� to)para todo k xo k< 
 y todo t � to � 0. |La globalidad en las de�ni
iones anteriores se al
anza 
uando el dominio de las fun
iones � y� es toda la semirre
ta positiva y la 
onstante 
 puede tomarse in�nita.El 
on
epto de fun
i�on de Liapunov, para un sistema no aut�onomo, in
orpora la idea deuniformidad respe
to al tiempo.De�ni
i�on 2.16 La fun
i�on V : [0;1)�D � [0;1)�Rn ! [0;1) es una fun
i�on de Liapunovpara el sistema (2.6) si 
umple que�1(x) � V(t; x) � �2(x) (2.7)_V(t; x) = �V�t + �V�x f(t; x) � ��3(x) (2.8)para todo x 2 D y todo t � 0, 
on �1, �2 y �3 fun
iones 
ontinuas a valores reales de�nidaspositivas5. }Las e
ua
iones (2.7) y (2.8) extienden el 
on
epto de de�ni
i�on de signo al 
aso no aut�onomo.La versi�on variante en el tiempo del Teorema 2.1, 
uya demostra
i�on puede en
ontrarse en([Kha96℄. Cap.3), es 
omo sigue:Teorema 2.5 Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (2.6) . Sea V una fun
i�on deLiapunov para el sistema. Enton
es el origen es uniformemente asint�oti
amente estable. |Para asegurar la globalidad de la estabilidad, basta 
on pedir que la fun
i�on �1 sea radialmenteno a
otada.Un 
aso espe
ial de estabilidad asint�oti
a uniforme se tiene 
uando las traye
torias veri�
an laa
ota
i�on k x(t; to; xo) k� ke�
(t�to) k xo k ; 8xo 2 Br ; 8to � 0en un 
ierto entorno Br del origen y 
on k y 
 
onstantes positivas. Hablamos en este 
aso deestabilidad exponen
ial. La estabilidad exponen
ial es un 
aso parti
ular del Teorema 2.4 b)
on �(r; s) = kre�
s, 
on k y 
 positivos. Este 
on
epto ser�a retomado en la se

i�on 2.3.5Usualmente, las fun
iones �i se toman de 
lase K, es de
ir, monotonamente 
re
ientes en la norma de x yque se anulan en 0, 
omo se de�nir�a en la se

i�on 2.3



24 2. TEOR�IA DE LIAPUNOV2.2 Sistemas lineales aut�onomosEn esta se

i�on estudiaremos espe
���
amente los sistemas aut�onomos lineales. �Estos presentan
ara
ter��sti
as parti
ulares que permiten que su estudio resulte ser relativamente sen
illo en
ompara
i�on 
on el 
aso m�as general. Por ejemplo, puede hallarse la solu
i�on anal��ti
a paratoda 
ondi
i�on ini
ial y puede estudiarse dire
tamente el 
omportamiento asint�oti
o de lastraye
torias. Si bien la mayor��a de los sistemas no son lineales, la importan
ia del estudiode este tipo de sistemas radi
a en el llamado m�etodo de linealiza
i�on, que 
onsiste en extraer
on
lusiones sobre la din�ami
a del sistema en torno a un punto de equilibrio en base al 
om-portamiento del sistema lineal que aproxima el sistema original en las 
er
an��as de di
ho punto.Tambi�en son fre
uentes los sistemas que pueden des
ribirse mediante la inter
onexi�on de unsistema lineal y uno no lineal, y pueden estudiarse a partir del 
ono
imiento de las propiedadesde estabilidad del sistema lineal.Un sistema lineal y aut�onomo se des
ribe por la e
ua
i�on (2.9). Los puntos �jos del sistemason los que 
onforman el n�u
leo de la matriz A 2 Rn�n, por lo que el origen es un punto �joaislado si se 
umple que el determinante de la matriz A es no nulo._x = Ax (2.9)La solu
i�on anal��ti
a de la e
ua
i�on (2.9) que se ini
ia en xo esx(t; xo) = eAtxo (2.10)y su 
omportamiento depende de los valores propios de la matriz A. No entraremos en detallesrela
ionados 
on esta a�rma
i�on, pero utilizando la forma 
an�oni
a de Jordan de la matriz A,es posible es
ribir la solu
i�on (2.10) 
omo 
ombina
i�on lineal de fun
iones de la forma�ik(t) = tk�1e�it i = 1; : : : ; r; k = 1; : : : ;mi � 1siendo r el n�umero de valores propios distintos y mi la multipli
idad algebrai
a de 
ada unode ellos. Tenemos enton
es el siguiente Teorema:Teorema 2.6 El origen es un punto de equilibrio estable del sistema (2.9) si y s�olo si todoslos valores propios de la matriz A tienen parte real no positiva y aquellos valores 
on parte realnula tienen multipli
idad algebrai
a igual a 1. Para el 
aso que todos los valores propios tienenparte real negativa, se tiene la estabilidad asint�oti
a. |Las 
ara
ter��sti
as lineales del sistema aseguran que las propiedades de estabilidad se 
umplensiempre en forma global.De�ni
i�on 2.17 Diremos que la matriz A es Hurwitz si todos sus valores propios tienen partereal negativa. }Una 
ara
teriza
i�on alternativa de la estabilidad del sistema (2.9) la podemos tener intentandoapli
ar los Teoremas de Liapunov, para lo 
ual es ne
esario en
ontrar una fun
i�on de Liapunovpara el sistema. Consideremos la siguiente 
andidataV(x) = xTPx



2.3. Teoremas re
��pro
os 25donde P es una matriz sim�etri
a n� n. Para asegurar que se 
umple la de�ni
i�on de signo dela fun
i�on V, la matriz P debe ser de�nida positiva. Estudiemos la derivada a lo largo de lastraye
torias _V(x) = _xTPx+ xTP _x = xT (ATP + PA)x = �xTQxdonde hemos de�nido la matriz Q por la rela
i�onATP + PA = �Q (2.11)La matriz Q resulta ser sim�etri
a. Para que la fun
i�on V sea de Liapunov, Q debe ser de�nidanegativa. Planteemos el problema al rev�es. Supongamos que elegimos una matriz Q de�nidanegativa y queremos hallar P > 0 que veri�que la rela
i�on (2.11). En ese 
aso nos enfrentamosa la ne
esidad de resolver una e
ua
i�on en la variable P . Di
ha e
ua
i�on se denomina e
ua
i�onde Liapunov y se prueba ([Kha96℄, Cap 3) que:Teorema 2.7 La matriz A es Hurwitz si y s�olo si para toda matriz Q = QT de�nida positiva,la e
ua
i�on de Liapunov (2.11) tiene una �uni
a solu
i�on P de�nida positiva. |Existen algoritmos num�eri
os que permiten resolver la e
ua
i�on de Liapunov. Adem�as, debenotarse que para obtener una fun
i�on de Liapunov no es ne
esario resolver la e
ua
i�on (2.11),sino que basta 
on resolver la siguiente ine
ua
i�on en la variable P > 0ATP + PA < 0 (2.12)La e
ua
i�on (2.12) resulta ser un problema de programa
i�on lineal, resoluble mediante algo-ritmos muy e�
ientes de punto interior [Apk96℄. Se denomina Desigualdad Matri
ial Lineal yapare
e en la literatura 
on su sigla en ingl�es LMI. Existen algoritmos e�
ientes y r�apidos pararesolver las LMI [Gah95, Apk96℄. Estos objetos matem�ati
os ser�an men
ionados en repeti-das o
asiones a lo largo de esta Tesis. Son de mu
ha utilidad en la Ingenier��a de Control yfundamentalmente en los �ultimos 10 a~nos ha habido una gran 
antidad de trabajo de investi-ga
i�on sobre las apli
a
iones a la Teor��a de Control de las Desigualdades Matri
iales Lineales.La bibliograf��a 
itada es una introdu

i�on sen
illa y breve a las LMI y sus apli
a
iones m�asinmediatas.2.3 Teoremas re
��pro
osBajo 
iertas hip�otesis, no muy restri
tivas, los Teoremas de Estabilidad de Liapunov admitenuna formula
i�on re
��pro
a, en el sentido de que la estabilidad impli
a la existen
ia de unafun
i�on de Liapunov. La demostra
i�on de los mismos es de tipo 
onstru
tivo, o sea que laexisten
ia de una fun
i�on de Liapunov se prueba por la obten
i�on de la misma. Lamentable-mente di
ha 
onstru

i�on no es en general fa
tible en la pr�a
ti
a, por lo que estos Teoremastienen fundamentalmente utilidad te�ori
a y se emplean para obtener resultados te�ori
os sobreestabilidad (ver se

iones 2.4 y 2.5).Teorema 2.8 Consideremos el sistema _x = f(t; x)
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on f 
ontinua respe
to de t y de 
lase C1 respe
to de x, de�nida en [0;+1)�Br. Supongamosque se 
umple que la matriz ja
obiana de f est�a a
otada en Br, uniformemente en t. Supong-amos adem�as que el origen es exponen
ialmente estable, o sea que existen k, 
 y ro 
onstantespositivas que veri�
an k x(t; to; xo) k� k k xo k e�
(t�to) ; 8t � to � 0 (2.13)siempre que xo pertenez
a a un entorno Do � Br del origen.Enton
es existe una fun
i�on V : [0;+1) �Do !Rde 
lase C1 que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones
1 k x k2� V(t; x) � 
2 k x k2�V�t + �V�x f(t; x) � �
3 k x k2���������V�x �������� � 
4 k x kpara 
1, 
2, 
3 y 
4 
onstantes positivas.Demostra
i�onUsaremos nuevamente la nota
i�on x(t; to; xo) para designar la traye
toria que en el instanteini
ial to pasa por xo. Como 
onse
uen
ia de la a
ota
i�on exponen
ial, se 
umple que paratoda 
ondi
i�on ini
ial xo en Do y todo instante ini
ial to, la traye
toria x(t; to; xo) est�a de�nidapara todo tiempo mayor o igual a to y se mantiene dentro de Br, si se 
umple que Do � B rk .Si no se 
umpliera di
ha 
ondi
i�on, restringimos el 
onjunto Do.De�namos la siguiente fun
i�on 
omo 
andidata a fun
i�on de LiapunovV(t; xo) = Z t+Tt xT (�; t; xo)x(�; t; xo)d� = Z t+Tt k x(�; t; xo) k2 d� (2.14)donde T es una 
onstante que elegiremos luego. La fun
i�on V es a valores reales positivos. Porla a
ota
i�on exponen
ial tenemos queV(t; x) � Z t+Tt k2 k x k2 e�2
(��t)d� = k22
 �1� e�2
T � k x k24= 
2 k x k2Llamemos L a la 
ota de la matriz Ja
obiana de f en Br,���������f�x (t; x)�������� � L ; 8x 2 D ; 8t � 0



2.3. Teoremas re
��pro
os 27Se tiene enton
es que f es Lips
hitz en Br 
on 
onstante L. Por lo tanto, se 
umple la siguientea
ota
i�on6 k x(�; t; x) k2�k x k2 e�2L(��t)Obtenemos enton
es la segunda a
ota
i�onV(t; x) � 12L �1� e�2LT � k x k24= 
1 k x k2Cal
ulemos la derivada de V a lo largo de las traye
torias_V = �V�t + �V�x f(t; x)Derivando tenemos que _V =k x(t+ T; t; x) k2 � k x(t; t; x) k2+Z t+Tt 2xT (�; t; x)�x(�; t; x)�t d�+�Z t+Tt 2xT (�; t; x)�x(�; t; x)�x d�� f(t; x)=k x(t + T; t; x) k2 � k x k2 +Z t+Tt 2xT (�; t; x) ��x(�; t; x)�t + �x(�; t; x)�x f(t; x)� d�Como x(�; t; x) = x+ Z �t f (s;x(s; t; x)) dsresulta que �x(�; t; x)�t = �f(t; x) ; �x(�; t; x)�x = In�ny por lo tanto �x(�; t; x)�t + �x(�; t; x)�x f(t; x) = 0 ; 8� � tLa derivada temporal puede a
otarse nuevamente as��_V =k x(t+ T; t; x) k2 � k x k2� � �1� k2e�2
T � k x k26Como k f(t; x) k� L k x k, resulta que���� ddt �k x(t; to; x)) k2����� � 2L k x k2 ; 8to � 0



28 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVLo que da la de�ni
i�on de signo de la varia
i�on temporal y el valor de la 
onstante
3 = 1� k2e�2
TEligiendo T ade
uadamente, podemos tomar 
3 tan 
er
ano a 1 
omo queramos.Como se tiene que �V�x = Z t+Tt 2x(�; t; x)�x(�; t; x)�x d�utilizando t�e
ni
as de a
ota
i�on similares a las ya empleadas, se llega a���������V�x �������� � 2k
 � L �1� e�(
�L)T� k x k4= 
4 k x k |La hip�otesis de estabilidad exponen
ial del Teorema anterior puede relajarse a la estabilidadasint�oti
a uniforme, aunque la demostra
i�on es m�as trabajosa, ya que las a
ota
iones no resul-tan tan dire
tas.Veremos a 
ontinua
i�on el Lema de Massera, de gran importan
ia t�e
ni
a, ya que permitela demostra
i�on del Teorema Re
��pro
o de Liapunov para el 
aso de la estabilidad asint�oti
a.Las demostra
iones del Lema de Massera y del teorema re
��pro
o que le sigue se basan en[Kha96, Mas49, Vid93℄.Lema 2.9 (Lema de Massera (1949)) Sea g : [0;1) ! R, 
ontinua y estri
tamente de-
re
iente, g(t) > 0 para t � 0, g(t) ! 0 para t ! 1. Sea h : [0;1) ! R 
ontinua y node
re
iente, h(t) > 0 para t � 0. Enton
es existe una fun
i�on G(t) tal quea) G(t) y su derivada G0(t) son fun
iones de 
lase K de�nidas para todo t � 0.b) Existen 
onstantes positivas k1 y k2 tales que para 
ualquier fun
i�on 
ontinua u que satisfa
e0 � u(t) � g(t) para todo t � 0 se veri�
a queZ 10 G (u(t)) dt � k1 ; Z 10 G0 (u(t)) h(t)dt � k2Demostra
i�onComo g es estri
tamente de
re
iente, podemos elegir una su
esi�on de tiempos tn tales queg(tn) � 1n+ 1 ; n = 1; 2; : : :En base a di
ha su
esi�on, de�niremos la siguiente fun
i�on �(t)i) �(tn) = 1n



2.3. Teoremas re
��pro
os 29ii) � es lineal entre tn y tn+1.iii) En el primer intervalo (0; t1), �(t) = � t1t �p, 
on p elegido de tal forma que la derivada �0(t)tenga un salto positivo en t = t1, es de
ir �0(t�1 ) < �0(t+1 ).La fun
i�on � es estri
tamente 
re
iente y, adem�as, para t � t1, se 
umple que �(t) � g(t) por
onstru

i�on. La fun
i�on inversa ��1 es estri
tamente de
re
iente y tiende a 0 para t!1. Se
umple que ��1 (u(t)) � ��1 (g(t)) � ��1 (�(t)) = t ; 8t � t1para toda fun
i�on u que satisfaga u(t) � g(t). De�namos la siguiente fun
i�onH(s) = e���1(s)h (��1(s)) ; s � 0que es 
ontinua en 0 < s < 1, dada la 
ontinuidad de ��1 y h y dado que h es positiva.Puede verse que H es una fun
i�on de 
lase K en [0;1), dado que se anula en s = 0 (por ser��1(s) ! 1 para s ! 0+). Adem�as, la fun
i�on H es mon�otona 
re
iente, ya que al 
re
er s,de
re
e ��1(s), 
re
e la exponen
ial del numerador y no 
re
e el denominador, por ser h node
re
iente. Por lo tanto, tiene sentido de�nir la siguiente fun
i�onG(r) = Z r0 H(s)dsque resulta ser 
ontinua y de 
lase K, 
on derivada 
ontinua y de 
lase K en [0;1). Esta es lafun
i�on de la tesis. Veri�quemos que se satisfa
en las a
ota
iones.Para la fun
i�on u del enun
iado se tieneG0 (u(t)) = H (u(t)) = e[���1(u(t))℄h [u(t)℄ � e�th(t) ; 8t � t1Integrando, obtenemos Z 1t1 G0 (u(t)) h(t)dt � Z 1t1 e�tdt � 1y por lo tanto Z 10 G0 (u(t)) h(t)dt � Z 1t1 G0 (u(t)) h(t)dt + 1 4= k2
on lo que hemos demostrado la segunda a
ota
i�on de la tesis. Para a
otar la primera, notemosque, al ser G mon�otona 
re
iente y h no de
re
iente,Z 1t1 G (u(t)) dt = Z 1t1 Z u(t)0 e���1(s)h [��1(s)℄ds dt � Z 1t1 Z �(t)0 e���1(s)h(0) ds dt



30 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVy que adem�as, para 0 � s � �(t), se 
umple���1(s) � �tpor lo que tenemos la siguiente a
ota
i�onZ �(t)0 e���1(s)h(0) ds � Z �(t)0 e�th(0)ds dt = e�th(0)�(t) � e�th(0)para t � t1, ya que en ese 
aso es �(t) � 1.Finalmente,Z 10 G (u(t)) dt � Z t10 G (u(t)) dt+ Z 1t1 e�th(0)dt � Z t10 G (g(t)) dt+ Z 1t1 e�th(0)dt 4= k1 |Ya estamos entones en 
ondi
iones de demostrar el siguiente teorema:Teorema 2.10 Consideremos el sistema _x = f(t; x)
on f de 
lase C1 de�nida en [0;+1)�Br. Supongamos que se 
umple que la matriz ja
obianade f est�a a
otada en Br, uniformemente en t. Supongamos adem�as que el origen es un puntode equilibrio uniformemente asint�oti
amente estable.Enton
es existe una fun
i�on V : [0;+1)�Brode 
lase C1, 
on ro a de�nir, que satisfa
e las siguientes 
ondi
iones�1 (k x k) � V(t; x) � �2 (k x k)�V�t + �V�x f(t; x) � ��3 (k x k)���������V�x �������� � �4 (k x k)para �1, �2, �3 y �4 fun
iones de 
lase K .



2.3. Teoremas re
��pro
os 31Demostra
i�onComo vimos que la estabilidad asint�oti
a uniforme puede 
ara
terizarse por la existen
ia deuna fun
i�on � de 
lase KL que 
umple quek x(�; t; x) k� � (k x k; � � t) ; 8� � t � 0para 8x 2 Bro, ro < r.Mostraremos que la siguiente fun
i�on,V(t; x) = Z 1t G (k x(�; t; x) k) d�
on G elegida 
onvenientemente, es una fun
i�on de Liapunov para el sistema.Comen
emos por estudiar�V�x = Z 1t G0 (k x(�; t; x) k) xT (�; t; x)k x(�; t; x) k �x(�; t; x)�x d�Como vimos en la demostra
i�on del Teorema re
��pro
o para el 
aso de la estabilidad exponen-
ial, la hip�otesis ���������f�x �������� � Lse tradu
e en k x(�; t; x) k� eL(��t)Por lo tanto �����V�x ���� � R1t G0 (k x(�; t; x) k) eL(��t)d�� R1t G0 [� (k x k; � � t)℄ eL(��t)d�= R10 G0 [� (k x k; s)℄ eLsdsEstamos en 
ondi
iones de apli
ar el Teorema de Massera, llamando g(s) = �(r; s) (r �jo) yh(s) = Ls. Obtenemos as�� una fun
i�on G, de 
lase K, y 
onstantes k1 y k2, tales queZ 10 G0 [� (k x k; s)℄ eLsds 4= �4 (k x k) � k2para todo k x k� ro. �4 es una fun
i�on de 
lase K, por serlo G0 y � (para s �jo).Veamos el resto de las a
ota
ionesV(t; x) = R1t G (k x(�; t; x)) d�� R1t G [� (k x k; � � t)℄ d� = R10 G [� (k x k; s)℄ ds 4= �2 (k x k)



32 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVdonde nuevamente �2 es una fun
i�on de 
lase K. La de�ni
i�on de signo de la fun
i�on V sale dela siguiente 
adena de desigualdadesV(t; x) = R1t G (k x(�; t; x)) d�� R1t G �k x k e�L(��t� d� = R10 G �k x k e�Ls�ds� R (ln2)L0 G �12 k x k� 4= �1 (k x k)donde hemos usado nuevamente la a
ota
i�on uniforme del ja
obiano de f , para a
otar inferi-ormente la norma de la traye
toria, y el he
ho de que e�Ls � 12 para todo s � ln2L . La fun
i�on�1 es de 
lase K por serlo G y la fun
i�on norma.Cal
ulemos la varia
i�on de V sobre las traye
torias_V(t; x) = �V�t + �V�x f(t; x) =�G (k x k) + Z 1t G0 (k x(�; t; x)) xT (�; t; x)k x(�; t; x) k ��x(�; t; x)�t + �x(�; t; x)�x f(t; x)�Nuevamente tenemos que�x(�; t; x)�t + �x(�; t; x)�x f(t; x) = 0 ; 8� � tDe donde, _V = �G (k x k) 4= �3 (k x k) |2.4 Sistemas perturbadosConsideremos el sistema _x = f(t; x) + Æ(t; x) (2.15)donde D es un entorno del origen en Rn, f; Æ : [0;1) � D ! Rn son fun
iones lo
almenteLips
hitz en x y f es de 
lase C1. El t�ermino Æ representa una perturba
i�on del sistemaoriginal _x = f(t; x) (2.16)que puede representar errores de modelado, in
ertidumbre en la din�ami
a, din�ami
a que nofue modelada y ruido en el sistema real. Asumiremos que el origen x = 0 es un punto �jo del



2.4. Sistemas perturbados 33sistema original. Si llamamos �f a la fun
i�on exa
ta que des
ribe el sistema (2.15) y f al modeloque por simpli
idad o por ne
esidad estamos usando, enton
es se 
umple que_x = �f(t; x) = f(t; x) + � �f(t; x)� f(t; x)� = f(t; x) + Æ(t; x)donde Æ representa la diferen
ia entre nuestro modelo y la realidad.Estamos limitando nuestro estudio a sistemas que se pueden es
ribir en la forma (2.15), esde
ir, sistemas en los que la perturba
i�on apare
e en forma aditiva en la din�ami
a, lo 
ualno es restri
tivo, ya que normalmente se arriba a sistemas de esta forma 
uando se pretende
ontrolar sistemas no lineales.En esta se

i�on, veremos bajo qu�e 
ondi
iones, el 
ono
imiento de la din�ami
a en torno delorigen del sistema original (2.16) nos propor
iona informa
i�on relativa al sistema perturbado(2.15). A tales efe
tos, es ne
esario distinguir dos 
asos, 
uando la perturba
i�on Æ se anula enel origen x = 0 y 
uando no su
ede as��.2.4.1 Æ(t; 0) = 0 ; 8t � toCuando la perturba
i�on se anula en el origen, se 
umple que el mismo es un punto �jo delsistema original y del perturbado al mismo tiempo. A 
ontinua
i�on veremos un resultadoque permite obtener informa
i�on sobre la estabilidad del origen 
omo punto �jo del sistemaperturbado a partir del 
ono
imiento de las propiedades de estabilidad del origen 
omo punto�jo del sistema original. Existen varios teoremas similares al Teorema 2.11 que manejan elmismo esquema de demostra
i�on ([Kha96℄, Cap. 4).Teorema 2.11 Supongamos que Æ(t; 0) = 0 ;8t � toy que el origen es un punto de equilibrio exponen
ialmente estable para el sistema original(2.16). Supongamos adem�as que la perturba
i�on Æ 
umple quek Æ(t; x) k� 
 k x k ; 8t � to (2.17)en un entorno del origen. Enton
es, si 
 es su�
ientemente peque~no7, el origen es un puntode equilibrio exponen
ialmente estable del sistema perturbado (2.15).Demostra
i�on:Como se 
umplen las hip�otesis del Teorema Re
��pro
o de Liapunov para el 
aso de la esta-bilidad exponen
ial, podemos asegurar que existe una fun
i�on de Liapunov para el sistemanominal (2.16), es de
ir, una fun
i�on V(t; x) de 
lase C1 de�nida en [0;1)�D, donde D es unentorno del origen en Rn, que veri�
a que
1 k x k2� V(x) � 
2 k x k27La 
ota para 
 surge de la demostra
i�on del Teorema



34 2. TEOR�IA DE LIAPUNOV�V�t + �V�x f(t; x) � �
3 k x k2���������V�x �������� � 
4 k x k
on 
1, 
2, 
3 y 
4 
onstantes positivas. Veremos bajo que 
ondi
iones la fun
i�on V es unafun
i�on de Liapunov para el sistema perturbado (2.15). En primer lugar, restrinjamos eldominio de de�ni
i�on de la fun
i�on de Liapunov a la regi�on donde se veri�
a la a
ota
i�on(2.17). Estudiemos la derivada respe
to de las traye
torias_V(t; x) = �V�t + �V�x f(t; x) + �V�x Æ(t; x)Por las propiedades de V y Æ, la e
ua
i�on anterior puede a
otarse 
omo siguej _Vj � �
3 k x k2 + ���������V�x �������� k Æ(t; x) k� � k x k2 (
3 � 

4)Enton
es, si se 
umple que 
 < 
3
4 (2.18)tendremos que el origen es un punto de equilibrio exponen
ialmente estable para el sistemaperturbado. |El resultado anterior muestra que la estabilidad exponen
ial es una propiedad robusta en elsentido que se mantiene frente a una 
lase determinada de perturba
iones. La validez de las
onsidera
iones realizadas es siempre lo
al, aunque si el origen es globalmente exponen
ial-mente estable para el sistema nominal, enton
es tambi�en lo ser�a para el sistema perturbado.Cabe observar que el Teorema anterior in
luye el 
aso en que la perturba
i�on satisfa
e unaa
ota
i�on parti
ular de la forma k g(t; x) k� 
(t) k x k
on 
(t) < �
 para todo t � 0. Este tipo de a
ota
i�on apare
e fre
uentemente en los problemasa estudio y es interesante en si misma ya que admite perturba
iones variantes en el tiempo alas que se le pueda imponer una 
ota uniforme. Si se tiene m�as informa
i�on sobre la varia
i�ontemporal de la 
ota 
(t) se pueden obtener m�as 
on
lusiones que las que brinda este Teorema([Kha96℄, Cap. 5).La e
ua
i�on (2.18) nos da una idea del tama~no de las perturba
iones que no desestabilizanel sistema, aunque est�a 
laro que para 
al
ular la 
ota 
3
4 , es ne
esario 
ono
er expl��
itamentela fun
i�on de Liapunov V. A�un si 
ono
emos una fun
i�on V para el sistema y una 
ota 
 parala perturba
i�on pero no se 
umple la 
ondi
i�on (2.18), el resultado anterior s�olo nos di
e queno podemos a�rmar nada sobre la estabilidad del sistema perturbado y deber��amos intentar
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ar una fun
i�on de Liapunov que maximi
e la 
ota admisible de 
.La estabilidad exponen
ial es esen
ial en el resultado anterior. Cuando s�olo se tiene esta-bilidad asint�oti
a uniforme el estudio resulta ser un po
o m�as deli
ado [Kha96℄. El siguienteejemplo muestra que la robustez frente a perturba
iones de 
re
imiento lineal se~nalada no setiene 
on la sola estabilidad uniforme.Ejemplo 2.4 Consideremos el sistema es
alar_x = �x3 + 
xdonde el t�ermino 
x representa una perturba
i�on. El sistema original (
 = 0) admite la fun
i�on deLiapunov V(x) = x2que es de�nida positiva y tiene derivada sobre las traye
torias_V(x) = �4x4que es de�nida negativa. Tenemos enton
es estabilidad asint�oti
a uniforme para el sistema original.Linealizando el sistema perturbado en torno al origen obtenemos_x = 
xlo que indi
a que el origen es inestable para todo valor de 
 positivo arbitrariamente peque~no. �Veamos que su
ede en el 
aso parti
ular de un sistemas lineal invariante en el tiempo perturbado_x = Ax+ Æ(t; x)donde la perturba
i�on se anula en el origen y veri�
a la a
ota
i�on (2.17). Supongamos queel sistema nominal, lineal, tiene al origen 
omo punto de equilibrio asint�oti
amente estable.Sabemos enton
es que existen matri
es P y Q, n � n, de�nidas positivas, que satisfa
en lae
ua
i�on de Liapunov ATP + PA = �Qy que permiten de�nir la siguiente fun
i�on de Liapunov 
uadr�ati
aV(x) = xTPxpara el sistema nominal. Es f�a
il veri�
ar que las 
onstantes 
1, 
2, 
3 y 
4 pueden tomarse as��
1 = �min(P ) ; 
2 = �max(P ) ; 
3 = �min(Q) ; 
4 = 2�max(P )donde hemos usado la nota
i�on �min(:) y �max(:) para designar el m�aximo y el m��nimo valorpropio de una matriz sim�etri
a.En este 
aso, la a
ota
i�on para 
 que surge del Teorema 2.11 es
 < 
3
4 = �min(Q)2�max(P ) (2.19)



36 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVPor lo tanto, si se satisfa
e la 
ondi
i�on (2.19), podemos asegurar la estabilidad asint�oti
a delorigen para el sistema perturbado.Pensemos en el problema de maximizar el tama~no de las perturba
iones admisibles. En primerlugar supongamos �ja la matriz A. Enton
es debemos bus
ar una pareja (P;Q) que maximi
ela 
ota de la 
ondi
i�on (2.19). Este problema est�a resuelto y la solu
i�on es la pareja Q = In�ny la solu
i�on P de la e
ua
i�on de Liapunov ATP + PA = �I ([Kha96℄, Cap. 5, Ejer
i
io 5.1).En segundo lugar, supongamos que tenemos un sistema lineal de 
ontrol y que podemos mod-i�
ar la matriz A (por ejemplo, mediante una a

i�on de 
ontrol que 
onsista en una reali-menta
i�on lineal de estados). Enton
es el problema es un po
o m�as 
omplejo ya que 
ontamos
on un grado m�as de libertad (las matri
es P y Q y la matriz de realimenta
i�on de estadosestabilizante). Detallaremos este problema en la se

i�on 2.6.2.4.2 Æ(t; 0) 6= 0 ; 8t � toCuando la perturba
i�on no se anula en el origen, no tenemos el resultado interesante delTeorema 2.11. El problema radi
a en que el origen ya no es un punto �jo del sistema perturbadoy, por lo tanto, las 
on
lusiones que podamos sa
ar sobre la estabilidad del origen para elsistema nominal no pueden trasladarse dire
tamente al sistema perturbado. A�un as��, podemosintentar apli
ar la misma idea de ver bajo qu�e 
ondi
iones una fun
i�on de Liapunov para elsistema nominal nos brinda informa
i�on sobre las traye
torias en torno al origen del sistemaperturbado. El siguiente Teorema, que s�olo enun
iaremos, traslada lo visto anteriormente al
aso de perturba
iones que no se anulan en el origen.Teorema 2.12 Sea x = 0 un punto de equilibrio exponen
ialmente estable para el sistemanominal (2.16) y supongamos que Æ(t; x) satisfa
e la siguiente a
ota
i�onk Æ(t; x) k� � (2.20)para todo t � 0 y para todo x en una bola de de radio r 
entrada en el origen. Si � essu�
ientemente peque~no, enton
es existen 
onstantes positivas 
, t1, b, k, R y 
 que veri�
anque k x(t) k� ke�
(t�to) k x(to) k ; 8to � t < t1 ; 8 k x(to) k� R (2.21)k x(t) k� b ; 8t � t1 (2.22)|Las e
ua
iones (2.21) y (2.22) expresan la llamada a
ota
i�on �ultima8 de las traye
torias entorno al origen. Como puede apre
iarse, al prin
ipio las traye
torias tienden exponen
ialmenteal origen y luego se quedan 
er
a de �el. Las 
onstantes que apare
en resultan ser fun
iones8En ingl�es: ultimate bound



2.5. Linealiza
i�on 37de las 
otas de la fun
i�on de Liapunov que se aso
ie al sistema nominal. La demostra
i�ondel Teorema se basa en un resultado similar al del Teorema de Liapunov, 
uando s�olo puedea�rmarse que la derivada es de�nida negativa fuera de un entorno del origen. Esto impli
a quelas traye
torias van ha
ia ese entorno y no se salen de all�� ([Kha96℄, Cap. 5).El estudio de perturba
iones que no se anulan en el origen apare
e naturalmente 
uando en unsistema de 
ontrol miramos la a

i�on de 
ontrol 
omo una perturba
i�on. Seamos un po
o m�asexpl��
itos. Supongamos un sistema de 
ontrol de la forma_x = f(x) + u(t; x)donde u es la se~nal de 
ontrol. Si 
ono
emos las 
ara
ter��sti
as de estabilidad del sistema noforzado _x = f(x)bas�andonos en los Teoremas anteriores podemos extrapolar 
on
lusiones para el sistema forza-do. Por ejemplo, si el origen del sistema no forzado es exponen
ialmente estable y la a

i�on de
ontrol, vista 
omo una perturba
i�on, satisfa
e la a
ota
i�on (2.20), podemos asegurar que lastraye
torias resultantes ser�an a
otadas. Esto se 
ono
e 
omo la estabilidad entrada-estado.2.5 Linealiza
i�onEn la presente se

i�on, veremos 
omo estudiar el 
omportamiento de un sistema en las 
er
an��asde un punto de equilibrio en fun
i�on de las propiedades del sistema obtenido al linealizar eloriginal.Consideremos el sistema no lineal y aut�onomo_x = f(x) (2.23)
on f(0) = 0 y f de 
lase C1 en un entorno del origen. De�namos la siguiente matrizA = �f�x (x)����x=0 (2.24)El sistema (2.23) puede es
ribirse as��_x = Ax + [f(x)�Ax℄y, de�niendo Æ(x) = f(x)�Ax, obtenemos la siguiente des
rip
i�on_x = Ax+ Æ(x) (2.25)La e
ua
i�on (2.25) es un 
aso parti
ular de un sistema perturbado. En este 
aso el sistemanominal es lineal, de matriz de transi
i�on de estados A, y la perturba
i�on veri�
a por de�ni
i�onque se anula en el origen y adem�as quelimkxk!0 k Æ(x) kk x k = 0



38 2. TEOR�IA DE LIAPUNOVpor la 
ontinuidad en x = 0 de �f�x . Estamos, por lo tanto, en las hip�otesis del Teorema 2.11,ya que siempre podemos en
ontrar una 
onstante 
 tal que en un entorno del origen se 
umplaque k Æ(x) k� 
 k x kRestringiendo su�
ientemente di
ho entorno, la 
onstante 
 puede tomarse tan peque~na 
omosea ne
esario.En el 
ap��tulo 6 se profundiza este resultado y sus 
onse
uen
ias.El resultado expuesto aqu�� brevemente es m�as fuerte a�un. Puede demostrarse que existe una
orresponden
ia biun��vo
a lo
al entre las traye
torias del sistema original y las del sistemalineal. Esto se 
ono
e 
omo Teorema de Hartman-Gro�man [Kha96, Har64, Lew81℄.2.6 Control utilizando LiapunovLas herramientas introdu
idas por Liapunov se emplean 
ontinuamente en la Teor��a del Con-trol. Las apli
a
iones son variadas, as�� 
omo los objetivos. En esta se

i�on, presentaremosalgunas ideas y 
on
eptos que apare
en en el estudio de sistemas de 
ontrol.Re
ordemos que el sistema a estudio est�a des
rito por la siguiente rela
i�on_x = f(t; x; u) (2.26)El objetivo de 
ontrol es determinar la se~nal de 
ontrol u : [0;1) ! Rm que determine queel sistema satisfaga un 
onjunto de propiedades requeridas. Una de di
has propiedades es engeneral la estabilidad del sistema (tanto referida a un punto �jo 
omo a una traye
toria).Existen en 
ontrol dos grandes problemas: an�alisis y s��ntesis. El problema de an�alisis 
on-siste en determinar si un sistema de 
ontrol dado, 
on una se~nal de 
ontrol dada, satisfa
e laspropiedades requeridas. El problema de s��ntesis 
onsiste en dise~nar la se~nal de 
ontrol que lleveal sistema al 
omportamiento deseado.Originalmente, la Teor��a de Liapunov se apli
�o al problema de an�alisis. De alguna manerase dise~naba la a

i�on de 
ontrol y se testeaba, mediante Liapunov, la estabilidad del sistema.Uno de los problemas 
l�asi
os de an�alisis es el denominado Problema de Lure. Di
ho prob-lema 
onsiste en determinar la estabilidad del sistema mostrado en la �gura 2.5. El sistemano tiene entradas externas y 
onsiste en un sistema lineal de una entrada y una salida9, invari-ante en el tiempo, de par�ametros 
on
entrados, de matriz de transferen
ia G(s), realimentadomediante una fun
i�on no lineal � que veri�
a una 
ondi
i�on de se
tor, es de
ir, que existen� y � 
onstantes no negativas, 0 � � < � �1, que satisfa
en que�y2 � y�(y) � �y2 ; 8y 2 R9Puede extenderse el resultado al 
aso multivariable [Kha96, Meg97℄.
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PSfrag repla
ements �u

y
�
G(s)

Figura 2.5: Problema de Lure o de estabilidad absoluta(El gr�a�
o de la fun
i�on � se en
uentra en el se
tor limitado por las re
tas de pendiente � y �;se di
e en este 
aso que la no linealidad � pertene
e al se
tor (�; �)). Problemas que puedenexpresarse 
omo en la �gura 2.5 son fre
uentes en los sistemas f��si
os [Kha96, Slo91, Vid93℄. ElProblema de Lure 
onsiste en asegurar la estabilidad del sistema realimentado para 
ualquierno linealidad � en el se
tor y se 
ono
e tambi�en 
omo problema de estabilidad absoluta.La resolu
i�on 
onsiste en en
ontrar una fun
i�on de Liapunov que asegure la estabilidad, inde-pendientemente de la no linealidad �, siempre que �esta pertenez
a al se
tor. Hay resultados
l�asi
os en este tema, los denominados Criterio de Popov y Criterio del C��r
ulo, que datande unos 30 a~nos atr�as, y resultados m�as re
ientes, que generalizan y ampl��an di
hos 
riterios,debidos a los trabajos de Megretski y Rantzer [Meg97℄.Si bien al prin
ipio la Teor��a de Liapunov se utiliz�o para analizar problemas de 
ontrol, surgieront�e
ni
as que utilizaban di
ha Teor��a para sintetizar sistemas. Estas t�e
ni
as parten de una fun-
i�on 
andidata a ser de Liapunov y dise~nan la se~nal de 
ontrol para 
onvertirla en una fun
i�onde Liapunov. Otras tienen una fun
i�on de Liapunov para una por
i�on del sistema y la extiendenen forma inteligente al resto del sistema [Kha96, Slo91, Vid93, Rug91℄.A prin
ipios de los a~nos 80, la Teor��a se orient�o luego a la b�usqueda de las denominadasFun
iones de Liapunov de Control (CLF). Este 
on
epto se apli
a a sistemas de 
ontrol 
onuna estru
tura parti
ular y es aquellos en los que la entrada apare
e en forma af��n_x = f(x) + g(x)u (2.27)De�ni
i�on 2.18 Una CLF para el sistema (2.27) es una fun
i�on V : Rn ! R de 
lase C1,de�nida positiva, que 
umple queinfu ��V�x f(x) + �V�x g(x)u� < 0para todo x 6= 0. }La minimiza
i�on indi
ada en la de�ni
i�on es para x �jo. Puede demostrarse que la CLF ad-mite una se~nal de 
ontrol 
ontinua que la transforme en fun
i�on de Liapunov. Adem�as, di
ha
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i�on de 
ontrol puede ser elegida de modo tal que se optimi
e un determinado ��ndi
e dedesempe~no del sistema (
omo el introdu
ido en el 
ap��tulo 3) [Son89℄. Mu
has de las t�e
ni
asnombradas para s��ntesis sirven para obtener una CLF para el sistema a estudio. Los trabajosde [JYu98, Pri98a, Pri98b℄ muestran una l��nea de investiga
i�on a
tual en esta dire

i�on.Ahora que hemos introdu
ido algunas ideas sobre el uso de la Teor��a de Liapunov en el an�alisisy la s��ntesis de sistemas de 
ontrol, retomemos el problema presentado al �nal de la sub se

i�on2.4.1. All�� plante�abamos la idea de en
ontrar una realimenta
i�on de estados y una fun
i�on deLiapunov de forma tal de asegurar la estabilidad del origen 
omo punto �jo del sistema_x = Ax+Bu+ Æ(t; x) (2.28)
uando Æ veri�
a que se anula en el origen y quek Æ(t; x) k� 
 k x kpara todo x en una 
ierta regi�on D y para t � to. Supongamos que la pareja (A;B) es
ontrolable, o sea que existe una matriz Kn�m que 
umple que la matriz�A = A�BKes Hurwitz [Kha96, Oga80, Zho97, Kai80, Kuo96℄. La matriz �A resulta ser la matriz de estadosdel sistema (2.28) 
uando la a

i�on de 
ontrol es la realimenta
i�on de estados u = �Kx.El problema se plantea enton
es 
omo el de en
ontrar una matriz K estabilizante10 y unafun
i�on de Liapunov 
uadr�ati
a que maximi
en la 
ota (2.17) admisible para la perturba
i�onÆ. Matem�ati
amente el problema se expresa as��maxfK estabilizantes; P=PT>0g� �min(Q)�max(P ) ���� (A�BK)TP + P (A�BK) = �Q < 0�Veamos algunas 
ara
ter��sti
as parti
ulares del problema. Si existe una pareja (Ko; Po) que dael �optimo, enton
es, seg�un lo visto en la subse

i�on 2.4.1, la matriz Po debe ser solu
i�on de lae
ua
i�on (A�BKo)TPo + Po(A�BKo) = �Iya que de no ser as��, el objetivo podr��a mejorarse manteniendo Ko �jo. Por lo tanto podemosreformular el problema 
omo siguemaxfK estabilizantes; P=PT>0g� 1�max(P ) ���� (A�BK)TP + P (A�BK) = �I�O lo que es lo mismominfK estabilizantes; P=PT>0g��max(P ) j (A�BK)TP + P (A�BK) = �I	 (2.29)10O sea, tal que �A = A�BK sea Hurwitz.



2.6. Control utilizando Liapunov 41Utilizando la equivalen
ia de las siguientes e
ua
ionesP = P T > 0 ; �max(P ) < 
, P � 
I < 0siendo I la matriz identidad n� n, la expresi�on (2.29) puede replantearse as��min 
sujeto a P = P T > 0P � 
I < 0(A�BK)TP + P (A�BK) = �I (2.30)
donde hemos introdu
ido la variable auxiliar 
 real.La resolu
i�on del problema anterior no pare
e ser trivial y muestra una posible l��nea de trabajofuturo.



Cap��tulo 3Control �OptimoControlar un sistema 
onsiste en de
idir qu�e a

iones 
orresponde tomar, dentro de las posibles,para que el sistema se 
omporte de una manera ade
uada a nuestros objetivos. Sin entrar aqu��en de�ni
iones que ser�an presentadas m�as adelante, el 
on
epto anterior nos muestra que laTeor��a de Control debe 
ontemplar un 
ompromiso entre lo que es ne
esario ha
er y lo que esposible ha
er.En virtud del 
ompromiso men
ionado, los problemas de 
ontrol pueden ser planteados deforma tal de obtener el mejor desempe~no posible dentro de las limita
iones existentes. Talplanteo es lo que se 
ono
e 
omo Control �Optimo. Como su nombre lo indi
a, la solu
i�on de unproblema de 
ontrol �optimo involu
ra un pro
eso de optimiza
i�on, satisfa
iendo un 
onjuntode restri

iones. Di
has restri

iones pueden ser limita
iones propias del problema, o puedenser tambi�en 
ondi
iones que nosotros imponemos, 
omo el grado de desempe~no admisible o el
onjunto de las a

iones de 
ontrol posibles.La Teor��a del Control �Optimo est�a pues ��ntimamente vin
ulada a la Teor��a de Optimiza
i�on 
onRestri

iones y el C�al
ulo Varia
ional. Las primeras investiga
iones en esta l��nea matem�ati
ase remontan a �nes del siglo XVII, 
on el problema del braquisto
rono o del tiempo m��nimo deJa
ob Bernoulli, que tuvo solu
iones propuestas por Newton, L'Hopital, Leibnitz y el propioBernoulli entre otros.Dos diferentes enfoques permiten ata
ar el problema del C�al
ulo Varia
ional, las e
ua
ionesde Euler-Lagrange y las e
ua
iones de Hamilton-Ja
obi-Bellman y se 
orresponden 
on dos vi-siones diferentes para el problema del Control �Optimo, la programa
i�on din�ami
a y el prin
ipiodel m��nimo de Pontriagin. Ambos enfoques, junto 
on sus virtudes y defe
tos, ser�an estudiadosen este 
ap��tulo.3.1 Problema del Regulador �OptimoEl problema de Control �Optimo 
onsiste en la minimiza
i�on (maximiza
i�on) de una deter-minada fun
i�on objetivo o fun
i�on de 
osto vin
ulada a un determinado sistema din�ami
o,modelado mediante una des
rip
i�on de entradas y estados. En el presente trabajo, nos limitare-42



3.1. Problema del Regulador �Optimo 43mos al Problema de Regula
i�on, es de
ir, al problema de llevar el estado ini
ial al estadonulo en un determinado lapso de tiempo y utilizando un 
onjunto de entradas admisibles.El sistema 
on el que trabajaremos ser�a el siguiente1_x = f(x) + g(x):u ; x(to) = xo (3.1)siendo x 2 Rn el ve
tor de estados, u 2 Rm el ve
tor de entradas y f : Rn ! Rn yg : Rn ! Rn�m fun
iones diferen
iables. Supondremos que siempre estamos en las hip�otesisne
esarias para la existen
ia y uni
idad de la solu
i�on del sistema (3.1). Llamaremos x(t; to; xo)a la solu
i�on 
orrespondiente a la 
ondi
i�on ini
ial xo 2 Rn, es de
ir, x(to; to; xo) = xo. Tam-bi�en usaremos la nota
i�on x(t; to; xo) = x(t) = x 
uando no haya posibilidad de 
onfusi�on.Aso
iada al sistema tenemos la siguiente fun
i�on de 
ostoJ (xo; to; u; tf ) =  (x(tf ; to; xo); tf ) + Z tfto L (x(t); u; t) dt (3.2)donde por 
omodidad hemos usado x en el integrando para referirnos a la traye
toria en elinstante t. L denota una fun
i�on de p�erdida, normalmente denominada lagrangiano. tf es elprimer instante en el que la traye
toria llega a un 
ierto 
onjunto prede�nido S que llamaremos
onjunto objetivo. tf puede ser �jo (dato del problema) o variable (a determinar).  es unafun
i�on de peso que se 
al
ula en el estado �nal x(tf ; to; xo). Las fun
iones L y  veri�
anL(0; 0; t) = 0 ;  (0; tf ) = 0Llamaremos U al 
onjunto de entradas admisibles, es de
ir, aquellas que satisfa
en el 
onjuntode restri

iones que nuestro problema impone en las entradas.El Problema de Control �Optimo 
onsiste en determinar si existe una entrada admisi-ble u? 2 U , de�nida en el intervalo dado [to; tf ℄ tal que minimi
e el fun
ional J .Los datos del problema son el 
onjunto admisible de entradas U y el 
onjunto objetivo S. Nor-malmente bus
aremos una solu
i�on u? que sea un realimenta
i�on de estados, del tipo u? = h(x).Eligiendo ade
uadamente las fun
iones L y  y los 
onjuntos U y S se obtienen diferentesproblemas de 
ontrol �optimo. Por ejemplo, tomando L = 1,  = 0, S = fxfg y U =fu(t)j9tf 2 [0;+1) x(tf ; to; xo) = xfg tenemos planteado el problema de al
anzar el estado�nal xf dado en tiempo m��nimo, o eligiendo L =k u k2, � = 0, S = fxfg y U = fu 2 L2[to; tf ℄ jx(tf ; to; xo) = xfg en
ontramos el problema de pasar del estado ini
ial xo a un estado �nal xfdado 
on m��nima energ��a de entrada en un tiempo tf dado. Otros problemas de 
ontrol �optimopueden en
ontrarse en [And90℄ y [Nev97℄.1La Teor��a que se presenta a 
ontinua
i�on vale para un 
onjunto m�as amplio de sistemas, des
ritos por larela
i�on _x = f(t; x; u), pero nos limitaremos a estudiar los sistemas gobernados por la expresi�on af��n (3.1), quedes
ribe mu
hos sistemas f��si
os.



44 3. CONTROL �OPTIMOEl problema que estudiaremos nosotros es el siguiente:Problema del regulador �optimo: Consiste en llevar el estado ini
ial a un estado de equi-librio, o al menos aproximarse a �el, minimizando el fun
ional J . Normalmente el punto deequilibrio elegido es el origen x = 0. Para ello, tanto L 
omo  se eligen no negativas, el tiempo�nal tf es dado, U = fu(t) se

ionalmente 
ontinuag y S = f0g.Como el tiempo �nal es dado obviaremos la dependen
ia respe
to de tf del fun
ional J . Haydos 
asos distintos para el problema del regulador �optimo: 
uando tf es �nito y 
uando tf = 1.Estudiaremos el primer 
aso.3.2 Programa
i�on Din�ami
aEste enfoque para la resolu
i�on del problema de 
ontrol �optimo se basa en el Prin
ipio deOptimalidad. Es
ribamos nuevamente el problema de 
ontrolminu2U J (xo; to; u) = minu2U � (x(tf ; to; xo); tf ) + Z tfto L (x(t); u; t) dt� (3.3)sujeto a _x = f(x) + g(x):ux(to) = xoTeorema 3.1 (Prin
ipio de Optimalidad) Si la entrada u? es �optima en el intervalo [t; tf ℄,partiendo de un estado x(t), enton
es tambi�en lo es en el intervalo [t + �t; tf ℄, para 
ualquier�t ( 0 � �t � tf � t ). |Esta a�rma
i�on, formulada por Bellman a mediados de este siglo, permite obtener una expresi�onanal��ti
a para la resolu
i�on del problema de optimiza
i�on [Bel62, Sag68, Ath66℄. De�namos elsiguiente mapa V?(xo; to) = minu2U J (xo; to; u) (3.4)que llamaremos fun
i�on de valor. Esta fun
i�on, independiente de la entrada u, aso
ia a
ada estado ini
ial el 
osto �optimo 
orrespondiente. Si logramos 
ono
er la fun
i�on de valor,enton
es tendremos resuelto el problema de 
ontrol �optimo para 
ualquier 
ondi
i�on ini
ial xoy 
ualquier instante ini
ial to.El Prin
ipio de Optimalidad se expresa de la siguiente manera en t�erminos de la fun
i�on devalor V?(x; t) = minu2U �Z t+�tt L (x(�); u; �) d� + V? (x(t + �t); t+ �t)� (3.5)



3.2. Programa
i�on Din�ami
a 45donde x(�) = x(�; t; x). Hemos omitido algunos sub��ndi
es por 
omodidad. De la expresi�onanterior puede en
ontrarse una e
ua
i�on en derivadas par
iales para la fun
i�on de valor. Paraello, daremos los siguientes pasos: en primer lugar, aproximaremos la integral por el t�erminoL(x; u; t):�t; en segundo lugar, aproximaremos el segundo t�ermino de la dere
ha de la igualdadpor su desarrollo de Taylor multivariable; en ter
er lugar, usaremos la aproxima
i�onx(t+ �t) � x(t) + [f(x) + g(x)u℄ �tObtenemos las siguientes e
ua
ionesV? (x(t + �t); t+ �t) = V?(x; t) + �V?�t �t+��V?�x �T [f(x) + g(x)u℄ �t+O(�t) +O(x)donde O(�t) y O(x) denotan t�erminos de orden mayor que 1 en �t y x respe
tivamente; o seaque satisfa
en lim�t!0 jO(�t)j�t = 0 ; limkxk!0 jO(x)jk x k = 0Por lo tanto, la expresi�on (3.5) se transforma enV?(x; t) = minu2U �L(x; u; t)�t+ V?(x; t) + �V?�t �t+ ��V?�x �T [f(x) + g(x)u℄ �t+O(�t))Agrupando los t�erminos independientes de u a la izquierda de la igualdad y 
an
elando V?(x; t)obtenemos ��V?�t �t = minu2U (L(x; u; t)�t +��V?�x �T [f(x) + g(x)u℄ �t+O(�t)) (3.6)Dividiendo por �t y ha
iendo tender �t a 
ero, se llega a la siguiente expresi�on��V?�t = minu2U (L(x; u; t) +��V?�x �T [f(x) + g(x)u℄) (3.7)que se 
ono
e 
omo la e
ua
i�on de Hamilton-Ja
obi-Bellman (HJB). Para obtener la
ondi
i�on de borde de la e
ua
i�on, hay que observar que en el instante t = tf , se tiene queJ (x; tf ; u) =  (x(tf ; tf ; x); tf ) =  (x; tf ) independiente de u. Se 
umple enton
es queV?(x; tf ) =  (x; tf ) ; 8x (3.8)La expresi�on (3.7) resulta ser una e
ua
i�on en derivadas par
iales que tambi�en involu
ra unaoptimiza
i�on, 
uya solu
i�on es la fun
i�on de valor aso
iada al fun
ional de 
osto (3.2). Un
amino para en
ontrar la solu
i�on es el siguiente. En primer lugar, se realiza la minimiza
i�onindi
ada en (3.7), obteni�endose una expresi�on para u (dependiente de V?)u? = h��V?�x ; x; t� (3.9)En segundo lugar, se resuelve la e
ua
i�on en derivadas par
iales resultante de substituir u poru? ��V?�t = L(x; u?; t) +��V?�x �T [f(x) + g(x)u?℄



46 3. CONTROL �OPTIMO3.3 E
ua
iones de Euler-LagrangeEste enfoque para resolver el problema de 
ontrol �optimo se basa en la utiliza
i�on de multipli-
adores de Lagrange [Bry75℄. Nuevamente es
ribimos el problemaminu2U J (xo; to; u) = minu2U � (x(xo; to; tf ); tf ) + Z tfto L (x(t); u; t) dt� (3.10)sujeto a _x = f(x) + g(x):u ; x(to) = xoConsideremos una nueva fun
i�on de 
osto, resultante de agregarle las restri

iones a la original,utilizando multipli
adores de Lagrange. Este pro
eso permite transformar un problema deoptimiza
i�on 
on restri

iones en uno m�as grande pero sin restri

iones. Como las restri

ionesson igualdades que deben 
umplirse en 
ada instante de tiempo, se agregan al 
osto originalen forma integral, mediante multipli
adores � que son fun
iones del tiempo. Obtenemos lasiguiente expresi�on para el 
osto aumentado�J (xo; to; u) = J (xo; to; u) + Z tfto �T (t) [f(x) + g(x)u � _x℄ dt (3.11)=  (x(tf ); tf ) + Z tfto �[L(x; u; t) + �T (t) [f(x) + g(x)u � _x℄	 dtEl t�ermino L(x; u; t)+�T (t) [f(x) + g(x)u℄ se denominaHamiltoniano y se denota H(x; u; �; t).Integrando por partes la expresi�on ��(t) _x(t) se tiene�Z tfto �T (t) _x(t)dt = ��T (tf )x(tf ) + �T (to)x(to) + Z tfto _�T (t)x(t)dtPor lo que se obtiene la siguiente expresi�on para el 
osto aumentado�J (xo; to; u) =  (x(tf ); tf )� �T (tf )x(tf ) + �T (to)x(to) + Z tfto hH(x; u; �; t) + _�T (t)x(t)i dt(3.12)Hemos transformado el problema original en la minimiza
i�on del 
osto (3.12) sin restri

iones.Para solu
ionar el problema de 
ontrol �optimo, debemos en
ontrar u y � que minimi
en �J . Las
ondi
iones para un punto �optimo en este 
aso se obtienen dire
tamente del 
�al
ulo varia
ional[Bry75℄. Consideremos las varia
iones admisibles Æ �J de �J para to �jo (re
ordemos que tftambi�en es �jo2)Æ �J = " � �x ����t=tf � �T ��t=tf# Æx+ �T Æx��t=to + Z tfto ���H�x + _�T� Æx + �H�u Æu� dt2Para el 
aso en que to y/o tf no son �jos, 
omo en el ejemplo del braquisto
rono, deben in
orporarse susvaria
iones en el 
�al
ulo de Æ �J [Bry75℄.



3.4. HJB vs. Euler-Lagrange 47Las varia
iones admisibles de �J en un �optimo deben ser nulas, los que resulta en una primerae
ua
i�on _�T = ��H�x = ��L�x � �T ��f�x + �g�xu� (3.13)La 
orrespondiente 
ondi
i�on de borde es3�T (tf ) = � �x(tf )La segunda e
ua
i�on que se obtiene es0 = �H�u = ��f�x + �g�xu�����L�x�T (3.14)la 
ual determina la expresi�on para la entrada �optima u?.Re
apitulando, resulta ser que para resolver el problema de optimiza
i�on (3.10), hay que re-solver las siguientes e
ua
iones diferen
iales a
opladas, 
ono
idas 
omo e
ua
iones de Euler-Lagrange (EL). _x = f(x) + g(x)u ; x(to) = xo_�T = ��L�x � �T ��f�x + �g�xu� ; �T (tf ) = � �x(tf )El problema anterior, 
on 
ondi
iones ini
iales en to y tf , se 
ono
e en la literatura 
omoproblema 
on 
ondi
iones ini
iales en dos puntos (two-point boundary value problem) ypuede resolverse num�eri
amente utilizando t�e
ni
as de disparo. La se~nal de 
ontrol �optima seobtiene de la e
ua
i�on (3.14).Las e
ua
iones de Euler-Lagrange 
onstituyen una versi�on parti
ular delPrin
ipio del M��nimode Pontriagin que asegura la existen
ia de la fun
i�on �(t) que permite en
ontrar la entrada�optima [Pon59℄.3.4 HJB vs. Euler-LagrangeLos dos enfoques para resolver el problema de 
ontrol �optimo presentados anteriormente tienenventajas y desventajas que determinan 
u�al de ellos 
orresponde utilizar en 
ada 
aso.3Estamos ha
iendo la identi�
a
i�on � �x ����t=tf = � �x(tf)



48 3. CONTROL �OPTIMOLa programa
i�on din�ami
a se basa en la 
apa
idad de resolver la e
ua
i�on de Hamilton-Ja
obi-Bellman. Como vimos, di
ha e
ua
i�on 
onsiste en una e
ua
i�on en derivadas par
iales que nosiempre puede resolverse anal��ti
amente, aunque a ve
es pueden en
ontrarse aproxima
ionesnum�eri
as. Esa es esen
ialmente la prin
ipal desventaja de este enfoque. En la siguiente se
-
i�on veremos un 
aso parti
ular en la que la e
ua
i�on HJB puede ser resuelta anal��ti
amentey que ser�a ampliamente utilizado en este trabajo. Adem�as, el he
ho de que la fun
i�on de valorsatisfaga la e
ua
i�on HJB es una 
ondi
i�on su�
iente, pero no ne
esaria, a menos que V? seadiferen
iable [Nev97℄. Por otro lado, si en
ontramos la fun
i�on de valor V?, podemos obten-er la se~nal �optima de 
ontrol por medio de la e
ua
i�on (3.9). Di
ha entrada �optima resultaser una realimenta
i�on de estados y hemos resuelto el problema para 
ualquier 
ondi
i�on ini
ial.Las e
ua
iones de Euler-Lagrange son un par de e
ua
iones diferen
iales ordinarias a
opladasy en general pueden ser resueltas m�as f�a
ilmente que la e
ua
i�on HJB, lo 
ual 
onstituye laprin
ipal ventaja de este enfoque. Ambas e
ua
iones son 
ondi
iones ne
esarias a satisfa
er porel par �optimo (�; u?). Como desventaja prin
ipal, la solu
i�on que se obtiene por este enfoquees en lazo abierto en el siguiente sentido: dada la pareja (xo; to), podemos en
ontrar la a

i�onde 
ontrol u �optima; para una nueva pareja, debemos re
al
ular la solu
i�on.3.5 Regulador �Optimo Cuadr�ati
o Lineal (LQR)En la presente se

i�on veremos un 
aso parti
ular para el 
ual la e
ua
i�on de Hamilton-Ja
obi-Bellman admite una solu
i�on anal��ti
a. Estudiaremos el 
aso en el que el sistema es lineal y el
osto es 
uadr�ati
o.Consideremos primero un sistema f��si
o que admite la siguiente des
rip
i�on lineal varianteen el tiempo _x = A(t)x +B(t)u ; x(to) = xoConsideremos el 
osto 
uadr�ati
oJ (xo; to; u) = 12 Z tfto �xTQ(t)x + uTR(t)u� dt+ 12xT (tf )Sfx(tf ) (3.15)En la e
ua
i�on (3.15), la matriz R es de�nida positiva y pesa la energ��a de la a

i�on de 
ontrol4.La matriz Q pesa la energ��a de la traye
toria, en tanto que la matriz Sf pesa el estado �nal entiempo tf . En general, las matri
es Q y Sf se toman semide�nidas positivas.Veamos 
omo queda la e
ua
i�on (HJB) en este 
aso��V?�t = minu2U (xTQ(t)x+ uTR(t)u +��V?�x �T [A(t)x+B(t)u℄) (3.16)4Aso
iaremos la poten
ia instant�anea de una se~nal 
on su 
uadrado. La integral del 
uadrado de la se~nal nosda la energ��a.



3.5. Regulador �Optimo Cuadr�ati
o Lineal (LQR) 49Dadas las 
ara
ter��sti
as parti
ulares del problema (sistema lineal y 
osto 
uadr�ati
o), bus
are-mos una solu
i�on para la e
ua
i�on anterior del tipo 
uadr�ati
oV?(x; t) = xTP (t)xLa e
ua
i�on HJB resulta ser�xT _P (t)x = minu2U �xTQ(t)x+ uTR(t)u+ �2xTP (t)� [A(t)x +B(t)u℄	que tambi�en puede es
ribirse 
omo�xT _P (t)x = minu2U �xTQ(t)x+ 2xTP (t)A(t)x� xT (PBR�1BTP )x+ (3.17)k uTR� 12 + xTPBR� 12 k2oLa se~nal �optima de 
ontrol resulta ser, seg�un la e
ua
i�on (3.9), la siguiente realimenta
i�on deestados u? = �R�1BT (t)P (t)xDe (3.17) surge que la e
ua
i�on que debe veri�
ar la fun
i�on de valor 
uadr�ati
a es� _P = Q+ATP + PA� PBR�1BTP (3.18)que es una e
ua
i�on de Ri

ati. La 
ondi
i�on de borde sale de la e
ua
i�on (3.8)P (tf ) = Sf (3.19)La ley de realimenta
i�on de estados esu? = �R�1BT (t)P (t)xConsideremos ahora el 
aso parti
ular de un sistema lineal invariante en el tiempo (matri-
es A y B 
onstantes). En este 
aso, podemos 
onsiderar que las matri
es de pesos Q y Rson 
onstantes. En el problema de la regula
i�on del sistema lineal, vamos a pedir que di
haregula
i�on sea asint�oti
a, es de
ir, que el origen sea un atra
tor asint�oti
o global. Por di
homotivo, vamos a 
onsiderar tf = 1 y aprove
hando la invarian
ia temporal, tomaremos to = 0.El llamado problema esta
ionario o regulador asint�oti
o 
onsiste en en
ontrar una reali-menta
i�on est�ati
a de estados u = �Kx ; K 
teque 
onvierta al origen en un atra
tor global. Di
ho problema tiene solu
i�on si la e
ua
i�on(3.18) admite una solu
i�on P 
onstante ( _P = 0) [Bry75℄. La e
ua
i�on esta
ionaria,0 = Q+ATP + PA� PBR�1BTP (3.20)



50 3. CONTROL �OPTIMOse denomina e
ua
i�on algebrai
a de Ri

ati. Existen varios algoritmos num�eri
os que per-miten resolver la e
ua
i�on (3.20) 
on bastante pre
isi�on. Normalmente puede existir variassolu
iones, pero se prueba que s�olo una es de�nida positiva [Zho97, Bry75℄. Tal solu
i�on per-mite adem�as, obtener una fun
i�on de Liapunov para el sistema.La realimenta
i�on de estados es u? = �R�1BTPxTodos los 
ontroladores que implementan las realimenta
iones lineales est�ati
as de estados queapare
en en esta tesis han sido dise~nados por el pro
edimiento des
rito en la presente se

i�on.



Cap��tulo 4
Linealiza
i�on Exa
ta
En este 
ap��tulo presentaremos una visi�on diferente de los sistemas de 
ontrol. Una visi�on es-en
ialmente no lineal, que utiliza expresamente las no linealidades del sistema para el an�alisisy la s��ntesis de sistemas. La denominada linealiza
i�on exa
ta estudia 
�omo extender en formasimple a los sistemas no lineales las t�e
ni
as de 
ontrol desarrolladas para sistemas lineales.La idea es muy sen
illa. Estudiaremos bajo qu�e 
ondi
iones existen un 
ambio lo
al de 
o-ordenadas y una realimenta
i�on de estados que determinen que la des
rip
i�on del sistema enlas nuevas variables sea lineal o 
asi lineal (en un sentido que luego de�niremos). Hay quedesta
ar la importan
ia de la palabra lo
al re
i�en utilizada, ya que no debemos olvidar queestamos tratando 
on sistemas no lineales, donde es no es f�a
il obtener propiedades globales.Veremos un pro
edimiento sistem�ati
o para en
ontrar un 
ambio de variables ade
uado quelleve el sistema a la denominada forma normal. Para ello es ne
esario introdu
ir algunas ideasy 
on
eptos elementales en la denominada Geometr��a Diferen
ial. Mu
hos de los 
on
eptos quepresentaremos aqu�� no se profundizar�an y el le
tor interesado puede en
ontrarlos desarrolladosen [War71, Min62, DoC88℄.El Teorema de Frobenius es la 
lave en este 
ap��tulo y su demostra
i�on, junto 
on la de-s
rip
i�on de algunas apli
a
iones a la Teor��a de Control que no se ver�an aqu��, se presenta enel Ap�endi
e 9 en forma auto
ontenida. En el presente 
ap��tulo se in
luyen s�olo los 
on
eptosne
esarios para llegar a la formula
i�on del Teorema de Frobenius y su utiliza
i�on en el estudiode sistemas no lineales.La presenta
i�on que aqu�� se realiza sigue la l��nea utlizada por [Isi89℄ y puede en
ontrarsetambi�en en [Kha96℄ y [Slo91℄.En las siguientes se

iones introdu
iremos un 
onjunto de ideas, 
on
eptos y resultados propiosde la Geometr��a Diferen
ial. El le
tor familiarizado 
on estos 
on
eptos puede ir dire
tamentea la se

i�on 4.4. 51



52 4. LINEALIZACI�ON EXACTA4.1 Campos de Ve
toresEn el 
ontexto de la Geometr��a Diferen
ial, los mapas que aso
ian a 
ada punto x 2 Rn unve
tor n-dimensional se denominan 
ampos de ve
tores. Los 
ampos de ve
tores en Rnforman un espa
io ve
torial de dimensi�on n y los identi�
aremos 
on los ve
tores 
olumnas.De�namos el espa
io dual de Rn 
omo(Rn)? = fh : Rn ! R j h lineal y 
ontinuagEl espa
io dual est�a formado por todas las fun
iones lineales (y 
ontinuas) de Rn a valoresreales. Es tambi�en un espa
io ve
torial de dimensi�on n. Llamaremos 
ampos de 
ove
tores alos elementos (Rn)? y los identi�
aremos 
on los ve
tores �la. Si v 2 Rn y h 2 (Rn)?, usaremosla nota
i�on < h; v > para h(v), siendo < ; > el produ
to es
alar en Rn. Uno de los 
ove
toresm�as 
ono
ido es el ve
tor gradiente de una fun
i�on es
alar de varias variables.Los 
ampos de ve
tores pueden sumarse y multipli
arse por es
alares, formando, 
omo yase dijo, un espa
io ve
torial. Existen otras opera
iones que involu
ran 
ampos de ve
tores yque utilizaremos fre
uentemente.En las de�ni
iones siguientes, f = (f1; : : : ; fn)T y g = (g1; : : : ; gn)T ser�an 
ampos de ve
-tores y � : Rn !R una fun
i�on multivariable es
alar.Podemos 
al
ular la derivada de � en la dire

i�on de (a lo largo de) g. El resultado es unanueva fun
i�on es
alar. Utilizaremos la siguiente nota
i�onLg�(x) = ���x:g(x) = nXi=1 ���xi :gi(x) (4.1)La expresi�on LfLg�(x) representa la deriva
i�on su
esiva de la fun
i�on �, primero en la dire
-
i�on de g y luego en la de f y Lkf�(x) denota la deriva
i�on de � en la dire

i�on de f k ve
es
onse
utivas 
on la 
onven
i�on L0fh1 = h1.A partir de dos 
ampos de ve
tores podemos obtener un ter
ero 
on la siguiente de�ni
i�on[f; g℄(x) = �g�xf(x)� �f�xg(x) (4.2)donde �f�x = 266664 �f1�x1 �f1�x2 : : : �f1�xn�f2�x1 �f2�x2 : : : �f2�xn... ... . . . ...�fn�x1 �fn�x2 : : : �fn�xn
377775 ; �g�x = 266664 �g1�x1 �g1�x2 : : : �g1�xn�g2�x1 �g2�x2 : : : �g2�xn... ... . . . ...�gn�x1 �gn�x2 : : : �gn�xn

377775La opera
i�on as�� de�nida se denomina 
or
hete de Lie y tiene las siguientes propiedadesi) es lineal en 
ada una de las variables;



4.2. Cambios de 
oordenadas 53ii) es antisim�etri
a, es de
ir [f; g℄ = �[g; f ℄iii) satisfa
e la identidad de Ja
obi.Se 
umple que para f , g y h 
ampos de ve
tores[f; [g; h℄℄ + [h; [f; g℄℄ + [g; [h; f ℄℄ = 0Existen varias propiedades que 
ombinan las dos opera
iones re
i�en introdu
idas. Simplementea modo de ejemplo 
itaremos la siguienteL[f;g℄�(x) = LfLg�(x)� LgLf�(x)Dado que el 
or
hete de Lie de dos 
ampos de ve
tores es un nuevo 
ampo, podemos realizarsu
esivas opera
iones 
on �el. Para simpli�
ar la es
ritura, utilizaremos la siguiente nota
i�onadfg(x) = [f; g℄(x) ; adkfg(x) = hf; adk�1f gi (x)4.2 Cambios de 
oordenadasEn Control Lineal es muy fre
uente utilizar 
ambios de 
oordenadas para obtener des
rip
ionesdel sistema sen
illas de estudiar, 
omo las 
l�asi
as formas 
an�oni
as [Kai80℄. Sea el sistemalineal � _x = Ax +Buy = Cx (4.3)Consideremos una fun
i�on T : Rn ! Rn, lineal, invertible y que se anule en el origen. De�-namos el siguiente 
ambio de variables z = TxEnton
es se 
umple que_z = T _x = T (Ax+Bu) = TAT�1z + TBu = �Az + �Bu
on �A = TAT�1 y TB. La salida queday = CT�1z = �Cz
on �C = CT�1. La transforma
i�on T puede elegirse para que la matriz �A est�e en la forma
an�oni
a de Jordan o tenga po
os elementos no nulos, et
.Cuando el sistema es lineal, nos limitamos a 
ambios de 
oordenadas lineales, ya que de esaforma, la des
rip
i�on del sistema en las nuevas 
oordenadas 
ontinua siendo lineal. En el 
aso



54 4. LINEALIZACI�ON EXACTAde sistemas no lineales, no hay motivo para limitarse a 
ambios de 
oordenadas lineales. Los
ambios de 
oordenadas que manejaremos ser�an de la formaz = �(x) (4.4)
on � : U � Rn !Rn una fun
i�on de�nida en un entorno U del origen, diferen
iable, invertibley 
on inversa diferen
iable. Una fun
i�on 
on tales 
ara
ter��sti
a se denomina difeomor�smolo
al. Cuando el dominio de de�ni
i�on U es todo el espa
io, hablaremos de un difeomor�smoglobal.Sea z = [z1; : : : ; zn℄ = [�1(x); : : : ;�n(x)℄. Hallemos la representa
i�on del sistema en las nuevasvariables._z1 = d�1(x)dt = ��1�x _x = ��1�x "f(x) + mXi=1 gi(x)ui# = Lf�1(x) + mXi=1 Lgi�1(x)uiTenemos enton
es que _z1 = Lf�1(x) + mXi=1 Lgi�1(x)ui_z2 = Lf�2(x) + mXi=1 Lgi�2(x)ui..._zn = Lf�n(x) + mXi=1 Lgi�n(x)uiLa des
rip
i�on del sistema en las nuevas variables puede es
ribirse 
omo_z = �f(z) + mXi=1 �gi(z)uiyj = �hj(z) ; j = 1; : : : ; p
on �f(z) = 264 Lf�1 ���1(z)�...Lf�n ���1(z)� 375 ; �gi(z) = 264 Lgi�1 ���1(z)�...Lgi�n ���1(z)� 375 i = 1; : : : ;m�hj(z) = hj ���1(z)� j = 1; : : : ; p



4.3. Teorema de Frobenius 55La invertibilidad de la fun
i�on � es ne
esaria para poder re
uperar la des
rip
i�on original. Ladiferen
iabilidad de � asegura que la nueva des
rip
i�on mantiene las propiedades de suavidaden los nuevos 
ampos de ve
tores �f , �g y �h.Re
ordaremos aqu�� el siguiente resultado, que resulta de mu
ha utilidad en la pr�a
ti
aTeorema 4.1 (Teorema de la Fun
i�on Inversa) Sea � : V � Rn !Rn una fun
i�on difer-en
iable de�nida en un entorno del origen y seaA = ���x (x)����x=0Si det(A) 6= 0, enton
es � es un difeomor�smo lo
al; o sea que existe un entorno U del origental que la restri

i�on de � a di
ho entorno es invertible, 
on inversa diferen
iable. |4.3 Teorema de FrobeniusEn la presente se

i�on introdu
iremos una serie de 
on
eptos y resultados que son puramentematem�ati
os y que nos brindar�an las herramientas para bus
ar, en forma sistem�ati
a, 
ambiosde 
oordenadas 
on 
ara
ter��sti
as parti
ulares, que determinen que la nueva des
rip
i�on delsistema sea sen
illa de estudiar.Los 
ampos de ve
tores aso
ian a 
ada punto de Rn un ve
tor. Si tenemos varios 
ampos deve
tores 
on dominio 
om�un, 
ada punto x 2 Rn tiene asignado un 
onjunto de ve
tores. Di
ho
onjunto de ve
tores de�ne un subespa
io ve
torial. La primera de�ni
i�on que presentaremosser�a la siguiente:De�ni
i�on 4.1 (Distribu
i�on) Dados los 
ampos de ve
tores f1, f2, : : : , fd de�nidos en unentorno U del origen de Rn, llamaremos distribu
i�on diferen
iable al mapa diferen
iable �de�nido en di
ho entorno que a 
ada punto x del dominio le aso
ia el subespa
io �(x) de�nidoas�� �(x) = gen ff1(x); f2(x); : : : ; fd(x)g }Usaremos la nota
i�on � = gen ff1; f2; : : : ; fdg. Llamaremos dimensi�on de la distribu
i�on enx a la dimensi�on del subespa
io �(x). Si la dimensi�on es la misma en todos los puntos de Udiremos que la distribu
i�on es no singular. Si la distribu
i�on es no singular y de dimensi�on d,existen d 
ampos de ve
tores tales que, en 
ada punto x, son una base del subespa
io �(x).Sea � = gen ff1; f2; : : : ; fdg y supongamos que dim (�(x)) = d. Di
ha dimensi�on es m�aximay diremos enton
es que x es un punto regular de �. Puede probarse que existe un entorno dex formado enteramente por puntos regulares. Diremos que x es un punto singular 
uando noes regular. No profundizaremos mu
ho m�as en el 
on
epto de distribu
iones. Una des
rip
i�onamplia de las propiedades de estos entes matem�ati
os puede en
ontrarse en [War71℄.



56 4. LINEALIZACI�ON EXACTADe�ni
i�on 4.2 Una distribu
i�on � es involutiva si8f; g 2 � =) [f; g℄ 2 � }Una distribu
i�on involutiva es 
errada frente al 
or
hete de Lie. Supongamos que tenemos unadistribu
i�on � = gen ff1; f2; : : : ; fdgPara veri�
ar que es involutiva, al
anza 
on veri�
ar que los siguientes 
or
hetes de Lie pertene
ena la distribu
i�on [fi; fj ℄ ; 8i = 1; : : : ; d ; j = 1; : : : ; dUna distribu
i�on de dimensi�on 1 es obviamente involutiva, ya que [f; f ℄ = 0 para 
ualquier
ampo f .Dada una distribu
i�on � de dimensi�on d y un punto x de Rn regular, de�namos el siguiente
onjunto �?(x) = fw 2 (Rn)? j < w; fi(x) >= 0 ; i = 1; : : : ; dg (4.5)Para 
ada x donde est�a de�nido �(x) 
ada ve
tor v 2 Rn de�ne un fun
ional lineal y 
ontinuosobre �(x) hx;v(f) =< v; f(x) >El 
onjunto re
i�en de�nido est�a formado por todos los fun
ionales (
ove
tores) que se anulan enel subespa
io �(x) y se denomina habitualmente anulador de �(x). Con estas ideas, podemosde�nir el mapa que a 
ada x 2 Rn le aso
ia el subespa
io �?(x).Este nuevo mapa se denomina 
o-distribu
i�on y est�a formado por fun
ionales que a
t�uansobre los elementos de la distribu
i�on �. Puede probarse que la dimensi�on de la 
o-distribu
i�ones n� d, o sea que existen n� d 
ampos de 
ove
tores w1; : : : ; wn�d tales que�? = gen fw1; : : : ; wn�dgCon las de�ni
iones anteriores estamos en 
ondi
iones de enun
iar el Teorema de Frobenius, quees el resultado prin
ipal de esta se

i�on. La demostra
i�on, junto 
on las de�ni
iones ne
esariaspara la misma, se presenta en el Ap�endi
e A.Teorema 4.2 (Frobenius) Sea la distribu
i�on � no singular, de dimensi�on d, de�nida enun entorno U del origen. Di
ha distribu
i�on es involutiva si y s�olo si existen n� d fun
iones�i : U ! R, i = 1; : : : ; n�d, diferen
iables, tales que los 
ove
tores gradientes d�1; : : : ; d�n�d
umplen que �? = gen fd�1; : : : ; d�n�dg |Las fun
iones �i que men
iona el Teorema 4.2 veri�
an que< d�i(x); f(x) >= Lf�i(x) = 0 8f 2 �; 8x 2 U ; i = 1; : : : ; n� dEsta propiedad ser�a de gran utilidad para nuestro objetivo.



4.4. Sistemas SISO 574.4 Sistemas SISOEn la Teor��a del Control fre
uentemente nos en
ontramos 
on sistemas que pueden des
ribirsepor un sistema de e
ua
iones diferen
iales 
on la siguiente forma_x = f(x) +G(x)u = f(x) + mXi=1 gi(x)ui (4.6)yi = hi(x) ; 1 � i � psiendo x = [x1; : : : ; xn℄T ; u = [u1; : : : ; um℄Tlos ve
tores de estados y entradas respe
tivamente, y1; : : : ; yp las salidas y f : Rn ! Rn,G : Rn ! Rn�m, hi : Rn ! R, i = 1; : : : ; p, mapas de�nidos en un abierto U � Rn, engeneral diferen
iables (C1) y en alg�un 
aso, anal��ti
os. Por 
omodidad, en lugar de trabajar
on la fun
i�on matri
ial G trabajaremos 
on las fun
iones ve
torialesgi(x) = 2664 g1i(x1; : : : ; xn)g2i(x1; : : : ; xn): : :gni(x1; : : : ; xn) 3775 i = 1; : : : ;mdonde 
ada fun
i�on es
alar gji es diferen
iable, i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n.Una gran 
antidad de sistemas f��si
os pueden ser des
ritos por e
ua
iones del tipo (4.6). Tradi-
ionalmente los m�as estudiados han sido los sistemas lineales, donde los mapas f , gi y hi tomanla siguiente formaf(x) = Ax ; gi(x) = bi ; hk(x) = 
kx ; � i = 1; : : : ;mk = 1; : : : ; psiendo A una matriz n� n, bi un ve
tor 
olumna de Rn y 
j un ve
tor �la de Rn, por lo queel sistema puede es
ribirse as�� _x = Ax+Buy = Cx (4.7)
on B 2 Rn�m y C 2 Rp�n.Al presentar el sistema (4.6) hemos he
ho la suposi
i�on de que el n�umero de salidas es igual aln�umero de entradas. Esto no es limitante, 
omo se ver�a en el desarrollo de la teor��a y permiteestudiar buena parte de los sistemas f��si
os. Estudiaremos en primer lugar los sistemas 
on unaentrada y una salida (SISO), que permiten visualizar los 
on
eptos prin
ipales de la teor��a delinealiza
i�on exa
ta. Luego extenderemos di
hos 
on
eptos al 
aso multivariable (MIMO).



58 4. LINEALIZACI�ON EXACTA4.4.1 Grado relativoSupongamos en primer lugar que m = 1, o sea que estamos en el 
aso de una entrada y unasalida.De�ni
i�on 4.3 El sistema 4.6 tiene grado relativo r1 en el punto xo si1. Lg1Lkfh1(x) = 0 para todo x en un entorno de xo y para k = 0; : : : ; r1 � 2.2. Lg1Lr1�1f h1(xo) 6= 0 }Cabe desta
ar expresamente que el grado relativo depende de la fun
i�on h1. En mu
hos prob-lemas, 
omo el que trataremos en la segunda parte de esta tesis, la ele

i�on de la salida delsistema queda a nuestro 
riterio y eso in
uye en el grado relativo que podemos obtener y, 
omoveremos m�as adelante en este 
ap��tulo, in
uye en nuestra 
apa
idad de obtener una des
rip
i�onsen
illa del sistema.Consideremos la salida del sistema y sus su
esivas derivadas evaluadas en t = to, asumien-do que el sistema parte de xo y1(to) = h1 (x(to)) = h1(xo)y(1)1 = �h1�x _x = �h1�x f (x(t)) + �h1�x g1 (x(t)) u(t) = Lfh1 (x(t)) + Lg1h1 (x(t)) u(t)De la de�ni
i�on de grado relativo resulta que para tiempos t 
er
anos a to se 
umple quey(k)1 (t) = Lkfh1 (x(t)) k = 1; : : : ; r1 � 2Finalmente y(r1)1 (to) = Lkfh1(xo) + Lg1Lr1�1f h1(xo)u(to)El grado relativo es enton
es la 
antidad de ve
es que tenemos que derivar la salida para que,en t = to, la entrada aparez
a expl��
ita.Ejemplo 4.1 Veamos el grado relativo para el 
aso de el sistema lineal_x = Ax+ buy = 
x
on f(x) = Ax, g(x) = b y h(x) = 
x. Cal
ulemos primeroLfh(x) = �h�xf(x) = 
AxDe donde Lkfh(x) = 
Akx) LgLkfh(x) = 
Akb



4.4. Sistemas SISO 59El grado relativo r1 debe veri�
ar que
Akb = 0 k = 1; : : : ; r1 � 1 ; 
Ar1�1b 6= 0De la Teor��a de Control Lineal sabemos que r1 
oin
ide 
on el ex
eso de polos-
eros de la transferen
iadel sistema [Kai80℄ H(s) = 
 (sI �A)�1 bde ah�� el nombre. �Un par de 
onse
uen
ias de la de�ni
i�on de grado relativo son las siguientes [Isi89℄:Lema 4.3 El siguiente 
onjunto de 
ove
toresndh1(xo); dLfh1(xo); : : : ; dLr1�1f h1(xooes linealmente independiente. |Lema 4.4 Para toda fun
i�on � real de�nida en U las siguientes a�rma
iones son equivalentes:1. Lg1�(x) = Lg1Lf�(x) = : : : = Lg1Lkf�(x) = 0 8x 2 U2. Lg1�(x) = Ladfg1�(x) = : : : = Ladkf g1�(x) = 0 8x 2 U . |El lema 4.3 muestra que ne
esariamente se tiene que r1 � n. Llamemos G a la distribu
i�ongenerada por el 
ampo g1 en un entorno del punto xo. Consideremos las siguientes fun
iones�1(x) = h1(x)�2(x) = Lfh1(x)...�r1(x) = Lr1�1f h1(x)
uyos gradientes son linealmente independientes (lema 4.3) y los primeros r1 � 1 pertene
ena G? por la de�ni
i�on de grado relativo. Como G es involutiva, el Teorema de Frobenius nosasegura la existen
ia de n � 1 fun
iones diferen
iables que generan G?, por lo que podemos
ompletar el 
onjunto �1; : : : ;�r1�1 
on fun
iones que llamaremos �r1+1; : : : ;�n hasta obteneruna base de G?. Di
has fun
iones veri�
an queLg1�i(x) = 0 i = r1 + 1; : : : ; n para x 
er
ano a xo (4.8)Adem�as, podemos elegirlas de forma tal que el siguiente mapa�(x) = 26664 z1z2...zn 37775 = 26664 �1(x)�2(x)...�n(x) 37775 (4.9)



60 4. LINEALIZACI�ON EXACTAsea un 
ambio de 
oordenadas en un entorno de xo. La b�usqueda de las fun
iones 
omple-mentarias �r1+1; : : : ;�n no es sen
illa en general e impli
a la resolu
i�on de un 
onjunto dee
ua
iones en derivadas par
iales. Si r1 = n, el 
onjunto fh1; Lfh1; : : : ; Ln�1f h1g nos de�nedire
tamente un 
ambio de 
oordenadas.Utilizando el 
ambio de 
oordenadas de�nido en (4.9), es
ribamos la des
rip
i�on del sistemaen las nuevas 
oordenadas. Cal
ulemos detalladamente _z1._z1 = d�1dt = ��1�x _x = Lf�1 + Lg1�1u1 = Lf�1 = z2donde hemos usado que �1 2 G?. Repitiendo el razonamiento, llegamos a que_z1 = z2_z2 = z3..._zr1�1 = zr1>Qu�e su
ede 
on _zr1?_zr1 = d�r1dt = ��r1�x _x = Lf�r1 + Lg1�r1u1 = Lf�r1 + �Lg1Lr1�1f h1� u1 4= b(z) + a(z)u1Re
ordemos que por la de�ni
i�on de grado relativo se 
umple que a (�(xo)) 6= 0 lo 
ual impli
a,por la 
ontinuidad, que existe un entorno de �(xo) en el 
ual a(z) es invertible. Para 
ompletarla des
rip
i�on, observemos que para las �ultimas n� r1 fun
iones de 
ambio de 
oordenadas se
umple la 
ondi
i�on (4.8), lo 
ual impli
a que_zj = Lf�j + Lg1�ju1 = Lf�j 4= qj(z) j = r1 + 1; : : : ; nResumiendo, la des
rip
i�on del sistema en las nuevas 
oordenadas es_z1 = z2_z2 = z3..._zr1�1 = zr1_zr1 = b(z) + a(z)u1_zr1+1 = qr1+1(z)..._zn = qn(z) (4.10)
Las e
ua
iones (4.10), junto 
on la e
ua
i�on de salida y1 = z1 de�nen la denominada formanormal, que sirve de punto de partida para la apli
a
i�on de t�e
ni
as no lineales de 
ontrol.Sin p�erdida de generalidad podemos suponer que el 
ambio de 
oordenadas � es tal que llevael punto xo al origen z = 0, por lo que asumiremos que la forma normal des
ribe al sistema enun entorno del origen.



4.4. Sistemas SISO 61El esquema de la �gura 4.1 muestra la forma normal del sistema (4.6). En di
ha �gura puedenidenti�
arse un bloque lineal (una 
adena de integradores) y unos bloques no lineales, rela-
ionados 
on la entrada u1 y 
on los �ultimos n� r1 estados. Obs�ervese que la entrada u1 noafe
ta en forma dire
ta a di
hos estados. : : :R R
_zi = qi(z)i = r1 + 1; : : : ; n
6 6 � .�

- - - -- 6 6u _zr1 zr1 z2 z1 = y1znzr1+1 : : :b(z) + a(z)u1
Figura 4.1: Forma normal para un sistema SISO4.4.2 Linealiza
i�on exa
taLo que haremos ahora, una vez que hemos en
ontrado la forma normal del sistema, es bus
aruna realimenta
i�on de estados que determine que el sistema se des
riba por un 
onjunto dee
ua
iones lineales o 
asi lineales.Dada la forma normal (4.10), supongamos en primera instan
ia que r1 = n. Consideremosla siguiente realimenta
i�on de estados1u1 = �(z) + �(z)v1 (4.11)siendo v1 una entrada de referen
ia. Como el grado relativo es m�aximo, la forma normal es_z1 = z2_z2 = z3..._zn�1 = zn_zn = b(z) + a(z)u1 (4.12)Elijamos �(z) = � b(z)a(z) ; �(z) = 1a(z)Enton
es la realimenta
i�on de estados esu1 = 1a(z) [�b(z) + v1℄ = 1a (�(x)) [�b (�(x)) + v1℄1La realimenta
i�on est�a expresada en t�ermino de los estados z.



62 4. LINEALIZACI�ON EXACTAy la des
rip
i�on del sistema 
on la realimenta
i�on in
orporada es_z1 = z2_z2 = z3..._zn�1 = zn_zn = v1 (4.13)que es lineal y 
ontrolable [Kai80℄, 
on matri
es 
orrespondientesA = 26664 0 1 : : : 00 0 : : : 0... ... . . . 10 0 0 37775 ; B = 26664 00...1 37775La salida del sistema es y1 = Cz 
on C = � 1 : : : 0 �O sea que 
uando el grado relativo es m�aximo, el sistema admite un 
ambio de 
oordenadas yuna realimenta
i�on de estados que nos lleva a una des
rip
i�on lineal y 
ontrolable. De
imos enese 
aso que el sistema es linealizable entrada-estados.Cuando el grado relativo es menor que n la misma realimenta
i�on de estados propuesta en(4.11) nos lleva el sistema a la des
rip
i�on_z1 = z2_z2 = z3..._zr1�1 = zr1_zr1 = v1_zr+1 = qr+1(z)..._zn = qn(z) (4.14)
que es 
asi lineal, ya que 
onsiste en dos subsistemas, uno lineal de dimensi�on r1 y otro none
esariamente lineal. Des
ompongamos el ve
tor z en dos partesz = � �� �Si llamamos q(z) = 264 qr1+1(z)...qn(z) 375



4.4. Sistemas SISO 63la e
ua
i�on (4.14) se es
ribe as�� _z1 = z2_z2 = z3..._zr1�1 = zr1_zr1 = v1_� = q(�; �) (4.15)La din�ami
a de la por
i�on � del ve
tor de estados no es afe
tada dire
tamente por la entrada ylas 
ara
ter��sti
as del sistema 
ompleto dependen en buena medida de la evolu
i�on del ve
tor�.De�ni
i�on 4.4 Llamaremos din�ami
a de los 
eros a la determinada por la siguiente e
ua
i�on_�(t) = q (0; �(t)) (4.16)}Como ya dijimos, el ve
tor � depende indire
tamente de la entrada u1 y no in
uye para nada enla salida y1 = z1. Si miramos el sistema desde el punto de vista entrada-salida y 
onsideramos,por ejemplo, el problema de hallar v1 que anule y1 para todo instante, di
ho problema seresuelve en forma f�a
il, ya que la 
ondi
i�on y1(t) = 0 para todo t � to impli
az1 = : : : = zr1�1 = v1 = 0La din�ami
a del sistema se redu
e enton
es a la de los 
eros y la misma no puede ser observadasimplemente mirando la salida, que en este 
aso ser��a id�enti
amente nula . Eso puede generarin
onvenientes 
uando la din�ami
a (4.16) no es estable.Para el 
aso de un sistema lineal, la din�ami
a de los 
eros es lineal y los modos son los 
erosdel numerador de la transferen
ia del sistema, de ah�� el nombre [Isi89℄.Por lo expuesto anteriormente, resulta 
laro que si el grado relativo del sistema es m�aximo,enton
es podemos en
ontrar un 
ambio de 
oordenadas y una realimenta
i�on de estados queaso
ien al sistema una forma normal lineal y 
ontrolable. Cuando el grado relativo no esm�aximo, el resultado no es tan agradable, pero a�un as�� puede obtenerse una forma normal
on una por
i�on lineal y 
ontrolable y otra por
i�on vin
ulada a la denominada din�ami
a de los
eros. Como vimos, el grado relativo depende de la fun
i�on h1 de salida, por lo que 
abe pregun-tarse bajo qu�e 
ondi
iones existe una fun
i�on de salida que determine que el grado relativo seam�aximo. La respuesta est�a en el siguiente teorema 
uya demostra
i�on, basada esen
ialmenteen el Teorema de Frobenius, puede en
ontrarse en [Isi89℄, Cap. 4.Teorema 4.5 Sea el sistema _x = f(x) + g(x)u1Existe una fun
i�on de salida h1 en el entorno del punto xo que de un grado relativo m�aximoen xo si y s�olo si



64 4. LINEALIZACI�ON EXACTA1. La matriz h g1(xo) adfg1(xo) : : : adn�1f g1(xo) itiene rango 
ompleto n.2. La distribu
i�on � = genng1; adfg1; : : : ; adn�2f g1oes involutiva en un entorno de xo. |Cuando el teorema anterior no se 
umple, enton
es el sistema s�olo puede ser par
ialmentelinealizado. Se di
e en ese 
aso que el sistema es linealizable entrada-salida. Se debe ponerespe
ial 
uidado en estudiar la din�ami
a de los 
eros.4.5 Sistemas MIMOEn esta se

i�on extenderemos los 
on
eptos y de�ni
iones estudiados para el 
aso SISO alproblema multivariable. Salvo algunos detalles 
on
retos, la extensi�on es intuitiva y dire
ta.4.5.1 Grado relativoLa versi�on multivariable del grado relativo se obtiene extendiendo la de�ni
i�on 4.3 
on 
ierto
uidado, ya que debemos 
ontemplar el efe
to de las diferentes entradas en las distintas salidas.La idea 
on
eptual sigue siendo la misma.De�ni
i�on 4.5 El sistema 4.6 tiene grado relativo [r1; : : : ; rm℄ en el punto xo si1. LgjLkfhi(x) = 0para todo x en un entorno de xo y para j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ;m; k = 1; : : : ; ri � 1.2. La matriz A(x) es no singular en x = xoA(x) = 266664 Lg1Lr1�1f h1(x) : : : LgmLr1�1f h1(x)Lg1Lr2�1f h2(x) : : : LgmLr2�1f h2(x)... . . . ...Lg1Lrm�1f hm(x) : : : LgmLrm�1f hm(x) 377775 }La versi�on multivariable del lema 4.3 es



4.5. Sistemas MIMO 65Lema 4.6 Supongamos que el sistema tiene grado relativo (r1; : : : ; rm) en xo. Enton
es lossiguientes ve
tores gradientesdLkfhi(xo) para i = 1; : : : ;m; k = 0; : : : ; ri � 1son linealmente independientes. |Un 
onse
uen
ia inmediata del lema anterior es quer = mXi=1 ri � n4.5.2 Linealiza
i�on exa
taCon la misma idea que en el 
aso SISO, para 
ada salida hi, podemos de�nir el siguiente
onjunto de fun
iones �i1(x) = hi(x)�i2(x) = Lfhi(x)...�iri(x) = Lri�1f hi(x) (4.17)A partir de di
has fun
iones y utilizando el lema anterior, podemos obtener r �m gradienteslinealmente independientes. Di
hos gradientes, por la de�ni
i�on de grado relativo, pertene
enal anulador de la distribu
i�on � = gen fg1; : : : ; gmgMiremos primero el 
aso r = n. Tenemos enton
es n�m 
ove
tores linealmente independientesen el anulador de �, o sea que tenemos una base de �?.Miremos el siguiente mapa z = �(x)z11 = �11(x) ; : : : ; z1r1 = �1r1(x)z21 = �21(x) ; : : : ; z2r2 = �2r2(x)...zm1 = �m1 (x) ; : : : ; zmrm = �mrm(x)El 
ambio de 
oordenadas de�nido por las fun
iones (4.17) permite pasar a la forma normalMIMO que es muy similar al 
aso SISO_zi1 = zi2..._ziri�1 = ziri_ziri�1 = bi(z) +Pmj=1 aij(z)uj i = 1; : : : ;m (4.18)



66 4. LINEALIZACI�ON EXACTACon la misma idea que en el 
aso de una entrada y una salida, de�nimos la siguiente reali-menta
i�on de estados u = A�1(z) [�b(z) + v℄ (4.19)
on b = (b1; : : : ; bm)T , A la matriz de t�ermino gen�eri
o ((aij)) y v = [v1; : : : ; vm℄T . La matrizA es invertible en un entorno de z = 0 por la segunda 
ondi
i�on requerida en la de�ni
i�on delgrado relativo, ya que aij(x) = LgjLri�1f hi(x)Con la realimenta
i�on, la forma normal resulta ser lineal y 
ontrolable_zi1 = zi2..._ziri�1 = ziri_ziri�1 = vi i = 1; : : : ;m (4.20)La extensi�on del teorema 4.5 para sistemas 
on m�as de una entrada requiere de algunos 
uida-dos espe
iales. Para sistemas SISO se 
umple que la distribu
i�on generada por el �uni
o 
ampog1 es autom�ati
amente involutiva. Cuando tenemos m 
ampos, g1; : : : ; gm, hay que introdu
irhip�otesis sobre la distribu
i�on generada por ellos, de forma de poder asegurar la existen
ia deun 
onjunto de m fun
iones de salida que permitan linealizar el sistema.Dados los 
ampos de ve
tores g1; : : : ; gm, de�namos las siguientes distribu
ionesGo = gen fg; : : : ; gmgG1 = gen fg; : : : ; gm; adfg1; : : : ; adfgmgGi = gennadkfgj ; k = 1; : : : ; i; j = 1; : : : ;mo i = 0; 1; : : : ; n� 1El teorema que brinda las 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la linealiza
i�on del sistemase presenta a 
ontinua
i�on. La demostra
i�on puede en
ontrarse en [Isi89℄.Teorema 4.7 Sea el sistema _x = f(x) + g(x)u1Existenm fun
iones de salida h1; : : : ; hm tales que el grado relativo en el punto xo es (r1; : : : ; rm)
on r = mXi=1 ri = n(o sea que existen un 
ambio de 
oordenadas y una realimenta
i�on de estados que nos brin-dan una des
rip
i�on lineal y 
ontrolable del sistema) si y s�olo si se 
umplen las siguientes
ondi
iones



4.6. Con
lusiones 671. Las distribu
iones Gi tienen dimensi�on 
onstante en un entorno de xo para i = 0; 1; : : : ; n�1.2. La distribu
i�on Gn�1 tiene dimensi�on n.3. Las distribu
iones Gi son involutivas para i = 0; 1; : : : ; n� 2. |Cuando no se 
umple la 
ondi
i�on r = n, s�olo una por
i�on de los estados pueden ser linealizados.La forma normal es enton
es _zi1 = zi2..._ziri�1 = ziri_ziri�1 = vi_� = q(�; �) i = 1; : : : ;m (4.21)
donde hemos utilizado que z = [�; �℄T y � = [�1; �2; : : : ; �r℄. La din�ami
a de los 
eros es_�(t) = q (0; �(t))4.6 Con
lusionesLa linealiza
i�on exa
ta 
onsiste en en
ontrar un 
ambio de 
oordenadas y una realimenta
i�onde estados que nos permitan obtener un des
rip
i�on sen
illa del sistema a estudio. Bajo 
ier-tas hip�otesis referidas a los 
ampos f , g1; : : : ; gm, pueden de�nirse m fun
iones de salida deforma tal que sea sen
illo y sistem�ati
o en
ontrar tanto el 
ambio de 
oordenadas 
omo larealimenta
i�on de estados. Cuando di
has 
ondi
iones no se 
umplen, apare
e la denominadadin�ami
a de los 
eros y el estudio de sus 
ara
ter��sti
as parti
ulares, fundamentalmente referi-dos a su estabilidad, brinda un 
ono
imiento del sistema que deber�a ser utilizado en el dise~node los 
ontroladores bus
ados.Una de las 
r��ti
as m�as extendidas que se realizan a la linealiza
i�on exa
ta est�a referida alhe
ho de que para obtener la des
rip
i�on lineal se realiza una inversi�on de la planta, ya que en
ierto sentido los pasos seguidos para la linealiza
i�on 
an
elan las nolinealidades. Asimismo laele

i�on del 
ambio de 
oordenadas y de la realimenta
i�on de estados se basa en el 
ono
imientoexa
to de los 
ampos involu
rados en la din�ami
a del sistema, por lo que en este 
ontexto nose habla de robustez2.La forma normal, si bien es nuestro punto �nal 
uando hablamos de linealiza
i�on exa
ta,2Las t�e
ni
as de 
ontrol que parten de sistemas ya linealizados in
luyen la robustez 
omo una perturba
i�onaditiva en el sistema [Kha96℄.



68 4. LINEALIZACI�ON EXACTAsirve de punto de partida para la apli
a
i�on de t�e
ni
as no lineales de 
ontrol 
omo ba
kstep-ping y 
ontrol deslizante, que apli
an t�e
ni
as de Liapunov sobre la forma normal. Numerosostrabajos en los �ultimos a~nos se han dedi
ado a la s��ntesis de 
ontroladores estabilizantes parasistemas des
ritos en su forma normal, 
omo los trabajos de P. Kokotovi
 men
ionados en laBibliograf��a.
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Cap��tulo 5Des
rip
i�on del sistema a estudio5.1 Introdu

i�onPara mostrar la apli
a
i�on de las diferentes t�e
ni
as no lineales de 
ontrol, junto 
on sus ven-tajas y desventajas, vamos a trabajar sobre un modelo no lineal sen
illo. El mismo resulta dela des
rip
i�on de la din�ami
a de un sistema f��si
o que representa un experimento de 
ontrol devuelo. El 
onjunto, formado por una peque~na turbina adosada a un soporte giratorio, permiteestudiar, a nivel de laboratorio, din�ami
as de vuelo similares a las de un avi�on de propulsi�on(del tipo F-18 o X-31) en vuelo dire
to o un avi�on Harrier en suspensi�on [Gal90℄.Un ejemplar de tal dispositivo se en
uentra en el laboratorio del Departamento de Controly Sistemas Din�ami
os del Instituto Te
nol�ogi
o de California (CDS-Calte
h) y 
uenta 
on lasinterfa
es ne
esarias para poder poner en pr�a
ti
a diferentes tipos de 
ontroladores, sen
illoso 
omplejos. La des
rip
i�on de la din�ami
a y los valores num�eri
os utilizados en el presentetrabajo han sido obtenidos de los reportes t�e
ni
os del CDS, surgidos de los numerosos exper-imentos realizados para el modelado y la identi�
a
i�on del sistema (ver por ejemplo [Cho94℄,[Mur96℄) .El sistema ha sido utilizado por investigadores y estudiantes del CDS para la prueba de difer-entes t�e
ni
as lineales y no lineales de 
ontrol y existen reportes y art��
ulos que do
umentanlas a
tividades realizadas ([Kan95℄, [Bod95℄, [Nie97℄, [JYu98℄). Algunos de di
hos trabajos hansido repetidos a nivel de simula
iones en esta tesis, en tanto que se han dise~nado nuevos 
on-troladores que han sido probados num�eri
amente y que quiz�as alg�un d��a puedan ser ensayadosen el laboratorio.5.2 ModeladoEl sistema formado por la turbina y el soporte puede verse en la �gura 5.1(a). El soporte
onsiste en un sistema de tipo pantogr�a�
o 
on 
uatro barras arti
uladas que impone que laturbina gire siempre respe
to a un eje horizontal y se muestra en la �gura 5.1(b). La turbinase en
uentra dentro de una espe
ie de tobera que 
analiza el aire impulsado. El 
ontrapeso
ompensa la a

i�on del peso de la propia turbina, permitiendo usar as�� toda su poten
ia en las71
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PSfrag repla
ements �3
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Figura 5.1: Esquema de la turbina y su soportea

iones de 
ontrol. Di
has a

iones se generan mediante dos paletas al �nal de la tobera, quetrabajan 
onjuntamente y dire

ionan el 
ujo de salida seg�un los diferentes modos que puedenapre
iarse en la �gura 5.2. Estos modos permiten realizar maniobras agresivas de frenado yde inversi�on del movimiento. El modelado del sistema puede realizarse mediante la apli
a
i�onPSfrag repla
ements�xyFigura 5.2: Modos de dire

ionado del 
ujo de salidade las e
ua
iones de Lagrange al sistema 
ompuesto por la turbina, la tobera, el soporte y el
ontrapeso. Por este pro
edimiento se obtiene una des
rip
i�on din�ami
a 
on la siguiente formaM(X) �X + C(X; _X) _X +N(X) = T (X;F ) (5.1)donde X denota el ve
tor de estados (�1; _�1; �2; _�2; �3; _�3)T . Las 
oordenadas (�1; �2; �3) sonrespe
tivamente el azimut, la altura y el �angulo de giro de la turbina y se miden en radianes.M es la matriz de iner
ia generalizada; C es la matriz de Coriolis; N es el ve
tor de t�erminospoten
iales y T es el ve
tor de torques y fuerzas apli
adas. La dedu

i�on y la expresi�on �nalpara la e
ua
i�on (5.1) puede en
ontrarse en [Cho94℄ y [Kan95℄.Un modelo m�as sen
illo puede obtenerse si se ignora la din�ami
a del soporte. Llam�emosle



5.2. Modelado 73L a la distan
ia del eje 
entral del soporte al punto de apoyo de la turbina. La turbina s�olopuede moverse en una esfera de radio L. Para simpli�
ar, estudiaremos la din�ami
a que resultade proye
tar lo
almente el movimiento de la turbina en la esfera sobre un plano tangente a lamisma. El sistema enton
es puede es
ribirse en fun
i�on de las siguientes 
oordenadasx = L�1y = L�2� = �3Las nuevas variables x y y se miden en metros. El modelo no lineal obtenido, 
ono
ido 
omomodelo planar, es bastante simple y 
ontinua siendo representativo de las prin
ipales 
ara
-ter��sti
as din�ami
as del sistema. Para la deriva
i�on del modelo planar, nos basaremos en la�gura 5.3. La a

i�on de la turbina se modela 
omo dos fuerzas: una 
olineal 
on el eje de la

fuerza neta

PSfrag repla
ements �(x; y) f1f2lr
x

y G
Figura 5.3: Modelo planar para el sistematobera (f2) y otra perpendi
ular al mismo (f1), apli
adas en un punto que dista r del punto(x; y) donde en
aja el soporte a la tobera. Di
ho punto est�a a una distan
ia l del 
entro demasa G. Las e
ua
iones que des
riben al sistema pueden 
al
ularse mediante las e
ua
iones deNewton, resultando en el siguiente sistema8<: m�x = f1 
os(�)� f2 sin(�)� d _xm�y = �mg + f1 sin(�) + f2 
os(�)� d _yJ �� = �mgl sin(�) + rf1 (5.2)Los signi�
ados y valores de los diferentes par�ametros que apare
en en la e
ua
i�on (5.2) puedenen
ontrarse en la Tabla 5.1. Rede�niremos las entradas para lograr que el origen del sistemasea un punto de equilibrio 
on entrada nula. Haremos u1 = f1 y u2 = f2 �mg, por lo que el



74 5. DESCRIPCI�ON DEL SISTEMA A ESTUDIOm masa del sistema turbina-tobera 4:0 kgr distan
ia de las aletas al punto pivot 0:26 ml distan
ia del 
entro de masa al punto pivot 0:0213 mg 
onstante de gravedad 9:8 mseg2d 
oe�
iente de fri

i�on vis
osa 0:1 kgsJ momento de iner
ia respe
to al eje � 0:0475 kg:m2L distan
ia del punto de apoyo de la turbina al eje del soporte 1:435 mTabla 5.1: Des
rip
i�on de los par�ametros del modelo planarsistema 
on el que trabajaremos en esta Tesis es8<: m�x = �mg sin � � d _x+ u1 
os(�)� u2 sin(�)m�y = mg(
os � � 1)� d _y + u1 sin(�) + u2 
os(�)J �� = �mgl sin(�) + ru1 (5.3)La e
ua
i�on (5.3) tienen la forma parti
ular af��n que men
ionamos en el 
ap��tulo 1_x = f(x) + g(x):u (5.4)donde x = [x; _x; y; _y; �; _�℄T es el ve
tor de estados yf(x) = 266666664 _x�g sin(�)� dm _x_yg (
os(�)� 1)� dm _y_��mglJ sin(�)
377777775 ; g(x) = 266666664 0 0
os(�)m � sin(�)m0 0sin(�)m 
os(�)m0 0rJ 0

377777775 ; u = � u1u1 �5.3 Objetivos del 
ontrolNuestro objetivo ser�a regular el sistema. Adem�as, intentaremos ha
er di
ha regula
i�on me-diante realimenta
i�on de estados, es de
ir, mediante una ley de 
ontrol de la forma u =�(x; _x; y; _y; �; _�). Para obtener un ��ndi
e que permita en 
ierto sentido 
omparar las difer-entes t�e
ni
as de 
ontrol apli
adas, de�niremos un 
osto 
uadr�ati
o aso
iado a la 
ondi
i�onini
ial y a la a

i�on de 
ontrol, 
omo el que vimos en el 
ap��tulo 3J = Z +10 (xTQx + uTu)dt (5.5)Hemos elegido un peso unitario para la a

i�on de 
ontrol y hemos tomado la siguiente matrizde peso de la traye
toria Q = 26666664 10 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 10 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1
37777775



5.4. Sistema linealizado 75x _x y _y � _�xo1 0.1 0 0.1 0 0.1 �2 0xo2 1 1 1 0 -0.1 �2 0xo3 3 3 3 0 -0.9 �2 0xo4 5 5 5 0 -0.9 �2 0Tabla 5.2: Condi
iones ini
iales para testque pesa m�as las 
oordenadas de posi
i�on lineales y menos la 
oordenada angular y las velo
i-dades.El objetivo de 
ontrol es lograr que el origen sea un atra
tor asint�oti
o y que su regi�on deatra

i�on in
luya un 
onjunto predeterminado de 
ondi
iones ini
iales. Di
ho 
onjunto, quese muestra en la Tabla 5.2, est�a formado por dos 
ondi
iones 
er
anas al origen, que es deesperar que no planteen di�
ultades, y dos 
ondi
iones ini
iales m�as exigentes, que est�an bas-tante alejadas del origen y que in
luso plantean desaf��os interesantes en el sistema f��si
o en elsentido de que el sistema 
omienza movi�endose en un sentido opuesto al de la salida del aire.Cabe men
ionar que las 
ondi
iones ini
iales x03 y x04 se utilizar�an para estudiar mediantesimula
iones la 
apa
idad de regula
i�on de los 
ontroladores que se hallar�an en la segundaparte de esta Tesis, pero no representan 
ondi
iones de trabajo fa
tibles en la pr�a
ti
a, dadoque es
apan del rango de fun
ionamiento del sistema real. Para visualizar el desempe~no delsistema realimentado, gra�
aremos la evolu
i�on temporal de los estados x, y y �.5.4 Sistema linealizadoAlgunas de las apli
a
iones que se estudiar�an en la presente Tesis se basan en el 
ono
imien-to de las e
ua
iones que des
riben la din�ami
a del sistema fun
ionando en las 
er
an��as delorigen. Di
has e
ua
iones se obtienen al linealizar el sistema en torno al punto de equilibrio[x; _x; y; _y; �; _�℄T = [0; 0; 0; 0; 0; 0℄T . La des
rip
i�on resulta ser lineal y aut�onoma, de la forma_x = Ax +Bu
on
A = �f(x) + g(x):u�x ����x=0;u=0 = 26666664 0 1 0 0 0 00 � dm 0 0 �g 00 0 0 1 0 00 0 0 � dm 0 00 0 0 0 0 10 0 0 0 �mglJ 0

37777775
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B = �f(x) + g(x):u�u ����x=0;u=0 = 26666664 0 01m 00 00 1m0 0rJ 0

37777775



Cap��tulo 6Linealiza
i�on Ja
obianaEn este 
ap��tulo mostraremos 
omo utilizar el M�etodo Indire
to de Liapunov visto en la se

i�on2.5 para la estabiliza
i�on de un sistema no lineal. La idea 
onsiste en estabilizar el sistemalineal que aproxima al original en un entorno del origen. Esta t�e
ni
a es relativamente sen
illade apli
ar y permite obtener una realimenta
i�on est�ati
a lineal de estados.En la primera se

i�on presentaremos la idea general y en la segunda la apli
a
i�on 
on
reta.6.1 Introdu

i�onConsideremos el sistema _x = f(x; u) (6.1)donde x es el ve
tor de estados y u es la se~nal de 
ontrol. Supongamos que el origen es unpunto de equilibrio del sistema, o sea que f(0; 0) = 0.Sean A = �f�x ����x=0;u=0 ; B = �f�u ����x=0;u=0Podemos re-es
ribir el sistema (6.1)_x = Ax+Bu+ [f(x; u)�Ax�Bu℄ = Ax +Bu+ ~f(x; u)donde ~f(x; u) veri�
a que ~f(0; 0) = 0 ; � ~f�x(0; 0) = 0 ; � ~f�u (0; 0) = 0Por lo tanto _x = Ax +Bu (6.2)
77



78 6. LINEALIZACI�ON JACOBIANAes una aproxima
i�on de primer orden del sistema (6.1).Si el par (A;B) es 
ontrolable, enton
es podemos dise~nar una realimenta
i�on de estadosu = �Kx tal que el origen del sistema lineal en lazo 
errado sea globalmente asint�oti
amenteestable [Kai80℄. _x = (A�BK)xLo anterior es equivalente a que la matriz A�BK sea Hurwitz. La realimenta
i�on de estadospuede ser elegida de forma de satisfa
er en forma �optima un 
ompromiso entre la traye
toriaobtenida y la a

i�on de 
ontrol ejer
ida por el regulador (esto se 
ono
e 
omo Problema LQRo del Regulador �Optimo Lineal).Consideremos ahora el sistema original (6.1) junto 
on la realimenta
i�on_x = f(x;�Kx) = f̂(x)Estudiemos la linealiza
i�on del sistema en torno al origen�f̂�x (0) = �f�x(0; 0) + �f�u (0; 0)�u�x = A�BKEl M�etodo Indire
to de Liapunov asegura que, al ser el origen asint�oti
amente estable para el sis-tema lineal, lo es tambi�en para el sistema no lineal. M�as a�un, el Teorema de Hartman-Gro�manestable
e que las din�ami
as de ambos sistemas son 
onjugadas en un entorno su�
ientementepeque~no del origen [Kha96, Har64, Lew81℄.6.2 Apli
a
i�onConsideremos el modelo linealizado en torno al origen obtenido en el 
ap��tulo 5A = 26666664 0 1 0 0 0 00 � dm 0 0 �g 00 0 0 1 0 00 0 0 � dm 0 00 0 0 0 0 10 0 0 0 �mglJ 0
37777775 ; B = 26666664 0 01m 00 00 1m0 0rJ 0

37777775Mediante la t�e
ni
a LQR presentada en el 
ap��tulo 3, se dise~n�o el siguiente 
ontroladorK1 = � �3:1623 �2:7951 0:0000 0:0000 6:6495 1:96620:0000 0:0000 3:1623 5:0292 0:0000 0:0000 � (6.3)Los autovalores de la matriz de estados del sistema realimentado A�BK son �2:6188�3:6828i,�2:4253�1:3206i, �0:6411�0:6160i. Las siguientes gr�a�
as muestran las respuestas obtenidaspara las distintas 
ondi
iones ini
iales. Puede observarse que para 
ondi
iones ini
iales 
er
anasal origen (xo1 ; xo2), el regulador lineal se 
omporta a
eptablemente (�guras 6.1 y 6.2), 
onun tiempo de estable
imiento de unos 3 segundos. Las traye
torias para la 
ondi
i�on ini
ialxo3 se muestran en la �gura 6.3. El tiempo de estable
imiento 
re
e a unos 12 segundos ylas os
ila
iones presentes son de tal magnitud que ha
en ina
eptable el desempe~no. Para la
ondi
i�on ini
ial xo4 el sistema diverge (�gura 6.4).
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Cap��tulo 7Sistemas Lineales Dependientes dePar�ametrosEn este 
ap��tulo estudiaremos el 
aso parti
ular de sistemas que admiten una des
rip
i�on 
uasi-lineal en el sentido siguiente: sus e
ua
iones de estado pueden es
ribirse en forma lineal, 
onmatri
es que dependen de un 
onjunto de par�ametros que pueden o no variar 
on el tiempo.7.1 Introdu

i�onConsideremos el sistema representado por la siguiente e
ua
i�on_x = f(x; u; �) (7.1)siendo x el ve
tor de estados, u el ve
tor de entradas y � un ve
tor de par�ametros. La din�ami
adepende enton
es no s�olo del estado y las entradas, sino tambi�en del valor instant�aneo de lospar�ametros. Los par�ametros pueden ser est�ati
os o variantes en el tiempo, y 
ono
idos o no,lo que determina el enfoque a apli
ar para su estudio.Cuando nos enfrentamos a par�ametros des
ono
idos a priori, y que no podemos medir, pode-mos 
onsiderarlos 
omo una perturba
i�on al sistema y utilizar herramientas de 
ontrol robusto,para lo 
ual puede ser ne
esario que la dependen
ia del sistema 
on respe
to a los par�ametrossea de una forma parti
ular (por ejemplo, af��n o LFT) [Apk96℄. Cuando mediante una medidapodemos tener a

eso al valor instant�aneo de los par�ametros, podemos apli
ar t�e
ni
as quein
orporen expl��
itamente di
ha informa
i�on.Sistemas dependientes de par�ametros apare
en fre
uentemente en la realidad y han sido ampli-amente estudiados. Los par�ametros pueden ser 
oe�
ientes que apare
en en la des
rip
i�on delsistema, parte del ve
tor de estados o in
luso algunas de las entradas. Normalmente se 
ono
eel rango y la forma de varia
i�on de los par�ametros y di
ha informa
i�on se tiene en 
uenta en elmomento de dise~nar el 
ontrolador.Para estudiar el 
aso m�as general, es de
ir, 
uando los par�ametros var��an en el tiempo, lasdiversas t�e
ni
as se basan dire
tamente en los Teoremas de Liapunov. El M�etodo de Ganan
ia81



82 7. SISTEMAS LINEALES DEPENDIENTES DE PAR�AMETROSProgramada (Gain S
heduling) es un ejemplo de la a�rma
i�on anterior. En este 
aso, se dise~naun 
ontrolador para el sistema lineal obtenido 
ongelando el par�ametro � y linealizando el sis-tema en torno al origen, de forma que el sistema realimentado tenga al mismo 
omo un atra
torlo
al (para � �jo). Si el par�ametro no var��a muy r�apidamente, se puede demostrar que el ori-gen es un atra
tor global para el sistema variante en el tiempo. Para demostrar esa propiedad,se utiliza una fun
i�on de Liapunov que depende tambi�en del par�ametro [Kha96, Rug91℄.Cuando el sistema (7.1) puede es
ribirse de la forma_x = A(�)x +B(�)u (7.2)de
imos que estamos en el 
aso de un sistema lineal dependiente de par�ametros. Diversast�e
ni
as desarrolladas para sistemas lineales pueden ser extendidas a esta 
lase de sistemas. Enla se

i�on siguiente presentamos una extensi�on dire
ta del M�etodo LQR introdu
ido al �naldel Cap��tulo 3.7.2 M�etodo LPVConsideremos nuevamente el sistema (7.2) en el 
ual el par�ametro � var��a en el siguiente
onjuntoF�P := �� : R+ !Rr j � 2 C1 ; �(t) 2 P 8t � 0 ; �i(�) � _�i � �i(�) ; i = 1; : : : ; r	siendo P un 
ompa
to en Rr. Los n�umeros �i y �i representan las 
otas de varia
i�on temporaldel i-�esimo par�ametro. Por lo tanto, los par�ametros admisibles tienen a
otadas su magnitud ysu velo
idad de varia
i�on.Siguiendo la misma l��nea que para sistemas lineales sin par�ametros, bus
aremos una fun
i�onde Liapunov 
uadr�ati
a para el sistema (7.2), del tipo V(x) = xTPx, aunque en este 
asoadmitiremos una dependen
ia de la misma respe
to del par�ametro �V(x; �) = xTP (�)xTal 
omo se vio en el 
ap��tulo 3, debemos bus
ar una fun
i�on matri
ial P de�nida positiva,dependiente del par�ametro �, que minimi
e el siguiente fun
ional de 
osto sobre el sistema1J (u) = Z +10 (xTQx+ uTu)dtLa fun
i�on P se obtiene 
omo solu
i�on de la siguiente e
ua
i�on de Ri

ati [And90℄� _P (�) +AT (�)P (�) + P (�)A(�) +Q� P (�)B(�)BT (�)P (�) = 0limt!+1 P (t) = 0 (7.3)y la entrada �optima est�a dada por la realimenta
i�on de estadosu(t) = �BT (�)P (�)x1Por 
omodidad, nuevamente hemos tomado la matriz R aso
iada al 
osto de la entrada 
omo la identidad.



7.2. M�etodo LPV 83Teniendo en 
uenta que _P = �P�� _�, la existen
ia de una solu
i�on para la e
ua
i�on de Ri

ati est�aimpli
ada por a la existen
ia de una matriz de�nida positiva X(�) que satisfaga la desigualdadmatri
ial (7.4) para todo valor del par�ametro2 [Apk96℄,� �Pri=1 _�i �X��i +A(�)P (�) +X(�)A(�) �B(�)BT (�) X(�)CT (�)C(�)X(�) �I � < 0 (7.4)siendo Q = CTC � 0.Para un valor �jo del par�ametro, la e
ua
i�on (7.4) 
onstituye una Desigualdad Matri
ialLineal (LMI) en la variable X. Las LMI son objetos matem�ati
os que han sido ampliamenteestudiados, sobre todo en los �ultimos 15 a~nos, luego de los trabajos de Karmarkar sobre pro-grama
i�on lineal [Kar84℄. La 
onvexidad y la linealidad juegan un papel muy importante ensu resolu
i�on. Son de mu
ha utilidad en la Ingenier��a de Control y fundamentalmente en los�ultimos 10 a~nos ha habido una gran 
antidad de trabajo de investiga
i�on sobre las apli
a
ionesa la Teor��a de Control de las Desigualdades Matri
iales Lineales. Existen algoritmos e�
ientesy r�apidos para resolver las LMI [Gah95, Apk96℄. Esta misma bibliograf��a es tambi�en una in-trodu

i�on sen
illa y breve a las LMI y sus apli
a
iones m�as inmediatas.Cuando en la e
ua
i�on (7.4) 
onsideramos la dependen
ia 
on respe
to del par�ametro, lo quetenemos enton
es es un 
onjunto in�nito de desigualdades matri
iales lineales (una por 
adavalor admisible del par�ametro), lo 
ual introdu
e un grado de di�
ultad 
on respe
to al 
asosin par�ametros.La matriz X(�) de�ne la realimenta
i�on de estados sub�optima u = �BT (�)X�1(�)x. La sub-optimalidad surge de que no resolvemos exa
tamente la e
ua
i�on (7.3). Obtenemos tambi�en lasiguiente fun
i�on de Liapunov para el sistema realimentadoV(x; �) = xTX�1(�)xDada la dependen
ia af��n 
on la velo
idad de varia
i�on temporal del par�ametro, y utilizandopropiedades de 
onvexidad del 
onjunto de matri
es de signo de�nido, la anterior desigualdadmatri
ial es equivalente a la siguiente [Apk96℄� �Pri=1 �i(�)�X�� +A(�)P (�) +X(�)A(�) �B(�)BT (�) X(�)CT (�)C(�)X(�) �I � < 0 (7.5)donde la nota
i�on Pri=1 �i(�) signi�
a que hay que es
ribir una desigualdad matri
ial por 
adav�erti
e del hiper
ubo que a
ota la velo
idad de varia
i�on temporal de los par�ametros. Para�jar ideas, si 
onsideramos r = 2, resulta que se tienen 4 desigualdades, 
orrespondientes a�1(�) �X��1 + �2(�) �X��2 , �1(�) �X��1 + �2(�) �X��2 , �1(�) �X��1 + �2(�) �X��2 y �1(�) �X��1 + �2(�) �X��2 .2La existen
ia de una solu
i�on X para la desigualdad matri
ial asegura la existen
ia de una solu
i�on P parala e
ua
i�on de Ri

ati que adem�as 
umple P > X�1 [Apk96℄.



84 7. SISTEMAS LINEALES DEPENDIENTES DE PAR�AMETROSTodav��a tenemos un 
onjunto in�nito de desigualdades. Un 
amino posible para su resolu-
i�on es el siguiente: restringimos nuestra b�usqueda a fun
iones X(�) del tipo X(�) = Ppi=1fi(�)Xi, 
on fi pertene
ientes a un determinado 
onjunto de fun
iones que llamaremos fun-
iones base. Con esta nueva restri

i�on en la fun
i�on que estamos bus
ando, las desigualdadesmatri
iales (7.5) pasan a ser in�nitas LMI en las variables X1, X2, X3, X4 y X5, es de
ir, unapara 
ada valor posible del ve
tor de par�ametros. Para enfrentar este problema de dimension-alidad, realizamos una grilla en el 
onjunto P de los � admisibles, obteniendo una gran LMI enlas variables X1; : : : ;Xr que puede resolverse 
on algoritmos est�andar de programa
i�on lineal
omo ya men
ionamos.7.3 Apli
a
i�onNuestro sistema a estudio,_x = 266666664 _x�g sin(�)� dm _x_yg(
os(�)� 1)� dm _y_��mglJ sin(�)
377777775+ 266666664 0
os(�)m u1 � sin(�)m u20sin(�)m u1 + 
os(�)m u2rJ u1

377777775admite la siguiente formula
i�on 
omo sistema LPV_x = A(�)x +B(�)u =
= 266666664 0 1 0 0 0 00 � dm 0 0 �g sin(�)� 00 0 0 1 0 00 0 0 � dm g (
os(�)�1)� 00 0 0 0 0 10 0 0 0 �mgl sin(�)J� 0

377777775
26666664 x_xy_y�_�

37777775+ 266666664 0 0
os(�)m � sin(�)m0 0sin(�)m 
os(�)m0 0rJ 0
377777775� u1u2 �
on par�ametro unidimensional � = �. Las 
otas para el par�ametro y su velo
idad se basan en
onsidera
iones me
�ani
as del sistema f��si
o y son las siguientesj�j � �2 ; j _�j � 10Se eligieron 
omo fun
iones bases los primeros 5 polinomios de Legendre, que 
onstituyen un
onjunto de fun
iones normalizadas3f1(�) = 1 ; f2(�) = 2�� ; f3(�) = 3 � 2���� 12f4(�) = 5 � 2���3 � 3 � 2���2 ; f5(�) = 35 � 2���4 � 30 � 2���2 � 323Podr��a haberse elegido 
ualquier otra base de polinomios.



7.3. Apli
a
i�on 85La LMI 
on la que se trabaj�o se obtuvo de la siguiente manera. Se realiz�o una grilla en elpar�ametro � y para 
ada valor del par�ametro se es
ribieron las siguientes desigualdades� �10�X�� +A(�)X(�) + x(�)AT (�)�B(�)BT (�) X(�)CT (�)C(�)X(�) �I � < 0� 10�X�� +A(�)X(�) + x(�)AT (�)�B(�)BT (�) X(�)CT (�)C(�)X(�) �I � < 0X(�) = 5Xi=1 fi(�)Xi > 0�X�� = 5Xi=1 f 0i(�)XiLa LMI se resolvi�o utilizando el LMIControl Toolbox de Matlab. Los resultados obtenidos enlas simula
iones para las 
ondi
iones ini
iales de testeo se muestran en las siguientes �guras.Como puede apre
iarse, el sistema realimentado realiza una regula
i�on a
eptable en todos los
asos.
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Cap��tulo 8Control por Linealiza
i�on Exa
taEn el presente 
ap��tulo apli
aremos la teor��a desarrollada en el 
ap��tulo 4 para obtener la for-ma normal del sistema f��si
o a estudio. Una vez obtenida di
ha forma, y 
on base en ella,realizaremos el dise~no de un regulador que utiliza las mismas ideas sen
illas que las empleadasen el 
ap��tulo 6.Para entender bien lo des
rito en este 
ap��tulo, es ne
esario tener bien presentes los 
on
eptos,de�ni
iones y resultados del 
ap��tulo 4.8.1 Linealiza
i�on exa
taEl sistema f��si
o a estudio puede ser modelado de la siguiente forma_x = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2Y1 = h1(x)Y2 = h2(x) (8.1)
on f = 266666664 _x�g sin(�)� dm _x_yg(
os(�)� 1)� dm _y_��mglJ sin(�)
377777775 ; g1 = 266666664 0
os(�)m0sin(�)m0rJ

377777775 ; g2 = 266666664 0� sin(�)m0
os(�)m00
377777775siendo el ve
tor de estados x = [x; _x; y; _y; �; _�℄T , u1 y u2 las entradas. El sistema no es lin-ealizable entrada-estados, ya que no se 
umplen las 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes delTeorema 4.7 del 
ap��tulo 41 [Kan95℄. S�olo podemos linealizar par
ialmente el sistema, para lo
ual de�nimos las siguientes fun
iones de salida.h1(x) = y ; h2(x) = �Cal
ulemos el grado relativo del sistema en un entorno del origen1La demostra
i�on de que no se 
umplen las hip�otesis es extremadamente engorrosa y no se ha in
luido aqu��.87



88 8. CONTROL POR LINEALIZACI�ON EXACTA(1) Aso
iado a la salida h1(x) = yLg1h1 = �h1�x g1 = � 0 0 1 0 0 0 � :g1 = 0Lg2h1 = �h1�x g2 = � 0 0 1 0 0 0 � :g2 = 0Como Lfh1 = �h1�x f = � 0 0 1 0 0 0 � :f = _y, resulta queLg1Lfh1 = �Lfh1�x g1 = � 0 0 0 1 0 0 � :g1 = sin(�)mLg2Lfh1 = �Lfh1�x g2 = � 0 0 0 1 0 0 � :g2 = 
os(�)m(2) Aso
iado a la salida h2(x) = �Lg1h2 = �h2�x g1 = � 0 0 0 0 1 0 � :g1 = 0Lg2h2 = �h2�x g2 = � 0 0 0 0 1 0 � :g2 = 0Como Lfh2 = �h2�x f = � 0 0 0 0 1 0 � :f = _�, resulta queLg1Lfh2 = �Lfh2�x g1 = � 0 0 0 0 0 1 � :g1 = rJLg2Lfh2 = �Lfh2�x g2 = � 0 0 0 0 0 1 � g2 = 0Veamos el rango de la matrizA(x) = � Lg1Lfh1 Lg2Lfh1Lg1Lfh2 Lg2Lfh2 � = � sin(�)m 
os(�)mrJ 0 �Se tiene que: det (A(x)) = � r 
os(�)Jm 6= 0 en un entorno del origen. En
ontramos enton
es queel grado relativo en el origen es [r1; r2℄ = [2; 2℄.Consideremos ahora la siguiente distribu
i�onG = gen fg1; g2g = gen8>>>>>>><>>>>>>>:
266666664 0
os(�)m0sin(�)m0rJ

377777775 ;
266666664 0� sin(�)m0
os(�)m00

377777775
9>>>>>>>=>>>>>>>;



8.1. Linealiza
i�on exa
ta 89Veamos si es involutiva, 
al
ulando el Cor
hete de Lie [g1; g2℄ = �g2�x g1 � �g1�x g2�g1�x = 266666664 0 0 0 0 0 00 0 0 0 � 
os(�)m 00 0 0 0 0 00 0 0 0 � sin(�)m 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
377777775

�g2�x = 266666664 0 0 0 0 0 00 0 0 0 � sin(�)m 00 0 0 0 0 00 0 0 0 � 
os(�)m 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
377777775=) �g2�x g1 = 0 ; �g1�x g2 = 0 de donde [g1; g2℄ (x) = 0 2 G. Por lo tanto la distribu
i�on G esinvolutiva.Este �ultimo resultado, junto 
on el Teorema de Frobenius, asegura la existen
ia de un 
on-junto linealmente independiente de difeomor�smosf�1; �2; �3; �4gtales que generan la 
o-distribu
i�on G?, es de
irLgi �d�jdx � = 0 i = 1; 2; j = 1; 2; 3; 4Por lo visto anteriormente, podemos tomar �1 = h1 y �2 = h2. Veamos la 
ondi
i�on generalque deben 
umplir �3 y �4. Sea � 2 G? y sea���x = ��x; � _x; �y; � _y; ��; � _��Enton
es Lg1� = 
os(�)m � _x + sin(�)m � _y + rJ � _� = 0Lg2� = �sin(�)m � _x + 
os(�)m � _y = 0De donde debe 
umplirse que� _y = tan(�)� _x ; � _� = � Jmr 
os(�)� _x (8.2)



90 8. CONTROL POR LINEALIZACI�ON EXACTAPara obtener una base de G? elegimos�3(x) = x ; �4(x) = _x+ tan(�) _y � Jmr 
os(�) _�Como puede apre
iarse, optamos por una fun
i�on muy simple (�3) y una m�as 
ompleja (�4).No debe olvidarse que la ele

i�on de ambas fue arbitraria, 
on la �uni
a restri

i�on de satis-fa
er (8.2). Si los resultados que obtuvimos 
on esta ele

i�on no hubieran sido satisfa
toriospodr��amos haber es
ogido otro par de fun
iones.Obtenemos enton
es el 
ambio de 
oordenadas Z = �(x)z1 = �1(x) = yz2 =  Lfh1(x) = _yz3 = �2(x) = �z4 =  Lfh2(x) = _�z5 = �3(x) = xz6 = �4(x) = _x+ tan(�) _y � Jmr 
os(�) _�El mismo 
umple que���x ����x=0 = 266666664 0 0 1 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 11 0 0 0 0 00 1 0 tan(�) _y(1 + tan2(�))� J _� sin(�)mr 
os2(�) � Jmr 
os(�)
377777775
�������������x=0

) det� ���x ����x=0� = ������������
0 0 1 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 11 0 0 0 0 00 1 0 0 0 � Jmr

������������ = 1Por lo que � resulta ser un difeomor�smo en un entorno del origen.Hallemos la expresi�on del sistema en las nuevas 
oordenadas_z1 = ��1�x _x = ��1�x (f + g1u1 + g2u2) = Lf�1 + (Lg1�1)u1 + (Lg2�1)u2 = Lf�1 = z2_z2 = � (Lf�1)�x _x = L2f�1 + (Lg1Lf�1) u1 + (Lg2Lf�1) u2 == g(
os(�)� 1)� dm _y + sin(�)m u1 + 
os(�)m u2



8.1. Linealiza
i�on exa
ta 91_z2 = g(
os(z3)� 1)� dmz2 + sin(z3)m u1 + 
os(z3)m u2An�alogamente _z3 = Lf�2 = z4_z4 = � (Lf�2)�x _x = L2f�2 + (Lg1Lf�2) u1 + (Lg2Lf�2) u2 ==) _z4 = �mglJ sin(z3) + rJ u1;=) _z5 = Lf�3 = _x = z6 � _y tan(�) + J _�mr 
os(�)) = z6 � z2 tan(z3) + J z4mr 
os(z3) ;Finalmente z6 = _x+ tan(�) _y � J _�mr 
os(�) ) _z6 = Lf�4=) _z6 = "0 1 0 tan(�)  _y(1 + tan2(�))� J _�mr �� 1
os2(�)� (� sin(�))!� Jmr 
os(�)� :f(x) = �g sin(z3)� dmz6 + Jdm2r 
os(z3)z4 + z4z2++ tan(z3) �g(
os(z3)� 1) + z4z2 tan(z3)� Jz24mr 
os(z3) + glr �La forma normal del sistema, para las salidas (y, �) elegidas, resulta ser_z1 = z2_z2 = g(
os(z3)� 1)� dmz2 + sin(z3)m u1 + 
os(z3)m u2_z3 = z4_z4 = �mglJ sin(z3) + rJ u1 (8.3)_z5 = z6 � z2 tan(z3) + J z4mr 
os(z3)_z6 = � dmz6 + Jdz4m2r 
os(z3) + z4z2++ tan(z3) hg � lr � 1�+ z4z2 tan(z3)� Jz24mr 
os(z3)i (8.4)La e
ua
i�on (8.3) des
ribe la parte linealizable del sistema.



92 8. CONTROL POR LINEALIZACI�ON EXACTA8.2 Din�ami
a de los 
erosLa din�ami
a de los 
eros del sistema es la e
ua
i�on (8.4) para z1 = z2 = z3 = z4 = u1 = u2 = 0_z5 = z6_z6 = � dmz6 (8.5)que tiene la siguiente solu
i�onz6(t) = z6oe� dm t ; z5(t) = z5o + md z6o �1� e� dm t�y que no tiene al origen 
omo punto de equilibrio asint�oti
amente estable. Obs�erveseque en la din�ami
a de los 
eros z5 = x y z6 = _x. Las traye
torias mostradas en la �gura8.1 fueron obtenidas por medio de simula
iones del sistema no lineal (8.1) para 
ondi
ionesini
iales nulas en [y; _y; �; _�℄T y entradas nulas y se 
orresponden 
on la e
ua
i�on (8.5).
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PSfrag repla
ements x_xFigura 8.1: Respuesta del sistema para xo = [0 ; 1 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0℄T y entrada nula8.3 E
ua
i�on normalUtilizando la nota
i�on 
ompa
ta � para el ve
tor [z1; z2; z3; z4℄T y � para el ve
tor [z5; z6℄T , lase
ua
iones (8.3) y (8.4) se es
riben as��8>>>><>>>>: _� = 2664 z2b1(�)z4b2(�) 3775+ 2664 0a11(�)u1 + a12(�)u20a21(�)u1 + a22(�)u2 3775_� = q(�; �)dondeq(�; �) = " z6 � z2 tan z3 + Jz4mr 
os z3� dmz6 + Jdz4m2r 
os z3 + z4z2 + tan z3 hg � lr � 1�+ z4z2 tan z3 � Jz24mr 
os z3 i #b(�) = � b1(�)b2(�) � = � g(
os(z3)� 1)� dmz2�mglJ sin z3 �



8.3. E
ua
i�on normal 93A(�) = � a11(�) a12(�)a21(�) a22(�) � = � sin(z3)m 
os(z3)mrJ 0 �y A�1(�) = " 0 Jrm
os(z3) �Jr tan(z3) #Observemos que � _z2_z4 � = b(�) +A(�): � u1u2 �y 
onsideremos la se~nal de 
ontrol u = �(�) + �(�)vdonde v = [v1; v2℄T representa las se~nales de referen
ia. Elijamos enton
esu = A�1(�) [v � b(�)℄La a

i�on de 
ontrol a implementar esu1 = mglr sin(z3) + Jr v2u2 = m
os(z3)v1 � J tan(z3)r v2 + d
os(z3)z2 � mg
os(z3) (
os(z3)� 1)� mglr tan(z3) sin(z3)El sistema realimentado resulta ser _z1 = z2_z2 = v1_z3 = z4_z4 = v2_� = q(�; �) (8.6)La e
ua
i�on (8.6) es la forma normal de sistema.La parte lineal se es
ribe _� = A� +Bv, 
onA = 2664 0 1 0 00 0 0 00 0 0 10 0 0 0 3775 ; B = 2664 0 01 00 00 1 3775
on el par (A;B) 
ompletamente 
ontrolable. La salida del sistema es [y; �℄ = C�, 
onC = � 1 0 0 00 0 1 0 �



94 8. CONTROL POR LINEALIZACI�ON EXACTA8.4 Estabiliza
i�on par
ialPara estabilizar el sub-sistema lineal, usamos una realimenta
i�on de estados v = �K�, dondeK fue dise~nada mediante la t�e
ni
a LQR presentada en el 
ap��tulo 3, 
on Q = diag([10; 1; 1; 1℄)y R = I2�2, y vale K = � 3:1623 2:7064 0 00 0 1:0000 1:7321 �El esquema de realimenta
i�on se muestra en la �gura 8.2.

A�1(�)v +A�1(�)b(�) K �?
- -

�
��
�u

v
Modelo Planar

Figura 8.2: Diagrama de bloques del sistema 
ontrolado par
ialmente en base a la forma normalLas �guras 8.3-8.6 muestran que el dise~no realizado fun
iona 
orre
tamente desde el puntode vista entrada-salida, es de
ir, sobre la parte linealizada del sistema, aunque a 
osta deperder la 
apa
idad de 
ontrol sobre la din�ami
a de los 
eros. Obs�ervese que la posi
i�on xdiverge.
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96 8. CONTROL POR LINEALIZACI�ON EXACTA8.5 Estabiliza
i�on totalSi s�olo nos preo
upara el desempe~no entrada-salida del sistema, el 
ontrolador dise~nado en laparte anterior resulta ser satisfa
torio, ya que en ese 
aso no nos importar��a la divergen
ia en elestado x. Consideremos el problema de estabilizar todo el sistema. La des
rip
i�on normal queahora poseemos del mismo, luego de realizadas la transforma
i�on de 
oordenadas y el 
ambiode entradas linealizante, nos permitir�a intentar la estabiliza
i�on del sistema por medio de laapli
a
i�on de diferentes t�e
ni
as.La que apli
aremos en esta o
asi�on ser�a nuevamente la Linealiza
i�on Ja
obiana, similar ala des
rita en el 
ap��tulo 6. Es
ribamos nuevamente la forma normal_z1 = z2_z2 = v1_z3 = z4_z4 = v2_� = q(�; �) (8.7)Apli
aremos nuevamente la t�e
ni
a de linealiza
i�on ja
obiana vista en el 
ap��tulo 6, 
on ladiferen
ia que ahora estamos trabajando sobre las nuevas 
oordenadas. Haremos una reali-menta
i�on lineal de los estados nuevos que resultar�a en una realimenta
i�on no lineal de lasvariables originales.La ley de 
ontrol v = � �K � �� � fue dise~nada 
on el m�etodo LQR presentado en el 
ap��tulo 3.Hemos modi�
ado ligeramente las matri
es Q y R del 
osto, ya que el mismo es 
uadr�ati
o enlas variables originales. Como el 
ambio de 
oordenadas realizado es no lineal, la expresi�on del
osto en las nuevas variables no es 
uadr�ati
a, por lo que hemos utilizado un 
osto 
uadr�ati
opare
ido en las nuevas variables. No es de esperar que las traye
torias que se obtengan 
on el
ontrolador obtenido tengan aso
iado un 
osto original peque~no.La realimenta
i�on esv1 = � �K1:[z1; z2; z3; z4; z5; z6℄T = �[3:16; 2:70; 0; 0; 0; 0℄:[z1 ; z2; z3; z4; z5; z6℄Tv2 = � �K2:[z1; z2; z3; z4; z5; z6℄T = �[0; 0; 25:2044; 7:1370;�3:1623;�5:2071℄:[z1 ; z2; z3; z4; z5; z6℄Tsiendo �K1 y �K2 los ve
tores �la de la matriz �K. El esquema de realimenta
i�on de estadosutilizados se muestra en la �gura 8.7.Los resultados obtenidos para el dise~no des
rito se muestran a 
ontinua
i�on en las �guras8.8-8.11. Puede apre
iarse que la regula
i�on es buena. Otros esquemas de 
ontrol no lineal,
omo ba
kstepping, 
ontrol deslizante o MPC podr��an ser apli
ados sobre el sistema expresadoen la forma normal [Kha96, Nev97℄ pero hemos optado por no ha
erlo en esta Tesis.
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Cap��tulo 9Con
lusionesA lo largo de esta Tesis hemos desarrollado un trabajo grande de aprendizaje e integra
i�onde t�e
ni
as de estudio de Control No Lineal. Por un lado hemos estudiado 
on diferentesgrado de profundidad un 
onjunto de Teor��as b�asi
as y por otro lado hemos realizado algunasapli
a
iones pr�a
ti
as que muestran su utiliza
i�on.
9.1 Teor��as b�asi
asComo se desprende de las diferentes apli
a
iones mostradas, la importan
ia de la Teor��a deLiapunov es enorme. Es dif��
il en
ontrar un art��
ulo o un trabajo sobre estabilidad de sistemasno lineales que no men
ione a Liapunov y re
ordemos que la estabilidad es en general la primerapropiedad del sistema que el Ingeniero de Control pretende asegurar.Mu
has ve
es el sistema 
on el que se trabaja presenta restri

iones, naturales o arti�
iales.Las mismas deben ser 
ontempladas en el pro
eso de s��ntesis de 
ontroladores y para ello debere
urrirse a las herramientas desarrolladas por el Control �Optimo. Diversos enfoques permitenobtener solu
iones m�as o menos sen
illas para problemas de optimiza
i�on de traye
torias, tiem-po y 
onsumo.En este trabajo hemos estudiado tambi�en un enfoque del problema de Control No Lineal queutiliza t�e
ni
as y resultados de la Geometr��a Diferen
ial, denominado Linealiza
i�on Exa
ta. Vi-mos que existen 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para que existan un 
ambio de 
oordenadasy una realimenta
i�on de estados que lineali
en el sistema. Tambi�en vimos que 
uando di
has
ondi
iones no se 
umplen, igual podemos transformar el sistema en una des
rip
i�on sen
illa demanejar, denominada forma normal. La importan
ia de esta t�e
ni
a radi
a en que al disponerde una forma sistem�ati
a de llevar el sistema a su forma normal, podemos apli
arle luego un
onjunto de t�e
ni
as lineales y no lineales de 
ontrol que se basan en di
ha des
rip
i�on. In
lusol��neas a
tuales de investiga
i�on, 
omo el Control Predi
tivo por Modelo utiliza la linealiza
i�onexa
ta para asegurar propiedades relativas a la estabilidad [Nev97℄.99



100 9. CONCLUSIONES9.2 Apli
a
ionesEn el presente trabajo tambi�en hemos mostrado la apli
a
i�on de algunas t�e
ni
as de ControlNo Lineal sobre un sistema 
on
reto. Si bien el objetivo no era 
omparar las distintas t�e
ni
asempleadas, introdujimos un 
osto aso
iado que nos permite sa
ar algunas 
on
lusiones. Sim-ulamos el 
omportamiento de 
ada 
ontrolador dise~nado utilizando t�e
ni
as espe
���
as que sebasan en las Teor��as estudiadas en la primera parte para 
ada una de las 
ondi
iones ini
ialeselegidas a priori.Los 
ontroladores dise~nados fueron los siguientes: en primer t�ermino una realimenta
i�on lin-eal est�ati
a de estados basada en la Linealiza
i�on Ja
obiana presentada en el 
ap��tulo 6; ensegundo lugar una realimenta
i�on 
uasi lineal de estados (lineal dependiente de un par�ametro)dise~nada seg�un la t�e
ni
a LPV del 
ap��tulo 7 y �nalmente una realimenta
i�on no lineal deestados basada en la forma normal obtenida mediante lineliza
i�on exa
ta en el 
ap��tulo 8.En la Tabla 9.1 se apre
ian los 
ostos aso
iados a los distintos 
ontroladores sintetizados ylas diferentes 
ondi
iones ini
iales testeadas. De las tres t�e
ni
as que apli
amos, la Lineal-Linealiza
i�on Cuasi-LPV EFLxo1 = [0:1 ; 0 ; 0:1 ; 0 ; 0:1�=2 ; 0℄0 0.36 2.7 1.96xo2 = [1 ; 1 ; 1 ; 0 ; �0:1�=2 ; 0℄0 41.7 71.9 60.24xo3 = [3 ; 3 ; 3 ; 0 ; �0:9�=2 ; 0℄0 8.2�104 1565 1010.5xo4 = [5 ; 5 ; 5 ; 0 ; �0:9�=2 ; 0℄0 Inestable 3005 1725Tabla 9.1: Compara
i�on de los 
ostos aso
iados a las diferentes t�e
ni
as de 
ontrol para lasdiferentes 
ondi
iones ini
ialesiza
i�on Ja
obiana resulta ser la m�as sen
illa, ya que en
ontrar el 
ontrolador requiere po
otrabajo en 
ompara
i�on 
on las dem�as. Simplemente hay que obtener las matri
es A y B dela aproxima
i�on lineal y luego 
orrer alguna rutina 
l�asi
a que devuelva el 
ontrolador lineal�optimo para la aproxima
i�on, que puede probarse que tambi�en es �optimo lo
almente para elsistema original.La t�e
ni
a LPV permite en
ontrar una realimenta
i�on 
uasi-lineal de estados que estabilizael sistema no lineal. En el dise~no se agreg�o 
omo una restri

i�on el he
ho de que la regi�onde atra

i�on in
luyera todas las 
ondi
iones ini
iales de testeo, imponiendo que las mismasestuvieran in
luidas en el dominio de de�ni
i�on de la fun
i�on de Liapunov bus
ada. Se parti�ode las mismas matri
es A y B que en el 
aso anterior y se le agreg�o un po
o m�as de trabajo alplantear el problema de programa
i�on lineal. La resolu
i�on del mismo es relativamente sen
illaya que se dispone de m�etodos num�eri
os r�apidos y e�
ientes.La Linealiza
i�on Exa
ta permiti�o en
ontrar una ley de 
ontrol no lineal que estabilizara alsistema en la regi�on deseada, aunque 
abe desta
ar que no se impuso di
ha 
ondi
i�on expre-samente. Si el 
ontrolador hallado no hubiera servido para algunas de las 
ondi
iones ini
ialesde test, tendr��amos que haber bus
ado otro mejor o haber apli
ado alguna t�e
ni
a diferentepartiendo de la forma normal hallada para el sistema.



9.2. Apli
a
iones 101Como puede apre
iarse, el 
ontrolador lineal dise~nado usando Linealiza
i�on Ja
obiana es elque tiene aso
iado el menor 
osto, aunque esa situa
i�on se da s�olo para las 
ondi
iones ini
iales
er
anas al origen, ya que las traye
torias que parten de m�as lejos divergen.Del trabajo realizado en esta Tesis surgieron algunos problemas y apli
a
iones interesantesque se dejaron de lado por una 
uesti�on de organiza
i�on y tiempo. A modo de ejemplo, 
ita-mos el problema de estudiar la maximiza
i�on, mediante una realimenta
i�on est�ati
a de estados,de la magnitud de las perturba
iones admisibles que preservan la estabilidad asint�oti
a del sis-tema lineal aut�onomo nominal. Este problema se present�o al �nal del 
apitulo 2. Tambi�en
itamos la apli
a
i�on de t�e
ni
as de 
ontrol no lineal que toman 
omo punto de partida laforma normal del sistema introdu
ida en el 
ap��tulo 4. Creemos que el presente trabajo brindauna base su�
iente para enfrentar los problemas 
itados, y otros rela
ionados, 
on posibilidadesde �exito.



Ap�endi
e ATeorema de FrobeniusEl 
ontenido de este ap�endi
e se basa fundamentalmente en un trabajo previo realizado 
omoparte del 
urso de Introdu

i�on a la Geometr��a Diferen
ial. Di
ho 
urso, di
tado en la Fa
ultadde Cien
ias por el Dr. Miguel Patern�ain, form�o parte de la 
urri
ula estable
ida para laMaestr��a. Si bien se realizaron modi�
a
iones de forma y estilo para 
ompatibilizar el trabajo
on el resto de la Tesis, el trabajo est�a es
rito en forma auto
ontenida en 
uanto a los 
on
eptosde Geometr��a Diferen
ial que se utilizan, aunque se asume que el le
tor maneja ideas propiasdel 
ontrol lineal [Kai80, Kuo96, Oga80℄. Es por eso que se vuelven a de�nir mu
hos de los
on
eptos ya presentados en el 
ap��tulo 4. Lo esen
ial aqu�� es que se enun
ia y demuestrael Teorema de Frobenius y se 
uentan algunas de sus apli
a
iones a la Teor��a del Controldiferentes de las ya mostradas en el 
ap��tulo 4. El enfoque adoptado puede de
irse que esm�as bien matem�ati
o, en 
ontraste 
on el utilizado en la reda

i�on del 
ap��tulo 4. Se sigui�o laorienta
i�on y la nota
i�on utilizada por [War71℄.A.1 Introdu

i�onEn la Teor��a del Control fre
uentemente nos en
ontramos 
on sistemas que pueden des
ribirsepor un sistema de e
ua
iones diferen
iales 
on la siguiente forma:_x = f(x) +G(x)u = f(x) + mXi=1 gi(x)ui (A.1)yi = hi(x) ; 1 � i � p (A.2)siendo x = [x1; : : : ; xn℄T ; u = [u1; : : : ; um℄Tlos ve
tores de estados y entradas respe
tivamente, y1; : : : ; yp las salidas y f : Rn ! Rn,G : Rn ! Rn�m, hi : Rn ! R, i = 1; : : : ; p, mapas de�nidos en un abierto U � Rn, engeneral diferen
iables (C1) y en alg�un 
aso, anal��ti
os. Por 
omodidad, en lugar de trabajar102



A.2. Teorema de Frobenius 103
on la fun
i�on matri
ial G trabajaremos 
on las fun
iones ve
torialesgi(x) = 2664 g1i(x1; : : : ; xn)g2i(x1; : : : ; xn): : :gni(x1; : : : ; xn) 3775 i = 1; : : : ;mdonde 
ada fun
i�on es
alar gji es diferen
iable, i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n.Una gran 
antidad de sistemas f��si
os pueden ser des
ritos por e
ua
iones del tipo (A.1) y(A.2). Tradi
ionalmente los m�as estudiados han sido los sistemas lineales, donde los mapas f ,gi y hi toman la siguiente formaf(x) = Ax ; gi(x) = bi ; hk(x) = 
kx ; � i = 1; : : : ;mk = 1; : : : ; psiendo A una matriz n� n, bi un ve
tor 
olumna de Rn y 
j un ve
tor �la de Rn, por lo queel sistema puede es
ribirse as��: _x = Ax+Buy = Cx
on B 2 Rn�m y C 2 Rp�n. Para este tipo de sistemas se han podido en
ontrar 
ondi
ionesne
esarias y su�
ientes que permiten expli
ar, prede
ir y 
ontrolar el 
omportamiento del mis-mo. Interesa en general estudiar 
�omo pueden trasladarse di
has 
ondi
iones a los sistemas nolineales, as�� 
omo tambi�en 
ara
terizar los fen�omenos t��pi
amente no lineales (
i
los l��mites,m�ultiples puntos de equilibrio, et
.). En ese sentido, el Teorema de Frobenius permite gener-alizar a sistemas 
ualesquiera los 
on
eptos de 
ontrolabilidad, observabilidad y al
anzabilidadque son fundamentales en los sistemas lineales, pues permiten separar el plano de fase enregiones (subespa
ios) en las que se 
ono
e el 
omportamiento del sistema.A.2 Teorema de FrobeniusA 
ontinua
i�on se presentan la no
i�on de 
ampos de ve
tores a
tuando sobre una variedaddiferen
iable junto 
on la propiedades de los mismos y las ideas b�asi
as ne
esarias para el Teo-rema de Frobenius. Esta se

i�on sigue la presenta
i�on del tema de [War71℄.Sea Mn una variedad diferen
iable de dimensi�on n y sea m 2 Mn. El 
onjunto de ve
-tores tangentes a Mn en m, TmM , puede pensarse 
omo el 
onjunto de operadores lineales dederiva
i�on que a
t�uan sobre el 
onjunto de las fun
iones diferen
iables de Mn a valores reales,de�nidos de la siguiente manera: si v 2 TmM , enton
es para toda f : Mn ! R, v(f) es elsiguiente n�umero real v(f) = v1 �f�x1 ����m + � � �+ vn �f�xn ����mDada una parametriza
i�on lo
al (U;') de m 2 Mn, denotaremos por x1; : : : ; xn a las 
oorde-nadas lo
ales de x = �(r) 2 '(U) �Mn 
on r 2 U y por r1; : : : ; rn a las 
oordenadas de r. El
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onjunto � ��xi ����m = i = 1; : : : ; n�
onstituye una base de TmM , donde los operadores est�an de�nidos as��� ��xi� (f) = �(f Æ ')�ri ����'�1(m)Se tiene enton
es que para todo v 2 TmMv = nXi=1 vi ��xi ����msiendo xi : i = 1; : : : ; n las fun
iones 
oordenadas:xi : Mn !R = xi(p) = ri ; p = '(r1; : : : ; rn)De�ni
i�on A.1 Campo de Ve
tores Un 
ampo de ve
tores es una apli
a
i�on de Mn en el�brado tangente TM de�nida de la siguiente formaX : Mn ! TM = X(m) = (m; v) ; v 2 TmM }Obs�ervese que si llamamos � a la proye

i�on 
an�oni
a de TM sobre Mn, resulta que �ÆX = Iden Mn. Se di
e que X es una se

i�on en TM . Usaremos la siguiente nota
i�on: X(m) y Xmdenotan al ve
tor v y X(f) denota la fun
i�on de Mn en R de�nida por X(f)(m) = v(f) 
onf : Mn !R diferen
iable.Si (U;') es una parametriza
i�on lo
al de Mn, se tiene queXjU = nXi=1 ai ��xisiendo ai : Mn !R. Se di
e que X es diferen
iable (C1) en '(U) si lo son las ai, i = 1; : : : ; n.Esto impli
a que tambi�en X(f) es diferen
iable.De�ni
i�on A.2 [Cor
hetes de Lie℄ Si X e Y son 
ampos de ve
tores diferen
iables en Mn,de�nimos el 
or
hete de Lie de X e Y as��[X;Y ℄m(f) = Xm(Y f)� Ym(Xf)
on f : Mn !R }
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ribimos X e Y en 
oordenadas lo
alesY (f) = nXi=1 bi �f�xi ; X(f) = nXj=1 aj �f�xjla expresi�on para el 
or
hete de Lie resulta ser[X;Y ℄m(f) = " nXk=1 ak nXi=1 �bi�xk ��xi!� nXk=1 bk nXi=1 �ai�xk ��xi!# (f)por lo que [X;Y ℄ es un nuevo 
ampo de ve
tores diferen
iable que 
umple que es bilineal (linealen 
ada una de las variables) y adem�as[X;Y ℄ = �[Y;X℄ (A.3)[fX; gY ℄ = fg[X;Y ℄ + f(X(g))Y � gY (f)X (A.4)[[X;Y ℄; Z℄ + [[Y;Z℄;X℄ + [[Z;X℄; Y ℄ = 0 (A.5)
on f y g fun
iones de Mn en R diferen
iables y X, Y y Z 
ampos de ve
tores. La propiedad(A.5) se 
ono
e 
omo la Identidad de Ja
obi y junto 
on la propiedad (A.3) y la bilinealidaddeterminan que el 
onjunto de 
ampos de ve
tores diferen
iables en Mn 
on la opera
i�on [ ; ℄sea un �Algebra de Lie.De�ni
i�on A.3 Si � : Mn ! Np es una fun
i�on diferen
iable, X es un 
ampo C1 en Mn,Y es un 
ampo C1 en Np ) X e Y est�an �-rela
ionados sid� ÆX = Y Æ � }Propiedad A.1 Si d� ÆX = Y Æ � y d� ÆX1 = Y1 Æ � enton
esd� Æ [X;X1℄ = [Y; Y1℄ Æ �De�ni
i�on A.4 Distribu
iones Dada Mn, una distribu
i�on D de dimensi�on 
 es una apli-
a
i�on que a 
ada punto m de Mn le asigna un subespa
io de TmM de dimensi�on 
. Di
hosubespa
io lo notaremos 
on D(m). D es diferen
iable en m si existe un entorno V de m y
ampos de ve
tores X1; : : : ;X
 de�nidos en V , de 
lase C1, tales que en 
ada punto m 2 V ,generan a D(m). }Diremos que X 2 D si X(m) 2 D(m) para todo m 2Mn. La siguiente de�ni
i�on es importantepara el resultado que queremos probar.
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i�on A.5 Una distribu
i�on D es involutiva si8X; Y 2 D =) [X;Y ℄ 2 D }De�ni
i�on A.6 Dado X un 
ampo de ve
tores en Mn, se di
e que la 
urva � : (a; b) ! Mnes una 
urva integral si 8t 2 (a; b) se 
umple que_�(t) = X(�(t)) (A.6)}Para obtener 
ondi
iones de existen
ia y uni
idad de la solu
i�on de la e
ua
i�on diferen
ial (A.6)en la variedadMn basta observar que di
ha e
ua
i�on admite una representa
i�on en 
oordenadaslo
ales que da origen a una e
ua
i�on diferen
ial ordinaria en Rn. Se tiene enton
es el siguienteteorema que no demostraremos.Teorema A.1 Sea X 2 C1(Mn). Enton
es para 
ada m 2Mn existe un intervalo(am; bm) � Rtal que 0 2 (am; bm) y una �uni
a 
urva integral
m : (am; bm) !Mntal que 
m(0) = m y _
(t) = X(
(t)) para todo t 2 (am; bm). |La uni
idad se entiende del siguiente modo: 
 
oin
ide 
on 
ualquier otra 
urva integral 
uyovalor en 0 sea m y 
uyo dominio est�e in
luido en (am; bm). Para 
ada t 2 R podemos de�nirla siguiente fun
i�on Xt : fm 2Mn : t 2 (am; bm)g !Mnpor la rela
i�on Xt(m) = 
m(t)que 
umple, entre otras, 
on las siguientes propiedadesXs ÆXt = Xs+tXt ÆX�t = Id



A.2. Teorema de Frobenius 107De�ni
i�on A.7 Dada una distribu
i�on diferen
iable D en Mn, una subvariedad1 (N 
;	) esuna variedad integral de D si d	(TnN) = D(	(n)) }Es de
ir que el plano tangente a la subvariedad en el punto n 
oin
ide 
on la distribu
i�on endi
ho punto (a menos de la in
lusi�on 	)Estamos ya en 
ondi
iones de presentar el Teorema de FrobeniusSea D una distribu
i�on diferen
iable en Mn. Por 
ada punto m de Mn pasa una variedadintegral de D s�� y s�olo s�� D es involutivaDemostraremos en primer lugar que una distribu
i�on integrable es involutiva.Teorema A.2 Sea D una distribu
i�on en Mn de dimensi�on 
 tal que para todo m 2Mn existeuna subvariedad integral (N 
;	) de D. Enton
es D es involutiva.Demostra
i�onSean X e Y 
ampos de ve
tores en Mn tales que X;Y 2 D y sea m 2 Mn. Probaremosque [X;Y ℄m 2 D.Sea (N 
;	) la subvariedad integral de D que pasa por m, que existe por hip�otesis. Para
ada n 2 N 
 se 
umple enton
es d	(TnN) � D(	(n)) (A.7)Consideremos no 2 Np tal que 	(no) = m. Como para 
ada n 2 N 
 se tiene qued	 : TnN ! T	(n)M (A.8)es una transforma
i�on lineal inye
tiva, podemos de�nir los 
ampos de ve
tores ~X , ~Y en N 
:~X = (d	) ~X = X Æ	~Y = (d	) ~Y = Y Æ	de donde se dedu
e que los 
ampos ~X y X est�an 	-rela
ionados, al igual que ~Y e Y . Por lapropiedad (A.1), resulta qued	�[ ~X; ~Y ℄no� = [X;Y ℄	(no) = [X;Y ℄m 2 D(m)donde la pertenen
ia es 
onse
uen
ia de (A.7). |Demostraremos ahora el re
��pro
o, 
on el agregado de algunos resultados.1La de�ni
i�on de subvariedad utilizada aqu�� es la de Warner [War71℄ y es distinta a la utilizada en otrostextos, que requieren que N �M y que la in
lusi�on i : N !M sea un en
aje [DoC88℄



108 A. TEOREMA DE FROBENIUSTeorema A.3 Sea D una distribu
i�on de dimensi�on 
 en Mn involutiva y sea m 2 M . En-ton
es:i) Existe una variedad integral de D por m.ii) Existe un sistema de 
oordenadas 
�ubi
o 
entrado2 en m 
uyas fun
iones 
oor-denadas x1; : : : ; xn satisfa
en que los 
ortes del tipoxi = 
onstante i = 
+ 1; : : : ; nson variedades integrales de D.iii) Si (N 
;	) es una variedad integral 
onexa de D tal que 	(N) � '(U) enton
es	(N) est�a en uno de di
hos 
ortes.Demostra
i�onLa demostra
i�on la haremos por indu

i�on en la dimensi�on de la distribu
i�on. El 
aso 
 = 1 es
onse
uen
ia del siguiente Lema:Lema A.4 Sea m 2 Mn y X un 
ampo de ve
tores en Mn tal que Xm 6= 0. Enton
es existe(U;') parametriza
i�on lo
al de m tal queXj'(U) = ��x1 ����'(U)siendo ��x1 el operador aso
iado a la primer 
oordenada.Demostra
i�onElijamos V;  una 
arta lo
al de m 
on  (0) = m, de fun
iones 
oordenadas y1; : : : ; yn talque Xm = ��y1 ����m (A.9)Podemos realizar di
ha ele

i�on pues Xm 6= 0. Considerando enton
es la e
ua
i�on diferen
ialaso
iada a X, resulta que existe � > 0 y W � Rn�1 entorno abierto del origen tal que~V = (��; �)�W � Vy la fun
i�on � : ~V !M �(t; a2; : : : ; an) = Xt( (0; a2; : : : ; an))est�a bien de�nida y es diferen
iable en ~V . Cal
ulemos la diferen
ial de � en el origen:d�� ��r1 ����0� = ��y1 ����m = Xm 6= 0 ; d�� ��ri ����0� = ��yi ����m i = 2; : : : ; n2' : U � Rn !Mn siendo U = f(r1; : : : ; rn) 2 Rn = j ri j< �i ; i = 1; : : : ; ng; U un prisma en Rn 
entradoen el origen y tal que '(0) = m



A.2. Teorema de Frobenius 109Tenemos enton
es que 0 es un valor regular de � y que por lo tanto � es un difeomor�smolo
al. Enton
es existe U � ~V tal que (U; �jU ) es una parametriza
i�on lo
al de m que 
umpleque Xj'(U) = ��x1 ����'(U)pues d� ��r1 �����(t;a2;::: ;an)! = X�(t;a2;::: ;an)La hip�otesis de indu

i�on se veri�
a tomando U 
�ubi
o 
entrado en Rn. |Veamos ahora el paso de indu

i�on. Supongamos que el teorema vale para distribu
ionesde dimensi�on 
� 1. Como D es diferen
iable y de dimensi�on 
, existen X1; : : : ;X
, 
ampos deve
tores linealmente independientes, que generan D, de�nidos en un entorno de m que pode-mos pensarlo del tipo  (V ), siendo (V;  ) una 
arta lo
al de m 
on  (0) = m. Por el Lemaanterior, podemos suponer que V es 
�ubi
o, 
entrado en 0 y tal que  (V ) veri�
a:X1j (V ) = ��y1 ���� (V )siendo y1; : : : ; yn las fun
iones 
oordenadas. En  (V ) de�namos los siguientes 
ampos deve
tores: Y1 = X1 = ��y1Yi = Xi �Xi(y1)X1 : i = 2; : : : ; 
Los nuevos 
ampos Yi siguen siendo linealmente independientes (por serlo los Xi), por lo quefY1; : : : ; Y
g genera a D. De�namos el siguiente 
orteS = f(y1; : : : ; yn) 2  (V ) = y1 = 0gy 
onsideremos las restri

iones de los 
ampos Y2; : : : ; Y
 a SZi = YijS ; i = 2; : : : ; 
Por la de�ni
i�on se 
umple que Yi(y1) = 0 para i = 2; : : : ; 
 ya que X1(y1) = �y1�y1 = 1. Resultaenton
es que los 
ampos Zi, i = 2; : : : ; 
 son 
ampos de ve
tores en S (es de
ir: Zi(s) 2 TqSpara q 2 S). Por lo tanto los 
ampos Z2; : : : ; Z
 generan una distribu
i�on D0 en S, de dimen-si�on 
� 1. Veamos que D0 es involutiva.Tenemos que estudiar los 
or
hetes [Zi; Zj ℄, que est�an rela
ionados 
on los [Yi; Yj℄ por medio dela in
lusi�on de S en M . Consideremos [Yi; Yj ℄ y veamos que tiene 
omponente 0 en la dire

i�ony1. Por la de�ni
i�on del 
or
hete de Lie, tenemos que[Yi; Yj ℄(y1) = " nXk=1 ak nXh=1 �bh�yk �y1�yh!� nXk=1 bk nXh=1 �ah�yk �y1�yh!#



110 A. TEOREMA DE FROBENIUSsiendo Yi = nXk=1 ak ��yk ; Yj = nXk=1 bk ��ykLa 
ondi
i�on Yi(y1) = Yj(y1) = 0 impli
a a1 = b1 = 0, lo 
ual impli
a que [Yi; Yj ℄(y1) = 0. Porlo tanto en  (V ) [Yi; Yj℄ = 
Xk=2 
ijkYkde donde [Zi; Zj ℄ = 
Xk=2 
ijkjSZkpor lo que D0 es involutiva en S. Enton
es podemos apli
ar la hip�otesis de indu

i�on:Existe W � Rn�1, 
�ubi
o, 
entrado en 0 y � : W ! S tal que (W; �) es una 
arta lo
alde �(0) = m 2 S, de fun
iones 
oordenadas w2; : : : ; wn, tal que los 
ortes wi = 
onstante parai = 
+ 1; : : : ; n son variedades integrales de D0 en �(W ) � S.Consideremos ahora las fun
ionesx1 = y1xj = wj Æ � ; j = 2; : : : ; n (A.10)siendo � : �(W ) ! S la proye

i�on 
an�oni
a en el sistema de 
oordenadas fy1; : : : ; yng. Lasfun
iones xi veri�
an que todas se anulan en m, por lo que hemos en
ontrado un sistema de
oordenadas 
�ubi
o, 
entrado en m, dado por las fun
iones 
oordenadas x1; : : : ; xn, que se
orresponde 
on alguna parametriza
i�on (U;').Veamos ahora que f ��x1 ; : : : ; ��x
 g 
onstituyen una base de D. Para ello, 
al
ulemos Yi(x
+1).La de�ni
i�on dada en (A.10) impli
a dire
tamente que�xi�y1 = � 1 j = 10 j = 2; : : : ; npor lo que enton
es Y1 = ��x1en '(U). Por lo tanto, Y1(x
+1) = 0. Enton
es��x1 (Yi(x
+1)) = Y1(Yi(x
+1)) =Y1(Yi(x
+1))� Yi(0) = Y1(Yi(x
+1))� Yi(Y1(x
+1)) = [Y1; Yi℄(x
+1)



A.2. Teorema de Frobenius 111Como por hip�otesis D es involutiva, enton
es [Y1; Yi℄ 2 D para i = 2; : : : ; 
, o sea que[Y1; Yi℄ = 
Xk=1 
ikYkEnton
es ��x1 (Yi(x
+1)) = 
Xk=1 
ikYk(x
+1) i = 2; : : : ; 
 (A.11)Si damos un 
orte ~U en '(U) �jando las �ultimas n � 1 
oordenadas (xi=
onstante para i =2; : : : ; n), la e
ua
i�on (A.11) resulta ser un sistema de e
ua
iones diferen
iales 
on in
�ognitasYi(x
+1), i = 2; : : : ; 
, 
omo fun
iones de x1 solamente. En esas 
ondi
iones, el sistema admiteuna solu
i�on �uni
a, dada una 
ondi
i�on ini
ial. Las solu
iones se mueven en ~U . Adem�as, S\ ~U
onsiste en un �uni
o punto fm ~Ug 2 S \ U . Se 
umple enton
es queYi(x
+1)(m ~U ) = Zi(w
+1)(m ~U ) = 0 ; i = 2; : : : ; 
pues Zi = Yi y xj = wj en S y la igualdad a 0 es 
onse
uen
ia de que, dado que el teorema se
umple en dimensi�on 
� 1, las variedades integrales de D0 en S est�an 
ontenidas en 
ortes deltipo wj =
onstante para j = 
 + 1; : : : ; n. Por lo tanto la solu
i�on para la e
ua
i�on (A.11) esla id�enti
amente nula. El razonamiento vale tambi�en para x
+r , r = 2; : : : ; n� 
. De dondeYi(x
+r) � 0 ; i = 2; : : : ; 
 ; r = 1; : : : ; n� 
Este resultado impli
a que los 
ampos de ve
tores��x1 ; : : : ; ��x
son una base de de D en '(U) y que, por lo tanto, los 
ortes 
on xj =
onstante paraj = 
+ 1; : : : ; n son variedades integrales de D.Demostremos ahora la �ultima a�rma
i�on de la tesis. Supongamos que (N 
;	) es una var-iedad integral 
onexa de D tal que 	(N) � '(U). Llamemos � a la proye

i�on en U � Rnsobre las �ultimas n � 
 
oordenadas. Enton
es d(� Æ (')�1) se anula 
uando se apli
a en D.Como d	(TnN) � Denton
es d(� Æ (')�1 Æ	) = d(� Æ (')�1) Æ d	 � 0para todo n 2 N . De donde � Æ (')�1 Æ 	 es una fun
i�on lo
almente 
onstante (
onstanteen realidad pues N 
onexa). Enton
es 	(N) est�a 
ontenida en un 
orte obtenido �jando las�ultimas n� 
 
oordenadas. |



112 A. TEOREMA DE FROBENIUSA.3 Otras formas del TeoremaEl resultado presentado en la se

i�on anterior determina que, dada una distribu
i�on D en Mn,involutiva y de dimensi�on 
, existe enton
es para 
ada punto de la variedad una parametriza
i�onlo
al, 
�ubi
a y 
entrada, 
on la propiedad de que las fun
iones 
oordenadas aso
iadas x1; : : : ; xnson tales que D(m) = gen�� ��x1�m ; : : : ;� ��x
�m�Es de
ir que D es lo
almente generada por fun
iones 
oordenadas. Para 
ada punto m 2 Mn
onsideremos el 
onjunto de los fun
ionales lineales y 
ontinuos de TmM en los reales quenotaremos 
on T �mM . En este nuevo espa
io ve
torial, 
onsideremos el sub
onjunto de losfun
ionales que se anulan para 
ualquier ve
tor de D(m). Este sub
onjunto se 
ono
e 
omo elanulador de D(m), se de�ne de la siguiente formaD?(m) = \�2T �mM Ker(�)D? es un subespa
io ve
torial, de dimensi�on n� 
. Al mapa que a 
ada punto de la variedadle aso
ia el subespa
io D? lo llamaremos 
o-distribu
i�on3 en Mn. La siguiente base de TmM ,n� ��x1�m ; : : : ;� ��xn�mo, indu
e una base en T �mM , f(d�1)m; : : : ; (d�n)mg,de�nida 
omo sigue(d�i)m�� ���j�m� = Æijpara i; j = 1; : : : ; n, siendo Æij la fun
i�on de Krone
ker. Como se puede observar dire
tamente,el fun
ional (d�i)m es pre
isamente la diferen
ial de la fun
i�on 
oordenada �i en el puntom, por lo que tenemos la siguiente expresi�on alternativa para el Teorema de Frobenius[Isi89℄(Cap.1, 1.4)Teorema A.5 Sea D una distribu
i�on en Mn de dimensi�on 
. Enton
es D es involutiva s�� ys�olo s�� existen n� 
 fun
iones de Mn en R tales que sus diferen
iales 
onstituyen una base dela 
o-distribu
i�on D?. |Esta versi�on del Teorema es similar a la presentada por [War71℄ (Cap.2, 2.32) en t�erminos deideales y 1-formas diferen
iales.A.4 Sistemas LinealesEn la presente se

i�on se des
riben brevemente los sistemas lineales. Al respe
to existe unaabundante bibliograf��a. Una buena y 
ompleta presenta
i�on puede en
ontrarse en [Kai80,Zho97, Kuo96, Oga80℄.3Una 
o-distribu
i�on es un mapa que a 
ada punto m 2M le asigna un subespa
io de T �mM



A.4. Sistemas Lineales 113Consideremos el sistema lineal _x = Ax+Buy = Cxdonde u representa el ve
tor de entradas e y el ve
tor de salidas. Para el estudio de la intera

i�onentrada-salida, Kalman introdujo, por 1960, los 
on
eptos de al
anzabilidad y observabilidad.Junto 
on estos 
on
eptos, present�o una forma de des
omponer el sistema en sub-sistemas al-
anzables e inal
anzables y observables e no observables. La obten
i�on de estos sub-sistemas
onsiste en la identi�
a
i�on en el espa
io de fases (Rn) de subespa
ios invariantes bajo la matrizA y su rela
i�on 
on las matri
es B y C.Supongamos que V es un subespa
io ve
torial de Rn invariante bajo A y tal que la imagen deB esta 
ontenida en V . O sea que se 
umplen las siguientes dos 
ondi
iones:Av 2 V ;8v 2 V ; Bu 2 V ;8u 2 RmHa
iendo un 
ambio de 
oordenadas ade
uado, podemos partir las matri
es A y B de la sigu-iente forma A = � A11 A120 A22 � ; B = � B10 �donde las dimensiones del bloque nulo en la matriz A son (n� d)� d, siendo d la dimensi�on deV y el resto de los bloques tienen dimensiones 
ompatibles. En ese 
aso, podemos des
omponerel ve
tor de estado y 
onse
uentemente el sistema (A.4) 
omo sigue_x1 = A11x1 +A12x2 + b1u_x2 = A22x2siendo x1 el ve
tor de las primeras d 
omponentes de x. La solu
i�on del sistema anterior es lasiguientex1(t) = eA11tx1(0) + R t0 eA11(t��)A12eA22�d�x2(0) + R t0 eA11(t��)B1u(�)d�x2(t) = eA22tx2(0) (A.12)Como puede 
on
luirse dire
tamente de las e
ua
iones, la a

i�on de 
ontrol, es de
ir, la entradau no tiene in
uen
ia sobre una por
i�on del ve
tor de estados (x2). Por lo tanto, el 
onjuntode estados que pueden ser al
anzados en un 
ierto tiempo T , partiendo de la 
ondi
i�on ini
ialx(0) es ne
esariamente de la forma xo(T ) + v, dondev 2 V ; xo(T ) = eATx(0)La 
ondi
i�on anterior se transforma en su�
iente si uno pide que el subespa
io V sea el m�aspeque~no que satisfa
e las 
ondi
iones anteriores, lo 
ual impli
a que [Kai80℄V = Im �B AB : : : An�1B�



114 A. TEOREMA DE FROBENIUSSe di
e que el par (A;B) es al
anzable sidim �Im �B AB : : : An�1B�	 = nO equivalentemente para todo x 2 Rn, existe u(t) de�nida en [0; T ℄ tal quex = Z T0 eA(T��)Bu(�)d�Se puede realizar un razonamiento similar al anterior, y en 
ierto sentido dual, mirando ahorael sistema del lado de la salida. Consideremos un subespa
io W invariante bajo A tal que est�e
ontenido en el n�u
leo de la matriz C. Es de
irAw 2W 8w 2W ; Cw = 0 8w 2WRealizando un pro
eso similar al anterior, se llega a la siguiente des
rip
i�on del sistema_x1 = A11x1 +A12x2 +B1u_x2 = A22x2 +B2uy = C2x2De las e
ua
iones anteriores puede 
on
luirse que el 
onjunto de estados de 
oordenadas x2 = 0no tiene in
uen
ia sobre la salida. Dos 
ondi
iones ini
iales dentro de ese 
onjunto ser�anindistinguibles para alguien que est�e observando la salida del sistema. Es m�as, debido a lalinealidad, dos 
ondi
iones ini
iales que di�eran en un elemento de W ser�an indistinguiblesdesde la salida. Esta propiedad permite 
lasi�
ar los estados en observables y no observables,seg�un in
uyan o no en la salida. Si al subespa
io W le pedimos adem�as que sea el m�as grandeque 
umple las 
ondi
iones anteriores, se llega a la siguiente propiedadW = Ker26664 CCA...CAn�1 37775Se di
e que el par (C;A) es observable si dim(W ) = n o equivalentementeCeAtx = 0 ; 8t � 0 , x = 0La Des
omposi
i�on Can�oni
a de Kalman se obtiene realizando simult�aneamente el pasaje delsistema (A.4) a uno donde se identi�quen las partes al
anzables y observables.De lo anterior resulta que el espa
io de fase puede ser partido en subespa
ios 
on propiedadesparti
ulares importantes, por medio de transforma
iones lineales ade
uadas (los 
ambios debase 
orrespondientes). Cuando uno pretende llevar esta idea al 
aso de sistemas no lineales,apare
en algunas 
ara
ter��sti
as parti
ulares. En primer lugar, los 
ambios de 
oordenadasen sistemas no lineales pueden ser tambi�en no lineales. Son en general difeomor�smos que noalteran la diferen
iabilidad de los mapas f , gi y hi del sistema (A.1) y (A.2). Estos 
ambiosde 
oordenadas pueden ser lo
ales o globales, seg�un el 
aso en que estemos trabajando. Ensegundo lugar, la parti
i�on en regiones observables y al
anzables quiz�as sea posible realizarla enforma lo
al y, en 
ualquier 
aso, di
has regiones ser�an variedades diferen
iables. Como veremosen la siguiente se

i�on el Teorema de Frobenius nos permite en
ontrar di
has variedades.



A.5. Al
anzabilidad y Observabilidad 115A.5 Al
anzabilidad y ObservabilidadVali�endonos del Teorema de Frobenius, veremos a 
ontinua
i�on 
omo podemos extender al 
asogeneral no lineal, las des
omposi
iones 
an�oni
as presentadas en la se

i�on A.4 para sistemaslineales.En primer lugar observemos que di
has des
omposi
iones se basan en la existen
ia de subespa-
ios invariantes parti
ulares, vin
ulados 
on las matri
es A, B y C. En segundo lugar, notemosque di
has des
omposi
iones tienen 
ar�a
ter global, es de
ir, 
onstituyen una parti
i�on de todoel espa
io.Para el 
aso no lineal, intentaremos realizar un an�alisis lo
al, en el que los subespa
ios in-variantes ser�an reemplazados por subvariedades invariantes. En esa dire

i�on introdu
iremosalgunas de�ni
iones y resultados.De�ni
i�on A.8 Una distribu
i�on D se di
e invariante bajo un 
ampo de ve
tores f (ambosa
tuando sobre Mn) si [f; � ℄ 2 D ; 8� 2 D }Denotaremos por [f;D℄ a la distribu
i�on generada por todos los ve
tores de la forma [f; � ℄
on � 2 D. Si f�1; : : : ; �
g es una base de D, enton
es algunas 
onse
uen
ias dire
tas de lade�ni
i�on anterior son las siguientes:Propiedad A.2 D es invariante bajo f ,[f; �i℄ 2 D ; i = 1; : : : ; 
Propiedad A.3 D + [f;D℄ = genf�1; : : : ; �
; [f; �1℄; : : : ; [f; �
℄gPropiedad A.4 Si D es invariante bajo f1 y f2 enton
es lo es tambi�en bajo [f1; f2℄.Los resultados anteriores se basan en la igualdad[f; � ℄ = 
Xk=1 
k[f; �k℄ + 
Xk=1(d
k(f))�kque se obtiene de la e
ua
i�on (A.4) 
on f � 1 y g = 
k y en la Identidad de Ja
obi (A.5).Los siguientes resultados muestran el 
amino que hay que seguir para llegar a las formas
an�oni
as bus
adas.



116 A. TEOREMA DE FROBENIUSLema A.6 Sea Mn una variedad, f un 
ampo de ve
tores y m 2Mn. Si D es una distribu
i�onde dimensi�on 
 en Mn involutiva, enton
es existe una parametriza
i�on (U;') de m tal que larepresenta
i�on en 
oordenadas lo
ales del 
ampo f es de la siguiente forma
f(r1; : : : ; rn) = 2666666664

f1(r1; : : : ; r
; r
+1; : : : ; rn)...f
(r1; : : : ; r
; r
+1; : : : ; rn)f
+1(r
+1; : : : ; rn)...fn(r
+1; : : : ; rn)
3777777775 (A.13)

|Si llamamos �1 = (r1; : : : ; r
)�2 = (r
+1; : : : ; rn)el sistema din�ami
o _x = f(x)adopta la siguiente expresi�on en 
oordenadas_�1 = ~f1(�1; �2)_�2 = ~f2(�2) (A.14)Como puede observarse, la e
ua
i�on (A.14) tiene una forma similar a la (A.12) 
on entrada nula.M�as a�un, la e
ua
i�on (A.12) puede verse 
omo un 
aso parti
ular de la (A.14) 
onsiderandoMn = Rn, f(x) = Ax y la distribu
i�on 
onstante D(x) = V , siendo V un subespa
io ve
torialinvariante bajo A.A.5.1 Al
anzabilidad y Observabilidad lo
alEs
ribamos nuevamente el sistema de 
ontrol_x = f(x) + mXi=1 gi(x)ui (A.15)yi = hi(x) ; 1 � i � psiendo f; g1; : : : ; gm 
ampos de ve
tores en Mn y h1; : : : ; hp fun
iones de Mn en los reales.Teorema A.7 Si D es una distribu
i�on involutiva de dimensi�on 
 en Mn, invariante bajo los
ampos f; g1; : : : ; gm, que 
umple adem�as quegenfg1; : : : ; gmg � D
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es para 
ada m 2 Mn existe un entorno tal que la expresi�on en 
oordenadas lo
ales delsistema (A.15) adquiere la siguiente forma_�1 = ~f1(�1; �2) + mXi=1 ~g1i(�1; �2)ui_�2 = ~f2(�2) (A.16)yi = ~hi(�1; �2) ; 1 � i � p
on �1 = (r1; : : : ; r
) y �2 = (r
+1; : : : ; rn). |El teorema anterior permite visualizar las regiones al
anzables en un entorno del punto m. Siestudiamos la traye
toria x(t) del sistema din�ami
o (A.16), vemos que la entrada no afe
ta ala por
i�on �2 de las 
oordenadas de x. Designemos por�fT (xo) = xo(T )el 
ujo del 
ampo f en el instante T , 
on 
ondi
i�on ini
ial xo. Enton
es, las �ultimas n� 
 
oor-denadas de �fT (xo) 
oin
iden 
on las de xo en todo instante (del dominio de la solu
i�on). Porlo que la traye
toria se mueve en un 
orte del tipo �i =
onstante, i = 
+ 1; : : : ; n, que, por elTeorema de Frobenius es justamente una variedad integral de D. Enton
es el 
onjunto de pun-tos de la variedad Mn al
anzables desde xo en un tiempo menor o igual a T es un sub
onjuntode una variedad integral. Podemos enton
es realizar una parti
i�on lo
al del espa
io de esta-dos en subvariedades de dimensi�on 
 que 
ontiene los 
onjuntos al
anzables en un tiempo dado.El teorema an�alogo para la observabilidad es el siguiente:Teorema A.8 Si D es una distribu
i�on involutiva de dimensi�on 
 en Mn, invariante bajo los
ampos f; g1; : : : ; gm, que 
umple adem�as que la 
o-distribu
i�ongenfdh1; : : : ; dhpg � D?enton
es para 
ada m 2 Mn existe un entorno tal que la expresi�on en 
oordenadas lo
ales delsistema (A.15) adquiere la siguiente forma_�1 = ~f1(�1; �2) + mXi=1 ~g1i(�1; �2)ui_�2 = ~f2(�2) + mXi=1 ~g2i(�2)ui (A.17)yi = ~hi(�2) ; 1 � i � p
on �1 = (r1; : : : ; r
) y �2 = (r
+1; : : : ; rn). |
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aso, el espa
io de estados puede ser partido en subvariedades de dimensi�on 
 de for-ma tal que los puntos de una misma subvariedad produ
en la misma salida (es de
ir que sonindistinguibles para un observador a la salida).Los teoremas anteriores impli
an el 
ono
imiento de una distribu
i�on 
on 
ara
ter��sti
as par-ti
ulares. Un 
onjunto de resultados permiten asegurar la existen
ia de una tal distribu
i�one indi
an una manera de en
ontrarla. Citaremos a 
ontinua
i�on algunos de di
hos resultados,que indi
an 
omo seguir para resolver el problema.Lema A.9 Dada una distribu
i�on D diferen
iable y 
ampos de ve
tores f; g1; : : : ; gm, enton
esla familia de distribu
iones que 
ontienen a D y son invariantes bajo f; g1; : : : ; gm 
ontiene unelemento minimal, que es una distribu
i�on diferen
iable (que notaremos hf; g1; : : : ; gmjDi). |Lema A.10 La siguiente se
uen
ia de distribu
ionesD0 = DDk = Dk�1 + [f;Dk�1℄ +Pmi=1 gi;Dk�1veri�
a que Dk�1 � Dk � hf; g1; : : : ; gmjDi |Este lema brinda un algoritmo para en
ontrar una distribu
i�on que 
umpla 
on las 
ondi
ionesdel teorema A.7, 
uando 
onsideramos D = genfg1; : : : ; gmg. Para las 
uestiones de observ-abilidad existen resultados similares que involu
ran la b�usqueda de 
o-distribu
iones [Isi89℄.Mostraremos a 
ontinua
i�on un ejemplo (tomado de [Isi89℄) que ilustra sobre la apli
a
i�onde los resultados anteriores.Ejemplo A.1 Consideremos el siguiente sistema en dimensi�on 4:_x = f(x) + g(x)u
on x = (x1; x2; x3; x4) y f(x) = 2664 x1x3 + xx2ex3x4 � x2x3x23 + x2x4 � x22x3 3775 g(x) = 2664 x110x3 3775Apliquemos enton
es el algoritmo del Lema A.10. Tenemos enton
es que D0 = genfgg y D1 = D0 +[f;D0℄. Como [f;D0℄ = f[f; � ℄ = � 2 D0g = f[f; �g℄ = � 2 Rg = genf[f; g℄gCal
ulemos [f; g℄ en 
oordenadas: [f; g℄(x) = �g�xf(x)� �f�xg(x)



A.5. Al
anzabilidad y Observabilidad 119siendo �f�x y �g�x los ja
obianos respe
tivos. Operando, tenemos que�f�x = 2664 x3 (1 + x2)ex2 x1 00 0 1 00 �x3 �x2 10 x4 � 2x2x3 2x3 � x22 x2 3775 ; �g�x = 2664 1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 1 0 3775de donde [f; g℄(x) = 2664 �ex2000 3775De lo anterior resulta que D1 = genfg; [f; g℄g. Siguiendo 
on la 
onstru

i�on, vemos que D2 = D1 +[f;D1℄ + [g;D1℄. Pero 
omo en este 
aso se 
umple que[f; [f; g℄℄ = [g; [f; g℄℄ = 0resulta que D1 = hf; gjgenfggi = genfg; [f; g℄gPor lo tanto, D1 es la m��nima distribu
i�on invariante bajo f y g que 
ontiene la distribu
i�on generadapor fgg. Como 
orolario de un resultado no enun
iado aqu�� se tiene que D1 es involutiva. Vamosa utilizarla enton
es para hallar una des
omposi
i�on del sistema 
omo la (A.16). Para integrar ladistribu
i�on, en
ontraremos fun
iones �1 y �2 a valores reales tales quegenfd�1; d�2g = [hf; gjgenfggi℄?lo que es
rito de otra manera equivale a� ��1�x��2�x � 2664 x1 ex21 00 0x3 0 3775 = � 00 �Las fun
iones deben satisfa
er la siguiente e
ua
i�on en derivadas par
iales���x1x1 + ���x2 + ���x4x3 = 0���x1 ex2 = 0Como la segunda igualdad impli
a que ���x1 = 0, la e
ua
i�on se redu
e a���x2 + ���x4x3 = 0Dos posibles solu
iones linealmente independientes son las siguientes:�1 = x3�2 = x4 � x2x3



Ha
iendo el siguiente 
ambio de 
oordenadasz1 = x1z2 = x2z3 = �1(x) = x3z4 = �2(x) = x4 � x2x3la expresi�on del sistema en las nuevas 
oordenadas resulta ser_z = 2664 z1z3 + z2ez2z3z40 3775+ 2664 z1100 3775 uque tiene la misma forma que (A.16). �A.6 Con
lusionesUna apli
a
i�on importante del Teorema de Frobenius es la mostrada en los 
ap��tulos 4 y8: el 
ontrol por linealiza
i�on exa
ta. Adem�as, 
omo se vio en este ap�endi
e, enton
es, elTeorema de Frobenius permite trasladar a los sistemas de 
ontrol no lineales, de�ni
ionesy 
on
eptos que han demostrado gran utilidad en el estudio de los sistemas lineales, 
omoal
anzabilidad, 
ontrolabilidad, observabilidad y dete
tabilidad. Vimos que bajo determinadaship�otesis, los sistemas que estudiamos admiten una des
omposi
i�on lo
al en subvariedadesal
anzables, 
ontrolables, et
. Tal parti
i�on 
oin
ide 
on la 
ono
ida Des
omposi
i�on Can�oni
ade Kalman para el 
aso parti
ular de un sistema lineal. Numerosos trabajos, fundamentalmentelos de H. Sussmann [Sus73, Sus77, Sus79b, Sus79a, Sus83℄ permiten realizar parti
iones delespa
io de estados de 
ar�a
ter global.
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