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RESUMEN

Esta tesis desarrolla una reformulacién del modelo de Solow (de ahora en
adelante MS). La dindmica de la poblacién de este modelo es exdgena, con
tasa de crecimiento de la poblacién (de aqui en adelante TCP) constante. Se
modifica este supuesto. En primer lugar se endogeniza la TCP, a través de la
trayectoria del consumo. Este hecho estilizado se ilustra empiricamente. Bajo
estas nuevas restricciones la TCP deja de ser constante con una evolucién
no monétona. En consecuencia, el modelo presenta soluciones distintas del
modelo candénico. Pueden existir varios equilibrios y en particular una trampa
de pobreza. Ademas, si ocurre que la poblacién alcanza tasas negativas de
crecimiento, se puede obtener un crecimiento econémico endégeno al modelo,
sin necesidad de suponer rendimientos marginales constantes o crecientes. Los
efectos de un cambio exdégeno de la tecnologia o de la tasa de ahorro, se apartan
de los resultados planteados por MS. Existe un umbral a partir del cual el
progreso técnico o el aumento en el ahorro, no incrementa ni el stock del capital
ni el producto en el corto plazo. Finalmente, se muestra que nada asegura
convergencia entre paises (ni absoluta, ni relativa). Los resultados sugieren que
la dindmica de la poblacién es un supuesto relevante para explicar porqué los

paises crecen de manera distinta y alcanzan productos per capita disimiles.

Palabras claves:

Teoria de crecimiento, poblacién endégena, convergencia, Solow.
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ABSTRACT

This thesis develops a reformulation of the Solow model (hereinafter MS). The
population dynamics of this model is exogenous, with a constant population
growth rate (hereinafter TCP). This assumption is modified. First, TCP is
endogenized, through the consumption path. This stylized fact is illustrated
empirically. Under these new restrictions, TCP ceases to be constant with a
non-monotonic evolution. Consequently, the model presents solutions different
from the canonical model. There may be several equilibria and in particular a
poverty trap. Furthermore, if it happens that the population reaches negative
growth rates, economic growth endogenous to the model can be obtained,
without the need to assume constant or increasing marginal returns. The effects
of an exogenous change in technology or in the savings rate deviate from the
results suggested by MS. There is a threshold beyond which technical progress
or an increase in saving does not increase either the capital stock or the product
in the short term. Finally, it is shown that nothing ensures convergence between
countries (neither absolute, nor relative). The results suggest that population
dynamics is a relevant assumption to explain why countries grow differently

and achieve dissimilar per capita products.

Keywords:

Theory growth, endogenous population, convergence, Solow.
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Capitulo 1
Introduccion

La literatura del crecimiento econémico se encarga de estudiar sus deter-
minantes. A pesar de haber sido estudiado por mas de cincuenta anos, se trata
de un fenémeno relativamente nuevo en la historia de la humanidad. En los
ultimos diez milenios, anteriores a la revolucién industrial el proceso de creci-
miento fue nulo o muy lento y ciclico (Becker et al., 1999). Sélo en los iltimos
doscientos anos sucede un perfodo de crecimiento exponencial (ver figura 1.1).
El cual evolucioné de forma contemporanea con el crecimiento exponencial de
la poblacién (ver figura 1.2). Estas tendencias similares motivaron la idea de
un vinculo estrecho entre ambas. Hace décadas Kuznets (1987) destacaba esta

relacion:

“Debido a estos impactos de las tendencias en la poblacién y sus componentes en
el crecimiento econdmico de las naciones, no se puede formular una teoria del cre-
cimiento econdémico sin tenerlos en cuenta. El hecho de que estas tendencias de la
poblacién y sus determinantes inmediatos, a su vez, se vean afectados en muchos
momentos por los procesos econdmicos, es una razén mas para tratar de incor-
porarlos como elementos integrales en una teoria del crecimiento econémico. Por
desacreditadas que estén las “leyes”de la poblacion propuestas por los economis-
tas clasicos y por Marx, el enfoque general de incluir tales leyes en un analisis del
crecimiento de las naciones o del capitalismo parece eminentemente sélido. La sepa-
racién que se ha desarrollado desde sus dias entre la teoria y el estudio demograficos
y la teoria y el analisis econémicos apenas puede mantenerse si se quiere desarrollar

una teoria sustentable del crecimiento econémico.”

(Kuznets (1987): 6)



Figura 1.1: Evolucién del GDP F.1,gura 1',2: Evolucion de la pobla-
cién mundial
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Con la aceleracion del crecimiento de la poblaciéon mundial ocurrido en el
siglo XX, se alenté la idea del limite al crecimiento. Basado en la restriccién
derivada de recursos naturales finitos. Este es el contexto en que Solow escri-
bié su famoso articulo sobre crecimiento econémico (Solow, 1956). Este hecho
se ilustra en el grafico 1.3. En el siglo XXI, la trayectoria de la poblacién cam-
bia. A partir de los 60, se revierte la tendencia y comienza a decrecer. Mas
aun, hay consenso entre demografos en que la poblacion estd tendiendo a esta-
bilizarse, en consecuencia, la tasa de crecimiento de la poblacién (TCP) parece
tender a cero (ver gréifico 1.3). Cuando China e India culminen su transicién
demografica, la poblacién del planeta podria alcanzar una cota. Adn mas, al-

gunos autores han comenzado a cuestionar que pasaria si esta decrece (Jones,
2020).

Figura 1.3: Evolucion de la poblacién mundial y su tasa de crecimiento
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La poblacién mundial ha tenido varias fases de crecimiento, explicada por

las variaciones en las tasas de natalidad y mortalidad. Cuando la natalidad des-

cienda en todo el mundo, se esperaria una estabilizacién de la poblacién. Segin



la demografia, de las proyecciones hasta el momento esta prediccién presenta
la mayor verosimilitud (Naciones Unidas, 2019). Dicho esto, las proyecciones
brindadas por las Naciones Unidas no son concluyentes. Estas indican varios
escenarios posibles en los cuales la poblacion podria tener diversas dindmicas.
Por un lado, podria ocurrir un escenario de TCP que tienda a cero. Por otro
lado, podria existir un leve aumento de la TCP. Finalmente, un escenario en
el cual la TCP sea negativa. Esto 1ltimo implicaria pérdida de poblacién en
términos absolutos. En una dimensiéon puramente tedrica esta dinamica si se
reprodujera por un numero elevado de generaciones implicaria el regreso a po-
blaciones pre siglo XX. Esta dinamica de la poblacién tiene consecuencias en

la literatura de crecimiento mencionada.

Una aplicacion de la teoria del crecimiento econdémico, es analizar la con-
vergencia que pueden existir entre paises (Barro y Sala-i Martin, 1991) . ;Por
qué algunos paises crecen mas que otros? ;Que paises crecen mas? ;A que ve-
locidad? Existen un conjunto de explicaciones no excluyentes. Probablemente
sean enddgenas a un modelo explicativo mas complejo. Sin embargo, a los
efectos de este trabajo, el foco estard en la poblacién. El principal objetivo
del trabajo es mostrar tedricamente la relevancia que tiene el supuesto que
describe la dindmica de la poblacién de una economia. Su modificaciéon de-
terminard (como se verd) nuevas conclusiones. El Modelo de Solow (MS de
aqui en maés), tan frecuentemente usado para en andlisis de la convergencia
y sus implicancias para el desarrollo depende de forma critica del supuesto
que se discute en este trabajo. Mas aun, patrones distintos de trayectoria de
la poblacién alineados con la evidencia actual permiten arribar a conclusiones

distintas.

Ahora bien, jque factores explican que economias similares entre si ha-
yan tenido patrones tan divergentes de crecimiento?. j Por qué la convergencia
condicional o incondicional no permite explicar algunos comportamientos de
acumulacién y crecimiento? Un ejemplo utilizado por De la Croix (2015) per-
mite introducir de mejor manera el tema de la presente tesis. ;Por qué paises
tan similares (Hait{ y Reptiblica Dominicana utiliza el autor)! tuvieron un

comportamiento divergente a pesar de compartir un conjunto de caracteristi-

Los considera por ser paises con origenes similares que habitan una misma isla, pe-
ro pueden existir ejemplos més felices ya que el autor no considera factores histéricos e
institucionales que influyeron en esta divergencia de la dindmica de acumulacién de riqueza.



cas histoéricas, culturales y geogréficas? Las opciones de respuestas son varias:
la historia, las condiciones iniciales diferentes que determinan una dependencia
al pasado; las instituciones, entendidas como las reglas de juego las cuales de-
terminan las relaciones y comportamientos entre individuos (North y Alt,1990)
. Pero, ;jpodria argumentarse que la dindmica de la poblaciéon en dichos paises
pudiese haber tenido algun rol en dicha divergencia? Al observar los patrones
de crecimiento de ambos paises, se nota la brecha en el ingreso per capita, a
pesar de comenzar en la década de 1940 con ingresos similares (ver figura 1.5).
Una contracara de estos patrones de acumulacién de riqueza, son su TCP. Una
explicacién de la figura 1.5, podria ser la evolucién que se muestra en la figura
1.4. Este ejemplo es solo a los efectos de motivar la discusién e incorporar
una nueva arista, a la explicacion de la divergencia entre paises. Los factores
institucionales e histéricos son insoslayables. Vale enfatizar que este trabajo
no intenta sustituirlos, ni pasarlos por alto. El objetivo es complementar las

explicaciones de este tipo.
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En concreto este trabajo tiene por objetivo estudiar como varian las con-
clusiones tedricas que se derivan de MS si se modifica el supuesto de evolucién
de la poblacion. Se utilizara este modelo por varios motivos. En primer lugar,
a pesar de ser un modelo clasico en la literatura, ain sigue siendo citado en
un conjunto amplio de trabajos. En segundo lugar, sigue siendo el principal
modelo tedrico ensenado en cursos tipicos de macroeconomia y crecimiento
econémico tanto a nivel de grado como de posgrado (ver los manuales de Sala-
i Martin (2000) o Acemoglu et al. (2004)). A pesar de sus debilidades, continia

funcionando como el marco tedrico por excelencia. Ya sea para ser utilizado
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como estructura tedrica para una investigacion empirica 0 como marco para
criticarlo y posicionarse en las antipodas a sus postulados y conclusiones. En
este sentido, utilizar este modelo simple y clasico en la historia del pensamien-
to econémico, permite obtener resultados que sean entendibles y de interés
para un amplio espectro en el abanico de la investigacion académica y de la
docencia que aborda el tema.

Esta tesis estd organizada en esta introduccion y cinco capitulos adiciona-
les. En el capitulo 2 se muestra brevemente cual fue la evolucion y cuél es el
estado de la literatura del crecimiento econdémico en general y se profundiza
en la literatura que resignifica el MS y también en el supuesto de la poblacién.
Se profundiza en modelos tedricos que desarrollan nuevas derivaciones al MS,
lo que algunos autores lo han dado a llamar Solovian models (ver Cavusoglu
y Tebaldi, 2006) ). En el capitulo 3 se introduce y analiza el modelo refor-
mulado. En el capitulo 4 se realiza un estudio de estatica comparativa. En el
capitulo 5 se muestran nuevos resultados que discuten la literatura de conver-
gencia y se especifica un modelo que exhibe crecimiento sostenido endégeno
sin necesidad de asumir rendimientos crecientes. Finalmente, en el capitulo 6
se concluye el trabajo resumiendo los principales resultados y planteando la

agenda pendiente.



Capitulo 2
Literatura relacionada

La teoria de crecimiento econémico tiene por objetivo comprender y ex-
plicar cuales son las interacciones entre fendmenos econémicos, tecnologicos y
sociales que determinan que las sociedades presenten una mejora en la canti-
dad y calidad de bienes producidos. jPor qué algunas economias crecen mas
que otras? jPor qué paises que antes eran pobres ya no lo son? Son preguntas
desafiantes que han movilizado a economistas y cientistas en general buscan-
do entender cual es “la maldita particula” (Tértola, 2018) que hace que el

crecimiento suceda.

En los modelos tedricos de crecimiento econémico mas utilizados y citados
en la literatura (Solow, 1956; Ramsey, 1928; Romer, 1990) no se repara en el
supuesto de crecimiento exponencial de la poblacién. En general se asume que
esta crece a una tasa constante. Esto significa que el crecimiento de la poblacién
tenderfa al infinito al largo plazo lo que no se condice con la evidencia empiri-
ca. En efecto, la misma muestra como la TCP estd en declive. De hecho, los
pronésticos indicarian que la poblacién mundial tenderia a enlentecer su creci-
miento hasta alcanzar una cota en el préximo siglo, e incluso algunos trabajos
se cuestionan si la poblacién mundial dejara de crecer. ;Que consecuencias tie-
ne esto en los resultados tedricos, que implicancias tiene incorporar este nuevo
supuesto? ;Como se puede modelizar este nuevo hecho estilizado proveniente
del campo demografico, disciplina habitualmente alejada del campo disciplinar

econémico?

Mas importante para los objetivos de este trabajo es que la literatura
econdmica del crecimiento considera a la poblacion como una variable exégena

al problema econémico. En general se pregunta cual es el efecto en las varia-



bles endégenas como el capital y el producto, ante un cambio en la TCP. Sin
embargo, no se cuestiona la relaciéon bidireccional entre acumulacion de capital
que puede existir directa o indirectamente y la variacién de la poblacion. Si la
poblacién se utiliza como un proxy de la oferta laboral, su dindmica afectaria al
mercado de trabajo y la relacién entre acumulacion de capital y mano de obra.
Por lo tanto, pareceria adecuado utilizar modelos en los cuales la dinamica
poblacional dialogue con la dinamica de las variables econémicas explicativas
del modelo. En este sentido, la contribucién de este trabajo es desarrollar un
modelo tedrico el cual se considera que la poblacién depende del consumo per
capita que a su vez depende del producto y este del capital. Por lo tanto la
poblacién es enddégena al modelo a diferencia de la mayoria de los modelos
que se ensefian en los libros de texto habituales (Barro y Sala-i Martin, 1991).
Esto como veremos agrega complejidad, desemboca en nuevas soluciones de
equilibrio y se derivan nuevas conclusiones, a partir de la modificacién de un

simple supuesto.

En concreto, la literatura de crecimiento econémico se clasifica en dos gran-
des tipos de modelos que explican su dinamica. La primera generacién de mo-
delos son aquellos considerados como exdgenos dentro de los cuales se encuen-
tran el propio modelo de Solow (1956), el de Swan (1956) y el desarrollado por
Ramsey (1928). Estos modelos son considerados exégenos porque no permiten
explicar el crecimiento econémico en el largo plazo a no ser por la ocurrencia de
variaciones en un momento del tiempo de variables no explicadas por el propio
modelo (variaciones exégenas). En MS habitualmente se argumenta que solo
es posible crecer ante mejoras constantes en la tecnologia a lo largo del tiempo.
Por este mismo motivo se critica a esta familia de modelos ya que no expli-
can realmente el crecimiento de las economias. Los rendimientos marginales
decrecientes que operan en ellos hacen que exista un equilibrio en el cual la
economia alcanza un estado estacionario, por lo que no son capaces de replicar
(sin la incorporacién del progreso técnico exégeno) el crecimiento sostenido de
ciertas economias a lo largo del tiempo. Por ejemplo, Estados Unidos, ha cre-
cido durante los ultimos 100 anos a una tasa promedio de dos por ciento anual
(Jones (2016): 5). Esto no queda recogido por este tipo de modelos. A medida
que operan los rendimientos marginales decrecientes la tasa de crecimiento se
va desintegrando. Un corolario de estos modelos es que existiria convergencia
entre los ingresos de cada uno de los paises, lo que implica que paises con

iguales caracteristicas convergerian a un mismo estado estacionario dénde los
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paises mas pobres crecerian, durante la transicion, méas rapido que sus pares
mas ricos.

A partir de esas criticas la teoria de crecimiento econémico tuvo un periodo
de estancamiento. Posteriormente, el articulo de Romer (1986) inaugura una
nueva rama de la literatura del crecimiento econémico, los tipos de modelos
endogenos. En este tipo de modelos es posible explicar el crecimiento sin ne-

cesidad de un shock exdégeno como ocurria en MS. En palabras de Romer:

A diferencia de los modelos basados en rendimientos decrecientes, las tasas de cre-
cimiento pueden aumentar con el tiempo, los efectos de pequenas perturbaciones se
pueden amplificar por las acciones de agentes privados. Los paises grandes siempre
pueden crecer mas rapido que los paises pequenos. Se ofrece evidencia a largo plazo

en apoyo de la relevancia empirica de estas posibilidades

(Romer (1986): 1002)

Con estas nuevas especificaciones se logra reproducir la evidencia empirica
de no convergencia entre economias, este modelo y los siguiente permiten tener
patrones de crecimiento diferenciados por pais, mas alla de que compartan ta-
sas de ahorro, depreciacion y poblacion iguales. El anterior modelo de Romer,
junto con Lucas (1988), Rebelo (1991) y Barro (1991), anaden externalidades
que genera la difusién del conocimiento entre productores y agregan capital
humano que contrarrestan los rendimientos marginales decrecientes del capi-
tal. Sin embargo, estos modelos no incorporaban una teoria que explicara el
progreso técnico. Posteriormente, la literatura de crecimiento enddgeno uti-
liz6 modelos en los cuales se explicaba el crecimiento a través de la inversién
en investigacion y desarrollo y sus efectos derrame (Acemoglu, 2002; Romer,
1990;Aghion y Howitt, 1992; Hall y Jones, 1999; Grossman y Helpman, 1990).
Parte de esta literatura, introduce la poblacién sin detenerse en la interaccién
que puede existir entre esta y el crecimiento econémico. Tampoco se explici-
ta por qué en algunos modelos la poblacién es fija, o crece a tasa constante.
Ademsds, algunos modelos como por ejemplo Aghion y Howirrt (1992) tienen
el problema del efecto escala. Este tipo de modelos concluye que el crecimiento
depende del tamano de la poblacién de una sociedad (asociado linealmente
a la incorporacién de tecnologia). Un aumento de la poblacién provocaria un
aumento de investigadores y cientificos (ceteris paribus) que provocaria un au-

mento en el crecimiento econémico. Como bien hace notar Jones (1998) esta
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prediccién es problematica porque significa que el crecimiento de la poblacion
deberia llevar a acelerar el crecimiento del ingreso per capita, lo cual no se
corresponde con la evidencia (Jones, 1995b). Posteriormente, distintos autores
especifican nuevos modelos dentro de esta literatura de difusién de ideas in-
corporando variaciones en la dindmica del cambio tecnolégico, corrigiendo este
efecto de escala (Acemoglu 2002; Romer, 1990; Aghion y Howirrt, 1992; Hall y
Jones, 1999; Grossman y Helpman, 1990) . Todos estos trabajos, reparan en la
poblacién como un laboratorio de ideas pero no en la verosimilitud del supues-
to de la dindmica de la poblacién. Por ejemplo Segerstrom (1998), supone un
crecimiento exponencial de la poblacion. Adicionalmente, estos modelos ana-
lizan la dindamica del desarrollo tecnoldgico intertemporalmente como fuente
fundamental que cataliza el crecimiento. Sin embargo, no prestan atencién a
la interaccién del cambio tecnolégico que repercute en la dindmica de la po-
blacién, a través de los canales de disminucién de la mortalidad y los métodos
anticonceptivos que disminuyen la natalidad. En resumen, la poblacion tiene
un lugar relevante en estos modelos pero sin problematizar en los supuestos
detras de su dinamica. En este sentido, es que también cobra relevancia esta
investigacion. En la literatura principal del crecimiento la poblacién ha sido

tratada de manera laxa.

Considerando esta ausencia existente en la literatura de crecimiento
econémico es que emergen un conjunto de trabajos en los cuales se utilizan
modelos con tasas de crecimiento de la poblacion que replican la evidencia
empirica. Por ejemplo en Accinelli y Brida (2005) se utiliza un modelo de
Ramsey en el cual la dinamica de la poblacién no tiende a infinito cuando t lo
hace. Sino que se utiliza una ley de crecimiento de la poblaciéon Von Bertalanffy.
Esto permite que la poblacién se estabilice cuando el tiempo se hace infinito.
Guerrini (2006) utiliza una dindmica de crecimiento de la poblacién logistica
y lo aplica a MS. Esta literatura continua con un conjunto de trabajos cuyo
patrén general es el de introducir este tipo de dindmicas a los modelos (Cali,
2012; Ferrara y Guerrini, 2008; Gori et al.,2018). Estos modelos son conside-
rados como exégenos dentro de la subclasificacién de articulos que introducen
modificaciones al supuesto de dinamica de la poblacion. Esta literatura me-
jora las especificaciones de los modelos tedricos tradicionales de la teoria de
crecimiento antes revisados, ya que incluye dinamicas de la poblacion susten-
tada por la evidencia empirica. Sin embargo, no recoge el vinculo que tiene la

poblacién con la acumulacion de capital y otras variables como la tecnologia.



Por este motivo surge una literatura complementaria y muy cercana a esta que
incorporan a la poblacién como una variable explicativa del modelo. Es decir
se considera a ésta como endogena. En esta linea de trabajos se incorporan los
trabajos de Galor y Weil (2000) , Becker et al. (1960), Becker et al. (1990),

asi como trabajos de matematica aplicada como Zhang (2014).

Una literatura alternativa que es necesario mencionar, ha sido desarrollada
por Galor (2005), la cual también considera a la poblacién como endégena e
intenta explicar la evolucién del crecimiento econdmico a lo largo de la historia.
Esta teoria conocida como la Teoria Unificada del crecimiento, tiene por obje-
tivo modelizar las diferentes etapas del crecimiento econémico a lo largo de la
historia de la humanidad. En primer lugar, el autor expone los hechos estiliza-
dos. Un periodo de miles de anos con escaso crecimiento, donde la sociedad esta
sumida en la trampa Malthusiana. El crecimiento permite una mejora en los
estandares de vida que incrementa la poblacién, lo que provoca que el ingreso
per capita practicamente permanezca incambiado. Posteriormente se ingresa
en un periodo pos malthusiano a partir de la revoluciéon industrial, déonde la
riqueza per capita comienza a elevarse a pesar de que en forma concomitante
también comienza a incrementarse la poblaciéon. Finalmente, el autor plantea
una etapa de crecimiento econémico sostenido dénde el cambio tecnologico mas
que compensa el aumento de la poblacion. Esta teoria, el autor argumenta, que
es superadora a las teorias tradicionales ya que estas tltimas son fragmentos de
la teoria total que explica el crecimiento econémico. Por ejemplo, argumenta

que

Los modelos de crecimiento neocldsico (con cambios tecnoldgicos endégenos o
exdgenos), por el contrario, son compatibles con el proceso de crecimiento de las eco-
nomias desarrolladas durante el régimen de crecimiento moderno, pero no captan
la evolucién de las economias durante la época de Malthus, el origen del despegue
de la época malthusiana al régimen post-malthusiano, y las fuentes de la transiciéon

demografica y la aparicién del régimen de crecimiento moderno.

(Galor (2005):221 )

En la misma linea, existe una literatura que aborda el tema. Hay trabajos
que estudian la conexién entre fecundidad y crecimiento econémico. El modelo

Malthusiano planteaba una relacién entre crecimiento econémico y crecimiento
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poblacional. En el periodo en el cual estudiaba Malthus, en la revolucién indus-
trial incipiente, el autor constataba una restriccién al crecimiento vinculada a
la alimentacion. Malthus argumentaba que la poblacion crecia més rapido que
los ingresos generados, por lo tanto, ese aumento de la poblaciéon mayoritaria-
mente agricola se topaba con la restriccion de un recurso acotado, finito, no
reproducible como la tierra que reducia la proporcién de alimentos per capi-
ta. Esto trae aparejado aumentos de mortalidad y caidas de natalidad hasta
ajustarse en el equilibrio inicial. En este contexto, las mejoras tecnoldgicas
determinan aumentos de poblacién, no asi mejoras de bienestar (De la Croix,
2015). Con el desarrollo de la revolucién industrial, la terca evidencia dejé en
desuso este modelo debido a que ya no lograba explicar la nueva realidad que
surgian a partir de los datos. Luego “los necolasicos burlan esta contradiccién
enfocandose en la acumulacion endégena de capital en lugar de en las decisio-
nes de fecundidad” (Akcigit (2017): 6). Los estudios de crecimiento y poblacion
continuaron con teorias macroeconémicas con fundamentos microeconémicos
que intentaban explicar como los hogares toman las decisiones de tener hijos,
en este sentido el aporte de Becker et al. (1960) es seminal. En el se estudia el
trade-off entre calidad y cantidad a la hora de tener hijos y el costo de opor-
tunidad que tiene educarlos. Luego se suceden, una serie de trabajos sobre
teoria de crecimiento economico en los cuales se introduce las decisiones de
fecundidad en los modelos (Barro y Becker, 1989) . En Becker et al. (1990)
se introduce un modelo de familia dénde se hace endégena la decisién de te-
ner hijos. El trabajo encuentra que en contextos de capital humano elevado el
retorno de dicho capital con relacién al retorno de tener hijos también lo es.
En contraste, cuando existe poco stock de capital humano, el retorno relativo
de tener hijos es mayor. Por este motivo, encuentran dos estados estacionarios
uno con alto capital humano y pocos hijos, el otro con la situacién contraria.
A partir del modelo se concluye que las sociedades con escaso capital humano
decidiran tener familias méas numerosas con una menor inversion por nino, que
quellas con capital humano elevado (Akcigit, 2017).

Finalmente, se detalla los desarrollos tedricos referidos a la dinamica de la

poblacién en MS. Esta revision se hizo a partir de una busqueda exhaustiva.

IPor un lado se utilizé el motor de bisqueda de Scopus, utilizando las palabras “Solow”
y “population” entre el periodo 2008 y 2019. Ademds, se realizé una bisqueda con la pa-
labra Solow en el buscador “https://ideas.repec.org/”. Se consideraron todos los articulos
académicos con la palabra Solow que estuviesen contenidos en el abstract y que pudieran
referirse a una modelizacién tedrica.
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Nuevamente, en esta revisién de trabajos que reformulan MS existen dos tipos
de literatura: endégena y exdgena. La literatura que reformula el supuesto de
la poblacién lo estudia principalmente otorgandole una forma funcional a la
evolucién de la poblacién. Esta funcién depende exclusivamente del tiempo por
lo tanto este tipo de modelos se consideran estrictamente exdgenos en relacion
con la modelizacion de la poblacion. Por otro lado, la literatura de poblacion
endogena hace depender a la poblacion de caracteristicas como por ejemplo
el capital fisico, capital humano u otra variable que convierte a la poblacién
en una variable conceptualmente endégena. Aqui se revisaron ambos tipos de

literatura, pero teniendo en consideracién que estén enmarcadas en el MS.

En Fanti y Manfredi (2003) el trabajo tiene por objetivo estudiar el efecto
de incorporar una oferta de trabajo endégena al MS debido a la existencia de
i) un retraso en el proceso de reclutamiento en la fuerza laboral, debido a la
estructura de edad de la poblacién y ii) de una relaciéon maltusiana entre fecun-
didad y salario. En este caso los autores parten de MS continuo, pero en el cual
incorpora una funcién de crecimiento poblacional la cual depende de la fun-
cién de produccion de la economia actual y pasada. De esta manera los autores
argumentan que las decisiones de fecundidad dependen de las decisiones de fe-
cundidad en generaciones anteriores. Por lo tanto, “la oferta de trabajadores
en el mercado no puede aumentarse rapidamente cuando aumentan los sala-
rios, ni disminuirse rapidamente cuando caen” (Fanti y Manfredi (2003):103).
En realidad, esto podria suceder mediante migracién pero los autores no lo
consideran. Con esta incorporacion en el modelo, los autores logran replicar
dos hechos que se sustentan empiricamente. El crecimiento equilibrado, pero
con oscilaciones constantes en torno a su media. A su vez, en su modelo ponen
en duda el supuesto de que la tasa de cambio de la oferta de trabajo sea una
funcién del ingreso actual (t). Sugieren que el cambio en la tasa de crecimien-
to de la oferta de trabajo debe considerar los cambios acumulativos de esta
para que se reflejen efectivamente en un cambio en dicha oferta. Sin embargo,
plantean que considerar una relacién entre tasa de crecimiento e ingreso en el
momento t también es 1til para arribar a las mismas conclusiones. El término
entre paréntesis de la ecuacion 2.1 refleja este hecho, en el que la oferta de

trabajo es endogena y dependiente de sumatorias de decisiones pasadas.

k= sk — </t n (k%(1)) G(t — T)dT) k (2.1)

—00
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Dénde 7 representa retardos de la variable tiempo (t), n es la TCP que
es funcién del capital en el momento 7. La funcién G, es una funcién kernel
que se asume pertenece a las funciones de densidad Erlang. Esta funciéon en el
término de la ecuacion tiene por objetivo considerar las tasas de crecimiento
poblacionales pasadas ademés de la del momento t, pero con la particularidad
de que tiene una memoria persistente. Esto significa que la tasa de crecimiento
del momento %, tiene en cuenta no solo dicho momento sino un intervalo estre-
cho de momentos pasados. De esta forma, los autores argumentan representar
de mejor manera la acumulacion de la oferta laboral a lo largo del tiempo.
El trabajo encuentra como al utilizar una oferta de trabajo enddégena la solu-
cién del equilibrio original de Solow, puede presentar soluciones inestables. Las
cuales incorporan oscilaciones persistentes a través de bifurcaciones!'. En todo
caso, los casos inestables diferentes al equilibrio de Solow, se encuentran para
un valor de a@ < 0.88. Los autores argumentan que el modelo logra replicar
dos hechos econémicos conocidos. Un camino estable de crecimiento, pero, a
diferencia de Solow le agrega oscilaciones en torno a la senda de crecimiento.
Ademas, en este caso, el ahorro es determinante del crecimiento al largo plazo.

Cuando en Solow esto no era asi.

En Stamova y Stamov (2012) , se retoma el modelo propuesto por Fanti y
Manfredi (2003) pero argumentan que este no considera los posibles efectos de
perturbaciones externas o internas al modelo que pueden ocurrir sobre la ofer-
ta de trabajo. Pueden existir variaciones repentinas, por ejemplo en tasas de
nacimientos o catéstrofes, que modifiquen la relacién K/L. Por lo tanto, pro-
ponen modificar dicho modelo considerando perturbaciones impulsivas. Estas
perturbaciones pueden hacer que el sistema estable se convierta en inestable
y viceversa. Luego utiliza el método Lyapunov-Razumikhin para resolver el
sistema y obtiene condiciones suficientes para la estabilidad del modelo.

Otro modelo que introduce rezagos de la variable del capital es el planteado
en Guerrini y Sodini (2013) . Este trabajo utiliza el MS original, sin hacerle
ninguna modificacién en la especificacion de la estructura en las formas funcio-
nales que componen la dindmica. Notar que las dos ecuaciones (ver ecuaciones
2.2 y 2.3) representan la dindmica de acumulacién del capital, las cuales sola-

mente las diferencian un parametro 7. Este parametro esta reflejando el hecho

L«La teoria de la bifurcacién se ocupa de las soluciones de ecuaciones diferenciales par-
ciales que dependen de un parametro real cuando ese parametro pasa por valores criticos en
los que las soluciones exhiben un cambio cualitativo de cardcter.”(Marsden et al., 1978)
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de que el capital se hace productivo luego de cierto lapso de tiempo.

K(t)=K(t—7)L(t)'" ™ — 6K(t) (2.2)

K(t) = K(t)*L(t)' ™ — 0K (t) (2.3)

Con este simple cambio, rezagar en una fraccion 7 de tiempo el efecto que
tiene la inversion inicial, la dindmica del capital se convierte de la siguiente

manera:

L

=5 (L7'Lg)" kG — 0 (L' La) ka — -

(2.4)

En la ecuacion 2.4 se usa la notacién x4 para indicar que el estado de la
variable x en el momento ¢ — 7. Lo llamativo y que se desea destacar es como
la modificaciéon en el momento del tiempo en que la inversién tiene efectos,
cambia la dindmica del modelo introduciendo ciclos econémicos, sin introducir
mecanismo de retroalimentacion ad-hoc. Esto es una diferencia con los mo-
delos anteriormente descritos, ya que la existencia de multiples equilibrios y
dindmicas cadticas no emerge por el cambio en la dindmica de la TCP (n), sino
que surge de la propia dinamica. Como consecuencia de esto, la dindmica del
capital en este modelo ya no es estable necesariamente sino que puede tener
equilibrios estables y bifurcaciones segin el valor de los parametros n, o 'y 7.
Aqui nuevamente la poblacién juega un rol relevante en la solucién del modelo

y no tiene una participacion trivial, ni lineal en la solucion.

En Cai (2012) se desarrolla un modelo tedrico de crecimiento a la Solow
pero enfocandose en la capacidad de carga de una poblacion. Esta refiere al
nivel méaximo que puede soportar una poblaciéon dado los recursos que tiene
del ambiente para sobrevivir. El autor supone que la capacidad de carga de la
poblacién humana se ve afectada por el crecimiento econémico. De esta ma-
nera obtiene un sistema dinamico de dos dimensiones, con un unico equilibrio
distinto de cero y la solucion es asintéticamente estable y converge al equili-
brio. Encontrando un crecimiento de la poblacion que pasa de cero a positivo
y luego vuelve a ser cero. De esta manera se explica la transiciéon demografica
a partir de la interaccion entre el crecimiento de la economia y la capacidad

de carga de la poblacién.

En otros trabajos se puede observar como surge dindmicas que difieren del

modelo tradicional, las cuales incorporan como enddgena a la poblacion. Esto
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se puede ver en Bucci y Guerrini (2009) , dénde los autores utilizan un MS con
funcién de produccién AK. En este modelo el supuesto de la evolucién de la
poblacion difiere a la modelizacion tradicional. La variacién de la poblacién la
modelizan como una ecuacion Verhulst: é—z =n—>bL;, b> 0. Cuya solucién
es: .
L= — e (2.5)
n —bLg + bLge™

El sistema presenta dos ecuaciones con dos variables enddgenas el capital y

la poblacién. El resultado es un conjunto infinito de estados estacionarios si
sA — § es igual a cero y sin estado estacionario en caso contrario.

En Ferrara y Guerrini (2008) los autores plantean un modelo en tiempo
continuo, en el cual el cambio en el tiempo de la oferta laboral esta determi-
nado por una funcién logistica para la TCP. Este trabajo encuentra un tnico

equilibrio global en el modelo el cual es asintéticamente estable.

Con relacion a la formulacién discreta de los modelos de Solow, se encon-
traron un nimero relativamente menor de trabajos. En Brianzoni et al. (2009)
se formula un modelo discreto, en el cual se incluye una dinamica de la pobla-
cién con forma logistica, dénde la TCP es n. Esta entra de manera endégena

al modelo a través del siguiente sistema:

| ' =pn(l—n)
T = { o= L [(1 —0)k+ (K + 1)1‘7" (Sw + 5,KP) (2.6)

T+n
Las variables 2’ representan las variables en el momento ¢ + 1. Ademas
incorpora dos tipos de agentes (trabajadores y accionistas). La particularidad
de este modelo son tres: las tasas de ahorros son constantes pero difieren en
cada tipo, la funciéon de produccién es CES y bajo estas dos especificaciones
se encuentran dindamicas complejas cuando las elasticidades entre los factores
de produccion son menor que uno.
En Fanti et al. (2013), se combina un modelo a la Solow con una dindmica
endogena que incorpora la distribucién etaria de la poblacién. El modelo en-
cuentra desde una hasta cinco sendas de crecimiento equilibrado. Obteniendo
desde una trampa Malthusiana, hasta un crecimiento econémico endogeno.
Este trabajo tampoco desconoce que existe una amplia literatura al res-
pecto en la cual se explica por que paises quedan atrapados en trampas de

pobreza (Azariadis and Stachurski, 2005) o de ingresos medios (Eichengreen
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et al., 2013). En otros trabajos se enfatiza la importancia de factores institu-
cionales, como las olas democréticas que jugaron un papel en el crecimiento
(Acemoglu et al., 2019). Esta investigacion hace foco en la dindmica de la po-
blacién. Claro esta que esta ultima puede verse influida por todos estos factores
anteriores, por lo tanto la causa iltima de esta explicacion poblacional podria
deberse a los factores anteriores. Por ejemplo, el baby boom de posguerra pro-
vocado por factores culturales (Mankiw y Weil, 1989) . La politica China de un
hijo por familia también es un claro ejemplo, esta medida a su vez fue tomada
por factores econémicos existiendo indudablemente un estrecho vinculo entre
dindmica econémica y poblacién (Pan, 2014). También la dindmica de patro-
nes culturales patriarcales que atravesaron y atraviesan a la sociedad, puede y
podria influir en la dindmica de la poblacién. Cambios culturales como la in-
corporacion femenina al mercado laboral determina no solo efectos en la oferta
de trabajo, sino que trae consecuencias en la postergacion de las decisiones de
tener hijos, haciendo que los nacimientos sean més tardios y la cantidad de
hijos nacidos por generacién descienda (Jones (2016):28).

A partir de esta revision de literatura realizada surge el interés en poner en
relacién la literatura “mainstream” de crecimiento econémico, con los trabajos
revisados de matematica aplicada. Estos ultimos han hecho el esfuerzo de pro-
fundizar en la importancia de una buena especificacion tedrica del problema
econémico para explicar la dindmica del crecimiento econémico. Este trabajo,
se enmarca en la interseccion de ambas literaturas, recoge la preocupacion de
hacer end6gena la poblacién, pero (aunque sin pérdida de rigurosidad) con un
desarrollo menos intenso en derivaciones y demostraciones matematicas lo que
a su vez puede ser una ventaja para exponer los resultados de manera clara

para un publico amplio.
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Capitulo 3

El modelo de Solow con tasa de
crecimiento de la poblacion

endoégena

En este trabajo se discute como varian los resultados a los que se arriba en
MS; si en lugar de utilizar el supuesto de crecimiento de la poblacién exégeno
y constante se opta por incorporarlo endégenamente. Ademas se adiciona una
forma funcional que refleje la evolucién medida empiricamente desde el periodo
de posguerras. En los apartados siguientes se utilizara el modelo neoclasico de
Solow (1956). Por un lado se escoge este modelo porque atn se sigue utilizando
como marco tedrico de investigaciones y de ensennanza econémico. Por lo tanto,
es util para mostrar la relevancia de los supuestos en la teoria y las conclusiones
a las que se llega en forma deductiva. Por otro, ha sido ampliamente utilizado y
los hallazgos de este trabajo posibilitan ser difundidos e interpretados por una
comunidad académica amplia. Finalmente, hay literatura que fundamenta que
MS atn tiene vigencia en términos metodolégicos y no ha sido sustituido en
su totalidad por los modelos posteriores tradicionalmente llamados endégenos
(Cavusoglu y Tebaldi, 2006).

En concreto en este apartado se desarrollaré el modelo tedrico en el cual se
sustenta la investigacion, dénde se busca estudiar los efectos que se suceden al

considerar endogena a la poblacion.

MS parte del supuesto de que la economia produce un tnico bien Y, que
puede ser consumido o invertido indistintamente. En términos coloquiales, el

modelo permite utilizar para consumo en un momento del tiempo las maquinas
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que no fueron utilizadas en momentos anteriores. Esta economia presenta una
funcién de produccién F(A, K, L), dénde K es el stock de capital de la eco-
nomia, L es la mano de obra y A es el estado de la tecnologia o la productividad
de factores que presenta la economia. En F' se incorpora el progreso tecnologico

en el sentido de Hicks. La funcién F' exhibe las siguientes caracteristicas:

Y(t) = AF(K(t), L(t)) (3.1)

F ademads verifica las condiciones habituales:

1 OUSE) L DRI g PRD) g DL

La funcién de produccién es derivable en sus factores, con derivada par-
cial positiva. Es decir que un incremento de uno de los factores, aumenta
la produccién indefectiblemente. Pero, operan los rendimiento marginales
decrecientes, por lo tanto la derivada segunda respecto al mismo factor
es negativa.

Incrementar un factor sin incrementar el otro tiene efectos positivos en
el ingreso pero a tasa decreciente. Al extremo significa que la incorpo-
racién de una maquina nueva por ejemplo para cosecha sin aumentar el
nimero de operarios implicaria el mismo producto obtenido a pesar de
la incorporaciéon técnica. Igualmente con este supuesto siempre la incor-
poracion de nuevo capital conlleva un incremento adicional, aunque sea
infinitesimal, en la produccion.

2. F(K,0) = F(0,L) = 0;VK,L € R. Econémicamente significa que la
funcién de produccién necesita de ambos factores para producir. Por lo
tanto, en ausencia de capital o trabajo no se obtiene producto.

3. FIAK,A\L) = AF(K,L);V\, K,L € R Esta condicién de rendimientos

constantes a escala, implica que al aumentar los factores de produccién
en una misma proporcion el producto aumenta en dicha proporcién. Ma-
tematicamente lo que permite cumplir esta condicién econdémica es la
propiedad de que la funcién sea homogénea de grado uno .
,  OF(K,L ,  OF(K,L . OF(K,L . OF(K,L

4. hm%: hm%:—i—oo; lim %: lim %:0

K—0 L—0 K—+o0 L—+o0

Se cumplen las condiciones de Inada.

El capital se deprecia a una tasa constante §. Ademas, considerando el

unico bien de la economia el cual se puede utilizar para invertir, la ecuacion

18



de ingreso de la economia se puede representar de la siguiente manera:
Y(t) = AF(K(t), L(t)) = C(t) + K(t) + 6K (t),6 € (0,1) (3.2)

La tasa de ahorro de la economia se considera exdgena y constante s. Por

lo tanto, la acumulacién de capital es representada de la siguiente forma:

K(t) = sAF (K(t), L(t)) — 6K(t) (3.3)
K(t) Y . Y@OLE) o Af(k(t)
ko E0 T torw Tk 0 B
k(t) = % es el ratio capital-trabajo y Af(k(t)) = W es el producto

per capita.

La funcién de produccion per capita cumple las siguientes propiedades:

1. £(0)=0

2. f'(k)>Ovk € R*

3. Mmoo f(k) =0,

4. limy_o+ f'(k) = 400
5.y f'(k) <0VkeR*

Luego, para poder analizar la evolucion de la dindmica de la acumulacion

per capita se debe reformular la ecuacién 3.4. Para eso se deriva k(t) = %:

. K(t) . . . . .
k (L()> CELEL goRL K (3.5)
a (_fLﬂt))) N K K K L '

Sustituyendo % en 3.4 y sabiendo que % es igual a n se obtiene finalmente

la dindmica del capital per capita;

—s — (6 +n) (3.6)

Esta ecuacion 3.6 es la ya conocida ecuacion diferencial que se deriva de
MS. Dénde n, es un parametro exégeno, por lo cual no depende de la varia-
ble endégena del modelo. Ahora, en el siguiente apartado se levantara esta

restriccion.
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3.1. Dinamica de la poblacion

Si se excluye la migracion, la evolucion de la poblacién basicamente se ex-
plica por la diferencia entre la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad. Los
dos indicadores claves para entender la evoluciéon de la poblacién son: La tasa
de fertilidad total que “representa la cantidad de hijos que tendria una mujer
si viviera hasta el final de sus anos de fertilidad y tuviera hijos de acuerdo con
las tasas de fertilidad actuales especificas por edad.”(Banco Mundial, 2018b).
Asimismo el otro factor explicativo es la mortalidad, que usualmente se mide
a través de la esperanza de vida al nacer la cual se define como “la cantidad
promedio de anos que un recién nacido viviria si fuera sujeto a tasas de morta-
lidad especificas por edad observadas en un ano determinado” (Banco Mundial,
2018a).

Como fuera detallado antes, la evolucion de la poblacién no ha sido ex-
ponencial sino que la transiciéon demografica llevé a una desaceleracion en el
crecimiento de la poblacion, y esta podria tender a cero. Esto queda reflejado

en el grafico 3.1, el cual muestra una evoluciéon de la TCP mundial decreciente.

Figura 3.1
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Fuente:Bongaarts (2009)

Mas alla de esta evolucion, el objetivo principal es introducir esta tasa n
de manera endogena en MS. Para esto, como se fundamento, se la debe hacer
depender del capital per capita de la economia. Por lo tanto se buscara una
funcién que mapee el capital (o una transformacion de este) con el crecimien-
to poblacional. Vale puntualizar que el desarrollo tedrico de Solow (1956) no
dejé este tema sin mencionar. Fue planteado como una posibilidad tedrica! sin

desarrollar analiticamente sus consecuencias, aunque si Solow (1956) esboza

L“Crecimiento poblacional variable. En lugar de tratar la tasa relativa de aumento de
la poblacién como una constante, podemos convertirla més cldsicamente en una variable
endégena del sistema.” (Solow (1956),p.90)
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una posible relacién con el capital en un grafico de su articulo (gréfico 3.2).

Figura 3.2: Variacion de la poblacién.
sE (1)

n(rr

] A
D)

Fuente: Solow (1956)

Sin embargo, més alld del planteo tedrico de dicha forma funcional, se
deberia justificar si empiricamente surge esta relacién. Por lo tanto, en la
especificacion de este nuevo modelo, al que se le nombrara como modelo con
poblacién endégena (MPE), se utiliza una forma funcional que intente replicar
la especificacién de la figura 3.1 y 1.3. Exigiendo que a su vez sea enddgena
en el modelo. Par cumplir este propdsito se hara depender al crecimiento de la
poblacién de una variable del modelo de tal forma que esta relacion se sustente
empiricamente. Una opcién podria ser tomar el camino de Corchén (2016),
donde se utiliza una TCP lineal, dependiente del salario de forma Malthusiana.
Sin embargo, en la presente tesis se opta por alejarnos de esa especificacion
en dos sentidos. Primero, se escoge una relacion no lineal. Segundo, se hace
depender al crecimiento de la poblacién del consumo en lugar del salario. Para
esto, se sigue el trabajo de Hansen y Prescott (2002) el cuél relaciona la TCP
con el consumo per capita. Los autores consideran un modelo de generaciones
solapadas dénde la poblacién son hogares (le llaman N). Estos hogares en
el momento t crecen a una tasa con una forma funcional ¢, la cual depende
del consumo de los hogares jovenes en el periodo t (notado por c¢y;), segun la

siguiente ecuaciéon 3.7.

Nt+1 =g (Clt) Ny (3-7)

Dicha forma funcional, depende del consumo ya que representa el estandar
de vida del hogar joven en el momento t. Segin la calibracién del modelo
presentado por los autores, la forma funcional que encuentran de la funcién

g (c1z) ! es la presentada en el gréfico 3.3.

'En realidad para ser precisos la funcién g es deflactada por una constante cp; (valor
arbitrario para que el modelo sea consistente con la dindmica en la era Malthusiana pre
revolucién Industrial)
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Figura 3.3: funcién g

25

204---

1.0

0.5 -

0.0
cyfem

Fuente: Extraido de Hansen y Prescott (2002).

A partir de estas constataciones es que se introduce la critica al supuesto
de poblacion constante de Solow y se incorpora una nueva especificacion del
supuesto de TCP (n). Se escoge una relaciéon no lineal representada por la

funcién n(c(k(t))) la cual tiene la forma descripta en la ecuacién 3.8.

n(c(k(t)) =n[(1 —s)Af(k)], con n(c(k(t))) >0 (3.8)

donde n(.) es una funcién continua, diferenciable que verifica las siguientes

propiedades:

1. 3 ¢o tal que n'(c) >0, Ve < ¢
2. n/(c) <0, Ve > ¢.
3. lim n(c)=0

c—+00

Una ventaja de esta forma funcional es que el supuesto de Solow es un caso
particular, ya que n(c) serfa constante. Gréaficamente la forma funcional de n
queda representada como se muestra en la figura 3.4.

Figura 3.4: Relacion entre n y ¢

n(e(t))

0

Como se puede notar, a diferencia de la ecuaciéon 3.4 en MPE ya no conside-

ra la tasa n como exdgena sino que depende del consumo que a su vez depende
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del capital. Con esta especificacion la dinamica del modelo viene representada

por la siguiente ecuacion diferencial no lineal:

w= g = OO s -arw)]  e9)

Sin embargo, més alld de la especificacion tedrica en relacién a n(c) que
se postuldé anteriormente, se requiere contrastar esta forma funcional con la
evidencia empirica para saber si se reproduce en forma adecuada dicha relacién.
Por lo tanto, para fundamentar dicha forma funcional se realiz6 el siguiente
ejercicio empirico: se vinculd la TCP con el consumo per capita y luego se
incorpord un ajuste mediante medias moviles para mostrar la relacion entre

ambas variables, que es lo reflejado en el gréafico 3.5.

Figura 3.5: Relacion entre n y c
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Fuente: Penn World Table.

Al observar el vinculo entre TCP mundial y el consumo per capita en el
periodo comprendido entre 1950 y 2018, se desprende esta relacion no lineal.
En primer lugar, interesa destacar que esta tasa de crecimiento no es cons-
tante, desechando la idea de tasa n exdgena y fija. Aunque no solo eso, sino
que dicha tasa presenta una relacién similar a la forma tedrica asignada (ver
figura 3.4). Vinculando este hallazgo con lo planteado por Hansen y Prescott
(2002) , se podria hipotetizar que las zonas con un producto per capita bajo,
fundamentalmente basada en acumulacién via produccién de bienes primarios
se asocia con una economia mas proxima a una era Malthusiana y las eco-
nomias ricas con un patréon de acumulacién intensivo en capital. Por lo que al
considerar la poblaciéon mundial se esta teniendo en cuenta estos dos tipos de

economia. Por este motivo la relacién es similar a Hansen y Prescott (2002) que
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modelizaban el pasaje de la era preindustrial a la pos industrial. A su vez, esta
relacion podria estar reflejando que el aumento de la riqueza y del consumo,
estimule mejoras tecnologicas que aumenten la poblaciéon via disminucién de
mortalidad. Como predice Becker et al. (1990), a medida que el retorno por el
capital humano aumenta tener menos hijos permite invertir en su educacién lo
que disminuye la fecundidad. Asimismo, se podria argumentar que el aumento
del consumo también sucede en nuevos bienes anticonceptivos que permiten
reducir el nimero de nacimientos. Este proceso trae aparejado un incremento
en el consumo con un incremento de la poblacién en un primer tramo, luego, la
expansion del consumo lleva a fases de transicion demografica de baja natali-
dad y mortalidad que estabilizan la poblaciéon concomitantemente al aumento

de riqueza y consumo.

3.2. Estado estacionario, estabilidad y otras

derivaciones

La incorporaciéon del nuevo supuesto que atraviesa este trabajo, tiene una
consecuencia fundamental. La no linealidad y la endogenediad de la TCP de-
termina que puedan existir un conjunto de equilibrios en la economia teodrica
formulada que se mostrara a continuaciéon. Esto es una diferencia importante
respecto a un conjunto de modelos en la teoria de crecimiento y en particular
MS, recordar que la solucién de este modelo es tinica (y estable).

En este caso es simple mostrar analiticamente que podria suceder con los
estados estacionarios del modelo endégeno sugerido. Se podria alcanzar un
equilibrio, dos equilibrios, tres equilibrios y hasta un nimero natural N mayor
a tres si se relajara el supuesto que muestra la figura 3.4. Esto se muestra en

el grafico 3.6.

Figura 3.6: Ejemplificacién de posibles equilibrios

gk

Fuente: Elaboracién propia
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A continuaciéon se expondréan los hallazgos que se desprenden de MPE.
Proposicion 1. El modelo tiene al menos un estado estacionario

Demostracion. Se estudia el limite de la funcién 3.9 para k tendiendo a cero

y a infinito.

Af(k
lim gy = lim sASk) _ d—n[(1—=s)Af(k)] = +o0 (3.10)
k—0 k—0 k
El limite de n siempre da una constante debido a su forma funcional. Ademas,
Af(k) y k son funciones continuas y sus derivadas son distintas de cero, cuya

0

indeterminacion es g en el limite. Por lo tanto, aplicando la regla de I’'Hopital

se llega a que:

Af(k Af'(k
lim gy = lim ALK g, SASR)
k—0 k=0 k k=0 1
Esto implica que hay un k positivo, cercano a cero donde la fincion g toma
un valor positivo. De igual manera, se llega al limite de la funciéon cuando k

tiende a infinito.

Af(k
i g = tim 22K 51— ) AFR)] = —0—nl(1—s)Af(K)] (3.11)
k—4o0 k—+o00 k
Como g, es una suma de funciones que se supusieron continuas, entonces
por el teorema de Bolzano, es posible afirmar que la funcién tendra al menos

un cero. Por lo tanto, existira al menos un equilibrio. O

Observaciéon 1. A diferencia del modelo de Solow, MPE podria alcanzar
multiples equilibrios. Esto implica que existiria una trampa de pobreza y un

estado de ingreso alto (ver fig.5.6).

En la figura 3.6 se muestra las posibles formas funcionales que podria tener
la dindmica del capital. Gréaficamente (ver 3.6), se ejemplifica las posibles so-
luciones del modelo. El cual puede alcanzar entre uno y tres (dada la funcién
de crecimiento de poblacién elegida). En dicho gréfico se observa la evolucién
de la tasa de crecimiento del capital (g;), no el capital k(t).

MPE con un equilibrio reflejaria un estado estacionario estable, similar a
MS. Luego MPE podria presentar dos equilibrios, dénde la economia en el

kper1 fuese inestable y llevara a desacumulacién continua hasta cero y otro
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kpare estable. En el caso de tres estados estacionarios, la dindmica particular
de la poblacién permite en este modelo tener equilibrios “buenos” y “malos”.
Aqui aparecen trampas de pobreza pero también equilibrios con un nivel de
riqueza relativamente alto. En ambos casos se alcanzan soluciones sin cre-
cimiento enddgeno. Estas, traen aparejadas consecuencias llamativas(que se
mostraran més adelante) en las derivaciones de los ejercicios de estatica com-
parativa y en términos de convergencia y su velocidad.

La figura 3.6 es un simple andlisis cualitativo. Para estudiar la estabilidad
desde un punto de vista formal algebraicamente se utiliza la aproximacién
lineal del modelo en torno al estado estacionario.

La dinamica de el capital es:

ko sAf(k)

g(k) = 7 = —— — [0 + n(c(k))] (3.12)

Para obtener la soluciéon al equilibrio y estudiar su estabilidad se utiliza la
aproximacion lineal en las proximidades al estado estacionario k*. La aproxi-
macién para este caso seria g(k) = g (k*) + ¢'(k) (k*) (k — k*). En el estado
estacionario g (k*) es igual a cero. Por lo que para especificar la ecuacién que
aproxima el crecimiento se debe obtener la tasa de crecimiento g(k) valuada
en el capital de equilibrio. Es decir se debe obtener ¢’ (k*), que es lo que se

hard a continuacién :

Af'(k*)k — sAf(k*
i) = LG o1
sAf'(k*)  sAf(k*) 1

S (k) )

—n/(c(k"))d (k") =
(3.13)

SAP(K)  sAF(R) 1

o = i n(d(k*)(1 — s)Af' (k") (3.14)

g(k") =

La aproximacién lineal es la siguiente:

sAf'(k*)  sAf(k*) 1

g(k) = [—— = = m — (@ ENA = ) AS ()] (k= k) (3.15)

Notar que en la ecuacién 3.15 el caso de MS es uno particular en el cual la

TCP es constante, lo que es equivalente a decir que la derivada de n es cero.
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En este caso, la ecuacion es la siguiente:

SAP(K)  sAF(R) 1

g(k) = | J (k= k") (3.16)

k* k* k*
Por lo que es simple demostrar que %,(k) — %(k) .+ < 0sisolosi f'(k) <

%. Sin embargo, en MPE esta relacién ya no se cumple. Para que equilibrio

sea estable la condicion que se debe cumplir ahora es la siguiente:

1-— k*
(k[ — Qk*n’] < M (3.17)
S k*
Si se utiliza la funcién de produccion habitual Cobb-Douglas la condicién
en el caso de MS es la ya conocida: o < 1. Para el caso del modelo revisado la

condicién a cumplir es a1 — @k*n’] <1

3.3. Ejemplo

Ahora se expondra un ejemplo simulado para mostrar posibles soluciones
de MPE. En primer lugar se elige una TCP n(c) que cumpla las propiedades
tedricas antes expuestas :

(@) e~ (@—n)?/(20°) ( )
2(r) = ————— 3.18

oV 2T
dénde se elige los pardametros de la normal que reflejen una curva plausible
empiricamente. Para esto se seleccionan los siguientes pardametros yu = 6 y
o = 3, que ademas deben permitir obtener tres equilibrios. A su vez se escoge
utilizar la funcién Cobb-Douglas habitual, con un coeficiente o« = 1/3. Por lo

tanto se obtiene la siguiente dindmica del modelo:

1 e—(c(k;)—22)2/(2*52)

g(k) = sAR — (6 + 5/2n)

)| (3.19)

)—22)2 /(2%52) *

e*(c(k
L+ 5v/2m)

Para la simulacién se consideran los siguientes valores plausibles para los
pardametros: A =4; s =0.2y § = 0.03.

En la simulacién (ver figura 3.7) existen tres k*, los cuales toman los si-
guientes valores: k* = 14.29, k* = 26.81 y k* = 192.16. Al considerar la funcién

de producciéon Cobb-Douglas, se llega a los siguientes tres ingresos per capita

27



de estado estacionarios: y* = 9.70, y* = 11.97 y y* = 23.08. Esto implica
que si existen dos economias con similares caracteristicas una podria quedar
atrapada en una trampa de pobreza y la otra en un estado alto de riqueza re-
lativa. Al largo plazo una economia serfa un 137 % mas rica que su par, a pesar
de tener caracteristicas estructurales iniciales similares. Esto ultimo se puede
entender mejor, si se supone que ambas economias comienzan con capitales
iniciales similares. Se podria pensar que se encuentran en el entorno al equi-
librio inestable, con capitales muy similares. Por el simple hecho de suponer
que la TCP depende del consumo de los individuos, la dindmica del modelo
llevara a resultados muy diferentes de una economia respecto a la otra a pesar

de sus condiciones de inicio similares.

Figura 3.7: Multiples equilibrios
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Proposicién 2. Si la TCP utilizada en el modelo de Solow (ns), es mayor

*

do)s €ntonces existe un capital de equilibrio mayor

que la TCP enddgena n (

que el capital de Solow.

Demostracion. En Solow el equilbirio es el siguiente:

A
SAF(Rs) 5 (3.20)
K
En el modelo endégeno:
A .
52T Wendor) J;(kend" ) 5~ n(e(k)) = 0 (3.21)
endo*
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Suponiendo el mismo equilibrio entonces:

sA {fgf) ] ](j*q =ns —n(c(k™)) (3.22)

Si

f(ky) _ f(k)
o

s

ns >n(k*) =
[

Por lo tanto la pendiente es mayor en el caso de Solow, lo que significa que

el K} < k*. Se puede demostrar graficamente la proposicién (ver gréafica 3.8) .

Figura 3.8: k} < k*

Fuente:Elaboracién propia

Hasta aqui se caracterizé al MPE y se derivaron algunas consecuencias de
asumir el nuevo supuesto. Se mostrd que la modificacién del supuesto que de-
termina la trayectoria de la poblacién no es trivial respecto a los resultados
tedricos a los que se llega. El equilibrio ya no es necesariamente tnico. La
estabilidad no esta asegurada y la convergencia mucho menos. Paises con ca-
racteristicas similares no deberian necesariamente, como aseguran los modelos
neoclasicos que predicen convergencia, alcanzar estados de desarrollo similares.
Economias con caracteristicas semejantes podrian divergir. Unas alcanzarian
estados de estancamiento con niveles de renta relativamente bajos (trampas

de pobreza) y otras estados con alto y*.
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Capitulo 4
Analisis de estatica comparativa

La nueva especificacién de MS, arroja no solo nuevos resultados de equili-
brio, sino que hay un rico andlisis que se desprende del tradicional estudio de
estatica comparativa. Es aqui que interesa mostrar cuales serian los resultados
de instrumentar un shock de las variables exdgenas para entender cual es el
efecto en el equilibrio.

En el modelo de crecimiento original (MS) las variables exdgenas tienen
un resultado lineal en la variable endégena. Incrementar el ahorro tendria un
efecto positivo en el capital de equilibrio. Lo mismo sucede con la tecnologia.
Por otro lado, la depreciacion y el crecimiento de la poblacion tenian un efecto
negativo en el capital per capita de equilibrio de la economia. Esto es simple de
ver, al observar la ecuacién 4.1 de equilibrio de MS con funciéon de produccion
Cobb-Douglas.

(n+9)

Doénde formalmente se pueden resumir los efectos de estatica comparativa

. [ sA ]1/(1—a) (4.1)

del modelo en los siguientes resultados:

0k*(A,s,5) 0k*(A,s,5) Ok*(A,s,6) .
P S S (12)
—yaA” > 0, —yas” > 0, y—y%” <0

El objetivo de las secciones siguientes es la derivacion de los resultados de
estatica comparativa para el MPE. Se estudiara si existen efectos con relaciones
biunivocas entre la modificacién del valor de una variable exégena (z) y la

correspondiente variable endégena k, como ocurre en MS o si pueden existir

30



relaciones no lineales que hagan que las conclusiones de cual es el efecto ya no

sea trivial.

La estatica comparativa consistird en realizar el diferencial de la variable

enddgena respecto a la exégena (llamémosle z):

dk* = 9% dk* + %z

0= 9%dr* + %4,

El efecto de un cambio en la variable z en la variable enddogena k estarda medido

por la siguiente ecuacion:

* 99k
dk* 5,
gk

dz L

Ademas se sabe que los estados estacionarios estables se daran en los casos
con pendiente negativa. Por lo tanto en la estatica comparativa interesard ob-
servar solo el signo del numerador para saber cualitativamente el efecto de
la variable exdgena en la enddgena. Esto es lo que se hard en las secciones

siguientes.

4.1. Efecto de una variacion en la tecnologia

Proposicion 3. A partir de un estado estacionario inicial, un aumento de la
tecnologia, no genera necesariamente un incremento del capital k*. Donde debe
cumplirse la siguiente condicion para que un aumento en la tecnologia genere

un incremento en el capital per capita de equilibrio:

sf (k")
k*

' (c(k")(1 =) f(k) < (4.3)

Demostracion.

Af'(EOE" — Af(EY)
K+

dgr = s dk* —n'[(1 — s)Af(K")]AS (k)(1 — s)dk*

+ 22 4 w0 - A1 - )5 (R)aA =0

(4.4)
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dk W[(1— $)AF())(1 — 5) f(k*) — 28D
dA g [ALEDATED ) _ i1 — ) Af (k)| AP (k)(1 — 5))

(4.5)

El efecto de la estatica comparativa depende del numerador ya que se su-
pone que se encuentra en un equilibrio estable y cuando esto sucede el deno-
minador es negativo. Solo queda analizar el numerador para saber ele efecto

del shock exdgeno.

(k1 - 5) 1) — T <o (46)

=
ﬂ@WﬁH<uiQ (4.7)
[

El resultado encontrado contradice el resultado de MS original. Existe un
umbral en el cual la incorporaciéon del cambio técnico no genera un mayor
crecimiento. Este resultado que parece contraintuitivo tiene una explicacién
econémica y demograficamente consistente. El progreso técnico implica un co-
rrimiento de la funciéon de produccion, dénde con igual dotacién de factores
productivos se puede alcanzar una mayor produccién. Esto tiene como con-
secuencia una expansion de la curva de ahorro en MS. Lo que permitiria au-
mentar el capital per capita de la economia permitiendo un mayor crecimiento
en el corto plazo. Sin embargo, ahora, con el MPE esta mejora del progreso
técnico tiene otro efecto directo. Al aumentar A el consumo se expande y eso
tiene repercusiones en la TCP. La expansion del consumo se puede interpretar
como aumento en consumo de bienes y servicios como educaciéon y salud. Esto
podria tener como consecuencia el aumento de la esperanza de vida y la dis-
minucion de la natalidad en las fases de crecimiento de la TCP. Por lo tanto
el efecto del progreso técnico es positivo ya que expande las posibilidades de
produccién pero también expande el consumo lo que acelera el crecimiento de
la poblacién en la fase incicial de la transicién demogréfica. Por lo tanto, el
efecto no es lineal y depende del umbral de la ecuacién 4.6. Por lo tanto se
necesita un ahorro lo suficientemente alto que permita acumular el capital sufi-
ciente para recomponer el capital depreciado, invertir y ademas recomponer el

capital per capita a causa del crecimiento explosivo de la poblacién. A su vez,
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este umbral solo aplica para la fase de crecimiento de la TCP, ya que cuando la
TCP decrece esta relacion siempre se cumple. Por lo tanto, el progreso técnico
puede ser contraproducente solo en la fase de crecimiento de la TCP, luego el
progreso ténico tiene los efectos que predice MS.

Ademas el resultado anterior contiene a MS como se muestra a continua-

cién.

Proposicion 4. Cuando la TCP es exdgena el resultado MPE es andlogo al

que arroja MS. MS es un caso particular.

Como n es exdégena su derivada es cero.

dk‘* _Sf(k*)

— = . 4.8
dA 4 Af/(k*)l]z;Af(k*)]} (48)

Para mostrar que el efecto es el mismo, se puede utilizar la funcién Cobb-
Douglas habitual o trabajar con la funcién implicita f(k). Se sabe que f(k)
cumple la condicién de ser concava y derivable en el intervalo [0, k*] por lo

tanto se cumple la condicién 4.9:

fR) < f (R + [ (k) (k= k) (4.9)

Reordenando los términos se llega a la siguiente desigualdad:

fR) + f (k) (k) < f (7)) = f (k") k (4.10)

Como f(k) es siempre mayor o igual a cero al igual que el capital y f’ es

positiva el resultado es el siguiente:
0< (k) — (k) k (4.11)

Entonces,
F (R k= F (k) <0 (4.12)

Por lo tanto, se muestra que el denominador es negativo. El efecto de A
en k* es siempre positivo. Se cumple MS. Con el mismo razonamiento este
resultado se puede extrapolar a los efectos de s y § que se expondran en las

secciones siguientes del capitulo.
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4.2. Efecto de una variacion en la depreciacién

Proposicion 5. A partir de un estado estacionario, un aumento de la depre-

ciacion, genera una disminucion del k*.

En este caso la derivacion es trivial, ya que el denominador es el mismo
que en los casos anteriores pero la derivada parcial % es -1. Por lo tanto, el

resultado es el siguiente.

dox _ _ -1
W[ ARSI [ (1) AT (k)L AF (k) (1-5)

Esto implica al igual que en el MS que el efecto de la depreciacion en el

capital en el equilibrio tiene un efecto negativo en el crecimiento del capital

per capita.

4.3. Efecto de una variacion en la tasa de aho-

rro

Proposicion 6. A partir de un estado estacionario inicial, un aumento de la
tasa de ahorro, no genera necesariamente un incremento del capital k*. Donde
debe cumplirse la siguiente condicion para que un aumento en la tasa de ahorro

genere un incremento en el capital per capita: o +n'((1 —s)f(k*)) >0

Demostracion.

Af'(k)k — Af(K)

dgp- = s 2 k™ = n'[(1 = s)Af(RT)AS (R)dk* (1 = s)
A *
+ %ds —n'(—Af(k*))ds =0
(4.13)
dk* ~ AL 4l (—Af(R) (4.14)
ds  (s[ALEDE TN | [(1-s) Af ()AL (k) (1-5)} '
Simplificando la ecuacion 4.14:
@ _ _Af(k*){ki*—i_n/} (4 15)
ds  fs [ALERAIEN] (1 — ) AF(R)JAS (k) (1 = 5)}

Por lo tanto, el efecto de un aumento en la tasa de ahorro satisface el resultado

original de Solow solamente si se cumple que = +n/[(1 — s)Af(k*)] > 0. O
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En el tramo creciente de la curva de crecimiento de la poblacién, el efecto
de aumentar la tasa de ahorro es el habitual. Sin embargo en el tramo decre-
ciente dependera de la magnitud de la pendiente, del capital acumulado en
el equilibrio y de las variables exégenas del modelo. La dindmica del modelo
ahora presenta diferencias con MS. En este tltimo aumentar el ahorro afectaba
directamente a la acumulacién del capital, lo cual repercutia en el crecimiento
durante la transicion al estado estacionario y en el nuevo capital per capita y
producto de equilibirio alcanzando estado estacionario mayor. Con MPE, hay
dos canales por los cuales el ahorro tiene un papel en el crecimiento y el estado
estacionario. En primer lugar el ahorro afecta al igual que en MS a la curva
de ahorro es decir a Asf(k). Pero el aumento del ahorro, afecta el consumo,
que a su vez afecta a la poblacién. Cuando la TCP es decreciente (n’ < 0) esto
implica un descenso en el crecimiento de la poblacién. En cierta medida el con-
sumo, o la contracara que es el salario, determinaria un rendimiento marginal
mayor de la mano de obra. Esto podria incentivar un aumento en la fecundidad

“ poblaciéon” debe ser lo suficientemente fuerte

(ceteris paribus). Este efecto
para que el efecto en la tasa de ahorro compense el efecto negativo del aumento
de la poblacién ya que este ultimo tiene un efecto malthusiano debido a que

el producto debe repartirse en mas capitas.

En este caso el producto de equilibrio tiene un efecto proporcional a la
variacion del capital ya que el ingreso depende del capital y se ve afectado

exégenamente por A: y* = A.f(k*). Por lo tanto
dy* = Af (k) dk* (4.16)

Y operando se obtiene el efecto diferencial del ingreso cuando varia el ahorro:

dy* dk*
= Af'(k* 4.17
L= A (217
Por lo tanto el efecto va a depender de %. Entonces, esto implica que un

aumento del ahorro tiene como efecto un aumento del ingreso, esto si es analogo

a la conclusion que se desprende de MS.
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4.4. Simulacion

En este apartado, el objetivo es mostrar un ejemplo en el cual se produzca lo
predicho tedricamente en la estatica comparativa. La simulacion se centrard en
el efecto que tiene la tecnologia A en el modelo original y MPE. Se introduce
una mejora tecnoldgica en el margen, o dicho de otra forma, una pequena
mejora tecnolégica que asegure que dicho cambio no sea disruptivo. Es decir,
que el modelo todavia funciona.

Para encontrar un ejemplo se iteré en un conjunto de valores para los distin-
tos parametros hasta encontrar un caso que replicara las predicciones tedricas.
En primer lugar se buscaron soluciones del modelo que tuviesen tres equilibrios
tal como se muestra en la figura 4.1. Los valores de los parametros para calibrar
el modelo son A=4, a = 1/3, 6 = 3%. Estos pardmetros se buscan de manera
intencional para que reflejen valores plausibles empiricamente. Ademas se pa-
rametrizé la funcion normal que mapea los valores de la TCP en el tiempo. Se
busco que tuviera la forma tedrica especificada inicialmente, para eso se le dio

una media igual a 8, y ¢ igual a 2.

Figura 4.1: Tres equilibrios simulados
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Luego en los equilibrios estables (el primero y el tercero) se corrobor6 que
estuviesen del lado del umbral “adecuado”para que refleje el caso contradictorio
a Solow. Es decir se utilizé el hallazgo que se deriva de la proposicién 3. Un
aumento en A no se refleje en un aumento de k e y en torno al equilibrio.
Posteriormente se comparé los resultados graficamente.

La simulacién muestra un resultado contrario a la prediccion de MS. En
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aquel, aumentar la tecnologia determinaria un incremento en k*. Utilizando
palabras de Acemoglu (2008), este resultado que plantea Solow es intuitivo. Es
decir que una cambio tecnoldgico determina una mejora en la utilizacion de
factores productivos que determinan un incremento del k* de la economia. Sin
embargo, MPE cambia las conclusiones y las hacen contraintuitivas.

El shock tecnolégico implica un salto en el producto al igual que en MS,
debido a la mayor eficiencia con la que se produce. Pero esa mejora por haber
incorporado tecnologia tiene un efecto en el consumo. En consecuencia la TCP
se acelera. De la condicién 4 que se deriva del modelo, la tasa de ahorro de la
economia debe ser mayor a la tasa de consumo ajustada por la velocidad a la
que crece la poblacién teniendo en cuenta el capital de la economia. Cuando
el crecimiento de la poblacién no varia la tasa de ahorro es fija asi como la
tasa de consumo. Este resultado no es llamativo, ni para la economia ni para
otras disciplinas como la ecologia. Las que estudian posibles equilibrios de
la especie humana en la tierra. La tecnologia puede permitir el crecimiento
de la poblaciéon con mayores estandares de vida, aunque esta tecnologia no
debe presentar externalidades negativas. El cambio tecnolégico no asegura la
prosperidad per se (Weinberger et al., 2017).

La mejora en el progreso técnico repercute en un efecto positivo en MS,
pero negativo luego del shock en este modelo (ver 4.2). La diferencia entre
cada uno de los capitales fuera del equilibrio es menor al 1%. Sin embargo,
al existir una mejora tecnoldgica, esta se mantiene a lo largo del tiempo. En
este caso aumenta A pero una vez que se sucede el cambio este no desaparece
sino que se mantiene. En este caso el efecto de largo plazo se multiplica por
cinco respecto al shock temporario. El capital percapita es 5% mayor en MS
respecto a MPE.
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Figura 4.2: Efecto en el capital per ca-
pita ante un aumento temporario en A
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Figura 4.3: Efecto en el capital per
capita ante un aumento permanente

en A

El correlato con el producto per capita es el siguiente. Una mejora del

progreso técnico tiene un salto ceteris paribus pero luego el efecto de corto

plazo es negativo, hasta volver al equilibrio cuando el shock dura una vez.

Cuando el shock persiste se ve claramente como el regreso al nuevo estado

estacionario ocurre en niveles distintos del producto per capita. En este caso,

y* alcanzard un resultado casi un 2 % menor en MPE.
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Figura 4.4: Efecto en el producto per
capita ante un aumento en A
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Capitulo 5

.. Velocidad de convergencia?

5.1. Velocidad de convergencia al Estado Es-

tacionario

Aunque Solow en su trabajo no desarrolla explicitamente el concepto de ve-
locidad de convergencia, existe una extensa literatura que comenzé los estudios
de convergencia en la década de los anos 90. A partir de los trabajos de Sala-i
Martin (1996) y Barro y Sala-i Martin (1992), , se buscé probar la existencia (o
no) de la convergencia del producto per capita entre paises, que surgia a partir
del modelo tedrico de Solow. Para esto se introdujo el concepto de velocidad
de convergencia. Es una herramienta utilizada en investigaciones que intentan
responder cuanto demorarian distintos paises en alcanzar productos per capita
similares. Dentro de esta linea de investigacién, se han estudiado dos tipos
de convergencia. Una incondicional, la cual busca comprobar empiricamente si
todos los paises convergen al largo plazo. Una condicional, que estudia si paises
con caracteristicas similares tienden a un mismo estado estacionario. Vale re-
cordar que segin MS paises con los mismos pardmetros exégenos (a, ,0 y s)
deberian converger a un mismo estado de equilibrio. Baumol y Baumol(1986)
encuentran una correlacion negativa entre crecimiento y pib inicial lo que in-
dicaria que los paises convergerian al largo plazo. Siguiendo esta literatura de
estimar empiricamente la convergencia que sugiere el MS, Mankiw et al. (1992)
proponen una estimacion cross section y encuentran convergencia. Luego una
literatura importante a continuado estos ejercicios tratando de encontrar cual
es el parametro de convergencia. Algunos autores hablan de una tasa natural

del 2%. Abreu et al. (2005) hace una revisiéon de 600 articulos y los resultados
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no son unanimes acerca del valor de dicha tasa. Por lo que la evidencia no es
concluyente. Revisar la teoria en este caso también parece un buen ejercicio.
Para eso se utilizara el concepto de velocidad de convergencia a la luz de este
nuevo modelo.

Siguiendo a Sala-i Martin (2000) la velocidad de convergencia 5 queda
definida como se detalla en la ecuacién 5.1 , dénde para la notaciéon de este

trabajo v; es equivalente a gy, :

Ok

p=- 0log(k)

(5.1)

El objetivo de este apartado es derivar la velocidad y poder comparar con
MS por lo que ademas se le dara la forma funcional habitual Cobb-Douglas a

la funcién de produccion.

9, (sAelogka_1 —(6+ n(c(elogk)))

=pf=- Tloa(h) (5.2)
ﬁ — _ SA(C( . 1)€(a71)-logk + n/(c(elogk))cl<elogk) (53)
B = —sA(a— el Vel L p/(c(el8k)) (1 — 5)Aev 18k (5.4)

Para el caso de Solow la TCP se considera cero, sin pérdida de generalidad,

por lo que la velocidad es la siguiente:
6solow = _SAe(a_l) logk(a - 1) (55)

Para el modelo con poblacion enddégena la especificacion de la

velocidad(Bengo) varia de la siguiente manera:

Bendo = Bsolow + n/<c<€logk))(1 - S)Aealogk@ (56)

Bendo = Ae®18F [se™ 185 (1 — o) + n'(c('*8%)) (1 — s)a] (5.7)

Al comparar este resultado(fendo) con Solow (Bseew) varias apreciaciones
surgen del estudio de dicha velocidad. En primer lugar, como ya se observo,

nada asegura que siempre se pueda alcanzar un estado estacionario estable.
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Ademas, ahora la velocidad de convergencia puede ser mayor o menor a la
velocidad encontrada en la literatura. Esta dependerd de cudl es el equilibrio
ya que este influird en la TCP. La velocidad a la que crece la poblacion en el
equilibrio, asociada a la fase de la transicién demografica en la que se encuentre
la economia sera determinante en la correspondiente velocidad de convergencia.
Ante los mismos parametros, si el equilibrio es en una fase de crecimiento de
la TCP se convergerd (en el caso de que exista convergencia) mas rapido al
estado estacionario que si se encuentra en una fase decreciente. En comparacion
con los estudios de velocidad de convergencia usuales que utilizan MS, aqui la
velocidad queda determinada también por la tasa de ahorro de la economia.

Este ultimo hecho no sucedia en MS.

Asimismo, es interesante comparar la velocidad del modelo endégeno con
el resultado que se desprende de MS el cual dice que aquella economia que
se encuentre mas cerca del estado estacionario tendra una tasa de crecimiento
econémico menor. Para esto se puede observar la variacién en la velocidad de
convergencia. En la ecuacién 5.8 se desprende que la velocidad de convergen-
cia es decreciente. Es decir que el crecimiento es positivo (negativo) cuando
se estd en niveles por debajo (encima) del estado estacionario pero a tasa

decreciente.

Bl iow = —sAele™ Dok (o 1)2 < (5.8)

solow

Proposicion 7. La velocidad de convergencia en el caso del modelo con po-
blacion enddgena no tiene necesariamente una tendencia decreciente a medi-
da que la economia se acerca al estado estacionario. Sino que esta velocidad

podrd decrecer o crecer a través de la siguiente relacion:

Béndo — Aealogk [—(O& . 1)286—logk + an/<c(€logk))(1 . S)AO& + n//(l . S)2Aa26a10gk}
(5.9)

Demostracion.
5éndog = Ae®8Fq [se_logk(l —a) + n'(c(e8F)) (1 — S)Aa]
+ Ae®8F [—se™ 18R (1 — ) + n"(c(€'8%)) (1 — s) Ae**8Fa (1 — s5) Aa]

(5.10)



Agrupando términos:

Béndo — Aealogk[oéseflogk(l o Ck)
+ an/(c(8")) (1 — s) Ao — se™ 85 (1 — a) + n"(c(8%)) (1 — 5)>A%ae* 8]
(5.11)
Entonces ' queda finalmente de la siguiente manera:
Bl = Aealogk[—(a — 1)286_10gk + an’(c(elogk))(l — s)Aa (5.12)
—f—n”(C(@lng))(l o S)2A2a2€alogk} )
m

Observacion 2. Como se mostrd, en Solow la transicion hacia el estado esta-
cionario se daba con una velocidad de convergencia de forma mondtonamente
decreciente. Sin embargo al utilizar la velocidad de convergencia del modelo de
la presente tesis se aprecia (ver 5.12) que la velocidad de convergencia solo es
decreciente cuando la TCP decrece aceleradamente (n' y n” negativas). En el
resto de los casos la velocidad de convergencia puede ser creciente o decrecien-
te. Ademas dicha velocidad puede tener periodos positivos o negativos segun los
parametros del modelo y su relacion con la dindmica de la poblacion. En conse-
cuencia aqui también los resultados son cuantitativamente y cualitativamente

distintos a los arrojados por la teoria neocldsica tradicional.

A su vez, si se supone la existencia de un equilibrio tanto para MS como
para MPE, la velocidad de convergencia en el estado estacionario son las si-

guientes.

En Solow es:
5solow = (5 + n)(l - Oé) (513)

Sin embargo, ahora la velocidad de convergencia para el modelo con poblacién

endégena es el siguiente:

Bendo = B solow +n/(c(e'87))(1 — s) © —; n) k* (5.14)
Es decir: )
Bento = (0 m) | (1~ ) + ' (efe ) T (5.15)

42



Cuando la TCP crece la velocidad de convergencia es mayor a la que se
concluye del MS y por lo tanto, cuando la tasa de crecimiento es negativa la
velocidad es menor a Solow. Este efecto no es tampoco inocuo al capital de
estado estacionario, ni a la tasa de ahorro. Este resultado es importante, ya
que en MS la convergencia testeada empiricamente a resultado ser mas lenta
de lo que predice el B,0. Por lo tanto, con un escenario de decrecimiento en
la TCP, la velocidad de convergencia encontrada en este modelo predice una
velocidad entorno al estado estacionario mas lenta aproximéandose mejor a lo

que predicen algunos resultados empiricos.

5.2. Ejemplo con TCP normal

Si se supone, como va se fundamentd una tasa de crecimiento con una forma
)
funcional normal de la siguiente forma:
e~ (c(logk)—p)?/(20%)

n(x) = T (5.16)

La funcién normal de n es la siguiente:

( ) 6_(6a(175)10gk_u)2/(202) (5 17)
n\x) = .
oV 2T

Entonces la derivada de n es la siguiente:

n=-—nS_H¢ (5.18)
o

Para simplificar se supone que u es igual a cero:

n' = —n [gca(l — s)] —-n [gca(l — s)}/ (5.19)

n" = —n {ng} -n {C—Qa(l - s)}/ (5.20)

S —— {&@} —n [2§c’a(1 - s)] (5.21)
' = —ngc’ {8@ +2a(1 - 3)] (5.22)
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202(1 — )2 [¢2
o o
2
n =—-n—a(l—s) (5.24)
o
Sustituyendo 5.24 y 5.23 en 5.12 se obtiene:
2
g = Aealogk{—(a —1)%se 8% —an—a(1 — s)(1 — 5)Ax
o
2.2 2 .2 (5.25)
B nC o (1 - 5) |:C_ + 2:| (1 . S)2A2a2€alogk}
o o
5/ _ Aealogk |:—(Oé o 1)286710gk
202(1 — )2 (5.26)
- nufla<l + [02g + 2} (1— s)zAalogk>]
o o

5.3. Modelo con dos equilibrios

En MPE con tres equilibrios, replica un aspecto que puede ser clave para
entender porque algunos paises permanecen en una trampa de pobreza debido
a la TCP a la que se enfrentan. Sin embargo, no explica por que otros paises no
han sido atraidos a un nuevo equilibrio de k* incambiado a lo largo del tiempo.
Por el contrario, hay un grupo de paises que han crecido de manera sostenida
a lo largo del ultimo siglo. Esto podria suponer que los modelos adecuados son
aquellos en los cuales el crecimiento es sostenido. Es por esto que se plantea una
variante en el modelo en la cual, ahora la curva de la tasa de crecimiento es de
tal forma que la dindmica presenta solamente dos equilibrios. Para alcanzar dos
equilibrios existen dos posibilidades. Una, es que ambas curvas sean tangentes
para que se cumpla la condicion de que el limite de g, tiende a cero cuando k
tiende a infinito. Pero en este caso el crecimiento seria siempre negativo. Otra,
es que la tasa de depreciacion del capital sea cero. Este supuesto restrictivo
permitiria combatir la tendencia de rendimientos marginales decrecientes por
fuera de la funcién de produccién. De esta manera, el crecimiento puede ser
persistente. Este es el caso que se muestra en la figura 5.1. Bajo este supuesto, la

economia podria saltar el proceso de estancamiento, ya que este seria inestable,
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para asi luego de superado ese equilibrio avanzar a un crecimiento sostenido tal
como lo muestra la evidencia. Notar que en el caso de MS, cuando el crecimiento
de la poblacién era mayor a cero, esto nunca podria ocurrir. Sin embargo en
este modelo, se puede alcanzar crecimiento sostenido bajo el supuesto de que

la tasa de depreciacion del capital es cero o tiende a cero.

Figura 5.1: Dos equilibrios: estable e inestable

SAfK)
k

Kpobre Kinestable k

Lema 3. Si la dindmica del capital es tal que existen dos estados po-
sibles de equilibrio (uno estable y otro inestable), la economia presen-

tara una tasa de crecimiento siempre positiva Yk tal que se cumpla:

Af K pesane) |
_n/(c(k;'knestable»'C,(k;nestable> > = [M]

inestable

Demostracion. La solucién es trivial si se utiliza el andlisis grafico (ver 5.1).

La pendiente de la curva de ahorro (w debe ser mayor a la pendiente de

3 2 4 / * / *
la curva de depreciacién (n'(k},.sane) * € (K

Y estable))- POI 1o tanto, esto implica

que por estar en el tramo decreciente de ambas curvas el umbral a partir del
cual existe un crecimiento constante y acotado es a partir de:
_n/(k* )C,(k ) > _Asf (k;(nestabie)’k_f(fznestable)

inestable .
inestable

Como el consumo se puede reescribir en funcién de la produccién de la eco-

*
inestable

, - s . X
nomia la expresién se reexpresa de la siguiente forma: —n'(k} . ume)-(1 —
/ * fl(krnestable)'k_f(k:ne.stable)
S)Af( z'nestable) > —As * 2
. znestablf
_n/( * ) > S f (kinestable)'k_f(kinestable)
inestable 1-s f/(k?nestable)'k;nestable2
A partir de este punto g es siempre positivo. O

Para el caso particular en el que se representa el sistema econdémico utili-
zando una funcién normal para mapear la relacién entre el consumo y la TCP
y la funcién tradicional Cobb-Douglas el k de equilibrio a partir del cual se

genera un crecimiento positivo siempre es la siguiente.
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Lema 4. Si la dinamica del capital es tal que existen dos estados posibles de
equilibrio (uno estable y otro inestable con crecimiento positivo), la economia
presentard una tasa de crecimiento siempre positiva Yk si se cumple la siguien-

te condicion:

n(k) > o= L (5.27)

Demostracion.
/
/ * SAf(k;fnestable) — * a—1
-n (C(kinestable)) > = |: L* - _ASkinestable
2/(2 2) inestable
—(c(k)—n) *0
n(k) = W et (5.28)

a\/ﬂ)
(k) = — )y o(k) 5 n(k)

Entonces

(CUZ’){#) * Oé(l - S>Ak;’knestablea_1 * n(k> > _ASk:nestablea_Q(a - ]') (529)
C(k;);“ * oK (]‘ - S) * n(k) > —S(OZ - 1)k;knestable_1 (530)

s o2 (1-a)
k) > e (5.31)

Por otro parte, al considerar que el crecimiento de la poblacién en lugar de
tender a cero como se especific en los supuestos del capitulo 3, tuviese una
forma similar pero con tendencia a un valor negativo. Si ademés ese valor al que
converge tendencialmente fuese mayor (en valor absoluto) que la depreciacion
del capital. Entonces, el limite de g; seria positivo (ver 3.11). Cuyo coroloraio
serfa una economia que podria crecer en términos per capita endégenamente
(ver graficamente 5.2 y 5.3). Aqui hay una limitante. Esto puede suceder pero
no al largo plazo porque la poblacién tenderia a cero. En el limite, el resultado
de un crecimiento econémico con despoblamiento pareceria no interesar para
un analisis que se sustente empiricamente. Sin embargo, interesa fijar la idea
que el decrecimiento de la poblacién a partir de cierto umbral permitiria tener
tasas de crecimiento elevadas, aunque con la alerta de que la poblacién deberia

incorporar una nueva dinamica para que sea sostenible.
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Figura 5.2: Dindamica de curva de aho-  Figura 5.3: Dinamica de g;. Dos equi-
rro y poblacién. Dos equilibrios. librios.

5.4. Con un modelo Ak

El modelo de crecimiento presentado en esta investigacion tiene una duali-
dad, es un modelo endégenamente exégeno. Esto juego de palabras busca des-
tacar la debilidad del modelo. Se sittia en la literatura de los modelo end6genos
de crecimiento. Pero, a pesar de modificar un supuesto para mejorar la mo-
delizacién cae en la inconsistencia de no explicar lo que estudia la teoria, el
crecimiento. Sin embargo, como es usual la incorporaciéon de una funciéon de
produccién Ak modifica los resultados. Al introducir una funcién de produc-
cién del tipo Ak, los resultados marginales ya no operan por lo que deberia
aparecer un crecimiento que se explica dentro (endo) del modelo.

Veamos graficamente que sucede con este cambio.

Figura 5.4: Modelo Ak

LLIGC) ) MR- e e m i mmmmmmmmmm e m e
sA-+d) | DO o o _._---C

k=sAk — (n+0)k
E=3sA—(n+90) (5.32)

En estado estacionario : k=0=n=sA—§

Es facil de mostrar que ahora el modelo ahora si se incorpora en la literatura
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del crecimiento endégeno.

La economia podria estar en un estadio b el cual arrojaria dos casos, uno
de crecimiento indefinido y otro de decrecimiento indefinido. Del punto C a la
izquierda la economia tiende a la extincion ya que la poblacién desciende en
todo momento. De la curva C a la derecha tiende a una senda indefinida de
crecimiento.

La recta a cruza con la curva de crecimiento de poblaciéon en dos puntos
A y B. El primer punto, tiene un equilibrio estable bajo. Luego el punto B es
un equilibrio inestable. A partir de la interseccién de las dos curvas se puede
observar como la brecha entre sAk — § y la curva de poblaciéon se magnifica
a lo largo del tiempo. La diferencia refleja el crecimiento del capital lo que
en definitiva implica el crecimiento de la economia. Nuevamente utilizar una
curva, Ak permite incorporar el crecimiento dentro del modelo.

Finalmente cuando la curva a que representa sAk — § es mayor o igual al
maximo de la curva de crecimiento de la poblaciéon se esta en una senda de
crecimiento sostenido. Este caso lo representa en el gréfico la recta punteada c.
Estos hallazgos, junto con los expuestos en el apartado anterior de este capitulo
(ver apartado 5.3) permitieron mostrar como bajo este nuevo supuesto de
poblacién enddgena, son posibles caminos de crecimiento econémico endégeno

partiendo de un modelo neoclasico de crecimiento exégeno.
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Capitulo 6
Consideraciones finales

Esta tesis propone y desarrolla un cambio de los supuestos basicos del
MS: TCP constante y exdgena. Se endogeniza la dinamica de la poblacion a
través de un mecanismo que la asocia a la evolucién del consumo. De esta
forma se logra generalizar el MS, siendo este un caso particular cuando TCP

es constante.

Las consecuencias que surgen de este cambio son varias. En el capitulo 3 se
derivan las condiciones bajo las cuales el equilibrio no es necesariamente tinico.
La existencia de equilibrios multiples estacionarios se cumple cuando la tasa
de crecimiento del capital decrece. Cuando ocurre esta situacién la economia

converge al estado estacionario. En caso contrario hay equilibrios inestables.

En este marco, existen consecuencias relevantes para el estudio de la con-
vergencia. Puede ocurrir que una economia alcance un estado estacionario bajo
(trampa de pobreza) o alto, en funcién de la condicién inicial del capital. Se
encontr6 una diferencia de 137 % en el ingreso y entre dos economias idénticas
por el hecho de incorporar una dindmica endégena de la poblacién. El corolario
es que no necesariamente se observara convergencia. Dos economias de estruc-
turas idénticas podrian verse ubicadas en dos estadios diferentes del desarrollo
econémico. Una en una trampa de pobreza y otra en un estado de alta riqueza
relativa. Fundamentado por la interaccion de la dindmica de acumulacion del
capital fisico y el empleo. El MPE adema&s de mostrar la posibilidad de diver-
gencia entre paises también muestra que en el caso en que exista convergencia,
esta no tiene por qué decrecer a medida que la economia llega al estado estacio-
nario. Tampoco depende exclusivamente de parametros exégenos. El capital de

estado estacionario es determinante de dicha velocidad. Finalmente, un hecho
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interesante que se desprende del MPE es que la velocidad de convergencia pue-
de ser mayor o menor a lo que predice MS. Esto reconcilia la evidencia empirica
con la teoria ya que para TCP con crecimiento negativo refleja tasas de velo-
cidad de convergencia menores a MS. Lo que indicaria valores mas préximos a
los encontrados con mayor frecuencia en la literatura sobre el tema. Alin més,
la velocidad de convergencia obtenida a través de la ecuacién 5.15 permite una
heterogenedidad de valores que dependen de la variacién de la TCP. Lo que
permite explicar la heterogeneidad de valores empiricos (positivos y negativos)
encontrados (Abreu et al., 2005).

Ademas, se incorporaron variantes a MPE. De esta forma se logro replicar
el hecho estilizado de crecimiento econémico de las economias actuales. Un
hallazgo adicional es que al utilizar el MPE no es necesario incorporar rendi-
mientos constantes o crecientes a escala para obtener un crecimiento econémico
sostenido, solo se debe cumplir que 3.11 sea positivo. Esto se logra de dos for-
mas. Con una TCP negativa y mayor en valor absoluto a 4. En el caso de
que TCP sea positiva esto se puede lograr con la condicién necesaria de que ¢
tienda a cero en el largo plazo (se deberia levantar el supuesto de 0 constante).

Esto se asegura con el postulado del lema 3.

Los resultados del MPE para la estatica comparativa muestran resultados
mas generales a los que arroja MS. Cuando se estudia el efecto en el capi-
tal y el producto frente a shocks exdgenos de la tasa de ahorro y el progreso
técnico, los efectos no son triviales y dependen de la variacién en la TCP. Uno
de los principales hallazgos del MPE es que los shocks exdgenos del ahorro y
el cambio técnico no implican necesariamente un aumento del capital, ni del
ingreso. Incluso en el corto plazo puede decrecer el ingreso, lo cual se muestra
a través de simulaciones que comparan ambos modelos. Ademads, se muestra
que en el caso de shocks persistentes las diferencias entre el estado estaciona-
rio de MS y MPE son ain mayores (5%). En este sentido, el MPE contradice
las derivaciones de MS. Las limitantes de MS eran reconocidas por el propio
Solow ya tenia presente que su modelo distaba de representar correctamente
el crecimiento econdmico. Refiriéndose a su propio modelo decia “si ese mo-
delo tiene algunas implicaciones que son claramente falsas empiricamente ,
entonces se dirfa que es mejor cambiar la teorfa” (Solow, 1992). Sin embargo
la interpretacién adecuada de estos resultados diferentes a partir de ciertos
umbrales, es que MPE muestra resultados méas generales que MS. El resumen

de los hallazgos que se desprenden en este trabajo se pueden ver en la tabla
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6.1. Los resultados no lineales responden a que los cambios tecnoldogicos o en la
tasa de ahorro no solo afectan a la curva de ahorro, sino que ahora al variar el
consumo tiene efectos en la TCP. El resultado es intuitivo si se lo vincula con
la relacién entre consumo y transiciéon demografica. A medida que aumenta el
consumo (fases inciales de la trnasicién demografica) hay un efecto positivo en
la disminucién de la mortalidad. Lo que repercute en un crecimiento acelerado
de la poblacion. Por lo tanto, ante una mejora tecnoldgica la poblacién crece
rapidamente en el tramo n/(k*) > 0, por lo que el ahorro debe ser lo suficien-
temente alto para que exista un proceso endégeno de crecimiento. El efecto en
k y y por un incremento de s arroja un resultado espejo a la variacién de A.
Para que el efecto de un incremento de la tasa de ahorro sea positivo en k y

y, se debe estar enlenteciendo el crecimiento de la poblacién.

Tabla 6.1: Resumen de efectos

AN A s AA A b
n'(k*) >0 Tk Depende | k*
Ty Ly

n/(k*) <0 Depende Tk 1k
Ty 1y

Este trabajo presenta un conjunto de limitaciones, que a su vez dejan una
agenda pendiente para continuar en esta linea de investigacion.

En primer lugar, el modelo es de un tinico bien como era de uso convencional
en la teoria de crecimiento. En este sentido, no considera factores econémicos
estructurales.

En segundo lugar, el MPE considera pleno empleo (o desempleo constan-
te) por lo que hay una relacién directa entre la evolucién del desempleo, la
poblacién y la oferta laboral efectivamente empleada. Podria suceder que el
desempleo se incremente conforme se incrementa la poblacion. El efecto del
crecimiento de la poblacién en este caso podria ser estéril.

En tercer lugar, otra debilidad del modelo se debe a que la TCP se vuel-
ca como oferta laboral instantaneamente. Se deberia explorar en este u otros
modelos, otras variantes. Por ejemplo, incorporando rezagos temporales y me-
moria al acumular la poblacién a la oferta laboral. Esta tltima consideracion
abre una prolifica agenda futura, déonde se podrian modificar un conjunto de

modelos actuales que consideran a la poblacién dentro de sus supuestos.

51



En cuarto lugar, el MPE no se calibra ni se contrasta empiricamente. Se
propone para futuras investigaciones estudiar si la similitud entre paises (con-
siderando las variables del modelo para medirla) en un momento t inicial,
desemboca en divergencia en productos per capita al final del periodo. Con el
objetivo de de someter a prueba la ocurrencia de la trampa de pobreza encon-
trada tedricamente en el MPE. A su vez, la relacién empirica entre crecimiento
de la poblaciéon y consumo fue mostrada pero no testeada mediante técnicas
econométricas actualmente aceptadas.

Finalmente, el anélisis de la dinamica de la poblacion en el trabajo fue con
una perspectiva global, considerando tangencialmente la vinculacion entre los
distintos tipos de crecimiento econémico y de la poblacién por regiones o paises.
Aqui también se podria avanzar en testear este tipo de vinculos. También
queda pendiente responder si la dinamica de la poblacién en un momento
del tiempo pudo haber incidido en el crecimiento econémico de largo plazo
de un grupo de paises. La misma perspectiva global, tiene la ventaja de que
permite soslayar la migracién en el modelo pero cuando se derivan conclusiones
respecto a paises no incluirla es una debilidad importante. Teniendo en cuenta
estas consideraciones, el modelo deja un conjunto de aristas para ser exploradas
tedrica y empiricamente.

En sintesis, se muestra una nueva forma de abordar uno de los modelos
mas importantes de la literatura econémica. Se mostré como la modificacién
de un supuesto, tiene relevancia y puede derivar en resultados muy diferentes
a los originales. La idea de efectos directos y lineales para todos los casos
en que varfan los factores exdgenos de una economia se desestiman, ya que
las relaciones ahora son no lineales. Estos resultados son novedosos para este
tipo de modelos. Sin embargo, la literatura de modelos endégenos a podido
incorporar dindmicas que reproducen de mejor manera el crecimiento de las
economias modernas. Por este motivo, este trabajo es solo una plataforma para

la agenda futura antes mencionada.
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