TRABAJO MONOGRAFICO

La Obstruccion de finitud de
Wall

Jazmin Finot

Orientadora: Eugenia Ellis

Licenciatura en Matematica
Facultad de Ciencias
Universidad de la Republica
Uruguay
Junio 2020






Introduccion

Los CW-complejos, definidos por Whitehead en la década de los 40, son
espacios topologicos que se construyen inductivamente mediante un proce-
so de pegado de n-discos D", o células, a lo largo de sus bordes, (n — 1)-
esféras S"7!, para todo n € N. En virtud de sus buenas propiedades, los
CW-complejos son de mucho interés en la topologia algebraica. De hecho,
el teorema de aproximacion CW afirma que para todo espacio topologico X
existe un CW-complejo Y y un morfismo f : ¥ — X que induce ismorfismos
en todos los grupos de homotopia y homologia. Es decir que todo espacio X
es débilmente homotépicamente equivalente a un CW-complejo.

Nos preguntamos, en este trabajo, cuando un espacio X es homotopi-
camente equivalente a un CW-complejo finito, es decir cuando existen un
CW-complejo finito Y y morfismos f : X — Y y g : Y — X tales que

gof~idxy fog=~idy.

Decimos que un espacio X es finitamente dominado si existen un CW-
complejo finito Y y morfismos ¢ : X — Y yr:Y — X tales que ros ~idy.
Es claro que esta condicién es necesaria para que X sea homotopicamente
equivalente a un CW-complejo finito. La pregunta es cudndo esta condicién
es suficiente:

¢ Cudndo un espacio X finitamente dominado es homotopicamente
equivalente a un CW-complejo finito?

La obstruccion de finitud de Wall de un espacio X es un invariante del
tipo de homotopia de X que nos permite responder a esta pregunta. Dicha
obstruccién se obtiene como un elemento de Ky(ZG), siendo G = m(X) y
su anulacién es una condicion necesaria y suficiente para que un espacio X
finitamente dominado sea homotdpicamente equivalente a un CW-complejo
finito. Este resultado fue originalmente desarrollado por Wall en 1965.
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En este trabajo realizaremos una exposicién de este resultado utilizando
como bibliografia tanto los articulos cldsicos [16] y [17] como los articulos
recientes [4] y [9].

La monografia esta organizada de la siguiente manera.

En el primer capitulo presentaremos los principales resultados de la teoria
de categorias y de la teoria de homotopia que se usaran en el resto del trabajo.

En el segundo capitulo veremos primero cémo asignarle un complejo de
cadenas a un CW-complejo y describiremos las formas que toma segun las
propiedades que tenga el CW-complejo. Luego, estudiaremos los conjuntos
simpliciales. Veremos el funtor realizacion geométrica que le asigna a un
conjunto simplicial X un espacio topoldgico |X|. Probaremos que |X| no
es cualquier espacio topologico, sino que es un CW-complejo. Igualmente,
veremos el funtor Sing que le asigna a un espacio topoldgico un conjunto
simplicial. Al respecto, Milnor prueba en [8] que hay una equivalencia de
homotopia débil entre |Sing(X)| y X.

En el tercer capitulo presentaremos el grupo Ky(R) de un anillo R. Para
definir el K de un anillo, estudiaremos los médulos proyectivos y el teorema
de Grothendieck que establece una construccién para transformar un monoide
conmutativo en un grupo abeliano. Luego, definiremos la caracteristica de
Euler de un complejo de cadenas de tipo finito de modulos proyectivos y
probaremos que es constante en las clases de homotopia de complejos de
cadenas de tipo finito.

Finalmente, en el cuarto capitulo definiremos la obstruccién de finitud de
Wall o, que es un elemento de Ky(Zm(X))y probaremos el resultado central
de este trabajo:

Teorema 1. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Existe un inva-
riante o(X) € Ko(Z[m (X, x)]) tal que X es homotdpicamente equivalente a
un CW-complejo finito si y solamente si o(X) = 0.

Adicionalmente, en este capitulo, veremos una caracterizacion de los espacios
finitamente dominados que serda de mucha utilidad para probar el teorema
anterior.

Teorema 2. [9] Un espacio conexo X es finitamente dominado si y solamente
st valen las siguientes condiciones:

1. X es homotopicamente equivalente a un C'W-complejo

2. m(X) es finitamente presentado
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3. S(X), las cadenas singulares del cubrimiento universal, es homotopi-
camente equivalente por cadenas como complejo de cadenas de Z|w]-
modulos a un complejo de cadenas

P.: 0 > Py, > Prq

V
+

=
+
o

de Z[r]-mddulos proyectivos finitamente generados.

Probaremos, asimismo, el siguiente resultado interesante que afirma que cual-
quier elemento de Ko(Z[m(X,z)]) es la obstruccién de finitud de Wall de
algin espacio.

Teorema 3. [9] Si 7 es un grupo finitamente presentado, entonces todo ele-
mento o € Ko(Z[r]) es la obstruccion de finitud de un CW-complejo finita-
mente dominado X tal que m (X) = 7.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, definiremos algunos conceptos basicos de la teoria de
categorias y luego veremos algunos resultados importantes como el lema de
Yoneda, usando como referencias a [7] y [12]. Asimismo, definiremos los gru-
pos de homotopia superiores y presentaremos los principales resultados de
la teoria de homotopia que se usaran en el resto del trabajo: el teorema de
Whitehead, el teorema de aproximaciéon CW y el teorema de Hurewicz. Para
ello nos referimos a [6].

1.1. Teoria de categorias

En esta seccion, veremos conceptos basicos de teoria de categorias que
utilizaremos a lo largo del trabajo.
Nos referimos a [7] y a [12].

Definicién 1.1.1. Una categoria C' consiste en
» una coleccién de objetos Obj(C')

» para cada par (X,Y) de objetos ordenados, una colecciéon hom(X,Y)
de morfismos de dominio X y codominio Y; para f € hom(X,Y) es-
cribimos f: X - Y

» para cada tripleta ordenada (X,Y, Z), un morfismo
hom(Y, Z) x hom(X,Y) — hom(X, Z)

que llamamos composicién; si f € hom(X,Y) y g € hom(Y, Z), enton-
ces denotaremos la imagen de (g, f) en hom(X, Z) por go f.

Estos objetos y morfismos deben satisfacer los siguientes axiomas:

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. si f € hom(X,Y), g € hom(Y,Z) y h € hom(Z, W), entonces
ho(gof)=(hog)of€hom(X, W)
2. dado un objeto Y, existe un morfismo idy : ¥ — Y tal que idy og =g

para todo morfismo g € hom(X,Y’) y hoidy = h para todo morfismo
h € hom(Y, Z); ademads el morfismo idy es tnico.

Ejemplo 1.1.2. Algunos ejemplos de categorias son

= Set, la categoria cuyos objetos son todos los conjuntos y cuyos morfis-
mos son todas las funciones.

= Top, la categoria de los espacios topoldgicos y las funciones continuas.

= Grp, la categoria de los grupos y los homomorfismos de grupos.
Definicién 1.1.3. Dada una categoria C', la categoria opuesta CP tiene:

= los mismos objetos que C,

= un morfismo f? en C'? por cada morfismo f en C' de forma que el
dominio de f es el codominio de f y el codominio de f°P es el dominio

de f,
fP:X—=>Yel? «» f:Y>XelC.

Es decir, C tiene los mismos objetos y los mismos morfismos que C,
pero cada morfismo tiene la direcciéon opuesta.

Definicién 1.1.4. Un funtor F': C' — D entre dos categorias C'y D es una
flecha que le asigna

» un objeto F(X) € D a cada objeto X € C

» un morfismo F(f) € homp(F(X), F(Y)) a cada morfismo f € home(X,Y)
y que satisface las siguientes condiciones

1. para cada objeto X € C' tenemos F(idx) = idp(x)

2. 81 f € homg(X,Y)y g € home(Y, Z) tenemos F(gof) = F(g)oF(f) €
homp(F(X), F(Z))

Ejemplo 1.1.5. A modo de ejemplo veremos el funtor Hom. Consideramos una
categoria C'y un objeto X en esa categoria. El funtor Hom(X, —) : C' — Set
esta dado por:
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» Hom(X, —) manda cada objeto Y de C en el conjunto de morfismos
Hom(X,Y)
» Hom(X, —) manda cada morfismo f : A — B en el morfismo Hom(X, f) :

Hom(X, A) — Hom(X, B) dado por g — f o g para todo morfismo
g € Hom(X, A)

Los funtores que acabamos de definir se dicen covariantes para distinguir-
los de los que definiremos a continuacion.

Definicién 1.1.6. Un funtor contravariante F' de una categoria C' en una
categoria D es un funtor F': C°? — D. Explicitamente, le asigna

» un objeto F(X) € D a cada objeto X € C
» un morfismo F(f) € homp(F(Y), F(X)) acada morfismo f € home(X,Y)

y que satisface las dos condiciones siguientes:

1. para cada objeto X € C tenemos F(idy) = idp(x)
2. si f € home(X,Y)y g € home(Y, Z) tenemos F(gof) = F(f)oF(g) €
homp(F(Z), F(X))
Ejemplo 1.1.7. Un ejemplo de funtor contravariante es Hom(—, X) : C — Set
esta dado por:
» Hom(—, X) manda cada objeto Y de C en el conjunto de morfismos

Hom(Y, X)

)
» Hom(—, X) manda cada morfismo f : A — B en el morfismo Hom(f, X) :
Hom(X, B) — Hom(X, A) dado por g — ¢ o h para todo morfismo
g € Hom(B, X).

Definicién 1.1.8. Una transformacion natural es un morfismo entre funto-
res: dadas dos categorias C'y D y dos funtores F,G : C — D, una transfor-
macion natural 7" de F' en G es una funcién que

» acadaobjeto X € C le asigna un morfismo 7'(X) € homp(F(X),G(X))
» para cada morfimo f € homg(X,Y), satisface
T(Y)o F(f) =G(f) o T(X)
es decir el siguiente diagrama conmuta

T(X)
—
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1.1.1. Limites y colimites

Los limites y colimites son construcciones universales en una categoria.
Antes de definirlos, necesitaremos revisar la nocion de diagrama.

Definicién 1.1.9. Decimos que una categoria J es pequena si la coleccion
de objetos de J y la colecciéon de morfismos de J son conjuntos.

Definicién 1.1.10. Un diagrama en una categoria C' es un funtor ¥ : J — C'
tal que J es una categoria pequena. Llamamos categoria indexante al dominio
del funtor.

Ejemplo 1.1.11. Consideramos la categoria 2 x 2 que tiene cuatro objetos y
los morfismos ilustrados en el siguiente diagrama:

|

En 2 x 2, el morfismo diagonal es la composicién del morfismo de arriba y del
de la derecha, y también es la composicién de los morfismos de la izquierda y
de abajo. Luego, un diagrama indexado en 2 x 2 es un cuadrado conmutativo.

Podemos pensar la categoria indexante como un grafo dirigido que deter-
mina la forma del diagrama junto con las relaciones de conmutatividad.

Por ejemplo, para definir un morfismo que tenga por dominio la categoria
2 x 2 basta con dar las imégenes de los cuatro objetos junto con cuatro
morfismos:

/]

f‘

QU —
>

a
/|
c
Definicién 1.1.12. Para cualquier objeto ¢ € C' y cualquier categoria J, el

funtor constante ¢ : J — C manda todo objeto de J a ¢ y todo morfismo en
J al morfismo identidad id..

|

Definicién 1.1.13. Un cono sobre un diagrama F' : J — C con vértice
¢ € (' es una transformacién natural A : ¢ = F' cuyo dominio es el funtor
constante en c. Explicitamente,

s Un cono sobre F' : J — C con vértice ¢ € C es una coleccion de
morfismos \; : ¢ = F(j) indexados por los objetos j € J
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» Una familia de morfismos (A; : ¢ = F(j)) define un cono sobre F siy
solamente si para cada morfismo f : j — k en J, el siguiente diagrama

conmuta en C
c
N
F(j) ——s— F(k)

Dualmente, un cono bajo F' con nadir ¢ es una transformacién natural
A F = c. La condicién de naturalidad implica que para cada morfismo
f:j— ken J el siguiente tridngulo conmuta en C'

M~

Observacion 1.1.14. Un cono bajo F' : J — C es un cono sobre F : J? —
cer.

Definicién 1.1.15. El limite de un diagrama F': J — C' es el cono universal
sobre F.

Explicitamente, el limite de F' : J — C' es un objeto limF € C' junto
con morfismos n; : limF — F(j) para cada objeto j de J. Ademds, estos
morfismos cumplen la siguiente propiedad: para cualquier objeto X € C'y
cualquier coleccién de morfismos A; : X — F(j) que satisfacen Ay, = F(f)o);
existe un unico morfismo h : X — limF' tal que \; = n; o h para todo objeto
jen J.

Dualmente, el colimite de un diagrama F' : J — C' es el cono universal
bajo F. Explicitamente, es un objeto colimF en C' junto con morfismos €; —
colimF que forman un cono bajo F. Ademds, para cualquier objeto X en C'
y cualquier coleccién de morfismos A; : j — C' que formen un cono bajo F,
tenemos que existe un unico morfismo ¢ : colimF — X tal que \; = goe;
para todo j en J.
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colimF’
I
g

+

X

A modo de ejemplo, veremos dos colimites y un limite de diagramas
particulares que necesitaremos mas adelante.

Ejemplo 1.1.16. Un coegalizador es el colimite de un diagrama indexado por
la categoria e = e. El coegalizador de un par de morfismos paralelos f, g :
A = B es un objeto Coeq(f, g) junto con un morfismo ¢ : B — Coeq(f, g)
tal go f = g o g y es universal en el sentido que si X es otro objeto con un
morfismo ¢’ : B — X tal que ¢'o f = ¢’ 0 g entonces existe un tinico morfismo
u : Coeq(f,g) — X de forma que el siguiente diagrama conmuta:

f
A —= B —— Coeq(/.9)

|
) 13y
q ~

X

Ejemplo 1.1.17. Dualmente, un egalizador es el limite de un diagrama indexa-
do por la categoria @ = e. El egalizador de un par de morfismos f,g: A = B
es un objeto Eq(f,g) junto con un morfismo e : Eq(f,g) — A tal que
foe = goey es universal en el sentido que si X es otro objeto con un
morfismo ¢’ : X — A tal que foe = goe’ entonces existe un unico morfismo
u: X — Eq(f, g) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ba(f,g) — A =3 B
X

Ejemplo 1.1.18. Un pushout es el colimite de un diagrama indexado por la
categoria e < e — e. El pushout de los morfismos f: A - Byg: A—C
consiste en un objeto P y dos morfismos i, : B — P e iy : C' — P tales que
completan el diagrama a un cuadrado conmutativo y (P, i,43) es universal
respecto al diagrama. Es decir para otra tripleta (@, j1, j2) tal que el diagrama
conmuta, existe un tnico morfismo u : p — @ tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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1.1.2. Categorias abelianas y funtores exactos

En esta seccién, definiremos las categorias abelianas para luego ver los
funtores exactos en este contexto.

Para definir categoria abeliana, necesitamos primero ver los siguientes
conceptos.

Definicién 1.1.19. Sea C' una categoria. Decimos que un objeto ¢t en C es
terminal si para cada objeto a en C' existe un tinico morfismo a — ¢t. Un
objeto s en C' es inicial si para cada objeto a en C existe un tnico morfismo
s — a. Un objeto z en C' es nulo si es inicial y terminal.

Definicién 1.1.20. Sea C' una categoria que tiene un objeto nulo. Definimos
el kernel de un morfismo f : a — b como el egalizador de los morfismos
f,0:a = b. Explicitamente, k: s — a es un kernel de f:a —bsi fk=0y
todo morfismo h : ¢ — a tal que fh = 0 se factoriza de forma tnica a través
de k, es decir existe un tnico morfismo A’ tal que h = kh'

g

S e

Veremos también la nocién dual de cokernel.

Definicién 1.1.21. Consideramos una categoria C' que tiene un elemento
nulo. El cokernel de un morfismo f : @ — b es un morfismo u : b — e tal
que uf = 0 y todo morfismo h : b — ¢ que verifica hf = 0 se factoriza como
h = h'u para un tnico morfismo b’ : e — ¢

o —1 sty

|
[—
x L

C
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Definicién 1.1.22. Sea C' una categoria. Un morfismo m : a — b es mdnico
en (' si para cada par de morfismos paralelos fi, fo : d — a, la igualdad
m o fi = m o fy implica que f; = f5, es decir m es monico si se puede
cancelar a izquierda. Un morfismo h : a — b es epi en C' si para todo par de
morfismos g1, g : b — ¢, la igualdad g; o h = g9 o h implica g; = ¢», es decir
h es epi si se puede cancelar a la derecha.

Definicién 1.1.23. Una Ab-categoria es una categoria para la cual cada
conjunto de morfismos hom(a, b) es un grupo abeliano aditivo donde la com-
posicién es bilineal: dados morfismos f, f':a = by g,¢9 : b — ¢ se cumple

(g+g)o(f+f)=gof+gof +gof+gof

Definicién 1.1.24. Sea A una Ab-categoria y a y b objetos en A. Un dia-
grama de biproducto para los objetos a y b es un diagrama

i1 D2
a ¢ 2 C¢ 7 b
p1 i

tal que pyiy = idg, paia = idp y t1p1 + i2p2 = id.
Estamos ahora en condiciones de dar la definicién de categoria abeliana.

Definicién 1.1.25. Una categoria abeliana A es una Ab-categoria que veri-
fica las siguientes condiciones

1. A tiene un objeto nulo

2. A tiene biproductos binarios

3. todo morfismo en A tiene un kernel y un cokernel

4. todo morfismo monico es un kernel y todo morfismo epi es un cokernel

Veremos ahora la nociéon de funtor exacto en el contexto de categorias
abelianas.

Definicién 1.1.26. Sean C'y C’ categorias abelianas, decimos que un funtor
covariante F' : C' — (" es exacto por izquierda si una sucesién exacta corta

0 > K > M s N > 0

induce una sucesion exacta
0 — F(K) —— F(M) —— F(N)

Decimos que es exacto por derecha si induce una sucesion exacta
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F(K) — F(M) —— F(N) — 0

F es exacto si es exacto por izquierda y por derecha, es decir si preserva
sucesiones exactas cortas.

Proposicién 1.1.27. El funtor Hom(X, —) es exacto por izquierda.

) q .,
' > B s C > 0 una sucesion exac-

Demostracion. Sea 0 > A
ta corta. Queremos ver que

0 —— Hom(X,A) —=— Hom(X,B) —%~ Hom(X,C)

es exacta, donde los morfismos inducidos estan dados por post-composicion
con ity q.

Sea f € Hom(X,A). Siio f = 0, entonces tenemos que (i o f)(x) =0
para todo = € X. Luego, como i es inyectiva, f(z) = 0 para todo x. Entonces
Ker(i,) = {0} y se cumple la condicién de exactitud en

0 —— Hom(X,A) —=— Hom(X,B) .

Como g oi = 0, tenemos que cualquier f € Hom(X, A) tiene imagen
0 € Hom(X,C) mediante f — goio f. Luego I'm(i,) C Ker(q.).

Para probar la otra inclusién, tomamos g € Hom(X, B) tal que gog =0 €
Hom(X, (). Entonces g(X) C Ker(q) = Im(i). Como i es inyectiva es un
isomorfismo sobre su imagen y por lo tanto tiene una inversa i ! : i(A) — A.
Podemos definir f = i7' o g € Hom(X, A) ya que g(X) C Im(i). Luego
io f =gy porlo tanto Ker(q,) C Im(i.). Entonces tenemos exactitud en

Hom(X,A) —=— Hom(X,B) —~— Hom(X,C) .
O

Observacion 1.1.28. En general, el funtor Hom(X, —) no es exacto por dere-
cha. Por ejemplo, consideramos

0 y 7 " 7 s Z/n — 0

con n > 1.
Como no existe un morfismo no nulo de Z/n en Z, tenemos que el extremo
derecho de la sucesién inducida no cumple la condicion de exactitud

0 —— Hom(Z/n,72) —— Hom(Z/n,Z) —— Hom(Z/n,Z/n) ----- » 0

0 0 Z/n
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1.1.3. Lema de Yoneda

Definicién 1.1.29. Decimos que una categoria C' es localmente pequena si
hom(A, B) es un conjunto para cualquier par de objetos A y B.

En esta seccion C' sera una categoria localmente pequena.

Como C' es localmente pequena, cada objeto A en C' induce un funtor
C — Set llamado hom-funtor y denotado por h** = Hom(A4, —) tal que

» 7”4 manda un objeto X en el conjunto de morfismos hom(A4, X)

» 7”4 manda un morfismo f : X — Y en el morfismo f o — (composicién
con f a la izquierda), es decir h*(f)(g) = f o g para g en hom(A4, X)

Teorema 1.1.30 (Lema de Yoneda). Sea F' : C' — Set Para cada objeto
A en la categoria C, las transformaciones naturales de h* en F estin en
biyeccion con los elementos del conjunto F(A). Es decir,

Nat(h?, F) ~ F(A)
Ademds, el isomorfismo es natural en A y F.
Notamos que el isomorfismo Nat(h?, F') ~ F(A) estd dado por:

» dado ¢ € F(X) definimos 7 : hom(—, X)) — F donde ny : hom(Y, X) —
F(X) es el morfismo que manda g : Y — X al elemento F'g(c) en F(X)
donde Fg es la imégen de g por F

» reciprocamente, una transformacién natural 7 : hom(—, X)) — F da lu-
gar a un elemento 7y (idx ) en F'(X) donde ny es el morfismo hom(X, X) —
F(X).

Un importante caso particular del lema de Yoneda es cuando el funtor
F . C — Set es otro hom-funtor. En este caso, el lema de Yoneda afirma que

Nat(h?, h?) ~ Hom(B, A)

Es decir que las transformaciones naturales entre hom-funtores estan en bi-
yeccién con los morfismos (en la direccién opuesta) entre los objetos asocia-
dos. Dado un morfismo f : B — A, denotamos por Hom( f, —) a la transfor-
macién natural asociada.

Definicién 1.1.31. El encaje de Yoneda es un funtor contravariante

% . C — Set®
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donde Set® es la categoria de todos los funtores covariantes de C' en Set, tal
que

= cada objeto A en C'se manda en su hom-funtor asociado h* = Hom(A, —)

= cada morfismo f : A — B se manda en su transformacion natural
correspondiente Hom( f, —)

Observacion 1.1.32. Podemos tomar el encaje de Yoneda como un funtor
covariante considerando

Y . CP — Set®

Definicién 1.1.33. Un funtor cualquiera F' : C' — D induce una funciéon
home(X,Y) — homp(F(X), F(Y)) dada por f +— F(f). Si este morfismo es
inyectivo, decimos que F’ es fiel y si es sobreyectivo decimos que F' es pleno.

Veremos ahora dos consecuencias del lema de Yoneda.

Corolario 1.1.34. El encaje de Yoneda % : CP — Set® es pleno y fiel.

Demostracion. Para esta demostracion nos referimos al corolario 2.2.8 de
[12]. O

Corolario 1.1.35. Sean X e Y dos objetos de la categoria C. Entonces
X ~Y siy solamente si hom(X, —) ~ hom(Y, —).

Demostracion. (=) Esta afirmacién se debe a que % es un funtor: si X e YV’
son isomorfos, entonces hom(X, —) y hom(Y, —) también lo son.

(<) Este sentido es consecuencia de que % sea fiel y pleno y se debe
a una propiedad mas general: si F' : C' — D es un funtor pleno y fiel y
F(X) ~ F(Y) entonces X ~ Y. Para probar esta propiedad, tomemos un
isomorfismo h : F(X) — F(Y') con inversa h=!. Como F es pleno y fiel existe
un tnico morfismo f : X — Y tal que F(f) = h. Andlogamente, existe un
tinico morfismo ¢ : Y — X tal que F(g) = h™'. Entonces

Fidy) =idpx) = h™ o h = F(g) o F(f) = F(fg)

y por lo tanto, como F es fiel, fg = idx. Andlogamente, se ve que gf = idy
y concluimos que f es un ismorfismo. ]
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1.1.4. Adjuncién
Definicién 1.1.36. Sean F' y G dos functores entre C' y D.

CﬁD
G

Decimos que F es adjunto a izquierda de GG si existe una biyeccion natural
homp(F(X),Y) = homa(X,G(Y)) para X € C.Y € D
y lo notamos como F' - G.
Lema 1.1.37. El funtor hom(X, —) verifica
hom (X, limX;) ~ lim hom(X, X;)
y el funtor hom(—, X) verifica
hom(colimX;, X') ~ lim hom(X;, X)

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de que al ser hom (X, —)
un funtor covariante preserva el sentido de las flechas en los conos.

Por el otro lado, como el funtor hom(—, X') es contravariante da vuelta
las flechas de conos lo que nos da la segunda afirmacion. O]

Proposicién 1.1.38. 5@ F' 4 G, entonces F preserva colimites y G preserva

limites.
Demostracion.
homp(F(colimX),Y) ~ homg(colimX, G(Y)) (1)
~ limhom¢ (X, G(Y)) (2)
~ limhomp(F(X),Y) (3)
~ homp(colimF'(X),Y) (4)

Donde (1) y (3) se deben a la definicién de adjuntos y (2) y (4) se deben
al lema 1.1.37. Entonces, por corolario 1.1.35 del lema de Yoneda, tenemos
que F(colimX) ~ colimF'(X). De forma andloga, se prueba que G preserva
limites. O

1.2. Teoria de homotopia

En esta seccion veremos los grupos de homotopia superiores, asi como
resultados importantes de la teoria de homotopia que utilizaremos en el tra-
bajo. Para ello, nos referimos a [6].
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1.2.1. CW-complejos

Definicién 1.2.1. Un CW-complejo es un espacio topoldgico que se cons-
truye de forma inductiva mediante un proceso de pegado de n-discos que
llamamos n-células a lo largo de las (n — 1)-esferas que constituyen sus bor-
des. Concretamente, la construccién de un CW-complejo sigue los siguientes
pasos:

» Comenzamos con un conjunto discreto X° cuyos puntos llamamos 0-
células.

» Inductivamente, construimos el n-esqueleto X" a partir de X" ! pe-
gando n-células e” a través de mapas ¢, : S"' — X", es decir que
X™ es la uni6én disjunta X" U, D" donde identificamos x con ¢, ()
para todo x € 9D].

= Este proceso puede terminar luego de un nimero finito de pasos to-
mando X = X" para algin n < oo o puede continuar idefinidamente
y en ese caso tomamos X =, X™.

Definicién 1.2.2. Sean X e Y CW-complejos y f : X — Y continua.
Decimos que f es celular si manda el n-esqueleto de X en el n-esqueleto de
Y para todo n, es decir, si f(X™) € Y para todo n.

1.2.2. Operaciones en espacios

En esta seccion estudiaremos el mapping torus y el mapping telescope.

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio topoldgico. El mapping torus de un
morfismo f : X — X esta definido por

T(X, f) = (X x[0,1])/ ~
donde la relaciéon ~ esta dada por (x,1) ~ (f(x),0) para todo x € X.

Veremos algunas propiedades del mapping torus que necesitaremos mas
adelante.

Lema 1.2.4. [9] El morfismo T(f) : T(X, f) — T(X, f) dado por (z,s) —
(f(z),s) es homotdpico a la identidad.

Demostracion. Consideramos

H(x,s,t):{

(x,s+1) sis+t<1
(f(z),s+t—1) sis+t>1
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Sit =0, tenemos H(z,s,0) = (z,s) =1id(zx, s).

Sit =1, tenemos H(z,s,1) = (f(z),s) =T(f)(x,s).

Ademés, H es continua si s +t = 1 porque (z,1) ~ (f(z),0) en T(X, f).
Por lo tanto, H es una homotopia de la identidad a T'(f). O

Lema 1.2.5. [9] Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y y g :
Y — X dos morfismos. Entonces, T(X,go f) y T(Y,f og) son espacios
homotopicamente equivalentes.

Demostracién. Primero veremos que f induce un morfismo f : T(X,gof)—
T(Y,fog)

Para ello consideramos

X x[0,1] 295y x [0,1]

(f x id)(x,1) = (f(x),1) es equivalente a (f x id)(g o f(x),0) = (fogo
f(z),0) en T(Y, f o g), entonces tenemos que F' es constante en las clases de
equivalencia y por lo tanto pasa al cociente.

Entonces, festé bien definida.

De manera andloga, se ve que g induce un morfismo g : (Y, f o g) —
T(X,go f).

Luego tenemos

T(X,go f) = T(Y,fog) —2= T(X.g0 f)

\/

T(gof)

-~

Por el lema anterior, T'(g o f) ~ idr(x,40f) y POT lo tanto, go f ~ idp(x gof).-
Por otro lado, tenemos

T(Y,fog) — T(X,go f) —— T(V.f o g)

\/

T(fog)
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Entonces, como T'(f o g) ~ idr(y,foq), tenemos que fo G ~ idrey,fog)-
Por lo tanto, T'(X, go f) y T(Y, f o g) son homotépicamente equivalentes.
0

Lema 1.2.6. [9] Si f,g: X — X son morfismos homotépicamente equivalen-
tes, entonces T(X, f) y T(X,g) son espacios homotépicamente equivalentes.

Demostracion. Sea H : X x [0,1] — X una homotopia de f a g.
Definimos los morfismos F': T'(X, f) = T(X,9) y G : T(X,g9) = T(X, f)
mediante

) (z,25) sis <
Fle.s) = {(H(x,?s —1),0) sis>

N D=

) (z,25) sis <
Gu”y_{gu@Q—%)m sis >

Luego, tenemos que G o F': T(X, f) — T(X, f) esta dado por

N N

(x,4s) sis <1
(z,8) > (H(z,2—45),0) sit<s<1i
(H(z,2s—1),0) sis>3

Veremos que G o F' es homotépico a la identidad dando una homotopia
explicita H'. La homotopia H' : T'(X, f) x [0,1] = T'(X, f) estd dada por

(x,s+1) sis+t<1
H'(.5.1) (r,4(s+t—1)) sil<s+t<?2
x,Ss,t) = .
(H(z,2—4(s+t—1)),0) si2<s+t<3
(H(z,2(s+t—1)—1),0) sid<s+t

Andlogamente, se ve que F' o GG es homotépico a la identidad.
Concluimos entonces que T'(X, f) y T(X, g) son homotdpicamente equi-
valentes. ]

Antes de ver la definicién del mapping telescope, definiremos el mapping
cylinder de un morfismo.

Definicién 1.2.7. Sean X e Y espacios topolégicos. El mapping cylinder de
un morfismo f: X — Y estd definido por

My = (([0,1] x X)uY)/ ~

donde la relacion ~ estd dada por (0,z) ~ f(x) para todo z.
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Definicién 1.2.8. El mapping telescope de una secuencia de morfismos

X, Ly x, Iy x,

es la unién de los mapping cylinders My, con las copias de X; en My, y My, |
identificadas para todo .

X X X X

0 1 2 3

Equivalentemente, el mapping telescope es el cociente de la unién disjunta
[1(X; x [i,7 + 1]) en que cada punto (z;,i+ 1) € X; x [i,i + 1] se identifica
con (fl(l'z)72 + 1) € Xz‘+1 X [Z + 1,7+ 2]

Observacion 1.2.9. En el mapping telescope T, sea T; la unién de los pri-
meros ¢ mapping cylinders. T; se retrae por deformacién en X; retrayendo
sucesivamente cada mapping cylinder hacia la derecha.

Si los morfismos f; son celulares, cada mapping cylinder es un C'W-
complejo y el mapping telescope T es una unién creciente de los subcomplejos
T, ~ X,.

Observacion 1.2.10. Notaremos el mapping telescope de una secuencia de
laforma ¥ Loy Loy Lo , como | J M(f) donde M(f) es el
i=1

mapping cylinder de f.

1.2.3. Los grupos de homotopia de orden superior m,(X)

Indicaremos el intervalo unitario mediante I = [0, 1]. El n-cubo unitario
sera I™ y su frontera 0I".

Consideraremos I"~! € I" identificando I"~! con la cara de I"™ que tiene
tltima coordenada s, = 0. Sea J" ! la clausura de 9I™ — "L, es decir, la
unién del resto de las caras de I™.

Definicién 1.2.11. Dado un espacio X con un punto base xy € X, de-
finimos 7, (X, xy) como el conjunto de clases de homotopia de morfismos
f(m™0I") — (X, xg), donde las homotopias f; verifican que f;(01") = x.
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El conjunto 7, (X, zo) tiene estructura de grupo con el producto entre dos
elementos f, g € m,(X, z¢) definido mediante

f(251,...,8,),81 1 € [0, 3]
g<281 - 17 -'-75n)7Si 51 € [%7 1]

(f : g)(Sl, "'75n) = {

Observacion 1.2.12. El primer grupo de homotopia, o grupo fundamental,
por lo general no es abeliano; sin embargo, m,(X, zo) es abeliano si n > 2
(ver [6] p.340).

Observacion 1.2.13. Si X es conexo por caminos, entonces m, (X, zg) es inde-
pendiente de la eleccién de punto base y lo notaremos por m, (X).

Observacion 1.2.14. Nos serd tutil para mas adelante considerar la siguiente
definicion alternativa de m,,(X). Un morfismo (1™, 0I™) — (X, xg) es analogo
a un morfismo del cociente 1" /01" = S™ a X que lleva el punto base sy =
oI"/OI™ a xy. Luego, podemos ver 7,(X) como el conjunto de clases de
homotopia de morfismos (S™, sg) — (X, o).

Observacion 1.2.15. Un morfismo ¢ : (X, z9) — (Y, yo) induce un morfismo
Gy (X, g) — (Y, yo) definido mediante ¢.([f]) = [¢f]. Luego, 7, es un
funtor.

Definicién 1.2.16. Dado un par (X, A) con punto base zy € A, definimos
el n-ésimo grupo de homotopia relativo m, (X, A, xg) como el conjunto de
clases de homotopia de morfismos (I™, 91", J" 1) — (X, A, x¢), donde las
homotopias son a través de morfismos de la misma forma.

Observacion 1.2.17. En realidad, para n = 1, m,(X, A, xy) no es un grupo.
Silo es paran > 2y es abeliano para n > 3.

Veremos a continuacién que los grupos de homotopia relativos encajan
en sucesiones exactas largas. Esta es una propiedad muy ttil de los grupos
de homotopia superiores.

Teorema 1.2.18. Dada una tripleta xo € B C A C X, tenemos una suce-
sion exacta larga de grupos de homotopia relativos:

- —— m(A, B, xo) LN (X, B, xg) L> (X, A, o) _9

donde i, y j. son los morfismos inducidos por las inclusiones (A, B, xy) <
(X, B,x0) y (X,B,x9) — (X, A, xg) respectivamente. El morfismo § estd
dado por la restriccion de morfismos (I",0I", J"™') — (X, B, zo) a I"71.
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Demostracion. Para esta demostracién nos referimos al teorema 4.3 de [6].

]

Observacion 1.2.19. Tomando B = z( en la sucesion exacta larga anterior
obtenemos la sucesién exacta larga para un par g € A C X:

- ——— (A, xg) SN (X, o) J—> (X, A, x0) SN

Definicién 1.2.20. Decimos que un espacio X con punto base zy es n-conexo
si m, (X, z9) = 0 para i < n.

Observacion 1.2.21. Si un espacio es 0-conexo, es conexo por caminos y si es
1-conexo, es simplemente conexo. Como ser n-conexo implica ser 0-conexo,
la eleccion de punto no es significativa y podemos dar la definicion de ser
n-conexo sin considerar punto base.

Definicién 1.2.22. Decimos que el par (X, A) es n-conexo si m;(X, A, z9) =0
para todo ¢ < n, i > 0y todo xg € A.

1.2.4. Teorema de Whitehead

Definicién 1.2.23. Dados dos espacios topoldgicos X e Y, un morfismo
f X — Y es una equivalencia débil de homotopia si para todo z € X y
para todo n > 1, f induce isomorfismos en los grupos de homotopia:

fo:ma(X,2) = w0, (Y, f(2))

Teorema 1.2.24 (Teorema de Whitehead). Una equivalencia de homotopia
débil entre CW complejos conexos es una equivalencia homotopica.

Ademds, si la equivalencia débil estd dada por por la inclusion de un
subcomplejo Y — X, entonces la conclusion es mdas fuerte: Y es retracto por
deformacion de X.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos al teorema 4.5 de [6].

[]

Veremos también la siguiente version del teorema de Whitehead que con-
sidera grupos de homologia en vez de grupos de homotopia que por lo general
son mas faciles de calcular. Para las definiciones de homologia y homologia
reducida, nos referimos a la seccién 2.1 del capitulo 2 de [6].
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Teorema 1.2.25. Una funcion continua f : X — Y entre CW-complejos
simplemente conexos es una equivalencia homotopica si induce isomorfismos
en los grupos de homologia para todo n € N:

fo: Hy(X) = Hy(Y)

Demostracion. Para esta demostracion nos referimos al corolario 4.33 de [6].
O

1.2.5. Teorema de aproximaciéon CW

Definicién 1.2.26. Una aproximacién CW de un espacio X es un CW-
complejo Z junto con una equivalencia de homotopia débil f: Z — X.

El teorema de aproximacion CW nos dice que para todo espacio X existe
una aproximacién CW.

Teorema 1.2.27 (Aproximacién CW). Para todo espacio X existe una apro-
ximacion CW f : Z — X.

Si X es conexo por caminos, podemos tomar Z con una unica 0-célula
de tal forma que el resto de las células se pegan mediante morfismos que
preservan el punto base.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos a la proposicion 4.13
de [6]. O

La siguiente propiedad nos da una interpretacién mas geométrica de la
nocién de n-conexion.

Proposicién 1.2.28. Si (X, A) es un par CW n-conezxo, eziste un par CW
(Z,A) ~ (X, A) rel A tal que todas la células de Z — A tienen dimension
mayor que n.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos a la proposicion 4.15
de [6]. O

Nos interesa también notar que las aproximaciones CW se comportan
bien con respecto a la homologia.

Proposicion 1.2.29. Una equivalencia de homotopia débil f : X — Y
induce isomorfismos f. : H,(X) — H,(Y) para todo n.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos a la proposicion 4.21
de [6]. O
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1.2.6. Teorema de Hurewicz

Teorema 1.2.30 (Teorema de Hurewicz). Si un espacio X es (n—1)-conexo,
n > 2, entonces Hy(X) = 0 para todo i <n y m,(X) ~ H,(X).

Si un par (X, A) es (n — 1)-conexo, n > 2 y ademds A es simplemente
conezo y no vacio, entonces H;( X, A) = 0 parai <n ym,(X,A) = H,(X, A).

Demostracion. Para esta demostracion nos referimos al teorema 4.32 de [6]
O

El teorema de Hurewicz en esta forma afirma la existencia de un iso-
morfismo entre grupos de homlogia y grupos de homotopia, pero podemos
refinarlo dando un isomorfismo explicito.

Definicién 1.2.31 (Morfismo de Hurewicz). Considerando 7,(X, A, xy) co-
mo clases de homotopia de morfismos f : (D", D", so) — (X, A, ), el mor-
fismo de Hurewicz h : m,(X, A, x0) — H,(X, A) esta dado por h([f]) = f.(@)
donde « es un generador fijo de H, (D", 0D") ~ Z y

fe: Hy(D",0D™) — H,(X, A)
es inducido por f.

Proposicién 1.2.32. El morfismo de Hurewicz h : m,(X, A, xo) — Hp(X, A)
es un homomorfismo para todo n > 1.

Para enunciar el teorema Hurewicz de una forma mas sencilla, haremos
una ligera modificacién: consideraremos A, el morfismo inducido por h en
7l (X, A, xp), la abelianizacién de m,(X, A, xo).

Teorema 1.2.33 (Forma general del teorema de Hurewicz). Si (X, A) es un
par (n —1)-conexo de espacios conexos por caminos con A no vacio yn > 2,
entonces I = w (X, A, x9) — H,(X,A) es un isomorfismo y H;(X,A) =0
para v < n.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos al teorema 4.37 de [6].
O



Capitulo 2

Realizacion geométrica y
complejos de cadenas

En este capitulo veremos primero cémo asignarle un complejo de cadenas
a un CW-complejo, usando como referencia a [6], y luego describiremos las
formas que puede tomar segin las propiedades que tenga el CW-complejo. A
continuacion, estudiaremos los conjuntos simpliciales. Definiremos dos fun-
tores: el funtor realizaciéon geométrica que le asigna a un conjunto simplicial
un espacio topolégico y el funtor Sing que le asigna a un espacio topologi-
co un conjunto simplicial y veremos algunas de sus propiedades. Para ello,
usaremos como referencias a [7], [13] y [8].

2.1. Complejo de cadenas asociado a un CW-
complejo
Definicién 2.1.1. Decimos que un C'W-complejo X es

1. de dimensién finita si, dim(X) = n para algin n, es decir X = X"
para algin n.

2. de esqueleto finito si, X™ es finito para todo n.

3. finito, si tiene finitas células, es decir, si es de dimensién finita y de
esqueleto finito.

Definicién 2.1.2. Decimos que un complejo de cadenas (C,, d) es

1. acotado o de largo finito, si los médulos C; son nulos salvo para una
cantidad finita de indices.

21
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2. finitamente generado, si todos los médulos C; son finitamente genera-
dos.

3. de tipo finito, si es acotado y finitamente generado.

En esta seccién, describiremos como asignarle un complejo de cadenas a
un CW-complejo y veremos qué forma tiene segin las propiedades que tenga
el CW-complejo.

Empezaremos viendo el siguiente resultado preliminar que corresponde al
lema 2.34 de [6].

Lema 2.1.3. [6] St X es un CW-complejo, entonces:

0, sik#n

Z#nfcelulas’ sik=n

1. He( Xy, Xpq) = {

Es decir, si k = n entonces Hy(X,, X,_1) es un grupo abeliano libre
con una base en biyeccion con las n-células de X .

2. H,(X,) = 0si k > n. En particular, si X tiene dimension finita en-
tonces Hi(X) =0 si k > dim(X).

3. La inclusion i : X,, — X induce un isomorfismo Hy(X,) — Hp(X) si
k <n.

Demostracion. 1. X,, se obtiene de X,,_; pegando las n-células (e%),. Toma-
mos un punto x, en el centro de cada n-célula (e%),. Sea A = X,, — {(e})a}a.
Entonces, A se retrae por deformaciéon en X,,_; y por lo tanto tenemos

Hk(Xnu Xn—l) = Hk(X’m A)

Aplicando excision en X,,_; obtenemos que

Hyp(Xy, A) ~ ©\H(DY, DY — {x)})

0, sik -1
Por otro lado, tenemos que Hy (DY —{z,}) = Hp(Sy ') = {Z, S? L 7 n 1’
sik=n—

Ademads, H,(DY) = 0 para todo k > 1.
Luego, usando la sucesion exacta larga del par (D}, DY — {z,}) obtenemos
que
~ Z, sik=n
H,(D?, DY —{z)}) >~ Hp_1 (ST H =" ’
#(DX, DY = {xa}) ~ Hi1(S)7) {0 Sk 4n

Concluimos entonces que
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0, si k # n,

Hk(Xn, Xn—l) = @)\Hk(DS\L7 D;\L - {CL‘,\}) = {Z#n—células

sik=n

2. Consideramos la sucesién exacta larga del par (X, X,,—1)

v He (X, Xoo1) — Hi(Xpo1) — Hi(X,) — Hi(Xo, Xo1) — -

Sik#nyk+1+#n tenemos por la parte anterior que Hy,1(X,, X, 1) =0
y Hi (X, Xn—1) = 0. Por lo tanto, Hg(X,,—1) >~ H(X,). Luego, si k > n, en
particular tenemos k # ny k+1 # n y podemos iterar el argumento anterior
obteniendo

Hp(X1) ~ He(X,) ~ ... >~ Hi(Xo)

Como X es una coleccién de puntos, tenemos que Hy(Xy) = 0. Concluimos
entonces que Hi(X,) =0si k > n.

3. Probaremos la afirmacion para el caso donde X es un CW-complejo finito.
Sea k < n y consideramos la sucesién exacta larga del par (X, 41, X,,)

e Hk+1(Xn+17Xn) — Hk(Xn) — Hk(Xn+1) — Hk(Xn+1>Xn> — ..

Como k < n, tenemos que k+ 1 # n+ 1y k # n+ 1. Luego, por la parte
anterior Hy.1(X,11,X,) = 0y Hp(Xp11, X)) = 0. Por lo tanto, Hy(X,,) ~
Hi(X,41) e iterando este argumento obtenemos

Hp(X,) ~ Hp(Xpg1) ~ Hp(Xpgo) ~ oo~ Hi (X)) = He(X)

donde [ verifica que X,,;; = X. Como X tiene dimensién finita, X = X,
para algun [.

La idea para el caso donde X tiene dimension infinita es reducirse al
caso anterior usando el mapping telescope para construir in CW-complejo al
menos localmente de dimension finita. Para esta demostracién nos referimos

a [6]. O

A continuacién, veremos cémo asignarle un complejo de cadenas a un
CW-complejo en términos de una estructura celular dada y probaremos que
es independiente de la estructura celular.

Definicién 2.1.4. Sea X un CW-complejo. El complejo de cadenas celular
(Ce(X), d,) esté dado por

Co(X) = Hp (X0, Xno1)
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donde H,,(X,, X,,_1) es un grupo abeliano libre con una base en biyeccién con
las n-células de X, junto con los morfismos de borde d,, : C,(X) — C,,_1(X)
definidos por el siguiente diagrama

Hn(Xn+17 Xn)

/

Hn(Xn—l) Hn(XrH-l)

\
H

Xy) |

dn 1 n
Hn—l—l(Xn—i—l;Xn) —+> Hn(Xnan—l> d ” Hn—l(Xn—l)Xn—2>
& In—1
Hn—l(Xn—l)
Hn—l(Xn—Q)

donde los complejos de cadenas diagonales estan dados por sucesiones exactas
largas de pares. En decir,

dn = jn_lﬁn : Cn(X) — Cn—l(X)
Notamos que se verifica d,d, 1 = 0 pues

dndn+1 = jnflanjnanJrl =0

ya que O,j, es la composicion de dos morfismos de borde consecutivos en
una sucesion exacta larga y por lo tanto 0,7, = 0.

Tenemos entonces, que (Co(X),d,) es efectivamente un complejo de ca-
denas.

Definicién 2.1.5. La homologia celular HE" (X) de un CW-complejo es la
homologia del complejo de cadenas celular (Co(X), ds).

Para probar que el complejo de cadenas celular es independiente de la
estructura celular considerada, veremos que la homologia celular de un CW-
complejo X coincide con la homologia singular.

Proposicién 2.1.6. [6] HSY (X) y H,(X) son isomorfos para todo n, donde
H,(X) es la homologia singular de X .
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Demostracion. Como H, (X1, X,) =0y H,(X) ~ H,(X,41), obtenemos
del diagrama anterior

H,(X) ~ Ho(X,)/ Ker(in) ~ H,(X,)/Im(d:1)

Ademas H,(X,) ~ Im(j,) ~ Ker(d,) ~ Ker(d,). El primer ismorfismo se
debe a que j, es inyectiva, el segundo es consecuancia de la exactitud de la
sucesion exacta larga y vale Ker(0,) ~ Ker(d,,) ya que d,, = 7,10, ¥ jn—1 €S
inyectiva.

Por otro lado, tenemos que Im(9,,41) ~ Im(d,,11) pues dyi1 = jnOns1 V Jn €8
inyectiva.

Concluimos entonces que

Hy(X) ~ Hy(X,)/ I (8s1) =~ Ker(dy)/ Im(dyy) = HEY (X)

Veremos ahora algunas consecuencias inmediatas

1. Si X no tiene n-células, entonces C,, = H,(X,, X,,_1) = 0. En particu-
lar; si X es un CW-complejo de dimensién finita, entonces C,, = 0 para todo
n > dim(X) y por lo tanto el complejo de cadenas celular asociado a X es
de largo finito.

2. Si X es un CW-complejo de esqueleto finito, entonces tiene finitas
células en cada dimensién y por lo tanto, C,, = H,(X,,, X,,_;) = Z#n—c¢lulas
es finitamente generado.

3. Si X es un CW-complejo finito, entonces es de dimension finita y de
esqueleto finito. Luego, el complejo de cadenas celular de X es de largo finito
y cada C, es finitamente generado.

2.2. Conjuntos simpliciales y su realizacion
geométrica

2.2.1. La categoria S de conjuntos simpliciales

En esta seccién, veremos la definicion categdrica de conjunto simplicial y
luego veremos una interpretacion geométrica.

Definicién 2.2.1. Definimos la categoria A de los ordenales finitos de la
siguiente manera

= los objetos son los conjuntos ordenados [n] = {0,1,2,...,n} con n € N:

Obj(A) = {[n] : n € N}
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» los morfismos son las funciones mondtonas crecientes:

homa([n], [m]) = {f = [n] = [m] : (i) < f(j) si i <j}
Definicién 2.2.2. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante
X A — Set

o0, equivalentemente, un funtor covariante X : A’ — Set.

Observacion 2.2.3. Esta definicion se puede generalizar para categorias arbi-
trarias C', definiendo un objeto simplicial en C' como un funtor contravariante

A= C.

Definiremos ahora morfismos particulares en la categoria A.

Definicion 2.2.4. Los morfismos cocara son los endomorfismos de la cate-
goria A definidos mediante:

di:n]—>[n+1,n€Z n#0,i€{0,..,n}

di( ) m sim <1
m:
" m—+1 sim>i

Es decir, d’ ({0,--- .n}) = {0,--- ,%,--- ,n}, donde ¢ significa que omitimos
ien{0,---,n+1}.

Los morfismos codegeneracién son los endomorfismos de A definidos me-
diante:

shiln+1]—nl,neZ je{0, .. n}

j( ) m sim<j
st (m) =
" m—1 sim>j

Es decir, 3;({0’... .n—i—l}):{(),--- N ,n}.

Ejemplo 2.2.5. Podemos ver los objetos de la categoria A como objetos de
la categoria T'op mediante el funtor covariante F' : A — Top tal que

{0, ,n} > |A"|

donde |A™| es el n-simplex estdndar de Top dado por

A= {(tO"" Jta) € R Ztiz Lyt ZO}

=0
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Definimos el morfismo

fe o |A"] = [A™]
inducido por f:{0,--- ,n} — {0,--- ,m} mediante

fultos - stn) = (S0s - 4 Sm) donde s; = Z t;
f@)=j

La funcién f, es afin y por lo tanto es continua.
Ademds, veremos que si (¢, - ,t,) € |A™| entonces (sg, - -, Sm) € |A™:

S =3 Y ==
i=0 i=0 f(j)=i j=0

Tenemos entonces que F': A — Top es efectivamente un funtor.

Notamos que el morfismo cocara d’. manda |A"| en la i-ésima cara de
|A"| v que el morfismo codegeneracién s/ manda |A™| en |[A""!| pegando
los vértices 7y 7+ 1.

Veremos ahora que cualquier morfismo en la categoria A es la composicion
de morfismos cocara y morfismos de codegeneracion, lo que resulta muy ttil
para describir un conjunto simplicial.

Lema 2.2.6. [7] En A, cualquier morfismo f : {0,--- ,n} — {0,---n'} tiene
una unica representacion de la forma

f=db. . digh... gh (1)

donde los enteros no negativos satisfacen n + k — h = n' y ademds los su-
praindices satisfacen

n > > >0 >0 0<ji<--<jn<n

Demostracion. Una funcién mondtona creciente f queda completamente de-

terminada por su imagen en {0, - -- ,n'} y por los elementos j € {0,--- ,n—1}
donde la funcién no crece, es decir los j tales que f(j) = f(j + 1).

Luego, sean iy, - , i) en orden creciente los elementos de {0,--- ,n'} que
no estdn en la imagen de f y sean ji,---,J, los elementos de {0,--- ,n}

donde f no crece.
Tenemos entonces que f = d% ---d"s/t ... g, O]
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Lema 2.2.7. Las caras y degeneraciones satisfacen las siguientes relaciones
llamadas identidades cosimpliciales:

d'd = &~ 'd si i< j,

gt = glgi Tt si i< 7,
sd' =d'd'  sioi<j, (2)
sSd =1 sioi=4,5+1,

Sdt=d s sii>j+1

Demostracion. Estas relaciones se verifican directamente a partir de la defi-
nicion de d' y de s'.
Por ejemplo, para la primera, como ¢ < 7, tenemos que

didi([n]) = d*({0,---, i -5, ,n}) =40, i, ,J,--,n}

lugar i

A di(n)) = Y0, iy, G e n}) =40, 4, g n)
~~

lugar j-1

Proposicién 2.2.8. [7] Los morfismos de la categoria A son todas las compo-
siciones de todos los morfismos d* y 87 sujetas a las identidades simpliciales.

Demostracion. Por el lema 2.2.6, tenemos que todo morfismo en A es una
composicién de morfismos cocara y codegeneracion. Ademas, las relaciones
del lema 2.2.7 nos permiten escribir cualquier composiciéon de morfismos co-
cara y codegeneracion en la forma (1). H

Consideremos, ahora, la categoria opuesta A°?. Recordamos que los ob-
jetos de A son los mismos que los objetos de A y para cada morfismo
[n] — [m] en A, tenemos un morfismo [m] — [n] en A°.

Sea d; el morfismo correspondiente a d' en la categoria A%, y s; el mor-
fismo correspondiente a s‘. Llamamos morfismo cara a d; y morfismo dege-
neracion a s;.

Como (—)° es un funtor contravariante, las identidades cosimpliciales
inducen las siguientes relaciones:

djdi = didj—l si o1 S j,

$iSj = Sj4+1Si sio1 S j,
diSj = Sj—ldi si 1< j, (3)
diSj:]. si Z:],j+1,

diSj = dei,1 si 1> ] +1
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Anélogamente a la proposicién 2.2.8, tenemos que todos los morfismos
de A° estan generados por composiciones de morfismos cara y degeneracion
sujetos a las relaciones (3).

Esto nos permite dar una definicién mas concreta de conjunto simplicial:
para dar un conjunto simplicial alcanza con definir conjuntos de n-simplices,
morfismos cara y morfismos degeneracién.

Si X es un conjunto simplicial, sea X,, = X({0,--- ,n}) y notaremos por
d; a X(d;) y por s; a X(s;).

Proposiciéon 2.2.9. Un conjunto simplicial X es una coleccion de conjuntos
X, para cada n > 0 junto con funciones d; : X, — X_1 y s; : X, = Xpaq,
para todo 0 <1 <n y para todo n, que satisfacen las siguientes relaciones:

djdi = didj,1 st 1 S j, 4

8i8; = Sj+18; sto1< 7,

A/\/—\/—\/\
D Ot
DD

diSj = Sj—ldi 511 < j,
diszl S0 Z:]7]+17
diSj = dei—l sto1> ] +1

Llamamos vértices del conjunto simplicial a los elementos de X y simpli-
ces a los elementos de todos los X,,. Decimos que un simplice x es degenerado
si z es la imagen de algun s;.

La proposicién que veremos ahora muestra que alcanza con identificar
los simplices no degenerados de un conjunto simplicial, pues los simplices
degenerados son la imagen de simplices no degenerados por composiciones
de morfismos s;.

Proposicién 2.2.10. [8/ Un simplice z en un conjunto simlicial X tiene
una unica representacion

2= 85, SpT

donde x es un simplice no degenerado en X y los subindices satisfacen j; <
e <& jh-

Demostracion. Supongamos que z es un simplice degenerado, el caso donde
z es no degenerado es obvio.

Entonces por definicién, z = s;,x; para algiun simplice z;1. Si 1 es dege-
nerado, tenemos que x1 = s;,T2 v luego z = s;,s;,72. Continuando con este
proceso, obtenemos que z = s;, - - - §;, © para algin simplice no degenerado x.

Para probar que esta representacién es tunica, supongamos que z tiene
dos representaciones z = Sz y z = S’2’ donde S y S’ son composiciones de
morfismos degeneracién y x y 2’ son simplices no degenerados.
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SiS=s4--s,seaD=d,;, ---d;. Por (7), tenemos que DS =1y por
lo tanto x = DSx = DS"x’.

Aplicamos (6) sucesivas veces hasta obtener D composicién de morfismos
cara y S’ composicién de morfismos degeneracién tales que DS’ = S'D.

Como z es no degenerado y © = DS'z’ = S’Da’, tenemos que necesaria-
mente S’ = 1. Obtenemos entonces que z = Dz’ es una cara de 2.

Andalogamente, se ve que 2’ es una cara de x y por lo tanto x = z'.

La unicidad de S y la condicién sobre los subindices es consecuencia de
2.2.6. ]

Definicién 2.2.11. Un morfismo de conjuntos simpliciales f : X — Y es
una transformacién natural de los funtores X e Y.

Observacion 2.2.12. Un morfismo simplicial f : X — Y es una sucesion de
morfismos f, : X, = Y, paran > 0 tales que f,_1d; = d;f, ¥ fnt15; = S fn-

De hecho, por definiciéon, si f : X — Y es una transformacién natural
entre conjuntos simpliciales, tenemos que existen morfismos f, y f,_1 tales
que el siguiente diagrama conmuta

d;
X, — X,

W e

Yn T> Yn—l

lo que implica que f,_1d; = d; f,.
Analogamente, existen morfismos f, .1 v f, tales que el siguiente diagrama
conmuta

S
X, —— X1

fnl lfn+ 1

Y, S—]> Yot

lo que implica que f,415; = s;fn

Definicién 2.2.13. La categoria S es la categoria cuyos objetos son los
conjuntos simpliciales y cuyos morfismos son las transformaciones naturales.

Definicién 2.2.14. Definimos el n-simplice estandar A™ en S como el funtor
contravariante

A" := homa(—,[n]) : A — Set
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que manda un morfismo f : [m] — [m’] en A en un morfismo g dado por

g(o’(i)) = a(f())
donde o € homa([m/], [n]) y o' € homa(|m], [n]).
Observacion 2.2.15. Aplicando el lema de Yoneda, tenemos que
Nat(homaer([n], —), K') = homg(homa (—, [n]), K) = homg(A", K)

donde K : A°? — Set es un funtor.
Entonces, para todo conjunto simplicial X se cumple que

homg(A", X) ~ X,

Observacion 2.2.16. Alternativamente, podemos definir el n-simplice estandar
A" mediante sus simplices,

Al = {(ko, k1, - ykm):0<ko<--- <k, <n}
sus morfismos cara
di((ko, - km]) = (Ko, -+ s Fiy - Kom)
y sus morfismos degeneracion:
si((ko, -+ km)) = (Ko, -+ s kg g -+ - Kom)

Es facil ver que verifican las relaciones de 2.2.9.

Observamos que A" es lo que obtenemos al considerar el conjunto sim-
plicial més pequenio que contiene a [n] y es cerrado bajo los morfismos cara
y degeneracion.

Definicién 2.2.17. Un subconjunto simplicial de un conjunto simplicial X
es un conjunto simplicial Y que satisface Y,, C X,, para cada n > 0, y que
hereda los mismos morfismos cara d; y degeneracion s;.

Definicién 2.2.18. Dado un conjunto simplicial X, definimos el n-esqueleto
sk X de X como el subconjunto simplicial de X tal que

(sk"X), = {r € X, : existen s € homa([p],[q]), ¢ <n, ey €
X, tales que x = X(s)(y)}

Observacion 2.2.19. Notamos que (sk"X), = X, si p < n,

sk?X Csk'!X Csk®’X C---Csk"X C---C X
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y que

X = colim,,¢sk" X

Definicién 2.2.20. La dimensién de un conjunto simplicial X es el minimo
n tal que sk X = X. En el caso de que sk" X # X para todo n decimos que
X no tiene dimension finita.

Definicién 2.2.21. Si X es un conjunto simplicial de dimensién n, denomi-
namos contorno de X a sk" 'X y lo denotamos por 0.X.

Notamos que si X es un conjunto simplicial y ¢ es un n-simplice, podemos
considerar el simplice singular asociado ¢ : A — X. Como

homg (A}, X) ~ X,, = (sk"X),, ~ homg(Al,sk" X)
tenemos que ¢ : A} — sk"X.

Proposicién 2.2.22. [3] Sea X un conjunto simplicial. El siguiente diagra-
ma es un pushout

[T oAr —L kX

N j [ )

[1 A7 —2— sk"X
ceENX,

donde N X, es el conjunto de n—simplices no degenerados, [ es la restriccion
y g se define como

g= 11 o

oceNX,

Demostracion. Para probar que (9) es un pushout alcanza con probar que

I (0A7), —Ls (sk"1X),

gemi [ "

[ (Ap)i —5— (sk"X);

7
cENX, ‘
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es un pushout para todo i < n.

Para i < n, las inclusiones (10) son igualdades y por lo tanto (10) es un
pushout.

Para el caso i = n, notamos que el complemento de (OA?), visto en
(A7),) es id[n], porque es el inico n-simplice no degenerado de A”. Ademas,
tenemos que o, (id[n]) = o y por lo tanto g, es una biyeccién entre el com-

plemento de [ (0A%),en [] (A7), y el complemento de (sk" ' X), en
ceNX, ceNX,

(sk" X),,. Obtenemos entonces que, en este caso, el diagrama (10) también es
un pushout. 0

2.2.2. El funtor realizacién geométrica

Los conjuntos simpliciales permiten abstraerse de la geometria y de la
topologia. Queremos ahora revertir el proceso y convertir un conjunto sim-
plicial en un objeto geométrico/topoldgico. Esto lo haremos a través de la
realizacién geométrica.

Definiremos la realizacion geométrica de manera que la realizacion del
n-simplice estandar en S sea el n-simplice estandar en Top.

Definicién 2.2.23. Sea X un conjunto simplicial. Dotamos a cada X,, de la
topologfa discreta y sea |A"| el n-simplice estdndar en R™*!. La realizacién
geométrica | X| de X esta dada por

X, x |A"™

|X¢:g$ A,

donde le damos a | X| la topologia cociente y ~ es la relacién de equivalencia
defnida por (z,p) ~ (y,q) si

» do=yydqg=p,o0

= sjr=yysqg=p

con d' y s’ los morfismoss cocara y codegeneracién inducidos por el funtor
A — Top.

Para ver que esta definicién tiene sentido, describiremos la accién del
funtor realizacién geométrica.

Sea x un n-simplice en un conjunto simplicial y consideraremos la inter-
pretacion geométrica de los morfismos cara y degeneracién que vimos en el
ejemplo 2.2.5.

Intuitivamente, la relacién de equivalencia colapsa degeneraciones y pega
caras que se corresponden.
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Comenzemos con la primera relacién: (z,d’p) ~ (d;z,p), donde p €
~|. Recordamos que es la inclusion de ~| en la j-ésima cara de
A" 1], Record d’ es 1 1 de |A"L 1 d
|A"| y que d;z da la j-ésima cara de x. Luego, la relacién de equivalencia pe-
ga puntos p en el borde de x a su ubicacién correspondiente en la realizacion
A" de x or lo tanto, pega las caras de la realizacion de x a la realizacion
) )
de las caras de =.

pegar

1
2 /\ »
o d(p) dox
dO
A/W 0
0 1

Al

Veamos, ahora, la segunda relacién: (x, s'p) ~ (s;z, p), donde p € |A™H1.
Recordamos que s/ manda |A™| en |A"| pegando los vértices jy (j+1)—, y
que s; manda x al (n+1)-simplice duplicando el (j+1)-ésimo vértice. Luego,
la relacion de equivalencia permite suprimir los simplices degenerados: un
punto p en la realizaciéon |[A""!| de s;z debe ser colapsado via s’ pues s,z es
un simplice degenerado.

VAN,

0@ \_/
X s1 (p) pegar mediante el

colapso dado por s’

Veremos, a continuacion una forma alternativa de definir el funtor reali-
zacion geométrica.
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Sean C, D dos categorfas y Fun(C, D) la categoria cuyos objetos son los
funtores F' : C' — D y cuyos morfismos son las transformaciones naturales.
Notamos que $ = Fun(A, Set).

Definicién 2.2.24. Sean F' : C' — D un funtor y X un objeto de la categoria
D. La categoria coma F' | X es la categoria cuyos objetos son

Obj(F 4 X) = {(c. f) : ¢ € Ob(C) ¥ f : Fle) = X}

y un morfismo en homp x((¢c, f), (¢, f')) es un morfismo h : ¢ — ¢ tal que el
siguiente diagrama conmuta

F(c)

~

F(h) X

F(d)

Recordamos que dada una categoria C', definimos el encaje de Yoneda de
la siguiente manera:

% . C — Fun(C, Set)
¢ — homg(—,¢), c € Obj(C)
a — home(—, a), @ € home(a, b)

Definicién 2.2.25. Sean X un conjunto simplicial e % el funtor de Yoneda
para C' = A. Definimos la categoria simpleja A | X como la categoria coma
7| X.

Explicitamente,

» Obj(A L X) ={([n],0) :n €N, o € homg(A™, X)}

» f € homa, x(([n],0),([m], 7)) si y solamente si f : [n] — [m] hace que
el siguiente diagrama conmute

homa (—,

An

f) . A™

NS

El siguiente lema nos permite ver un conjunto simplicial como colimite
de sus simplices.
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Lema 2.2.26. [7] Sea X un conjunto simplicial. Consideramos el funtor
Tx AL X —S
que definimos de la siguiente manera:
» a nwel de objetos: ([n], z) — A"
» a nivel de morfismos: (f : [n] = [m]) — (homa(—, f) : A" — A™)

Si denotamos por colim AF al colimite del funtor Tx, entonces

ALX

X = colim AF
Al X

Estamos ahora en condiciones de definir la realizaciéon geométrica de un
conjunto simplicial.

Definicién 2.2.27. Sea X un conjunto simplicial. Consideramos el funtor T’x
que definimos en el lema anterior. Definimos el funtor |Tx|: A | X — Top
mediante:

= a nivel de objetos: |Tx|([n],z) = |A"|, donde |A"| es el n-simplice
topoldgico estandar

» a nivel de morfismos: |T'x|(f) = f«, donde f, es la funcién continua que
definimos en 2.2.5.

Definicién 2.2.28. Definimos la realizacién geométrica de X como

| X| := colim|Tx]|

2.2.3. El funtor Sing

Definiremos el funtor Sing que le asigna a cada espacio topoldgico un
conjunto simplicial.

Definicién 2.2.29. Definimos el funtor Sing : T'op — S mediante:

» Si A es un espacio topolégico, Sing(A) es el conjunto simplicial dado
por:

Sing(A) : A®? — Set
[n] — homrg,(|A"], A)

Es decir, Sing(A) = homg,,(—, A) o F
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donde F': A — Top es el funtor dado por:

F : Obj(A) — Obj(Top)
[n] — |A"|
F : homa([n], [m]) — homp,,(|A"|, |A™|)
[t

= Si f: A — B es una funcién continua, entonces

Sing(f) : Sing(A) — Sing(B)
(Sing(f))n : hompe,(|A"|, A) — homp,(JA"|, B)
a— foa

Proposicién 2.2.30. [10] El funtor | — | es adjunto a izquierda del funtor
Sing, es decir existe un isomorfismo

Homro,(|X1],Y) ~ Homs(X, Sing(Y"))
que es natural en conjuntos simpliciales X y en espacios topologicos Y .

Demostracion. Notamos primero que
homy,,(|A™|, A) = Sing(A)([n]) ~ homg(A™, Sing(A))
Luego, tenemos que
homy,,(|X|, A) =~ homy,,(colim|Tx|, A)
~ lim homyp,,(|A"|, A)
~ lim homg(A", Sing(A))
~ homg(colimT'y, Sing(A))
~ homg (X, Sing(A))

]

Corolario 2.2.31. El funtor | — | conmuta con los colimites. Es decir, si
F:C — S es un funtor, entonces

|colimF| ~ colim|F|

Demostracion. Como | — | tiene adjunto a derecha, por la proposicién 1.1.38,
tenemos que conmuta con los colimites. O
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2.2.4. Homotopia simplicial

En esta seccién definiremos homotopia en el contexto de conjuntos sim-
pliciales. Veremos que no necesariamente es una relacién de equivalencia y
definiremos una condicién suficiente para que lo sea.

Definicién 2.2.32. Sean f,g: X — Y dos morfismos simpliciales. Decimos
que f es homotépico a ¢ si existe un morfismo simplicial h : X x Al =Y
tal que el siguiente diagrama conmute

XxA'=X

et | \

XxAl " 3y

XxA'=X

Que el diagrama conmute implica que h(z,0) = f(x) y que h(z,1) = g(z),
para todo simplice z € X. Escribimos f ~ g.

Si A es un subconjunto simplicial, entonces escribimos f ~ g rel(A) si F'
es constante en A.

Observacion 2.2.33. La relacién ~ de homotopia puede no ser una relacién
de equivalencia.

Por ejemplo, consideramos i, : A° — A" con n > 1 que manda A en el
vértice 0 de A" y i; : A — A" con n > 0 que manda A en el vértice 1 de
A",

El simplice [0, 1] = A! queda derminado por esos dos vértices y tenemos
Al — A™. Por lo tanto ig — ;.

Pero no existe un 1—simplice que nos de una homotopia i; —— g
pues 0 < 1.
Entonces, en este caso, no se verifica la propiedad simétrica.

Definicién 2.2.34. El k—ésimo cuerno A} C A" con n > 1 es el menor
subcomplejo de A™ que contiene todas las caras d;([n]) excepto por la cara

dr([n]).

Podemos representar, por ejemplo, el cuerno A2 mediante

/\L\
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Definicién 2.2.35. Un conjunto simplicial X satisface la condicion de ex-
tension de Kan si cualquier morfismo de conjuntos simpliciales f : A} — X
se puede extender a un morfismo g : A" — X.

ar—L o x

s
s
s
s
-,
g9
s
s
s

A?’L

Decimos que un conjunto simplicial que satisface la condicién de extension
es un complejo de Kan.

Ejemplo 2.2.36. Notamos que A! no satisface la condicién de extensién.

Sea f : A3 — A' dado por f([0,1]) = [0,1] y f(]0,2]) = [0,0]. EI mor-
fismo f estd bien definido porque lo definimos en todos los simplices no
degenerados de AZ. Tenemos que f([1]) = f(do[0,1]) = dof([0,1]) = [1] y
f(2]) = f(do[0,2]) = dof(]0,2]) = [0]. Entonces, no podemos extender f
pues ¢([1,2]) tendria que ser [1,0] que no es un elemento de A'.

Proposicién 2.2.37. [13] Si X es un espacio topoldgico, entonces Sing(X)
es un complejo de Kan.

Demostracion. Sea f : A} — Sing(X') un morfismo de conjuntos simpliciales.
Como Sing es adjunto a dereccha de | — |, el morfismo f se corresponde
con una funcién continua f: |[A}] — X.

f f

A} ——— Sing(X) A —— X

1 e
[ 7 en S induce J: el en T'op
A’ A |

Sea r : |A"| — |A}] el morfismo continuo que retrae la k—ésima cara y el
interior de |A"| sobre las otras caras.

Luego, f?" : JA"| — X es un morfismo continuo que extiende f y por
adjuncidn, se corresponde con un morfismo simplicial A" — Sing(X) que es
la extension que buscamos. O]

Lema 2.2.38. Sean X eY conjuntos simpliciales tal Y wverifica la condicion
de extension de Kan. Entonces, todo morfismo de conjuntos simpliciales F :
X X A} =Y se puede extender a un morfismo G : X x A" =Y.
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Demostracion. Aplicamos sucesivamente la condicién de extension de Kan
para extender el morfismo F' en cada cuerno A} que esté en X x A} C
X x A" O

Proposicién 2.2.39. [10] Sean X eY conjuntos simpliciales tal que Y sa-
tisface la condicion de extension de Kan. Entonces ~ es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Consideramos f,g,h : X — Y morfismos de conjuntos sim-
pliciales.

Propiedad reflexiva. Sea F' : X x A! — Y dado por F = f o p donde
p: X x Al = X es la proyeccién. Entonces, F' es una homotopia y tenemos
que f ~ f.

Propiedad simétrica. Sea F' una homotopia de f a g. Definimos F’ :
X x A? - Y mediante F'(z,[0,1]) = F(x,A') y F'(z,[0,2]) = f(z) para
todo x € X. El morfismo F’ estd bien definido pues F'(z,[0]) = f(z) en
ambos casos. Por el lema 2.2.38, existe una extensiéon G’ : X x A2 =Y que
restringida a X X [1,2] nos da una homotopia de g a f.

Propiedad transitiva. Sea F' una homotopia de f a ¢ y G una homotopia
de g a h. Definimos F' : X x A2 =Y que vale F en X x [0,1] y vale G en
X x[1,2]. Por el lema 2.2.38, F” se extiende a un morfismo G’ : X x A? - Y
que restringido a X x [0, 2] nos da una homotopia de f a g. O

El lema anterior se puede generalizar para mostrar que homotopia relativa
a un subconjunto simplicial también es una relacion de equivalencia.

Definiremos ahora los grupos de homotopia simpliciales.

Definicién 2.2.40. Dado un complejo de Kan con un punto base (X, %),
definimos , (X, %), para n > 0, como el conjunto de clases de equivalencia
homotdépica de morfismos (QA™! %) — (X, ). Tomamos como punto base
de OA™! el subconjunto simplicial de A" generado por el vértice 0, y todas
las homotopias son relativas al punto base.

2.2.5. Homologia simplicial

Para esta seccién, nos referimos a [1].

Comenzaremos considerando un grupo abeliano simplicial GG, es decir, una
coleccién de grupos abelianos G, junto con homomorfismos d; : G,, = G,,_1
y si : G, = G411 que satisfacen las identidades simpliciales.

Lema 2.2.41. Un grupo abeliano simplicial G es un complejo de cadenas
con los morfismos de borde 0,, : G, — G, _1 dados por
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O = Z?:O(_l)idi

Demostracion. Tenemos que ver que se verifica 9 = 0.

Ouithr =Y ((—1)% Z((—wdim))

= Z Z(—l)jJridjdim
> (1Y Fidd + Z(—l)j”djdix)

7<t 7>

S <
(|
—= O
~
Il
o

Il
<.
LIM

3
|

g

D (U ddi + Z(—l)”jdidﬁ‘—lx> ()

j=0 \ j<i i
n—1
=D | D1 ddia + Z(—l)j+i“didj$>
j=0 \ j<i i
n—1
-5 (v e
7=0 \ j<i j<i
=0
donde (*) es por la primer identidad simplicial de la proposicién 2.2.9. [

Luego, definimos los grupos de homologia de este complejo de cadenas

como H,(G) = Ker(9,)/Im(0,41).

Definicién 2.2.42. Definimos el funtor F,y, : Set — Ab que manda conjuntos
en grupos abelianos libres mediante:

» F.,(9) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto S

w sif: S — T, entonces Fop(f) : Fap(S) — Fap(T) esta dado por

Fab(f)(erS kor) = Zzes ko f (z)

Luego, si X es un conjunto simplicial, entonces F,,(X) es un grupo abe-
liano libre simplicial donde (F,,(X)),, es un grupo abeliano libre cuyos gene-
radores son los elementos de X,,.

Definicién 2.2.43. Sea X un conjunto simplicial. Sus grupos de homologia
H,(X) son los grupos de homologia H,,(F.,(X)) con el morfismo de borde

O = Z?:()(_l)zdi'



42CAPITULO 2. REALIZACION GEOMETRICA Y COMPLEJOS DE CADENAS

Observacion 2.2.44. Dado un espacio topologico Y, los grupos de homologia
H,,(Sing(Y’)) son isomorfos a los grupos de homologia singular de Y pues
(Fap(Sing(Y))),, es justamente el grupo de n-cadenas singulares.

2.2.6. Vinculo entre |Sing(X)| y X

Hemos definido dos funtores: Sing de la categoria de espacios topolégicos
en la categoria de conjuntos simpliciales y | — | de la categoria de conjuntos
simpliciales en la categoria de espacios topoldgicos.

En esta seccién veremos qué relacién hay entre |Sing(X)| y X.

Veremos primero que la realizacién geométrica de un conjunto simplicial
es un CW-complejo.

Recordamos, primero, que si X es un CW-complejo, su n-esqueleto X, se
obtiene a partir del (n — 1)-esqueleto X,,_1, adjuntandole n-células. Es decir,
tenemos el siguiente pushout de espacios topoldgicos.

HSn—l I fa Xn—l

! |

Para cada a, e, = go(D™) es una n-célula de X. El interior de e, es €2 =
9o ((D™)°), fo es la funcién de adjuncién de la célula y g, es su funcién
caracteristica que brinda un homeomorfismo entre el interior de la célula y

(D™)°.

Teorema 2.2.45. [3] Si X es un conjunto simplicial, entonces |X| es un
CW-complejo con una n-célula por cada n-simplice no degenerado de X.

Demostracion. Ya vimos en la proposicién 2.2.22 que el diagrama

[ oAr —L sk 'x

ceENX, J:
[T A" —— sk"X

ceNX,

es un pushout. Luego, como el funtor | | conmuta con colimites, tenemos que
el siguiente diagrama también es un pushout:
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H |8Ag| |f] |Skn_1|

oceNX,

[

1182 1 sk x|
e n

donde NX, C X, es el conjunto de simplices no degenerados.

Probaremos que la realizacién geométrica del contorno de A™ es el bor-
de topoldgico de la realizacién geométrica de A"™. Obtendremos, asi, que
(|sk"X|,|sk" ' X|) es una adjuncién de n-células, una por cada o € NX,.

Consideramos el funtor A de la categorfa de los ordinales en los con-
juntos simpliciales.

A DA 5§
[n] — A"

([n—1] % [n]) s (A"1 A7

A")

y definimos los siguientes morfismos:

uj = A7) A7 — AT
v; = A(d_)): A" — A
pr=Adf) s AP = A

Observamos, primero, que para ¢ < j tenemos que p;u; = p;v;. De hecho,
tenemos que

piu; = A(dHA(PY) = A(d'dY) = A(dPd') = A(d)A(dY) = pju;

donde la tercera igualdad se debe a la primera igualdad cosimplicial en (2).
Definimos ahora los siguiente morfismos

u = H U]’

0<i<j<n

p= sz'

0<i<n
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Como p;u; = p;v; si @ < j tenemos que pu = pv y obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

H An72 #} H Anfl p An
_— —
0<i<j<n v 0<i<n

Como pu = pv, podemos considerar Coeq(u, v) el coegalizador del diagrama

u
— % — . .
[T A2 ——= T[] A" . Luego, por la propiedad universal
0<i<j<n v 0<i<n

del coegalizador, existe un tinico morfismo ¢ : Coeq(u,v) — A" que hace
conmutar el diagrama

[T A —* Coeq(u,v)
|
An

La imagen de p es el subconjunto simplicial de A™ tal que

(Imp); = {x € A} : z = pi(y) = A(d})(y) = y of para algtin
ye Ay ke {0,...,n}}

Es decir, si z € (Imp);, entonces se puede factorizar de la siguiente manera

[i] —— ]
N, T
n—1]

Esta factorizacion se puede realizar solamente si x no es sobreyectiva. Tene-
mos los siguientes casos:

» si ¢ < n, z no es sobreyectiva para todo z € A?
» si 1 =mn, x es sobreyectiva inicamente cuando X = idp,
Luego
Al si1<mn,
(Imp)i =9 . : .
{re ALz #idpy} sii=n

= (sk"7'(A"));
= (aAn)i
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Tenemos entonces que Imp = OA™. Sea ¢ tal que el diagrama siguiente
conmuta.

[T A _ck Coeq(u,v)

0<i<n
®
p

OA™

Luego, por la propiedad universal del coegalizador, ¢op = id por la unicidad
de la propiedad universal del cokernel y ademés tenemos

w o d(py)) = ¢ ock(y) =py)

y, por lo tanto, ¢ o ¢ = id. Entonces el siguiente diagrama es un diagrama de
coegalizadores.
Jul

_ v _ Ip|

_

[T A" —/—= [ A" ———— | 0A"]
0<i<j<n v 0<i<n

Tenemos que

|u]| = (diLzll)* (diz:ll)*<t07 ) ) = (t(]) "‘7tj—2707tj—17 "'7tn—2>
|Ui| = (d}n—l)* (d;_l)*(th ceey n_2) = (to, ...,ti_l,O,ti, ...,tn_g)
‘pk| = (di)* (di)*@o, ...,tn_1> = (to, ...,tk_l,(),tk, ...,tn_l)

Luego, la imagen de |py| corresponde a la k-ésima n— 1 cara de |A] y |u,]
y |v;| corresponden a las funciones continuas de pegado de las n — 1 caras,
lo que forma el borde de A™. Por lo tanto |0A™| ~ 0|A™|. Obtenemos asi el
siguiente pushout

[T 1Az = [sk

oceNX,

[ [

I |Aa7 —2 jsk" x|

ceENXn,

El par (]sk"X|,|sk" *X|) es, por lo tanto, una adjuncién de n-células para
todo n. Como X = colim,ensk"X, se tiene que |X| = colim,ey|sk™ X].
Entonces, |X| tiene la topologia que inducen las inclusiones |sk"X| < | X].
Obtenemos asi que |X| es un CW-complejo con una n-célula por cada n-
simplice no degenerado. ]

Concluiremos esta seccién con el siguiente resultado que establece una
relacién entre |Sing(X)| y X.
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Teorema 2.2.46. [8] Si X es un espacio topoldgico, entonces el morfismo
|Sing(X)| — X es una equivalencia débil de homotopia.

Demostracion. Para esta demostracién nos referimos a [8]. O

Corolario 2.2.47. Si X es un CW-complejo, entonces |Sing(X)| es ho-
motopicamente equivalente a X .

Demostracion. Por el teorema anterior, tenemos que el morfismo Sing(X)| —
X es una equivalencia débil de homotopia. Luego, como X y [Sing(X)| son
CW-complejos, por el teorema de Whitehead tenemos que Sing(X)| — X es
una equivalencia de homotopia fuerte. O]



Capitulo 3
El grupo K

En este capitulo definiremos el grupo Ky(R) de un anillo R. Luego, vere-
mos un elemento partiular de Ko(R): la caracteristica de Euler de un comple-
jo de cadenas de tipo finito de R-modulos proyectivos y probaremos que es
constante en las clases de homotopia de complejos de cadenas de tipo finito.

3.1. Moébdulos proyectivos
Consideraremos modulos a izquierda sobre un anillo con unidad R.

Definicién 3.1.1 (Mdédulo proyectivo). Un R-médulo P es proyectivo si
todo R-homomorfismo de moédulos sobreyectivo o : M — P tiene inversa a
derecha 8 : P — M, es decir a0 § = idp.

Veremos primero algunas definiciones equivalentes de médulo proyectivo.

Proposiciéon 3.1.2. Sea P un R-mddulo. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. Todo R-homomorfismo de mddulos sobreyectivo o : M — P tliene in-
versa a derecha f: P — M, i.e. o = 1idp.

2. 5 ¢ : P — N es un homomorfismo de R-mddulos y ¢ : M — N
es un homomorfismo de R-mddulos sobreyectivo, entonces existe un
homomorfismo de R-modulos 0 : P — M tal que el siguiente diagrama
es conmutativo.

47
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P
39// lgo
)</
M > N >
m 0

3. Existe un R-modulo Q) tal que P @ Q es un R-maodulo libre, es decir P
es sumando directo de un R-modulo libre.

4. 50 — My — M; — My — 0 es una sucesion exacta de R-
modulos, entonces

0 — hompg(P, My) — hompg(P, M;) — hompg(P, My) — 0

también es exacta.

Demostracion. (1 <= 2) Supongamos que todo homomorfismo de R-médu-
los @ : M — P tiene inversa a derecha § y supongamos que tenemos el
siguiente diagrama

M > N > 0

donde v : M — N es sobreyectivo. Podemos suponer que ¢ es inyectiva, sino
eemplazamos ¥ : M — N con ¢y &id: M &P - NG Py p: P — N con
(p,id) : P — N & P. Luego reemplazando N por la imdgen de ¢ y M por
1~ (Ime), podemos suponer que ¢ es un isomorfismo. Finalmente, tomamos
a = ¢~ o1, homomorfismo sobreyectivo de M en P, y su inversa a derecha
b : P — M completa el diagrama.

Reciprocamente, si tenemos un homomorfismo de R-médulos o : M — P,
consideramos el diagrama

El homomorfismo 6 que completa el diagrama verifica que a0 6 = idp y
por lo tanto es una inversa a derecha.

(1 <= 3) Para probar el directo tomamos un conjunto de generadores
de P y consideramos el médulo libre F' que tiene por base ese conjunto de
generadores. El homomorfismo « : F' — P que manda un generador de F al
generador de P correspondiente es sobreyectivo, entonces tiene una inversa
a derecha (8 : P — F.Luego la sucesion exacta
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0 — Q= Ker(a) —— F > P > 0

escinde y por lo tanto F'= P & Q.

Para probar el reciproco, veremos primero que todo modulo libre F' es
proyectivo. Si tenemos un homomorfismo de R-mdédulos a : M — F' sobre-
yectivo, podemos construir una inversa a derecha §: F' — M de la siguiente
manera: para cada generador x; de F' escogemos un y; € M tal que a(y;) = x;
y definimos  usando la propiedad universal de los mdédulos libres mediante
B(x;) = y;. Ahora suponemos que F' = P @ @ es un mdédulo libre y que
tenemos un homomorfismo de R-mddulos sobreyectivo o : M — P. Enton-
ces a@idg: (MeQ)— (P®Q)=F es un homomorfismo de R-mddulos
sobreyectivo y por lo tanto tiene inversa a derecha 3 : F — (M ®Q). Restrin-
giendo la inversa a P y componiendo con la proyecciéon sobre M obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

F

2 s
wof3 e )

// ?
v

Tenemos, entonces, una inversa a derecha de o ya que o (7o Bo i) = idp.

(2 <= 4) Como el funtor Hom(P, —) es exacto por izquierda tenemos
que 0 — Hompg(P, My) — Hompg(P, M;) — Hompg(P, M) es exacta.
Luego, falta ver que se cumple la condicién de exactitud en

Hompg (P, M;) — Hompg(P, My) — 0

Es decir, queremos ver que el morfismo Hompg(P, M;) — Hompg (P, Ms) es

sobreyectivo. Sea f € Hom(P, M;). El morfismo M, AN M5 es sobre-
yectivo porque 0 — My — M; — M, — 0 es una sucesion exacta.
Entonces existe un morfismo 6 : P — M; tal que f = j o . Tenemos enton-

ces que Homp(P, M;) —— Hompg(P, M,) es sobreyectivo.

, . ¢
Reciprocamente, si tenemos un morfismo P —— N y un morfismo

. P . Ny
sobreyectivo M —— N | podemos considerar una sucesion exacta de R-

modulos 0 » K y M —25 N > 0 Luego, como Hom(P, —)

es exacto, tenemos que la sucesion

0 —— Hom(P, K) —— Hom(P, M) —~ Hom(P,N) —— 0
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es exacta y por lo tanto Hom(P, M) BLEN Hom(P, N) es sobreyectiva.
Luego, existe § € Hom(P, M) tal que 9.(0) = ¢. Es decir, ¢ = ¢ 0 6. O

Por la proposicién anterior, si un R-mddulo proyectivo es finitamente
generado entonces P es un sumando directo de R™, con n un natural, a
menos de isomorfismo.

Consideramos la coleccién de clases de isomorfismo de R-modulos proyec-
tivos finitamente generados, la cual denominamos Proj(R).

Proj(R) = {[M] : M es un R — mddulo proyectivo finitamente generado}

Proj(R) tiene una estructura de monoide abeliano con & como la opera-
cién de adicion y el O-mddulo como el elemento identidad: la operacién & es
asociativa, conmutativa y tiene neutro. Pero, en general, Proj(R) no es un
grupo y puede no tener la propiedad cancelativa.

Nos interesaria entonces imponer la estructura de grupo en Proj(R). La
idea para hacer esto es una generalizacién de la forma a través de la cual
construimos Z a partir del semigrupo aditivo de los enteros positivos y la
veremos a continuacion.

3.2. Definicién del K,

Teorema 3.2.1 (Completacién de Grothendieck). Dado un semigrupo abe-
liano S, eziste un grupo G (llamado grupo de Grothendieck G(S) de S) y un
morfismo ¢ : S — G de semigrupos tal que si H es un grupo y ¢ : S — H es
un morfismo de semigrupos, existe un unico morfismo de gruposn: G — H
tal que el siguiente diagrama conmuta.

S —— G

Ademdas tenemos unicidad en el siguiente sentido: si (G',¢' : S — G') es otro
par con la misma propiedad, entonces existe un isomorfismo o : G — G’ con

V' =ao1).

Demostracion. Definimos G como el conjunto de clases de equivalencia de
pares (z,y) con x,y € S donde la relacién de equivalencia es la siguiente:

(x,y) ~ (u,v) <= existet € Stalque s +v+t=u+y+ten S

Denotamos la clase de equivalencia de (z,y) mediante [(x, y)] y consideramos
en G la adicién
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(@, )] + (", 9)] = [(& + 2",y + ¢/)]

Esta operacién es consistente con la relacion de equivalencia. De hecho, si to-
mamos otros representantes (z1,y1) de [(z,y)] v (2}, y;) de [(«',4')], tenemos
que existen t,s € S tales que

r+y+t=x1+y+t
¥y ts=21+y +s

Luego, z+ 2’ +y1 +y)+t+s =z + 2 +y+y +t+sy por lo tanto tenemos
que (z+2',y+vy') ~ (z1+ 27, y1 + ;). Es también facil de ver que se cumple
la regla asociativa.

Para todo z,y € S, [(z,z)] = [(y,y)] porque = +y = y + x. Consideramos
0 = [(z, z)]. Luego, 0 es un elemento identidad en G pues para todo z,y,t € S
tenemos que (z +t,y +t) ~ (x,y). Ademds tenemos que [(z,y)] + [(y,z)] =
[(z +y,x +y)] =0y por lo tanto todos los elementos de G tienen inverso.

Concluimos entonces que G es un grupo.

Definimos ¢ : S — G mediante ¢(z) = [(z + =, x)].

Como

dlx+y) =[r+y+r+yz+y)
=[xz +z,2)] + [(y + y,9)]
= d(z) + é(y)

tenemos que ¢ es un homomorfismo.
Ademas tenemos que

Entonces [(z,y)] = ¢(x) — ¢(y) y por lo tanto la imagen de ¢ genera G como
grupo.

Dado un grupo H y un morfismo ¢ : S — H, el morfismo n : G — H con
¥ =10 6 estd definido por n([(z,y)]) = ¥(x) — V(y).

Para probar la unicidad, consideramos ¢’ : S — G’ con la misma propie-
dad universal.

Primero, observamos que ¢/(S) debe generar G'. Supongamos por absurdo
que no genera G’ y sea G” el subgrupo generado por la imagen de ¢’. Entonces
los morfismos n = (id,0) y n = (id, q) donde ¢ es el morfismo cociente hacen
que el siguiente diagrama conmute, lo que es absurdo.
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G/ @ G//Gl/

Por la propiedad universal para GG, tenemos que existe un morfismo « :
G — G’ tal que ¢’ = a o ¢, y por la propiedad universal para G’ tenemos
que existe un morfismo 5 : G' — G tal que ¢ = 5o ¢'. Luego, tenemos que
aofd =aop = ¢, entonces aof = id en la imagen de ¢’ y por lo tanto en
todo G', pues la imagen de ¢’ genera G’. Entonces tenemos que « es inversa
a izquierda de 3.

Se ve analogamente que o« = id en la imagen de ¢ y por lo tanto « es
inversa a derecha de f3.

Luego, a es un isomorfismo. O]

Observacion 3.2.2. La asignacién S ~» G(5) es un funtor de la categoria de
semigrupos abelianos en la categoria de grupos abelianos. Un morfismo de
semigrupos 7 : S — S’ induce el siguiente diagrama conmutativo donde la
flecha entre G(S) y G(5’) queda determinada por la propiedad universal del
grupo de Grothendieck.

s —1T g5

[

&
G(S) — G(S")

Definicién 3.2.3. El K de un anillo R es el grupo de Grothendieck del mo-
noide abeliano Proj(R) de las clases de isomorfismo de R-médulos projectivos
finitamente generados.

Ko(R) = G(Proj(R))
Observacion 3.2.4. Ky es un funtor: un morfismo de anillos ¢ : R — R’ induce

un morfismo Ky(¢) = ¢, : Ko(R) — Ko(R') tal que el siguiente diagrama
conmuta.

Proj(R) —— Proj(R’)

X v
Ko(R) —5> Ko(R)
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3.3. El K, reducido

Recordamos que un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio
de integridad (anillo sin elementos divisores de cero) en el que todo ideal esta
generado por un solo elemento.

Teorema 3.3.1. Si R es un DIP, todo R-mddulo proyectivo finitamente ge-
nerado es isomorfo a R"™ para algun n al que llamamos el rango del maodulo.
El rango induce un isomorfismo Ko(R) — Z.

Demostracion. Sea M un R-mdédulo finitamente generado. Podemos asumir
que M esté encajado en algin R™. Por induccién en n veremos que M ~ RF
para algin k£ < n.

La base inductiva vale porque es obvio cuando n = 0.

Luego, asumimos que vale para valores menores que n. Consideramos
¢ : R™ — R la proyeccién sobre la n-ésima coordenada. ¢(M) es un R-
submoédulo de R, entonces es un ideal.

Si ¢(M) = 0, entonces M estéd encajado en Ker(¢) ~ R"! y concluimos
aplicando la hipotesis de induccion.

Si no, tenemos que ¢(M) es un ideal no nulo de R. Entonces como R es un
DIP, ¢(M) ~ R como R-mdédulo. Luego, como R es un R-médulo proyectivo
resulta que ¢(M) es proyectivo.

¢(M)

y i

Ker(¢|,,) —— M M)~ R —— 0

Entonces M ~ Ker(¢|,,) & R. Como Ker(¢|,,) estéd encajado en R"!,
aplicando la hipdesis de induccién tenemos que K er(gzﬁ’ ) = R¥ con K <
n—1. Luego, M ~RFconk =k +1<(n—1)+1=n.

Finalmente, tenemos que ver que el rango de M esta bien definido. Para
esto veremos que podemos caracterizar el rango como la dimension de F'@ g M
sobre F', donde F' es el cuerpo de fracciones de R.

Como F' es un cuerpo, cualquier F-médulo finitamente generado, en par-
ticular F' &g M, es un F- espacio vectorial y, por lo tanto, tiene una ba-
se y una dimensién bien definida. Como la dimensién es el tnico invarian-
te bajo isomorfismos de un F-médulo finitamente generado, obtenemos que
Proj(F) = N. Luego, como la completaciéon de N a un grupo es Z, obtene-
mos que Ky(F) = Z donde el isomorfismo estd inducido por el isomorfismo
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Proj(F) — N que a cada elemento de Proj(F’) le asocia su dimensién. Nota-
mos, ademads que si F’ es un cuerpo que es una extension de F' entonces

para cualquier F- espacio vectorial P. Luego, podemos caracterizar el rango
de M como dimp(F ®@g M). O

Para cualquier anillo R con unidad, existe un tinico morfismo de anillos
t : Z — R que manda 1 en la identidad de R. Por el teorema anterior,
Ky(Z) ~ Z vy, entonces, obtenemos un mapa

cuya imagen es el subgrupo de Ky(R) generado por los R-médulos libres
finitamente generados.

Definicién 3.3.2. El grupo Ky reducido de R es el cociente

Ko(R) = Ko(R)/i.(2)

3.4. La caracteristica de Euler

Definicién 3.4.1 (Caracteristica de Euler). Sea (Cl,,d) un complejo de ca-
denas de tipo finito de R-modulos proyectivos. Su caracteristica de Euler
es

o0

X(Co) = 2 (=1)[C5] € Ko(R)

—00

La suma es finita pues (C,,d) es un complejo de cadenas acotado y ademés
X (C,) es un elemento de Ky(R) porque los C; son R-médulos proyectivos
finitamente generados.

Nos interesa en primer lugar probar que X es constante en las clases de
homotopia de complejos de cadenas de tipo finito.

Definicién 3.4.2 (Mapping Cone). Sea f : (C,,c) = (D,, d) un morfismo de
complejos de cadenas finitos de R-modulos. El mapping cone de f denotado
por cone,(f) es un nuevo complejo de cadenas

.. — cone,1(f) ﬂ coney,(f) ELIEN cone, 1(f) — ...

donde
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cone,(f)=C,_1® D,

y el morfismo de borde estd dado por

fnfl dn
es decir, para (z,y) € C,_1 ® D,

e = (70 ) (1) = Cemitoh fisto) + o)

Y

El complejo de cadenas cone,(f) tiene la forma

o = (—Cn—l 0 )  Co1 ® Dy — Cog @ Dy

W —> C® Dy % Ch1® D, LI Cono®D, @ — ..

Verificaremos que es efectivamente un complejo de cadenas:

—Cp—2 0 —Cn—1 0
6cone(scone —
n—1"n ( fn72 dnl) ( fnfl dn)

_ Cn—2Cn—1 0
dnflfnfl - fanCnfl dnfldn

0

ya que, como f es un morfismo de complejos de cadenas, tenemos que d,,_1 fr,_1—
fn—ZCn—l = 0.

Lema 3.4.3. [2] Un morfismo de complejos de cadenas [ : Coy — D, €s una
equivalencia homotdpica si y solamente si coneq(f) es contrdactil.

Demostracion. Supongamos primero que cones(f) es contractil y sea 7, :
cone, () —cone,(f) una contraccion, es decir, una homotopia entre el mor-
fismo identidad y el morfismo nulo.

La contraccion v, esta dada por

hn— n
Y : cone,(f) — cone,1(f), Yo = (l _11 z ) :Ch1® D, > C,& D,y

tal que

—en1 0
(fn_ll dn) Crh—2® D,

id
_hn72 gn—1
l knfl

n—2
Cn—l S Dn

Cn—l S% Dn

_hnfl gn
lny

Cn EB Dn+1 _C—>
(fnn d7?+1>
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Entonces tenemos que

—Cp, 0 hn,1 gn hn72 Gn—1 —Cp_1 0 .
<f" d”+1) (lnl k") " (ln? knl) (fnl dn) = ey oD,

y por lo tanto valen las siguientes igualdades

_Cnhnfl - hanCnfl + gnflfnfl - ian_l (1)
fngn + dn—l—lkn + kn—ldn = Zan (2>
—CnGn + gn—ldn =0 (3)

Por (3) tenemos que los morfismos g, forman un morfismo de complejo
de cadenas g, : Dy — Cl.

Ademads tenemos por (1) que los morfismos h,_1 : C,,_1 — C,, son una
homotopia de cadenas de g o f a idc y por (2) que los morfismos k, : D,, —
D,, 11 son una homotopia de cadenas de idp a fog.

Concluimos, entonces, que f : Cy — D, es una equivalencia homotépica.

Reciprocamente, queremos ver que si f es una equivalencia homotopi-
ca entonces cone,(f) es contractil. Como f es una equivalencia homotépica
existen g su inversa homotépica, morfismos h,_; : C;,_1 — C,, que son una
homotopia de cadenas de g o f a idc y morfismos k, : D,, — D, .1 que son
una homotopia de cadenas de idp a f o g.

Sea v : cone,(f) — cone,_1(f) el morfismo dado por:

hp— n
’Yn:< Ol z)icn_1@Dn—>Cn@Dn+l

Consideramos el morfismo F, : cone,(f) — cone,(f)

ro_ wde,_, 0
"\ Sahae1 + kn_1fao1 idp,

Luego tenemos que,

o —Cp 0 hnfl gn hn72 9n—1 —Cp—1 0
7 +70= (fn dnH) ( 0 k) * ( 0 k:n_1> (fn_l dn)
— ( idc'n—l O >
fnhn—l + kn—lfn—l Zan

Obtenemos, entonces, que 7 es una homotopia de cadenas entre F, y el
morfismo nulo. Luego, F~' o~ : cone, (f) — cone,(f) es una contraccién. [J
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Lema 3.4.4. [14]Si 0 > ' > O > C > 0 es una suce-
sion exacta corta de complejos de cadenas finitos de R-modulos proyectivos

finitamente generados entonces X (C") =X (C")+X(C).

Demostracion. Tenemos las sucesiones exactas cortas

0 > O > CF w>(]j > 0

donde 1 es sobreyectivo. Luego, como C; es proyectivo, existe ¢ tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

C;

s

e -
s id
L

cr - ¢,

Entonces la sucesién exacta corta escinde y por lo tanto C7 ~ C; @ Cj.
Luego, [C}] = [Cj] + [C}] y tomando sumas alternadas en j tenemos que

X(C") =X(C)+X(C). O
Lema 3.4.5. [14] Si (C.,d) es un complejo de cadenas finito de R-mddu-
los proyectivos y todos sus modulos de homologia son proyectivos, entonces

X(Co) = 2 (=17 [H;(CL)]
Demostracion. Sean Z; = Ker(d; : C; — Cj—1) y Bj = Im(dj4;1 : Cjp1 —
C;). Entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas cortas

7 djt1
0 » i » Cj1 — B, > 0 (1)

0 » B —— Z; —— H; > 0
H

Z;| B;

Como H; es proyectivo, (2) escinde, entonces Z; ~ B; @ H;. Luego, como
(C,) es un complejo de tipo finito, podemos reindexarlo de forma que C; = 0
para j < 0. Supondremos, entonces, que C; = 0 para j < 0. Luego, tenemos

que Zy = Cy es proyectivo. Entonces, como Z;, ~ B, & Hy, tenemos que

d.
By es proyectivo. Por lo tanto, Cji4 7 B; escinde en (1) para j =0y

C ~ Z1® By de donde deducimos que Z; es proyectivo y, como Z; ~ By® Hy,
By es proyectivo.

Asi, por induccién, vemos que B; y Z; son proyectivos y las sucesiones
exactas cortas escinden. Entonces tenemos las siguientes igualdades
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[Zj 1] + [Bj] = [Cj14]

Luego,

i
]
=
|
]
=
E

]

Estamos ahora en condiciones de probar que X (F,) es un invariante del
tipo de homotopia de cadenas de (P,), y lo veremos en la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 3.4.6. [14] Si C' y C? son dos complejos de cadenas finitos
de R-mddulos proyectivos homotdpicamente equivalentes entonces X (C') =

X(C?).

Demostracién. Sea ¢ : C1' — (C? una equivalencia homotépica y sea C? su
mapping cone. Como C!' y C? son finitos y estdn formados por R-médulos
proyectivos finitamente generados, C* también.

Entonces, de la sucesion exacta corta

0 —— (C2) — (C3) — (Ciy) — 0

obtenemos

X(C%) = X(C*)+X(CLy)
Pero, x(C!;) = —x(C") pues los dos complejos de cadenas tienen los mismos

términos y en y(C',) estdn corridos en un lugar con respecto a x(C').
Entonces tenemos

X(C%) = Xx(C*)—x(Ch)
El complejo de cadenas C? es contractible, por ser el mapping cone de una
equivalencia homotépica. Luego, sus médulos de homologia son 0 y por lo
tanto X (C?) = 0.
Concluimos que X (C*) = X (C?). O



Capitulo 4

La obstruccion de finitud de
Wall

En este capitulo veremos el resultado central de este trabajo: definiremos
la obstruccién de finitud de Wall o como un elemento de Ko(Zm (X)) y
probaremos el siguiente teorema:

Teorema [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Eriste un invariante
o(X) € Ko(Z[m(X,z)]) tal que X es homotdpicamente equivalente a un
CW-complejo finito si y solamente si o(X) = 0.

Adicionalmente, daremos una caracterizacién de los espacios finitamente do-
minados que serd de mucha utilidad en la prueba el teorema anterior.

En este capitulo notaremos el grupo fundamental de X como m1(X) o
simplemente 7.

4.1. Planteamiento del problema

Definicién 4.1.1. Decimos que un espacio X es dominado por un espacio Y
si existen morfismos f: X — Y y g:Y — X tales que g o f es homotdpico
a tdx, lo que notaremos como g o f ~ idx.

Notamos que esta condicion es necesaria pero no suficiente para que f
sea una equivalencia homotdpica.

Definicién 4.1.2. Un espacio X es finitamente dominado si es dominado
por un CW-complejo finito.

Es claro que esta condicidn es necesaria para que X sea homotépicamente
equivalente a un CW-complejo finito. En este capitulo veremos cuando esta

29
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condicién es suficiente, es decir jcudndo un espacio X finitamente dominado
es homotépicamente equivalente a un CW-complejo finito?

Que un espacio X sea finitamente dominado no implica necesariamente
que sea homotdpicamente equivalente a un CW-complejo finito; sin embargo
la proposicién siguiente implica que X x S si lo es.

Proposicién 4.1.3. [4] Un espacio topoldgico X es finitamente dominado si
y solamente si X x S' es homotopicamente equivalente a un CW -complejo
finito.

Demostracion. Si X es finitamente dominado por un C'W-complejo K, exis-

ten morfismos X y K —

» X tales que roi ~1dy.

Luego, tenemos que X x S' = T(X,idy). Ademds, como r o1 ~ idy,
por el lema 1.2.6 tenemos que T(X,idx) ~ T(X,r o), y por el lema 1.2.5
tenemos que T'(X,roi) ~T(K,ior).

Entonces, X x S es homotépicamente equivalente a T'(K,i o 1) que un
CW-complejo finito pues K lo es.

Reciprocamente, si X x S! es homotépicamente equivalente a un CW-

complejo finito K, tenemos que los morfismos
incl.

s: X = X xSt ~ K
d:K~XxS'"¥ X
verifican d o s ~ idx. Luego, X es finitamente dominado por K. O

En este capitulo daremos primero una caracterizaciéon de los espacios fi-
nitamente dominados y luego estableceremos una condicién necesaria y sufi-
ciente para que un espacio finitamente dominado sea homotépicamente equi-
valente a un CW-complejo finito.

En tal sentido, el objetivo es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.4. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Entonces,

1. X es homotopicamente equivalente a un CW -complejo de dimension
finita.

2. X es homotopicamente equivalente a un CW -complejo de dimension
infinita con esqueleto finito.

3. Existe un invariante 0(X) € Ko(Z[r (X, x)]) tal que X es homotdpica-
mente equivalente a un CW-complejo finito si y solamente si o(X) = 0.
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4.2. Caracterizaciéon de los espacios finitamen-
te dominados

Un elemento fundamental para la prueba del Teorema 4.1.4 es la siguiente
caracterizacion de los espacios finitamente dominados.

Teorema 4.2.1. [9] Un espacio conexo X es finitamente dominado si y
solamente si valen las siguientes condiciones:

1. X es homotopicamente equivalente a un CW-complejo
2. m(X) es finitamente presentado

3. El complejo de cadenas singulares del cubrimiento universal, S(X), es
homotépicamente equivalentes por cadenas como complejo de cadenas
de Z[r]-mddulos a un complejo de cadenas

P.: 0 > Py > P4 y By

~
)

~

de Z[r]-mddulos proyectivos finitamente generados.

Demostracion de 1. Ya probamos en la Proposicion 4.1.3 que si X es fini-
tamente dominado, entonces X x S! es homotépicamente equivalente a un
CW-complejo finito. Entonces X x R es homotdépicamente equivalente a un
CW-complejo ya que R es el cubrimiento universal de S*. Luego, como R se re-
trae a un punto, X es homotdépicamente equivalente a un CW—complejo. [

Definicién 4.2.2. Decimos que un grupo H es un retracto de un grupo G
si tenemos homomorfismos j: H - Gy r: G — H tales que r o j = idy

Observacion 4.2.3. Notamos que si X esta finitamente dominado por un
CW-complejo K, entonces 7 (X) es un retracto de 7 (K).

Proposicién 4.2.4. [16] Sea G un grupo finitamente presentado y H un
retracto de G. Entonces H es finitamente presentado.

Demostracion. Como H es retracto de G, tenemos morfismos j : H - G y
r: G — H tales que r o j = idy.

Sea {g; : 7, = 1} una representacién finita de G donde {g;} son los
generadores y {r;} son las relaciones para todo i y sea F' el grupo libre de
generadores {g;}.

Consideramos la proyeccién p : F' — G. Como j(r(p(g:))) = jrp(g:) € G
y p es sobreyectiva, existe algun w; € F' tal que jrp(g;) = p(w;).
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Veremos que {g; : 14, g; "w;} es una presentacion de H y por lo tanto H
es finitamente presentado.

Sea L = {g; : ri,9; 'w;} y v : G — L la proyeccién natural que existe
pues en L estan las relaciones de G.

Aplicaremos el teorema de Van Dyck que afirma que si L es un grupo
dado por generadores g; y ciertas relaciones y hay una coleccién de elementos
h; de otro grupo H que satisfacen las relaciones de L, entonces existe un
homomorfismo ¢ : L — H con ¢(g;) = h;.

Queremos ver, entonces, que las relaciones del grupo L valen en el grupo
H.

Primero tenemos que rp(r;) = (1) =1 pues p(r;) =r; =1l en G.

Ademas,

Entonces, como en H se verifican las relaciones de L, por el teorema de
Van Dyck existe un homomorfismo v : L. — H y ademés r se factoriza a
través de L, es decir r = vu.

Luego vuj = rj = 1y, por lo tanto, uj es inyectiva. Ademas, uj es sobre-
yectiva pues ujrp(g;) = up(w;) = up(g;) lo que implica que los generadores
de L estan en la imagen de uj.

Concluimos entonces que v y uj son isomorfismos inversos y tenemos que
H es finitamente presentado. O

Si X es finitamente dominado por un CW-complejo K, entonces m(K)
es finitamente presentado por ser K finito y 71 (X) es un retracto de 7 (K).
Entonces, por la proposicién anterior, concluimos que m1(X) es finitamente
presentado y tenemos probada la parte 2. del teorema 4.2.1.

Antes de comenzar con la prueba de la parte 3. del teorema 4.2.1 veremos
el siguiente lema
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Definicién 4.2.5. Decimos que un complejo de cadenas A, es finitamente
dominado si existe un complejo de cadenas de tipo finito C, y morfismos
de cadenas i : A, — C, y r: C, — A, tales que r o7 es homotdpico a la
identidad.

Lema 4.2.6. [9/[11] Sea R un anillo y A, un complejo de cadenas. Supon-
gamos que A, es finitamente dominado por un complejo de cadenas de largo
finito de R-mddulos proyectivos C,, es decir existen morfismos de cadenas
i: A, = Cyyr:Cy, — A, tales que r o1 es homotopico a la identidad.

Entonces A, es homotdpicamente equivalente a un complejo de cadenas
de largo infinito de modulos proyectivos finitamente generados

1- 1—
0 s F, y F N LN\ N N SN\ N
donde p : F' — F' es una proyeccion.

0—>C, —..—C; — Cy — 0 un complejo

de cadenas de cadenas de largo finito de R-mddulos proyectivos.
Consideremos una homotopia de cadenas s en A, entre la identidad y

r o1, es decir tenemos morfismos s, : A, = A, tales que s0 +Jds =1 —ri.
Sea F=CydCi ... C, y definimos P : F — F mediante

Demostracion. Sea C,:

i 0 0 0 0

isr 1 —ir —0 0 0

is’r  —isr  ar 0 0
P=1.3r —is’r isr 1—ir —0
istr —istr is?r  —isr  ir

El morfismo P verifica P? = P, por lo tanto, es una proyeccién y (1 —

P)oP=0.
Sea F, = Cy @ Cgyq @ -+ @ C), y definimos morfismos 0; : F; — F;_;
mediante
0 0
1—ir -0 0
—isr 1 0
—is’r dsr 1 —ir

Estos morfismos verifican J; o 9;1 y por lo tanto obtenemos un complejo

de cadenas F,
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0 y I, y I sy F -5 F > F...

Veremos que F, y A, son homotépicamente equivalentes.
Para esto, consideramos I : A, — F, definida por

y R: F, — A, definida por
R, = (r,0,0,---): F,, > A,

Tenemos que R,, o I, = roi. Entonces como ro¢ ~ 14, , obtenemos que
R o I es homotopicamente equivalente a 14,, la identidad en A,.

Para ver que I o R es homotopicamente equivalente a la identidad en F
consideramos las proyecciones P, : F,,, =C,, ®Cps1 ®--- D C, — Fiq =
Cmi1 @ -+ @ C,. Luego, tenemos el siguiente diagrama donde se verifica
Py 10m 4+ 0pi1Pn=1—1,R,,

Om+1 Om
s Fo s F, s Flppq ——————% -
4 -
A, '
v Om+1 Om
S P . F, y Fy oy ——

Entonces, I o R es homotépicamente equivalente a 1,y concluimos que los
complejos de cadenas A, y F, son homotdpicamente equivalentes. O

Observacion 4.2.7. El complejo de cadenas

p —-p p -p
0 y F, > y I y F > F >y B

es homotdpicamente equivalente al complejo de cadenas de largo finito
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0 > F, > > By » Ker(P) —— 0
Ahora probaremos la parte 3. del teorema 4.2.1.

Demostracién de 3. Como X es finitamente dominado, existen X —— K

y K —— X, con K un CW-complejo finito tales que roi ~ 1x. Como ya
probamos que un espacio finitamente dominado es homotépicamente equiva-
lente a un CW-complejo, asumiremos que X es un CW-complejo. Podemos
asumir también que ¢ y r preservan el punto base de los grupos fundamen-
tales.

Seap=ior: K - K. Comopop=ioroior~ior=mp popes
homotépica a p.

Queremos que la homotopia pop ~ p preserve, al igual que i y r, el punto
base ya que esto nos daria una homotopia m—equivariante entre po p y p.
Con este fin, buscamos una homotopia de r o7 a 1x que preserva el punto
base.

Consideramos una dominacioén finita particular dada por

s
X X xSt ~L
~_ ~

r

La equivalencia homotépica X x St induce isomorfismos entre los grupos de
homotopia. Luego, aplicando el teorema de Whitehead podemos obtener una
equivalencia homotdpica que preserva el punto base y que induce isomorfis-
mos en los grupos de homotopia.

Obtenemos asi una homotopia entre p o p y p que preserva el punto base
y tenemos, por lo tanto, una homotopia m—equivariante entre p y p o p.

Tomamos, ahora, el conjunto simplicial S(X) y luego su realizacién geométri-
ca.

Por el corolario 2.2.47 obtenemos una equivalencia homotoépica

[S(X)] = X

pues ambos espacios son CW-complejos, que es equivariante con respecto a
la accion del grupo fundamental 7.

Luego, tomamos complejos de cadenas celulares en ambos espacios. Por
un lado, C,|S(X)| = S.(X) el complejo de cadenas singulares de X . Por otro
lado, C,(X) es finitamente dominado por C,(K), un complejo de cadenas de
largo finito de Z[r]|—mddulos proyectivos finitamente generados.

Obtenemos, entonces, que S, (X) estd finitamente dominado por un com-
plejo de cadenas de Z[r]—mddulos proyectivos.
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Finalmente, aplicando, el lema 4.2.6 y luego la observacion 4.2.7, conclui-
mos que S,(X) es homotdépicamente equivalente a un complejo de cadenas
de largo finito de Z[r]—mddulos proyectivos finitamente generados. O

Para probar el reciproco, veremos los siguientes lemas:

Lema 4.2.8 (Lema de los cinco). Consideramos el siguiente diagrama con-
mutativo con filas exactas

S, f2 EEN fa
7 7 7 7

A Ay As Ay As
l¢1 l¢2 l(b:s lm l¢5
B, —2+B —%2+B, %, B, -2 B

St ¢1, P, ¢G4 Y P5 son isomorfismos entonces g3 también es un isomorfismo.

Demostracion. Veremos primero que ¢3 es sobreyectiva. Sea bs € Bs, quere-
mos ver que existe ag € As tal que ¢3(az) = bs. Como ¢4 es sobreyectiva,
existe ay € Ay tal que ¢4(aq) = g3(bs). Luego, por exactitud en la segunda
fila tenemos g493(b3) = 0. Entonces,

0 = g493(b3) = gapa(as) = ¢5fa(aq)

Por lo tanto, como ¢s5 es inyectiva tenemos que fy(ay) = 0, es decir ay €
Ker(f4) y por exactitud en la primera fila obtenemos que a4 € Im(f3). Sea
as € Az tal que f3(as) = ay4. Luego,

93(b3 — ¢3(as) = gs(as) — gsps(as)
= ¢4(as) — daf3(as)

y por exactitud bs —¢3(as) € Im(ga). Sea by € By tal que go(be) = by —¢3(as).
Entonces, como ¢9 es sobreyectiva, existe ay € A, tal que ¢9(as) = bo.
Obtenemos, entonces, que



4.2. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS FINITAMENTE DOMINADOS67

Veremos ahora que ¢3 es inyectiva. Sea az € As tal que ¢3(az) = 0, queremos
ver que az = 0. Como ¢3(a3) = 0, gzps(az) = 0. Luego, por conmutatividad

0 = gs¢s3(as) = dafs(as)

Entonces, como ¢, es inyectiva, tenemos que f3(az) = 0 y por exactitud
existe ay € As tal que fo(ag) = asz. Luego,

0 = ¢3(as) = d3f2(az) = gaga(as)

y por exactitud en la segunda fila, existe b; € By tal que g1(b1) = ¢2(as).
Como ¢, es sobreyectiva, existe a; € A; tal que ¢1(a;) = by y obtenemos

P2(az) = g1(b1) = g1é1(a1) = d2f1(ar)

Por lo tanto, como ¢, es inyectiva, as = fi(ay) y

az = f2(a2) = f2f1(a1) =0
por exactitud. O

Lema4.2.9. SeaP,: 0 - P, - P, — ... > P — P — F — 0

un complejo de cadenas de R-mddulos proyectivos finitamente generados.
Suponemos que H;(P,) = 0 para i < k. Entonces P, es homotépicamente
equivalente a un complejo de cadenas de R-modulos proyectivos finitamente

generados de la forma 0 — P, — ... — Prio — @Q — 0.
En particular, Hy1(Py) es finitamente generado.
Demostracion. Supondremos primero que k = 0 y que, por lo tanto,
Ho(P) =0y Hi(P,) #0

Tenemos entonces que

0= H()(P*) = Ker(ao)/lm(al) = Po/Im(al>

y, por lo tanto, Im(0;) = Py. Luego, P o, P, es sobreyectiva y como
Py es proyectivo obtenemos que

P1 :Ker(ﬁl) EBP()

Ademés, como Ker(0;) = Im(0y) @ Ker(0,)/Im(dy) = Im(0y) & Hy(Py),
resulta que
Pl = Ker(@l) D PO = Im(ﬁg) ©® Hl(P*) ©® Po
Por otro lado P, ~ Im(0d,) & Ker(0,).
Sea Q) = H(P,).
Veremos que P, es homotopicamente equivalente al complejo de cadenas
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P:0 > P,

*

e

2\

> Py > Q

Hasta el elemento P, los dos complejos de cadenas son el mismo, luego
basta con probar la condicién de equivalencia homotdpica en los ultimos
elementos de las sucesiones exactas.

Para definir una homotopia de cadenas de P, en P, consideramos el si-
guiente diagrama

y Py 2, p BN P, BN
p p

SN ];2 AR Hl\(’P*) oo 1 0 ; 0
i 7

: ];2 RN ];1 N ];0 > 0

donde:

w py 2 Ppo=Im(0y) & Hi(P.) & Py — Hi(P.) y po : P — 0 son las
proyecciones

w i Hi(P,) —» P, =1Im(0:)®H | (P,)®Fyyi:0— P,son las inclusiones

s1: P =1Im(0) @ Hi(P,) ® Py — P ~ Im(0s) ® Ker(d,) estda dada
por a+b+ ¢+ 95 ' (a)

so: Py — Py =1Im(0y) & Hi1(P,) & Py es la inclusion

Luego, tenemos que d; 0 s1(a +b+¢) = a, d1osgla+b+c¢) =cy
iop(a+ b+ c) =b. Se verifica entonces que d, 0 81 + spo0dy =1 —iop.

Por otro lado, 0; o so(c) = ¢; ademés i 0 0y(c) =0y poi(c) = 0. Por lo
tanto tenemos que 0y 0 S +i0Jdy=1—1io0p.

Para defininir una homotopia de cadenas de P/ en P! consideramos el

* *

siguiente diagrama donde se verifica 0s 4+ s0 =1 — pi
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L B 0/l P 0!
p
> Py > Hi(Py) ;

Concluimos entonces que los dos complejos de cadenas son homotdpica-
mente equivalentes.

Si k > 0, repetimos el argumento hasta encontrar un grupo de homotopia
no nulo. O]

Ahora probaremos el reciproco del teorema 4.2.1.

Demostracion. Empezamos construyendo un 2-complejo K y un morfismo
¢ : K — X que induce isomorfismos en los grupos fundamentales. Para esto,
podemos tomar una presentacién finita de m(X) = {aq, -+ ,a, : by, -+ by}
y construimos un CW-complejo K que tenga n 1-células y m 2-células.
Asumiremos que K C X. Si no, podemos tomar el mapping cylinder de
¢, es decir consideramos el espacio M = X U, (K x [0,1]).
Sea K el cubrimiento universal de K. Luego, K es l-conexo y por el

teorema de Hurewicz, tenemos que 7, (K') y Hy(K) son isomorfos. Igualmente,
tenemos que m1(X) y Hy(X) son isomorfos.
Consideramos las sucesiones exactas de homotopia y de homologia del

par (X, K).

. — 7T2<K) — 7T2(X) _— WQ(X,K) —_— 7T1(K) —_— 7T1(X)

. —— Hy(K) —— Hy(X) —— Hy(X,K) —— Hy(K) —— Hy(X)

Entonces, por el lema de los cinco tenemos que mo(X, K) — Hy(X, K) es un
isomorfismo.

Por otro lado, tenemos que Hy(X,K) = Hy(X U CK) y por lo tanto
H,(X, K) es la homologfa del mapping cone de C,(K) — P,. Como K es
un CW-complejo finito, C’*(f( ) es un complejo de cadenas de largo finito de
Z[r]—médulos finitamente generados. Luego, el mapping cone de C,(K) —
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P, es un complejo de cadenas de largo finito de Z[r]—mddulos proyectivos
finitamente generados.

Entonces, por el lema 4.2.9, tenemos que Hg(f( K ) es finitamente gene-
rado y por lo tanto m(X, K) ~ Hy(X, K) también es finitamente generado.

Queremos pegarle células a K de forma que el morfismo ¢ : K — X sea
2-conexo, es decir de forma que 75(X, K) = 0.

Para esto, tomamos un conjunto finito de generadores

a; : (D* 81 — (X, K)
de m(X, K). Existe un conjunto de generadores finito ya que
7T2(X7K> = 7T2(X7K) = HQ(X7K)

es finitamente generado.
Notamos que da; € 1 (K) pues

D T(K) —— m(X) —— m(X, K) 2 m(K) —— cdots

o —— 0oy

Sea L el espacio que obtenemos pegandole una 2-célula a K por cada o
y usamos los morfismos «; para extender ¢ a un morfismo ¢ : L — X.

El CW-complejo L que obtuvimos es finito y ademaés verifica Hz(f( , [~/) =0
para todo 2 < 2 y tenemos entonces que ¢ es 2-conexo.

Luego, por el mismo argumento que antes, podemos ver que H. 3(X' , l~)) es
finitamente generado. Entonces tomando un generador finito y repitiendo la
misma construccién que antes podemos construir un CW-complejo finito que
también llamaremos L tal que H;(X, L) = 0 para todo i < 3.

Podemos continuar con estos pasos hasta obtener un CW-complejo fini-
to L que verifica H;(X,L) = 0 para todo i # k y Hi(X,L) = P es un
Z|r]—médulo proyectivo.

Consideramos ahora el par (X x S, L x S!). Este par tiene la misma
homologia que (f( , I~/) ya que el cubrimiento universal de S' es R, que es
contractible.

Tomamos un moédulo proyectivo @ tal que P® (@ sea libre y consideramos

0 — PeZtt'leQeZtt '] — Pzttt oQeZt,t'] — P — 0

B A

(1)
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donde el segundo morfismo es (1 — )@ 1 y el tercero es la proyeccién.
Esta sucesion es exacta corta pues la sucesion

~
[}

0 — Z[t,t7Y] 5 Z[t,t7!) - 7

es exacta corta.

La sucesién exacta corta (1) nos da une representacién finita de P =
Hp(X x ST L x SY) = m,(X x S1, L x S*) pues A y B son Z[r]|[t, t!]—mdbdu-
los finitamente generados.

Entonces, podemos tomar generadores finitos para A y para B y pegarle
una k—célula a L x S* por cada elemento del generador de A y una (k +
1)—célula por cada elemento del generador de B. También le llamamos L x S*
al espacio que obtenemos.

El espacio L x S! es, entonces, un CW-complejo que verifica

H;(X x SY,LxSH)=0

para todo i. Ademds, como en cada paso pegamos finitas células, L x S! es
un CW-complejo finito.

Como H;(X x S' L x S') = 0 para todo i, por el teorema de Hurewicz,

7;(X x S* L x S1) = 0 para todo 4, y por lo tanto m;(X x S, L x S*) =0
para todo i. Tenemos, por lo tanto, una equivalencia débil de homotopia
entre X x Sty L x S*. Dado que ambos son CW-complejos, por el teorema
de Whitehead concluimos que son homotdépicamente equivalentes.

Luego, consideramos

o N
X X xSt =5 xSt
1\/

p

donde 7 es la inclusion y 7 es la proyeccion.
Obtenemos que X es finitamente dominado por un CW-complejo ho-
motoépicamente equivalente a L x S?.
O

Podemos relacionar espacios finitamente dominados con espacios del tipo
de homotopia de CW-complejos de la siguiente manera.

Teorema 4.2.10. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Entonces,

1. X es homotopicamente equivalente a un CW -complejo de dimension
finita.
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2. X es homotdpicamente equivalente a un CW -complejo de dimension
infinita con esqueleto finito.

Demostracion. Continuando con la construccion que hicimos en la demos-
tracién anterior, tenemos un CW-complejo finito L y un morfismo L — X
que induce isomorfismo en los grupos fundamentales. Ademads, tenemos que
H(X,L)=0sil#kyque Hy(X,L) es un Z[x]—mébdulo proyectivo finita-
mente generado. Sea P = Hy (X, L).

Sea () un médulo proyectivo finitamente generado tal que P @ () es libre.

Para probar que X es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo
de dimensién finita, consideramos la sucesion exacta corta:

0= QePeQePeQ. - PeQaPaQaP.. — P —0
B A

donde el primer morfismo es el shift y el segundo la proyeccion.

Esta sucesion exacta corta da una representacion de P.

Como A es libre podemos tomar una base y pegarle una k-célula a L
por cada elemento de la base. Igualmente, como B es libre, podemos pegarle
una (k + 1)-célula a L por cada elemento de la base de B. En ambos pasos
pegamos infinitas células y obtenemos un CW-complejo de dimensién finita
L tal que H;(X, L) = 0 para todo i.

Luego, tenemos que Hi()N(, E) = 0 y por lo tanto L — X es una equiva-
lencia débil de homotopia. Como L y X son CW-complejos, por el teorema
de Whitehead obtenemos que son homotopicamente equivalentes.

Para probar que X es homotdépicamente equivalente a un CW-complejo
de dimensién infinita con esqueleto finito consideramos la sucesion exacta
corta

0 > Q) >y P Q > P > 0

donde el primer morfismo es la inclusion y el segundo la proyeccién.

Esta sucesion exacta nos da una representacion de P. Dado que P es
finitamente generado, podemos tomar una base finita de P@® (@) y pegarle una
k-célula a L por cada elemento de la base. Obtenemos un CW-complejo L de
dimensién k y con finitas células en cada dimensién tal que Hyy1(X, L) = Q.

Ahora consideramos la siguiente sucesion exacta corta que da una repre-
sentacion de ()

0 > P > P®Q > @ > 0
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Al igual que en el paso anterior, le pegamos una (k + 1)-célula a L por
cada elemento de la base finita de P& @ y obtenemos un CW-complejo L de
dimensién k+1 con finitas células en cada dimensién tal que Hyyo(X, L) = P.

Si continuamos con este proceso infitamente, obtenemos un CW-complejo
L de dimensién infinita pero con finitas células en cada dimension tal que
HZ(X , IN/) = 0 para todo ¢. Tenemos, entonces, una equivalencia débil entre
Ly X y por Whitehead concluimos que X es homotépicamente equivalente
a L. O]

4.3. Definicion del invariante o(X)

Sea X finitamente dominado. Por la caracterizacion que vimos en la sec-
cién anterior tenemos que S, ()Nf ) es homotdpicamente equivalente al complejo
de cadenas de largo finito [P,] de Z[r]—mddulos proyectivos finitamente ge-
nerados.

Como [P,] es de tipo finito, tenemos definida su caracteristica de Euler
mediante

[P] = S(-1)[P] € KolZr)

Ya probamos, en el capitulo, anterior que es un invariante bien definido
del tipo de homotopia de P, y, por lo tanto, es un invariante bien definido
de X. Luego, tiene sentido definir la caracteristica de Euler de X mediante

Si tomamos la inclusiéon Z — Z[r| y luego la aumentaciéon Z[n] — Z
tenemos

7 —— 7] 4= 7
idz

Aplicando el funtor K obtenemos

Ko(Z) —"— Ko(Z[n]) —“— Ko(Z)

\_/

Ko(idz)

Esto nos da un splitting en la sucesién exacta
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€x

>~
@ Kl — Ko@)/
| |
z Ro(Z[)

y, por lo tanto,

Ko(Z[n]) = Ko(Z) ® Ko(Z[r]) = Z & Ko(Z[r])

Podemos escribir, entonces,

ccon a(X) € Zy o(X) € Ko(Z[r]).
Definicién 4.3.1. El invariante o(X) € Ko(Z[r]) es la obstruccién de finitud
de Wall.

Probaremos en la siguiente seccién que si (X ) = 0, que X sea finitamente
dominado implica que es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo
finito.

4.4. Demostracion del teorema 4.1.4

Dado X finitamente dominado, probaremos ahora una condicion necesaria
y suficiente sobre o(X) para que X sea homotdpicamente equivalente a un
CW-complejo finito.

Teorema 4.4.1. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Existe, enton-
ces, un invariante o(X) € Ko(Z[m (X, x)]) tal que X es homotdpicamente
equivalente a un CW-complejo finito si y solamente si o(X) = 0.

Demostracion. Si X es homotdépicamente equivalente a un CW-complejo fi-
nito K de dimensién n, entonces S,(X) es homotépicamente equivalente a
las cadenas celulares de K. Por lo tanto, tenemos que x(X) = y(K).

El complejo de cadenas de K es

0 —— Cp(K) —— C,_1(K) > > C1(K) —— Cy(K)




4.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.4 75

y los C;(K) son Z[r]-médulos libres finitamente generados. Entonces, x (K) €
Z vy, por lo tanto, o(K) = 0.
Probamos, entonces, que o(X) = 0.

Reciprocamente, queremos ver que si o(X) = 0 entonces X es homotdpi-
camente equivalente a un CW-complejo finito.

Recordamos que el la prueba del reciproco del Teorema 4.2.1 construimos
un CW-complejo finito L y un morfismo [ — X que induce isomorfismos en
los grupos fundamentales. Ademas, tenemos que Hl()z' ,i) =0sil#ky
que H(X, L) es un Z[x]-médulo proyectivo finitamente generado. Sea P =
Hy(X,L).

Veremos primero que o(X) = +[P] dependiendo de si k es par o impar.

Consideramos la sucesién exacta del par (X, L)

. —— H (X, L) — H(L) — H(X) — H(X,L) — ...

Como H;(X, L) = 0 para todo i # k, tenemos que si | # k, k — 1:

0 — H(L) — H(X) — 0

Entonces si | # k,k — 1, H;(L) ~ H;(X). Si no, tenemos:

0 —— Hp(L) —— Hp(X) — Hp(X,L) —— Hy_1(L) —— Hy_1(X)

|
0 P

Por construccién de L, tenemos que Hy (L) — Hj_1(X) es un isomor-

fismo y por lo tanto Hy(X) — P es un isomorfismo.
Luego,

segun la paridad de k.
SN (=1)[H,(L)] € Z porque L es un CW-complejo finito.
Entonces 3 (—1)/[H;(L)] = 0 en Ky(Z[r]) y por lo tanto x(X) = %[P].
Como o(X) = 0, tenemos que [P] = 0 € Ky(Z[r]). La clase del 0 en

Ko(Z[r]) esta representada por un médulo libre finitamente generado F.
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Entonces, [P] = [F] y existe un médulo libre y finitamente generado E tal
que PO E=F.

Consideramos la siguiente sucesiéon exacta corta que nos da una represen-
tacion de P:

0 N LNy A SN ) s 0

Dado que F'y E son libres y finitamente generados podemos tomar una base
finita para cada uno. Le pegamos un k-célula a L por cada elemento de la
base de F'y una (k + 1)-célula por cada elemento de la base de E.

En ambos pasos pegamos finitas células y obtenemos un CW-complejo
finito L tal que HZ-(X, IZ) = 0 para todo i. Tenemos, entonces, por el teorema
de Hurewicz, que m;(X, L) = 0 para todo i. Esto implica que 7;(X) ~ m;(K)
y tenemos, por lo tanto, una equivalencia de homotopia débil entre X y L.

Luego, por el teorema de Whitehead, X y L son homotdépicamente equi-
valentes. O

Veremos finalmente que todo elemento de Ko(Z[m (X, z)] es la obstruccién
de finitud de algin espacio.

Teorema 4.4.2. /;4] St m es un grupo finitamente presentado, entonces to-
do elemento o € Ko(Z[n]) es la obstruccion de finitud de un CW-complejo
finitamente dominado X tal que m(X) = 7.

Demostracion. Consideramos una presentaciéon finita de 7 y construimos un
CW-complejo K pegando una 1-célula por cada generador de 7 y una 2-
célula por cada relacion en 7. Luego, K es un CW-complejo finito tal que
dim(K) =2y m(K) = .

Representamos ¢ por un modulo proyectivo finitamente generado P, es
decir, 0 = [P] € Ko(Z[r]). Sea Q un médulo proyectivo finitamente generado
tal que P @ @ = F' es libre y sea n el rango de F, es decir, el nimero de
generadores libres.

Tomamos [ > 3 y definimos el siguiente CW-complejo:

L:K\/V?:lsf

donde S! es una [-esfera.

Consideramos r : L — K la retraccién de las [-esferas en el punto base
de m(K) ei: K — L la inclusién. Luego tenemos r o i = idx y estos dos
morfismos inducen en el [-ésimo grupo de homotopia

e
m(K) m(L) con r, o1, = id,
~_ 7

T
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Tenemos entonces un splitting en la sucesién exacta de par (L, K)

Tx

VRS
0 — m(K) m(L) — m(L,K) —— 0
\._2r
donde 741 (L, K) = 0 porque L y K tienen las mismas [+ 1-células y w1 = 0
pues K tiene unicamente 1-células y 2-células. Por lo tanto, tenemos que
m(L) = m(K) @ m(L, K).
Como 7;(L, K) = 0 si i < [, por el teorema de Hurewicz tenemos que
m(L, K) ~ m(L, K) ~ H/(L, K). Ademés, como H;(L, K) estd generado

por las [-esferas en L que no estén en K, tenemos que H;(L, K) ~ F como
Zm-mébdulo. Obtenemos, entonces, que

m(L) ~m(K)® F

Luego, podemos definir el morfismo « : L — L tal que a‘K =idy ay :
m(L) — m(L) estd dada por la matriz

o)

con respecto a la descomposicién en suma directa m (L) ~ m (K )@ F y donde
A es la matriz asociada a la proyeccién p : FF — P — F.
Como A es una proyeccién verifica, A2 = A y, por lo tanto,

(6 )G 8)=( %)

Entonces a, 0, ~ a, : m(L) — m(L) rel K. Por otro lado, si i # [, tenemos
mi(L) = m(K) y como a}K = id, tenemos «, = id. Concluimos entonces que
a es un idempotente homotdpico, es decir a, o ai, ~ v, el K.

Sea X el mapping telescope infinito Tel(«)

X=Tel{a)= o o o a o

L L i3 L L L

Sea d : L — la inclusién de L en L x {0} en el primer mapping cylinder.
Definimos s : X — X como « en cada L x {0} y extendemos a todo X
usando la homotopia o a ~ «
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H:Lx[0,1] =L
H(l,0) = a(l)
H(l,1) = afa(l))
La extensién de s” estd bien definida ya que « es un idempotente homotdpico.
Tenemos que d o s’ : X — X induce la identidad en los grupos de homo-
topia de X y, por lo tanto, por el teorema de Whitehead, es una equivalencia
homotépica. Sea ¢ una inversa homotopica de d o s’ y s = s' o ¢. Luego,
dos=dos o¢~idy obtenemos entonces que X es finitamente dominado
por L.

d
X T con dos ~idy
~__ "

s

Concluiremos viendo que o(X) = (=1)'[P].
Por construccion de X, tenemos que HZ({( ) =0sii# 1,2, y ademds
que Hi(X) ~ H{(K), Hy(X) ~ Hy(K) y H(X) ~ P. Luego,

X(X) = x(H.(X))
=2 (1A
= [H\(K)] + [ <>]+[Hz<f<1>

Dado que K es un CW-complejo finito, se cumple [Hy (K)]+[Hy(K)] € Z. Por
lo tanto, o(X) = [P]. Obtuvimos, entonces, un espacio finitamente dominado
X tal que o(X) =o0. O
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