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Introducción

Los CW-complejos, definidos por Whitehead en la década de los 40, son
espacios topológicos que se construyen inductivamente mediante un proce-
so de pegado de n-discos Dn, o células, a lo largo de sus bordes, (n − 1)-
esféras Sn−1, para todo n ∈ N. En virtud de sus buenas propiedades, los
CW-complejos son de mucho interés en la topoloǵıa algebraica. De hecho,
el teorema de aproximación CW afirma que para todo espacio topológico X
existe un CW-complejo Y y un morfismo f : Y → X que induce ismorfismos
en todos los grupos de homotoṕıa y homoloǵıa. Es decir que todo espacio X
es débilmente homotópicamente equivalente a un CW-complejo.

Nos preguntamos, en este trabajo, cuándo un espacio X es homotópi-
camente equivalente a un CW-complejo finito, es decir cuándo existen un
CW-complejo finito Y y morfismos f : X → Y y g : Y → X tales que
g ◦ f ' idX y f ◦ g ' idY .

Decimos que un espacio X es finitamente dominado si existen un CW-
complejo finito Y y morfismos i : X → Y y r : Y → X tales que r ◦ i ' idX .
Es claro que esta condición es necesaria para que X sea homotópicamente
equivalente a un CW-complejo finito. La pregunta es cuándo esta condición
es suficiente:

¿Cuándo un espacio X finitamente dominado es homotópicamente
equivalente a un CW-complejo finito?

La obstrucción de finitud de Wall de un espacio X es un invariante del
tipo de homotoṕıa de X que nos permite responder a esta pregunta. Dicha
obstrucción se obtiene como un elemento de K0(ZG), siendo G = π1(X) y
su anulación es una condición necesaria y suficiente para que un espacio X
finitamente dominado sea homotópicamente equivalente a un CW-complejo
finito. Este resultado fue originalmente desarrollado por Wall en 1965.
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En este trabajo realizaremos una exposición de este resultado utilizando
como bibliograf́ıa tanto los art́ıculos clásicos [16] y [17] como los art́ıculos
recientes [4] y [9].

La monograf́ıa está organizada de la siguiente manera.

En el primer caṕıtulo presentaremos los principales resultados de la teoŕıa
de categoŕıas y de la teoŕıa de homotoṕıa que se usarán en el resto del trabajo.

En el segundo caṕıtulo veremos primero cómo asignarle un complejo de
cadenas a un CW-complejo y describiremos las formas que toma según las
propiedades que tenga el CW-complejo. Luego, estudiaremos los conjuntos
simpliciales. Veremos el funtor realización geométrica que le asigna a un
conjunto simplicial X un espacio topológico |X|. Probaremos que |X| no
es cualquier espacio topológico, sino que es un CW-complejo. Igualmente,
veremos el funtor Sing que le asigna a un espacio topológico un conjunto
simplicial. Al respecto, Milnor prueba en [8] que hay una equivalencia de
homotoṕıa débil entre |Sing(X)| y X.

En el tercer caṕıtulo presentaremos el grupo K0(R) de un anillo R. Para
definir el K0 de un anillo, estudiaremos los módulos proyectivos y el teorema
de Grothendieck que establece una construcción para transformar un monoide
conmutativo en un grupo abeliano. Luego, definiremos la caracteŕıstica de
Euler de un complejo de cadenas de tipo finito de módulos proyectivos y
probaremos que es constante en las clases de homotoṕıa de complejos de
cadenas de tipo finito.

Finalmente, en el cuarto caṕıtulo definiremos la obstrucción de finitud de
Wall σ, que es un elemento de K0(Zπ1(X))y probaremos el resultado central
de este trabajo:

Teorema 1. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Existe un inva-
riante σ(X) ∈ K̃0(Z[π1(X, x)]) tal que X es homotópicamente equivalente a
un CW-complejo finito si y solamente si σ(X) = 0.

Adicionalmente, en este caṕıtulo, veremos una caracterización de los espacios
finitamente dominados que será de mucha utilidad para probar el teorema
anterior.

Teorema 2. [9] Un espacio conexo X es finitamente dominado si y solamente
si valen las siguientes condiciones:

1. X es homotópicamente equivalente a un CW-complejo

2. π1(X) es finitamente presentado
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3. S(X̃), las cadenas singulares del cubrimiento universal, es homotópi-
camente equivalente por cadenas como complejo de cadenas de Z[π]-
módulos a un complejo de cadenas

P∗ : 0 Pk Pk−1 ... P0 0

de Z[π]-módulos proyectivos finitamente generados.

Probaremos, asimismo, el siguiente resultado interesante que afirma que cual-
quier elemento de K̃0(Z[π1(X, x)]) es la obstrucción de finitud de Wall de
algún espacio.
Teorema 3. [9] Si π es un grupo finitamente presentado, entonces todo ele-
mento σ ∈ K̃0(Z[π]) es la obstrucción de finitud de un CW-complejo finita-
mente dominado X tal que π1(X) = π.
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1.2.3. Los grupos de homotoṕıa de orden superior πn(X) . . . 16
1.2.4. Teorema de Whitehead . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.5. Teorema de aproximación CW . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.6. Teorema de Hurewicz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2. Realización geométrica y complejos de cadenas 21
2.1. Complejo de cadenas asociado a un CW-complejo . . . . . . . 21
2.2. Conjuntos simpliciales y su realización geométrica . . . . . . . 25
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo, definiremos algunos conceptos básicos de la teoŕıa de
categoŕıas y luego veremos algunos resultados importantes como el lema de
Yoneda, usando como referencias a [7] y [12]. Asimismo, definiremos los gru-
pos de homotoṕıa superiores y presentaremos los principales resultados de
la teoŕıa de homotoṕıa que se usarán en el resto del trabajo: el teorema de
Whitehead, el teorema de aproximación CW y el teorema de Hurewicz. Para
ello nos referimos a [6].

1.1. Teoŕıa de categoŕıas

En esta sección, veremos conceptos básicos de teoŕıa de categoŕıas que
utilizaremos a lo largo del trabajo.

Nos referimos a [7] y a [12].

Definición 1.1.1. Una categoŕıa C consiste en

una colección de objetos Obj(C)

para cada par (X, Y ) de objetos ordenados, una colección hom(X, Y )
de morfismos de dominio X y codominio Y ; para f ∈ hom(X, Y ) es-
cribimos f : X → Y

para cada tripleta ordenada (X, Y, Z), un morfismo

hom(Y, Z)× hom(X, Y )→ hom(X,Z)

que llamamos composición; si f ∈ hom(X, Y ) y g ∈ hom(Y, Z), enton-
ces denotaremos la imagen de (g, f) en hom(X,Z) por g ◦ f .

Estos objetos y morfismos deben satisfacer los siguientes axiomas:

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1. si f ∈ hom(X, Y ), g ∈ hom(Y, Z) y h ∈ hom(Z,W ), entonces

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ∈ hom(X,W )

2. dado un objeto Y , existe un morfismo idY : Y → Y tal que idY ◦ g = g
para todo morfismo g ∈ hom(X, Y ) y h ◦ idY = h para todo morfismo
h ∈ hom(Y, Z); además el morfismo idY es único.

Ejemplo 1.1.2. Algunos ejemplos de categoŕıas son

Set, la categoŕıa cuyos objetos son todos los conjuntos y cuyos morfis-
mos son todas las funciones.

Top, la categoŕıa de los espacios topológicos y las funciones continuas.

Grp, la categoŕıa de los grupos y los homomorfismos de grupos.

Definición 1.1.3. Dada una categoŕıa C, la categoŕıa opuesta Cop tiene:

los mismos objetos que C,

un morfismo f op en Cop por cada morfismo f en C de forma que el
dominio de f op es el codominio de f y el codominio de f op es el dominio
de f ,

f op : X → Y ∈ Cop ! f : Y → X ∈ C.

Es decir, Cop tiene los mismos objetos y los mismos morfismos que C,
pero cada morfismo tiene la dirección opuesta.

Definición 1.1.4. Un funtor F : C → D entre dos categoŕıas C y D es una
flecha que le asigna

un objeto F (X) ∈ D a cada objeto X ∈ C

un morfismo F (f) ∈ homD(F (X), F (Y )) a cada morfismo f ∈ homC(X, Y )

y que satisface las siguientes condiciones

1. para cada objeto X ∈ C tenemos F (idX) = idF (X)

2. si f ∈ homC(X, Y ) y g ∈ homC(Y, Z) tenemos F (g◦f) = F (g)◦F (f) ∈
homD(F (X), F (Z))

Ejemplo 1.1.5. A modo de ejemplo veremos el funtor Hom. Consideramos una
categoŕıa C y un objeto X en esa categoŕıa. El funtor Hom(X,−) : C → Set
esta dado por:
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Hom(X,−) manda cada objeto Y de C en el conjunto de morfismos
Hom(X, Y )

Hom(X,−) manda cada morfismo f : A→ B en el morfismo Hom(X, f) :
Hom(X,A) → Hom(X,B) dado por g 7→ f ◦ g para todo morfismo
g ∈ Hom(X,A)

Los funtores que acabamos de definir se dicen covariantes para distinguir-
los de los que definiremos a continuación.

Definición 1.1.6. Un funtor contravariante F de una categoŕıa C en una
categoŕıa D es un funtor F : Cop → D. Expĺıcitamente, le asigna

un objeto F (X) ∈ D a cada objeto X ∈ C

un morfismo F (f) ∈ homD(F (Y ), F (X)) a cada morfismo f ∈ homC(X, Y )

y que satisface las dos condiciones siguientes:

1. para cada objeto X ∈ C tenemos F (idX) = idF (X)

2. si f ∈ homC(X, Y ) y g ∈ homC(Y, Z) tenemos F (g◦f) = F (f)◦F (g) ∈
homD(F (Z), F (X))

Ejemplo 1.1.7. Un ejemplo de funtor contravariante es Hom(−, X) : C → Set
está dado por:

Hom(−, X) manda cada objeto Y de C en el conjunto de morfismos
Hom(Y,X)

Hom(−, X) manda cada morfismo f : A→ B en el morfismo Hom(f,X) :
Hom(X,B) → Hom(X,A) dado por g 7→ g ◦ h para todo morfismo
g ∈ Hom(B,X).

Definición 1.1.8. Una transformación natural es un morfismo entre funto-
res: dadas dos categoŕıas C y D y dos funtores F,G : C → D, una transfor-
mación natural T de F en G es una función que

a cada objetoX ∈ C le asigna un morfismo T (X) ∈ homD(F (X), G(X))

para cada morfimo f ∈ homC(X, Y ), satisface

T (Y ) ◦ F (f) = G(f) ◦ T (X)

es decir el siguiente diagrama conmuta

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

T (X)

F (f) G(f)

T (Y )
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1.1.1. Ĺımites y coĺımites

Los ĺımites y coĺımites son construcciones universales en una categoŕıa.
Antes de definirlos, necesitaremos revisar la noción de diagrama.

Definición 1.1.9. Decimos que una categoŕıa J es pequeña si la colección
de objetos de J y la colección de morfismos de J son conjuntos.

Definición 1.1.10. Un diagrama en una categoŕıa C es un funtor F : J → C
tal que J es una categoŕıa pequeña. Llamamos categoŕıa indexante al dominio
del funtor.

Ejemplo 1.1.11. Consideramos la categoŕıa 2× 2 que tiene cuatro objetos y
los morfismos ilustrados en el siguiente diagrama:

• •

• •

En 2×2, el morfismo diagonal es la composición del morfismo de arriba y del
de la derecha, y también es la composición de los morfismos de la izquierda y
de abajo. Luego, un diagrama indexado en 2×2 es un cuadrado conmutativo.

Podemos pensar la categoŕıa indexante como un grafo dirigido que deter-
mina la forma del diagrama junto con las relaciones de conmutatividad.

Por ejemplo, para definir un morfismo que tenga por dominio la categoŕıa
2 × 2 basta con dar las imágenes de los cuatro objetos junto con cuatro
morfismos:

a b

c d

f

g h

k

Definición 1.1.12. Para cualquier objeto c ∈ C y cualquier categoŕıa J , el
funtor constante c : J → C manda todo objeto de J a c y todo morfismo en
J al morfismo identidad idc.

Definición 1.1.13. Un cono sobre un diagrama F : J → C con vértice
c ∈ C es una transformación natural λ : c ⇒ F cuyo dominio es el funtor
constante en c. Expĺıcitamente,

Un cono sobre F : J → C con vértice c ∈ C es una colección de
morfismos λj : c→ F (j) indexados por los objetos j ∈ J
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Una familia de morfismos (λj : c → F (j)) define un cono sobre F si y
solamente si para cada morfismo f : j → k en J , el siguiente diagrama
conmuta en C

c

F (j) F (k)

λkλj

F (f)

Dualmente, un cono bajo F con nadir c es una transformación natural
λ : F ⇒ c. La condición de naturalidad implica que para cada morfismo
f : j → k en J , el siguiente triángulo conmuta en C

F (j) F (k)

c

F (f)

λk λj

Observación 1.1.14. Un cono bajo F : J → C es un cono sobre F : Jop →
Cop.

Definición 1.1.15. El ĺımite de un diagrama F : J → C es el cono universal
sobre F.

Expĺıcitamente, el ĺımite de F : J → C es un objeto limF ∈ C junto
con morfismos ηj : limF → F (j) para cada objeto j de J . Además, estos
morfismos cumplen la siguiente propiedad: para cualquier objeto X ∈ C y
cualquier colección de morfismos λj : X → F (j) que satisfacen λk = F (f)◦λj
existe un único morfismo h : X → limF tal que λj = ηj ◦h para todo objeto
j en J .

X

limF

j k

λj
h

λk

ηj ηk

f

Dualmente, el coĺımite de un diagrama F : J → C es el cono universal
bajo F. Expĺıcitamente, es un objeto colimF en C junto con morfismos εj →
colimF que forman un cono bajo F . Además, para cualquier objeto X en C
y cualquier colección de morfismos λj : j → C que formen un cono bajo F ,
tenemos que existe un único morfismo g : colimF → X tal que λj = g ◦ εj
para todo j en J .
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j k

colimF

X

f

εj

λj

εk

λkg

A modo de ejemplo, veremos dos coĺımites y un ĺımite de diagramas
particulares que necesitaremos más adelante.

Ejemplo 1.1.16. Un coegalizador es el coĺımite de un diagrama indexado por
la categoŕıa • ⇒ •. El coegalizador de un par de morfismos paralelos f, g :
A ⇒ B es un objeto Coeq(f, g) junto con un morfismo q : B → Coeq(f, g)
tal q ◦ f = q ◦ g y es universal en el sentido que si X es otro objeto con un
morfismo q′ : B → X tal que q′ ◦f = q′ ◦g entonces existe un único morfismo
u : Coeq(f, g)→ X de forma que el siguiente diagrama conmuta:

A B Coeq(f, g)

X

f

g

q

q′
∃! u

Ejemplo 1.1.17. Dualmente, un egalizador es el ĺımite de un diagrama indexa-
do por la categoŕıa •⇒ •. El egalizador de un par de morfismos f, g : A⇒ B
es un objeto Eq(f, g) junto con un morfismo e : Eq(f, g) → A tal que
f ◦ e = g ◦ e y es universal en el sentido que si X es otro objeto con un
morfismo e′ : X → A tal que f ◦ e′ = g ◦ e′ entonces existe un único morfismo
u : X → Eq(f, g) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Eq(f, g) A B

X

e
f

g

∃! u
e′

Ejemplo 1.1.18. Un pushout es el coĺımite de un diagrama indexado por la
categoŕıa • ← • → •. El pushout de los morfismos f : A → B y g : A → C
consiste en un objeto P y dos morfismos i1 : B → P e i2 : C → P tales que
completan el diagrama a un cuadrado conmutativo y (P, i1, i2) es universal
respecto al diagrama. Es decir para otra tripleta (Q, j1, j2) tal que el diagrama
conmuta, existe un único morfismo u : p → Q tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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A B

C P

Q

f

g i1
j1

j2

i2

∃! u

1.1.2. Categoŕıas abelianas y funtores exactos

En esta sección, definiremos las categoŕıas abelianas para luego ver los
funtores exactos en este contexto.

Para definir categoŕıa abeliana, necesitamos primero ver los siguientes
conceptos.

Definición 1.1.19. Sea C una categoŕıa. Decimos que un objeto t en C es
terminal si para cada objeto a en C existe un único morfismo a → t. Un
objeto s en C es inicial si para cada objeto a en C existe un único morfismo
s→ a. Un objeto z en C es nulo si es inicial y terminal.

Definición 1.1.20. Sea C una categoŕıa que tiene un objeto nulo. Definimos
el kernel de un morfismo f : a → b como el egalizador de los morfismos
f, 0 : a⇒ b. Expĺıcitamente, k : s→ a es un kernel de f : a→ b si fk = 0 y
todo morfismo h : c′ → a tal que fh = 0 se factoriza de forma única a través
de k, es decir existe un único morfismo h′ tal que h = kh′

s

a b

c

0

k
f

∃!h′

h

0

Veremos también la noción dual de cokernel.

Definición 1.1.21. Consideramos una categoŕıa C que tiene un elemento
nulo. El cokernel de un morfismo f : a → b es un morfismo u : b → e tal
que uf = 0 y todo morfismo h : b→ c que verifica hf = 0 se factoriza como
h = h′u para un único morfismo h′ : e→ c

a b e

c

f u

h
∃!h′
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Definición 1.1.22. Sea C una categoŕıa. Un morfismo m : a→ b es mónico
en C si para cada par de morfismos paralelos f1, f2 : d → a, la igualdad
m ◦ f1 = m ◦ f2 implica que f1 = f2, es decir m es mónico si se puede
cancelar a izquierda. Un morfismo h : a→ b es epi en C si para todo par de
morfismos g1, g2 : b→ c, la igualdad g1 ◦ h = g2 ◦ h implica g1 = g2, es decir
h es epi si se puede cancelar a la derecha.

Definición 1.1.23. Una Ab-categoŕıa es una categoŕıa para la cual cada
conjunto de morfismos hom(a, b) es un grupo abeliano aditivo donde la com-
posición es bilineal: dados morfismos f, f ′ : a→ b y g, g′ : b→ c se cumple

(g + g′) ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′ + g′ ◦ f + g′ ◦ f ′

Definición 1.1.24. Sea A una Ab-categoŕıa y a y b objetos en A. Un dia-
grama de biproducto para los objetos a y b es un diagrama

a c b
i1

p1

p2

i2

tal que p1i1 = ida, p2i2 = idb y i1p1 + i2p2 = idc

Estamos ahora en condiciones de dar la definición de categoŕıa abeliana.

Definición 1.1.25. Una categoŕıa abeliana A es una Ab-categoŕıa que veri-
fica las siguientes condiciones

1. A tiene un objeto nulo

2. A tiene biproductos binarios

3. todo morfismo en A tiene un kernel y un cokernel

4. todo morfismo mónico es un kernel y todo morfismo epi es un cokernel

Veremos ahora la noción de funtor exacto en el contexto de categoŕıas
abelianas.

Definición 1.1.26. Sean C y C ′ categoŕıas abelianas, decimos que un funtor
covariante F : C → C ′ es exacto por izquierda si una sucesión exacta corta

0 K M N 0

induce una sucesión exacta

0 F (K) F (M) F (N)

Decimos que es exacto por derecha si induce una sucesión exacta
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F (K) F (M) F (N) 0

F es exacto si es exacto por izquierda y por derecha, es decir si preserva
sucesiones exactas cortas.

Proposición 1.1.27. El funtor Hom(X,−) es exacto por izquierda.

Demostración. Sea 0 A B C 0i q
una sucesión exac-

ta corta. Queremos ver que

0 Hom(X,A) Hom(X,B) Hom(X,C)
i∗ q∗

es exacta, donde los morfismos inducidos están dados por post-composición
con i y q.

Sea f ∈ Hom(X,A). Si i ◦ f = 0, entonces tenemos que (i ◦ f)(x) = 0
para todo x ∈ X. Luego, como i es inyectiva, f(x) = 0 para todo x. Entonces
Ker(i∗) = {0} y se cumple la condición de exactitud en

0 Hom(X,A) Hom(X,B)
i∗ .

Como q ◦ i = 0, tenemos que cualquier f ∈ Hom(X,A) tiene imagen
0 ∈ Hom(X,C) mediante f 7→ q ◦ i ◦ f . Luego Im(i∗) ⊂ Ker(q∗).

Para probar la otra inclusión, tomamos g ∈ Hom(X,B) tal que q◦g = 0 ∈
Hom(X,C). Entonces g(X) ⊂ Ker(q) = Im(i). Como i es inyectiva es un
isomorfismo sobre su imagen y por lo tanto tiene una inversa i−1 : i(A)→ A.
Podemos definir f = i−1 ◦ g ∈ Hom(X,A) ya que g(X) ⊂ Im(i). Luego
i ◦ f = g y por lo tanto Ker(q∗) ⊂ Im(i∗). Entonces tenemos exactitud en

Hom(X,A) Hom(X,B) Hom(X,C)
i∗ q∗

.

Observación 1.1.28. En general, el funtor Hom(X,−) no es exacto por dere-
cha. Por ejemplo, consideramos

0 Z Z Z/n 0
×n

con n > 1.
Como no existe un morfismo no nulo de Z/n en Z, tenemos que el extremo

derecho de la sucesión inducida no cumple la condición de exactitud

0 Hom(Z/n,Z) Hom(Z/n,Z) Hom(Z/n,Z/n) 0

0 0 Z/n
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1.1.3. Lema de Yoneda

Definición 1.1.29. Decimos que una categoŕıa C es localmente pequeña si
hom(A,B) es un conjunto para cualquier par de objetos A y B.

En esta sección C será una categoŕıa localmente pequeña.

Como C es localmente pequeña, cada objeto A en C induce un funtor
C → Set llamado hom-funtor y denotado por hA = Hom(A,−) tal que

hA manda un objeto X en el conjunto de morfismos hom(A,X)

hA manda un morfismo f : X → Y en el morfismo f ◦ − (composición
con f a la izquierda), es decir hA(f)(g) = f ◦ g para g en hom(A,X)

Teorema 1.1.30 (Lema de Yoneda). Sea F : C → Set Para cada objeto
A en la categoŕıa C, las transformaciones naturales de hA en F están en
biyección con los elementos del conjunto F (A). Es decir,

Nat(hA, F ) ' F (A)

Además, el isomorfismo es natural en A y F .

Notamos que el isomorfismo Nat(hA, F ) ' F (A) está dado por:

dado c ∈ F (X) definimos η : hom(−, X)→ F donde ηY : hom(Y,X)→
F (X) es el morfismo que manda g : Y → X al elemento Fg(c) en F (X)
donde Fg es la imágen de g por F

rećıprocamente, una transformación natural η : hom(−, X)→ F da lu-
gar a un elemento ηX(idX) en F (X) donde ηY es el morfismo hom(X,X)→
F (X).

Un importante caso particular del lema de Yoneda es cuando el funtor
F : C → Set es otro hom-funtor. En este caso, el lema de Yoneda afirma que

Nat(hA, hB) ' Hom(B,A)

Es decir que las transformaciones naturales entre hom-funtores están en bi-
yección con los morfismos (en la dirección opuesta) entre los objetos asocia-
dos. Dado un morfismo f : B → A, denotamos por Hom(f,−) a la transfor-
mación natural asociada.

Definición 1.1.31. El encaje de Yoneda es un funtor contravariante

Y : C → SetC
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donde SetC es la categoŕıa de todos los funtores covariantes de C en Set, tal
que

cada objetoA en C se manda en su hom-funtor asociado hA = Hom(A,−)

cada morfismo f : A → B se manda en su transformación natural
correspondiente Hom(f,−)

Observación 1.1.32. Podemos tomar el encaje de Yoneda como un funtor
covariante considerando

Y : Cop → SetC

Definición 1.1.33. Un funtor cualquiera F : C → D induce una función
homC(X, Y )→ homD(F (X), F (Y )) dada por f 7→ F (f). Si este morfismo es
inyectivo, decimos que F es fiel y si es sobreyectivo decimos que F es pleno.

Veremos ahora dos consecuencias del lema de Yoneda.

Corolario 1.1.34. El encaje de Yoneda Y : Cop → SetC es pleno y fiel.

Demostración. Para esta demostración nos referimos al corolario 2.2.8 de
[12].

Corolario 1.1.35. Sean X e Y dos objetos de la categoŕıa C. Entonces
X ' Y si y solamente si hom(X,−) ' hom(Y,−).

Demostración. (⇒) Esta afirmación se debe a que Y es un funtor: si X e Y
son isomorfos, entonces hom(X,−) y hom(Y,−) también lo son.

(⇐) Este sentido es consecuencia de que Y sea fiel y pleno y se debe
a una propiedad más general: si F : C → D es un funtor pleno y fiel y
F (X) ' F (Y ) entonces X ' Y . Para probar esta propiedad, tomemos un
isomorfismo h : F (X)→ F (Y ) con inversa h−1. Como F es pleno y fiel existe
un único morfismo f : X → Y tal que F (f) = h. Análogamente, existe un
único morfismo g : Y → X tal que F (g) = h−1. Entonces

F (idX) = idF (X) = h−1 ◦ h = F (g) ◦ F (f) = F (fg)

y por lo tanto, como F es fiel, fg = idX . Análogamente, se ve que gf = idY
y concluimos que f es un ismorfismo.
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1.1.4. Adjunción

Definición 1.1.36. Sean F y G dos functores entre C y D.

C D
F

G

Decimos que F es adjunto a izquierda de G si existe una biyección natural

homD(F (X), Y )→ homC(X,G(Y )) para X ∈ C, Y ∈ D

y lo notamos como F a G.

Lema 1.1.37. El funtor hom(X,−) verifica

hom(X, limXi) ' lim hom(X,Xi)

y el funtor hom(−, X) verifica

hom(colimXi, X) ' lim hom(Xi, X)

Demostración. La primera afirmación es consecuencia de que al ser hom(X,−)
un funtor covariante preserva el sentido de las flechas en los conos.

Por el otro lado, como el funtor hom(−, X) es contravariante da vuelta
las flechas de conos lo que nos da la segunda afirmación.

Proposición 1.1.38. Si F a G, entonces F preserva coĺımites y G preserva
ĺımites.

Demostración.

homD(F (colimX), Y ) ' homC(colimX,G(Y )) (1)

' limhomC(X,G(Y )) (2)

' limhomD(F (X), Y ) (3)

' homD(colimF (X), Y ) (4)

Donde (1) y (3) se deben a la definición de adjuntos y (2) y (4) se deben
al lema 1.1.37. Entonces, por corolario 1.1.35 del lema de Yoneda, tenemos
que F (colimX) ' colimF (X). De forma análoga, se prueba que G preserva
ĺımites.

1.2. Teoŕıa de homotoṕıa

En esta sección veremos los grupos de homotoṕıa superiores, aśı como
resultados importantes de la teoŕıa de homotoṕıa que utilizaremos en el tra-
bajo. Para ello, nos referimos a [6].
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1.2.1. CW-complejos

Definición 1.2.1. Un CW-complejo es un espacio topológico que se cons-
truye de forma inductiva mediante un proceso de pegado de n-discos que
llamamos n-células a lo largo de las (n− 1)-esferas que constituyen sus bor-
des. Concretamente, la construcción de un CW-complejo sigue los siguientes
pasos:

Comenzamos con un conjunto discreto X0 cuyos puntos llamamos 0-
células.

Inductivamente, constrúımos el n-esqueleto Xn a partir de Xn−1 pe-
gando n-células enα a través de mapas φα : Sn−1 → Xn−1, es decir que
Xn es la unión disjunta Xn−1 tα Dn

α donde identificamos x con φα(x)
para todo x ∈ ∂Dn

α.

Este proceso puede terminar luego de un número finito de pasos to-
mando X = Xn para algún n < ∞ o puede continuar idefinidamente
y en ese caso tomamos X =

⋃
nX

n.

Definición 1.2.2. Sean X e Y CW-complejos y f : X → Y continua.
Decimos que f es celular si manda el n-esqueleto de X en el n-esqueleto de
Y para todo n, es decir, si f(Xn) ∈ Y n para todo n.

1.2.2. Operaciones en espacios

En esta sección estudiaremos el mapping torus y el mapping telescope.

Definición 1.2.3. Sea X un espacio topológico. El mapping torus de un
morfismo f : X → X está definido por

T (X, f) = (X × [0, 1])/ ∼

donde la relación ∼ está dada por (x, 1) ∼ (f(x), 0) para todo x ∈ X.

Veremos algunas propiedades del mapping torus que necesitaremos más
adelante.

Lema 1.2.4. [9] El morfismo T (f) : T (X, f) → T (X, f) dado por (x, s) 7→
(f(x), s) es homotópico a la identidad.

Demostración. Consideramos

H(x, s, t) =

{
(x, s+ t) si s+ t ≤ 1

(f(x), s+ t− 1) si s+ t ≥ 1
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Si t = 0, tenemos H(x, s, 0) = (x, s) = id(x, s).
Si t = 1, tenemos H(x, s, 1) = (f(x), s) = T (f)(x, s).
Además, H es continua si s+ t = 1 porque (x, 1) ∼ (f(x), 0) en T (X, f).
Por lo tanto, H es una homotoṕıa de la identidad a T (f).

Lema 1.2.5. [9] Sean X e Y espacios topológicos y f : X → Y y g :
Y → X dos morfismos. Entonces, T (X, g ◦ f) y T (Y, f ◦ g) son espacios
homotópicamente equivalentes.

Demostración. Primero veremos que f induce un morfismo f̂ : T (X, g◦f)→
T (Y, f ◦ g).

Para ello consideramos

X × [0, 1] Y × [0, 1]

T (X, g ◦ f) T (Y, f ◦ g)

f×id

π

F

f̂

(f × id)(x, 1) = (f(x), 1) es equivalente a (f × id)(g ◦ f(x), 0) = (f ◦ g ◦
f(x), 0) en T (Y, f ◦ g), entonces tenemos que F es constante en las clases de
equivalencia y por lo tanto pasa al cociente.

Entonces, f̂ está bien definida.
De manera análoga, se ve que g induce un morfismo ĝ : T (Y, f ◦ g) →

T (X, g ◦ f).
Luego tenemos

T (X, g ◦ f) T (Y, f ◦ g) T (X, g ◦ f)
f̂

T (g◦f)

ĝ

Por el lema anterior, T (g ◦ f) ' idT (X,g◦f) y por lo tanto, ĝ ◦ f̂ ' idT (X,g◦f).
Por otro lado, tenemos

T (Y, f ◦ g) T (X, g ◦ f) T (Y, f ◦ g)
ĝ

T (f◦g)

f̂
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Entonces, como T (f ◦ g) ' idT (Y,f◦g), tenemos que f̂ ◦ ĝ ' idT (Y,f◦g).
Por lo tanto, T (X, g ◦f) y T (Y, f ◦ g) son homotópicamente equivalentes.

Lema 1.2.6. [9] Si f, g : X → X son morfismos homotópicamente equivalen-
tes, entonces T (X, f) y T (X, g) son espacios homotópicamente equivalentes.

Demostración. Sea H : X × [0, 1]→ X una homotoṕıa de f a g.
Definimos los morfismos F : T (X, f)→ T (X, g) y G : T (X, g)→ T (X, f)

mediante

F (x, s) =

{
(x, 2s) si s ≤ 1

2

(H(x, 2s− 1), 0) si s ≥ 1
2

y

G(x, s) =

{
(x, 2s) si s ≤ 1

2

(H(x, 2− 2s), 0) si s ≥ 1
2

Luego, tenemos que G ◦ F : T (X, f)→ T (X, f) está dado por

(x, s) 7→


(x, 4s) si s ≤ 1

4

(H(x, 2− 4s), 0) si 1
4
≤ s ≤ 1

2

(H(x, 2s− 1), 0) si s ≥ 1
2

Veremos que G ◦ F es homotópico a la identidad dando una homotoṕıa
expĺıcita H ′. La homotoṕıa H ′ : T (X, f)× [0, 1]→ T (X, f) está dada por

H ′(x, s, t) =


(x, s+ t) si s+ t ≤ 1

(x, 4(s+ t− 1)) si 1 ≤ s+ t ≤ 5
4

(H(x, 2− 4(s+ t− 1)), 0) si 5
4
≤ s+ t ≤ 3

2

(H(x, 2(s+ t− 1)− 1), 0) si 3
2
≤ s+ t

Análogamente, se ve que F ◦G es homotópico a la identidad.
Concluimos entonces que T (X, f) y T (X, g) son homotópicamente equi-

valentes.

Antes de ver la definición del mapping telescope, definiremos el mapping
cylinder de un morfismo.

Definición 1.2.7. Sean X e Y espacios topológicos. El mapping cylinder de
un morfismo f : X → Y está definido por

Mf = (([0, 1]×X) t Y )/ ∼

donde la relación ∼ está dada por (0, x) ∼ f(x) para todo x.
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Definición 1.2.8. El mapping telescope de una secuencia de morfismos

X0 X1 X2 ...
f0 f1

es la unión de los mapping cylinders Mfi con las copias de Xi en Mfi y Mfi−1

identificadas para todo i.

Equivalentemente, el mapping telescope es el cociente de la unión disjunta∐
(Xi × [i, i + 1]) en que cada punto (xi, i + 1) ∈ Xi × [i, i + 1] se identifica

con (fi(xi), i+ 1) ∈ Xi+1 × [i+ 1, i+ 2].

Observación 1.2.9. En el mapping telescope T , sea Ti la unión de los pri-
meros i mapping cylinders. Ti se retrae por deformación en Xi retrayendo
sucesivamente cada mapping cylinder hacia la derecha.

Si los morfismos ft son celulares, cada mapping cylinder es un CW -
complejo y el mapping telescope T es una unión creciente de los subcomplejos
Tt ' Xt.

Observación 1.2.10. Notaremos el mapping telescope de una secuencia de

la forma Y Y Y ...
f f f

, como
∞⋃
i=1

M(f) donde M(f) es el

mapping cylinder de f .

1.2.3. Los grupos de homotoṕıa de orden superior πn(X)

Indicaremos el intervalo unitario mediante I = [0, 1]. El n-cubo unitario
será In y su frontera ∂In.

Consideraremos In−1 ∈ In identificando In−1 con la cara de In que tiene
última coordenada sn = 0. Sea Jn−1 la clausura de ∂In − In−1, es decir, la
unión del resto de las caras de In.

Definición 1.2.11. Dado un espacio X con un punto base x0 ∈ X, de-
finimos πn(X, x0) como el conjunto de clases de homotoṕıa de morfismos
f : (In, ∂In)→ (X, x0), donde las homotoṕıas ft verifican que ft(∂I

n) = x0.
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El conjunto πn(X, x0) tiene estructura de grupo con el producto entre dos
elementos f, g ∈ πn(X, x0) definido mediante

(f · g)(s1, ..., sn) =

{
f(2s1, ..., sn), si s1 ∈ [0, 1

2
]

g(2s1 − 1, ..., sn), si s1 ∈ [1
2
, 1]

Observación 1.2.12. El primer grupo de homotoṕıa, o grupo fundamental,
por lo general no es abeliano; sin embargo, πn(X, x0) es abeliano si n ≥ 2
(ver [6] p.340).

Observación 1.2.13. Si X es conexo por caminos, entonces πn(X, x0) es inde-
pendiente de la elección de punto base y lo notaremos por πn(X).

Observación 1.2.14. Nos será útil para más adelante considerar la siguiente
definición alternativa de πn(X). Un morfismo (In, ∂In)→ (X, x0) es análogo
a un morfismo del cociente In/∂In = Sn a X que lleva el punto base s0 =
∂In/∂In a x0. Luego, podemos ver πn(X) como el conjunto de clases de
homotoṕıa de morfismos (Sn, s0)→ (X, x0).

Observación 1.2.15. Un morfismo φ : (X, x0) → (Y, y0) induce un morfismo
φ∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) definido mediante φ∗([f ]) = [φf ]. Luego, πn es un
funtor.

Definición 1.2.16. Dado un par (X,A) con punto base x0 ∈ A, definimos
el n-ésimo grupo de homotoṕıa relativo πn(X,A, x0) como el conjunto de
clases de homotoṕıa de morfismos (In, ∂In, Jn−1) → (X,A, x0), donde las
homotoṕıas son a través de morfismos de la misma forma.

Observación 1.2.17. En realidad, para n = 1, πn(X,A, x0) no es un grupo.
Śı lo es para n ≥ 2 y es abeliano para n ≥ 3.

Veremos a continuación que los grupos de homotoṕıa relativos encajan
en sucesiones exactas largas. Ésta es una propiedad muy útil de los grupos
de homotoṕıa superiores.

Teorema 1.2.18. Dada una tripleta x0 ∈ B ⊂ A ⊂ X, tenemos una suce-
sión exacta larga de grupos de homotoṕıa relativos:

· · · πn(A,B, x0) πn(X,B, x0) πn(X,A, x0)

πn−1(A,B, x0) · · · · · · π1(X,A, x0)

i∗ j∗ δ

donde i∗ y j∗ son los morfismos inducidos por las inclusiones (A,B, x0) ↪→
(X,B, x0) y (X,B, x0) ↪→ (X,A, x0) respectivamente. El morfismo δ está
dado por la restricción de morfismos (In, ∂In, Jn−1)→ (X,B, x0) a In−1.
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Demostración. Para esta demostración nos referimos al teorema 4.3 de [6].

Observación 1.2.19. Tomando B = x0 en la sucesión exacta larga anterior
obtenemos la sucesión exacta larga para un par x0 ∈ A ⊂ X:

· · · πn(A, x0) πn(X, x0) πn(X,A, x0)

πn−1(A, x0) · · · · · · π1(X, x0)

i∗ j∗ δ

Definición 1.2.20. Decimos que un espacio X con punto base x0 es n-conexo
si πn(X, x0) = 0 para i ≤ n.

Observación 1.2.21. Si un espacio es 0-conexo, es conexo por caminos y si es
1-conexo, es simplemente conexo. Como ser n-conexo implica ser 0-conexo,
la elección de punto no es significativa y podemos dar la definición de ser
n-conexo sin considerar punto base.

Definición 1.2.22. Decimos que el par (X,A) es n-conexo si πi(X,A, x0) = 0
para todo i ≤ n, i > 0 y todo x0 ∈ A.

1.2.4. Teorema de Whitehead

Definición 1.2.23. Dados dos espacios topológicos X e Y , un morfismo
f : X → Y es una equivalencia débil de homotoṕıa si para todo x ∈ X y
para todo n ≥ 1, f induce isomorfismos en los grupos de homotoṕıa:

f∗ : πn(X, x)
'−→ πn(Y, f(x))

Teorema 1.2.24 (Teorema de Whitehead). Una equivalencia de homotoṕıa
débil entre CW complejos conexos es una equivalencia homotópica.

Además, si la equivalencia débil está dada por por la inclusión de un
subcomplejo Y ↪→ X, entonces la conclusión es más fuerte: Y es retracto por
deformación de X.

Demostración. Para esta demostración nos referimos al teorema 4.5 de [6].

Veremos también la siguiente versión del teorema de Whitehead que con-
sidera grupos de homoloǵıa en vez de grupos de homotoṕıa que por lo general
son más fáciles de calcular. Para las definiciones de homoloǵıa y homoloǵıa
reducida, nos referimos a la sección 2.1 del caṕıtulo 2 de [6].
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Teorema 1.2.25. Una función continua f : X → Y entre CW-complejos
simplemente conexos es una equivalencia homotópica si induce isomorfismos
en los grupos de homoloǵıa para todo n ∈ N:

f∗ : Hn(X)
'−→ Hn(Y )

Demostración. Para esta demostración nos referimos al corolario 4.33 de [6].

1.2.5. Teorema de aproximación CW

Definición 1.2.26. Una aproximación CW de un espacio X es un CW-
complejo Z junto con una equivalencia de homotoṕıa débil f : Z → X.

El teorema de aproximación CW nos dice que para todo espacio X existe
una aproximación CW.

Teorema 1.2.27 (Aproximación CW). Para todo espacio X existe una apro-
ximación CW f : Z → X.

Si X es conexo por caminos, podemos tomar Z con una única 0-célula
de tal forma que el resto de las células se pegan mediante morfismos que
preservan el punto base.

Demostración. Para esta demostración nos referimos a la proposición 4.13
de [6].

La siguiente propiedad nos da una interpretación más geométrica de la
noción de n-conexión.

Proposición 1.2.28. Si (X,A) es un par CW n-conexo, existe un par CW
(Z,A) ' (X,A) rel A tal que todas la células de Z − A tienen dimensión
mayor que n.

Demostración. Para esta demostración nos referimos a la proposición 4.15
de [6].

Nos interesa también notar que las aproximaciones CW se comportan
bien con respecto a la homoloǵıa.

Proposición 1.2.29. Una equivalencia de homotoṕıa débil f : X → Y
induce isomorfismos f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) para todo n.

Demostración. Para esta demostración nos referimos a la proposición 4.21
de [6].
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1.2.6. Teorema de Hurewicz

Teorema 1.2.30 (Teorema de Hurewicz). Si un espacio X es (n−1)-conexo,
n ≥ 2, entonces H̃i(X) = 0 para todo i < n y πn(X) ≈ Hn(X).

Si un par (X,A) es (n − 1)-conexo, n ≥ 2 y además A es simplemente
conexo y no vaćıo, entonces Hi(X,A) = 0 para i < n y πn(X,A) ≈ Hn(X,A).

Demostración. Para esta demostración nos referimos al teorema 4.32 de [6]

El teorema de Hurewicz en esta forma afirma la existencia de un iso-
morfismo entre grupos de homloǵıa y grupos de homotoṕıa, pero podemos
refinarlo dando un isomorfismo expĺıcito.

Definición 1.2.31 (Morfismo de Hurewicz). Considerando πn(X,A, x0) co-
mo clases de homotoṕıa de morfismos f : (Dn, ∂Dn, s0)→ (X,A, x0), el mor-
fismo de Hurewicz h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A) está dado por h([f ]) = f∗(α)
donde α es un generador fijo de Hn(Dn, ∂Dn) ≈ Z y

f∗ : Hn(Dn, ∂Dn)→ Hn(X,A)

es inducido por f .

Proposición 1.2.32. El morfismo de Hurewicz h : πn(X,A, x0)→ Hn(X,A)
es un homomorfismo para todo n > 1.

Para enunciar el teorema Hurewicz de una forma más sencilla, haremos
una ligera modificación: consideraremos h′, el morfismo inducido por h en
π′n(X,A, x0), la abelianización de πn(X,A, x0).

Teorema 1.2.33 (Forma general del teorema de Hurewicz). Si (X,A) es un
par (n− 1)-conexo de espacios conexos por caminos con A no vaćıo y n ≥ 2,
entonces h′ : π′n(X,A, x0) → Hn(X,A) es un isomorfismo y Hi(X,A) = 0
para i < n.

Demostración. Para esta demostración nos referimos al teorema 4.37 de [6].



Caṕıtulo 2

Realización geométrica y
complejos de cadenas

En este caṕıtulo veremos primero cómo asignarle un complejo de cadenas
a un CW-complejo, usando como referencia a [6], y luego describiremos las
formas que puede tomar según las propiedades que tenga el CW-complejo. A
continuación, estudiaremos los conjuntos simpliciales. Definiremos dos fun-
tores: el funtor realización geométrica que le asigna a un conjunto simplicial
un espacio topológico y el funtor Sing que le asigna a un espacio topológi-
co un conjunto simplicial y veremos algunas de sus propiedades. Para ello,
usaremos como referencias a [7], [13] y [8].

2.1. Complejo de cadenas asociado a un CW-

complejo

Definición 2.1.1. Decimos que un CW -complejo X es

1. de dimensión finita si, dim(X) = n para algún n, es decir X = Xn

para algún n.

2. de esqueleto finito si, Xn es finito para todo n.

3. finito, si tiene finitas células, es decir, si es de dimensión finita y de
esqueleto finito.

Definición 2.1.2. Decimos que un complejo de cadenas (C•, δ) es

1. acotado o de largo finito, si los módulos Cj son nulos salvo para una
cantidad finita de ı́ndices.

21



22CAPÍTULO 2. REALIZACIÓN GEOMÉTRICA Y COMPLEJOS DE CADENAS

2. finitamente generado, si todos los módulos Cj son finitamente genera-
dos.

3. de tipo finito, si es acotado y finitamente generado.

En esta sección, describiremos cómo asignarle un complejo de cadenas a
un CW-complejo y veremos qué forma tiene según las propiedades que tenga
el CW-complejo.

Empezaremos viendo el siguiente resultado preliminar que corresponde al
lema 2.34 de [6].

Lema 2.1.3. [6] Si X es un CW-complejo, entonces:

1. Hk(Xn, Xn−1) =

{
0, si k 6= n

Z
#n−células, si k = n

Es decir, si k = n entonces Hk(Xn, Xn−1) es un grupo abeliano libre
con una base en biyección con las n-células de X.

2. Hk(Xn) = 0 si k > n. En particular, si X tiene dimensión finita en-
tonces Hk(X) = 0 si k > dim(X).

3. La inclusión i : Xn → X induce un isomorfismo Hk(Xn) → Hk(X) si
k < n.

Demostración. 1. Xn se obtiene de Xn−1 pegando las n-células (enλ)λ. Toma-
mos un punto xλ en el centro de cada n-célula (enλ)λ. Sea A = Xn−{(enλ)λ}λ.
Entonces, A se retrae por deformación en Xn−1 y por lo tanto tenemos

Hk(Xn, Xn−1) ' Hk(Xn, A)

Aplicando excisión en Xn−1 obtenemos que

Hk(Xn, A) ' ⊕λHk(D
n
λ , D

n
λ − {xλ})

.

Por otro lado, tenemos que Hk(D
n
λ−{xλ}) = Hk(S

n−1
λ ) =

{
0, si k 6= n− 1,

Z si k = n− 1

Además, Hk(D
n
λ) = 0 para todo k ≥ 1.

Luego, usando la sucesión exacta larga del par (Dn
λ , D

n
λ − {xλ}) obtenemos

que

Hk(D
n
λ , D

n
λ − {xλ}) ' H̃k−1(Sn−1

λ ) =

{
Z, si k = n,

0 si k 6= n

Concluimos entonces que
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Hk(Xn, Xn−1) ' ⊕λHk(D
n
λ , D

n
λ − {xλ}) =

{
0, si k 6= n,

Z
#n−células si k = n

2. Consideramos la sucesión exacta larga del par (Xn, Xn−1)

... Hk+1(Xn, Xn−1) Hk(Xn−1) Hk(Xn) Hk(Xn, Xn−1) ...

Si k 6= n y k + 1 6= n tenemos por la parte anterior que Hk+1(Xn, Xn−1) = 0
y Hk(Xn, Xn−1) = 0. Por lo tanto, Hk(Xn−1) ' Hk(Xn). Luego, si k > n, en
particular tenemos k 6= n y k+1 6= n y podemos iterar el argumento anterior
obteniendo

Hk(Xn−1) ' Hk(Xn) ' ... ' Hk(X0)

Como X0 es una colección de puntos, tenemos que Hk(X0) = 0. Concluimos
entonces que Hk(Xn) = 0 si k > n.
3. Probaremos la afirmación para el caso donde X es un CW-complejo finito.
Sea k < n y consideramos la sucesión exacta larga del par (Xn+1, Xn)

... Hk+1(Xn+1, Xn) Hk(Xn) Hk(Xn+1) Hk(Xn+1, Xn) ...

Como k < n, tenemos que k + 1 6= n + 1 y k 6= n + 1. Luego, por la parte
anterior Hk+1(Xn+1, Xn) = 0 y Hk(Xn+1, Xn) = 0. Por lo tanto, Hk(Xn) '
Hk(Xn+1) e iterando este argumento obtenemos

Hk(Xn) ' Hk(Xn+1) ' Hk(Xn+2) ' ... ' Hk(Xn+l) = Hk(X)

donde l verifica que Xn+l = X. Como X tiene dimensión finita, X = Xn+l

para algún l.
La idea para el caso donde X tiene dimensión infinita es reducirse al

caso anterior usando el mapping telescope para construir in CW-complejo al
menos localmente de dimensión finita. Para esta demostración nos referimos
a [6].

A continuación, veremos cómo asignarle un complejo de cadenas a un
CW-complejo en términos de una estructura celular dada y probaremos que
es independiente de la estructura celular.

Definición 2.1.4. Sea X un CW-complejo. El complejo de cadenas celular
(C•(X), d•) está dado por

Cn(X) := Hn(Xn, Xn−1)
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donde Hn(Xn, Xn−1) es un grupo abeliano libre con una base en biyección con
las n-células de X, junto con los morfismos de borde dn : Cn(X)→ Cn−1(X)
definidos por el siguiente diagrama

Hn(Xn+1, Xn)

Hn(Xn−1) Hn(Xn+1)

Hn(Xn)

Hn+1(Xn+1, Xn) Hn(Xn, Xn−1) Hn−1(Xn−1, Xn−2)

Hn−1(Xn−1)

Hn−1(Xn−2)

jn

in

dn+1

∂n+1

dn

∂n jn−1

donde los complejos de cadenas diagonales están dados por sucesiones exactas
largas de pares. En decir,

dn := jn−1∂n : Cn(X)→ Cn−1(X)

Notamos que se verifica dndn+1 = 0 pues

dndn+1 = jn−1∂njn∂n+1 = 0

ya que ∂njn es la composición de dos morfismos de borde consecutivos en
una sucesión exacta larga y por lo tanto ∂njn = 0.

Tenemos entonces, que (C•(X), d•) es efectivamente un complejo de ca-
denas.

Definición 2.1.5. La homoloǵıa celular HCW
∗ (X) de un CW-complejo es la

homoloǵıa del complejo de cadenas celular (C•(X), d•).

Para probar que el complejo de cadenas celular es independiente de la
estructura celular considerada, veremos que la homoloǵıa celular de un CW-
complejo X coincide con la homoloǵıa singular.

Proposición 2.1.6. [6] HCW
n (X) y Hn(X) son isomorfos para todo n, donde

Hn(X) es la homoloǵıa singular de X.
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Demostración. Como Hn(Xn+1, Xn) = 0 y Hn(X) ' Hn(Xn+1), obtenemos
del diagrama anterior

Hn(X) ' Hn(Xn)/Ker(in) ' Hn(Xn)/ Im(∂n+1)

Además Hn(Xn) ' Im(jn) ' Ker(∂n) ' Ker(dn). El primer ismorfismo se
debe a que jn es inyectiva, el segundo es consecuancia de la exactitud de la
sucesión exacta larga y vale Ker(∂n) ' Ker(dn) ya que dn = jn−1∂n y jn−1 es
inyectiva.
Por otro lado, tenemos que Im(∂n+1) ' Im(dn+1) pues dn+1 = jn∂n+1 y jn es
inyectiva.
Concluimos entonces que

Hn(X) ' Hn(Xn)/ Im(∂n+1) ' Ker(dn)/ Im(dn+1) = HCW
n (X)

Veremos ahora algunas consecuencias inmediatas
1. Si X no tiene n-células, entonces Cn = Hn(Xn, Xn−1) = 0. En particu-

lar, si X es un CW-complejo de dimensión finita, entonces Cn = 0 para todo
n > dim(X) y por lo tanto el complejo de cadenas celular asociado a X es
de largo finito.

2. Si X es un CW-complejo de esqueleto finito, entonces tiene finitas
células en cada dimensión y por lo tanto, Cn = Hn(Xn, Xn−1) = Z

#n−células

es finitamente generado.
3. Si X es un CW-complejo finito, entonces es de dimensión finita y de

esqueleto finito. Luego, el complejo de cadenas celular de X es de largo finito
y cada Cn es finitamente generado.

2.2. Conjuntos simpliciales y su realización

geométrica

2.2.1. La categoŕıa S de conjuntos simpliciales

En esta sección, veremos la definición categórica de conjunto simplicial y
luego veremos una interpretación geométrica.

Definición 2.2.1. Definimos la categoŕıa ∆ de los ordenales finitos de la
siguiente manera

los objetos son los conjuntos ordenados [n] = {0, 1, 2, ..., n} con n ∈ N:

Obj(∆) = {[n] : n ∈ N}



26CAPÍTULO 2. REALIZACIÓN GEOMÉTRICA Y COMPLEJOS DE CADENAS

los morfismos son las funciones monótonas crecientes:

hom∆([n], [m]) = {f : [n]→ [m] : f(i) ≤ f(j) si i ≤ j}

Definición 2.2.2. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante

X : ∆→ Set

o, equivalentemente, un funtor covariante X : ∆op → Set.

Observación 2.2.3. Esta definición se puede generalizar para categoŕıas arbi-
trarias C, definiendo un objeto simplicial en C como un funtor contravariante
∆→ C.

Definiremos ahora morfismos particulares en la categoŕıa ∆.

Definición 2.2.4. Los morfismos cocara son los endomorfismos de la cate-
goŕıa ∆ definidos mediante:

din : [n]→ [n+ 1], n ∈ Z, n 6= 0, i ∈ {0, ..., n}

din(m) =

{
m si m < i

m+ 1 si m ≥ i

Es decir, din({0, · · · .n}) = {0, · · · , î, · · · , n}, donde î significa que omitimos
i en {0, · · · , n+ 1}.

Los morfismos codegeneración son los endomorfismos de ∆ definidos me-
diante:

sjn : [n+ 1]→ [n], n ∈ Z, j ∈ {0, ..., n}

sjn(m) =

{
m si m ≤ j

m− 1 si m > j

Es decir, sin({0, · · · .n+ 1}) = {0, · · · , j, j, · · · , n}.

Ejemplo 2.2.5. Podemos ver los objetos de la categoŕıa ∆ como objetos de
la categoŕıa Top mediante el funtor covariante F : ∆→ Top tal que

{0, · · · , n} 7→ |∆n|

donde |∆n| es el n-simplex estándar de Top dado por

|∆n| =

{
(t0, · · · , tn) ∈ Rn+1 :

n∑
i=0

ti = 1 y ti ≥ 0

}
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Definimos el morfismo
f∗ : |∆n| → |∆m|

inducido por f : {0, · · · , n} → {0, · · · ,m} mediante

f∗(t0, · · · , tn) = (s0, · · · , sm) donde sj =
∑
f(i)=j

ti

La función f∗ es af́ın y por lo tanto es continua.
Además, veremos que si (t0, · · · , tn) ∈ |∆n| entonces (s0, · · · , sm) ∈ |∆m|:

m∑
i=0

si =
m∑
i=0

∑
f(j)=i

tj =
n∑
j=0

tj = 1

Tenemos entonces que F : ∆→ Top es efectivamente un funtor.
Notamos que el morfismo cocara di∗ manda |∆n| en la i-ésima cara de

|∆n+1| y que el morfismo codegeneración sj∗ manda |∆n| en |∆n−1| pegando
los vértices j y j + 1.

Veremos ahora que cualquier morfismo en la categoŕıa ∆ es la composición
de morfismos cocara y morfismos de codegeneración, lo que resulta muy útil
para describir un conjunto simplicial.

Lema 2.2.6. [7] En ∆, cualquier morfismo f : {0, · · · , n} → {0, · · ·n′} tiene
una única representación de la forma

f = dik · · · di1sj1 · · · sjh (1)

donde los enteros no negativos satisfacen n + k − h = n′ y además los su-
práındices satisfacen

n′ ≥ ik > · · · > i1 ≥ 0 0 ≤ ji < · · · < jh ≤ n

Demostración. Una función monótona creciente f queda completamente de-
terminada por su imagen en {0, · · · , n′} y por los elementos j ∈ {0, · · · , n−1}
donde la función no crece, es decir los j tales que f(j) = f(j + 1).

Luego, sean i1, · · · , ik en orden creciente los elementos de {0, · · · , n′} que
no están en la imagen de f y sean j1, · · · , jh los elementos de {0, · · · , n}
donde f no crece.

Tenemos entonces que f = dik · · · di1sj1 · · · sjh .
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Lema 2.2.7. Las caras y degeneraciones satisfacen las siguientes relaciones
llamadas identidades cosimpliciales:

didj = dj−1di si i ≤ j,

sjsi = sisj+1 si i ≤ j,

sjdi = didj−1 si i < j, (2)

sjdi = 1 si i = j, j + 1,

sjdi = di−1sj si i > j + 1

Demostración. Estas relaciones se verifican directamente a partir de la defi-
nición de di y de si.

Por ejemplo, para la primera, como i ≤ j, tenemos que

didj([n]) = di({0, · · · , i︸︷︷︸
lugar i

, · · · , ĵ, · · · , n}) = {0, · · · , î, · · · , ĵ, · · · , n}

dj−1di([n]) = dj−1({0, · · · , î, · · · , j︸︷︷︸
lugar j-1

, · · · , n}) = {0, · · · , î, · · · , ĵ, · · · , n}

Proposición 2.2.8. [7] Los morfismos de la categoŕıa ∆ son todas las compo-
siciones de todos los morfismos di y sj sujetas a las identidades simpliciales.

Demostración. Por el lema 2.2.6, tenemos que todo morfismo en ∆ es una
composición de morfismos cocara y codegeneración. Además, las relaciones
del lema 2.2.7 nos permiten escribir cualquier composición de morfismos co-
cara y codegeneración en la forma (1).

Consideremos, ahora, la categoŕıa opuesta ∆op. Recordamos que los ob-
jetos de ∆op son los mismos que los objetos de ∆ y para cada morfismo
[n]→ [m] en ∆, tenemos un morfismo [m]→ [n] en ∆op.

Sea di el morfismo correspondiente a di en la categoŕıa ∆op, y si el mor-
fismo correspondiente a si. Llamamos morfismo cara a di y morfismo dege-
neración a si.

Como (−)op es un funtor contravariante, las identidades cosimpliciales
inducen las siguientes relaciones:

djdi = didj−1 si i ≤ j,

sisj = sj+1si si i ≤ j,

disj = sj−1di si i < j, (3)

disj = 1 si i = j, j + 1,

disj = sjdi−1 si i > j + 1
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Análogamente a la proposición 2.2.8, tenemos que todos los morfismos
de ∆op están generados por composiciones de morfismos cara y degeneración
sujetos a las relaciones (3).

Esto nos permite dar una definición más concreta de conjunto simplicial:
para dar un conjunto simplicial alcanza con definir conjuntos de n-śımplices,
morfismos cara y morfismos degeneración.

Si X es un conjunto simplicial, sea Xn = X({0, · · · , n}) y notaremos por
di a X(di) y por sj a X(sj).

Proposición 2.2.9. Un conjunto simplicial X es una colección de conjuntos
Xn para cada n ≥ 0 junto con funciones di : Xn → Xn−1 y si : Xn → Xn+1,
para todo 0 ≤ i ≤ n y para todo n, que satisfacen las siguientes relaciones:

djdi = didj−1 si i ≤ j, (4)

sisj = sj+1si si i ≤ j, (5)

disj = sj−1di si i < j, (6)

disj = 1 si i = j, j + 1, (7)

disj = sjdi−1 si i > j + 1 (8)

Llamamos vértices del conjunto simplicial a los elementos de X0 y śımpli-
ces a los elementos de todos los Xn. Decimos que un śımplice x es degenerado
si x es la imagen de algún sj.

La proposición que veremos ahora muestra que alcanza con identificar
los śımplices no degenerados de un conjunto simplicial, pues los śımplices
degenerados son la imagen de śımplices no degenerados por composiciones
de morfismos sj.

Proposición 2.2.10. [8] Un śımplice z en un conjunto simlicial X tiene
una única representación

z = sjh · · · sj1x

donde x es un śımplice no degenerado en X y los sub́ındices satisfacen j1 <
· · · < jh.

Demostración. Supongamos que z es un śımplice degenerado, el caso donde
z es no degenerado es obvio.

Entonces por definición, z = si1x1 para algún śımplice x1. Si x1 es dege-
nerado, tenemos que x1 = si2x2 y luego z = si1si2x2. Continuando con este
proceso, obtenemos que z = si1 · · · sihx para algún śımplice no degenerado x.

Para probar que esta representación es única, supongamos que z tiene
dos representaciones z = Sx y z = S ′x′ donde S y S ′ son composiciones de
morfismos degeneración y x y x′ son śımplices no degenerados.
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Si S = si1 · · · sik , sea D = dik · · · di1 . Por (7), tenemos que DS = 1 y por
lo tanto x = DSx = DS ′x′.

Aplicamos (6) sucesivas veces hasta obtener D̃ composición de morfismos
cara y S̃ ′ composición de morfismos degeneración tales que DS ′ = S̃ ′D̃.

Como x es no degenerado y x = DS ′x′ = S̃ ′D̃x′, tenemos que necesaria-
mente S̃ ′ = 1. Obtenemos entonces que x = D̃x′ es una cara de x′.

Análogamente, se ve que x′ es una cara de x y por lo tanto x = x′.
La unicidad de S y la condición sobre los sub́ındices es consecuencia de

2.2.6.

Definición 2.2.11. Un morfismo de conjuntos simpliciales f : X → Y es
una transformación natural de los funtores X e Y .

Observación 2.2.12. Un morfismo simplicial f : X → Y es una sucesión de
morfismos fn : Xn → Yn para n ≥ 0 tales que fn−1di = difn y fn+1sj = sjfn.

De hecho, por definición, si f : X → Y es una transformación natural
entre conjuntos simpliciales, tenemos que existen morfismos fn y fn−1 tales
que el siguiente diagrama conmuta

Xn Xn−1

Yn Yn−1

di

fn fn−1

di

lo que implica que fn−1di = difn.
Análogamente, existen morfismos fn+1 y fn tales que el siguiente diagrama

conmuta

Xn Xn+1

Yn Yn+1

sj

fn fn+1

sj

lo que implica que fn+1sj = sjfn

Definición 2.2.13. La categoŕıa S es la categoŕıa cuyos objetos son los
conjuntos simpliciales y cuyos morfismos son las transformaciones naturales.

Definición 2.2.14. Definimos el n-śımplice estándar ∆n en S como el funtor
contravariante

∆n := hom∆(−, [n]) : ∆→ Set
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que manda un morfismo f : [m]→ [m′] en ∆ en un morfismo g dado por

g(σ′(i)) = σ(f(i))

donde σ ∈ hom∆([m′], [n]) y σ′ ∈ hom∆([m], [n]).

Observación 2.2.15. Aplicando el lema de Yoneda, tenemos que

Nat(hom∆op([n],−), K) = homS(hom∆(−, [n]), K) = homS(∆
n, K)

donde K : ∆op → Set es un funtor.
Entonces, para todo conjunto simplicial X se cumple que

homS(∆
n, X) ' Xn

.

Observación 2.2.16. Alternativamente, podemos definir el n-śımplice estándar
∆n mediante sus śımplices,

∆n
m = {(k0, k1, · · · , km) : 0 ≤ k0 ≤ · · · ≤ km ≤ n}

sus morfismos cara

di((k0, · · · , km]) = (k0, · · · , k̂i, · · · km)

y sus morfismos degeneración:

sj((k0, · · · , km)) = (k0, · · · , kj, kj, · · · km)

Es fácil ver que verifican las relaciones de 2.2.9.
Observamos que ∆n es lo que obtenemos al considerar el conjunto sim-

plicial más pequeño que contiene a [n] y es cerrado bajo los morfismos cara
y degeneración.

Definición 2.2.17. Un subconjunto simplicial de un conjunto simplicial X
es un conjunto simplicial Y que satisface Yn ⊂ Xn para cada n ≥ 0, y que
hereda los mismos morfismos cara di y degeneración sj.

Definición 2.2.18. Dado un conjunto simplicial X, definimos el n-esqueleto
sknX de X como el subconjunto simplicial de X tal que

(sknX)p = {x ∈ Xp : existen s ∈ hom∆([p], [q]), q ≤ n, e y ∈
Xq tales que x = X(s)(y)}

Observación 2.2.19. Notamos que (sknX)p = Xp si p ≤ n,

sk0X ⊆ sk1X ⊆ sk2X ⊆ · · · ⊆ sknX ⊆ · · · ⊆ X
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y que

X = colimn∈NsknX

Definición 2.2.20. La dimensión de un conjunto simplicial X es el mı́nimo
n tal que sknX = X. En el caso de que sknX 6= X para todo n decimos que
X no tiene dimensión finita.

Definición 2.2.21. Si X es un conjunto simplicial de dimensión n, denomi-
namos contorno de X a skn−1X y lo denotamos por ∂X.

Notamos que si X es un conjunto simplicial y σ es un n-śımplice, podemos
considerar el śımplice singular asociado σ̃ : ∆n

σ → X. Como

homS(∆
n
σ, X) ' Xn = (sknX)n ' homS(∆

n
σ, sk

nX)

tenemos que σ̃ : ∆n
σ → sknX.

Proposición 2.2.22. [3] Sea X un conjunto simplicial. El siguiente diagra-
ma es un pushout

∐
σ∈NXn

∂∆n
σ skn−1X

∐
σ∈NXn

∆n
σ sknX

f

g

(9)

donde NXn es el conjunto de n−śımplices no degenerados, f es la restricción
y g se define como

g =
∐

σ∈NXn
σ̃

Demostración. Para probar que (9) es un pushout alcanza con probar que

∐
σ∈NXn

(∂∆n
σ)i (skn−1X)i

∐
σ∈NXn

(∆n
σ)i (sknX)i

fi

gi

(10)
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es un pushout para todo i ≤ n.
Para i < n, las inclusiones (10) son igualdades y por lo tanto (10) es un

pushout.
Para el caso i = n, notamos que el complemento de (∂∆n

σ)n visto en
(∆n

σ)n) es id[n]σ porque es el único n-śımplice no degenerado de ∆n
σ. Además,

tenemos que σ̃n(id[n]) = σ y por lo tanto gn es una biyección entre el com-
plemento de

∐
σ∈NXn

(∂∆n
σ)n en

∐
σ∈NXn

(∆n
σ)n y el complemento de (skn−1X)n en

(sknX)n. Obtenemos entonces que, en este caso, el diagrama (10) también es
un pushout.

2.2.2. El funtor realización geométrica

Los conjuntos simpliciales permiten abstraerse de la geometŕıa y de la
topoloǵıa. Queremos ahora revertir el proceso y convertir un conjunto sim-
plicial en un objeto geométrico/topológico. Esto lo haremos a través de la
realización geométrica.

Definiremos la realización geométrica de manera que la realización del
n-śımplice estándar en S sea el n-śımplice estándar en Top.

Definición 2.2.23. Sea X un conjunto simplicial. Dotamos a cada Xn de la
topoloǵıa discreta y sea |∆n| el n-śımplice estándar en R

n+1. La realización
geométrica |X| de X está dada por

|X| = (
∞⊔
n=0

Xn × |∆n|)�∼

donde le damos a |X| la topoloǵıa cociente y ∼ es la relación de equivalencia
defnida por (x, p) ∼ (y, q) si

dix = y y diq = p, o

sjx = y y sjq = p

con di y sj los morfismoss cocara y codegeneración inducidos por el funtor
∆→ Top.

Para ver que esta definición tiene sentido, describiremos la acción del
funtor realización geométrica.

Sea x un n-śımplice en un conjunto simplicial y consideraremos la inter-
pretación geométrica de los morfismos cara y degeneración que vimos en el
ejemplo 2.2.5.

Intuitivamente, la relación de equivalencia colapsa degeneraciones y pega
caras que se corresponden.
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Comenzemos con la primera relación: (x, djp) ∼ (djx, p), donde p ∈
|∆n−1|. Recordamos que dj es la inclusión de |∆n−1| en la j-ésima cara de
|∆n| y que djx da la j-ésima cara de x. Luego, la relación de equivalencia pe-
ga puntos p en el borde de x a su ubicación correspondiente en la realización
|∆n| de x y, por lo tanto, pega las caras de la realización de x a la realización
de las caras de x.

∆1

pegar
1

0

0

1

2

d0(p)

p

d0

x d0x

Veamos, ahora, la segunda relación: (x, sjp) ∼ (sjx, p), donde p ∈ |∆n+1|.
Recordamos que sj manda |∆n+1| en |∆n| pegando los vértices j y (j+1)−, y
que sj manda x al (n+1)-śımplice duplicando el (j+1)-ésimo vértice. Luego,
la relación de equivalencia permite suprimir los śımplices degenerados: un
punto p en la realización |∆n+1| de sjx debe ser colapsado v́ıa sj pues sjx es
un śımplice degenerado.

2

1

10

0

s1

2

10

x

s1x
p

p

s1(p) pegar mediante el
colapso dado por s1

Veremos, a continuación una forma alternativa de definir el funtor reali-
zación geométrica.
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Sean C,D dos categoŕıas y Fun(C,D) la categoŕıa cuyos objetos son los
funtores F : C → D y cuyos morfismos son las transformaciones naturales.

Notamos que S = Fun(∆op, Set).

Definición 2.2.24. Sean F : C → D un funtor y X un objeto de la categoŕıa
D. La categoŕıa coma F ↓ X es la categoŕıa cuyos objetos son

Obj(F ↓ X) = {(c, f) : c ∈ Obj(C) y f : F (c)→ X}

y un morfismo en homF↓X((c, f), (c′, f ′)) es un morfismo h : c→ c′ tal que el
siguiente diagrama conmuta

F (c)

X

F (c′)

f

F (h)

f ′

Recordamos que dada una categoŕıa C, definimos el encaje de Yoneda de
la siguiente manera:

Y : C → Fun(Cop, Set)
c 7→ homC(−, c), c ∈ Obj(C)

α 7→ homC(−, α), α ∈ homC(a, b)

Definición 2.2.25. Sean X un conjunto simplicial e Y el funtor de Yoneda
para C = ∆. Definimos la categoŕıa simpleja ∆ ↓ X como la categoŕıa coma
Y ↓ X.

Expĺıcitamente,

Obj(∆ ↓ X) = {([n], σ) : n ∈ N, σ ∈ homS(∆
n, X)}

f ∈ hom∆↓X(([n], σ), ([m], τ)) si y solamente si f : [n] → [m] hace que
el siguiente diagrama conmute

∆n ∆m

X

hom∆(−,f)

σ τ

El siguiente lema nos permite ver un conjunto simplicial como coĺımite
de sus śımplices.
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Lema 2.2.26. [7] Sea X un conjunto simplicial. Consideramos el funtor

TX : ∆ ↓ X → S

que definimos de la siguiente manera:

a nivel de objetos: ([n], x) 7→ ∆n

a nivel de morfismos: (f : [n]→ [m]) 7→ (hom∆(−, f) : ∆n → ∆m)

Si denotamos por colim
∆ ↓ X

∆k al coĺımite del funtor TX , entonces

X = colim
∆ ↓ X

∆k

Estamos ahora en condiciones de definir la realización geométrica de un
conjunto simplicial.

Definición 2.2.27. SeaX un conjunto simplicial. Consideramos el funtor TX
que definimos en el lema anterior. Definimos el funtor |TX | : ∆ ↓ X → Top
mediante:

a nivel de objetos: |TX |([n], x) = |∆n|, donde |∆n| es el n-śımplice
topológico estándar

a nivel de morfismos: |TX |(f) = f∗, donde f∗ es la función continua que
definimos en 2.2.5.

Definición 2.2.28. Definimos la realización geométrica de X como

|X| := colim|TX |

2.2.3. El funtor Sing

Definiremos el funtor Sing que le asigna a cada espacio topológico un
conjunto simplicial.

Definición 2.2.29. Definimos el funtor Sing : Top→ S mediante:

Si A es un espacio topológico, Sing(A) es el conjunto simplicial dado
por:

Sing(A) : ∆op −→ Set

[n] 7−→ homTop(|∆n|, A)

Es decir, Sing(A) = homTop(−, A) ◦ F
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donde F : ∆→ Top es el funtor dado por:

F : Obj(∆)→ Obj(Top)

[n] 7→ |∆n|
F : hom∆([n], [m])→ homTop(|∆n|, |∆m|)

f 7→ f∗

Si f : A→ B es una función continua, entonces

Sing(f) : Sing(A) −→ Sing(B)

(Sing(f))n : homTop(|∆n|, A) −→ homTop(|∆n|, B)

α 7−→ f ◦ α

Proposición 2.2.30. [10] El funtor | − | es adjunto a izquierda del funtor
Sing, es decir existe un isomorfismo

HomTop(|X|, Y ) ' HomS(X, Sing(Y ))

que es natural en conjuntos simpliciales X y en espacios topológicos Y .

Demostración. Notamos primero que

homTop(|∆n|, A) = Sing(A)([n]) ' homS(∆
n, Sing(A))

Luego, tenemos que

homTop(|X|, A) ' homTop(colim|TX |, A)

' lim homTop(|∆n|, A)

' lim homS(∆
n, Sing(A))

' homS(colimTX , Sing(A))

' homS(X, Sing(A))

Corolario 2.2.31. El funtor | − | conmuta con los coĺımites. Es decir, si
F : C → S es un funtor, entonces

|colimF | ' colim|F |

Demostración. Como |− | tiene adjunto a derecha, por la proposición 1.1.38,
tenemos que conmuta con los coĺımites.
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2.2.4. Homotoṕıa simplicial

En esta sección definiremos homotoṕıa en el contexto de conjuntos sim-
pliciales. Veremos que no necesariamente es una relación de equivalencia y
definiremos una condición suficiente para que lo sea.

Definición 2.2.32. Sean f, g : X → Y dos morfismos simpliciales. Decimos
que f es homotópico a g si existe un morfismo simplicial h : X × ∆1 → Y
tal que el siguiente diagrama conmute

X ×∆0 = X

X ×∆1 Y

X ×∆0 = X

1×d1 f

h

1×d0
g

Que el diagrama conmute implica que h(x, 0) = f(x) y que h(x, 1) = g(x),
para todo śımplice x ∈ X. Escribimos f ' g.

Si A es un subconjunto simplicial, entonces escribimos f ' g rel(A) si F
es constante en A.

Observación 2.2.33. La relación ' de homotoṕıa puede no ser una relación
de equivalencia.

Por ejemplo, consideramos io : ∆0 → ∆n con n ≥ 1 que manda ∆0 en el
vértice 0 de ∆n y i1 : ∆0 → ∆n con n ≥ 0 que manda ∆0 en el vértice 1 de
∆n.

El śımplice [0, 1] = ∆1 queda derminado por esos dos vértices y tenemos

∆1 → ∆n. Por lo tanto i0 i1.
'

Pero no existe un 1−śımplice que nos de una homotoṕıa i1 i0
'

pues 0 < 1.
Entonces, en este caso, no se verifica la propiedad simétrica.

Definición 2.2.34. El k−ésimo cuerno Λn
k ⊂ ∆n con n ≥ 1 es el menor

subcomplejo de ∆n que contiene todas las caras di([n]) excepto por la cara
dk([n]).

Podemos representar, por ejemplo, el cuerno Λ2
0 mediante

0

1 2

⊂

0

1 2

= ∆2
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Definición 2.2.35. Un conjunto simplicial X satisface la condición de ex-
tensión de Kan si cualquier morfismo de conjuntos simpliciales f : Λn

k → X
se puede extender a un morfismo g : ∆n → X.

Λn
k X

∆n

f

g

Decimos que un conjunto simplicial que satisface la condición de extensión
es un complejo de Kan.

Ejemplo 2.2.36. Notamos que ∆1 no satisface la condición de extensión.

Sea f : Λ2
0 → ∆1 dado por f([0, 1]) = [0, 1] y f([0, 2]) = [0, 0]. El mor-

fismo f está bien definido porque lo definimos en todos los śımplices no
degenerados de Λ2

0. Tenemos que f([1]) = f(d0[0, 1]) = d0f([0, 1]) = [1] y
f([2]) = f(d0[0, 2]) = d0f([0, 2]) = [0]. Entonces, no podemos extender f
pues g([1, 2]) tendŕıa que ser [1, 0] que no es un elemento de ∆1.

Proposición 2.2.37. [13] Si X es un espacio topológico, entonces Sing(X)
es un complejo de Kan.

Demostración. Sea f : Λn
k → Sing(X) un morfismo de conjuntos simpliciales.

Como Sing es adjunto a dereccha de | − |, el morfismo f se corresponde
con una función continua f̃ : |Λn

k | → X.

Λn
k Sing(X)

∆n

f

en S induce

| Λn
k | X

| ∆n |

f̃

en Top

Sea r : |∆n| → |Λn
k | el morfismo continuo que retrae la k−ésima cara y el

interior de |∆n| sobre las otras caras.

Luego, f̃ r : |∆n| → X es un morfismo continuo que extiende f̃ y por
adjunción, se corresponde con un morfismo simplicial ∆n → Sing(X) que es
la extensión que buscamos.

Lema 2.2.38. Sean X e Y conjuntos simpliciales tal Y verifica la condición
de extensión de Kan. Entonces, todo morfismo de conjuntos simpliciales F :
X × Λn

k → Y se puede extender a un morfismo G : X ×∆n → Y .
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Demostración. Aplicamos sucesivamente la condición de extensión de Kan
para extender el morfismo F en cada cuerno Λn

l que esté en X × Λn
k ⊂

X ×∆n.

Proposición 2.2.39. [10] Sean X e Y conjuntos simpliciales tal que Y sa-
tisface la condición de extensión de Kan. Entonces ' es una relación de
equivalencia.

Demostración. Consideramos f, g, h : X → Y morfismos de conjuntos sim-
pliciales.

Propiedad reflexiva. Sea F : X × ∆1 → Y dado por F = f ◦ p donde
p : X ×∆1 → X es la proyección. Entonces, F es una homotoṕıa y tenemos
que f ' f .

Propiedad simétrica. Sea F una homotoṕıa de f a g. Definimos F ′ :
X × Λ2

1 → Y mediante F ′(x, [0, 1]) = F (x,∆1) y F ′(x, [0, 2]) = f(x) para
todo x ∈ X. El morfismo F ′ está bien definido pues F ′(x, [0]) = f(x) en
ambos casos. Por el lema 2.2.38, existe una extensión G′ : X ×∆2 → Y que
restringida a X × [1,2] nos da una homotoṕıa de g a f .

Propiedad transitiva. Sea F una homotoṕıa de f a g y G una homotoṕıa
de g a h. Definimos F ′ : X × Λ2

1 → Y que vale F en X × [0, 1] y vale G en
X× [1, 2]. Por el lema 2.2.38, F ′ se extiende a un morfismo G′ : X×∆2 → Y
que restringido a X × [0, 2] nos da una homotoṕıa de f a g.

El lema anterior se puede generalizar para mostrar que homotoṕıa relativa
a un subconjunto simplicial también es una relación de equivalencia.

Definiremos ahora los grupos de homotoṕıa simpliciales.

Definición 2.2.40. Dado un complejo de Kan con un punto base (X, ∗),
definimos πn(X, ∗), para n > 0, como el conjunto de clases de equivalencia
homotópica de morfismos (∂∆n+1, ∗) → (X, ∗). Tomamos como punto base
de ∂∆n+1 el subconjunto simplicial de ∆n+1 generado por el vértice 0, y todas
las homotoṕıas son relativas al punto base.

2.2.5. Homoloǵıa simplicial

Para esta sección, nos referimos a [1].
Comenzaremos considerando un grupo abeliano simplicial G, es decir, una

colección de grupos abelianos Gn junto con homomorfismos di : Gn → Gn−1

y si : Gn → Gn+1 que satisfacen las identidades simpliciales.

Lema 2.2.41. Un grupo abeliano simplicial G es un complejo de cadenas
con los morfismos de borde ∂n : Gn → Gn−1 dados por
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∂n =
∑n

i=0(−1)idi

Demostración. Tenemos que ver que se verifica ∂2 = 0.
.

∂n−1∂nx =
n−1∑
j=0

(
(−1)jdj

n∑
i=0

((−1)idix)

)

=
n−1∑
j=0

n∑
i=0

(−1)j+idjdix

=
n−1∑
j=0

(∑
j<i

(−1)j+idjdix+
∑
j>i

(−1)j+idjdix

)

=
n−1∑
j=0

(∑
j<i

(−1)j+idjdix+
∑
j>i

(−1)i+jdidj−1x

)
(*)

=
n−1∑
j=0

(∑
j<i

(−1)j+idjdix+
∑
j>i

(−1)j+i+1didjx

)

=
n−1∑
j=0

(∑
j<i

(−1)j+idjdix−
∑
j<i

(−1)j+ididjx

)
= 0

donde (*) es por la primer identidad simplicial de la proposición 2.2.9.

Luego, definimos los grupos de homoloǵıa de este complejo de cadenas
como Hn(G) = Ker(∂n)/ Im(∂n+1).

Definición 2.2.42. Definimos el funtor Fab : Set→ Ab que manda conjuntos
en grupos abelianos libres mediante:

Fab(S) es el grupo abeliano libre generado por el conjunto S

si f : S → T , entonces Fab(f) : Fab(S)→ Fab(T ) está dado por

Fab(f)(
∑

x∈S kxx) =
∑

x∈S kxf(x)

Luego, si X es un conjunto simplicial, entonces Fab(X) es un grupo abe-
liano libre simplicial donde (Fab(X))n es un grupo abeliano libre cuyos gene-
radores son los elementos de Xn.

Definición 2.2.43. Sea X un conjunto simplicial. Sus grupos de homoloǵıa
Hn(X) son los grupos de homoloǵıa Hn(Fab(X)) con el morfismo de borde
∂n =

∑n
i=0(−1)idi.
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Observación 2.2.44. Dado un espacio topológico Y , los grupos de homoloǵıa
Hn(Sing(Y )) son isomorfos a los grupos de homoloǵıa singular de Y pues
(Fab(Sing(Y )))n es justamente el grupo de n-cadenas singulares.

2.2.6. Vı́nculo entre |Sing(X)| y X

Hemos definido dos funtores: Sing de la categoŕıa de espacios topológicos
en la categoŕıa de conjuntos simpliciales y | − | de la categoŕıa de conjuntos
simpliciales en la categoŕıa de espacios topológicos.

En esta sección veremos qué relación hay entre |Sing(X)| y X.

Veremos primero que la realización geométrica de un conjunto simplicial
es un CW-complejo.

Recordamos, primero, que si X es un CW-complejo, su n-esqueleto Xn se
obtiene a partir del (n− 1)-esqueleto Xn−1, adjuntándole n-células. Es decir,
tenemos el siguiente pushout de espacios topológicos.

∐
Sn−1 Xn−1

∐
Dn Xn

∐
fα

∐
gα

Para cada α, eα = gα(Dn) es una n-célula de X. El interior de eα es eo
α =

gα((Dn)o), fα es la función de adjunción de la célula y gα es su función
caracteŕıstica que brinda un homeomorfismo entre el interior de la célula y
(Dn)o.

Teorema 2.2.45. [3] Si X es un conjunto simplicial, entonces |X| es un
CW-complejo con una n-célula por cada n-śımplice no degenerado de X.

Demostración. Ya vimos en la proposición 2.2.22 que el diagrama

∐
σ∈NXn

∂∆n
σ skn−1X

∐
σ∈NXn

∆n
σ sknX

f

g

es un pushout. Luego, como el funtor | | conmuta con coĺımites, tenemos que
el siguiente diagrama también es un pushout:
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∐
σ∈NXn

|∂∆n
σ|

∣∣skn−1
∣∣

∐
σ∈NXn

|∆n
σ| |sknX|

|f |

|g|

donde NXn ⊂ Xn es el conjunto de śımplices no degenerados.
Probaremos que la realización geométrica del contorno de ∆n es el bor-

de topológico de la realización geométrica de ∆n. Obtendremos, aśı, que
(|sknX| ,

∣∣skn−1X
∣∣) es una adjunción de n-células, una por cada σ ∈ NXn.

Consideramos el funtor ∆(−) de la categoŕıa de los ordinales en los con-
juntos simpliciales.

∆(−) : ∆→ S

[n] 7→ ∆n

([n− 1]
α−→ [n]) 7→ (∆n−1 ∆(α)

−−→ ∆n)

y definimos los siguientes morfismos:

uj = ∆(dj−1
n−1) : ∆n−2 → ∆n−1

vi = ∆(din−1) : ∆n−2 → ∆n−1

pk = ∆(dkn) : ∆n−1 → ∆n

Observamos, primero, que para i < j tenemos que piuj = pjvi. De hecho,
tenemos que

piuj = ∆(di)∆(dj−1) = ∆(didj−1) = ∆(djdi) = ∆(dj)∆(di) = pjvi

donde la tercera igualdad se debe a la primera igualdad cosimplicial en (2).
Definimos ahora los siguiente morfismos

u =
∐

0≤i<j≤n

uj

v =
∐

0≤i<j≤n

vi

p =
∐

0≤i≤n

pi
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Como piuj = pjvi si i < j tenemos que pu = pv y obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo∐

0≤i<j≤n
∆n−2

∐
0≤i≤n

∆n−1 ∆n
u

v

p

Como pu = pv, podemos considerar Coeq(u, v) el coegalizador del diagrama∐
0≤i<j≤n

∆n−2
∐

0≤i≤n
∆n−1

u

v
. Luego, por la propiedad universal

del coegalizador, existe un único morfismo φ : Coeq(u, v) → ∆n que hace
conmutar el diagrama ∐

0≤i≤n
∆n−1 Coeq(u, v)

∆n

ck

p

La imagen de p es el subconjunto simplicial de ∆n tal que

(Imp)i = {x ∈ ∆n
i : x = pk(y) = ∆(dkn)(y) = y ◦kn para algún

y ∈ ∆n−1
i y k ∈ {0, ..., n}}

Es decir, si x ∈ (Imp)i, entonces se puede factorizar de la siguiente manera

[i] [n]

[n− 1]

x

y dkn

Esta factorización se puede realizar solamente si x no es sobreyectiva. Tene-
mos los siguientes casos:

si i < n, x no es sobreyectiva para todo x ∈ ∆n
i

si i = n, x es sobreyectiva únicamente cuando X = id[n]

Luego

(Imp)i =

{
∆n
i si i < n,

{x ∈ ∆n
n : x 6= id[n]} si i = n

= (skn−1(∆n))i

= (∂∆n)i
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Tenemos entonces que Imp = ∂∆n. Sea ϕ tal que el diagrama siguiente
conmuta. ∐

0≤i≤n
∆n
i Coeq(u, v)

∂∆n

ck

p
ϕ

Luego, por la propiedad universal del coegalizador, φ◦ϕ = id por la unicidad
de la propiedad universal del cokernel y además tenemos

ϕ ◦ φ(p(y)) = ϕ ◦ ck(y) = p(y)

y, por lo tanto, ϕ ◦φ = id. Entonces el siguiente diagrama es un diagrama de
coegalizadores.∐

0≤i<j≤n
|∆n−2|

∐
0≤i≤n

|∆n−1| | ∂∆n |
|u|

|v|

|p|

Tenemos que

|uj| = (dj−1
n−1)∗ (dj−1

n−1)∗(t0, ..., tn−2) = (t0, ..., tj−2, 0, tj−1, ..., tn−2)

|vi| = (din−1)∗ (din−1)∗(t0, ..., tn−2) = (t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn−2)

|pk| = (dkn)∗ (dkn)∗(t0, ..., tn−1) = (t0, ..., tk−1, 0, tk, ..., tn−1)

Luego, la imagen de |pk| corresponde a la k-ésima n−1 cara de |∆| y |uj|
y |vi| corresponden a las funciones continuas de pegado de las n − 1 caras,
lo que forma el borde de ∆n. Por lo tanto |∂∆n| ' ∂|∆n|. Obtenemos aśı el
siguiente pushout ∐

σ∈NXn
∂ |∆n

σ|
∣∣skn−1

∣∣
∐

σ∈NXn
|∆n

σ| |sknX|

|f |

|g|

El par (|sknX|, |skn−1X|) es, por lo tanto, una adjunción de n-células para
todo n. Como X = colimn∈Nsk

nX, se tiene que |X| = colimn∈N|sknX|.
Entonces, |X| tiene la topoloǵıa que inducen las inclusiones |sknX| ↪→ |X|.
Obtenemos aśı que |X| es un CW-complejo con una n-célula por cada n-
śımplice no degenerado.

Concluiremos esta sección con el siguiente resultado que establece una
relación entre |Sing(X)| y X.
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Teorema 2.2.46. [8] Si X es un espacio topológico, entonces el morfismo
|Sing(X)| → X es una equivalencia débil de homotoṕıa.

Demostración. Para esta demostración nos referimos a [8].

Corolario 2.2.47. Si X es un CW-complejo, entonces |Sing(X)| es ho-
motópicamente equivalente a X.

Demostración. Por el teorema anterior, tenemos que el morfismo Sing(X)| →
X es una equivalencia débil de homotoṕıa. Luego, como X y |Sing(X)| son
CW-complejos, por el teorema de Whitehead tenemos que Sing(X)| → X es
una equivalencia de homotoṕıa fuerte.



Caṕıtulo 3

El grupo K0

En este caṕıtulo definiremos el grupo K0(R) de un anillo R. Luego, vere-
mos un elemento partiular de K0(R): la caracteŕıstica de Euler de un comple-
jo de cadenas de tipo finito de R-módulos proyectivos y probaremos que es
constante en las clases de homotoṕıa de complejos de cadenas de tipo finito.

3.1. Módulos proyectivos

Consideraremos módulos a izquierda sobre un anillo con unidad R.

Definición 3.1.1 (Módulo proyectivo). Un R-módulo P es proyectivo si
todo R-homomorfismo de módulos sobreyectivo α : M → P tiene inversa a
derecha β : P →M , es decir α ◦ β = idP .

M P 0α

β

Veremos primero algunas definiciones equivalentes de módulo proyectivo.

Proposición 3.1.2. Sea P un R-módulo. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. Todo R-homomorfismo de módulos sobreyectivo α : M → P tiene in-
versa a derecha β : P →M , i.e. α ◦ β = idP .

2. Si ϕ : P → N es un homomorfismo de R-módulos y ψ : M → N
es un homomorfismo de R-módulos sobreyectivo, entonces existe un
homomorfismo de R-módulos θ : P →M tal que el siguiente diagrama
es conmutativo.

47
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P

M N 0

∃θ ϕ

ψ

3. Existe un R-módulo Q tal que P ⊕Q es un R-módulo libre, es decir P
es sumando directo de un R-módulo libre.

4. Si 0 −→ M0 −→ M1 −→ M2 −→ 0 es una sucesión exacta de R-
módulos, entonces

0 −→ homR(P,M0) −→ homR(P,M1) −→ homR(P,M2) −→ 0

también es exacta.

Demostración. (1 ⇐⇒ 2) Supongamos que todo homomorfismo de R-módu-
los α : M → P tiene inversa a derecha β y supongamos que tenemos el
siguiente diagrama

P

M N 0

ϕ

ψ

donde ψ : M → N es sobreyectivo. Podemos suponer que ϕ es inyectiva, sino
eemplazamos ψ : M → N con ψ ⊕ id : M ⊕ P → N ⊕ P y ϕ : P → N con
(ϕ, id) : P → N ⊕ P . Luego reemplazando N por la imágen de ϕ y M por
ψ−1(Imϕ), podemos suponer que ϕ es un isomorfismo. Finalmente, tomamos
α = ϕ−1 ◦ ψ, homomorfismo sobreyectivo de M en P , y su inversa a derecha
β : P →M completa el diagrama.

Rećıprocamente, si tenemos un homomorfismo de R-módulos α : M → P ,
consideramos el diagrama

P

M p 0

∃θ
idP

α

El homomorfismo θ que completa el diagrama verifica que α ◦ θ = idP y
por lo tanto es una inversa a derecha.

(1 ⇐⇒ 3) Para probar el directo tomamos un conjunto de generadores
de P y consideramos el módulo libre F que tiene por base ese conjunto de
generadores. El homomorfismo α : F → P que manda un generador de F al
generador de P correspondiente es sobreyectivo, entonces tiene una inversa
a derecha β : P → F .Luego la sucesión exacta
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0 Q = Ker(α) F P 0i
α

β

escinde y por lo tanto F = P ⊕Q.

Para probar el rećıproco, veremos primero que todo módulo libre F es
proyectivo. Si tenemos un homomorfismo de R-módulos α : M → F sobre-
yectivo, podemos construir una inversa a derecha β : F →M de la siguiente
manera: para cada generador xi de F escogemos un yi ∈M tal que α(yi) = xi
y definimos β usando la propiedad universal de los módulos libres mediante
β(xi) = yi. Ahora suponemos que F = P ⊕ Q es un módulo libre y que
tenemos un homomorfismo de R-módulos sobreyectivo α : M → P . Enton-
ces α ⊕ idQ : (M ⊕ Q) → (P ⊕ Q) = F es un homomorfismo de R-módulos
sobreyectivo y por lo tanto tiene inversa a derecha β̃ : F → (M⊕Q). Restrin-
giendo la inversa a P y componiendo con la proyección sobre M obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

F

M P

π◦β̃

α

i

Tenemos, entonces, una inversa a derecha de α ya que α ◦ (π ◦ β̃ ◦ i) = idP .

(2 ⇐⇒ 4) Como el funtor Hom(P,−) es exacto por izquierda tenemos
que 0 −→ HomR(P,M0) −→ HomR(P,M1) −→ HomR(P,M2) es exacta.
Luego, falta ver que se cumple la condición de exactitud en

HomR(P,M1) −→ HomR(P,M2) −→ 0

Es decir, queremos ver que el morfismo HomR(P,M1) −→ HomR(P,M2) es

sobreyectivo. Sea f ∈ Hom(P,M2). El morfismo M1 M2
j

es sobre-

yectivo porque 0 −→ M0 −→ M1 −→ M2 −→ 0 es una sucesión exacta.
Entonces existe un morfismo θ : P → M1 tal que f = j ◦ θ. Tenemos enton-

ces que HomR(P,M1) HomR(P,M2)
j∗

es sobreyectivo.

Rećıprocamente, si tenemos un morfismo P N
φ

y un morfismo

sobreyectivo M N
ψ

, podemos considerar una sucesión exacta de R-

módulos 0 K M N 0
ψ

Luego, como Hom(P,−)
es exacto, tenemos que la sucesión

0 Hom(P,K) Hom(P,M) Hom(P,N) 0
ψ∗
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es exacta y por lo tanto Hom(P,M) Hom(P,N)
ψ∗

es sobreyectiva.

Luego, existe θ ∈ Hom(P,M) tal que ψ∗(θ) = φ. Es decir, φ = ψ ◦ θ.

Por la proposición anterior, si un R-módulo proyectivo es finitamente
generado entonces P es un sumando directo de Rn, con n un natural, a
menos de isomorfismo.

Consideramos la colección de clases de isomorfismo de R-módulos proyec-
tivos finitamente generados, la cual denominamos Proj(R).

Proj(R) = {[M ] : M es un R−módulo proyectivo finitamente generado}

Proj(R) tiene una estructura de monoide abeliano con ⊕ como la opera-
ción de adición y el 0-módulo como el elemento identidad: la operación ⊕ es
asociativa, conmutativa y tiene neutro. Pero, en general, Proj(R) no es un
grupo y puede no tener la propiedad cancelativa.

Nos interesaŕıa entonces imponer la estructura de grupo en Proj(R). La
idea para hacer esto es una generalización de la forma a través de la cual
constrúımos Z a partir del semigrupo aditivo de los enteros positivos y la
veremos a continuación.

3.2. Definición del K0

Teorema 3.2.1 (Completación de Grothendieck). Dado un semigrupo abe-
liano S, existe un grupo G (llamado grupo de Grothendieck G(S) de S) y un
morfismo ϕ : S → G de semigrupos tal que si H es un grupo y ψ : S → H es
un morfismo de semigrupos, existe un único morfismo de grupos η : G→ H
tal que el siguiente diagrama conmuta.

S G

H

φ

ψ
∃!η

Además tenemos unicidad en el siguiente sentido: si (G′, ψ′ : S → G′) es otro
par con la misma propiedad, entonces existe un isomorfismo α : G→ G′ con
ψ′ = α ◦ ψ.

Demostración. Definimos G como el conjunto de clases de equivalencia de
pares (x, y) con x, y ∈ S donde la relación de equivalencia es la siguiente:

(x, y) ∼ (u, v)⇐⇒ existe t ∈ S tal que x+ v + t = u+ y + t en S

Denotamos la clase de equivalencia de (x, y) mediante [(x, y)] y consideramos
en G la adición
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[(x, y)] + [(x′, y′)] = [(x+ x′, y + y′)]

Esta operación es consistente con la relación de equivalencia. De hecho, si to-
mamos otros representantes (x1, y1) de [(x, y)] y (x′1, y

′
1) de [(x′, y′)], tenemos

que existen t, s ∈ S tales que

x+ y1 + t = x1 + y + t
x′ + y′1 + s = x′1 + y′ + s

Luego, x+x′+y1 +y′1 + t+s = x1 +x′1 +y+y′+ t+s y por lo tanto tenemos
que (x+x′, y+ y′) ∼ (x1 +x′1, y1 + y′1). Es también fácil de ver que se cumple
la regla asociativa.

Para todo x, y ∈ S, [(x, x)] = [(y, y)] porque x+ y = y+ x. Consideramos
0 = [(x, x)]. Luego, 0 es un elemento identidad en G pues para todo x, y, t ∈ S
tenemos que (x+ t, y + t) ∼ (x, y). Además tenemos que [(x, y)] + [(y, x)] =
[(x+ y, x+ y)] = 0 y por lo tanto todos los elementos de G tienen inverso.

Concluimos entonces que G es un grupo.
Definimos φ : S → G mediante φ(x) = [(x+ x, x)].
Como

φ(x+ y) = [(x+ y + x+ y, x+ y)]

= [(x+ x, x)] + [(y + y, y)]

= φ(x) + φ(y)

tenemos que φ es un homomorfismo.
Además tenemos que

[(x, y)] + φ(y) = [(x, y)] + [(y + y, y)]

= [(x+ y + y, y + y)]

= [(x+ x, x)]

= φ(x)

Entonces [(x, y)] = φ(x)−φ(y) y por lo tanto la imagen de φ genera G como
grupo.

Dado un grupo H y un morfismo ψ : S → H, el morfismo η : G→ H con
ψ = η ◦ φ está definido por η([(x, y)]) = ψ(x)− ψ(y).

Para probar la unicidad, consideramos φ′ : S → G′ con la misma propie-
dad universal.

Primero, observamos que φ′(S) debe generar G′. Supongamos por absurdo
que no genera G′ y sea G′′ el subgrupo generado por la imagen de φ′. Entonces
los morfismos η = (id, 0) y η = (id, q) donde q es el morfismo cociente hacen
que el siguiente diagrama conmute, lo que es absurdo.
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S G′

G′
⊕

G′/G′′

φ′

(φ′,0)
η

Por la propiedad universal para G, tenemos que existe un morfismo α :
G → G′ tal que φ′ = α ◦ φ, y por la propiedad universal para G′ tenemos
que existe un morfismo β : G′ → G tal que φ = β ◦ φ′. Luego, tenemos que
α ◦βφ′ = α ◦φ = φ′, entonces α ◦β = id en la imagen de φ′ y por lo tanto en
todo G′, pues la imagen de φ′ genera G’. Entonces tenemos que α es inversa
a izquierda de β.

Se ve análogamente que β ◦ α = id en la imagen de φ y por lo tanto α es
inversa a derecha de β.

Luego, α es un isomorfismo.

Observación 3.2.2. La asignación S  G(S) es un funtor de la categoŕıa de
semigrupos abelianos en la categoŕıa de grupos abelianos. Un morfismo de
semigrupos η : S → S ′ induce el siguiente diagrama conmutativo donde la
flecha entre G(S) y G(S ′) queda determinada por la propiedad universal del
grupo de Grothendieck.

S S ′

G(S) G(S ′)

η

φ φ′

Definición 3.2.3. El K0 de un anillo R es el grupo de Grothendieck del mo-
noide abeliano Proj(R) de las clases de isomorfismo de R-módulos projectivos
finitamente generados.

K0(R) = G(Proj(R))

Observación 3.2.4. K0 es un funtor: un morfismo de anillos φ : R→ R′ induce
un morfismo K0(φ) = φ∗ : K0(R) → K0(R′) tal que el siguiente diagrama
conmuta.

Proj(R) Proj(R′)

K0(R) K0(R′)

ϕ ϕ′

K0(φ)
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3.3. El K0 reducido

Recordamos que un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio
de integridad (anillo sin elementos divisores de cero) en el que todo ideal está
generado por un solo elemento.

Teorema 3.3.1. Si R es un DIP, todo R-módulo proyectivo finitamente ge-
nerado es isomorfo a Rn para algún n al que llamamos el rango del módulo.
El rango induce un isomorfismo K0(R)→ Z.

Demostración. Sea M un R-módulo finitamente generado. Podemos asumir
que M está encajado en algún Rn. Por inducción en n veremos que M ' Rk

para algún k ≤ n.

La base inductiva vale porque es obvio cuando n = 0.

Luego, asumimos que vale para valores menores que n. Consideramos
φ : Rn → R la proyección sobre la n-ésima coordenada. φ(M) es un R-
submódulo de R, entonces es un ideal.

Si φ(M) = 0, entonces M está encajado en Ker(φ) ' Rn−1 y concluimos
aplicando la hipótesis de inducción.

Si no, tenemos que φ(M) es un ideal no nulo de R. Entonces como R es un
DIP, φ(M) ' R como R-módulo. Luego, como R es un R-módulo proyectivo
resulta que φ(M) es proyectivo.

φ(M)

Ker(φ
∣∣
M

) M φ(M) ' R 0

id
∃ϕ

φ

Entonces M ' Ker(φ
∣∣
M

) ⊕ R. Como Ker(φ
∣∣
M

) está encajado en Rn−1,

aplicando la hipóesis de inducción tenemos que Ker(φ
∣∣
M

) ' Rk′ con k′ ≤
n− 1. Luego, M ' Rk con k = k′ + 1 ≤ (n− 1) + 1 = n.

Finalmente, tenemos que ver que el rango de M está bien definido. Para
esto veremos que podemos caracterizar el rango como la dimensión de F⊗RM
sobre F , donde F es el cuerpo de fracciones de R.

Como F es un cuerpo, cualquier F -módulo finitamente generado, en par-
ticular F ⊕R M , es un F - espacio vectorial y, por lo tanto, tiene una ba-
se y una dimensión bien definida. Como la dimensión es el único invarian-
te bajo isomorfismos de un F-módulo finitamente generado, obtenemos que
Proj(F ) ∼= N. Luego, como la completación de N a un grupo es Z, obtene-
mos que K0(F ) ∼= Z donde el isomorfismo está inducido por el isomorfismo
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Proj(F )→ N que a cada elemento de Proj(F ) le asocia su dimensión. Nota-
mos, además que si F ′ es un cuerpo que es una extensión de F entonces

dimF ′(F
′ ⊗F P ) = dimF (P )

para cualquier F - espacio vectorial P. Luego, podemos caracterizar el rango
de M como dimF (F ⊗RM).

Para cualquier anillo R con unidad, existe un único morfismo de anillos
i : Z → R que manda 1 en la identidad de R. Por el teorema anterior,
K0(Z) ' Z y, entonces, obtenemos un mapa

i∗ : Z→ K0(R)

cuya imagen es el subgrupo de K0(R) generado por los R-módulos libres
finitamente generados.

Definición 3.3.2. El grupo K0 reducido de R es el cociente

K̃0(R) = K0(R)/i∗(Z)

3.4. La caracteŕıstica de Euler

Definición 3.4.1 (Caracteŕıstica de Euler). Sea (C•, δ) un complejo de ca-
denas de tipo finito de R-módulos proyectivos. Su caracteŕıstica de Euler
es

χ(C•) =
∞∑
−∞

(−1)j[Cj] ∈ K0(R)

La suma es finita pues (C•, δ) es un complejo de cadenas acotado y además
χ(C•) es un elemento de K0(R) porque los Cj son R-módulos proyectivos
finitamente generados.

Nos interesa en primer lugar probar que χ es constante en las clases de
homotoṕıa de complejos de cadenas de tipo finito.

Definición 3.4.2 (Mapping Cone). Sea f : (C•, c)→ (D•, d) un morfismo de
complejos de cadenas finitos de R-módulos. El mapping cone de f denotado
por cone•(f) es un nuevo complejo de cadenas

... conen+1(f) conen(f) conen−1(f) ...
δn+1 δn

donde
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conen(f) = Cn−1 ⊕Dn

y el morfismo de borde está dado por

δconen =

(
−cn−1 0
fn−1 dn

)
: Cn−1 ⊕Dn → Cn−2 ⊕Dn−1

es decir, para (x, y) ∈ Cn−1 ⊕Dn

δconen (x, y) =

(
−cn−1 0
fn−1 dn

)(
x
y

)
= (−cn−1(x), fn−1(x) + dn(y))

El complejo de cadenas cone•(f) tiene la forma

... Cn ⊕Dn+1 Cn−1 ⊕Dn Cn−2 ⊕Dn−1 ...
δn+1 δn

Verificaremos que es efectivamente un complejo de cadenas:

δconen−1 δ
cone
n =

(
−cn−2 0
fn−2 dn−1

)(
−cn−1 0
fn−1 dn

)
=

(
cn−2cn−1 0

dn−1fn−1 − fn−2cn−1 dn−1dn

)
= 0

ya que, como f es un morfismo de complejos de cadenas, tenemos que dn−1fn−1−
fn−2cn−1 = 0.

Lema 3.4.3. [2] Un morfismo de complejos de cadenas f : C• → D• es una
equivalencia homotópica si y solamente si cone•(f) es contráctil.

Demostración. Supongamos primero que cone•(f) es contráctil y sea γ• :
cone•(f) →cone•(f) una contracción, es decir, una homotoṕıa entre el mor-
fismo identidad y el morfismo nulo.

La contracción γ• está dada por

γn : conen(f)→ conen+1(f), γn =

(
hn−1 gn
ln−1 kn

)
: Cn−1 ⊕Dn → Cn ⊕Dn+1

tal que

Cn−1 ⊕Dn Cn−2 ⊕Dn−1

Cn ⊕Dn+1 Cn−1 ⊕Dn

id

(
−cn−1 0
fn−1 dn

)
(
−hn−1 gn
ln−1 kn

)
(
−hn−2 gn−1

ln−2 kn−1

)
(−cn 0
fn dn+1

)
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Entonces tenemos que(
−cn 0
fn dn+1

)(
hn−1 gn
ln−1 kn

)
+

(
hn−2 gn−1

ln−2 kn−1

)(
−cn−1 0
fn−1 dn

)
= idCn−1⊕Dn

y por lo tanto valen las siguientes igualdades

−cnhn−1 − hn−2cn−1 + gn−1fn−1 = idCn−1 (1)

fngn + dn+1kn + kn−1dn = idDn (2)

−cngn + gn−1dn = 0 (3)

Por (3) tenemos que los morfismos gn forman un morfismo de complejo
de cadenas g• : D• → C•.

Además tenemos por (1) que los morfismos hn−1 : Cn−1 → Cn son una
homotoṕıa de cadenas de g ◦ f a idC y por (2) que los morfismos kn : Dn →
Dn+1 son una homotoṕıa de cadenas de idD a f ◦ g.

Concluimos, entonces, que f : C• → D• es una equivalencia homotópica.
Rećıprocamente, queremos ver que si f es una equivalencia homotópi-

ca entonces cone•(f) es contractil. Como f es una equivalencia homotópica
existen g su inversa homotópica, morfismos hn−1 : Cn−1 → Cn que son una
homotoṕıa de cadenas de g ◦ f a idC y morfismos kn : Dn → Dn+1 que son
una homotoṕıa de cadenas de idD a f ◦ g.

Sea γ : conen(f)→ conen−1(f) el morfismo dado por:

γn =

(
hn−1 gn

0 kn

)
: Cn−1 ⊕Dn → Cn ⊕Dn+1

Consideramos el morfismo F• : cone•(f)→ cone•(f)

Fn =

(
idCn−1 0

fnhn−1 + kn−1fn−1 idDn

)
Luego tenemos que,

δγ + γδ =

(
−cn 0
fn dn+1

)(
hn−1 gn

0 kn

)
+

(
hn−2 gn−1

0 kn−1

)(
−cn−1 0
fn−1 dn

)
=

(
idCn−1 0

fnhn−1 + kn−1fn−1 idDn

)
Obtenemos, entonces, que γ es una homotoṕıa de cadenas entre F• y el
morfismo nulo. Luego, F−1◦γ : conen(f)→ conen(f) es una contracción.
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Lema 3.4.4. [14] Si 0 C ′ C ′′ C 0 es una suce-
sión exacta corta de complejos de cadenas finitos de R-módulos proyectivos
finitamente generados entonces χ(C ′′) =χ(C ′)+χ(C).

Demostración. Tenemos las sucesiones exactas cortas

0 C ′j C ′′j Cj 0
ψ

donde ψ es sobreyectivo. Luego, como Cj es proyectivo, existe ϕ tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

Cj

C ′′j Cj

∃ϕ
id

ψ

Entonces la sucesión exacta corta escinde y por lo tanto C ′′j ' Cj ⊕ C ′j.
Luego, [C ′′j ] = [Cj] + [C ′j] y tomando sumas alternadas en j tenemos que
χ(C ′′) =χ(C ′)+χ(C).

Lema 3.4.5. [14] Si (C•, d) es un complejo de cadenas finito de R-módu-
los proyectivos y todos sus módulos de homoloǵıa son proyectivos, entonces
χ(C•) =

∑
(−1)j[Hj(C•)]

Demostración. Sean Zj = Ker(dj : Cj → Cj−1) y Bj = Im(dj+1 : Cj+1 →
Cj). Entonces tenemos las siguientes sucesiones exactas cortas

0 Zj+1 Cj+1 Bj 0i dj+1
(1)

0 Bj Zj Hj 0

Zj/Bj

i q

(2)

Como Hj es proyectivo, (2) escinde, entonces Zj ' Bj⊕Hj. Luego, como
(C•) es un complejo de tipo finito, podemos reindexarlo de forma que Cj = 0
para j < 0. Supondremos, entonces, que Cj = 0 para j < 0. Luego, tenemos
que Z0 = C0 es proyectivo. Entonces, como Z0 ' B0 ⊕ H0, tenemos que

B0 es proyectivo. Por lo tanto, Cj+1 Bj

dj+1
escinde en (1) para j = 0 y

C1 ' Z1⊕B0 de donde deducimos que Z1 es proyectivo y, como Z1 ' B1⊕H1,
B1 es proyectivo.

Aśı, por inducción, vemos que Bj y Zj son proyectivos y las sucesiones
exactas cortas escinden. Entonces tenemos las siguientes igualdades
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[Zj+1] + [Bj] = [Cj+1]
[Bj] + [Hj] = [Zj]

Luego,

χ(C) =
∑

(−1)j[Cj]

=
∑

(−1)j([Zj] + [Bj−1])

=
∑

(−1)j([Hj] + [Bj] + [Bj−1])

=
∑

(−1)j[Hj] +
∑

(−1)j[Bj]−
∑

(−1)j[Bj]

=
∑

(−1)j[Hj]

Estamos ahora en condiciones de probar que χ(P•) es un invariante del
tipo de homotoṕıa de cadenas de (P•), y lo veremos en la siguiente proposi-
ción.

Proposición 3.4.6. [14] Si C1 y C2 son dos complejos de cadenas finitos
de R-módulos proyectivos homotópicamente equivalentes entonces χ(C1) =
χ(C2).

Demostración. Sea ϕ : C1 → C2 una equivalencia homotópica y sea C3 su
mapping cone. Como C1 y C2 son finitos y están formados por R-módulos
proyectivos finitamente generados, C3 también.

Entonces, de la sucesión exacta corta

0 (C2
•) (C3

•) (C1
•,−1) 0

obtenemos

χ(C3) = χ(C2)+χ(C1
−1)

Pero, χ(C1
−1) = −χ(C1) pues los dos complejos de cadenas tienen los mismos

términos y en χ(C1
−1) están corridos en un lugar con respecto a χ(C1).

Entonces tenemos

χ(C3) = χ(C2)−χ(C1)

El complejo de cadenas C3 es contractible, por ser el mapping cone de una
equivalencia homotópica. Luego, sus módulos de homoloǵıa son 0 y por lo
tanto χ(C3) = 0.

Concluimos que χ(C1) = χ(C2).



Caṕıtulo 4

La obstrucción de finitud de
Wall

En este caṕıtulo veremos el resultado central de este trabajo: definiremos
la obstrucción de finitud de Wall σ como un elemento de K0(Zπ1(X)) y
probaremos el siguiente teorema:

Teorema [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Existe un invariante
σ(X) ∈ K̃0(Z[π1(X, x)]) tal que X es homotópicamente equivalente a un
CW-complejo finito si y solamente si σ(X) = 0.

Adicionalmente, daremos una caracterización de los espacios finitamente do-
minados que será de mucha utilidad en la prueba el teorema anterior.

En este caṕıtulo notaremos el grupo fundamental de X como π1(X) o
simplemente π.

4.1. Planteamiento del problema

Definición 4.1.1. Decimos que un espacio X es dominado por un espacio Y
si existen morfismos f : X → Y y g : Y → X tales que g ◦ f es homotópico
a idX , lo que notaremos como g ◦ f ' idX .

Notamos que esta condición es necesaria pero no suficiente para que f
sea una equivalencia homotópica.

Definición 4.1.2. Un espacio X es finitamente dominado si es dominado
por un CW-complejo finito.

Es claro que esta condición es necesaria para que X sea homotópicamente
equivalente a un CW-complejo finito. En este caṕıtulo veremos cuándo esta

59
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condición es suficiente, es decir ¿cuándo un espacio X finitamente dominado
es homotópicamente equivalente a un CW-complejo finito?

Que un espacio X sea finitamente dominado no implica necesariamente
que sea homotópicamente equivalente a un CW-complejo finito; sin embargo
la proposición siguiente implica que X × S1 si lo es.

Proposición 4.1.3. [4] Un espacio topológico X es finitamente dominado si
y solamente si X × S1 es homotópicamente equivalente a un CW -complejo
finito.

Demostración. Si X es finitamente dominado por un CW -complejo K, exis-

ten morfismos X K Xi r tales que r ◦ i ' idX .

Luego, tenemos que X × S1 = T (X, idX). Además, como r ◦ i ' idX ,
por el lema 1.2.6 tenemos que T (X, idX) ' T (X, r ◦ i), y por el lema 1.2.5
tenemos que T (X, r ◦ i) ' T (K, i ◦ r).

Entonces, X × S1 es homotópicamente equivalente a T (K, i ◦ r) que un
CW-complejo finito pues K lo es.

Rećıprocamente, si X × S1 es homotópicamente equivalente a un CW -
complejo finito K, tenemos que los morfismos

s : X
incl.
↪→ X × S1 ' K

d : K ' X × S1 proj.→ X

verifican d ◦ s ' idX . Luego, X es finitamente dominado por K.

En este caṕıtulo daremos primero una caracterización de los espacios fi-
nitamente dominados y luego estableceremos una condición necesaria y sufi-
ciente para que un espacio finitamente dominado sea homotópicamente equi-
valente a un CW-complejo finito.

En tal sentido, el objetivo es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.4. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Entonces,

1. X es homotópicamente equivalente a un CW -complejo de dimensión
finita.

2. X es homotópicamente equivalente a un CW -complejo de dimensión
infinita con esqueleto finito.

3. Existe un invariante σ(X) ∈ K̃0(Z[π1(X, x)]) tal que X es homotópica-
mente equivalente a un CW-complejo finito si y solamente si σ(X) = 0.
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4.2. Caracterización de los espacios finitamen-

te dominados

Un elemento fundamental para la prueba del Teorema 4.1.4 es la siguiente
caracterización de los espacios finitamente dominados.

Teorema 4.2.1. [9] Un espacio conexo X es finitamente dominado si y
solamente si valen las siguientes condiciones:

1. X es homotópicamente equivalente a un CW-complejo

2. π1(X) es finitamente presentado

3. El complejo de cadenas singulares del cubrimiento universal, S(X̃), es
homotópicamente equivalentes por cadenas como complejo de cadenas
de Z[π]-módulos a un complejo de cadenas

P∗ : 0 Pk Pk−1 ... P0 0

de Z[π]-módulos proyectivos finitamente generados.

Demostración de 1. Ya probamos en la Proposición 4.1.3 que si X es fini-
tamente dominado, entonces X × S1 es homotópicamente equivalente a un
CW-complejo finito. Entonces X × R es homotópicamente equivalente a un
CW-complejo ya que R es el cubrimiento universal de S1. Luego, como R se re-
trae a un punto, X es homotópicamente equivalente a un CW–complejo.

Definición 4.2.2. Decimos que un grupo H es un retracto de un grupo G
si tenemos homomorfismos j : H → G y r : G→ H tales que r ◦ j = idH

Observación 4.2.3. Notamos que si X está finitamente dominado por un
CW-complejo K, entonces π1(X) es un retracto de π1(K).

Proposición 4.2.4. [16] Sea G un grupo finitamente presentado y H un
retracto de G. Entonces H es finitamente presentado.

Demostración. Como H es retracto de G, tenemos morfismos j : H → G y
r : G→ H tales que r ◦ j = idH .

Sea {gi : ri = 1} una representación finita de G donde {gi} son los
generadores y {ri} son las relaciones para todo i y sea F el grupo libre de
generadores {gi}.

Consideramos la proyección p : F → G. Como j(r(p(gi))) = jrp(gi) ∈ G
y p es sobreyectiva, existe algún wi ∈ F tal que jrp(gi) = p(wi).
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Veremos que {gi : ri, g
−1
i wi} es una presentación de H y por lo tanto H

es finitamente presentado.
Sea L = {gi : ri, g

−1
i wi} y u : G → L la proyección natural que existe

pues en L están las relaciones de G.
Aplicaremos el teorema de Van Dyck que afirma que si L es un grupo

dado por generadores gi y ciertas relaciones y hay una colección de elementos
hi de otro grupo H que satisfacen las relaciones de L, entonces existe un
homomorfismo φ : L→ H con φ(gi) = hi.

Queremos ver, entonces, que las relaciones del grupo L valen en el grupo
H.

Primero tenemos que rp(rj) = r(1) = 1 pues p(rj) = rj = 1 en G.
Además,

rp(g−1
i wi) = rp(g−1

i )rp(wi)

= rp(g−1
i )rjrp(gi), pues p(wi) = jrp(gi)

= rp(g−1
i )rp(gi), pues rj = id

= rp(gi)rp(g
−1
i )

= rp(gig
−1
i )

= rp(1) = 1

Entonces, como en H se verifican las relaciones de L, por el teorema de
Van Dyck existe un homomorfismo v : L → H y además r se factoriza a
través de L, es decir r = vu.

H G F

L

j

r

u

p

v

Luego vuj = rj = 1 y, por lo tanto, uj es inyectiva. Además, uj es sobre-
yectiva pues ujrp(gi) = up(wi) = up(gi) lo que implica que los generadores
de L están en la imagen de uj.

Concluimos entonces que v y uj son isomorfismos inversos y tenemos que
H es finitamente presentado.

Si X es finitamente dominado por un CW-complejo K, entonces π1(K)
es finitamente presentado por ser K finito y π1(X) es un retracto de π1(K).
Entonces, por la proposición anterior, concluimos que π1(X) es finitamente
presentado y tenemos probada la parte 2. del teorema 4.2.1.

Antes de comenzar con la prueba de la parte 3. del teorema 4.2.1 veremos
el siguiente lema
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Definición 4.2.5. Decimos que un complejo de cadenas A∗ es finitamente
dominado si existe un complejo de cadenas de tipo finito C∗ y morfismos
de cadenas i : A∗ → C∗ y r : C∗ → A∗ tales que r ◦ i es homotópico a la
identidad.

Lema 4.2.6. [9][11] Sea R un anillo y A∗ un complejo de cadenas. Supon-
gamos que A∗ es finitamente dominado por un complejo de cadenas de largo
finito de R-módulos proyectivos C∗, es decir existen morfismos de cadenas
i : A∗ → C∗ y r : C∗ → A∗ tales que r ◦ i es homotópico a la identidad.

Entonces A∗ es homotópicamente equivalente a un complejo de cadenas
de largo infinito de módulos proyectivos finitamente generados

0 Fn ... F1 F F F F ...
p 1−p p 1−p

donde p : F → F es una proyección.

Demostración. Sea C∗: 0 Cn ... C1 C0 0 un complejo

de cadenas de cadenas de largo finito de R-módulos proyectivos.
Consideremos una homotoṕıa de cadenas s en A∗ entre la identidad y

r ◦ i, es decir tenemos morfismos sp : Ap → Ap−1 tales que s∂ + ∂s = 1− ri.
Sea F = C0 ⊕ C1 ⊕ ...⊕ Cn y definimos P : F → F mediante

P =



ir ∂ 0 0 0 · · ·
isr 1− ir −∂ 0 0 · · ·
is2r −isr ir ∂ 0 · · ·
is3r −is2r isr 1− ir −∂ · · ·
is4r −is3r is2r −isr ir · · ·

...
...

...
...

...
. . .


El morfismo P verifica P 2 = P , por lo tanto, es una proyección y (1 −

P ) ◦ P = 0.
Sea Fk = Ck ⊕ Ck+1 ⊕ · · · ⊕ Cn y definimos morfismos ∂i : Fi → Fi−1

mediante 
∂ 0 0 · · ·

1− ir −∂ 0 · · ·
−isr ir ∂ · · ·
−is2r isr 1− ir · · ·

...
...

...
. . .


Estos morfismos verifican ∂i ◦ ∂i+1 y por lo tanto obtenemos un complejo

de cadenas F∗
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0 Fn ... F1 F F F...P 1−P

Veremos que F∗ y A∗ son homotópicamente equivalentes.
Para esto, consideramos I : A∗ → F∗ definida por

Im =


i
is
is2

...

 : Am → Fm

y R : F∗ → A∗ definida por

Rm = (r, 0, 0, · · · ) : Fm → Am

Tenemos que Rm ◦ Im = r ◦ i. Entonces como r ◦ i ∼ 1Am , obtenemos que
R ◦ I es homotópicamente equivalente a 1A∗ , la identidad en A∗.

Para ver que I ◦ R es homotópicamente equivalente a la identidad en F∗
consideramos las proyecciones Pm : Fm = Cm ⊕ Cm+1 ⊕ · · · ⊕ Cn → Fm+1 =
Cm+1 ⊕ · · · ⊕ Cn. Luego, tenemos el siguiente diagrama donde se verifica
Pm−1∂m + ∂m+1Pm = 1− ImRm

· · · Fm+1 Fm Fm−1 · · ·

. . . Am+1 Am Am−1 · · ·

· · · Fm+1 Fm Fm−1 · · ·

∂m+1 ∂m

Rm

1
Pm

Pm−1

Im

∂m+1 ∂m

Entonces, I ◦ R es homotópicamente equivalente a 1F∗ y concluimos que los
complejos de cadenas A∗ y F∗ son homotópicamente equivalentes.

Observación 4.2.7. El complejo de cadenas

0 Fn ... F1 F F F F ...
p 1−p p 1−p

es homotópicamente equivalente al complejo de cadenas de largo finito
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0 Fn ... F1 Ker(P ) 0

Ahora probaremos la parte 3. del teorema 4.2.1.

Demostración de 3. ComoX es finitamente dominado, existen X Ki

y K X,r con K un CW-complejo finito tales que r ◦ i ' 1X . Como ya

probamos que un espacio finitamente dominado es homotópicamente equiva-
lente a un CW-complejo, asumiremos que X es un CW-complejo. Podemos
asumir también que i y r preservan el punto base de los grupos fundamen-
tales.

Sea p = i ◦ r : K → K. Como p ◦ p = i ◦ r ◦ i ◦ r ' i ◦ r = p, p ◦ p es
homotópica a p.

Queremos que la homotoṕıa p◦p ∼ p preserve, al igual que i y r, el punto
base ya que esto nos daŕıa una homotoṕıa π−equivariante entre p̃ ◦ p̃ y p̃.
Con este fin, buscamos una homotoṕıa de r ◦ i a 1X que preserva el punto
base.

Consideramos una dominación finita particular dada por

X X × S1

i

r

' L

La equivalencia homotópica X × S1 induce isomorfismos entre los grupos de
homotoṕıa. Luego, aplicando el teorema de Whitehead podemos obtener una
equivalencia homotópica que preserva el punto base y que induce isomorfis-
mos en los grupos de homotoṕıa.

Obtenemos aśı una homotoṕıa entre p ◦ p y p que preserva el punto base
y tenemos, por lo tanto, una homotoṕıa π−equivariante entre p̃ y p̃ ◦ p̃.

Tomamos, ahora, el conjunto simplicial S(X̃) y luego su realización geométri-
ca.

Por el corolario 2.2.47 obtenemos una equivalencia homotópica

|S(X̃)| → X̃

pues ambos espacios son CW-complejos, que es equivariante con respecto a
la acción del grupo fundamental π.

Luego, tomamos complejos de cadenas celulares en ambos espacios. Por
un lado, C∗|S(X̃)| = S∗(X̃) el complejo de cadenas singulares de X̃. Por otro
lado, C∗(X̃) es finitamente dominado por C∗(K̃), un complejo de cadenas de
largo finito de Z[π]−módulos proyectivos finitamente generados.

Obtenemos, entonces, que S∗(X̃) está finitamente dominado por un com-
plejo de cadenas de Z[π]−módulos proyectivos.
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Finalmente, aplicando, el lema 4.2.6 y luego la observación 4.2.7, conclui-
mos que S∗(X̃) es homotópicamente equivalente a un complejo de cadenas
de largo finito de Z[π]−módulos proyectivos finitamente generados.

Para probar el rećıproco, veremos los siguientes lemas:

Lema 4.2.8 (Lema de los cinco). Consideramos el siguiente diagrama con-
mutativo con filas exactas

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

f1

φ1

f2

φ2

f3

φ3

f4

φ4 φ5

g1 g2 g3 g4

Si φ1, φ2, φ4 y φ5 son isomorfismos entonces φ3 también es un isomorfismo.

Demostración. Veremos primero que φ3 es sobreyectiva. Sea b3 ∈ B3, quere-
mos ver que existe a3 ∈ A3 tal que φ3(a3) = b3. Como φ4 es sobreyectiva,
existe a4 ∈ A4 tal que φ4(a4) = g3(b3). Luego, por exactitud en la segunda
fila tenemos g4g3(b3) = 0. Entonces,

0 = g4g3(b3) = g4φ4(a4) = φ5f4(a4)

Por lo tanto, como φ5 es inyectiva tenemos que f4(a4) = 0, es decir a4 ∈
Ker(f4) y por exactitud en la primera fila obtenemos que a4 ∈ Im(f3). Sea
ā3 ∈ A3 tal que f3(ā3) = a4. Luego,

g3(b3 − φ3(ā3) = g3(a3)− g3φ3(ā3)

= φ4(a4)− φ4f3(ā3)

= φ4(a4)− φ4(a4)

= 0

y por exactitud b3−φ3(ā3) ∈ Im(g2). Sea b2 ∈ B2 tal que g2(b2) = b3−φ3(ā3).
Entonces, como φ2 es sobreyectiva, existe a2 ∈ A2 tal que φ2(a2) = b2.
Obtenemos, entonces, que

φ3(ā3 + f2(a2)) = φ3(ā3) + φ3f2(a2)

= φ3(ā3) + g2φ2(a2)

= φ3(ā3) + g2(b2)

= φ3(ā3) + b3 − φ3(ā3)

= b3
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Veremos ahora que φ3 es inyectiva. Sea a3 ∈ A3 tal que φ3(a3) = 0, queremos
ver que a3 = 0. Como φ3(a3) = 0, g3φ3(a3) = 0. Luego, por conmutatividad

0 = g3φ3(a3) = φ4f3(a3)

Entonces, como φ4 es inyectiva, tenemos que f3(a3) = 0 y por exactitud
existe a2 ∈ A2 tal que f2(a2) = a3. Luego,

0 = φ3(a3) = φ3f2(a2) = g2φ2(a2)

y por exactitud en la segunda fila, existe b1 ∈ B1 tal que g1(b1) = φ2(a2).
Como φ1 es sobreyectiva, existe a1 ∈ A1 tal que φ1(a1) = b1 y obtenemos

φ2(a2) = g1(b1) = g1φ1(a1) = φ2f1(a1)

Por lo tanto, como φ2 es inyectiva, a2 = f1(a1) y

a3 = f2(a2) = f2f1(a1) = 0

por exactitud.

Lema 4.2.9. Sea P∗ : 0 Pn Pn−1 ... P2 P1 P0 0

un complejo de cadenas de R-módulos proyectivos finitamente generados.
Suponemos que Hi(P∗) = 0 para i ≤ k. Entonces P∗ es homotópicamente
equivalente a un complejo de cadenas de R-módulos proyectivos finitamente

generados de la forma 0 Pn ... Pk+2 Q 0.

En particular, Hk+1(P∗) es finitamente generado.

Demostración. Supondremos primero que k = 0 y que, por lo tanto,

H0(P∗) = 0 y H1(P∗) 6= 0

Tenemos entonces que

0 = H0(P∗) = Ker(∂0)/Im(∂1) = P0/Im(∂1)

y, por lo tanto, Im(∂1) = P0. Luego, P1 P0
∂1 es sobreyectiva y como

P0 es proyectivo obtenemos que

P1 = Ker(∂1)⊕ P0

Además, como Ker(∂1) = Im(∂2) ⊕ Ker(∂1)/Im(∂2) = Im(∂2) ⊕ H1(P∗),
resulta que

P1 = Ker(∂1)⊕ P0 = Im(∂2)⊕H1(P∗)⊕ P0

Por otro lado P2 ' Im(∂2)⊕Ker(∂2).
Sea Q = H1(P∗).
Veremos que P∗ es homotópicamente equivalente al complejo de cadenas
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P ′∗ : 0 Pn ... P2 Q 0.

Hasta el elemento P2, los dos complejos de cadenas son el mismo, luego
basta con probar la condición de equivalencia homotópica en los ultimos
elementos de las sucesiones exactas.

Para definir una homotoṕıa de cadenas de P∗ en P∗ consideramos el si-
guiente diagrama

· · · P2 P1 P0 0

. . . P2 H1(P∗) 0 0

· · · P2 P1 P0 0

∂2 ∂1

p

1
s1

s0

∂0

p

1
i

i i

∂2 ∂1

donde:

p1 : P1 = Im(∂2) ⊕ H1(P∗) ⊕ P0 → H1(P∗) y p0 : P0 → 0 son las
proyecciones

i : H1(P∗)→ P1 = Im(∂2)⊕H1(P∗)⊕P0 y i : 0→ P0 son las inclusiones

s1 : P1 = Im(∂2) ⊕ H1(P∗) ⊕ P0 → P2 ' Im(∂2) ⊕ Ker(∂2) está dada
por a+ b+ c 7→ ∂−1

2 (a)

s0 : P0 → P1 = Im(∂2)⊕H1(P∗)⊕ P0 es la inclusión

Luego, tenemos que ∂2 ◦ s1(a + b + c) = a, ∂1 ◦ s0(a + b + c) = c y
i ◦ p(a+ b+ c) = b. Se verifica entonces que ∂2 ◦ s1 + s0 ◦ ∂1 = 1− i ◦ p.

Por otro lado, ∂1 ◦ s0(c) = c; además i ◦ ∂0(c) = 0 y p ◦ i(c) = 0. Por lo
tanto tenemos que ∂1 ◦ s0 + i ◦ ∂0 = 1− i ◦ p.

Para defininir una homotoṕıa de cadenas de P ′∗ en P ′∗ consideramos el
siguiente diagrama donde se verifica ∂s+ s∂ = 1− pi
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· · · P2 H1(P∗) 0 0

. . . P2 P1 0 0

· · · P2 H1(P∗) 0 0

i

1
0

0

i

1
i

p p

Concluimos entonces que los dos complejos de cadenas son homotópica-
mente equivalentes.

Si k > 0, repetimos el argumento hasta encontrar un grupo de homotoṕıa
no nulo.

Ahora probaremos el rećıproco del teorema 4.2.1.

Demostración. Empezamos construyendo un 2-complejo K y un morfismo
φ : K → X que induce isomorfismos en los grupos fundamentales. Para esto,
podemos tomar una presentación finita de π1(X) = {a1, · · · , an : b1, · · · , bm}
y construimos un CW-complejo K que tenga n 1-células y m 2-células.

Asumiremos que K ⊂ X. Si no, podemos tomar el mapping cylinder de
φ, es decir consideramos el espacio M = X ∪φ (K × [0, 1]).

Sea K̃ el cubrimiento universal de K. Luego, K̃ es 1-conexo y por el
teorema de Hurewicz, tenemos que π1(K̃) yH1(K̃) son isomorfos. Igualmente,
tenemos que π1(X̃) y H1(X̃) son isomorfos.

Consideramos las sucesiones exactas de homotoṕıa y de homoloǵıa del
par (X̃, K̃).

... π2(K̃) π2(X̃) π2(X̃, K̃) π1(K̃) π1(X̃)

... H2(K̃) H2(X̃) H2(X̃, K̃) H1(K̃) H1(X̃)

' ' ' '

Entonces, por el lema de los cinco tenemos que π2(X̃, K̃)→ H2(X̃, K̃) es un
isomorfismo.

Por otro lado, tenemos que H2(X̃, K̃) = H2(X̃ ∪ CK̃) y por lo tanto
H2(X̃, K̃) es la homoloǵıa del mapping cone de C∗(K̃) → P∗. Como K es
un CW-complejo finito, C∗(K̃) es un complejo de cadenas de largo finito de
Z[π]−módulos finitamente generados. Luego, el mapping cone de C∗(K̃) →
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P∗ es un complejo de cadenas de largo finito de Z[π]−módulos proyectivos
finitamente generados.

Entonces, por el lema 4.2.9, tenemos que H2(X̃, K̃) es finitamente gene-
rado y por lo tanto π2(X̃, K̃) ' H2(X̃, K̃) también es finitamente generado.

Queremos pegarle células a K de forma que el morfismo φ : K → X sea
2-conexo, es decir de forma que π2(X̃, K̃) = 0.

Para esto, tomamos un conjunto finito de generadores

αi : (D2, S1)→ (X,K)

de π2(X,K). Existe un conjunto de generadores finito ya que

π2(X,K) ' π2(X̃, K̃) ' H2(X̃, K̃)

es finitamente generado.
Notamos que ∂αi ∈ π1(K) pues

· · · π2(K) π2(X) π2(X,K) π1(K) cdots

αi ∂αi

∂

Sea L el espacio que obtenemos pegándole una 2-célula a K por cada ∂αi
y usamos los morfismos αi para extender φ a un morfismo φ : L→ X.

El CW-complejo L que obtuvimos es finito y además verificaHi(X̃, L̃) = 0
para todo i ≤ 2 y tenemos entonces que φ es 2-conexo.

Luego, por el mismo argumento que antes, podemos ver que H3(X̃, L̃) es
finitamente generado. Entonces tomando un generador finito y repitiendo la
misma construcción que antes podemos construir un CW-complejo finito que
también llamaremos L tal que Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i ≤ 3.

Podemos continuar con estos pasos hasta obtener un CW-complejo fini-
to L que verifica Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i 6= k y Hk(X̃, L̃) = P es un
Z[π]−módulo proyectivo.

Consideramos ahora el par (X̃ × S1, L̃× S1). Este par tiene la misma
homoloǵıa que (X̃, L̃) ya que el cubrimiento universal de S1 es R, que es
contractible.

Tomamos un módulo proyectivo Q tal que P ⊕Q sea libre y consideramos

0 P ⊗ Z[t, t−1]⊕Q⊗ Z[t, t−1]︸ ︷︷ ︸
B

P ⊗ Z[t, t−1]⊕Q⊗ Z[t, t−1]︸ ︷︷ ︸
A

P 0

(1)
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donde el segundo morfismo es (1− t)⊕ 1 y el tercero es la proyección.
Esta sucesión es exacta corta pues la sucesión

0 Z[t, t−1] Z[t, t−1] Z 0
1−t ev1

es exacta corta.
La sucesión exacta corta (1) nos da une representación finita de P =

Hk(X̃ × S1, L̃× S1) = πk(X̃ × S1, L̃× S1) pues A y B son Z[π][t, t−1]−módu-
los finitamente generados.

Entonces, podemos tomar generadores finitos para A y para B y pegarle
una k−célula a L × S1 por cada elemento del generador de A y una (k +
1)−célula por cada elemento del generador de B. También le llamamos L×S1

al espacio que obtenemos.
El espacio L× S1 es, entonces, un CW-complejo que verifica

Hi(X̃ × S1, L̃× S1) = 0

para todo i. Además, como en cada paso pegamos finitas células, L × S1 es
un CW-complejo finito.

Como Hi(X̃ × S1, L̃× S1) = 0 para todo i, por el teorema de Hurewicz,

πi(X̃ × S1, L̃× S1) = 0 para todo i, y por lo tanto πi(X × S1, L × S1) = 0
para todo i. Tenemos, por lo tanto, una equivalencia débil de homotoṕıa
entre X × S1 y L× S1. Dado que ambos son CW-complejos, por el teorema
de Whitehead concluimos que son homotópicamente equivalentes.

Luego, consideramos

X X × S1 L× S1

i

'

p

donde i es la inclusión y r es la proyección.
Obtenemos que X es finitamente dominado por un CW-complejo ho-

motópicamente equivalente a L× S1.

Podemos relacionar espacios finitamente dominados con espacios del tipo
de homotoṕıa de CW-complejos de la siguiente manera.

Teorema 4.2.10. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Entonces,

1. X es homotópicamente equivalente a un CW -complejo de dimensión
finita.
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2. X es homotópicamente equivalente a un CW -complejo de dimensión
infinita con esqueleto finito.

Demostración. Continuando con la construcción que hicimos en la demos-
tración anterior, tenemos un CW-complejo finito L y un morfismo L → X
que induce isomorfismo en los grupos fundamentales. Además, tenemos que
Hl(X̃, L̃) = 0 si l 6= k y que Hk(X̃, L̃) es un Z[π]−módulo proyectivo finita-
mente generado. Sea P = Hk(X̃, L̃).

Sea Q un módulo proyectivo finitamente generado tal que P ⊕Q es libre.

Para probar que X es homotópicamente equivalente a un CW-complejo
de dimensión finita, consideramos la sucesión exacta corta:

0 Q⊕ P ⊕Q⊕ P ⊕Q...︸ ︷︷ ︸
B

P ⊕Q⊕ P ⊕Q⊕ P...︸ ︷︷ ︸
A

P 0

donde el primer morfismo es el shift y el segundo la proyección.

Esta sucesión exacta corta da una representación de P.

Como A es libre podemos tomar una base y pegarle una k-célula a L
por cada elemento de la base. Igualmente, como B es libre, podemos pegarle
una (k + 1)-célula a L por cada elemento de la base de B. En ambos pasos
pegamos infinitas células y obtenemos un CW-complejo de dimensión finita
L tal que Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i.

Luego, tenemos que Hi(X̃, L̃) = 0 y por lo tanto L → X es una equiva-
lencia débil de homotoṕıa. Como L y X son CW-complejos, por el teorema
de Whitehead obtenemos que son homotópicamente equivalentes.

Para probar que X es homotópicamente equivalente a un CW-complejo
de dimensión infinita con esqueleto finito consideramos la sucesión exacta
corta

0 Q P ⊕Q P 0

donde el primer morfismo es la inclusión y el segundo la proyección.

Esta sucesión exacta nos da una representación de P . Dado que P es
finitamente generado, podemos tomar una base finita de P ⊕Q y pegarle una
k-célula a L por cada elemento de la base. Obtenemos un CW-complejo L de
dimensión k y con finitas células en cada dimensión tal que Hk+1(X̃, L̃) = Q.

Ahora consideramos la siguiente sucesión exacta corta que da una repre-
sentación de Q

0 P P ⊕Q Q 0
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Al igual que en el paso anterior, le pegamos una (k + 1)-célula a L por
cada elemento de la base finita de P ⊕Q y obtenemos un CW-complejo L de
dimensión k+1 con finitas células en cada dimensión tal que Hk+2(X̃, L̃) = P .

Si continuamos con este proceso infitamente, obtenemos un CW-complejo
L de dimensión infinita pero con finitas células en cada dimensión tal que
Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i. Tenemos, entonces, una equivalencia débil entre
L y X y por Whitehead concluimos que X es homotópicamente equivalente
a L.

4.3. Definición del invariante σ(X)

Sea X finitamente dominado. Por la caracterización que vimos en la sec-
ción anterior tenemos que S∗(X̃) es homotópicamente equivalente al complejo
de cadenas de largo finito [P∗] de Z[π]−módulos proyectivos finitamente ge-
nerados.

Como [P∗] es de tipo finito, tenemos definida su caracteŕıstica de Euler
mediante

[P∗] =
k∑
0

(−1)i[Pi] ∈ K0(Z[π])

Ya probamos, en el caṕıtulo, anterior que es un invariante bien definido
del tipo de homotoṕıa de P∗ y, por lo tanto, es un invariante bien definido
de X. Luego, tiene sentido definir la caracteŕıstica de Euler de X mediante

χ(X) = [P∗]

Si tomamos la inclusión Z → Z[π] y luego la aumentación Z[π] → Z

tenemos

Z Z[π] Z
i

idZ

ε

Aplicando el funtor K0 obtenemos

K0(Z) K0(Z[π]) K0(Z)
i∗

K0(idZ)

ε∗

Esto nos da un splitting en la sucesión exacta
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K0(Z) K0(Z[π]) K0(Z(π))/i∗(Z)

Z K̃0(Z[π])

i∗

ε∗

y, por lo tanto,

K0(Z[π]) = K0(Z)⊕ K̃0(Z[π]) = Z⊕ K̃0(Z[π])

Podemos escribir, entonces,

[P∗] = (α(X), σ(X))

, con α(X) ∈ Z y σ(X) ∈ K̃0(Z[π]).

Definición 4.3.1. El invariante σ(X) ∈ K̃0(Z[π]) es la obstrucción de finitud
de Wall.

Probaremos en la siguiente sección que si σ(X) = 0, queX sea finitamente
dominado implica que es homotópicamente equivalente a un CW-complejo
finito.

4.4. Demostración del teorema 4.1.4

DadoX finitamente dominado, probaremos ahora una condición necesaria
y suficiente sobre σ(X) para que X sea homotópicamente equivalente a un
CW-complejo finito.

Teorema 4.4.1. [9] Sea X un espacio finitamente dominado. Existe, enton-
ces, un invariante σ(X) ∈ K̃0(Z[π1(X, x)]) tal que X es homotópicamente
equivalente a un CW-complejo finito si y solamente si σ(X) = 0.

Demostración. Si X es homotópicamente equivalente a un CW-complejo fi-
nito K de dimensión n, entonces S∗(X̃) es homotópicamente equivalente a
las cadenas celulares de K̃. Por lo tanto, tenemos que χ(X) = χ(K).

El complejo de cadenas de K̃ es

0 Cn(K̃) Cn−1(K̃) ... C1(K̃) C0(K̃)
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y los Ci(K̃) son Z[π]-módulos libres finitamente generados. Entonces, χ(K) ∈
Z y, por lo tanto, σ(K) = 0.

Probamos, entonces, que σ(X) = 0.

Rećıprocamente, queremos ver que si σ(X) = 0 entonces X es homotópi-
camente equivalente a un CW-complejo finito.

Recordamos que el la prueba del rećıproco del Teorema 4.2.1 constrúımos
un CW-complejo finito L y un morfismo l → X que induce isomorfismos en
los grupos fundamentales. Además, tenemos que Hl(X̃, L̃) = 0 si l 6= k y
que Hk(X̃, L̃) es un Z[π]-módulo proyectivo finitamente generado. Sea P =
Hk(X̃, L̃).

Veremos primero que σ(X) = ±[P ] dependiendo de si k es par o impar.
Consideramos la sucesión exacta del par (X̃, L̃)

... Hl+1(X̃, L̃) Hl(L̃) Hl(X̃) Hl(X̃, L̃) ...

Como Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i 6= k, tenemos que si l 6= k, k − 1:

0 Hl(L̃) Hl(X̃) 0

Entonces si l 6= k, k − 1, Hl(L̃) ' Hl(X̃). Si no, tenemos:

0 Hk(L̃) Hk(X̃) Hk(X̃, L̃) Hk−1(L̃) Hk−1(X̃)

0 P

Por construcción de L, tenemos que Hk−1(L̃) → Hk−1(X̃) es un isomor-
fismo y por lo tanto Hk(X̃)→ P es un isomorfismo.

Luego,

χ(X) = χ(H∗(X̃))

=
∑

(−1)i[Hi(X̃)]

=
∑

(−1)i[Hi(L̃)]± [P ]

según la paridad de k.∑
(−1)i[Hi(L̃)] ∈ Z porque L es un CW-complejo finito.

Entonces
∑

(−1)i[Hi(L̃)] = 0 en K̃0(Z[π]) y por lo tanto χ(X) = ±[P ].
Como σ(X) = 0, tenemos que [P ] = 0 ∈ K̃0(Z[π]). La clase del 0 en

K̃0(Z[π]) está representada por un módulo libre finitamente generado F .
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Entonces, [P ] = [F ] y existe un módulo libre y finitamente generado E tal
que P ⊕ E = F .

Consideramos la siguiente sucesión exacta corta que nos da una represen-
tación de P :

0 E F P 0i p

Dado que F y E son libres y finitamente generados podemos tomar una base
finita para cada uno. Le pegamos un k-célula a L por cada elemento de la
base de F y una (k + 1)-célula por cada elemento de la base de E.

En ambos pasos pegamos finitas células y obtenemos un CW-complejo
finito L tal que Hi(X̃, L̃) = 0 para todo i. Tenemos, entonces, por el teorema
de Hurewicz, que πi(X̃, L̃) = 0 para todo i. Esto implica que πi(X) ' πi(K)
y tenemos, por lo tanto, una equivalencia de homotoṕıa débil entre X y L.

Luego, por el teorema de Whitehead, X y L son homotópicamente equi-
valentes.

Veremos finalmente que todo elemento deK0(Z[π1(X, x)] es la obstrucción
de finitud de algún espacio.

Teorema 4.4.2. [4] Si π es un grupo finitamente presentado, entonces to-
do elemento σ ∈ K̃0(Z[π]) es la obstrucción de finitud de un CW-complejo
finitamente dominado X tal que π1(X) = π.

Demostración. Consideramos una presentación finita de π y construimos un
CW-complejo K pegando una 1-célula por cada generador de π y una 2-
célula por cada relación en π. Luego, K es un CW-complejo finito tal que
dim(K) = 2 y π1(K) = π.

Representamos σ por un módulo proyectivo finitamente generado P , es
decir, σ = [P ] ∈ K̃0(Z[π]). Sea Q un módulo proyectivo finitamente generado
tal que P ⊕ Q = F es libre y sea n el rango de F, es decir, el número de
generadores libres.

Tomamos l > 3 y definimos el siguiente CW-complejo:

L = K ∨
∨n
i=1 S

l
i

donde Sli es una l-esfera.
Consideramos r : L → K la retracción de las l-esferas en el punto base

de π1(K) e i : K → L la inclusión. Luego tenemos r ◦ i = idK y estos dos
morfismos inducen en el l-ésimo grupo de homotoṕıa

πl(K) πl(L)

i∗

r∗

con r∗ ◦ i∗ = id∗
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Tenemos entonces un splitting en la sucesión exacta de par (L,K)

0 πl(K) πl(L) πl(L,K) 0

i∗

r∗

donde πl+1(L,K) = 0 porque L y K tienen las mismas l+1-células y πl−1 = 0
pues K tiene unicamente 1-células y 2-células. Por lo tanto, tenemos que
πl(L) = πl(K)⊕ πl(L,K).

Como πi(L̃, K̃) = 0 si i < l, por el teorema de Hurewicz tenemos que
πl(L,K) ' πl(L̃, K̃) ' Hl(L̃, K̃). Además, como Hl(L̃, K̃) está generado
por las l-esferas en L que no están en K, tenemos que Hl(L̃, K̃) ' F como
Zπ-módulo. Obtenemos, entonces, que

πl(L) ' πl(K)⊕ F

Luego, podemos definir el morfismo α : L → L tal que α
∣∣
K

= id y α∗ :
πl(L)→ πl(L) está dada por la matriz(

id 0
0 A

)
con respecto a la descomposición en suma directa πl(L) ' πl(K)⊕F y donde
A es la matriz asociada a la proyección p : F → P ↪→ F .

Como A es una proyección verifica, A2 = A y, por lo tanto,(
id 0
0 A

)(
id 0
0 A

)
=

(
id 0
0 A

)
Entonces α∗ ◦α∗ ∼ α∗ : πl(L)→ πl(L) rel K. Por otro lado, si i 6= l, tenemos
πi(L) = πi(K) y como α

∣∣
K

= id, tenemos α∗ = id. Concluimos entonces que
α es un idempotente homotópico, es decir α∗ ◦ α∗ ∼ α∗ rel K.

Sea X el mapping telescope infinito Tel(α)

Sea d : L → la inclusión de L en L × {0} en el primer mapping cylinder.
Definimos s′ : X → X como α en cada L × {0} y extendemos a todo X
usando la homotoṕıa α ◦ α ' α
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H : L× [0, 1]→ L
H(l, 0) = α(l)

H(l, 1) = α(α(l))

La extensión de s′ está bien definida ya que α es un idempotente homotópico.
Tenemos que d ◦ s′ : X → X induce la identidad en los grupos de homo-

toṕıa de X y, por lo tanto, por el teorema de Whitehead, es una equivalencia
homotópica. Sea φ una inversa homotópica de d ◦ s′ y s = s′ ◦ φ. Luego,
d ◦ s = d ◦ s′ ◦ φ ∼ id y obtenemos entonces que X es finitamente dominado
por L.

X L
s

d

con d ◦ s ∼ idX

Concluiremos viendo que σ(X) = (−1)l[P ].
Por construcción de X, tenemos que Hi(X̃) = 0 si i 6= 1, 2, l y además

que H1(X̃) ' H1(K̃), H2(X̃) ' H2(K̃) y Hl(X̃) ' P . Luego,

χ(X) = χ(H∗(X̃))

=
∑

(−1)i[Hi(X̃)]

= [H1(K̃)] + [H2(K̃)] + [Hl(X̃])

Dado que K es un CW-complejo finito, se cumple [H1(K̃)]+[H2(K̃)] ∈ Z. Por
lo tanto, σ(X) = [P ]. Obtuvimos, entonces, un espacio finitamente dominado
X tal que σ(X) = σ.
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[13] E. Riehl, A leisurely introduction to simplicial sets.
http://www.math.jhu.edu/ eriehl/ssets.pdf

[14] J. Rosenberg. Algebraic K-theory and its applications. Graduate texts
in Mathematics, vol. 147. Springer-Verlag, New York, 1994.

[15] R. M. Switzer, Algebraic topology - homology and homotopy. Reprint
of the 1975 edition. Classics in Mathematics. Berlin. Springer. xii, 526,
2002.

[16] C.T.C. Wall, Finiteness condition for CW-complex. Ann. of Math. 81
(1965), 56-69.

[17] C.T.C. Wall, Finiteness condition for CW-complex II. Proc. Roy. Soc.
Ser. A, 295:129-139, 1966


