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Resumen

En este trabajo se busca explorar los modelos mixtos lineales generalizados (GLMM) y

sus desafiantes estimaciones de parametros por maxima verosimilitud.

La funcién de verosimilitud asociada a estos modelos tiene sus valores funcionales expre-
sados por medio de integrales de Riemann evaluadas en subconjuntos de espacios eucli-
deos de altas dimensiones. Por lo tanto, hallar las estimaciones por maxima verosimilitud
es encontrar los valores que maximizan las integrales de las cuales depende la verosimili-

tud.

En general, las integrales obtenidas de modelos GLMM aplicados a casos reales no son
calculables analiticamente, debido a que una primitiva no es expresable por funciones ele-
mentales, o bien no hay métodos de céalculo que permitan obtenerla de forma efectiva. En
las aplicaciones reales no es suficiente saber que existe la estimacion maximo verosimil,

sino que es necesario encontrar su valor al menos de forma aproximada.

Los métodos de estimacion Monte Carlo se presentan como alternativas atractivas ya que
suelen ser simples de implementar y convergen al verdadero valor del parametro. Sin em-
bargo, en muchos casos la convergencia es lenta con respecto al tamafio muestral. Por lo
tanto, las técnicas Monte Carlo pueden demandar mucho esfuerzo computacional y tiempo
de ejecucion para obtener estimaciones cercanas a los valores verdaderos y desconocidos
de los parametros. Esto ha motivado la biisqueda de estrategias para acelerar su conver-

gencia.

En el presente trabajo se explora la estrategia de Knudson (2016), la cual consiste en apro-
ximar la entera funcioén de verosimilitud de un modelo GLMM a través de un muestreo
de importancia con una densidad elegida adecuadamente y dependiente de los datos. El
trabajo de Knudson se basa en estrategias similares y muy bien estudiadas (Sung y Ge-
yer, 2007; Geyer, 1994), en las que radica el método Monte Carlo de aproximacion de la

verosimilitud (MCLA).

El conjunto de datos utilizado en Knudson (2016) corresponde a un experimento que se
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realiz6 en 1986 por cientificos del Departamento de Ecologia y Evolucion en la Universi-
dad de Chicago para estimar las probabilidades de apareamiento efectivo entre salaman-
dras de diferentes especies. Dichas probabilidades son relevantes para un bidlogo intere-
sado en la especiacion. El bidlogo estd interesado en saber los valores de las estimaciones
de las probabilidades, no le alcanza con solo saber que existen. Se destaca que atn hoy en
dia este conjunto de datos se sigue utilizando como referencia para evaluar el desempe-
no de nuevos modelos y métodos de estimacion. Un modelo GLMM incorpora de forma
natural las probabilidades de apareamiento, ya que contempla el aporte personal de cada
salamandra (efectos individuales) y permite trabajar con variables de respuesta no todas
independientes entre si. Por otra parte, un GLMM presenta el desafio de obtener las esti-

maciones paramétricas por maxima verosimilitud.

Palabras claves: GLMM, Monte Carlo, muestreo de importancia, aproximacion de la ve-

rosimilitud, salamandras
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Capitulo 1

Introduccion

La ciencia estadistica requiere el calculo y estimacion de cantidades de interés a valores
escalares, vectoriales o funcionales, que dependen de la evaluacion de funciones expresa-
das en la forma de integrales. A modo de ejemplo, se destacan las funciones de utilidad
como se puede observar en Ryan et al. (2015), el factor de Bayes en el disefio de expe-
rimentos desde un enfoque bayesiano como se muestra en Lewis y Raftery (1997) o, sin
mas, la funcion de verosimilitud como paso intermedio para hallar estimaciones maximo
verosimiles en el ambito de los modelos lineales generalizados mixtos (ver los trabajos de

Kuk (1999) y Ruli et al. (2016)).

El problema de la evaluacion de funciones expresadas en forma integral puede resolverse
por calculo analitico directo, por medio de técnicas de simulacion de tipo Monte Carlo o

de integracion numérica, o desarrollando métodos que combinan estas técnicas.

Visto la creciente complejidad de los modelos estadisticos propuestos para abordar proble-
mas del mundo real sin introducir supuestos demasiado simplificadores, se observa que
la aplicacion del calculo analitico directo es restringida a casos que pueden tener poca

relevancia practica.

Los métodos basados en la simulacion Monte Carlo tienen amplia aplicabilidad, aunque

en la mayoria de los casos reales pueden requerir de un gran numero de valores simula-
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dos para garantizar una estimacion adecuadamente precisa, comprendida en los margenes
asignados de tolerancia del error. Veremos que las estimaciones en modelos mixtos linea-
les generalizados, objeto de este trabajo, y cuya formulacion rigurosa sera introducida en
el capitulo 3, pueden obtenerse a partir de la aplicacion de métodos Monte Carlo en los
cuales la verosimilitud del modelo es aproximada refinando las técnicas de muestreo para

reducir el niumero de simulaciones.

Las técnicas de aproximacion analitica, como por ejemplo la aproximacion de Laplace
(Evans y Swartz, 2000, §4.3.3; Wong, 2001, cap. II), son adecuadas en el caso de eva-
luacion de integrales de la forma [ eL1--0n)dg; ... df,. Los métodos numéricos basados
en cuadraturas, por ejemplo la de Gauss-Hermite, son utiles para integrales de la forma
L6y,....0,) = [ e*IQf(x, 01,...,0,)dz. En todo caso, el desempefio de estas técnicas
se relaciona con el tamafio de la muestra obtenida a través del experimento, y se recomien-

da combinar su uso con técnicas de simulacion.

En virtud de las consideraciones anteriores, este trabajo se dedicara a la presentacion y
aplicacion de técnicas inferenciales computacionales basadas en variantes del método
Monte Carlo basico disefiadas para lograr aproximar la funcion de verosimilitud de dos
tipos de modelos mixtos lineales generalizados, cuya verosimilitud se expresa necesaria-

mente por medio de integrales de dimension elevada.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

El objetivo general de este trabajo consiste en abordar el problema de refinar el método
de simulacién Monte Carlo basico para su efectiva aplicacion a modelos estadisticos que
no contengan supuestos demasiados simplificadores para el analisis de casos de estudio

reales.

El empleo del método Monte Carlo en forma directa no resulta practico ya que, en presen-
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1.1. Objetivos

cia de modelos estadisticos asociados a un disefio de experimento, tales como los modelos
mixtos lineales generalizados, insumiria una cantidad de tiempo demasiado elevada pa-
ra disponer del numero de simulaciones necesario para observar la convergencia de las
estimaciones computacionales de las cantidades de interés. Este problema de convergen-
cia puede ser atenuado logrando reducir el nimero de simulaciones que no aportan a la

estimacion de los parametros de interés del modelo.

Una estrategia computacional que permite mejorar la convergencia del algoritmo de esti-

macion basado en el método Monte Carlo basico consiste en el muestreo de importancia.

En este trabajo nos centraremos en la metodologia introducida por Knudson (2016) en
su tesis doctoral, donde la autora propone construir una densidad para el muestreo de
importancia, en el caso de dos modelos mixtos lineales generalizados, la cual no depende
de los datos disponibles. Se observa que la técnica propuesta por Knudson modifica una
propuesta metodologica anterior (Sung y Geyer, 2007) en la cual se considera una densidad

para el muestreo de importancia que depende de los datos observados.

1.1.2. Objetivos especificos

El primer objetivo especifico consiste en presentar las caracteristicas metodoldgicas de
un método Monte Carlo que ha sido modificado a través de muestreo de importancia para
lograr aproximar la funcion de verosimilitud de modelos mixtos lineales generalizados. Se
destaca que la funcién de verosimilitud de estos modelos se expresa a través de integrales
de dimensién elevada. Esta familia de modelos estadisticos es muy Ttil en las aplicacio-
nes reales, dado que su formulacion no presupone la independencia de las variables de

respuesta entre todos los individuos.

El segundo objetivo especifico consiste en mostrar como implementar el método de es-
timacion computacional basado en una variante del muestreo de importancia introducida
por Knudson (2016), actualmente disponible en la libreria glmm (Knudson, 2020) de R

(R Core Team, 2021), a través del célebre caso de estudio de especiacion de las salaman-
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dras, presentado en McCullagh y Nelder (1989) y ampliamente utilizado en la literatura
estadistica como caso de prueba para medir el rendimiento de técnicas computacionales

de estimacion de probabilidades de apareamiento en modelos con efectos individuales.



Capitulo 2

Antecedentes

Siguiendo a McCulloch (2003, cap. 4), para motivar el cambio de un modelo lineal ge-
neralizado a un modelo mixto lineal generalizado, se toma un ejemplo surgido en 1990
donde se tiene una muestra de datos para estudiar efectos de un tratamiento por selenio
contra el riesgo de cancer de piel en las personas. Para eso se mide Y;;, el nimero de nue-
vos carcinomas de células basales (la mayoria de los casos de cancer de piel son de células
basales). Esta medicion de nuevos carcinomas corresponde a la persona i en el momento

t, donde los individuos se comprueban anualmente en un estudio que dura cinco afios.
Las variables relevadas son:
= SEX = el sexo de la persona

= SEL = si 0 no, segun si el individuo estuvo o no en el grupo de tratamiento por

selenio
= SUN = una medida de la exposicion al sol durante el afo anterior

A su vez se considera el supuesto de que Y;; sigue una distribuciéon Poisson, aunque se
espera que algunas personas sean mas susceptibles que otros. Esto es, que el individuo
tiene un aporte intrinseco a la medida realizada. Esta consideracion es lo que motiva in-
troducir un efecto aleatorio (por el individuo), al modelo lineal generalizado (solo con

efectos fijos), pasando a un modelo mixto lineal generalizado (con efecto fijo y aleato-
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rio). Si bien, es un modelo mas flexible, tiene la dificultad de que es necesario especificar
correctamente el efecto aleatorio y aun si, genera una complejidad mayor al momento de

hacer estimaciones por maxima verosimilitud.

2.1. Primer acercamiento a lo mixto

Retomando el modelo para el riesgo de cancer de piel, se puede resumir lo anterior en

Yi |\ ~ Poisson(\)
2.1

log(Ait) = Boi + B1SEX; 4+ B2SEL; + B3SUN,,

Siendo la variable SUN;; la que provee de informacion sobre lo sucedido al momento .
Ademas, y ésta es la parte que lo convierte en un modelo mixto, el parametro [3y; es una
variable aleatoria y no una constante fija a determinar como lo son 31, B2 y (5. Esta va-
riable aleatoria f3;, ahora pasa a ser el término independiente especifico del sujeto, donde
se puede asumir que [y; sigue una distribucion normal entre la poblacion de todos los
individuos, centrada en el valor ;. La especificaciéon completa del modelo ahora queda:

;

Yi:|\ ~ Poisson(\)

log(Ait) = Boi + B1SEX; + B2SEL; + B3SUNy, 2.2)

\BOi ~ N(ﬁm Uf,o)

Aqui se puede mostrar un hecho muy importante debido a la nueva estructura del mode-
lo anterior. Asumiendo como antes, que el término independiente es y; es una variable
aleatoria con distribucion NV (o, Jio), se puede observar como el mismo induce una co-
rrelacion entre las medidas Yj; ¢ Yy, esto es, entre las medidas de un mismo individuo en
dos momentos diferentes. Para ver esto solo basta calcular Cov(Yj;, i), obteniendo lo

siguiente:

Cov(Yy, Yir) = exp(26:1SEX;+23,SEL; + f3SUN;, + 33SUN;yr) exp(a2 ) (exp(02 o) — 1)
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2.2. Mas mixto

Como se puede ver, siempre que Jio > 0, se tiene Cov(Y;, Yir) > 0 lo cual significa que
las medidas estan correlacionadas. Esto no es de sorprender ya que provienen de la misma

persona.

2.2. Mas mixto

La hipotesis para (3, hecha anteriormente se puede hacer para cualquier cantidad de pa-
rametros. Justificar dicha asignacion corresponde a un conocimiento experto del experi-

mento en cuestion en donde la asignacion es exacta o es una aproximacion razonable.

Por ejemplo, siguiendo en la linea anterior, se puede suponer que ademas el pardmetro
(3 pasa a ser una variable aleatoria [33; con distribucion normal centrada en el antiguo
parametro 33 y con varianza o3,. De nuevo, cada individuo tiene su aporte personal para
los coeficientes [y; y s, siendo los parametros no modificados (5, y (32, parametros con

el mismo valor para todos los individuos.

En resumen, el modelo anterior queda expresado como:
(

Yit|\ ~ Poisson(\)

log(Ait) = Boi + B1SEX; + B2SEL; + (3, SUN; 23)

Boi ~ N(ﬁm 03,0)
\531' ~ N(Bs,02)

El modelo en este caso se puede agrupar como sigue:

IOg()\it) = ﬂlsEXZ + 5QSEL£+§QZ' + ﬁgZSUI\I3

efect:)g fijos efectos aleatorios
Boi
= | SEX, SEL; } + [ 1 SUN; }
Do Bsi
= X8 + Zu



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

Esta ultima es la forma matricial habitual del modelo con X e Z las matrices de disefo de
la parte fija y de la parte aleatoria respectivamente, 3 el vector de parametros fijos y u el

vector de efectos aleatorios.

2.3. (;Por qué agregar una parte aleatoria?

Tener un efecto aleatorio genera una diferencia importante respecto de los modelos li-
neales y modelos lineales generalizados (sin efectos aleatorios). Como se puede ver, por
ejemplo, en McCullagh y Nelder (1989, p. 26), McCulloch y Searle (2001, §5.2.a) y Fa-
raway (2016, §8.1), uno de los supuestos muy utilizado para amplias clases de modelos
lineales y modelos lineales generalizados es que las variables respuestas Y7, . .., Y,, deben

ser independientes.

Pero, como se evidencia en el ejemplo anterior sobre el riesgo de cancer en la piel, tra-
bajar con un efecto aleatorio permite incorporar de forma natural la correlacion entre las
variables de respuesta observadas, siendo por lo tanto no todas mutuamente independien-
tes entre si. Un modelo mixto con efectos aleatorios tiene la gran ventaja de poder incluir

componentes tales como los efectos individuales o de grupo.

Como dicen Faraway (2016, p. 195) y Demidenko (2013, p. 1), los datos agrupados sur-
gen de forma muy natural y recurrente en la mayor parte de las areas donde se usa a la

estadistica como ayuda para la comprension de los fendémenos observados.

Estos tipos de datos tienen una estructura jerarquica, anidada, e incluyen datos longitu-
dinales y/o espaciales en presencia de mas de un grupo o factor de agrupacion. El agru-
pamiento de observaciones puede producirse por el simple hecho de que se dispone de
medidas repetidas para un mismo individuo o, en presencia de mediciones Unicas para
cada individuo, se observa que hay varios individuos que manifiestan alguna estructura
grupal. Estas consideraciones ponen de manifiesto que en muchas aplicaciones no es rea-
lista suponer que las observaciones sean independientes, mientras que puede ser plausible

asumir independencia entre las observaciones de grupos distintos, y que las observacio-
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nes dentro de cada grupo sean dependientes dado pertenecen a la misma subpoblacion.
En consecuencia, todos los andlisis que se fundamentan en el supuesto de independencia
completa entre las observaciones individuales pueden resultar inapropiados. Sin embargo,
el uso de efectos aleatorios es una forma comun y conveniente de modelizar formas de de-
pendencia, mostrandose satisfactorio para modelar la estructura de agrupacion jerarquica

de individuos.

A modo de ejemplo, como se puede ver en Demidenko (2013, p. 3), un estudio de precios
puede tener dos resultados muy distintos entre si, si se tienen en cuenta o no los efectos

aleatorios.

Enfoque sin efectos aleatorios Enfoque con efectos aleatorios

Ventas

o e

2000
2000
N

12 14 16 18 2 22 12 14 18 1B 2 22
Precio Precio

Figura 2.1: Comparacion de resultados con y sin efectos aleatorios

Si se supone que todos los valores de precios son independientes, un modelo sin efectos
aleatorios (2.1, grafico a la izquierda) permite deducir que a un aumento en el precio queda
asociada una disminucion en las ventas. En cambio, un modelo con efectos aleatorios en
el cual se consideren los datos agrupados (2.1, grafico a la derecha), permite observar que
en la mayoria de los grupos se manifiesta la tendencia que, a una suba del precio, queda

asociado un aumento de las ventas.

En términos generales, en la literatura se hace referencia a modelos para medidas repetidas

o incluso modelos jerarquicos, cuyo uso frecuente involucra:

= modelar datos agrupados o longitudinales;
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= modelar datos con multiples fuentes de variacion;

= modelar la variedad bioldgica y la heterogeneidad;

» favorecer un compromiso entre el enfoque frecuentista y bayesiano;

= estimar los pardmetros mediante criterios de log-verosimilitud penalizada;

= proveer una base tedrica para el bien conocido criterio de informacion de Akaike

(AIC por sus siglas en inglés);
= ¢l tratamiento de pardmetros multidimensionales;

= resolver problemas mal planteados, incluidos problemas de reconstruccion de ima-

genes y modelar formas e imagenes.

Como se puede ver, la utilidad de la amplia familia de modelos mixtos es muy variada.
Una breve resefia historica sobre los modelos mixtos se puede consultar en Gbur et al.

(2012, §1.3) y una resefia mas detallada en Searle et al. (2006, Cap. 2).

2.4. Problema de tener una parte aleatoria en el modelo

Las estimaciones por maxima verosimilitud, al depender de integrales multivariadas en
altas dimensiones, sin posibilidad de evaluarlas en forma exacta se vuelven un desafio
importante. Gracias al avance en potencia de calculo computacional derivado de la revo-
lucién tecnologica de las ultimas dacadas y a mejoras constantes en algoritmos, este muro

hoy en dia se puede saltar con cierta facilidad en muchos casos.

En Zipunnikov y Booth (2006, §2.2) y Zipunnikov (2009, §1.3.2) se trabaja con datos
longitudinales correspondiente a 121 personas mayores inscriptos en un plan de salud en
Minnesota. Los datos consisten en la cantidad de veces que cada paciente visit6 o llamo6 a

la clinica médica en cada uno de los cuatro periodos de seis meses.

= Y}, denota la cantidad para el individuo 7, evento k (visita o llamada), periodo /.

10



2.4. Problema de tener una parte aleatoria en el modelo

Es natural considerar al individuo como un efecto aleatorio. En cambio al evento y

el periodo es mas natural considerarlos como efectos fijos.
. . . E .
Se considera un modelo loglineal Poisson con Yjz|u;* ~ Poisson (k).

log(pir) = ao + ax + by + cig + Vi +vig +wyconi = 1,...,121, k = 1,2y
1=1,2,34.

En el modelo anterior se tiene que a es el término independiente, ay, es el efecto fijo
del evento k, b; es el efecto fijo del periodo [, cx; es el efecto fijo de la interaccion
evento x periodo, ~; es el efecto aleatorio asociado al individuo ¢, v;; es el efecto
aleatorio de la interaccion individuo x evento y w; es el efecto aleatorio de la
interaccion individuo x periodo. Por lo tanto, el modelo involucra un vector de
efectos aleatorios u; de longitud 7 siendo uF = (i, v;1, Viz, Wit , Wia, W3, Wig) CON
i =1,...,121. Cada individuo tiene asociado un vector aleatorio u}".

Se supone que u;’ Sy N(0,X) donde 0 = (0,0,0,0,0,0,0)" y X es la matriz

diagonal 3 = diag(02, 07, 05, 0%, 00, 00, 0).

A los efectos de estimar los parametros del modelo se considera la restriccion a; =
by = c14 = o1 = o9 = 93 = o4 = 0 en los efectos fijos para que el modelo sea
identificable. Esto implica que la matriz de informacion de Fisher es no singular y
por lo tanto su inversa exista, que es la hessiana. Luego se tiene que el vector de

parametros de los efectos fijos es 3 = (ag, ai, b1, ba, b3, c11, 12, c13) 7.

Para adaptar el modelo a la forma g(u;;) = X! + z!u, se elimina el doble in-

dice kl construyendo un nuevo indice j como j = 4(k — 1) + [. Esto hace que

(}/;1"”’}/2,4’}/;5’.”’}/;8)T = (}/;117"'7}/;147}/1'217"'73/;24)TY(H2'17"'7,“1'47,“2'57"'

(Hi11s - - - 5 fi1ds [li2ls - - - ,ui24)T. Como se puede comprobar el nuevo indice j no es
mas que concatenar para cada individuo los datos en un tnico vector donde las pri-

meras cuatro componentes son las referidas a k£ = 1y las restantes cuatro a k = 2.

a,UiS)T =

= Sedeﬁnexij = (1> ]1{1,2,3,4,5}(j), ]1{1,5}(j), ]1{2,6}(j), ]1{3,7}(j), ]1{1}(j)> ﬂ{2}(j)a ﬂ{s}(j))

Se define Z;; = (1, ]1{1,2,3,4} (j)7 ]1{5,6,7,8} (j), ﬂ{l,s} (j), 1{2,6} (j)7 ]1{3,7} (j)7 ]1{4,8} (]))
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Ty

Con lo anterior se tiene el modelo completo en su forma g(1;;) = x;fg B+ z;;u;.

En base a esto y una reparametrizacion que se puede ver Demidenko (2013, p. 414) se
obtiene una verosimilitud levemente diferente pero mas conveniente para trabajar como

muestra Zipunnikov y Booth (2006, p. 4) o Zipunnikov (2009, p. 14):

L(4|Y) =

< 1 iy 1 i 8 1
_ . . i
- 211 <<%) (H yij!> /R7 exp <_ ]Zl exp(x;;9) + ]Zl Yii¥i P — P ui) dm)

j=1

_ (AT 4T\ — T _ (=T ¢T\T
Donde¢ - (/8 , O ) - (a07a17b17b27b3701170127cl3a0—770v70w) Y’ng - (*7,3757,]> con
T T
Eij = (Zij1wit, ZijoWia + ZijaWis, Zijalia + Zij5Wis + ZijeWic + Zij7li7)"
Como se puede apreciar, luego de desarrollos de rutina y reparametrizaciones se llega a

que
8 8 1
T T T
exp | — E exp(x;1) + E vii%: — —u; u; | dug
/1R7 ( j=1 ’ j=1 o 2 )

no es posible evaluarla analiticamente de forma exacta y esto conlleva a buscar métodos

de aproximacion para las mismas.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. El modelo lineal generalizado mixto (GLMM)

Siguiendo a McCulloch (2003, p. 31), un GLMM en su version mas general se especifica

de la siguiente forma:

(

Yilu ~ fy,u(yilu, 3, ¢), independientes , Vi € {1,...,n}
E(Yilu) = p,

g(p;) =m; = Xz'T/G + Z;TF“

(u~ fu(u|D)

Y consiste en el vector de datos observados, donde ademas se asume la existencia de un
vector de efectos aleatorios u. Se asume que la distribucion condicional de Y; dado el u

es un miembro de la familia exponencial (ver A.1).

Luego, de forma analoga al modelo lineal generalizado, se transforma [E(Y;|u) mediante
la funcion g, llamada funcién link. Como se puede ver en McCullagh y Nelder (1989,
§2.2.4), las distribuciones de la tabla A.1 tienen una funcion link particular llamada link

canonico y se da cuando se toma g(u;) = 6, donde 6 es el parametro candnico que aparece

13
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en la tabla A.1. Este link candnico es el que se utiliza habitualmente cuando se trabaja con

alguna de esas distribuciones.

Finalmente y a diferencia de la especificacion de un modelo GLM, aqui se asume que
el predictor lineal consiste de dos componentes. Una parte formada por los efectos fijos,
modelada por x! 3 y otra parte formada por los efectos aleatorios, modelada por z! u,
para la cual se asigna una distribucion a u. Esto indica que u es una variable aleatoria y
ademas no hay restriccion para su distribucion, ya que la misma depende del experimento

a modelar y de la informacion que se tenga del mismo.
A modo general, la forma de especificar un GLMM depende de cuatro cuestiones:
1. ¢Cudl es la distribucion de los datos para valores fijos de los predictores?
2. (Qué aspecto del problema se desea modelar?
3. (Cuadles son los predictores que seran incluidos en el modelo?
4. (A cudles predictores se les asignard una distribucion?

Como se recalcéd anteriormente, el item 4 es el agregado que hace la diferencia entre un

GLM y un GLMM.

3.1.1. Verosimilitud en un GLMM

Siguiendo a McCulloch (2003, §7.3), para la especificacion que se muestra en 3.1 se ob-

tiene que la verosimilitud es:

i=1

L(/87¢7D) = [H in|u(yi|u7/6a ¢>] fU(u’D)du

Debido a que las especificaciones en 3.1 son las més generales a considerar, la forma de
la verosimilitud que se mostré anteriormente es la mas general posible. En este caso se

deben encontrar estimaciones para los parametros 3, ¢ y D.

En el presente trabajo y siguiendo a Knudson (2016), se expone un método para aproximar

las estimaciones por maxima verosimilitud. Siendo un método basado en simulaciones del
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3.1. El modelo lineal generalizado mixto (GLMM)

tipo Monte Carlo es conveniente poder asegurar que el error ocasionado por el mecanismo
de muestreo sea finito (estos detalles se veran mas adelante). En consecuencia, en Knud-
son (2016, §1.1) se dan hipdtesis de trabajo que restringen la especificacion de los GLMM
y se puede asegurar que el error ocasionado por el mecanismo de muestreo siempre es fi-
nito. Ademas, estas hipdtesis simplifican la estructura de la verosimilitud teniendo menos
parametros para estimar. También se ajusta la notacion de las densidades tanto de los efec-
tos aleatorios como la respuesta dados los efectos aleatorios. Esta reescritura deja como
subindice al pardmetro que aporta cada densidad y que luego debe ser estimado. Por ulti-
mo, el nombre de la variable de la funcion indica a que variable aleatoria hace referencia

sin necesidad de especificarla como subindice.

Entonces, por un lado solo se va a trabajar con GLMM donde la respuesta, dado los efectos
aleatorios, tiene distribucion Bernoulli o Poisson. Debido a esta restriccion la verosimilitud
L depende de menos variables. Como se puede ver en A.1, a(¢) = 1y por lo tanto se
trabaja sin el pardmetro de dispersion ¢ ya que no es relevante. La densidad conjunta del

vector respuesta dado los efectos aleatoria, Y|u, se reescribe como fz(y|u).

Por otro lado, se considera un vector K-dimensional v cuyas componentes son no negati-
vas y v se llama componentes de varianza. En la descripcion 3.1, la matriz D es la matriz
de varianzas y no se restringe la forma de la misma. Aunque, como dice Knudson (2016,
§ 1.1), ahora se considera que la matriz D es diagonal cuyas entradas son las entradas del
vector v. Considerar a la matriz D como diagonal tiene la consecuencia importante de que
los efectos aleatorios individuales son independientes unos de otros. También se asume
que los efectos aleatorios siempre siguen una distribucion normal de media 0 y de varian-
za D y se reescribe como f,,(u). Si bien el parametro original es la matriz D, al ser una
matriz diagonal los Uinicos valores desconocidos estan en la diagonal. Por lo tanto, el pa-
rametro v no contiene informacion redundante y se elige para representar lo desconocido

a estimar.

Con lo expuesto anteriormente, el parametro ¢ no se considera, por lo tanto no necesita

ser estimado. Los parametros 3 y v son los parametros que se buscan estimar. Por lo tanto,
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haciendo 6 = , la densidad conjunta del vector respuesta y los efectos aleatorios
v

se puede expresar como

fo(u,y) = fa(ylu)f.(u)

y la log-verosimilitud es [(@) = log L(0). Otra notacion aceptada para la verosimili-
tud es L(0]y) donde aqui se especifica que es una funcion, dado los datos y observados.
Por lo tanto, la log-verosimilitud en este caso hereda esa notacion y se escribe [(0y) =
log L(8]y). Esta notacion no es necesaria aunque es mas explicita en notar que es lo asu-

mido como dado.

Con esta notacion, Knudson (2016) desarrolla un método eficiente para trabajar con la

verosimilitud escrita de la siguiente forma:

L(6) = [ falylu) fulu)du = / [H fﬂ<yi|u>] fu(w)du

3.2. Método MCLA de Knudson-Geyer para GLMM

En lo que sigue y como se expuso en 3.1, se trabaja inicamente con distribuciones condi-
cionales Y;|u Bernoulli o Poisson, donde ademas se supone que los efectos aleatorios u se
consideran normales e independientes. Estas restricciones de trabajo derivan directamen-
te de las condiciones que necesita para las propiedades asintoticas trabajadas en Knudson

(2016).

Como se puede ver en Knudson (2016, §2.4), MCLA es un método basado en simulacio-
nes del tipo Monte Carlo para aproximar la funcién de verosimilitud. Para més detalles
sobre integracion Monte Carlo se puede consultar A.5. En particular, usa un muestreo de
importancia con una distribucion adecuada al problema que quiere resolver. Los detalles
de muestreo de importancia se pueden consultar en A.6. El método MCLA tiene un am-

plio respaldo bibliografico, siendo la mayoria de los articulos disponibles en coautoria con
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3.2. Método MCLA de Knudson-Geyer para GLMM

Charles J. Geyer comenzando con su tesis doctoral (Geyer, 1990).

El método MCLA es muy apreciado porque permite hacer todo tipo de inferencia basada
en la verosimilitud. En particular, la maxima verosimilitud es de especial interés para en-
contrar el maximo de la aproximacion de la verosimilitud por Monte Carlo. Este se llama

el estimador por maxima verosimilitud en Monte Carlo, MCMLE por sus siglas en inglés.

Dentro de los trabajos mas recientes, el método MCLA para modelos GLMM han sido
estudiados en Sung y Geyer (2007) donde los autores se han enfocado en una implemen-
tacion de MCLA con una distribucion para el muestreo de importancia construida inde-
pendientemente de los datos observados. En este contexto, en Sung y Geyer (2007) se
dan condiciones bajo las cuales el MCMLE es asintdticamente normal y calculan la va-
rianza del MCMLE, teniendo en cuenta tanto el error de muestreo habitual (relacionado
al tamafio de la muestra observada) y el error Monte Carlo (relacionado al tamafio de la
muestra Monte Carlo). También dan una distribucion aproximada para el MLE, que pue-
de ser usada para el MCMLE cuando el tamafio de muestra Monte Carlo es grande. Y
también discuten el rol de la distribucion del muestreo de importancia en el calculo de la
varianza del MCMLE. Ademas, acompainando el trabajo Sung y Geyer (2007), los autores
implementaron la libreria bernor (Sung y Geyer, 2018) para R (R Core Team, 2021). Su
libreria usa un muestreo de importancia con la mencionada distribucion que no depende
de los datos. Esta libreria permite calcular estimaciones por maxima verosimilitud para
modelos GLMM con respuesta Bernoulli. Aunque solo era funcional con modelos sim-
ples. Por ejemplo, con un modelo muy conocido como el de las salamandras, disponible en
Knudson (2016, §1.3) y Karim y Zeger (1992), ya no era capaz de encontrar con precision
la estimacion por méxima verosimilitud de los pardmetros en cuestion como se puede ver

en Sung y Geyer (2007, p. 1001).

Esto expuso la necesidad de encontrar una distribucion para el muestreo de importancia
que funcione bien tanto tedricamente como computacionalmente en la practica, no solo en
modelos sencillos. Dado que los teoremas y calculos mencionados de Sung y Geyer (2007)

son unicamente validos cuando la distribucion es construida de forma independiente al
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tamano de la muestra observada, todos esos temas fueron revisados en Knudson (2016) y
adaptados a una distribucion que depende de los datos observados. Ademas, la autora
basandose en sus resultados obtenidos en Knudson (2016) construye la libreria glmm
(Knudson, 2020) para R (R Core Team, 2021) con la cual es posible obtener estimaciones
por maxima verosimilitud para problemas no triviales y donde la respuesta dado los efectos

aleatorios puede tener distribucion Bernoulli o Poisson.

3.2.1. Algunos calculos y consideraciones previas

Para los célculos relacionados con MCLA se necesita la densidad conjunta de los datos
y los efectos aleatorios fg(u,y) = fg(y|u)f.(u). El objetivo es construir una densidad
f para usar como densidad de un muestreo de importancia. Esta densidad f a diferencia
del trabajo anterior Sung y Geyer (2007), depende de los datos observados para su mejor

desempefio.

Entonces, como se especifico en A.6, la forma de hacer el muestreo de importancia con f
se reduce a simular vectores g-dimensionales uy, . .., u,, de f donde f no depende de 6.

Entonces la aproximacion de la log-verosimilitud por Monte Carlo es:
f@ uk7
In(Bly) = log ( Z

Esta funcion /,,, puede ser usada para inferencia basada en la verosimilitud y el valor que

la maximiza es el MCMLE.

Como se puede ver en Knudson (2016, §3.1), de la funcién [, se obtiene el gradiente V1,

y la hessiana V?[,,,:

S [V log fo(uy, y)) 22 Y)
k=1 f(uk)
» Vi(0y) = —
Z feguk’w
k=1 f(uk:)
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m u,
S (V2 log fi(u, y)) 222-Y)

(
. V2,,(0ly) = =L )
Z fo~llk:, y)
k=1 f(uk)

S [V log fo(ue.y) — V3 (019)][V log fo(up.y) — Vi, (6ly))7 20
k:l

(
f(ug)
 fo(uy,y)
> A
(u

k=1

Como log fg(uy,y) = log fa(ylux) + log f, (u), entonces se requieren expresiones para
log fs(y|u), log f, (u) y las primeras dos derivadas de ambas funciones. Estos calculos

son necesarios para poder expresar tanto el gradiente V1, y la hessiana V?1,,,.

Densidad de los efectos aleatorios: Siguiendo Knudson (2016, §3.3), parat € {1,2,..., K}
se considera E; una matriz diagonal con unos y ceros en la diagonal, siendo I, = > | fi 1 Eq,
donde I, es la matriz identidad de dimension g X ¢. También se debe cumplir que D =

> -1 ":E;. La diagonal de las matrices E; indica que efectos aleatorios tienen varianza v.

Luego se definen las cantidades ¢; como ¢, = traza(E;). Por lo tanto ¢, indica la cantidad
de efectos aleatorios asociados con la componente de varianza ;. Como en el modelo

GLMM a tratar el vector de efectos aleatorios U es g-dimensional, entonces se tiene que
K
q=> = -

Con la matriz de varianza D de los efectos aleatorios, las componentes de varianzas v, y

los valores ¢; por construccion, se tiene la siguiente igualdad: det(D) = v{* - - - v},

La log-densidad de los efectos aleatorios es entonces:
q 1< 1
log f (u) — 3 log(2m) — 3 ;(B log(vs) — 5> —u"Eu

Ademas

1
—% — —u'Eu, sis=t
al%tlj log f“ = 2Vt I/t

19



CAPITULO 3. METODOLOGIA

Densidad de los datos dados los efectos aleatorios: Como se puede ver en Knudson
(2016, §3.4), esta expresion sale directamente de la especificacion general del GLMM. La
distribucion condicional f(y|u) es de la familia exponencial, usando la notacion que se

encuentra en A.l. En particular interesa los casos Bernoulli y Poisson.

El parametro canonico que en A.1 se anota como 6, a partir de ahora sera 7. Y la funcion
b(0) a partir de ahora sera ¢(n). Esto tltimo es importante para no confundir con la funcién
c(y, ) que aparece en A.l. Ademas, para los casos Bernoulli y Poisson se cumple que

a(¢) = 1. Con estas consideraciones queda que:
log fa(y[u) = y'n — c(n)

Op log fa(ylu) = X[y — (n)]

5 log fa(ylu) = —X"¢"(n)X
Siguiendo a Knudson (2016, §3.5), la funcion ¢(n) se expresa como ¢(n) = > » | ¢;(n;)
de donde /(m) es el gradiente de ¢(n) respecto a la variable 7 y ¢’ (n) es la hessiana. Por

lo tanto ¢/(m) es un vector cuya entrada i es ¢;(n;) y ¢’(n) es una matriz diagonal cuya

entrada i en la diagonal es ¢/ (7;).
Las expresiones de ¢;(7;), ¢;(n;) y ¢/ (n;) son:

Caso Bernoulli
.

ci(n;) = log(1 + e)
b
40 = T 2
e’ e
\cﬂm) T 1ten (1+em)
Caso Poisson
(ci(m) =e™
(i) = e
\CQ’(m) = e
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3.2. Método MCLA de Knudson-Geyer para GLMM

3.2.2. La densidad f usada para el muestreo de importancia

Para el método MCLA se toma lo siguiente:

= sun vector de longitud ¢, el cual representa los efectos aleatorios en la escala normal

estandar. O sea, s es definido de tal forma que u = D:s.
= o un vector de longitud K, con componentes /v; parat =1,..., K.

= 3%, 8"y o*, siendo estas las estimaciones PQL para 3, s y o respectivamente. Los

detalles sobre como se obtienen estimaciones PQL se pueden consultar en A.2.

n AT = Zfi 1 Eio; y D* = A*A*. Ahora se desestandariza la estimacion PQL s* de

los efectos aleatorios y se obtiene u* = A*s*.
= D1, P2 Y p3 proporciones tales que p; + ps + p3 = 1.

» f(u|p, ), ladensidad de una normal multivariada con media p y matriz de varian-

za .

. f (u|0,D*) la densidad # multivariada a valores en R? con media 0, matriz de escala
D* y 5 grados de libertad. Por mas informacion sobre esta distribucion se puede

consultar A.3.

Abhora se construye la densidad para el muestreo de importancia como:

f(w) = p1f(u]0,D%) + po f (ulu”, D7) + ps f (ufu”, (Z""(XB" + Zu*)Z + (D) 1))

La primer componente f(-|0, D*) se toma asi para asegurar que V1,,(6]y), el gradiente de

MCLA, tenga un teorema del limite central (ver 3.3.1).
La segunda componente se toma porque esta centrada en u* y tiene varianza D*.

La ultima componente esta centrada en u* tiene varianza basada en la hessiana de la vero-
similitud penalizada de PQL (ver A.2). Mas especificamente, la hessiana del logaritmo de
la densidad de la ultima distribucion coincide con la hessiana del logaritmo de la densidad

de la distribucion objetivo fy(u,y).
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3.2.3. Fuentes de errores

Como se puede ver en Knudson (2016, §3.2), el método MCLA para GLMM tiene dos

tipos de errores.

El primero es debido a la variabilidad del MLE entorno al verdadero valor del pardmetro
y se lo denomina “error de muestreo”. Si 6 es el MLE calculado con una muestra de
tamafio n y 8* es el verdadero valor del pardmetro, entonces esta fuente de variabilidad
es la varianza de la distribucion asintética del \/ﬁ(é — 0*). Es importante resaltar que
al calcular el error de muestreo, los datos son tratados como aleatorios, siendo el MLE

también aleatorio.

El segundo es debido a la variabilidad del MCMLE entorno al MLE y este error se lo de-
nomina “error Monte Carlo”. Si 8, representa el MCMLE calculado con una muestra de
tamafio m, entonces esta fuente de variabilidad es la varianza de la distribucion asintotica
de \/ﬁ(ém — 9). Aqui es importante resaltar que para calcular el error Monte Carlo, a
diferencia del error de muestreo, los datos son tratados como fijos. Esto implica que para

el error Monte Carlo el MLE es fijo.

Para medir el error de muestreo se usa la informacion de Fisher. Si J(8,,) es la estimacion

de la informacién de Fisher observada, entonces
J(01) = =V21,n(O1nly)

y un estimador consistente de la varianza asintotica del MLE es (J(8,,))"}, siempre y

cuando se cumplan las condiciones de regularidad probadas en Geyer (2013).

Para medir el error Monte Carlo se usa que el gradiente de la log-verosimilitud en el MLE

A~

0, el cual se muestra en la ecuacion 3.1 y es

(a0 y) |
flu)

v % [ 19 1oe f3(u. )1V tog fy(u. )" u

donde v, se define en 3.3. Entonces se puede estimar V' a partir del MCMLE 0., de la
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siguiente manera:

Sean U es la matriz hessiana del MCLA evaluada en el MCMLE y U es el limite de la
matriz hessiana cuando el tamafio de la muestra Monte Carlo tiende a infinito. Entonces
se tiene que el error Monte Carlo es U1V U ! y bajo las condiciones de Geyer (1994) el

estimador plug-in es U~'VU ™!, donde U = V?21,,,(]y).

Dependiendo del muestreo de importancia que se proponga para el MCLA, es el error
Monte Carlo que se va a tener. Como se puede ver en A.5, se necesitan condiciones de
regularidad para tener un error Monte Carlo finito. Como lo demuestra el teorema de la
seccion 3.3.1, la densidad f resulta de suma importancia ya que el error Monte Carlo

resultante con esta densidad para la implementacion de MCLA resulta siempre finito.

3.3. Algunos resultados importantes

Se fija y en el valor observado y se define v, = fo(y) = [ fo(u,y)du. Esta cantidad v,

es constante, finita y 1til para algunos resultados.

1. Dadosa € Ry b € R. SiD es una matriz de varianzas (esto es, simétrica y definida
positiva), entonces la funcién f : R — R/ f(u) = exp(—u”D 'u+ a”u + b) es

proporcional a una densidad normal con media %Da y matriz de varianza %D.

2. By, (Vlog fo(u,y)ly) = Vi(0ly)

3. Ley de los grandes numeros para el gradiente de MCLA:

VO : Vi, (0ly) == VI(8y)
m—oQ
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4. Teorema del limite central para el numerador del gradiente de MCLA

La variable aleatoria

1 - f@(ukay)
~N"vi y) Lok T
— ;; o8 Jo(ue,¥) 5 =

tiene teorema del limite central. Esto es

vm <i Z V log fg(uk,y)M — 71Vl(0|}’)>
m 4= f(ug)

converge en distribucion a una distribucion normal con media 0 y varianza finita.

5. Teorema del limite central para el denominador del gradiente de MCLA

La variable aleatoria
53 o)
m P f
tiene teorema del limite central. Esto es
m = f

converge en distribucion a una distribucion normal con media 0 y varianza finita.

3.3.1. TLC para el gradiente de MCLA

Todos los resultados de la seccidon anterior permiten probar el resultado mas importante:

Vi, (8y) tiene teorema del limite central. Esto es,

Vm(Vin(0]y) = VI(6]y))

converge en distribucion a una distribucion normal con media 0 y varianza finita.
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Demostracion. Primero se reescribe la expresion

i [V log fo(uy,y)] (}((ll:’)y}
VI(V1,(0ly) — VU(B]y)) = Vit | = T o — Vi(6ly)
i ¥ log fo(us, )]feguk,)’) 3 vz(emli fo(ux,y)
_ \/E f(uk) m k=1 f(uk>
lzm: fo(uy,y)
m k=1 f(uk>

Usando el item 4 de los resultados importantes, se puede afirmar que el numerador de la

ecuacion anterior converge a una distribucion normal con media 0 y varianza finita, siendo

Var ([v log falu, y>]%)

su valor. Por la ley de los grandes nimeros, el denominador cumple

i i fg(uk,y) C.S. B f@(uay)
m & flu) _”Ef( fluw) )

Con un calculo directo se obtiene que
EJF (f@(u y)) :/feguay) /f@ du—’71
f(u) f(u)
Por lo tanto, de lo anterior se deduce que
1 - u b C.S.
4 Z feE ) L
m k=1 f(uk)

Por lo tanto, usando el teorema de Slutsky, se puede afirmar que la ultima ecuacion con-

verge en distribucion a una distribucion con media 0 y varianza

L Var ([v log fa(u, )| Jf(u)y ))

Por tltimo, como vy; > 0, entonces se puede afirmar que la varianza de la distribucion

normal a la que converge es finita. [l

En caso de ser necesario, se puede expresar la varianza del gradiente en términos de la

siguiente integral

—/Vlogfo IV log fo(u, )BT gy 3.1)
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

Sabiendo que VOYYy : /m(Vi,(0)y) — VI(0]y)) LN N(0,%), donde X es finita. Esto
m—0o0
es analogo a probar que el gradiente de MCLA es consistente y asintéticamente normal.

Estos resultados aseguran que los errores Monte Carlo detallados en 3.2.3 son finitos.
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Capitulo 4

Datos utilizados para la aplicacion

Los datos elegidos para trabajar son un interesante y particularmente desafiante conjunto
de datos sobre apareamientos de salamandras. De acuerdo con Karim y Zeger (1992), son
datos retadores porque la variable respuesta es binaria y el disefio del estudio es cruzado
en vez de anidado. En un disefio cruzado como es el caso, todos los niveles de todos los
factores se combinan entre si, por lo tanto se observan todos los cruces posibles. Mientras
que en un anidado solo se observan algunos de todos los cruces posibles. Eso hace que la

verosimilitud sea particularmente dificil de evaluar.

Este conjunto de datos es ampliamente usado en la literatura hasta hoy en dia como una
referencia para comprobar la eficiencia de métodos computacionales en modelos GLMM.
Prueba de ello son las referencias de McCullagh y Nelder (1989, §14.5), Knudson (2016,
§1.3, §5.2), Karim y Zeger (1992) y Shun (1997) entre otras.

Los datos refieren a dos poblaciones de salamandras llamadas Rough Butt (RB) y White-
side (WS). Cuarenta animales fueron usados en cada uno de los experimentos. El primer
experimento fue realizado en el verano boreal de 1986 y los otros dos en el otofio boreal
del mismo afio. Las cuarenta salamandras para los experimentos se componen de diez
hembras RB, diez hembras WS, diez machos RB y diez machos WS. En los dos prime-
ros experimentos se usaron las mismas cuarenta salamandras mientras que para el ultimo

experimento se utilizaron otras salamandras. Como se puede ver en McCullagh y Nelder
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(1989, p. 441), la practica normal es usar nuevos animales para cada experimento por-
que repetir experimentos con los mismos animales es potencialmente importante. Pero,
como es la expectativa de la préctica habitual, ese aspecto fue ignorado en el anélisis de
McCullagh y Nelder (1989, §4.5.3). De las diferentes preguntas y modelos que se puede
abordar con estos datos, en el presente trabajo se sigue a Knudson (2016) y Karim y Zeger
(1992) para estimar las probabilidades del apareamiento exitoso de cada una de las cuatro
combinaciones de género y poblacion {Poblacién hembra - Poblacion macho} que seran
denotadas por {7rg, TrRw, Twr, Tww }- El modelo usado es el tratado en Knudson (2016)

que a su vez es el modelo A propuesto en Karim y Zeger (1992).

4.1. Diseino muestral

Como se explica en McCullagh y Nelder (1989, §14.5), el experimento fue realizado en
1986 por Stevan J. Arnold y Paul A. Verrell del Departamento de Ecologia en la Univer-
sidad de Chicago en Estados Unidos. El experimento consiste en trabajar con dos pobla-
ciones de salamandras: Rought Butt y Whiteside. En su habitat natural a gran altura al
sur de los montes Apalaches al este de Estados Unidos, estas dos poblaciones diferentes
de salamandras estan geograficamente aisladas una de otra. Por lo tanto, las salamandras
emparejadas en el experimento nunca lo harian en su entorno natural, no al menos hasta
1986. Para el bidlogo que estudia especiacion es de gran interés saber como evoluciona el
mecanismo que impide el mestizaje. Para poblaciones como las del experimento, el interés
esta en saber si esas barreras pueden evolucionar en poblaciones que estan aisladas unas

de otras.
Las 40 salamandras disponibles en cada experimento comprenden:

= 10 machos Rought Butt numerados de 1 a 10. El subconjunto de machos Rought
Butt numerados de 1 a 5 se anotara RBM 1 ~ 5, mientras que los numerados de 6

a 10 se anotara RBM 6 ~ 10.

= 10 hembras Rought Butt numerados de 1 a 10. De forma analoga a los machos
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4.1. Disefio muestral

Rought Butt, el subconjunto de hembras numeradas de 1 a 5 se anotard RBF 1 ~ 5

y las de 6 a 10 seran RBF 6 ~ 10.

= 10 machos Whiteside numerados numerados de 1 a 10. Andlogamente a la poblacion
Rought Butt, el subconjunto de machos Whiteside numerados de 1 a 5 se anotara
como WSM 1 ~ 5, mientras que los numerados de 6 a 10 se hard como WSM

6 ~ 10.

= 10 hembras Whiteside numerados de 1 a 10. Al igual que con los machos, el sub-
conjunto de hembras numeradas de 1 a 5 se anotarda WSF 1 ~ 5y las numeradas de

6 a 10 se haran como WSF 6 ~ 10.

El disefio cruzado que se usa en cada uno de los tres experimentos para el emparejamiento

de las salamandras es el siguiente:

Las salamandras RBF 1 ~ 5 fueron tomadas como parejas heterosexuales con salamandras
RBM 1 ~ 5 en 3 ocasiones (dia A, dia A + 8, dia A 4 16) y con salamandras WSM 1 ~ 5
también en tres ocasiones (dia A + 4, dia A + 12, dia A + 20). A las salamandras RBF
1 ~ 5 nunca se les permitio ver a las salamandras RBM 6 ~ 10 o las salamandras WSM

6 ~ 10. Por lo tanto, s6lo 8 de los 16 posibles cruces entre subpoblaciones son permitidos.

Ademas, de los 25 cruces posibles entre las salamandras RBF 1 ~ 5y por ejemplo, WSM
1 ~ 5, s6lo se permiten 15 de esos cruces. Por ejemplo, la salamandra RBF 1 nunca ve a la
salamandra WSM 2 o0 a la WSM 3. De la misma manera, por ejemplo, la salamandra WSM
1 nunca ve a la salamandra RBF 2 o a la RBF 4. Para que el disefio sea completo, hubiese
sido necesario extender a 10 dias y no a 6 como se hizo. Si el experimento se extiende por
10 dias, cada subpoblacion de 5 individuos se puede ver 5 veces con cada una de sus dos
subpoblaciones asignadas para el apareamiento. Esto permite obtener, por ejemplo, que la
salamandra RBF 1 se vea una vez con cada individuo de las subpoblaciones RBM 1 ~ 5y
WSM 1 ~ 5. De ahi, cada salamandra tiene 10 encuentros. En vez de eso, se optd para que
lo hagan con 3 individuos de cada subpoblacion y cada salamandra tiene s6lo 6 encuentros

por experimento. Por lo tanto, el experimento en su conjunto comprende 8 réplicas de un
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Machos
Hembras DiaA DiaA+4 DiaA+8 DiaA+12 DiaA+16 DiaA + 20
1 1 4 5 1 4 5
2 5 5 3 3 1 2
RBF 3 | RB 2 WS 1 RB 1 WS 4 RB 3 WS 3
4 4 2 2 5 5 4
5 3 3 4 2 2 1
6 9 9 10 7 6 8
7 8 8 9 9 7 6
RBF 8 WS 6 RB 6 WS 7 RB 10 WS 10 RB 9
9 10 7 8 6 9 10
10 10 6 8 7
1 9 9 7 10 10 8
2 7 6 9 7 6 10
WSF 3 |RB 8 WS 7 RB 6 WS 9 RB 7 WS 6
4 10 10 8 8 9 9
5 6 8 10 6 8 7
6 5 2 3 4 2 1
7 4 1 5 2 1 5
WSF 8 |WS 1 RB 4 WS 2 RB 5 WS 5 RB 3
9 3 3 1 1 4 4
10 2 5 4 3 3 2

Tabla 4.1: Disefio usado en el experimento de apareamiento de salamandras (McCullagh

y Nelder, 1989, p. 440)
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4.2. Resultados del experimento para analizar

cuadrado Latino incompleto. Aunque, si bien el disefio es importante, se hace poco uso del
disefio en si para el analisis de los resultados observados. Lo importante es que este disefio
experimental permite una comparacion de las probabilidades de apareamiento exitoso para

los cuatro cruces posibles de poblaciones y género.

4.2. Resultados del experimento para analizar

Los resultados observados se anotaron como 0 o 1, donde 0 indica que la pareja de sala-
mandras no se apare6 exitosamente en ese dia, mientras que el 1 indica que si lo hicieron.

Las siguientes tres tablas reinen esas observaciones:
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Machos
Hembras | Junio4 Junio8 Junio 12 Junio 16 Junio20 Junio 24
1 1 1 1 0 1 1
2 1 1 1 1 1 1
RBF 3 |RB I WS 0 RB 1 WS 1 RB 1 WS 1
4 1 1 1 0 1 1
5 1 1 1 1 1 1
6 1 1 1 0 1 1
7 0 0 0 1 0 0
RBF 8 |WS 0 RB 1 WS 0 RB 0 WS 1 RB 1
9 0 0 1 1 1 1
10 0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 0 1
2 0 0 0 1 0 0
WSF 3 |RB 0 WS 0 RB 0 WS 0 RB 0 WS 1
4 0 1 1 1 0 1
5 0 1 0 0 0 0
6 0 0 1 0 0 0
7 1 1 1 0 1 1
WSF 8 |WS I RB 0 WS 1 RB 0 WS 1 RB 0
9 1 1 1 1 1 0
10 1 0 0 1 1 0

Tabla 4.2: Apareamientos observados: verano 86 - Junio (McCullagh y Nelder, 1989,

p. 442)
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Machos
Hembras | Set. 4 Set. 8 Set. 12 Set. 16 Set. 20  Set. 24
1 1 0 1 0 1 0
2 1 1 1 0 0 1
RBF 3 |RB 0 WS 1 RB I WS 1 RB I WS 1
4 1 0 0 0 0 0
5 1 0 1 0 0 0
6 1 1 1 0 0 0
7 1 1 0 1 0 1
RBF 8 /WS 1 RB 0 WS 0 RB 0 WS 1 RB 0
9 1 1 1 1 0 1
10 0 0 1 1 1 0
1 0 1 0 0 0 1
2 0 1 0 0 0 1
WSF 3 |RB 0 WS 1 RB 0 WS 1 RB 0 WS 1
4 0 0 1 1 0 1
5 0 0 0 0 0 0
6 1 0 1 1 1 1
7 1 0 1 0 0 0
WSF 8 |WS 0 RB 0 WS 0 RB 0 WS 0 RB 0
9 1 1 1 1 1 1
10 1 0 1 1 1 0

Tabla 4.3: Apareamientos observados: otofio ’86 - Setiembre (McCullagh y Nelder, 1989,
p. 443)
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Machos
Hembras | Oct.4 Oct.8 Oct. 12 Oct. 16 Oct.20 Oct. 24
1 1 1 1 0 1 1
2 0 0 0 1 0 0
RBF 3 |RB 1 WS 1 RB I WS 0 RB I WS 1
4 1 0 1 1 0 0
5 0 1 1 0 1 0
6 0 1 1 1 1 1
7 0 1 0 0 0 0
RBF 8 /WS 1 RB I WS 1 RB 1 WS 1 RB 0
9 0 0 1 0 1 1
10 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1
2 0 1 0 1 0 1
WSF 3 |RB 1 WS 0 RB 1 WS 0 RB 0 WS 1
4 1 1 1 0 0 0
5 0 1 1 1 0 1
6 0 0 1 0 0 0
7 1 0 1 0 0 0
WSF 8 |WS 0 RB 0 WS I RB 0 WS I RB 0
9 1 0 0 0 1 0
10 0 0 1 0 1 0

Tabla 4.4: Apareamientos observados: otofio 86 - Octubre (McCullagh y Nelder, 1989,

p. 444)
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Capitulo 5

Resultados

5.1. Modelo propuesto

Como se puede ver en McCullagh y Nelder (1989, §14.5.1), el experimento que se describe
en el capitulo anterior involucra varias componentes de dispersion asociadas a diferentes
subgrupos y eso no puede ser considerado como una simple sobredispersion en donde las

observaciones son independientes y s6lo hay una componente de dispersion.

Como se puede ver en Karim y Zeger (1992, p. 633), la pregunta importante es ;coOmo
hacer inferencia correctamente con el conjunto de datos disponible para poder estimar las
cuatro probabilidades de apareamiento exitoso? Por cada experimento se obtienen 120
datos binarios de resultados. Esos 120 datos binarios corresponden a 30 datos por expe-
rimento para cada uno de los cruces RR, RW, WR y WW. Como primer observacion se
puede decir que es poco creible que el total de respuestas de un experimento sean indepen-
dientes. Por cada una de las hembras, es poco creible que las 6 observaciones de los cruces
hechos lo sean. Y por otro, observaciones de diferentes hembras pero con el mismo macho
también pueden estar correlacionadas. En sintesis, si dos observaciones tienen al menos
un individuo repetido, es posible que no sean independientes. Lo que se puede decir, es
que en cada experimento, todas las observaciones que corresponden a un mismo dia si

lo son. En la tabla 4.1 eso equivale a decir que las observaciones son independientes por
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columnas. Otra observacion es preguntarse que tanta heterogeneidad hay entre hembras
y machos. El grado relativo de heterogeneidad entre machos y hembras y entre verano y

otofio reflejan posibles aspectos importantes del mecanismo de reproduccion.

Los aspectos mencionados anteriormente determinan que un modelo del estilo GLM no
sea suficiente para tratar el problema de la estimacion de las probabilidades deseadas. En
referencia a lo dicho en el capitulo 2, la mejor alternativa es un modelo del estilo GLMM

donde la formula del modelo mixto condicional es por lo tanto:
efecto cruzado + efecto hembra individual + efecto macho individual

A partir de ahora se trabaja con las especificaciones del modelo A propuesto en Karim y
Zeger (1992) y que ademas se trabaja en Knudson (2016, §1.3, §5.2). El modelo A propo-
ne un efecto aleatorio para cada hembra, un efecto aleatorio para cada macho, un predictor
de efecto fijo para cada tipo de cruce y una respuesta Bernoulli de si el par de salamandras
tuvieron apareamiento exitoso que depende del tipo de cruce, del efecto aleatorio de la
hembra y del efecto aleatorio del macho. Ademas cada efecto aleatorio de las salamandras
se asume independiente de los demas. Los efectos aleatorios de las salamandras machos
comparten la misma varianza mientras que los efectos aleatorios de las salamandras hem-
bras también comparten la misma varianza, pero diferente a la varianza a de los machos.
Estas varianzas son las componentes de varianza y se denotaran a partir de ahora como
vy Y Vr. Aunque las salamandras del primer y segundo experimento son las mismas, los
datos se trabajan como se hace tradicionalmente y como se sugiere en McCullagh y Nelder
(1989, p.441), considerando que las salamandras son diferentes. Por lo tanto se considera
que en total hubieron 120 salamandras diferentes. Segun el modelo presentado en 3.1, el

mismo en este caso queda:

(

Yilu ~ fa(yilu) = exp(y:(XiB + Z;u) — log(1 + exp(x;3 + z;u)))
E(Yilu) = P(Y; = 1)

logitP(V; = 1) =x!B+z'u

(u~ fo(u)
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5.1. Modelo propuesto

El modelo asume que Y;|u es Bernoulli, por lo tanto la distribucién condicional es Ber-

noulli, expresada segtn la notacion que se puede ver en A.1 tomando 6 = log (%) =

— D
exp(X;8 + Z;u)

X;B + Z;u y de forma equivalente, p = = exp(XiB + Zu)"

Las observaciones son ademas condicionalmente independientes dado los efectos aleato-

rios, por lo tanto tienen distribucién conjunta dada por:

360 360
tm@N)ZIIﬁﬂwm)me(}WXﬂ+Zd%—E:bgﬂ+fmxﬁﬁ+zm»>
i=1 i=1

donde X; es la fila 7 de la matriz para los efectos fijos X cuyo tamafio es 360 x 4. La cantidad

de filas es la cantidad de ensayos hechos en total para los cuatro cruces heterosexuales

posibles (RR, RW, WR y WW).

Luego, Z; es la fila 7 de la matriz para los efectos aleatorios Z. Esta matriz es de tamafo
360 x 120 ya que el experimento consta de 360 ensayos y de 120 salamandras diferentes
(bajo el supuesto de que en cada experimento se tomaron 40 salamandras diferentes a todas

las anteriores).

El vector de efectos fijos es B = (Srr, Brw, Bwr, Bww)’, donde Bij denota el logaritmo de
las probabilidades (log odds por su nombre en inglés) del apareamiento entre una hembra
de la poblacion i con un macho de la poblacién j (coni,j € {R, W}).

u”

El vector de efectos aleatorios es u = , donde uf" y u™ son vectores de largo

uM

60 cada uno, correspondientes a los efectos aleatorios de las 60 hembras y los 60 machos
respectivamente. Las componentes u!” de u” se asumen con distribucién normal de media
0y varianza vy y de forma andloga las componentes u!” de u se asumen con distribucion
normal de media 0 y varianza v,;. Ademas, como se dijo anteriormente, todos los efectos

aleatorios son independientes unos de otros. Se considera el vector de componentes de

Vg
varianza v = y por lo tanto:

Vm

Wy

fo(u) = exp <—6O log(27) — 301log(vr) — 30 log(var) — W oy
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5.1.1. Verosimilitud para el modelo propuesto

Como se expuso en 3.1.1 y siguiendo los célculos de la seccion anterior, se obtiene que:

360
L(B,vly) = /exp (yT(Xﬁ +Zu) - " log(1 + exp(x;8 + z;u))

- (UF)TUF (UM)TUM) du

—601log(27) — 301 — 301 — -
og(2m) og(vr) oglvm) — =5~ S0
donde du = dul" - - - duf, du}’ - - - dull. Por lo tanto, la verosimilitud depende de una inte-
gral de dimension 120 (esto es, evaluada sobre un subconjunto de R'?°). Esto representa
un obstaculo importante y desafiante para encontrar los estimadores por maxima verosi-

militud.

Como se puede ver en Knudson (2016, pp.8-9), la evaluacion directa de la integral es
impensable. El método clésico de integracion numérica solo es aplicable cuando se tiene
una integral de poca dimension. No se puede pensar que esa integral se puede factorizar
como producto de 120 integrales univariadas ya que los efectos aleatorios estan cruzados.
A lo sumo, se puede reducir a un producto de 6 integrales de dimension 20 cada una. Esto
es debido a que en cada experimento, hay dos subgrupos de interaccion hembra-macho que
son cerrados. Un grupo son RBF 1 ~ 5, WSF 5 ~ 10,RBM 1 ~ 5, WSM 1 ~ 5y otro son
RBF 6 ~ 10, WSF 1 ~ 5, RBM 6 ~ 10 y WSM 6 ~ 10. Cada experimento produce una
integral de dimension 20 por cada uno de esos subgrupos. Aln asi, resolver una integral

de dimension 20 sigue siendo un problema intratable por integracion numérica.

Como alternativas algunos investigadores han usado un enfoque bayesiano basado en ca-
denas de Markov Monte Carlo, como en Karim y Zeger (1992). Otros han basado su ana-

lisis en la pseudo verosimilitud o en el método Monte Carlo EM.

Mas recientemente en Sung y Geyer (2007) se implement6 un muestreo de importancia
cuya distribucion fue construida de forma independiente de los datos para analizar proble-
mas con integrales pero no mostré un buen desempefio con la integral anterior como se

dice en Sung y Geyer (2007, p. 1001). Esta es la implementacién de MCLA, antecesora
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Parametro | Intervalo de confianza al 99 %
Brr [0,119; 1,492]
Brw [-0,092; 1,240]
Bwr [-3,140; 1,521]
Bww [0,390; 1,804]
Vp [0,690; 1,928]
VM [0,930; 2,594]

Tabla 5.1: Intervalos de confianza calculados en B

de la implementacion actual de Knudson (2016) donde la distribucion para el muestreo de
importancia se tom6 independiente de los datos y sobre este método que se presentan las

estimaciones por maxima verosimilitud (el MCMLE).

5.2. Resultados

Como se dice en B, de las ejecuciones hechas se puede concluir que un modelo para los

datos es:

logitP(Y; = 1) = 0,8503 - 1gr(Cross) + 0, 5740 - Trw(Cross) — 2, 3300 - 1yg(Cross)

41,0965 - Tww(Cross) + ul + ul’

donde
1, si Cross = ij
» 1;(Cross) =
0, si Cross # ij
s uf R N(0;1,3086)

uM K A(0;1,7620)

las u!” son independientes de las u

Para cada uno de los parametros se tienen los siguientes intervalos de confianza:
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Con los parametros del efecto fijo finalmente se puede obtener las probabilidades de apa-

reamiento exitoso buscadas mediante

Bij
eV
P(A ient t eiyj) =
(Apareamiento entre especie iy j) T oh
De lo cual se obtiene los siguientes resultados:
Cruce RR RW WR wWwW

Prob. de apareamiento | 0,7006 | 0,6397 | 0,0887 | 0,7496

Para finalizar, se comparan estos valores con los que se muestran en Knudson (2016,

§5.4.1):

Autor Brr Brw | Bwr | DBww Up Un

Presente trabajo, libreria glmm | 0,8503 | 0,574 | -2,33 | 1,0965 | 1,3086 | 1,762

Knudson (2015), libreria glmm 1,03 0,34 | -1,94 | 1,00 1,36 1,23

Booth and Hobert (1999) MCMC | 1,03 0,32 | -1,95| 0,99 1,4 1,25

Bates et al. (2014), libreria Ime4 1,01 0,31 | -1,89 | 0,99 1,17 1,04

Como se puede observar, los resultados obtenidos en el presente trabajo concuerdan con

la precision que hay en la bibliografia al respecto sobre el conjunto de datos de las sala-

mandras.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una técnica estadistica computacional que representa el
estado del arte sobre los métodos de aproximacion de la funcion de verosimilitud de mo-
delos mixtos lineales generalizados (GLMM) con componentes del vector de variables
repuesta que, dado los efectos aleatorios, tienen distribuciones condicionales todas Ber-
noulli o todas Poisson. Como se mostrd en las secciones 2.4 y 3.1, la optimizacion de la
funcion de verosimilitud que corresponde a GLMM representa un desafio, dado que la

funcidn objetivo se expresa usualmente en forma de integrales de dimension elevada.

La caracteristica principal de la implementacion de este método de aproximacion Mon-
te Carlo para los GLMM es proponer una distribucion de muestreo de importancia para
generar los efectos aleatorios la cual, a diferencia de trabajos anteriores (Sung y Geyer,

2007; Geyer, 1994), se construye utilizando los datos observados.

Siguiendo el trabajo de Knudson (2016), se ha mostrado mediante técnicas de estadistica
para muestras grandes, que la varianza del error debido a la discrepancia entre el estimador
basado en el método Monte Carlo de aproximacion de la verosimilitud (MCMLE) y el
estimador de maxima verosimilitud (MLE), es finita. Asimismo, en el capitulo 3 se ha
tratado el error ocasionado por el mecanismo de muestreo de los datos observados con

respecto a los verdaderos valores de los parametros.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

La implementacion del trabajo tedrico de Knudson (2016) y los resultados de su aplica-
cion al famoso conjunto de datos procedente de un experimento de especiacion realizado
con salamandras, han sido obtenidos empleando la libreria glmm (Knudson, 2020), ac-
tualmente disponible en el CRAN de R (R Core Team, 2021). La libreria glmm resulta
ser una herramienta de trabajo efectiva para llevar a cabo inferencia estadistica basada en
la verosimilitud para GLMM con respuestas de Bernoulli y de Poisson, condicionadas a
los efectos aleatorios. El apéndice B contiene el cddigo en el lenguaje de programacion R
(R Core Team, 2021) y los resultados correspondientes, comentados e interpretados en el

capitulo 5.

Como propuesta metodoldgica para un futuro trabajo se puede extender el enfoque al area

de la estadistica espacial.
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Apéndice A

Mas fundamento teorico

A.1. Familia exponencial de distribuciones

En general se dice que una densidad f es un miembro de la familia exponencial cuando

su densidad puede expresarse como se muestra en Casella y Berger (2001, §3.4)

f(]0) = h(w)c(8) exp (Z wi(9)ti(ﬂf)>

donde el parametro de la distribucion es @ un vector de largo n; h y ¢ son funciones a
valores reales no negativos mientras las ¢; y w; son funciones a valores reales cualesquiera.
En vez de usar esta notacion se opta por una equivalente y mas comoda para trabajar con

la especificacion de este modelo.

A.l1l. R

Siguiendo a Stroup (2012, §4.2.1), la notacion para familia exponencial es

F(u19) = exp ye‘(—qf)(‘” T ey, 6)
o de forma equivalente
(9,9, 6) = log((4]6)) = W‘(—j)”) T ey, 9)
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donde ¢ denota un parametro de escala. Esta forma tiene la ventaja de contabilizar ex-
plicitamente el parametro de escala y presentarse con naturalidad para la estimacion por
maxima verosimilitud. Esta notacion también se presenta en Jiang (2007, p. 121) y con

mas detalle en McCullagh y Nelder (1989, §2.2.2).

Las distribuciones mas importantes para el presente trabajo son la Bernoulli y Poisson.

Para estos casos particulares se tiene lo siguiente:

= Bernoulli f(y) = p¥(1 — p)Y cony € {0, 1}. De aqui se tiene que

log(f(y)) = ylog(p) + (1 —y) log(1 — p)

= ylog (1%3) + log(1 —p)

_ ylog(s%;) — (~log(1— p)

0
1 +

Comparando con la forma genérica se puede ver que
* 0 =log(:%)

* 0(0) = —log(1 —p)

e
k!

= Poisson f(y) = M oconk € {0,1,2,3,...}. De aqui se tiene que

log(f(y)) = —A+ylog(A) — log(y!)

~ ylog(A) — A

I — log(y!)

Comparando con la forma genérica se puede ver que

* 0 =log())
- b(6) = A
+a() =1
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En la siguiente tabla (A.1) se resumen estos casos con algunos adicionales no deducidos

aqui:
Distribucioén | Parametro canonico 6 b(0) a(p) c(y, o)
Bernoulli log(7£;) —log(1 —p) 1 0
Poisson log(\) 1 —log(y!)
Binomial log(75) —nlog(l—p) | 1 log(Cy)
Normal 1 “72 o? % + log(ov/2m)

Tabla A.1: Parametros de las principales distribuciones exponenciales

Por mas ejemplos de distribuciones usuales se puede consultar la tabla disponible también

en McCullagh y Nelder (1989, p. 30).

Una observacion importante sobre el pardmetro canonico, es que siempre es una funcion

de la esperanza de la distribucion en cuestion.

Al2. OcR"

Mientras la seccion anterior captura la forma esencial de la log-verosimilitud, ahora se
debe reflejar el hecho de que en general se observa un vector de datos y en base a esos
datos estimar un vector de parametros. Ahora tanto y como # son vectores y hay que
generalizar la expresion A.1.1. Para eso se reescribe la misma adaptandola a un lenguaje

matricial para usar en la especificacion de un modelo GLMM como sigue:

n

(i3 ) = 3 10— 57+ B0 c(y.0) = yTA0 ~ 17AKO) + clr.9)

" A= diag[ﬁ] es una matriz diagonal (asumiendo que se tienen n observaciones)
donde el elemento en la entrada (7,7) es el valor del parametro de escala para la

observacion ;.
= @ es el vector de parametros candnico.
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» 1 esun vector n x 1 de unos.

= b(0) es un vector n x 1 definido por la aplicacion de la funcion b a cada elemento

de 6.

» (Y, @) es lo restante que no depende de 6.

A.1.3. Propiedades importantes

Trabajando con la funcion score S(0) = VI(0;y, @), el vector cuya componente i es
0,1(0;y, p). A partir de esto, se define a la informacion de Fisher como I(0) = Var(S(8))

de un uso muy importante en estadistica.

De la funcion S se pueden deducir dos propiedades para usar en A.1.1 y obtener relaciones

muy utiles. Estas propiedades, en su formulacion matricial son:
» E(S(0)) =0
» E(S(0)S(6)T) = —V25(0)
donde 0 es el vector nulo y V25(6) es la matriz hessiana de S evaluada en 6.

Expresando las igualdades en cada una de las entradas de los vectores y matrices, lo ante-

rior se reduce a los siguientes casos unidimensionales:
= E(0,1(6:y,9)) =0
= E[05,0,1(0;y, @)] + E[05,1(0;y, $)0s,1(0;y,¢)] = 0

Una demostracion detallada de estas tiltimas se puede encontrar en Kendall y Stuart (1961,

p. 53).

Las mismas propiedades, pero para la funcion score en el caso unidimensional pueden
encontrarse en Kendall y Stuart (1961, p. 9), McCullagh y Nelder (1989, p. 28) y Stroup
(2012, §4.2.1.1).
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En lo que sigue y usando las anteriores propiedades de la funciéon score, se deducen ex-

presiones para el caso vectorial.

Teniendo 1(0;y, @) = y' AB — 1TAb(0) + c(y, @), se calculan las derivadas parciales:

00, 1(0:y. ®) = 0y, (y'AD — 1TAB(O) + c(y. §))
= 0, (y"A®) — 0y, (17AD(8)) + Oy, (c(y. §))
_ ¥ V)

= a0y " aoy) MO

_ y = V(6))
a(¢;)
Por otro lado, usando la propiedad de la funcion score y teniendo en cuenta que la tinica

variable aleatoria es y;:

0=1E(9,1(0;y, b))

(ot
i — b'()ej)

a(p;

Por lo tanto, debe ser yi; — b'(6;) = 0, asi que p; = b/'(6;). Como se cumple para cada

componente, entonces se puede deducir:
p="0(0)
Ahora se calculan las derivadas parciales segundas:

07.0,1(0;y, ) = 0y, (06,1(6;y, @)

- (U5
")

_ ) algw)’
0,sik #j

sik=7

Ahora al igual que en las anteriores partes, usando la otra propiedad de la funcion score

y teniendo en cuenta que la Unica variable aleatoria es y; de nuevo se llega a expresiones
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utiles. Dado que la 092k9jl (0;y, ¢) tiene dos expresiones segun sea k = jy k # j, se

presenta cada caso por separado:

» k=j:

0 = E[07,4,1(0;y, 9)] + E[06,1(60;y, $)3s,1(0;y, })]

“e() e ()
E[(yr — V'(6%))?]

B _b”(ek
- (a(¢r))?

a(¢k
A + ! E[(yr, — 11)?] , debido a que E(yy.) = up, = V'(0x)
(a(¢r))? T(’)_/’

~— | — |~

a(or

—b"(6)a(6) + Var(y;)
(a(6k))?

Por lo tanto debe ser 0 = —b" (6 )a(6y) + Var(yy), asi que Var(y) = 0" (6x)a(0).

- k4]

0 = E[05,,1(8;y, D)] + E[05,1(0;y, 9)4,1(6;y, 9)]

s (2220) (2)
El(yx — ' (6)))(y; — b'(6;))]

a(¢r)a(d;)

= mp[(yk - lvbliz(yj — ;)] debido a que E(yx) = pp = b'(6y,)

Cov(yk,y;)

— 0+

_ Cov(yk, y;)
a(0r)a(0;)

Por lo tanto debe ser Cov(yy,y;) = 0.

En conclusion la matriz de varianzas y covarianzas del vector aleatorio y queda una matriz
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diagonal de la forma

diag(b”(01)a(61),b"(62)a(fs), - . ., b"(6n)a(0y))
|

b (6:)a(6)) 0 s 0
0 b/,(92>a(92) tee 0
0 0 eV (B)a(0h) |

En los anteriores calculos, tomando n = 1 se obtienen los resultados para el caso unidi-

mensional como se puede encontrar en Stroup (2012, §4.2.1.1):

= BE(y) = pn=10(0)
= Var(y) = a(¢)b"(0)

La derivada segunda b"(0) se llama funcion de varianza y se suele anotar como V' (u).
Este nombre es debido a que V(i) = b”(0) describe la dependencia de la varianza de y
en su esperanza. Por ejemplo, en la distribucion normal se tiene que V' (1) = 1y significa
que la varianza no depende de la media en nada. Pero, por ejemplo, para la distribucion
binomial se tiene que V' (p) = p(1 — p) o para la distribucion poisson V(A) = A; esto
junto a que el parametro de escala es una constante conocida para ambas distribuciones,
implica que la varianza es completamente determinada por la esperanza. En cambio, para
otras distribuciones como beta, gamma o binomial negativa, la varianza depende de ambos

como se puede ver en McCullagh y Nelder (1989, p. 30).

A.2. Cuasi-verosimilitud penalizada (PQL)

Este método para encontrar aproximaciones de estimadores por maxima verosimilitud. En
vez de trabajar con la verosimilitud exacta se trabaja con una funcién mas adecuada para

maximizar, la cual se conoce como cuasi-verosimilitud penalizada (PQL por sus siglas en
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inglés). Siguiendo a Breslow y Clayton (1993, §1) y Jiang (2007, §3.5.2), se tiene que para

este procedimiento computacional se trabaja con los siguientes supuestos:

» E(Yi|u) = u; = h(x!' B+ z''u). Matricialmente, definiendo Y = (V7,...,Y,,) y las
matrices X y Z de filas x! y z! respectivamente, lo anterior queda como E(Y|u) =

h(XB + Zu). Donde:
* h es la funcién inversa de la funcion link del modelo especificado
» Var(Y;|u) = a;(¢)v(u;) donde:
* ¢ es un parametro de dispersion adicional

* a; es una funcion conocida que depende de ¢ y en general se toma a;(¢) = =

donde los w; son pesos conocidos
* 9 es una funcidn de varianza conocida

En este contexto usando el método de aproximacién de Laplace se puede encontrar es-
timadores de maxima verosimilitud con la verosimilitud aproximada en vez de usar la

verdadera verosimilitud.

Es de destacar aqui que los supuestos para este procedimiento son mas débiles respecto a
los incluidos en la definicion de modelos GLMM. Especificamente, la distribucion condi-
cional de Y; dado u no tiene que ser un miembro de la familia exponencial, mientras que
en la definicion de los GLMM si, deben ser de una familia exponencial. Pero, a diferencia
de la especificacion general de los GLMM vy siguiendo a Breslow y Clayton (1993), s6lo

se consideran respuestas individuales Y; univariadas.

A.2.1. Derivacion de PQL
Siguiendo a Jiang (2007), la deduccion de su expresion se hace bajo supuestos agregados
a los mencionados:

= LosYj,..., Y, son condicionalmente independientes dado el vector u.
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A.2. Cuasi-verosimilitud penalizada (PQL)

» u € R" tiene distribucién normal multivariada con media 0 = (0, ...,0)” y matriz
de covarianza G, donde G depende de un vector desconocido ( de componentes de
varianzas. Formalmente, el valor de la matriz de covarianzas debe ser anotado como
G((), pero para no saturar la notacion dado que solo es importante en este parrafo,

simplemente se la anota como G. Con lo cual u ~ N'(0,G).

Una cuasi-verosimilitud basadaeny = (y1, ..., y,)” puede ser expresada de la siguiente

mancra:

| 1 ¢ 1
Lq o |G| ™2 /exp(—i Zdi - EuTG_luT)du
=1

donde d; = —2 ff yi—1
’ i ai(p)v(t)

devianza para los modelos lineales generalizados ya que en con los supuestos de trabajo

dt es conocida como la cuasi-devianza. Tiene su origen en la

que se adoptan aqui ambas cantidades estan relacionadas como se puede encontrar en
McCullagh y Nelder (1989, §2.3) o Jiang (2007, p. 128). Por méas detalles de la devianza
se puede consultar McCullagh y Nelder (1989, p. 33) o Stroup (2012, §5.3.1).

El problema de maximizar Lq se reduce a maximizar una nueva funcion lpq la cual, bajo
ciertas condiciones, es una aproximacion de Iy = log Lq. Esta funcion que realmente es
la que se va a maximizar, es

1 - TH—1
po:—1§ <Zzldz+ll G ll)

El procedimiento computacional habitual para maximizar esa funcion corresponde a la
solucion de un sistema de ecuaciones no lineales dadas por Jglpg = 0y Oulpg = 0. O en

su forma equivalente

n (Y — 1i)X;
1:21 ai(?)v(ﬂi)gl(ﬂi)
w Yi — Mi)Zi
& @) ()

=0

-G lu=0

Este ultimo sistema depende explicitamente de 3 y u ya que de la definicion del modelo

GLMM se tiene que ; = h(x} B + z! u).
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Para mas detalles sobre la deduccion completa de la funcion lpg y de como resolver el

sistema se puede consultar Breslow y Clayton (1993) o Jiang (2007, p. 130).

A.3. Distribucion 7 multivariada

Como se puede ver en Kotz y Nadarajah (2004, §1.1), un vector x de largo ¢ se dice que
tiene distribucion ¢ multivariada a valores en R? con v grados de libertad, vector de media
p, matriz de correlacion R (obtenida de la matriz de covarianzas ), si su funcion de

densidad conjunta est4 dada por:

F(VTJFP) 1 lx— TR (x — o
T (5) e [T

El parametro v, el grado de libertad, también se suele llamar parametro de forma. Modifi-

f(x) =

cando el valor de este parametro se puede modificar la forma puntiaguda de la silueta de

f.

Si p = 0 se dice que la distribucion esta centrada o es central. En caso contrario, se dice

que es no centrada.

Sig=1, u =0y R = 1entonces la densidad corresponde a la densidad de una #z-Student

univariada con v grados de libertad.

De forma andloga al caso univariado, si x es un vector de largo ¢ y tiene distribucion ¢
multivariada con v grados de libertad se puede representar a partir de un vector normal

multivariado y una variable con distribucién 2. Si:

= y es un vector de largo ¢ con distribucion normal multivariada de media 0 y matriz

de covarianzas X

vS?
o2
2

es una variable aleatoria con v grados de libertad

= e y son independientes

entonces se tiene que x = S~y + pu.
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A.4. Ley de los grandes nimeros

Para la siguiente seccion se recuerda la ley de los grandes niumeros, disponible por ejemplo

en Jacod y Protter (2003, p. 175).

Ley fuerte de los grandes niumeros de Kolmogorov: Dada la sucesion { X; };cy variables

aleatorias i.i.d. y u € R. Entonces:

e 1 - C.S
E(X,) = X,=-) X; =%
(X1) =p<& ”;1 p

Esta es la forma minimal para la ley de los grandes numeros. Ademas, dado que la conver-
gencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, esta ley fuerte de los grandes

numeros implica la andloga ley débil bajo las mismas hipoétesis.
De laley fuerte de los grandes numeros de Kolmogorov es inmediato el siguiente corolario:

Corolario Si ademés E(X}) < oo = s2 =157 (X; — X,,)? =5 0% = Var(X)) .

A.5. Integracion Monte Carlo

Como se ha mencionado, es muy comun la necesidad de evaluar una integral de la forma
I = ff h(x) dz para alguna funcion h en el caso unidimensional. Lo ideal es tener una
expresion explicita para la misma, pero es bien sabido que tal cosa no es posible en la
mayoria de los casos, bien sea porque la i carece de primitiva expresable por funciones
elementales conocidas o bien porque es practicamente imposible hallarla. Ante la necesi-
dad de tener un valor, al menos aproximado al valor real, es que se buscan métodos para
obtener tales aproximaciones. Integracion por el método de Monte Carlo es uno de los
tantos que hay para aproximar integrales destacandose por su simplicidad y generalidad
para aplicarlo. Este método forma parte del llamado método Monte Carlo desarrollado en
su version moderna a finales de la década de 1940. Se desarroll6 para resolver problemas

de difusion de neutrones, entre otros problemas fisico-matematicos que se presentaron en
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el desarrollo de bombas termonucleares. La idea original del método vino de la mano de
Stanislaw Ulam, quién tuvo intercambio de ideas con otros destacados matematicos como
John von Neumann o Nicholas Metropolis. Dos importantes desarrollos con los cuales se
contaban en la época hicieron posible el éxito y uso extensivo del método. Estos inventos
son los generadores de nimeros pseudo aleatorios y ENIAC, la primer computadora elec-
tronica de proposito general. El método original se puede consultar en Metropolis y Ulam

(1949) y mas detalles histéricos en Metropolis (1987).

Siguiendo a Wasserman (2003, §24.2), el método basico de integracion Monte Carlo en
el caso unidimensional consiste en estimar la integral I = f; h(x)dz que se reescribe
como [ = fabw(a:)f(a:) dz donde w(z) = (b — a)h(z)y f(z) = 5= 1ay(x), donde se
puede ver que f es una densidad de probabilidad para una U|a, b]. Con esta reformulacion
del problema la integral a estimar es [ = E¢(w(X)) donde X ~ Ula,b]. Entonces, si

se genera una muestra X, ..., X, i.i.d. Ula, b] y se considera como estimador / de [ a

[=w(X), = L3 w(X;), por laley de los grandes nimeros se tiene que

[ =w(X), =5 Ef(w(X)) =1

Ademas se cumple que

n n

w(Xa) = L3 Ew(X,) = Ew(X)

i=1

E(l) =E (%

1=
por lo tanto se tiene que / es un estimador insesgado para /. Por lo tanto, su error cuadratico

medio es

ECM(I) = Var(I) + (Sesgo(]))? = Var(I)

Como

n

~ 1 indep. 1
Var(l) =V — X; = -V X
ar(1) ar (n Zle( )) - ar(w(X7))
entonces se tiene que

~

1
ECM(I) = EVar(w(Xl))
Si E(w?(X1)) < +00 = Var(w(X;)) < 400, por lo tanto se puede tomar como medida
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del error cometido a
/ N 1/ A 1

Por lo tanto, como se puede ver en Ripley (1987, p. 120), bajo el supuesto de momento
segundo finito de w(X), la medida del error cometido 1/ECM(I) es O (\%) a medida

que crece el numero n de simulaciones.

Ademas, en este caso se puede calcular el error estandar del estimador como s’e. =

donde s> = 13" (w(X;) — 1)

S

Siguiendo a Robert y Casella (2004, §3.2) la generalizacion del método basico en el caso
unidimensional consiste en estimar cantidades de la forma I = E;(h(X)) = [, h(z) f(z) dx
donde f es una densidad de probabilidad, siendo este tipo de integrales de uso muy fre-
cuente en estadistica. Al igual que el desarrollo del método bésico de integracion, si se

genera una muestra Xq,..., X, i.i.d. de f, es natural proponer como estimador / de

I = Ef(h(X)) al promedio empirico I = h(X), = L3 h(X;), donde por la ley

n  n
débil de los grandes nimeros se tiene que

I=h(X), 5 Ei(h(X) =1

Ademas, cuando E;(h?) < +oo, la velocidad de convergencia de I se puede evaluar como

la varianza

Var(l) = - Var(h(X0) = = [ (h(a) = By(h(a))*f ) da

n

donde ademas puede ser estimada a partir de la muestra como

tn = () — 17

A.6. Muestreo de importancia

Considerando I = [, h(z)f(z)dz donde f es una densidad de probabilidad y siguiendo

a Wasserman (2003, §24.3). El método de integraciéon Monte Carlo de la seccion anterior
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se basa en un muestreo directo de la f sin importar cudl sea la misma. Este procedimiento,

en general resulta poco efectivo por dos razones principales.

Hay casos en que es posible que no se sepa como muestrear valores de la f por mas
conocida que la misma sea. Por ejemplo, en inferencia bayesiana, la densidad posterior
f(0|x) se obtiene como proporcional al producto de la verosimilitud L(f) y la densidad
prior f(6). Esto no garantiza que f(6|z) sea una distribucion de una familia conocida como
la normal, la gamma o cualquier otra y por lo tanto no se puedan aplicar los métodos de

simulacion conocidos.

Siguiendo a Ripley (1987, p. 122), otro problema viene por la forma de la propia f ya que
algunos resultados pueden ser mas importantes que otros para determinar /, por lo tanto
se necesita que seleccionar estos valores con mas frecuencia. Un ejemplo puede ser tomar
I como la probabilidad de un evento A, cuya ocurrencia sea muy poco probable segin
la densidad f. En este contexto se tiene que / = P(A) = [, 14(x)f(z)dz. La Gnica

alternativa para estimar I con precision es producir ese evento raro con mas frecuencia.

El muestreo de importancia es una alternativa basada en la integracion Monte Carlo gene-
ralizada, que logra superar estos problemas. El método consiste en tomar una funcién de
densidad ¢ de la cual es fundamental saber como simular valores. Entonces:

1= B (X)) = [ ha)f@)ye = [ 2EED
dondeY = %, X esunanueva variable aleatoria con densidad g y Iy, es la esperanza
respecto a la densidad g. Por comodidad, se suele seguir llamando X a la variable aleatoria
de cual se va a hacer el muestreo de importancia, para no sobrecargar de notacion. En este

caso, siempre tener presente que al aplicar muestreo de importancia, se cambia el evento

original X.

En este nuevo escenario, se puede simular X1, ..., X,,, una muestra i.i.d. de la densidad

g y estimar / como en el método Monte Carlo basico con
i1y L~ X (X0
PR PPeS

1=
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Esto es lo que se llama muestreo de importancia. En base a esa muestra simulada por la
ley de los grandes numeros se puede afirmar que como en el método de integraciéon Monte

Carlo se cumple que 1% 1. Sin embargo, hay dos detalles.

En primer lugar, es posible que I pueda tener un error estandar infinito. Esto es debido a

que I es la esperanza de w(X) = %. Por lo tanto el momento segundo de w(X) es
h(x)f(x))2 h?(x) ()
E,(w?(X :/(— g:ndx:/—dw
o (X)) X 9(x) () x  9(z)

Entonces, si g tiene colas con probabilidades demasiado pequeinas respecto a las de f, la
integral anterior puede ser infinita. Para evitar esto, una regla basica es elegir a la densidad

g con colas lo suficientemente probables como para evitar ese inconveniente.

En segundo lugar, puede ocurrir que la densidad g sea pequefia en algin conjunto B donde
f es grande. Nuevamente el cociente g puede ser grande, haciendo que la varianza sea

grande.

Estos dos inconvenientes muestran que una condicion para la densidad g es que sea de una

forma similar a la f pero con colas de g mas probables que las de f.

En base a esto se puede demostrar que existe g*, el cambio de densidad dptimo que mi-

i |h(z)|f(z)

nimiza Var(/) siendo ¢g*(x) - Aunque, si bien es interesante este teorema,

 Jx Ih(w)[f (u)
no pasa mas alla de la cuenta tedrica ya que si no se sabe muestrear de f va a ser poco

|hlf
Jx|Rlf"

probable que se sepa como simular valores de

En resumen y en la practica, los esfuerzos en construir la densidad g para simular valores

se van a centrar en una g cuya forma sea similar a la de f|h| pero con colas mas pesadas.

A modo de ejemplo y para ver la ventaja de utilizar un muestreo de importancia adecuado

ahora se considera una variable Z ~ N(0, 1). El objetivo es estimar [ = P(Z > 3) =

too 1 —2?
I = dz.

= Primero se escribe de una forma més adecuada la integral de interés /. La misma

quedal = [;1- \/szﬂe‘ZQ dz = [ L3400 (2) - \/%76_22 dz. Con la notacion usada

en los parrafos anteriores, aqui se tiene que 2(2) = 13 1o0)(2) y f(2) = \/%76*2 y
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su dominio es X = R.

= Por lo tanto, una forma de estimar dicha cantidad puede ser aplicando integracion
Monte Carlo generalizada ya que de la densidad f se conoce como simular valores.
De esta forma se estima / como | = L3 h(X;) donde X, ..., X, esiid.
de la N'(0, 1). Por ejemplo, usando n = 100 y simulando varias veces se obtiene
lo siguiente que ]E(f) 0,001y Var(f) = 1075. El codigo para R (R Core Team,
2021) con las respectivas salidas se puede ver mas abajo. También es facil notar que
muchas observaciones simuladas no son cercanas a la cola derecha, por lo tanto hay
muchas observaciones que no son aprovechadas adecuadamente. Este es un claro
ejemplo en que la [ esta asociada a un evento raro. Por lo tanto, integracion Monte
Carlo resulta poco efectivo ya que no se logra observar al evento raro lo necesario.
Una solucion puede ser, aumentar el n para asi poder tener mejor informacion sobre
el evento raro. Eso lleva mas tiempo de ejecucion, que en el presente ejemplo puede
no tener relevancia, pero otro tipo de modelo algo mas complejo puede llevar dias

de ejecucion.

= Con lo observado en el item anterior y tratando de no aumentar el tamafo de la
muestra simulada, se puede proponer un muestreo de una g, de una forma similar
ala f pero que contemple al evento [3, +00) como algo no tan raro. Por ejemplo,

se puede considerar como ¢ a la densidad de una X ~ AN(4,1). En este nuevo

contexto y usando muestreo de importancia con g, se simula X1, ..., Xjq 1.i.d. de
. 2 1 F(Xi)h(X;
una NV'(4,1) y se estima  con Iyy = = > 7", g()X i) Para comparar, de nuevo

se vuelve a usar n = 100 y se hace varias veces dicho experimento. En este caso
se obtiene ]E(fMI) =~ (,001462102 y Var(f) >~ 4126957 x 107%. Como bien se
puede apreciar la desviacion estdndar se ha reducido en un factor de 242. El cédigo

en R (R Core Team, 2021) con las respectivas salidas se muestra a continuacion.

options(width = 65)

rm(list = 1s())
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u <- runif(1074)

(I <- mean(u~3))

## [1] 0.2489514

sd(u~3)/sqrt(length(u))

## [1] 0.002840099

sqrt (sum((u~3 - I)~2)/(length(u) - 1))/sqrt(length(u))
## [1] 0.002840099

## runif (1)
set.seed(583808)
n <- 2

m <- 10

## Integracion Monte Carlo generalizada

hat.I.mcg <- rep(NA, m)
k<=1
{
t <- proc.time() [3]
while (k <=m) {
hat.I.mcgl[k] <- mean(rnorm(107°n) > 3)
k<-k +1
b
proc.time() [3] - t
}

## elapsed
## 0

head(hat.I.mcg)

## [1] 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
tail(hat.I.mcg)

## [11 000000

hat.I.mcg
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## [1] 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
mean (hat.I.mcg)

## [1] 0.001

var (hat.I.mcg)

## [1] 1le-05

## Muestreo de importancia con g ~ N(4, 1)

hat.I.mi <- rep(NA, m)
k <=1
{
t <- proc.time() [3]
while (k <=m) {
aux <- rnorm(10°n, mean = 4, sd = 1)
hat.I.mi[k] <- mean((aux > 3) * dnorm(aux)/dnorm(aux, mean = 4,
sd = 1))
k<-k+1
}
proc.time() [3] - t

## elapsed
## 0.02

head(hat.I.mi)

## [1] 0.001768874 0.001551710 0.001438460 0.001268603 0.001147765
## [6] 0.001418896

tail(hat.I.mi)

## [1] 0.001147765 0.001418896 0.001438633 0.001341236 0.001445376
## [6] 0.001801473

hat.I.mi

## [1] 0.001768874 0.001551710 0.001438460 0.001268603 0.001147765
## [6] 0.001418896 0.001438633 0.001341236 0.001445376 0.001801473
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mean(hat.I.mi)

## [1] 0.001462102
var(hat.I.mi)

## [1] 4.126957e-08
var(hat.I.mcg)/var(hat.I.mi)
## [1] 242.3093

## MI con U[2.8, 4]

hat.I.mi.u <- rep(NA, m)
k <-1
{
t <- proc.time() [3]
while (k <= m) {
aux <- runif(10”n, 2.8, 4)
hat.I.mi.ulk] <- mean((aux > 3) * dnorm(aux)/dunif(aux, 2.8,
4))
k<-k+1
}
proc.time() [3] - t
}

## elapsed
## 0.02

head(hat.I.mi.u)

## [1] 0.001488576 0.001403190 0.001387890 0.001340843 0.001390903
## [6] 0.001141166

tail(hat.I.mi.u)

## [1] 0.001390903 0.001141166 0.001338299 0.001133618 0.001378680
## [6] 0.001083544

hat.I.mi.u

## [1] 0.001488576 0.001403190 0.001387890 0.001340843 0.001390903
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## [6] 0.001141166 0.001338299 0.001133618 0.001378680 0.001083544
mean(hat.I.mi.u)

## [1] 0.001308671

var(hat.I.mi.u)

## [1] 1.894831e-08

var (hat.I.mcg)/var(hat.I.mi.u)

## [1] 527.7515

var(hat.I.mi)/var(hat.I.mi.u)

## [1] 2.178008

A.7. Teorema de Slutsky

Para el resultado final del teorema del limite central para el gradiente de MCLA se recuerda
el teorema de Slutsky. El mismo, en una version general se puede encontrar en Gut (2005,

p. 249).

Teorema de Slutsky: Se consideran dos sucesiones de variables aleatorias { X; };ew {Y; fien,

una variable aleatoria X y una constante a € R.
. d
SiX, >XeY, LN a, entonces:

X, +Y, S X 1a

X,-V, 4 X q

s X, Y, S X g

X, a4 X
si ademas a # 0: — 4=
Y, a

Este teorema también se puede encontrar como teorema de Cramer, aunque es mas comun

encontrarlo atribuido a Slutsky.
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A.8. Test de Wald e intervalos de confianza

Como se puede ver en Agresti (2002) y gracias al trabajo de Wald (1943), se puede intro-
ducir un test de hipétesis nula Hy)5 = fy y se puede discutir su relacion con intervalos
de confianza. Esto se puede hacer gracias a la normalidad en muestras grandes de los
estimadores maximo verosimilies.

B - By

Con un error estandar no nulo s 2 el estadistico Z = tiene una distribucion asin-

totica normal estandar cuando n — oo y asumiendo como cierta la hipotesis nula 5 = fy.

Entonces, segun sea la hipotesis alternativa que acompaifie a Hy)5 = [, se usa el valor z

del estadistico para obtener los p-valor de los test, tanto unilateral (H4)S < o0 Ha)5 >

Bo) como bilateral (H )58 # Bo).

Este tipo de estadistico, usando el error estandar no nulo, es llamado un estadistico de

Wald (Wald, 1943).

En la practica también aporta informacion relevante el intervalo de confianza. Un in-

tervalo de confianza al 100(1 — «) % se puede obtener invirtiendo el test de hipotesis
Ho)B = Bo
Ha)B # Bo

al nivel a.

18— Bol

B

El intervalo de confianza de Wald es el conjunto de los f3, tales que

< zg. Esto

da como resultado el intervalo /3 + za s, con confianza 100(1 — a) %.
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Apéndice B

Codigo y resultados

Para los calculos se utiliza la funcién glmm de la libreria homénima glmm (Knudson,
2020) en una computadora portatil estaindar del mercado con un procesador Intel® Core™
15-5200U y 8 GB de memoria RAM. La principal referencia usada para este apéndice es
Knudson (2016, §5.1, §5.2).

El conjunto de datos de las salamandras se distribuye en la libreria glmm de Knudson

(2020). A continuacién una pequefia descripcion de los datos:

options(width = 65)

if (!require(glmm)) {
install.packages("glmm")
library(glmm)

## Loading required package: glmm
## Loading required package: trust
## Loading required package: mvitnorm
## Loading required package: Matriz

## Loading required package: parallel
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## Loading required package: doParallel
## Loading required package: foreach

## Loading required package: iterators

data(salamander)

head (salamander)

## Mate Cross Female Male

## 1 1 R/R 10
##t 2 R/R 11
## 3 1 R/R 12
## 4 1 R/R 13
## 5 1 R/R 14
##t 6 1 R/W 15
tail (salamander)

## Mate Cross Female
## 355 1 w/w 64
## 356 0 WR 65
## 357 0 WR 66
## 358 0 W/R 67
## 359 0 W/R 68
## 360 0 WR 69
str(salamander)

## 'data.frame': 360 obs.
## $ Mate :num 1111110000 ...

## ¢ Cross : Factor w/ 4 levels "R/R","R/W","W/R",..:
## $ Female: Factor w/ 60 levels "10","11","12" . .:
## $ Male : Factor w/ 60 levels "10","11","12",..:

table(salamander$Mate)

#Hi#t
## 0 1
## 171 189

table(salamander$Cross)

10
14
11
13
12
28

Ma

of 4 variables:

le
66
50
54
52
53
51

1111122222 ...
12345678910 ...

1524319 18 16 20 17 ...
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#Hit
## R/R R/W W/R W/W
# 90 90 90 90

table(table(salamander$Female))

#it
##* 6
## 60

table(table(salamander$Male))

#it
## 6
## 60

Los datos muestran los resultados expuestos en 4.

La variable Mate muestra un total de 360 ensayos de los cuales 189 fueron apareamien-
tos exitosos, mientras que los restantes 171 no lo fueron. Este es el vector que se va a

considerar como respuesta y debe ser numérico.

La variable Cross muestra los cruces totales hechos. Como se puede ver en 4.1, los 360
ensayos se componen de 90 ensayos por cada cruce. Se puede comprobar en dicha tabla
ya que se uso6 en los tres experimentos. Cada cruce se compone de 5 X 2 ensayos por dia.
Luego, de los 6 dias del experimento, cada uno de esos cruces se repite 3 veces. Y por
ultimo, esto sucede en cada uno de los experimentos. Por lo tanto, el total de ensayos por
cruce es 5 X 2 x 3 x 3 = 90. Esta variable debe ser factor o numérica para ser usada en

glmm.

Tanto la variable Female como la variable Male corresponde a los identificadores de las
salamandras que interviene en cada ensayo. Un ensayo corresponde a una fila, donde en la
variable Mate esta el resultado del cruce de la hembra identificada con el valor que aparece
en Female, el macho con el identificador que aparece en Male y corresponde a un cruce
del tipo que se indica en Cross. Las variables Female y Male se utilizan para definir los

efectos aleatorios y deben ser factor. Cada variable contiene 60 identificadores diferentes,
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correspondiente a las 60 salamandras diferentes usadas (20 por cada experimento y con el
supuesto de que las salamandras del segundo experimento son diferentes a las del primero).
Recordando que cada salamandra se usé para hacer 6 ensayos, 60 x 6 = 360, el total de

ensayos.

Ahora se presenta el codigo para algunas estimaciones, mostrando en una linea de comen-

tario el tiempo de ejecucion de cada una de ellas.

options(width = 65)
set.seed(7784)

{

t0 <- proc.time() [3]

ml <- glmm(Mate ~ O + Cross, random = 1list(~0 + Female, ~0 +
Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 1074)

tf <- proc.time() [3]

}

# tf-t0 = 748 = total de segundos que demoré esta ejecucion

{
t0 <- proc.time() [3]
m2 <- glmm(Mate ~ O + Cross, random = 1ist(~0 + Female, ~0 +
Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 1075)
tf <- proc.time() [3]
}

# tf-t0 = 5965

t0 <- proc.time() [3]
m3 <- glmm(Mate ~ O + Cross, random = 1list(~0 + Female, ~0 +
Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 1074, par.init = c(0.8053,
0.574, -2.33, 1.0965, 1.3086, 1.762))
tf <- proc.time() [3]
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set.seed(7784)

{
t0 <- proc.time() [3]
m4 <- glmm(Mate ~ O + Cross, random = list(~0 + Female, ~0 +
Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 3 * 1074, par.init = c(0.8053,
0.574, -2.33, 1.0965, 1.3086, 1.762))
tf <- proc.time() [3]
}

set.seed(7784)

{
t0 <- proc.time() [3]
m56 <- glmm(Mate ~ O + Cross, random = 1list(~0 + Female, ~0 +
Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,
family.glmm = bernoulli.glmm, m = 3 * 1074)
tf <- proc.time() [3]
}

Los resultados m1, m2 y mS se obtiene utilizan como valores iniciales las aproximaciones
PQL de los parametros. La misma se hace por defecto cuando no se especifica un vector
de valores iniciales para los parametros. Cada resultado se diferencia en el parametro m
que corresponde a la cantidad de iteraciones para Monte Carlo. Los resultados m3 y m4
utilizan como valores iniciales los valores estimados en el modelo m1. Estos valores se
incorporan al proceso de estimacion mediante el pardmetro par.init, siguiendo el or-

den de parametros segun los muestra la funciéon summary.glmm. El uso del parametro
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par.init hace que no se ejecute la aproximacion PQL para valores iniciales. Por ejem-
plo para el modelo m3, esto se puede comprobar haciendo m3$u.pql. Este vector es el
vector nulo, indicando que no se ejecutd la aproximacion PQL para dicho elemento. A
su vez, m3$beta.pql y m3$nu.pql contienen los valores que se incorporan mediante el

parametro m3$par.init.

Una vez calculados varios modelos en diferentes escenarios se muestran los valores esti-
mados de 3 y la componente de varianza v. Ademas, se calculan las fuentes de error, el

error de muestreo y el error Monte Carlo expuesto en 3.2.3.

options(width = 65)

# Coeficientes y componentes de wvarianza estimadas

cc <- rbind(round(c(mi$beta, mi$nu), 3), round(c(m2$beta, m2%$nu),
3), round(c(m3$beta, m3$nu), 3), round(c(mé4$beta, m4$nu), 3),
round (c (m5%beta, m5$nu), 3))

row.names(cc) <- c("m1", "m2", "m3", "m4", "m5")
@e
## CrossR/R CrossR/W CrossW/R CrossW/W F M

## ml 0.805 0.574 -2.330 1.097 1.309 1.762
## m2 1.016 0.320 -2.025 0.931 1.406 1.205
## m3 1.100 0.514 -1.551 1.094 0.702 0.824
## mé 0.877 0.214 -1.582 0.768 0.527 0.659
## mb 0.879 0.332 -2.153 1.065 1.486 1.423

# Error de muestreo
errm <- rbind(round(se(ml), 3), round(se(m2), 3), round(se(m3), 3),

round(se(m4), 3), round(se(m5), 3))

row.names (errm) <- c("mi1", "m2", "m3", "m4", "m5")
errm
## CrossR/R CrossR/W CrossW/R CrossW/W F M

## ml 0.267 0.259 0.314 0.274 0.240 0.323
## m2 0.385 0.387 0.572 0.410 0.587 0.376
## m3 0.255 0.237 0.294 0.261 0.133 0.151
## mé 0.247 0.245 0.292 0.269 0.100 0.129
## mb 0.313 0.284 0.375 0.316 0.323 0.323
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t0 <- proc.time() [3]

errmc <- rbind(round(mcse(ml), 4), round(mcse(m2), 4), round(mcse(m3),
4), round(mcse(m4), 4), round(mcse(m5), 4))

proc.time() [3] - tO

+

## elapsed

## 722.89

row.names (errmc) <- c("m1", "m2", "m3", "m4", "m5")
errmc

i CrossR/R CrossR/W CrossW/R CrossW/W F M

#* ml1 0.0009 0.0014 0.0013 0.0004 0.0010 0.0018
## m2 0.0261 0.0383 0.1990 0.0905 0.2501 0.0275
## m3 0.0033 0.0058 0.0019 0.0088 0.0063 0.0010
## m4 0.0123 0.0206 0.0175 0.0488 0.0071 0.0108
#* mb 0.0667 0.0124 0.0564 0.0920 0.0834 0.0624

Las estimaciones para los cinco modelos no presentan mayor diferencia para que alguno

de los modelos se destaque sobre los otros.

El error de muestreo presenta valores similares para todos los modelos. Como se expone
en 3.2.3, es independiente del muestreo Monte Carlo, por lo tanto no es posible reducir-
lo aumentando el tamafio m del muestreo ni haciendo otra simulacion. So6lo es posible
cambiar este error si se hiciera otro experimento con 120 salamandras, analogo al que se

describe en 4.

Por tltimo, la diferencia mas notable se encuentra en el error Monte Carlo. Este se produce
por la simulacion Monte Carlo, por el tamafio de la misma y los valores simulados. El mas
destacable es m1 el cual tiene los errores mas pequefios en comparacion con los demas.

Por lo tanto, se elige el resultado m1 para seguir trabajando.

El modelo elegido se analiza con la funcion summary . glmm. A continuacion el resultado:
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options(width = 65)

summary.glmm(m1l)

##
#Hi#t
Ht
##
##
#Hi#
Ht
##
##
#Hi#t
Ht
##
##
#Hi#t
H
##
##
#Hi#t
Ht
#
##
#Hi#
Ht
##
##
Hi#t

Call:
glmm(fixed = Mate ~ 0 +

Cross, random = list(~0 + Female, ~0 +

Male), varcomps.names = c("F", "M"), data = salamander,

family.glmm = bernoulli.glmm,

m = 1074)

Link is: "logit (log odds)"

Fixed Effects:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

CrossR/R  0.8053 0.
CrossR/W  0.5740 0.
CrossW/R -2.3300 0.
CrossW/W  1.0965 0.

Signif. codes: 0 '¥xx'

Variance Components for

Estimate Std. Error z
F 1.3086 0.2404
M 1.7620 0.3230
Signif. codes: 0 '¥*x!'

2666 3.021 0.00252 *x
2590 2.219 0.02646
3140 -7.417 1.20e-13 *xx
2745  3.995 6.47e-05 *xx

*

0.001 '"«x' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1

Random Effects (P-values are one-tailed):
value Pr(>|z|)/2

5.444 2.60e-08 *xx

5.456 2.44e-08 *xx

0.001 '"«x' 0.01 'x' 0.06 '.' 0.1 ' ' 1

Los efectos fijos se muestran con su correspondiente estimacion y su estimacion del error

de muestreo. Luego se presenta informacion de los test de hipotesis correspondientes a

(para mas detalles

Hy)B; #0

value como el p-valor en Pr (>]z|). Como se puede ver, todas estimaciones de los para-

ver A.8). Se presenta tanto el valor del estadistico en z
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metros del efecto fijo son significativamente diferentes de 0 para un nivel de significacion

a = 0,05.

Los efectos aleatorios se muestran en forma analoga. Se muestra la estimacion de las com-
ponentes de varianzas y su estimacion del error de muestreo. Luego se presenta el resultado

HO)I/i =0
de los test de hipotesis (para mas detalles ver A.8). Se presenta tanto el

HA)VZ‘ >0

valor del estadistico en z value y el p-valor de la prueba unilateral en Pr(>1z|)/2. Y
como se puede observar, ambas estimaciones son significativamente diferente de 0 para

un nivel de significacion o = 0,05.

Dadas las estimaciones de los parametros, es posible calcular para cada una de ellas un
intervalo de confianza con la funcion confint (para méas detalles ver A.8). Para dichos
intervalos se elige una confianza de 99 %.

options(width = 65)
round(confint (m1, level = 0.99), 3)

## 0.005 0.995
## CrossR/R 0.119 1.492
## CrossR/W -0.092 1.240
## CrossW/R -3.140 -1.521
## CrossW/W 0.390 1.804
## F 0.690 1.928
## M 0.930 2.594

Luego, para los parametros estimados se puede analizar cuales son significativamente di-

ferentes.

Ho)Brr = Bww

H)Brr # Bww

Por ejemplo, dado un nivel «, si se busca hacer el test de hipdtesis

. Hy)Brr — Bww = 0 .
se puede reescribir como y utilizar el test de Wald (A.8).

Ha)Prr — Bww # 0
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3er — Bww — 0

El estadistico para la prueba es £ = Fr ABWW = donde E ~ N(0,1) de forma
Var(frr — fww)

asintotica si Srr = Pww. Para calcular la varianza del denominador se puede utilizar la

igualdad Var(fBgr — fww) = Var(fre) + Var(Bww) — 2Cov(SBrr, Sww)-

El p-valor para el test de hipotesis se calcula como P(|E| > |eops|) = 2P(—|eops])-

Los valores de varianzas para estimadores de parametros y covarianzas entre ellos se pue-
den obtener de la matriz de covarianzas. Esta matriz se puede obtener del modelo con la
funcién vcov. A continuacion se muestra la matriz de covarianzas y los p-valor de todos

los test de Wald posibles para el vector B

options(width = 65)
mcov <- vcov(ml)

round (mcov, 5)

## CrossR/R CrossR/W CrossW/R CrossW/W F M
## CrossR/R 0.07106 -0.00004 0.00026 -0.00002 -0.00002 -0.00021
## CrossR/W -0.00004 0.06689 -0.00023 0.00018 -0.00005 0.00031
## CrossW/R 0.00026 -0.00023 0.09871 -0.00004 -0.00028 -0.00042
## CrossW/W -0.00002 0.00018 -0.00004 0.07534 0.00011 0.00015
##t F -0.00002 -0.00005 -0.00028 0.00011 0.05777 0.00017
## M -0.00021 0.00031 -0.00042 0.00015 0.00017 0.10434

param <- c("R/R", "R/W", "W/R", "W/W")

salida <- as.character()

for (i in 1:3) {

for (j in (i + 1):4) {
varianza <- mcov[i, i] + mcov[j, j] - 2 * mcov[i, j]
e_obs <- (mi1$betali] - mi$betalj])/sqrt(varianza)
salida <- rbind(salida, paste(paste(paste("p-valor de test entre",
paste(param[i], param[j], sep = "-")), "es"), round(2 *

pnorm(-abs(e_obs)), 4)))

salida
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Hit [,1]

## [1,] "p-valor de test entre R/R-R/W es 0.5335"
## [2,] "p-valor de test entre R/R-W/R es 0"

## [3,] "p-valor de test entre R/R-W/W es 0.4467"
## [4,] "p-valor de test entre R/W-W/R es 0"

## [5,] "p-valor de test entre R/W-W/W es 0.1654"
## [6,] "p-valor de test entre W/R-W/W es 0"

Por lo tanto, para un nivel de significaciéon o = 0,05 se puede decir que
= Orr Y Orw NO son significativamente diferentes
= [rr Y Sww no son significativamente diferentes
= [Grw Y Sww no son significativamente diferentes
Aunque, como se puede observar, la diferencia mayor la tienen Srw v Sww.

También se puede hacer el test de Wald con las componentes de varianza. En este caso el
resultado es el siguiente:

options(width = 65)

varianza <- mcov[5, 5] + mcov[6, 6] - 2 * mcov[5, 6]

e_obs <- (m1$null] - mi1$nu(2])/sqrt(varianza)

print(paste(paste(paste("p-valor de test entre nu F y nu M es"),

round(2 * pnorm(-abs(e_obs)), 4))))

## [1] "p-valor de test entre nu F y nu M es 0.2593"

Por lo tanto, fijando también un nivel de significacion o = 0,05 se puede concluir que vp

y vjs no son significativamente diferentes.
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