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Resumen
La fuerza nuclear fuerte es una de las fuerzas fundamentales de la naturaleza.

Esta interacción es la responsable de mantener a los neutrones y protones formando
los núcleos atómicos. Sin embargo, los componentes fundamentales que sienten la
interacción fuerte son los quarks y gluones los cuales constituyen a los neutrones
y protones. La teoŕıa que describe las interacciones entre quarks y gluones es la
Cromodinámica Cuántica (QCD). La QCD presenta interacciones pequeñas cuando
los impulsos caracteŕısticos del fenómeno estudiado son grandes respecto a la masa
del protón por la velocidad de la luz. En ese régimen, llamado régimen ultravioleta
(UV), se han desarrollado cálculos perturbativos eficientemente. Sin embargo, no
pueden usarse las mismas técnicas para estudiar el régimen a impulsos pequeños,
llamado régimen infrarrojo, ya que la teoŕıa de perturbaciones usual predice que la
intensidad de las interacciones crece sin ĺımite (“polo de Landau infrarrojo”). En la
tesis voy a introducir el modelo que proponemos para estudiar dicho régimen. El mis-
mo consiste en modificar el lagrangiano fijado gauge de QCD agregando un término
de masa para los gluones y diferenciar las constantes de acoplamiento entre gluones
de la del acoplamiento entre éstos y los fantasmas. Hasta ahora, todos los cálculos
publicados se han hecho asumiendo todas las constantes de acoplamiento iguales.
Dicha identificación es apropiada para el régimen UV pero puede ser mejorada en el
IR. El eje central de la tesis será mostrar el rol que adquieren estos acoplamientos en
el régimen infrarrojo y la consecuencia de los mismos en las funciones de correlación.

Palabras clave: Cromodinámica cuántica, infrarrojo, teoŕıa de perturbación.



Abstract
The strong nuclear force is one of the fundamental forces of nature. This in-

teraction is responsible for maintaining neutrons and protons within the atomic
nucleus. However, the fundamental components that feel the strong interaction are
the quarks and gluons which form protons and neutrons. The theory that describes
this interaction is Quantum Chromodynamics (QCD). The QCD interactions are
small when the typical momenta in the phenomenon being studied are larger than
the product of the mass of the proton times the speed of light. In this regime, called
the ultraviolet regime (UV), efficient perturbative calculations have been developed.
Nevertheless, the same techniques cannot be used to study the small momenta re-
gime, referred to as the infrared regime (IR), since the usual perturbation theory
predicts a divergent interaction (“Infrared Landau pole”). In this thesis I am going
to present the model that we use to study this regime avoiding the existence of a
Landau pole. The model consists of modifying the gauge fixed Lagrangian of QCD
by adding a gluon mass term. In particular, we differentiate the coupling constants
between ghost and gluons and the gluon self coupling. Previous work within this
massive model were done considering the same coupling constants for all interac-
tions. This approximation is appropriate for the UV regime but can be improved
in the IR case. The main goal of this thesis is to show the role that these coupling
constants play in the infrared regime and the consequences that they have in corre-
lation functions.

Keywords: Quantum Chromodynamics, infrared, perturbation theory.
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lindas amistades que ah́ı se generaron y/o se fortalecieron. Por los ánimos que me
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Glosario
Orden árbol (del inglés, tree-level): corresponde al orden cero del desarrollo
perturbativo de una función de correlación con respecto al parámetro pertur-
bativo.

Primer orden u orden a 1 loop: corresponde al primer orden del desarrollo
perturbativo de una función de correlación con respecto al parámetro pertur-
bativo.

Fantasma: Campo virtual que surge de la fijación gauge. El mismo tiene su
correspondiente anti-campo llamado anti-fantasma. Éstos son variables grass-
manianas.

Propagador: Función de Green (o de correlación) a dos puntos de determinado
campo.

Constante de acoplamiento desnuda: constante de acoplamiento sin renorma-
lizar. Esta constante es la que aparece en el lagrangiano.

Función de forma del fantasma (J): se define como el producto del propagador
del fantasma por el cuadrado del momento.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción

La teoŕıa aceptada actualmente para describir prácticamente todos los fenómenos
observados de la naturaleza es el Modelo Estándar. La unión de esta teoŕıa con la
gravedad permite una descripción de casi todos los efectos observados. Esto incluye
experimentos que han sondeado distancias tan pequeñas como 10−18m. El Modelo
Estándar propone dos grupos de part́ıculas: fermiones y bosones. Los fermiones en
el modelo estándar son 12 part́ıculas elementales (sin estructura interna) de esṕın
semientero junto con sus antipart́ıculas. Por otro lado, los bosones tienen esṕın
entero. Dentro de esta categoŕıa se encuentran todos los mediadores de las fuerzas.
Las part́ıculas fundamentales conocidas en la actualidad, con excepción del bosón
escalar de Higgs, pueden ser apreciadas en el siguiente cuadro:

Figura 1.1: Cuadro de las part́ıculas del modelo Estándar.
(figura extráıda de Wikipedia)
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Los constituyentes de la materia ordinaria son principalmente: electrones, quarks
up y quarks down. Esto se debe a que los átomos están compuestos por un núcleo
formado por un número de protones y neutrones y una nube de electrones envol-
viéndolo. Los protones están formados por dos quarks up y uno down; mientras que
al neutrón lo componen dos quarks down y uno up. Si bien existen más part́ıculas,
estas son las más abundantes en la Tierra. Las mismas forman parte del grupo de
fermiones. Los fermiones interactúan a través de las cuatro fuerzas fundamentales:

la gravedad, fenómeno natural en el cual dos objetos con masa se ven atráıdos
con una fuerza proporcional al inverso del cuadrado de la distancia y el pro-
ducto de sus masas;

el electromagnetismo, descrito también por una fuerza que decae con el inverso
del cuadrado de la distancia y que es proporcional al producto de las cargas
interactuantes;

la interacción fuerte, la cual la sienten, entre los fermiones, solamente los quarks
y tiene como consecuencia directa la agrupación de éstos en hadrones, y como
indirecta la de mantener a los protones y neutrones unidos en el átomo;

y la débil que se encuentra vinculada a algunos decaimientos radiactivos.

Para tener una idea de cuán intensas son estas fuerzas introducimos aqúı un
ejemplo de [37]. Tomamos a la fuerza fuerte como referencia y la comparamos en
órdenes de magnitud con las demás a una escala de distancia de 10−17m entre dos
quarks up, u. La fuerza débil es 10−6 menos intensa, la electromagnética tan solo
10−2 menos y la gravitacional, asombrosamente, 10−43 menos que la fuerza fuerte.
Puede sonar extraño que la fuerza gravitacional sea tanto más pequeña que la elec-
tromagnética ya que es la fuerza que predomina en el estudio del universo. Pero
esta última sólo puede acumularse; mientras que la fuerza electromagnética, debido
a la existencia de cargas positivas y negativas genera que los objetos en el universo
terminen por poseer una carga global neutra. En cuanto a las restantes fuerzas, éstas
son de muy corto alcance; la fuerza fuerte tiene un rango de 10−15m y la débil uno
de 10−17m.

La fuerza se comunica por medio de los bosones o portadores de fuerza. Para las
distintas fuerzas existen distintos bosones. En el caso del electromagnetismo tenemos
al fotón (γ), para la fuerza débil contamos con los bosones (W± y el Z) y para la
fuerza fuerte nos valemos de 8 gluones (g). Se especula que existe para la fuerza gra-
vitacional un bosón de nombre gravitón. Los fermiones pueden ser separados en dos
categoŕıas: quarks y leptones. Los quarks sienten todas las cuatro fuerzas, mientras
que los leptones solo interaccionan mediante interacciones electrodébiles o gravi-
tacionales. Las constantes de acoplamiento, elementos estudiados en este trabajo,
cuantifican la intensidad de estas interacciones.
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1.2. La interacción fuerte y la carga de color

Los hadrones son las part́ıculas que sienten la fuerza fuerte. Los protones y neu-
trones son ejemplos. Éstos se dividen en dos tipos: mesones y bariones. Ambos están
formados por distintas combinaciones de quarks. Los bariones, por ejemplo, están
compuestos por tres quarks o tres anti-quarks; mientras que los mesones están cons-
tituidos por un quark y un anti-quark. Estas dos son las formas más comunes de
encontrar agrupados a los quarks. No se descarta la posibilidad de que existan con-
figuraciones neutras de color con un número de cuatro o incluso cinco quarks.

Los quarks, además de tener carga eléctrica, poseen una carga asociada a la
fuerza fuerte: la carga de color. Existen tres cargas de color: rojo, azul, verde y sus
correspondientes anticolores. El nombre no tiene nada que ver con los colores que
percibimos en nuestra vida corriente, que son básicamente distintas longitudes de
onda del mediador de la fuerza electromagnética (el fotón). La razón reside en las
propiedades de la fuerza fuerte y su analoǵıa con la śıntesis aditiva de la luz. En la
naturaleza los quarks se pueden agrupar formando combinaciones tales que la carga
total de color sea neutra. Esquemáticamente, en el caso de los mesones, tendŕıamos
un quark de color rojo, por ejemplo, y un anti-quark de color anti-rojo que sumados
dan un color neutro. Para el caso de los bariones, esquemáticamente, tendŕıamos
tres quarks de colores respectivamente rojo, azul y verde que sumados daŕıan un
color blanco, es decir, neutro.

Existe una propiedad muy importante que diferencia a los quarks de otros fer-
miones y es que no podemos observar quarks libres en la naturaleza. A este compor-
tamiento se le denomina confinamiento. Esta propiedad no se ha podido demostrar
anaĺıticamente desde principios fundamentales. Sin embargo, podemos interpretar
este fenómeno en el ejemplo presentado en la figura 1.2. Imaginemos que tenemos
un mesón e intentamos separar sus constituyentes de forma tal de obtener un quark
y un antiquark aislados. A medida que vamos separándolos la enerǵıa que debemos
aportar crecerá y seguirá creciendo hasta que sea más redituable energéticamente
la creación de una part́ıcula junto con su correspondiente antipart́ıcula formando
aśı dos mesones y por ende ningún quark libre.
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Figura 1.2: Representación visual del experimento mental al separar
los constituyentes de un mesón.

(figura extráıda de [10]).

En el ĺımite opuesto contamos con una propiedad igual de fascinante. A distancias
muy pequeñas respecto a el radio de un protón (≈ 8,4184 × 10−16m) los quarks se
comportan como si estuvieran libres. La intensidad de interacción fuerte decrece.
Podemos ver este efecto cuantitativamente mediante las constantes de acoplamiento:
éstas tienden a cero a medida que vamos a distancias más y más pequeñas. A este
efecto se le llama libertad asintótica y le valió el premio Nobel de f́ısica en 2004 a
Politzer, Wilczek y Gross, [21] y [30].

Estas caracteŕısticas de la fuerza fuerte radican en que el gluón porta carga
de color y esto hace que pueda interaccionar con otros gluones. En el caso del
electromagnetismo esto no ocurre: el fotón no es portador de carga eléctrica y por
ende esencialmente no puede interactuar con otros fotones. La cantidad de colores
son tres y emergieron históricamente para circunvalar un problema con el principio
de Pauli. La part́ıcula descubierta en 1952 llamada ∆++ está compuesta por tres
quarks up: |u↑, u↑, u↑

〉
, que hasta el momento eran vistos como tres estados cuánticos

idénticos. Pero el principio de Pauli dicta que no es posible tener más de un fermión
en el mismo estado cuántico generando aśı un problema. Greenberg en 1964 propuso
otra propiedad cuántica capaz de diferenciar a estos tres estados, el color. Al atribuir
un color distinto para cada quark obtenemos tres estados cuánticos distintos: |ub↑
, ug↑, ur↑

〉
, en donde el supra ı́ndice indica el color del quark. Los colores elegidos

son, del inglés, b, g y r por los colores azul, verde y rojo respectivamente.
La cromodinámica cuántica fue la manera satisfactoria que se encontró para

describir microscópicamente la interacción fuerte. Ésta es una teoŕıa cuántica de
campos no abeliana e invariante de gauge bajo el grupo de simetŕıa SU(3), y es
capaz de predecir la dinámica esperada de los gluones y quarks.
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1.3. Cromodinámica cuántica

La teoŕıa que describe la dinámica de los gluones y los quarks y que contiene todas
las propiedades explicadas anteriormente es la Cromodinámica Cuántica, del inglés
Quantum Chromodynamics. Ésta es una teoŕıa descrita por el grupo no-abeliano
SU(3); S viene de especial por ser el determinante de las matrices igual a la unidad;
U proviene de unitaria, es decir, toda transformación de este grupo preservará el
producto escalar y, finalmente, 3 representa la dimensión de color (azul, verde y
rojo). Lo anterior se traduce en que el lagrangiano será invariante frente a elementos
locales de dicho grupo o, lo que es lo mismo, bajo una simetŕıa gauge. Un elemento
local perteneciente a este grupo puede ser escrito como U(x) = e−igθ

a(x)ta ; con θa(x)
una función arbitraria y ta los generadores correspondientes al álgebra de Lie que
satisfacen la regla de conmutación [ta, tb] = ifabctc siendo fabc las constantes de
estructura. A su vez, elegimos que los generadores sean hermı́ticos y normalizados

de forma tal que Tr[tatb] =
δab

2
. El lagrangiano renormalizable más general en el

espacio Minkowskiano invariante frente a transformaciones gauge del tipoψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x),

Aµ → A′µ = UAµU
† − i

g
(∂µU)U †,

es

LM,inv = −1

4
(F a

µν)
2 +

Nf∑
i=1

ψ̄i(iγ
µDµ −Mi)ψi, (1.1)

con

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gBfabcAbµA

c
ν , (1.2)

Dµψ = ∂µψ − igBAaµtaψ. (1.3)

En donde ψ representa el campo fermiónico,Aµ la componente µ-ésima del campo
bosónico,N f el número de sabores y la constante de acoplamiento g es una medida de
la fuerza de interacción entre los quarks y los gluones aśı como de la autointeracción
entre estos últimos. Por más información acerca de la deducción de este lagrangiano
se puede consultar los caṕıtulos 15 y 16 de [29].
Vale la pena mencionar que a este lagrangiano se le podŕıa agregar un término de la
forma ΘabεµνρσF

µν
a F ρσ

b donde Θab es una matriz constante y εµνρσ el tensor de Levi-
Civita. Se puede demostrar que este término es una derivada total por lo que no
afecta ni a la ecuaciones de movimiento ni a las reglas de Feynman por lo cual no se
lo incluye en el lagrangiano. Sin embargo, estos términos de borde son importantes
para definir cargas conservadas de teoŕıas de gravedad como Relatividad General.

Hemos logrado obtener un lagrangiano invariante de gauge, pero aparece un
problema si deseamos obtener observables f́ısicos. En la formulación de integrales
de ĺınea, introducida por Feynman en 1948, para obtener estos observables debe-
mos realizar integrales funcionales que estarán mal definidas si no eliminamos la
ambigüedad que surge de esta invariancia gauge. Para cada configuración de los
campos se tiene un conjunto continuo e infinito de campos f́ısicamente equivalentes
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conectados a través de las transformaciones gauge, llamadas órbitas de gauge. Esto
trae como consecuencia que en el cálculo de los valores esperados se generen indeter-
minaciones espurias del tipo ∞/∞. Para corregir este problema debemos encontrar
la manera de integrar tomando en cuenta cada configuración f́ısica una sola vez, lo
cual es llamado fijar el gauge. El procedimiento usual para este objetivo es el proce-
dimiento de Faddeev Popov (FP), explicado más adelante. La figura 1.3 representa
gráficamente diferentes órbitas de gauge y su intersección con una condición gauge
para determinar un único representante de cada órbita.

Condición gauge

Órbitas
gauge

• Campos
inequivalentes

Figura 1.3: Representación esquemática de la fijación de gauge la que
consiste en una hipersuperficie en el espacio de configuración del

campo que debe interceptar cada órbita de gauge una y sólo una vez.

Para dar una mejor idea explicaremos brevemente lo dicho en mayor detalle.
Debido a la simetŕıa gauge, nuestro lagrangiano es invariante frente a las siguientes
transformaciones del campo gluónico

Aµ(x)→ A′µ = UAµU
† − i

g
(∂µU)U †, (1.4)

que al desarrollado infinitesimalmente (θ � 1) obtenemos

Aµ(x)→ Aθµ = Aµ − (∂µθ
a + gfabcAbµθ

c)ta +O(θ2). (1.5)

Cada órbita de gauge está formada por sucesivas transformaciones infinitesimales
de este tipo.

La formulación de integral de caminos vincula las funciones de correlación, o fun-
ciones de Green, con integrales funcionales. Por ejemplo, para un operador invariante
de gauge queda expresado de la manera siguiente

〈Ω|Oinv|Ω〉 = ĺım
T→∞(1−iε)

∫
DA Oinv exp

[
i
∫ T
−T d4xMLM,inv

]
∫
DA exp

[
i
∫ T
−T d4xMLM,inv

] . (1.6)
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El lado derecho de esta ecuación se realiza en el espacio de Minkowski. Estas
integrales pueden pasar a evaluarse en el espacio Euclideano a través de la rotación
de Wick. Ésta consiste en realizar el cambio x0

M → ix0
E, y al realizarlo obtenemos

〈Ω|Oinv|Ω〉 = ĺım
T→∞

∫
DA Oinvexp

[
−
∫ T
−T d4xELE,inv

]
∫
DA exp

[
−
∫ T
−T d4xELE,inv

] . (1.7)

con

LE,inv =
1

4
F a
µνF

a
µν +

Nf∑
i=1

ψ̄i(−γµDµ +Mi)ψi. (1.8)

De ahora en adelante trabajaremos con el lagrangiano en el espacio euclideano. Por
otro lado, nos interesa calcular funciones de correlación de objetos no invariantes de
gauge. Como es el caso del propagador del gluón:

〈Ω|TAaµ(y)Abν(x)|Ω〉 = ĺım
T→∞

∫
DA Aaµ(y)Abν(x)exp

[
−
∫ T
−T d4xELE,inv

]
∫
DA exp

[
−
∫ T
−T d4xELE,inv

] . (1.9)

En este caso la integral está mal definida por lo que será necesario fijar el gauge con
el fin de eliminar esta inconsistencia. Para fijarlo necesitamos introducir una función
delta de Dirac con el fin de integrar en una hipersuperficie con ciertos campos Aµ
no equivalentes entre śı. La función δ(G(Aθ)), donde G(Aθ) = 0 es la condición de
gauge, impondrá esta restricción. En nuestro caso utilizaremos el gauge de Lorentz
generalizado definido como: G(A) = ∂µAaµ(x) − ωa(x) con ωa(x) una función arbi-
traria. La manera que encontraron Faddeev y Popov para hacer esto fue introducir,
dentro de la integral presente en la ecuación (1.9), el siguiente término unidad

1 =

∫
Dθ(x) δ(G(Aθ))det

(
∂G(Aθ)

∂θ

)
. (1.10)

En donde Aθ es el campo de gauge transformado. Este término igual a la unidad no
sólo va a eliminar las equivalencias entre campos, también contribuirá al lagrangiano
con dos nuevos términos. El primer término vendrá del determinante:

det

(
∂G(Aθ)

∂θ

)
.

Al usar la siguiente propiedad,

det(M) =

∫
Dc̄ Dc exp

{
−
∫

d4x

∫
d4yc̄a(x)Mab(x, y)c(y)b

}
,

siendo c y c̄ variables grassmanianas no f́ısicas, obtenemos

det

(
∂G(Aa,θ)

∂θb

)
=

∫
Dc̄ Dc exp

{
−
∫

d4x ∂µc̄
a
(
∂µδ

ab + gfabcAcµ

)
cb
}
. (1.11)
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Si definimos

(Dµc)
a = ∂µc

a + gfabcAbµc
c,

obtendremos el nuevo término del lagrangiano:

∂µc̄
a(Dµc)

a. (1.12)

El segundo término proviene de la condición de gauge de Lorentz generalizada.
Para entender este procedimiento podemos analizar el denominador de la ecuación
(1.9). Una vez incluido el término (1.10) y reescribiendo el determinante, obtenemos

∫
DA Dc̄ Dc Dθ(x) δ

(
∂µA

a
µ(x)− ωa(x)

)
exp

[
−Sinv −

∫
d4x ∂µc̄

a(Dµc)
a

]
. (1.13)

Debido a que ω(x) es una función arbitraria, esta ecuación vale para cualquier
valor de la misma. En particular, vale para una combinación lineal de funciones ω(x)
bajo una normalización adecuada. Hacemos esto integrando en todas las funciones
ω(x) con un peso gaussiano centrado en ω = 0. Es decir, dentro de (1.13) tendremos
una integral del tipo

N(ξ)

∫
Dω exp

[
−
∫

d4x
ω2

2ξ

]
δ
(
∂µA

a
µ(x)− ωa(x)

)
.

Por lo que operando obtendremos,

N(ξ)

∫
DA Dc̄ Dc Dθ(x) exp[−S ′],

con

S ′ = Sinv +

∫
d4x ∂µc̄

a(Dµc)
a +

∫
d4x

1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2
.

Como vemos, aparece un nuevo término:

1

2ξ

(
∂µA

a
µ

)2

Este término puede ser reescrito al agregar un campo bosónico auxiliar, ba, dándonos

S ′′ = Sinv +

∫
d4x ∂µc̄

a(Dµc)
a +

ξ

2
(ba)2 + iba∂µA

a
µ,

En esta tesis nos interesamos en la condición de Landau, que corresponde a
ξ → 0. Esto reemplaza la ecuación (1.13) con

∫
DA Dc̄ Dc Dθ(x) Dba exp

[
−Sinv −

∫
d4x ∂µc̄

a(Dµc)
a −

∫
d4x

(
iba∂µA

a
µ

)]
.
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El último término del exponente puede interpretarse, utilizando la siguiente propie-
dad ∫

Dba exp

[
i

∫
d4x ba∂µA

a
µ

]
=
∏
x

δ
(
∂µA

a
µ(x)

)
,

correspondiente a la condición ∂µA
a
µ = 0. Observamos aśı la equivalencia entre el

gauge de Landau (ξ → 0) y ∂µA
a
µ = 0.

En resumen, obtenemos el lagrangiano de FP

LFP =
1

4
F a
µνF

a
µν +

Nf∑
i=1

ψ̄i(−γµDµ +Mi)ψi︸ ︷︷ ︸
Linv

+ ∂µc̄
a(Dµc)

a︸ ︷︷ ︸
término proveniente

del determinante

+ iba∂µA
a
µ︸ ︷︷ ︸

término de fijación
gauge

.

(1.14)

Este es el lagrangiano de la QCD en el gauge de Landau en el espacio euclideano.
Su éxito se debe en gran medida a que cumple con la libertad asintótica. Como ocurre
con todas las teoŕıas cuánticas de campos, las constantes de acoplamiento dependen
de la escala de enerǵıa en juego. La libertad asintótica se puede apreciar en que las
constantes de acoplamiento en la QCD tienden a cero cuando la enerǵıa crece. Para
calcular estas constantes necesitaremos del grupo de renormalización. Este método
nos permite hallar la dependencia de las constantes de acoplamiento con la enerǵıa
a través de una función beta definida como

βg = µ
dg(µ)

dµ

Donde µ corresponde a la escala de enerǵıa o impulso caracteŕıstico del problema
estudiado.

El resultado obtenido por Politzer, Gross y Wilczek en 1973 usando el desarrollo
perturbativo fue

βg

(
g(µ)

)
= −β0

g(µ)3

16π2
+O(g5) (1.15)

con

β0 =
11

3
Ca −

4

3
TfNf ,

donde Ca = N = 3 es el número de colores y Tf = 1/2. El número de sabores, Nf , va
a variar según la enerǵıa (µ) y sólo contarán aquellos sabores cuyas masas sean tales
que m� µ. Aún en el UV, donde todos los seis sabores son tomados en cuenta, la

función βg

(
g(µ)

)
es negativa y por ende g convergerá a cero a altas enerǵıas como

se muestra en la figura 1.4. Como ésta representa la fuerza de interacción entre los
quarks éstos actuarán como si estuviesen libres a escalas de enerǵıas muy grandes,
es decir, cuando estén muy cerca unos de otros.
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Figura 1.4: Resumen de datos experimentales para la evolución de
αs = g2

16π2 . Esto muestra la evolución acorde con la libertad asintótica
publicados en [5].

En el otro extremo tenemos la zona infrarroja (IR) que si analizamos anaĺıtica-
mente usando el desarrollo perturbativo del lagrangiano de FP y tomando β hasta
el orden g3, tenemos,

µ
dg

dµ
= −β0

g3

16π2
.

Esto da como resultado,

g2(µ) =
g2

0

1 +
g20β0
16π2 log

(
µ
µ0

) ,
siendo µ0 la escala de enerǵıa a la cual fijamos g0 en un esquema de renormalización
(explicado más adelante). Con poco esfuerzo se puede ver que g2(µ) diverge cuando

µ = µ0e
− 16π2

β0g
2
0 en lo que se denomina polo de Landau. Para valores de g0 compatibles

con los experimentos, se encuentra que la posición del polo de Landau tiene lugar
para enerǵıas del orden de algunos cientos de MeV. Podemos observar que no es fac-
tible aplicar la teoŕıa de perturbación con el lagrangiano de FP ya que el parámetro
perturbativo dejará de ser pequeño. Este parámetro, α, que se vincula con g a través
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de

α(µ) =
g2(µ)

4π
,

diverge en el IR, imposibilitando el análisis perturbativo en esta región.

1.4. Problemas en el infrarrojo

El hecho de que no se pueda utilizar cálculos perturbativos en el IR con el la-
grangiano de FP genera dificultades a la hora de intentar estudiar anaĺıticamente
esta zona. Consecuentemente, muchos abordajes semi-anaĺıticos han sido desarro-
llados para acceder a las propiedades infrarrojas de QCD. Los más populares son
los de Dyson-Schwinger (ver por ejemplo [23],[3], [2]) y el grupo de renormalización
no perturbativo (ver por ejemplo [22]). Ambos consisten en un conjunto infinito de
ecuaciones acopladas relacionando funciones de correlación con un número diferente
de campos. Este conjunto de ecuaciones concuerda con la expansión perturbativa en
el ĺımite donde la teoŕıa de perturbación es válida. Sin embargo, en el régimen IR, es
necesario introducir algunas aproximaciones para poder resolver el sistema de ecua-
ciones. La idea es utilizar aproximaciones consistentes con la información extráıda
mediante las simulaciones en la red y luego proceder a aplicarlas en situaciones mas
generales.
En este trabajo se analizará otra estrategia consistente en intentar lograr una teoŕıa
que sea perturbativa tanto en UV como en el IR. Para atacar este problema in-
vestigamos más la región IR a través de simulaciones numéricas. Si bien éstas nos
muestran el comportamiento de algunos elementos de esta teoŕıa, no nos dicen na-
da acerca del por qué del mismo. Para ello podremos generar una hipótesis ad hoc
basándonos en la información que éstas brindan para luego intentar corroborar y
ajustar la teoŕıa con las simulaciones. En primera instancia observamos, a través de
las simulaciones, el comportamiento de la constante de acoplamiento obtenidas a
partir del acoplamiento del fantasma y el gluón y del vértice de tres gluones. Estos
comportamientos pueden ser observados en las figuras 1.5 y 1.6, respectivamente.
Como podemos apreciar en dichas gráficas la constante de acoplamiento no sólo no
diverge en el IR, sino que su valor permanece moderado lo que contradice el análi-
sis perturbativo usual, el cual se basa en el lagrangeano de FP que muestra una
constante de acoplamiento divergente.
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Figura 1.5: Running de la constante de acoplamiento del fantasma en función
del producto del paso de la red con el momento (en GeV).

(Gráfica extráıda de [6])

Figura 1.6: En rojo el running de la constante de acoplamiento de tres
gluones en función del momento. (Gráfica extráıda de [8])
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¿Qué es lo que está pasando? Esta duda está ı́ntimamente ligada a la pregunta
sobre el confinamiento de los quarks. Decir qué sucede a escalas de enerǵıas infrarro-
jas es decir qué es lo que sucede a distancias grandes, como por ejemplo a aquellas
que superen el radio del protón. Como consecuencia debeŕıamos pensar en el com-
portamiento de los gluones o de los quarks fuera de los hadrones. Esto desembocaŕıa
en entender lo que lleva a los quarks a agruparse en conjuntos de carga de color
neutra y qué sucede con el gluón a estas escalas.

Un posible origen de las dificultades de la teoŕıa de perturbación surge a la
hora de fijar el gauge. En QCD para hacer cálculos anaĺıticos es necesario fijar el
gauge para poder definir, por ejemplo, los propagadores. En todo el procedimiento
de Faddeev-Popov (FP) se supuso que las órbitas gauge cruzan una y sólo una
vez la superficie que representa la fijación gauge. Sin embargo, en el IR la realidad
es distinta ya que surgen situaciones como la representada en la figura 1.7, donde
estas órbitas intersectan varias veces el plano que define la condición de gauge. Este
problema fue descubierto por Gribov, del cual proviene el nombre de las copias, en
[20].

Condición
gauge

Figura 1.7: Representación de las copias de Gribov las cuales se
muestran como puntos negros sobre cada órbita de gauge

intersectando la condición gauge más de una vez.

Tener que lidiar con el problema de las copias de Gribov tiene por consecuencia
no saber cuál es el lagrangiano fijado de gauge válido en el IR para una fijación de
gauge arbitraria. Es menester mencionar que existen condiciones de gauge para las
cuales no tenemos el problema de las copias de Gribov. Pero para una condición
de gauge arbitraria no se sabe cuál es el lagrangiano fijado gauge correspondiente
(salvo en el ultravioleta).
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Para resolver este problema recurrimos a las simulaciones numéricas las cuales
arrojan luz sobre el tema. En los últimos años éstas no sólo han aumentado en
cantidad sino que también en calidad. La figura 1.8, extráıda de [7], nos muestra
una función escalar D(q) (ver ecuación (1.16)) asociada al propagador del gluón en
el gauge de Landau.

Dab
µν(q) = D(q)δabP⊥µν(q). (1.16)

En la misma podemos ver cómo D(q) satura en el IR. Este comportamiento es
similar al de un propagador masivo.

Figura 1.8: Propagador del gluón en la red D(q2) vs q2 para varios
tamaños de red y con espaciamiento entre puntos fijo.

Si deseamos calcular anaĺıticamente este propagador al orden árbol en gauge de
Landau con el lagrangiano LFP , obtendremos

DFP
ab
µν(q

2) =
δab

q2

(
δµν −

qµqν
q2

)
=
δab

q2
P⊥µν(q), (1.17)

el cual diverge cuando el momento tiende a cero. El último paso en (1.17) define al
propagador transversal P⊥µν(q)

Es por esto que nuestro grupo ha optado por seguir la opción que pone en tela
de juicio el lagrangiano de FP. Se propone modificar el mismo al suponer que en la
fijación gauge, mediante un procedimiento que se desconoce, se crea un término de
masa para el gluón. Por lo que tendŕıamos fenomenológicamente

L = LFP +
m2

2
AaµA

a
µ. (1.18)
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La presencia de este término genera una modificación al orden árbol en el propa-
gador de forma tal que adquiere una masa pudiendo aśı reproducir un comportamien-
to similar al observado en la figura 1.8. A continuación podemos ver el propagador
del gluón obtenido anaĺıticamente con la respectiva modificación en violeta

Dab
µν(q

2) =
δab

q2 +m2

(
δµν −

qµqν
q2

)
=

δab

q2 +m2
P⊥µν(q), (1.19)

pudiendo apreciar que no diverge en el ĺımite IR.

Este nuevo lagrangiano coincide con un caso particular al introducido en 1976
por G. Curci y R. Ferrari, [18]. Dicho trabajo es una extensión de la teoŕıa de Yang-
Mills en donde se le asocia una masa al campo bosónico asociado al gluón aśı como
al ghost. En nuestro caso, el término vinculado a la masa se le agrega al lagrangiano
ya habiéndose fijado el gauge, obteniendo aśı

L =
1

4
F a
µνF

a
µν +

Nf∑
i=1

ψ̄i(−γµDµ +Mi)ψi︸ ︷︷ ︸
Linv

+ iba∂µA
a
µ︸ ︷︷ ︸

gauge de
Landau

+ ∂µc̄
a(Dµc)

a︸ ︷︷ ︸
término proveniente
del determinanate

+
m2

2
AaµA

a
µ︸ ︷︷ ︸

término másico
del gluón

.

Si bien actualmente no se sabe explicar cómo es que se genera este término, cree-
mos que proviene de una correcta fijación de gauge. Es sabido que este lagrangiano
es renormalizable a todo orden en teoŕıa de perturbación, ver [15] y [18]. Por otro
lado, si obtenemos el espacio f́ısico mediante el procedimiento estandar basado en
la simetŕıa BRST, emergen estados de norma negativa. Por esta razón se dejó de
lado el modelo de CF en ese entonces. Sin embargo, actualmente se puede ver en
las simulaciones numéricas esta violación de positividad en el espacio f́ısico definido
usualmente, por ejemplo en [11], [16], [17], [4], [1], [25], [13] y [12]. Esto hace que
los motivos por los cuales el modelo de CF fue descartado, en el d́ıa de hoy, no se
sostengan realmente.

En este trabajo nos limitamos a la teoŕıa sin quarks para simplificar los cálculos.
Por esto, nuestro lagrangiano, tomando en cuenta la condición de fijación gauge
∂µA

α
µ = 0, pasa a ser

L =
1

4
F a
µνF

a
µν + ∂µc̄

a(Dµc)
a +

m2

2
AaµA

a
µ + iba∂µA

a
µ, (1.20)

con

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gBfabcAbµA

c
ν .

Dicho de otra forma, no sabemos exactamente cuál es el lagrangiano en el IR.
Suponemos la forma del mismo para luego ver si podemos ajustar bien dicho modelo
a los valores observados en la red (simulaciones numéricas).

Esta idea no es nueva, existen varios trabajos bajo esta misma premisa: observar
qué dicen las simulaciones, estimar cuál será nuestro lagrangiano en el IR, calcular
datos y luego comparar. Continuando la idea del término de masa para el gluón, se
le suma un planteo, presentado en el caṕıtulo siguiente, el cual pretende mejorar los
cálculos actuales hechos en [27], [28] y [36].
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Caṕıtulo 2

Modelo con gluones masivos

Este caṕıtulo motiva la introducción de constantes de acoplamiento diferentes
para cada tipo de vértice en la teoŕıa. En dicho contexto presentaremos los cálculos de
los diagramas que contribuyen a primer orden en la función a dos puntos incluyendo
el término masivo para el gluón.
Finalmente presentaremos los primeros resultados comparados con las simulaciones
numéricas.

2.1. Introducción de gA y gC

Como se explicó en el caṕıtulo anterior, se trabajará con el lagrangiano L en el
gauge de Landau, sin la presencia de los quarks y con un término de masa motivado
por las simulaciones en la red. La primera contribución en el desarrollo perturbativo
fue estudiada en [36] donde se comparó el primer orden en la teoŕıa de perturbacio-
nes para el propagador del fantasma y del gluón obteniendo resultados con un error
menor al 20 %. Estos resultados motivaron a seguir testeando el modelo para canti-
dades mucho más complicadas como las funciones de correlación a tres puntos para
las cuales también se obtuvieron resultados bastante buenos, ver [27]. Vale resaltar
que el modelo permite reproducir exitosamente un gran número de funciones de co-
rrelación en diversas configuraciones cinemáticas únicamente con un sólo parámetro
extra.

En esta tesis queremos analizar otro aspecto ya que, en dichos estudios no se tuvo
en cuenta la diferencia de los acoplamientos pese a que se vuelve significativa en el
ĺımite IR. El estudio de las consecuencias al tomarlos diferentes será el eje central
de mi trabajo de tesis. En este caṕıtulo motivaré la importancia de tener en cuenta
dichas diferencias especialmente en el régimen IR y su implementación dentro del
marco descrito en [36]. Vale la pena mencionar que estas diferencias, aunque las
simulaciones numéricas sugieren que no son despreciables, suelen ignorarse en el
estudio a bajas enerǵıas de las funciones de correlación.

Cuando estudiamos los resultados de las simulaciones numéricas éstas nos mues-
tran que, si bien en el UV las constantes son casi iguales y tienden a cero (libertad
asintótica), en el IR presentan diferentes comportamientos. Este fenómeno es ob-
servado en las figuras 1.5 y 1.6 extráıdas de [6] y [8] respectivamente. La hipótesis
propuesta es que introducir esta diferenciación para cada una de las constantes de
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acoplamiento dará lugar a mejores resultados. Veremos que, con esta distinción,
nuestro modelo permite fácilmente reconstruir las curvas de las constantes de aco-
plamiento.

El objetivo de mi tesis consiste en estudiar cómo se comportan los diferentes
acoplamientos y cómo dicha diferencia puede mejorar los resultados en el IR. Con
estos cambios obtenemos el siguiente lagrangiano:

L =
1

4
F a
µνF

a
µν + ∂µc̄

a(Dµc)
a +

m2

2
AaµA

a
µ (2.1)

Con

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gBAf

abcAbµA
c
ν

(Dµc)
a = ∂µc

a + gBCf
abcAbµc

c

y fabc las constantes de estructura.

Sabemos que en el ultravioleta las dos constantes son iguales a primer orden y
por lo tanto se cumple gBA = gBC = gB. La razón para diferenciarlas es simplemente
para seguirles el rastro para cuando śı sea necesaria la distinción al renormalizar. Las
constantes de acoplamiento miden la fuerza que se ejercen las part́ıculas entre śı en
una interacción. En nuestro caso tenemos tres vértices posibles que serán los bloques
fundamentales de nuestra teoŕıa. Si agregáramos los quarks entonces se sumaŕıa un
vértice más. A su vez, si imponemos que todos los vértices de interacción tengan la
misma constante de acoplamiento y tomamos en cuenta el grupo de renormalización
(explicado en el caṕıtulo 3.1) entonces estaremos admitiendo que para toda escala
de enerǵıa estos vértices tendrán la misma relevancia.

Para comparar nuestra teoŕıa con los datos de las simulaciones lo haremos a
través de los propagadores del fantasma y gluón. Obtendremos sus valores usando
la teoŕıa de perturbaciones a primer orden en el modelo cuyo lagrangiano es el
presentado en la ecuación (2.1).

2.2. Cálculo del propagador a partir de diagramas

1PI

Es sabido que cada término en el desarrollo perturbativo puede representarse con
un diagrama de Feynman producto de unir los bloques de interacción fundamenta-
les. El desarrollo perturbativo puede reorganizarse en series de lo que llamamos
diagramas 1PI. Los diagramas 1PI, del inglés “one-particle irreducible”, denotan a
aquellos a los que si se le corta una ĺınea interna no se convierte en dos diagramas
desconectados, sino que en uno con dos patas externas más. Por ejemplo, en las
figuras 2.2 y 2.1 se muestran ejemplos de diagramas 1PI y no 1PI.
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Figura 2.1: Ejemplo de un
diagrama 1PI.

Figura 2.2: Ejemplo de un
diagrama que no es 1PI, sino que se

compone de dos 1PI.

En nuestro trabajo calculamos hasta el primer orden perturbativo, o lo que es lo
mismo, hasta orden g2.

A continuación veremos cómo se expresan los propagadores a través de los dia-
gramas de Feynman y en la sección 2.3 veremos qué representan anaĺıticamente estos
diagramas y cómo calcularlos.

2.2.1. El propagador gluónico

El cálculo exacto expresado a través de los diagramas de Feynman para el gluón
está representado en la figura 2.3.

= + +1PI . . .

= 1 + 1PI + 1PI1PI + . . .

=
∑∞

n=0 1PI
n

= 1 − 1PI
−1

=
−1
− 1PI

−1
=

1

Γ
(2)B
AA

Figura 2.3: Propagador gluón-gluón.

En la figura 2.3 vemos la definición de la función vértice, Γ
(2)B
AA , para el gluón. A

lo largo de la tesis vamos a trabajar con ella en vez de la función de correlación a
dos puntos. Luego lo relacionaremos con la función de correlación a dos puntos para
el gluón, o propagador completo del mismo. Análogamente haremos lo mismo para
el propagador del fantasma.
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Para el caso del gluón, los diagramas 1PI a un loop (u orden g2) están expĺıci-
tamente representados en la figura 2.4. Mientras que todo diagrama 1PI de mayor
orden, y que en este trabajo es despreciado, está contenido en el término O(g4).

1PI = + + + O(g4)

Figura 2.4: Diagramas 1PI de los gluones a 1 loop.

2.2.2. El propagador del fantasma

Para el caso del propagador fantasma podemos seguir los mismos pasos que para
el propagador del gluón mostrados expĺıcitamente en la figura 2.3. Esto da como
resultado la definición de la función vértice para el fantasma Γ

(2)B

CC̄
, explicitada en la

figura 2.5.

= 1.
Γ

(2)B

CC̄
Figura 2.5: Propagador fantasma-fantasma.

La cantidad de diagramas 1PI para el propagador del fantasma es más pequeña
debido a las configuraciones posibles de vértices, dando la posibilidad de tan sólo
un diagrama a orden g2 y expresado en la figura 2.6.

1PI ≈

Figura 2.6: Diagrama 1PI del fantasma a orden g2.

2.3. Reglas de Feynman

Uno de los logros más notables de Richard Feynman fue la invención de lo que
ahora se llaman los diagramas de Feynman. Estos dibujos representan términos en el
desarrollo perturbativo de las funciones de correlación. En esta sección presentamos
las reglas de Feynman en el espacio de momentos para el sector del gluón y fantasma.
Éstas se encuentran derivadas en el apéndice de [26].
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Propagador
del fantasma

Dab
0 (p) = δab

p2
p

Propagador
del gluón

Dab
0,µν = δab 1

p2+m2P
⊥
µν(p)

µ ν

p

Vértice
gluón-fantasma
-antifantasma

[
Γ

(3),tree-level
cc̄A

]bca
µ

(r, p, k) = −igBCfabcpµ
k

a, µ

cb

p r

Vértice de
3 gluones

[
Γ(3),tree-level

]abc
µνρ

(p, q, r) = igBAf
abc [(q − r)µδνρ

+(r − p)νδµρ + (p− q)ρδµν ]

p

a, µ

c, ρb, ν

r q

Vértice de
4 gluones

[
Γ(4),tree-level

]abcd
µνρσ

= (gBA)2
[
f eabf ecd(δµρδνσ − δµσδνρ)

+ f eacf ebd(δµνδρσ − δµσδνρ)
+f eadf ecb(δµρδνσ − δµνδσρ)

]
ν, b

ρ, cσ, d

µ, a

Cuadro 2.1: Reglas Feynman.

Además, cada diagrama viene con un factor de simetŕıa que puede ser calculado
de la siguiente manera:

Hay un signo de menos por cada loop fermiónico,

hay un (−1)ν/ν! (donde ν es el número de vértices) que proviene del desarrollo
de la exponencial.

hay un 1/3! por cada vértice de tres gluones

hay un 1/4! por cada vértice de cuatro gluones

hay un factor extra para los diagramas que tienen diferentes tipos de vértices
que provienen de desarrollar Lint. Tendremos un factor ν!/(ν1!ν2!ν3!) donde νi
representa el número de vértices de un tipo

finalmente debemos agregar el factor combinatorio debido a las distintas con-
tracciones provenientes del teorema de Wick para eliminar dobles conteos.

Finalmente, debemos integrar en los momentos internos a fin de obtener la expre-
sión propia de dicho diagrama. A modo de ejemplo, podemos ver a continuación
la implementación de las reglas de Feynman para el cálculo del único diagrama a
primer orden en el cual interviene el propagador del fantasma.
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q pp

q-p

µ νa b c

d

Figura 2.7: Contribución a 1 loop para el propagador del fantasma.

Este diagrama simboliza, a través de las reglas de Feynman, la siguiente expre-
sión: ∫

ddq

(2π)d
(
−igBCfdab(−qµ)

) 1

q2

(
−igBCfdbc(−pν)

) P⊥µν(p− q)
(q − p)2 +m2

= −(gBC )2fdabfdbcpν

∫
ddq

(2π)d
qµ
q2

P⊥µν(p− q)
(q − p)2 +m2

(2.2)

con
P⊥µν(p) := δµν −

pµpν
p2 (2.3)

Vale aclarar que los ı́ndices de color de los propagadores ya se han contráıdo y que
todos los diagramas son calculados sin patas externas. Esto último se puede observar
en este ejemplo al no ver presentes a los propagadores de los fantasmas con momento
p en la resolución del diagrama. El producto de los factores de estructura puede ser
simplificado, fdabfdbc = −fdbafdbc = −Nδac, siendo N el número de colores y δac la
delta de colores respetando aśı la conservación de color entre ambos extremos del
diagrama.

A la hora de calcular la integral, se puede realizar la siguiente simplificación

qµP
⊥
µν(p− q) = (qµ − pµ)P⊥µν(p− q) + pµP

⊥
µν(p− q) = pµP

⊥
µν(p− q)

Al hacerlo eliminamos un momento interno que, de lo contrario, lo tendŕıamos
que integrar. Por ende, el diagrama de la figura 2.7 representa la integral

N(gBC )2δacpµpν

∫
ddq

(2π)d
1

q2

P⊥µν(p− q)
(q − p)2 +m2

(2.4)

2.3.1. Truco de Feynman

En esta sección presentaremos el truco de Feynman como herramienta para cal-
cular la integral (2.4) y otras similares. El procedimiento presentado en esta sección
será el mismo que utilizaremos para calcular todos los diagramas de Feynman du-
rante la tesis. Cabe destacar que esta integral es divergente en d = 4, por lo que
debemos regularizarlas. En este caso utilizamos la regularización dimensional.

Debido a que la integral barre todos los momentos uno puede hacer un shift
sin alterar el resultado. Esto no genera problema para las teoŕıas donde funciona la
regularización dimensional, como lo es esta. La misma puede ser problemática en
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teoŕıas con quarks quirales. Haciendo el cambio q−p = q′, con p constante llegamos a

N(gBC )2δacpνpµ

∫
ddq′

(2π)d
1

(q′ + p)2

P⊥µν(q
′)

q′2 +m2
. (2.5)

Muchos de los diagramas presentan varios productos de momentos que hacen
el cálculo de la integral muy complicado, sobre todo si éstos se encuentran en el
denominador. Una forma de abordar este problema es reducir la cantidad al costo
de tener más integrales que resolver. Por ejemplo,

1

q2

1

q2 +m2
=

1

m2

(
1

q2
− 1

q2 +m2

)
.

Utilizando esta simplificación podemos ver cómo simplificamos el número de
propagadores,

P⊥µν(q)

q2 +m2
=

δµν
q2 +m2

− qµqν
q2(q2 +m2)

=
δµν

q2 +m2
− qµqν

m2

(
1

q2
− 1

q2 +m2

)
.

La resolución de este diagrama quedará definida una vez que se resuelvan las
siguientes integrales:

I1 =

∫
ddq

(2π)d
1

(q + p)2

δµν
q2 +m2

,

I2 = − 1

m2

∫
ddq

(2π)d
1

(q + p)2

qµqν
q2

,

I3 =
1

m2

∫
ddq

(2π)d
1

(q + p)2

qµqν
q2 +m2

.

Para resolverlas utilizamos el truco de Feynman el cual consiste en simplificar el
denominador utilizando la forma siguiente:

1

Dν1
1 D

ν2
2 . . . Dνn

n

=

∫ 1

0

dx1 . . . dxnδ (Σxi − 1)
Πxνi−1

i

(x1D1 + · · ·+ xnDn)Σνi

Γ(ν1 + · · ·+ νn)

Γ(ν1) . . .Γ(νn)
.

(2.6)
A modo de ejemplo se detalla el cálculo de la integral I3, aplicando el truco de

Feynman tenemos

1

(q + p)2(q2 +m2)
=

∫ 1

0

dx
1

(x(q + p)2 + (1− x)(q2 +m2))2

=

∫ 1

0

dx
1

((q + xp)2 + (1− x)(m2 + xp2))2

=

∫ 1

0

dx
1

(l2 + ∆)2
,

con l = q + xp y ∆ = (1− x)(m2 + xp2).
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Al colocar este resultado en la integral I3 y haciendo el cambio en el momento
q = l− xp, obtenemos

I3 =
1

m2

∫
ddl

(2π)d

∫ 1

0

dx
(l− xp)µ(l− xp)ν

(l2 + ∆)2

=
1

m2

∫ 1

0

dx

∫
ddl

(2π)d
lµlν + x2pµpν

(l2 + ∆)2
,

en donde las potencias impares de l son cero debido a que la integral barre todos los
momentos.

Además, podemos usar la siguiente fórmula∫
ddl

(2π)d
lµlνf(l2) =

δµν
d

∫
ddl

(2π)d
l2f(l2),

dando como resultado

I3 =
1

m2

∫ 1

0

dx

{
δµν
d

∫
ddl

(2π)d
l2

(l2 + ∆)2
+ x2pµpν

∫
ddl

(2π)d
1

(l2 + ∆)2

}
. (2.7)

Algo a destacar de esta ecuación es que depende únicamente del módulo del momento
integrado y no de sus ángulos, por lo que podemos separar la hipersuperficie de la
esfera d-dimensional, es decir, ∫

ddl→
∫ ∞

0

dlSd ld−1

con Sd =
2π

d
2

Γ(d
2
)

y Γ(n) la función gamma.

Cabe recordar que para valores enteros Γ(n) = (n− 1)!. Luego se usa la fórmula∫ ∞
0

uαdu

(u+ r)β
= rα+1−βΓ(α + 1)Γ(β − α− 1)

Γ(β)
,

la integral I3 queda

I3 =
1

m2

1

(4π)
d
2

∫ 1

0

dx

{
δµν
2

∆
d
2
−1Γ(1− d/2) + x2pµpν∆

d
2
−2Γ(2− d/2)

}
=

1

m2

Γ(2− d/2)

(4π)
d
2

∫ 1

0

dx

{
δµν

2− d∆ + x2pµpν

}
∆

d
2
−2.

De manera similar se llegan a los resultados para I1 e I2,

I1 =

∫ 1

0

dxδµν
Γ(2− d/2)

(4π)
d
2

∆
d
2
−2,

I2 = − 1

m2

Γ(2− d/2)

(4π)
d
2

∫ 1

0

dx

{
δµν

2− d∆(m = 0) + x2pµpν

}
∆

d
2
−2(m = 0).
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De esta manera, se obtiene la siguiente expresión para el diagrama:

N(gBC )2δacpµpν(I1 + I2 + I3)

= N(gBC )2δacpµpν
Γ(2− d/2)

(4π)
d
2

∫ 1

0

dx

{
∆

d
2
−2

(
δµν +

1

m2

[
δµν

2− d∆ + x2pµpν

])
−

∆(m = 0)
d
2
−2

m2

(
δµν

2− d∆(m = 0) + x2pµpν

)}
.

(2.8)

En esta tesis se calculan, al igual que éste, otros tres diagramas más, dos con
vértices con tres patas externas y un vértice con cuatro. El ejemplo analizado es uno
de los más sencillos. Por ello utilizaré un programa desarrollado en Mathematica
por la integrante de nuestro grupo, Marcela Peláez, que se encuentra basado en un
código anterior de Matthieu Tissier. En él se introduce la expresión del diagrama
obtenida a partir de las reglas de Feynman y devuelve el resultado correspondiente
con una estructura similar de la ecuación (2.8).

2.3.2. Diagramas

En esta sección presentaremos los restantes diagramas utilizados en este trabajo
con su correspondiente representación integral y su respectivo resultado. Además
explicaremos brevemente algunas de las simplificaciones más relevantes.

pp
µ,a ν,b

q

c

ρ σ

Figura 2.8: Diagrama renacuajo o tadpole.

El diagrama de la figura 2.8 es la corrección del propagador del gluón con un
loop de gluones caracterizado por un vértice de cuatro gluones. Cuando aplicamos
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las reglas de Feynman a este diagrama obtenemos:

Dtadpole = −4× 3

4!

∫
ddq

(2π)d
δc

′c′′P⊥σρ(q)

q2 +m2
(gBA)2

[
f eabf ec

′c′′(δµρδνσ − δµσδνρ)

+f eac
′
f ebc

′′
(δµνδρσ − δµσδνρ) + f eac

′′
f ec

′b(δµρδνσ − δµνδσρ)
]

= −(gBA)2N

(4π)d/2
(d− 1)2

d
md−2Γ(1− d/2)δabδµν .

(2.9)

Aqúı también utilizamos algunas propiedades para la constante de estructura: f ijj =
0, f ijk = −f ikj y f ijkf ijl = Nδkl. Cabe mencionar que el signo negativo proviene

de la existencia de un sólo vértice, siendo necesario introducir el término (−1)1

1!
. A su

vez, contamos con un 1/4! por el vértice de cuatro gluones y un factor combinatorio
que proviene de contar las posibilidades de unir las distintas patas entre śı.
Usando que Γ(n+ 1) = nΓ(n) obtenemos

Dtadpole =
(gBA)2N

(4π)d/2
2(d− 1)2

d(d− 2)
md−2Γ(2− d/2)δabδµν . (2.10)

La ventaja de esta expresión radica en que luego consideramos d = 4 − ε, y al
aplicarlo a Γ(2 − d/2) obtendremos Γ(ε/2). El desarrollo de Γ(x) en x = 0 es más
sencillo de esta manera y lo utilizaremos al tomar el ĺımite ε→ 0.

µ,a ν,b
pp

q

q − p

c

d

Figura 2.9: Sunset de fantasmas.

El diagrama de la figura 2.9 corresponde a la corrección del propagador del gluón
con un loop de fantasmas. Luego de aplicar las reglas de Feynman, la expresión del
diagrama puede leerse como:

Dsunset-fantasma = − 2

2!

∫
ddq

(2π)d
δc

′c′′

(q − p)2

δd
′d′′

q2

(
−igBCfac

′d′(−qµ)
)(
−igBCf bd

′′c′′ [−(q − p)ν ]
)
,

donde el signo de menos viene por la existencia de un loop fermiónico. Efectuando
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las mismas operaciones que en la sección anterior se obtiene,

Dsunset-fantasma = −N(gBC )2δab

(4π)d/2
Γ(1− d/2)

2

{
δµν + (d− 2)

pµpν
p2

}∫ 1

0

dx
[
p2x (1− x)

]d/2−1

=
N(gBC )2δab

(4π)d/2
Γ(2− d/2)

d− 2
pd−4((d− 2)pµpν + p2δµν)

Γ2(d/2)

Γ(d)

en donde en el último paso utilizamos la fórmula∫ 1

0

xa(1− x)bdx =
a,b> −1

Γ(a+ 1)Γ(b+ 1)

Γ(a+ b+ 2)
.

p p

q

−(q − p)

µ,a ν,b

ǫ

ηρ

σ

Figura 2.10: Diagrama con 1 loop gluónico o sunset de gluones.

El diagrama de la figura 2.10 es el más complicado debido a las dos estructuras
tensoriales aportadas por los dos vértices de tres gluones. El diagrama representa la
siguiente integral

Dsunset-gluón = 6× 3× 2

(
1

3!

)2
(−1)2

2!

∫
ddq

(2π)d

(
δc

′c′′

(q + p)2 +m2
P⊥εσ(q + p)

)(
δd

′d′′

q2 +m2
P⊥ρη(q)

)
× igBAfac

′d′ [(−(q + p)− q)µδσρ + (q − p)σδρµ + (p− (−(q + p)))ρδµσ]

× igBAf bc
′′d′′ [((q + p)− (−q)νδεη + (−q − (−p))εδην + (−p− (q + p))ηδνε] .

Haciendo algunas simplificaciones con las constantes de estructura y las proyecciones
como (q + p)εP

⊥
εσ(q + p) = 0 ó qρP

⊥
ρη(q) = 0, obtenemos

Dsunset-gluón =
N(gBA)2δab

2

∫
ddq

(2π)d
[(2q + p)µδσρ + 2pσδρµ − 2pρδµσ]

× [(2q + p)νδεη + 2pεδην − 2pηδνε]
P⊥εσ(q + p)

(q + p)2 +m2

P⊥ρη(q)

q2 +m2
.

Luego de hacer el truco de Feynman reiteradas veces y la integral de momentos el
diagrama se lee
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Dsunset-gluón =
N(gBA)2δabΓ(2− d/2)

2(4π)d/2

∫ 1

0

ddx

{
4p2(∆

d/2
0 + ∆

d/2
1 − 2∆

d/2
2 )

(d− 2)dm4

+4p2∆
d/2−2
1

(
2 +

p2

m2
(2x2 − 2x+ 1)

)
− 8∆2

1

p4

m2
∆
d/2
2 + (2− d)

[
(d− 1)∆

d/2−1
1

− p4

m4

(
(2x2 − 2x+ 1)∆

d/2−1
2 − (x− 1)2∆

d/2−1
1

)
+
p4

m4
(x− 1)2∆

d/2−1
0

+
3p2

m2
(∆

d/2−1
1 −∆

d/2−1
2 )

]}
δµν +

N(gBA)2δabΓ(2− d/2)

8(4π)d/2m4

∫ 1

0

ddx

{
32(∆

d/2
0 + ∆

d/2
1 − 2∆

d/2
2 )

(d− 2)d

− (d− 2)

x− 1

[
−(x− 1)

(
∆
d/2−1
1 (8m2 + p2(−20x2 + 4x+ 3))− 2∆

d/2−1
2 (4m2 − 5p2(1− 2x)2)

)
−3p2(x− 1)∆

d/2−1
0 − 4(5x− 1)∆

d/2
0

]
+ 4

1

∆2
1∆2

2∆2
3x

2

[
∆2

2∆2
3x

2∆
d/2
1 (m4(d(1− 2x)2 − 4x2

+ 4x− 9) +m2p2(−4x2 + 4x− 3) + p4(1− 2x)2x2)−∆2
1p

2∆
d/2
2

×
(
∆2

2(m2(1− 4x2) + p2(8x4 − 16x3 + 14x+ 1))− 2∆2
3x

3(2m2 + 3p2)
)

+
(1− 2x)2∆

d/2
0

(x− 1)2

]}
pµpν ,

con

∆0 = p2(1− x)x

∆1 = m2 + p2(1− x)x

∆2 = m2x+ p2(1− x)x

∆3 = m2 + p2(1− x).

Al hacer la sustitución de d = 4− ε y simplificando algunos términos obtenemos

Dsunset-gluón =
N(gBA)2δab

32π2

(
2

ε
+ log(4π)− γ +O(ε)

)∫ 1

0

ddx

{
2p2(∆2

0 + ∆2
1 − 2∆2

2)

m4

+4p2
(

1− ε

2
log(∆1) +O(ε2)

)(
2 +

p2

m2
(2x2 − 2x+ 1)

)
− 8∆2

1

p4

m2
∆2

2 − 4

[
3∆1

− p4

m4

(
(2x2 − 2x+ 1)∆2 − (x− 1)2∆1

)
+
p4

m4
(x− 1)2∆0 +

3p2

m2
(∆1 −∆2)

]}
δµν

+
N(gBA)2δab

64π2m4

(
2

ε
+ log(4π)− γ +O(ε)

)∫ 1

0

ddx

{
4(∆2

0 + ∆2
1 − 2∆2

2)

− 2

x− 1

[
−(x− 1)

(
∆1(8m2 + p2(−20x2 + 4x+ 3))− 2∆2(4m2 − 5p2(1− 2x)2)

)
−3p2(x− 1)∆0 − 4(5x− 1)∆2

0

]
+ 4

1

∆2
1∆2

2∆2
3x

2

[
∆2

2∆2
3x

2∆2
1(m4(4(1− 2x)2 − 4x2

+ 4x− 9) +m2p2(−4x2 + 4x− 3) + p4(1− 2x)2x2)−∆2
1p

2∆2
2

×
(
∆2

2(m2(1− 4x2) + p2(8x4 − 16x3 + 14x+ 1))− 2∆2
3x

3(2m2 + 3p2)
)

+
(1− 2x)2∆2

0

(x− 1)2

]}
pµpν .
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Si tomamos el ĺımite ε → 0 vamos a ver divergencias en los tres diagramas. En
el ejemplo anterior podemos apreciar esto en el término 2/ε. Este problema es so-
lucionado al renormalizar la teoŕıa. En la sección siguiente explicaremos cómo lo
hacemos.

2.4. Renormalización

Al introducir las interacciones a la teoŕıa aparecen divergencias ultravioletas.
Nuestra manera de lidiar con ellas es el método de renormalización. Básicamente
consiste en redefinir o re-normalizar las variables que describen la teoŕıa. En la
Teoŕıa Cuántica de Campos (QFT en inglés) la renormalización surge debido a
nuestras limitaciones a la hora de saber lo que sucede a escalas de enerǵıas muy
grandes o, lo que es lo mismo, distancias muy pequeñas. Muchas de las QFT que los
f́ısicos usan para describir el universo no abarcan cualquier rango de enerǵıas pero
han demostrado una gran consistencia con los experimentos en determinados rangos
energéticos.

Una ilustración sencilla que describe el objetivo de este procedimiento es la del
apantallamiento de la carga eléctrica en un dieléctrico. Si a éste se le coloca una carga
positiva Q fija dentro del mismo se generará una polarización alrededor del mismo.
Supongamos que el efecto de la polarización termina a un radio D, tomando como
centro la carga introducida. Las cargas más distantes sentirán una carga q < Q,
reduciendo su valor aparente. Si por alguna razón no podemos acceder a distancias
menores que D, se puede pensar en una teoŕıa que tome la carga q con la restricción
de que no podamos explicar lo que pasa a distancias menores que D. Algo similar
ocurre en la teoŕıa con los campos, las constantes de acoplamiento y la escala de
enerǵıa.

Al calcular expĺıcitamente los términos del desarrollo perturbativo (diagramas
de Feynman) de una función de Green, como puede ser el propagador del fantasma
o del gluón, surgen divergencias ultravioletas. Estos infinitos están ı́ntimamente
relacionados con lo que sucede a escalas de enerǵıas muy grandes y donde la teoŕıa
puede estar fallando. Como sabemos que a escalas de enerǵıas moderadas la teoŕıa
presenta una gran concordancia con los experimentos, nos gustaŕıa redefinir o re-
normalizar los campos y constantes en función de lo medido en las escalas accesibles.
Muchas veces estas nuevas redefiniciones absorben los infinitos que aparecen en la
teoŕıa. Este método es el llamado renormalización.

Para poder renormalizar y aśı eliminar los infinitos es conveniente tratar de ex-
plicitar la dependencia de las funciones de correlación en las escalas ultravioletas.
Existen varios métodos para lograrlo, es decir, para regularizar la teoŕıa. Si bien
cada uno puede llevar a cálculos intermedios muy diferentes, todos ellos deben lle-
gar a resultados idénticos luego de la renormalización. Algunos procedimientos de
regularización son: regularización dimensional, regularización de Pauli-Villars, re-
gularización en la red y la introducción de un corte ultravioleta en la integral de
momentos. En esta tesis usamos la regularización dimensional ya que preserva las
simetŕıas de Lorentz y de gauge.

La regularización dimensional consiste en calcular los diagramas de Feynman
como una función de la dimensión del espacio, d, que por lo general se traduce en
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hacer la siguiente sustitución:
∫

d4q
(2π)4

→
∫

ddq
(2π)d

. Vale la pena mencionar que esta
regularización fue la que empleamos a la hora de calcular los propagadores a un loop.
Al final de cuentas debemos obtener, para cualquier cantidad observable, un valor
f́ısico consistente y sin elementos arbitrarios en el ĺımite d→ 4. Como sabemos que
para d = 3 las integrales son regulares en QCD, nos aproximaremos a d = 4 desde
valores de menor dimensión. Redefinimos d tal que d = 4 − ε, para luego tomar el
ĺımite ε→ 0. A continuación podemos ver un ejemplo genérico:∫

ddq

(2π)d
1

(q2 + ∆)n
=

Γ(n− d/2)

(4π)d/2Γ(n)
∆d/2−n. (2.11)

Una caracteŕıstica importante de la regulación dimensional es que anula las posi-

bles divergencias cuadráticas imponiendo que

∫
ddq

(2π)d
1

q2
= 0, que coincide con la

ecuación (2.11) al imponer que n = 1, ∆ = 0 y d = 4− ε,∫
ddq

(2π)d
1

q2
=

Γ(ε/2− 1)

(4π)2−ε/2 ∆1−ε/2
∣∣∣∣
∆=0

= 0. (2.12)

Esta nueva definición no genera ningún problema en nuestros cálculos y la razón
se debe a que en la QCD no hay divergencias de este tipo. Si bien en las etapas
intermedias del cálculo pueden aparecer, debido a uno u otro diagrama, al final de
cuentas éstas se cancelarán.

Para entender mejor el tema de la regularización conviene trabajar con la re-
gularización por medio de un corte en la escala de enerǵıas, Λ, que sirve como
ĺımite superior en las integrales. Este corte es de carácter ultravioleta pero su valor
exacto no es conocido. Si bien esta regularización rompe con la simetŕıa gauge, es
un buen ejemplo para observar el procedimiento y la lógica de la renormalización.
Consideremos por ejemplo, una cantidad f́ısica F(x) la cual podemos desarrollar
perturbativamente usando como parámetros de desarrollo las constantes de acopla-
miento. Como resultado obtendremos una serie de términos que se representarán
gráficamente como los diagramas de Feynman. Podemos analizar un ejemplo parti-
cular y sencillo en donde sólo hay una constante de acoplamiento gΛ y cuyo primer
orden es gΛ:

F (x) = gΛ + g2
ΛF1(x) + g3

ΛF2(x) + . . . (2.13)

donde F1(x) puede ser

F1(x) = α

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 + x2)2
,

siendo α constante y por lo tanto diverge.
Aqúı entra en juego la regularización, al hacer la sustitución

∫
d4q →

∫ Λ
d4q

obtenemos

F1,Λ(x) = α

∫
0<|q|<Λ

d4q

(2π)4

1

(q2 + x2)2
con |q| < Λ,

eliminando aśı la divergencia ultravioleta a cambio de introducir un valor arbitrario,
Λ. Definimos

FΛ(x) = gΛ + g2
ΛF1,Λ(x) + g3

ΛF2,Λ(x) + . . .
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Si asumimos que la cantidad f́ısica es conocida a una cierta escala de enerǵıa arbi-
traria µ0 entonces podemos redefinir las constantes de acoplamiento y los campos
de forma tal de absorber este nuevo parámetro Λ. El conjunto de ecuaciones que
parametriza nuestra teoŕıa y redefine nuestros parámetros se llama: esquema de
renormalización. En nuestro ejemplo, éste podŕıa ser

F (µ) = gR, (2.14)

ya que aqúı tenemos sólo una constante de acoplamiento. Necesitaremos tantas ecua-
ciones como parámetros libres tengamos.

El v́ınculo entre la constante de acoplamiento gΛ y la constante renormalizada gR
está dado por el factor de renormalización Zg con gΛ = ZggR. Este factor contendrá al
parámetro Λ.

Luego de obtener gR, queda únicamente escribir F (x) en función de ésta. Me-
diante el esquema de la ecuación (2.14) y la ecuación (2.13) se obtiene

gΛ = gR − g2
ΛF1,Λ(µ) +O(g3

Λ)

= gR − g2
RF1,Λ(µ) +O(g3

R)
(2.15)

Por lo tanto, sustituyendo gΛ de (2.15) en la ecuación (2.13), obtenemos

F (x) = gR + g2
R (F1,Λ(x)− F1,Λ(µ))︸ ︷︷ ︸

Finito

+O(g3
R)

(2.16)

Debido a que cualquier observable f́ısico a enerǵıas mucho menores a Λ no puede
ser sensible a este parámetro, se toma el ĺımite Λ→∞ y se busca que el resultado
converja a uno con sentido f́ısico. Podemos resumir los pasos de la siguiente manera:

F (x, gΛ)→ F (x, gΛ,Λ)→ FΛ(x, gR, µ) →
Λ→∞

F (x, gR, µ) (2.17)

En donde el último valor es finito, logrando aśı circunvalar los infinitos que aparećıan
primeramente. Vemos de esta manera que al reparametrizar la teoŕıa en función de
una cantidad, como lo es gR, logramos llevarla a un desarrollo insensible a la escala
ultravioleta.

2.4.1. Caracteŕısticas generales del esquema de renormali-
zación

Para obtener tanto Γ
(2)R
AA como Γ

(2)R

C̄C
tenemos que renormalizar la teoŕıa. Para

ello debemos elegir un esquema de renormalización. Es decir, definir las constantes
de acoplamiento y la masa.

Para poder renormalizar este modelo debemos a priori fijar 6 variables a una
determinada escala de enerǵıa µ0. En nuestra teoŕıa éstos son: la renormalización
del campo bosónico A, la renormalizacón del campo de fantasmas C, el cuadrado de
la masa del gluón m2, la constante de acoplamiento del vértice con cuatro gluones
gAAAA, la de tres gluones gAAA y la constante de acoplamiento para el vértice que
involucra un fantasma, un antifantasma y un gluón gCC̄A. Para simplificar la notación
emplearemos la sustitución de gAAA = gA y gCC̄A = gC . En este trabajo supondremos
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con el fin de simplificar nuestros cálculos que la diferencia entre la constante de
acoplamiento entre cuatro gluones y la de tres gluones es de un orden mayor al
trabajado aqúı. Consecuentemente, podremos tomar gAAAA = gAAA.
Para todos los esquemas se deben definir las siguientes funciones:

Γ⊥RAA (p,−p) Γ
‖R
AA(p,−p) ΓRC C̄(p,−p)

ΓRC C̄A(p, q, r) ΓRAAA(p, q, r) ΓRAAAA(p, q, r, s)
(2.18)

En donde, por ejemplo, Γ⊥AA(p) y Γ
‖
AA(p) se definen a partir de ΓAµAν (p) = P⊥µν(p)Γ

⊥
AA+

P
‖
µν(p)Γ

‖
AA, con P⊥µν(p) := δµν −

pµpν
p2

y P
‖
µν(p) :=

pµpν
p2

siendo los proyectores trans-

versales y longitudinales, respectivamente.
Cada uno de los elementos de (2.18) representa una suma de diagramas, en nuestro
caso, hasta primer orden. Para caracterizarlos es necesario elegir una configuración
cinemática, es decir, definir los momentos de las patas externas. La razón de que
exista esta arbitrariedad en la configuración cinemática proviene de que las constan-
tes de acoplamientos desnudas no dependen de los mismos. Por ende, cuando uno
define un vértice, es decir, una constante de acoplamiento, debe definir todos sus
constituyentes: la forma y su configuración cinemática.
Equivalentemente a (2.18), se podŕıa elegir definir los siguientes factores:

ZA, ZC , Zm2 ,

ZgC , ZgA , ZgAAAA .
(2.19)

Los factores que aparecen en (2.19) son los llamados factores de renormalización que
nos permitirán renormalizar la teoŕıa absorbiendo las divergencias. Algunos ejem-
plos:

gB = Zgg
R ABaµ =

√
ZAA

R
aµ

cBa =
√
ZCc

R
a (mB)2 = Zm2m2

}
Factores de renormalización (2.20)

En nuestro trabajo tomamos las constantes de acoplamiento correspondientes a los
vértices de tres y cuatro gluones como iguales. Dicho de otra manera, ZgAAA =
ZgAAAA = ZgA o lo que es lo mismo, la constante de acoplamiento del vértice de
cuatro gluones (gAAAA) es igual a la constante de acoplamiento del vértice de tres
gluones (gAAA). Por ende en nuestro caso debemos fijar sólo 5 normalizaciones.

2.4.2. Elección del esquema de renormalización

Como se dijo previamente, existe una libertad a la hora de elegir el esquema
de renormalización. A saber, qué funciones fijar y cómo hacerlo. Nosotros elegimos
tomar el esquema introducido por Axel Weber et al en [38], el cual es una reformu-
lación del presentado en [36], que a los efectos presentes resulta más cómodo. En el
mismo se define el valor tanto de la componente perpendicular como de la paralela
del vértice a determinada escala. Una de las ventajas de este esquema es que permite

31



evitar la presencia del polo de Landau, [36]. Por esta razón, nos referiremos a este
esquema como: infrared safe longitudinal (IS-l).
A la par, además de seleccionar 5 funciones, nos limitaremos a una cierta configura-
ción cinemática para el vértice de tres gluones y para el del fantasma-antifantasma-
gluón. El vértice de gluones, expuesto en 2.11, lo tomaremos con uno de los momentos
entrantes igual a cero. El vértice restante, visible en 2.12, lo tomaremos con el mo-
mento entrante del fantasma nulo. Lo dicho anteriormente se evidencia en las figuras
2.11 y 2.12 con ambos momentos r = 0 llevados a cero. A su vez, estos vértices serán
los que nos definan las constantes de acoplamiento gA y gC :

p

a, µ

c, ρb, ν

r q

Figura 2.11: Vértice de interacción
de tres gluones.

k

a, µ

cb

p r

Figura 2.12: Vértice de
interacción gluón, antifantasma y

fantasma.

Las cinco funciones correspondientes al esquema IS-l, una vez fijada la configu-
ración cinemática, son:

ΓR,⊥AA (p = µ0) = m2 + µ2
0 (2.21a)

ΓRCC̄(p = µ0) = µ2
0 (2.21b)

Γ
R,‖
AA(p = µ0) = m2 (2.21c)

Γ
(3)R

AC̄C
(µ0,−µ0, 0) = −ifabcgRCpµ (2.21d)

Γ
(3)R

AaµA
b
νA

c
ρ
(µ0,−µ0, 0) = −ifabcgRA(pµδνρ − 2pνδµρ + pρδµν) (2.21e)

Las ecuaciones presentes en (2.21) pueden ser combinadas con las definiciones
de los factores de renormalización, (2.20), para obtener los mismos en función de la
escala de enerǵıa a la cual se fijó el esquema, µ0, y las constantes de acoplamiento
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renormalizadas. El resultado de esta acción puede ser observado a continuación.

Zm2 = 1 +

(
m2 + µ2

0

m2µ2
0

Σ1loop
AA‖ (p = µ0)− 1

µ2
0

Σ1loop
AA⊥(p = µ0)

)
(2.22a)

ZA =
m2

Zm2m2 − Σ1loop
AA‖ (p = µ0)

(2.22b)

ZC =
µ2

0

µ2
0 − Σ1loop

CC‖ (p = µ0)
(2.22c)

ZgC =
1√
ZAZC

(2.22d)

ZgA =
ZgCg

R
C

gRA
(2.22e)

A partir de ahora asumiremos que todas las constantes están renormalizadas a
menos que se especifique lo contrario mediante el supráındice B.
La ecuación (2.22d) se obtiene mediante el teorema de no renormalización de Taylor
(ver apéndice de [26]) y la ecuación (2.22e) se logra tomando en cuenta las siguientes
ecuaciones,

gB= ZgCgC ,
gB= ZgAgA,
gB= gBA = gBC .

(2.23)

En nuestro código utilizamos las ecuaciones (2.22), salvo la (2.22e) la cual será sus-
tituida por la ecuación (2.21e). A su vez, para obtener las Σ1loop, que codifican la
suma de todos los diagramas a 1 loop utilizados, aplicamos programación simbólica
como se mencionó anteriormente.

Podemos escribir las funciones de correlación desnudas en función de los campos
renormalizados y los factores de renormalización. A continuación podemos ver como
ejemplo a la función de correlación a tres puntos para el gluón:〈

Ω|ABµABν ABρ |Ω
〉

= Z
3/2
A

〈
Ω|ARµARν ARρ |Ω

〉
=〈

Ω|ABµABµ′|Ω
〉 〈

Ω|ABν ABν′|Ω
〉 〈

Ω|ABρ ABρ′ |Ω
〉

Γ
(3)B
Aµ′Aν′Aρ′

=

Z
3/2
A

〈
Ω|ARµARµ′|Ω

〉 〈
Ω|ARν ARν′ |Ω

〉 〈
Ω|ARρARρ′|Ω

〉
Γ

(3)R
Aµ′Aν′Aρ′

=

Z
3/2
A Z−1

A

〈
Ω|ABµABµ′ |Ω

〉
Z−1
A

〈
Ω|ABν ABν′|Ω

〉
Z−1
A

〈
Ω|ABρ ABρ′ |Ω

〉
Γ

(3)B
Aµ′Aν′Aρ′

=

Z
−3/2
A

〈
Ω|ABµABµ′ |Ω

〉 〈
Ω|ABν ABν′|Ω

〉 〈
Ω|ABρ ABρ′|Ω

〉
Γ

(3)R
Aµ′Aν′Aρ′

.

A partir de este último desarrollo se deduce el v́ınculo entre la función gamma
desnuda y la renormalizada para tres gluones. A continuación podemos observarlo
junto con la dependencia de momentos, impĺıcita en el desarrollo

Γ
(3)R
Aµ′Aν′Aρ′

(p, q, r) = Z
3/2
A Γ

(3)B
Aµ′Aν′Aρ′

(p, q, r). (2.24)

Se puede encontrar de forma análoga el correspondiente v́ınculo para la función gam-
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ma de dos gluones, de dos fantasmas o del vértice del gluón-fantasma-antifantasma:

Γ
(2)R
Aµ′Aν′

(p,−p) = ZAΓ
(2)B
Aµ′Aν′

(p,−p),
Γ

(2)R

CC̄
(p,−p) = ZCΓ

(2)B

CC̄
(p,−p),

Γ
(3)R

ACC̄
(k, q, r) = ZC

√
ZAΓ

(3)B

ACC̄
(k, q, r).

(2.25)

2.4.3. Parte divergente de los factores de renormalización Z

Aqúı se presentan los resultados para la parte divergente de los factores de re-
normalización. Se debe tener en cuenta que se realizó la sustitución d→ 4− ε.

ZC = 1 +
3g2

CN

32επ2
+O(g4),

Zm2 = 1− 34g2
AN + g2

CN

96επ2
+O(g4),

ZA = 1 +
25g2

AN + g2
CN

96π2ε
+O(g4).

(2.26)

A continuación, si reescribimos las ecuaciones (2.26) sin tomar en cuenta la di-
ferenciación de las constantes de acoplamiento, obtenemos:

ZC = 1 +
3g2N

32επ2
+O(g4)

Zm2 = 1− 35g2N

96επ2
+O(g4)

ZA = 1 +
13g2N

48π2ε
+O(g4)

(2.27)

Las expresiones presentes en (2.27) coinciden con los datos extráıdos de [36].

2.5. Definición de las constantes de acoplamiento

gC y gA

Las dos últimas ecuaciones que conforman el esquema de renormalización ((2.21d)
y (2.21e)) son a su vez las definiciones de gC y gA. En esta sección entraremos en
detalle en la obtención de estas cantidades.

Constante de acoplamiento gC:

Para obtener la definición de gC utilizaremos la función de correlación a tres
puntos gluón-fantasma-antifantasma, representada a través del diagrama (o vértice)
presente en la figura 2.12. Definiremos esta constante de acoplamiento al imponer
que el vértice coincida con la expresión a orden árbol al ser evaluada en la escala de
enerǵıa µ0. En este caso surge una gran simplificación al irse todos los diagramas de
primer orden o superior debido a la elección cinemática. La razón se manifiesta al
observar la forma de los diagramas de orden uno o superior, la cual puede observarse
en la figura 2.13.
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k

p r

k

p r

q

st

u

=

Figura 2.13: Forma genérica de los diagramas de primer o mayor orden para el
vértice de gluón-fantasma-antifantasma.

Al introducir la restricción cinemática, imponiendo que el momento del fantasma
entrante r sea igual a cero, el vértice conectado a la pata externa del fantasma se
modifica de forma tal que el gluón del mismo posee el mismo momento q que el
antifantasma. Este cambio podemos verlo en la figura 2.14.

k

p r

k

p r = 0

q

qt

u

=

Figura 2.14: Forma genérica de los diagramas de primer o mayor orden para el
vértice de gluón-fantasma-antifantasma con la restricción cinemática en la pata

externa correspondiente al fantasma.

Con el propósito de mostrar que todos los diagramas de orden igual o superior a
1 loop se anulan nos focalizaremos en el análisis de tan sólo el vértice de tres patas
gluón-fantasma-antifantasma correspondiente a la pata externa del fantasma, visible
en la parte inferior derecha de la figura 2.14. En la figura 2.15 se ve el zoom de este
término con el fin de analizar cada elemento en mayor detalle:
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r = 0

q

q

b′′

ν ′,b

ν,b′

Figura 2.15: Zoom del diagrama de tres vértices correspondiente a la pata externa
del fantasma.

La contribución del vértice visible en la figura 2.15 multiplica a cada elemento del
desarrollo perturbativo de orden mayor o igual a uno. Dentro de esta contribución
se encuentra el producto del proyector transversal correspondiente al gluón, P⊥(q),
con el momento del antifantasma de dicho vértice, q. Este producto, por definición,
es nulo. Por lo tanto, tenemos:(

δbb
′

q2 +m2
P⊥νν′(q)

)(
−igCqνf

b′bb′′
)

= 0.

Al imponer la restricción cinemática en el v́ınculo entre el vértice gluón-fantasma-
antifantasma desnudo y renormalizado, obtenemos

Γ
(3)R

ACC̄
(k,−k, r = 0) = ZC

√
ZAΓ

(3)B

ACC̄
(k,−k, r = 0).

Luego, procedemos a sustituir la definición dada por el esquema IS-l, ver ecuación
(2.21d), obteniendo

−ifabckµgRC =Γ
(3)R

ACC̄
(k,−k, r = 0)

=ZC
√
ZA(−igBCfabckµ + 1 loop+ . . .︸ ︷︷ ︸

= 0, cuando r = 0

),

con k = µ0.

De lo que se concluye:

gRC = ZC
√
ZAg

B
C , (2.28)

y por ende se concluye que

ZC
√
ZAZgC = 1. (2.29)

El resultado expuesto en (2.29) es el del teorema de no renormalización de Taylor,
[34], el cual se prueba mediante el razonamiento expuesto en esta sección.
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Constante de acoplamiento gA:

Para obtener la definición de la constante de acoplamiento entre gluones se pro-
cede de manera similar a cuando obtuvimos gC . En esta oportunidad tomaremos la
función de correlación de tres campos gluónicos, representada a través del diagra-
ma presente en la figura 2.11. Al evaluar esta función de correlación a la escala de
enerǵıa µ0 impondremos que la misma coincida con la expresión a orden árbol. Es
decir,

Γtree levelAaµA
b
νA

c
ρ

= −ifabcgRA(pµδνρ − 2pνδµρ + pρδµν),

⇒
−ifabcgRA(pµδνρ − 2pνδµρ + pρδµν) = Γ

(3)R

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0)

= Z
3
2
AΓ

(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0).

La diferencia es que aqúı no contamos con la simplificación anterior y todos los
diagramas van a contribuir. Como estamos trabajando hasta orden g2 los diagramas
a tomar en cuenta, y contenidos en Γ

(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0), son:

pp
p

r r rq q
q

b,ν b,ν b,νc,ρ c,ρ c,ρ

a,µ a,µ a,µ

p

r
q

a,µ

b,ν c,ρ

k k k

Figura 2.16: Diagramas que contribuyen a la función de correlación a tres puntos
de tres gluones.

Lo que hacemos para simplificar cálculos es proyectar estas igualdades con el pro-
ducto de dos proyectores transversales P⊥µα(p)P⊥ρβ(p). Además escribimos Γ

(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0)

de forma genérica:

Γ
(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ

= A(p2)(pρδµν + pµδνρ) +B(p2)pνδρµ + Cpµpνpρ

Que al ser proyectado, obtenemos

Γ
(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ
P⊥µα(p)P⊥ρβ(p) = B(p2)pνP

⊥
αβ(p)

Juntando todas las ecuaciones anteriores proyectadas, llegamos a:

−ifabcgRA(−2pνP
⊥
αβ(p))|p=µ = Γ

(3)R

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0)P⊥µα(p)P⊥ρβ(p)|p=µ

Z
3
2
A (−ifabcBB(p2)pνP

⊥
αβ(p)|p=µ)︸ ︷︷ ︸

Calculado en Mathematica

= Z
3
2
AΓ

(3)B

AaµA
b
νA

c
ρ
(p,−p, 0)P⊥µα(p)P⊥ρβ(p)|p=µ
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⇒ gRA =
−Z

3
2
A

2
BB(µ2, gA, gC) (2.30)

Es menester aclarar que el cálculo de estos diagramas se logró modificando el pro-
grama que sirvió para este mismo cálculo pero sin la diferenciación de las constantes
de acoplamiento presente en [27].

Verificación de la parte divergente de la función B

La función B(µ, gA, gC) proviene del vértice de tres gluones y es proporcional a
gBA . Combinando la ecuación que define a la constante de acoplamiento entre gluones
renormalizada, (2.30), junto con el teorema de no renormalización de Taylor, (2.29)
y el v́ınculo entre la constante de acoplamiento desnuda y renormalizadas para el
gluón, gBA = ZgAg

R
A , tenemos:

B = −2ZC
ZA

gBA = −2gBA(1 + δZC)(1− δZA) +O(g5)

= −2

(
gB +

[
3

2
− 13

3

]
Ng3

B

16π2ε

)
+O(g5).

(2.31)

En donde δZA y δZC se refiere a la contribución a primer orden del desarrollo del
factor de renormalización ZA y ZC , respectivamente, en la escala UV. A su vez, se
utilizó que a esta escala de enerǵıas las constantes de acoplamiento cumplen con la
igualdad gBA = gBC = gB. Dando finalmente

Bdiv =
17
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Ng3
B

π2ε
. (2.32)

Resultado que concuerda con nuestros datos extráıdos del programa utilizando Mat-
hematica.

2.6. Problemas encontrados

Siempre se tuvo presente a nivel conceptual que las constantes de acoplamiento
gC y gA no son independientes una de otra, éstas se vinculan a través de la constante
de acoplamiento gB como se muestra en las ecuaciones (2.23). En particular, éstas
son iguales en el UV.

Al no imponer esta condición en nuestros cálculos de los diagramas nos topa-
mos con algunas dificultades. Éstas se expresan en algunos términos que parecen
diverger cuadráticamente cuando la escala de enerǵıas va a infinito, pero podemos
apreciar que son proporcionales a (gBC )2 − (gBA)2. Por lo tanto sabemos que al final
de cuentas debeŕıan ser estrictamente nulos. Éstos se hubieran eliminado sin nuestra
intervención al realizar la suma de los diagramas debido a la condición que cumplen
estas constantes en el UV.

Por ejemplo, un término que es estrictamente cero pero que, sin embargo, lo
podemos apreciar en nuestros cálculos de la función gamma para el gluón es

Nµ2(g2
C − g2

A)

384π2

(
12

ε
+ 12 + 6γE + 6log(µ2)− 6log(4π)

)
. (2.33)
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Sabemos que este problema surge en el propagador del gluón y no del fantasma
ya que este último no cuenta con acoples de gluones entre ellos, por lo que inter-
viene únicamente el acople entre fantasmas y gluones. Por ende, el término (2.33)
cuenta sólo con contribuciones del propagador del gluón. En particular, al fijar el
esquema de renormalización, podemos observar que este inconveniente surge de la
parte longitudinal (o paralela) del mismo.

La forma en que solucionamos esto fue separando los términos que sabemos que
debeŕıan haberse cancelado. Para lograr este cometido tomamos el ĺımite ultravioleta
de la contribución longitudinal de la suma de diagramas que aportan al propagador
del gluón hasta orden 1 loop. Las constantes de acoplamiento serán iguales aqúı,
y por ende, todos los términos que contengan una resta entre estas dos constan-
tes deberán cancelarse. Esto último debemos imponerlo restando estos términos al
propagador longitudinal.

2.7. Resultados sin grupo de renormalización

En esta sección veremos, utilizando la regularización dimensional y condiciones
de renormalización a la escala de 1GeV, los resultados con y sin la diferenciación de
las constantes de acoplamiento.

En las figuras 2.17 y 2.18 podemos apreciar los resultados tomando gC = gA = g
para todos los valores de enerǵıa, mientras que en las figuras 2.19 y 2.20 vemos los
resultados diferenciando estas constantes de acoplamiento.

Para cuantificar la precisión de los resultados comparamos los datos obtenidos
variando nuestros parámetros (gA, gC , m2) con los brindados por las simulaciones
numéricas. Este procedimiento es complicado debido a que son tres variables inde-
pendientes. Con el fin de obtenerlas se optimizó el factor de forma del fantasma,
ya que no existen constantes de acoplamientos entre gluones para los diagramas a
un loop que aportan al mismo. Mediante este procedimiento se obtuvo la masa del
gluón, m, y la constante de acoplamiento entre fantasmas y gluones, gC , que mejor
ajustan a los datos experimentales. Para hallar el valor de gA se fijó una de estas
constantes y se variaron las otras dos; se fijó tanto gC como m. Los datos que mejor
ajustaron comparando los dos casos fueron los tomados como óptimos. Cada uno de
estos procedimientos fue realizado siguiendo el ejemplo de [27].

Para el caso en el que las constantes de acoplamiento no fueron separadas vemos
que los parámetros que mejor ajustan son m = 0,5GeV y g = 4,5. En relación al
otro caso, encontramos que los valores que mejor ajustan son m = 0,5GeV, gC = 4,7
y gA = 4,2.

Los resultados han mejorado muy poco para el factor de forma del fantasma, o
lo que es parecido, el propagador fantasma. Sin embargo, veremos que luego de in-
troducir el grupo de renormalización estos resultados serán notoriamente mejorados
para todas las enerǵıas.

39



G
a
a
H
G
e
V
-
2
L

1 2 3 4

0

2

4

6

8

10

MonteCarlo

Teoría

ΜHGeVL

Figura 2.17: Propagador del gluón
sin diferenciar las constantes de

acoplamiento.
Con: m = 0,5GeV y g = 4,5.
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Figura 2.18: Factor de forma del
fantasma sin diferenciar las
constantes de acoplamiento.
Con: m = 0,5GeV y g = 4,5.
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Figura 2.19: Propagador del gluón
diferenciando las constantes de

acoplamiento. Con: m = 0,5GeV,
gC = 4,7 y gA = 4,2.
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Figura 2.20: Factor de forma del
fantasma diferenciando las constantes
de acoplamiento. Con: m = 0,5GeV,

gC = 4,7 y gA = 4,2.

Si bien las constantes de acoplamiento en el UV son iguales salvo diferencias de
orden g3, en este análisis no se tomó en cuenta esto, ya que los valores de las mismas
se fijan para todo rango de enerǵıas. Para tomar en cuenta la dependencia que las
constantes de acoplamiento tienen con la enerǵıa, µ, se deben respetar los efectos
del grupo de renormalización, lo que será objeto del próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Resultados

En este caṕıtulo mostraremos los principales resultados de esta tesis. Comenza-
remos haciendo una breve descripción del grupo de renormalización el cual será uti-
lizado para mejorar los resultados ya presentados en el caṕıtulo anterior, con la
salvedad de que aqúı fijaremos los parámetros a la escala de enerǵıa 10GeV y no
a 1GeV. En segunda instancia mostraremos los comportamientos dominantes en el
ĺımite IR y UV para las cantidades analizadas. Finalmente compararemos nuestros
resultados con los datos de las simulaciones numéricas y trabajos anteriores.

3.1. Grupo de renormalización

Anteriormente vimos que el método de renormalización implica fijar las cons-
tantes a una escala de enerǵıas fijada arbitrariamente. Ésta se fija generalmente en
el rango de enerǵıas en donde los experimentos son llevados a cabo. Instrumentos
colosales como el LHC, del inglés Gran Colisionador de Hadrones (Large Hadron
Collider), trabajan a enerǵıas de 7TeV por part́ıcula. Esta enerǵıa se distribuye en
el choque y las sucesivas desintegraciones por lo que cuanta más enerǵıa tengamos
al principio más procesos serán posibles. En nuestro trabajo, si bien se compara con
datos de simulaciones numéricas cuya escala t́ıpica de del orden de 1GeV, querŕıamos
tomar como referencia la escala de enerǵıa a µ0 = 10GeV para analizar utilizando
el grupo de renormalización. A esta enerǵıa fijamos el esquema de renormalización
pues se espera que alĺı la teoŕıa de perturbaciones usual esté muy controlada y la
masa del gluón sea despreciable.

Para pasar de una escala a otra, queremos entender cómo cambian nuestras cons-
tantes de acoplamiento al variar la escala de enerǵıa. El grupo de renormalización
logra dar respuesta a esta interrogante.

Pasamos ahora a dar una idea intuitiva de este método. Con este fin, partimos de
un lagrangiano el cual contiene varias constantes de acoplamiento a las que llamamos
constantes de acoplamiento desnudas. El hecho de llamarlas constantes es un abuso
de lenguaje con una justificación histórica en la que se créıan que éstas no variaban.
Al utilizar la regularización que contiene un corte en las enerǵıas, Λ, observaremos
que éstas dependerán del corte, es decir, gi(Λ). Debido a que el valor del corte
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es arbitrario cabe preguntarnos qué pasará con las constantes de acoplamiento al
disminuir este valor por un factor b > 1, es decir, qué sucede al realizar la siguiente
transformación

gi(Λ)→ gi

(
Λ

b

)
. (3.1)

Nuestro lagrangiano, y por ende nuestra f́ısica, puede ser representado por un punto
en el espacio multidimensional que tenga por ejes las constantes de acoplamiento;
las cuales variarán de acuerdo al corte, Λ, tomado. En este espacio apreciaremos una
curva la cual llamaremos flujo del grupo de renormalización. En la figura 3.1 podemos
ver un ejemplo de un flujo de la teoŕıa aqúı trabajada aunque sin la diferenciación
en las constantes de acoplamiento. La misma fue extráıda de [31].
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Figura 3.1: Representación del flujo del grupo de renormalización de
la teoŕıa trabajada aqúı.

Para entender mejor cómo se obtienen estas curvas se considera un caso particu-
lar a modo de ejemplo. El mismo consiste en una teoŕıa escalar con una constante de
acoplamiento desnuda gB. A su vez, con el fin de visualizar mejor el procedimiento,
se toma en cuenta la regularización que introduce un corte en el espacio de momentos.

Las constantes de acoplamiento adimensionadas, una vez renormalizadas a una
escala de enerǵıa µ, van a tener una dependencia de la siguiente forma:

gR = G
(
gB,

µ

Λ

)
. (3.2)

Aqúı se supuso las masas del problema despreciables respecto de µ. Debido a que
la escala de enerǵıa en donde se fija el esquema es arbitraria podemos fijarla a una
escala de enerǵıa µ′, obteniendo aśı

gR′ = G

(
gB,

µ′

Λ

)
. (3.3)
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Podemos extraer una expresión para el corte Λ de la ecuación (3.2). Al introducir
la misma en la ecuación (3.3) podemos eliminar el corte, Λ, y obtener una relación
entre gR y g′R

gR′ = f

(
gR,

µ′

µ

)
. (3.4)

Si ahora pasamos a derivar la ecuación (3.4) obtenemos

dgR′

dµ′
= ∂z f (gR, z)

1

µ

∣∣∣∣
z=µ′

µ

(3.5)

A su vez, al imponer que µ′ = µ y despejando podemos definir la función β de la
siguiente manera:

µ
dgR
dµ

= β (gR) , (3.6)

con
β(gR) = ∂z f (gR, z)|z=1 . (3.7)

La ecuación diferencial (3.6), usualmente conocida como ecuación de Callan-Symanzik
([9], [32], [33]), nos dará la evolución de la constante de acoplamiento. Bajo un ra-
zonamiento similar, habiendo definido las funciones de correlación conectadas como

F
(n)
R = 〈Ω|TΦR(x1) . . .ΦR(xn)|Ω〉C , (3.8)

utilizando las ecuaciones que vinculan los campos a través de los factores de renor-
malización (2.20), dándonos

F
(n)
R = Z−

n
2F (n) = Z−

n
2 〈Ω|TΦ(x1) . . .Φ(xn)|Ω〉C , (3.9)

y tomando en cuenta que la función de correlación desnuda no depende de la escala
µ, es decir,

µ
dFB(gB)

dµ
= 0, (3.10)

obtenemos la ecuación del grupo de renormalización de Gell-Mann Low ([19]), que
expresada en el espacio de momentos queda:(

µ
∂

∂µ
+
n

2
γ + βg

∂

∂g

)
F

(n)
C,R ({p}, µ, g(µ)) = 0. (3.11)

Con

γ(g) = µ
dlogZ

dµ

∣∣∣∣
gB

. (3.12)

A partir de este momento, pasaremos de una teoŕıa escalar a una teoŕıa de gauge
con los campos A, c y c̄. Esto implica cambiar la ecuación (3.11) por
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(
µ
∂

∂µ
+

1

2
(nAγA + nCγC) + βg

∂

∂g

)
Γ

(nA,nC)
R ({p}, µ, g(µ)) = 0. (3.13)

Donde

γC(g) = µ
dlogZC

dµ

∣∣∣∣
gB

,

γA(g) = µ
dlogZA

dµ

∣∣∣∣
gB

.

(3.14)

Para nuestro trabajo la función que utilizamos en (3.13) es la función vértice, Γ. En
adelante dejaremos impĺıcito que la misma se refiere a la función gamma de diagra-
mas conectados. Luego de ser obtenida podremos calcular el propagador del gluón
y el factor de forma del fantasma de forma sencilla.

El número n = nA + nC representa la cantidad de campos que aparecen en la
función de correlación, siendo nA el número de campos gluónicos y nC el número
de campos fantasmas. Se extrae de esta ecuación diferencial la siguiente solución, la
cual vincula la función gamma en el punto de referencia µ0 con un punto arbitrario
de enerǵıas µ:

Γ
(n)
R ({p}, µ, g(µ)) = zA(µ)

nA
2 zC(µ)

nC
2 Γ

(n)
R ({p}, µ0, g(µ0)) . (3.15)

En la ecuación (3.15) tomamos la escala de enerǵıa µ0 como el punto de referencia
para resolver la ecuación diferencial (3.13) y

log (zA(µ)) =

∫ µ

µ0

dµ′

µ′
γA (g(µ′)) ,

log (zC(µ)) =

∫ µ

µ0

dµ′

µ′
γC (g(µ′)) .

(3.16)

En (3.15) g(µ) es la solución de la ecuación (3.6). Con esto uno logra describir cómo
cambia la apariencia de la teoŕıa bajo la redefinición de la escala de renormalización.
Podemos generalizar aún más este caso introduciendo una diferenciación entre las
constantes de acoplamiento entre gluones y entre éstos y los fantasmas, gA y gC
respectivamente. Con dichas constantes pasamos de nuestra ecuación (3.13) a la
siguiente:(
µ
∂

∂µ
+

1

2
(nAγA + nCγC) + βgA

∂

∂gA
+ βgC

∂

∂gC

)
Γ

(nA,nC)
R ({p}, µ, gA(µ), gC(µ)) = 0.

(3.17)

Generando un cambio en la dependencia de las ecuaciones (3.16) y (3.14) de forma
tal que g(µ) pasa a ser (gA(µ), gC(µ)). Donde las ecuaciones gA(µ) y gC(µ) son
halladas mediantes la función beta como vemos a continuación:

µ
dgA
dµ

= βA (gA, gC) ,

µ
dgC
dµ

= βC (gA, gC) .

(3.18)
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3.2. Funciones β

En los casos que nos interesan, es importante también explorar el régimen en que
µ ≈ m. Las ecuaciones del grupo de renormalización se pueden generalizar tomando
en cuenta la presencia de la masa.(

µ
∂

∂µ
+

1

2
(nAγA + nCγC) + βgA

∂

∂gA
+ βgC

∂

∂gC
+ βm2

∂

∂m2

)
Γ

(nA,nC)
R = 0, (3.19)

donde
Γ

(nA,nC)
R = Γ

(nA,nC)
R

(
{p}, µ, gA, gC ,m2

)
. (3.20)

La expresión completa de las funciones β para m
µ

arbitrario es muy larga. La misma
surge del cálculo a 1 loop realizado en Mathematica.
Partiremos del sistema de ecuaciones diferenciales siguiente,

µ
dgA
dµ

= βgA

(
gA, gC ,

m2

µ2

)
,

µ
dgC
dµ

= βgC

(
gA, gC ,

m2

µ2

)
,

µ
dm2

dµ
= βm2

(
gA, gC ,

m2

µ2

)
,

(3.21)

para poder encontrar el comportamiento de gA, gC y m en función de la enerǵıa, µ.
Una vez obtenida la solución podremos calcular el propagador gluónico y el factor de
forma del fantasma para luego poder compararlos con los datos de las simulaciones.
En el proceso se debe fijar el valor que tienen estas variables a una determinada
escala de enerǵıa, es decir, fijar un punto en el espacio de soluciones. Repetiremos
este proceso variando estos valores iniciales a fin de obtener aquellos que mejor
ajusten nuestro modelo con los datos de las simulaciones numéricas.
Las funciones β pueden ser reescritas a través de las ecuaciones (2.20) que vinculan
las constantes renormalizadas con las desnudas. Por ende, utilizando que

(mB)2 = Zm2m2, gBA = Zgg
R
A , gBC = Zgg

R
C , (3.22)

y las definiciones de gA y gC presentes en las ecuaciones (2.30) y (2.28) respectiva-
mente; tenemos que

βgC = µ
d
(
ZC
√
ZAg

B
C

)
dµ

= µgBC

(√
ZA

dZC
dµ

+ ZC

√
ZA

dµ

)
= gC

(
γC +

1

2
γA

)
, (3.23)

βgA = −1

2

(
3

2
Z

3/2
A γAg

B
AB

B(µ2, gA, gC) + Z
3/2
A gBAµ

dBB(µ2, gA, gC)

dµ

)
=

3

2
γAgA + gAµ

dlog
(
BB(µ2, gA, gC)

)
dµ

,

(3.24)

βm2 = µ
dm2

dµ

∣∣∣∣
Bare

= µ
Z−1
m2

dµ
(mB)2 = −µ(mB)2

Zm

dlogZm2

dµ
= −m2γm2 . (3.25)

45



En estas ecuaciones se utilizó el parámetro BB definido en (2.30).
Una vez obtenidas las tres funciones β tendremos un sistema de ecuaciones diferen-
ciales con el que podemos hallar la dependencia entre las constantes de acoplamiento
y µ. Tendremos tres incógnitas: gA, gC y m2 junto con tres ecuaciones que, reescritas,
nos quedan: 

βgC = gBC

(
γC +

1

2
γA

)
βgA =

3

2
γAgA + gAµ

dlog
(
BB(µ2, gA, gC)

)
dµ

βm2 = −m2γm2

(3.26)

3.2.1. Vı́nculo entre gA0 y gC0

Podemos disminuir la cantidad de parámetros libres explicitando la relación entre
las constantes de acoplamiento a una escala de enerǵıa grande (µ0 ≈ 10GeV). En este
punto fijamos nuestros valores iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales. Esta
relación es exacta para µ � m y tomamos 10GeV como una buena aproximación
a ese ĺımite. Contamos con las relaciones dadas por análisis dimensional (una vez
despreciada m): 

gA = gB + fA

(µ
Λ

)
g3
B +O(g5

B),

gC = gB + fC

(µ
Λ

)
g3
B +O(g5

B).
(3.27)

Estas pueden ser escritas de otra forma:gA = gB + fA

(µ
Λ

)
g3
A +O(g5

A),

gC = gB + fC

( µ
m

)
g3
C +O(g5

C).
(3.28)

De esto se concluye:gB = gC − fC
(µ

Λ

)
g3
C +O(g5

C),

gA = gC +
(
fA

(µ
Λ

)
− fC

(µ
Λ

))
g3
C +O(g5

C).
(3.29)

Como gA y gC son constantes renormalizadas, ambas tienen ĺımite para Λ→∞. Esto

implica que fA

(µ
Λ

)
−fC

(µ
Λ

)
tiene ĺımite para Λ→∞. Por razones dimensionales,

su resta, debe ser un número. El resultado correspondiente, extráıdo de la definición
de gA y gC en Mathematica, nos muestra que:

gA = gC +
37N

384π2
g3
C . (3.30)

La diferencia entre las constantes desnudas y las renormalizadas diverge. La forma
en que lo hacen está dentro de las funciones fA y fC . El hecho de que la ecuación
(3.30) no depende de µ ó Λ es una consecuencia directa de que ambas funciones, fA
y fC , divergen de igual forma.
Con la relación entre estas constantes de acoplamiento se puede obtener, en SU(3) y

46



a la escala de enerǵıa µ0 = 10GeV, que entre las mismas hay una diferencia del 8,2 %
al tomar a gC = 1, 676. El valor que asumimos en este análisis para gC proviene de
los resultados obtenidos más adelante. Con la relación (3.30) sólo se necesita fijar
dos constantes: m y gC ; obteniendo gA mediante el v́ınculo.

3.2.2. Resultados en el ĺımite ultravioleta

Los resultados para las funciones β de gA y gC en el UV, es decir para las escalas
de enerǵıas que cumplan con la condición µ� m, son,

βUVgA (gC , gA) =
N

192π2
(−42g3

A − 3gAg
2
C + g3

C) +O(g5),

βUVgC (gC , gA) = − NgC
192π2

(25g2
A + 19g2

C) +O(g5).

Al ser impuesta la condición caracteŕıstica del régimen UV, esto es gA = gC +
O(g3

C), llegamos a las ecuaciones presentes a continuación en (3.31). En donde tam-
bién se simplificó la notación imponiendo que la constante de acoplamiento sea
únicamente g.

βgA(g) = −11g3N

48π2
+O(g5),

βgC (g) = −11g3N

48π2
+O(g5).

(3.31)

Satisfactoriamente, este resultado no sólo concuerda con la libertad asintótica
sino que con la universalidad de la función β a un loop. Esta propiedad asegura que
la forma de esta función no depende de la elección del esquema de renormalización.
Ver caṕıtulo 2 de [39].

3.2.3. Resultados en el ĺımite infrarrojo

El rango de enerǵıas considerado IR abarca las enerǵıas tales que µ � m. Las
funciones β en este rango son,

βIRgC (gC , gA) =
N

192π2
(3g2

AgC − g3
C) +O(g5),

βIRgA (gC , gA) =
N

192π2
(9g3

A − 3gAg
2
C + g3

C) +O(g5),

βIRm2(gC , gA) =
Nm2

96π2
(3g2

A − g2
C) +O(g5).

Este sistema puede ser reescrito utilizando la definición de la función β presente en

la ecuación (3.6) junto a la definiciones t = log
(
µ
µ̄

)
con µ̄ una constante arbitraria,

y =
g3C
gA

y restringiéndonos al caso SU(3), para dar el siguiente sistema válido sólo
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en el IR:

1

g2
C

dg2
C

dt
=

1

m2

dm2

dt

dgC
dt

=
gC

64π2
(3g2

A − g2
C)

d

dt

(
1

y

)
=

1

(8π)2

(3.32)

Utilizando la última ecuación del sistema (3.32) obtenemos la relación

gA =
g3
Ct

(8π)2
. (3.33)

Al sustituir la relación (3.33) en la segunda ecuación del sistema (3.32) llegamos a
una ecuación no homogénea:

dgC
dt

=
g3
C

(8π)2

(
3g4

Ct
2

(8π)4
− 1

)
. (3.34)

Recordando que estamos interesados en escalas de enerǵıas cercanas a cero resul-
tando que t < 0 y con el fin de hacer la ecuación (3.34) homogénea definimos
λ = gC(−t)α con α =constante, llegando al valor α = 1/2. Al introducir la defini-
ción x = log|t|, obtenemos:

∂xλ = λ

(
−1

2
+

3λ6

(8π)6
− λ2

(8π)2

)
. (3.35)

Como la ecuación diferencial (3.35) es homogénea en x, cuando x→∞, es decir,
para enerǵıas muy pequeñas, λ→ constante. Podemos hallar los puntos fijos para λ
imponiendo que ∂xλ = 0, esto se traduce a resolver la siguiente ecuación algebraica,
a la cual le fue introducida el cambio de variable σ = λ2

(8π)2

1

2
+ σ − 3σ3 = 0. (3.36)

Numéricamente podemos encontrar la única ráız real y positiva, obteniendo aśı

gIRC =
21,7093 . . .√−t ,

gIRA =
g3
Ct

64π2
=
−(21,7093 . . . )3

64π2
√−t = −16,198√−t .

(3.37)

Como verificación podemos observar que al imponer la aproximación de que las
constantes de acoplamiento sean iguales a primer orden obtenemos para la función
βgc :

βgc =
g3N

96π2
(3.38)

Esta coincide con el ĺımite infrarrojo de la función βg hallada para el esquema
infrared safe en [26].
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3.3. Comparación con simulaciones numéricas

Para poder mostrar los resultados y cómo los comparamos con las simulaciones
numéricas es necesario hacer una pausa para explicar, al menos aproximadamente,
qué son éstas y cómo pueden generar las curvas que nos darán el comportamiento
de nuestros propagadores.
La base en la cual se realizan los cálculos es un volumen finito y una red discreta
caracterizadas por sitios separados una distancia a junto con las respectivas uniones
entre śı; ver figura 3.2.

Figura 3.2: Esquema representativo de una red con tres dimensiones.

Como se ve en esta figura, en los sitios se va a definir el campo de los quarks y
en las aristas entre éstos se relaciona con el campo de los gluones, ya que son los
que transportan la carga de un lugar a otro. El campo gluónico en la red va a estar
representado por

Uµ(ni, nt),

donde µ denota la dirección de propagación del gluón y (ni, nt) se refiere al punto
en la red de cuatro dimensiones donde comienza el v́ınculo.
El campo en la red y en el cont́ınuo se vinculan a través de la ecuación

Uµ = eiagAµ , (3.39)

en donde se coloca a en el exponente para hacerlo adimensionado.

En este espacio, caracterizado por las tres componentes espaciales y una tempo-
ral, se van a generar distintas configuraciones. El conjunto de estas configuraciones,
llamado ensemble, permite extraer una muestra estad́ıstica del elemento 〈0|O|0〉 con
distribución de probabilidad asociada con el lagrangiano (invariante de gauge) de
Yang-Mills:

LYM =
1

4
F a
µνF

a
µν . (3.40)
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De forma tal que

〈0|O|0〉 =

∫
[dU ]O[A]e−SYM∫

[dU ] e−SYM
. (3.41)

Este elemento será calculado al igual que los valores esperados en Mecánica Es-
tad́ıstica. Si bien este no es exactamente el método seguido a la hora de hacer las
simulaciones ya que es ineficiente desde el punto de vista de cálculos computacional,
la lógica es la misma. Por más información al respecto se puede leer [14].

El procedimiento anterior funciona en la red para operadores no invariantes de
gauge. Para fijar el gauge, se parte del ensemble generado al cual se le hace una
transformación gauge con un parámetro λa. En este trabajo se utilizó el gauge de
Landau, éste es el más fácil de fijar en la red y muchas simulaciones se realizan en
el mismo. Sabemos que en la teoŕıa fijar el gauge de Landau es igual a establecer
la restricción ∂µA

α
µ = 0 para los campos gauge. Se puede ver que esa restricción es

equivalente a imponer la configuración extremice:∫
d4x

1

2
Aλ,aµ Aλ,aµ , (3.42)

donde Aλ,aµ es la configuración transformada de gauge a partir de Aaµ. Si variamos
este término en un valor infinitesimal de λa obtenemos

δλ

∫
d4x

1

2
Aλ,aµ Aλ,aµ =

∫
d4xAλ,aµ δλA

λ,a
µ =

∫
d4xAλ,aµ (∂µλa + ifabcλbAcµ).

En donde el término que contiene el elemento completamente antisimétrico fabc se
anula, por ser AaµA

c
µ simétrico. Y el término restante puede ser integrado por partes,

eliminando efectos de bordes, para obtener

δλ

∫
d4x

1

2
Aλ,aµ Aλ,aµ =

∫
λa∂µA

a
µ (3.43)

Por lo tanto, para que sea un extremo se debe cumplir que ∂µAµ = 0.
No necesariamente habrá un mı́nimo único que extremice le función (3.42) debido
a las posibles copias de Gribov. Es por esto que se debe elegir un criterio. Uno de
ellos es tomar el parámetro λ tal que genere un mı́nimo global sobre la expresión∫

d4xAλ,aµ Aλ,aµ .
Teniendo esto en cuenta, la integral de caminos aplicada a un cierto operador (no

necesariamente invariante de gauge) pasa de ser expresada en el espacio euclideano
continuo como

〈0|O|0〉 =

∫
[dU ]O[Aλ]e−SYM∫

[dU ] e−SYM
(3.44)

a tomar la forma en el espacio discreto

〈0|O|0〉 =

∑
αO[Aλα]e−SYM,α∑

α e
−SYM,α

, (3.45)

en donde α denota una cierta configuración de la red y O[Aλα] el valor de O en esa
configuración.
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3.4. Resultados del sistema de ecuaciones diferen-

ciales

En esta sección presentaremos los resultados para las constantes de acoplamiento
obtenidas a través del método del grupo de renormalización. Como dijimos anterior-
mente, para poder resolver nuestro sistema de ecuaciones diferenciales, es necesario
fijar nuestras constantes de acoplamiento. El punto en el cual lo hacemos es en
µ = 10GeV. Los valores que tomamos y con los cuales hemos obtenido las gráficas
presentes en esta sección, son: gC = 1,676, m = 0,254GeV y por ende gA = 1,81
usando la relación (3.30).
Dividiremos la zona de estudio en dos. Una haciendo foco en el IR y la otra en
un rango de enerǵıas más grande. La razón de focalizar en el IR reside en algunos
problemas que nos enfrentamos a la hora de programar. El programa Mathemati-
ca no logra, a medida que corre el código, simplificar elementos del denominador.
Esto produce singularidades aparentes que de poder simplificarse se cancelaŕıan. Es
por esto que para esta zona simplificamos las funciones anaĺıticamente tomando en
cuenta que µ� m.

3.4.1. En la región infrarroja

Limitándonos a una región dentro de la zona IR que abarca los primeros 10MeV
podemos ver, en la gráfica 3.3, el comportamiento de las constantes de acoplamiento
entre gluones (en negro), gA, y entre éstos y los campos fantasmas (en rojo), gC .
Ambas constantes tienden a cero cuando nos movemos a enerǵıas cercanas a cero.
En el caso de gA, ésta tiende a cero desde un valor negativo; mientras que gC lo hace
desde valores positivos. Esto es consistente con los resultados cuantitativos obtenidos
a partir de las funciones β en el IR, ver ecuaciones (3.37). A su vez, tomando los
valores absolutos de estas constantes tenemos que gC siempre se mantiene superior
al valor de gA en esta zona.
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Figura 3.3: Dependencia de gC y gA
en función de la enerǵıa µ.
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Figura 3.4: Dependencia de m2 en
función de la enerǵıa µ.

Gráficos utilizando la condición inicial m = 0,254GeV, gC = 1,676 y gA = 1,81 a
µ0 = 10GeV restringiéndonos a la zona IR.
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3.4.2. Caso general

Las gráficas presentes en esta subsección corresponden a las constantes de aco-
plamiento y el parámetro α̃ (definido en (3.46)) para el rango de enerǵıas que va de
unos pocos MeV a 10GeV. Para las siguientes gráficas no se han tomado simplifica-
ciones a la hora de hallarlas.
En la figura 3.5 podemos observar la dependencia de la constante de acoplamiento
gC en función de la enerǵıa µ. La misma comienza a unos pocos MeV por lo que
no nos es posible distinguir en ella el momento en el cual decrece hasta converger a
cero a medida que la enerǵıa tiende a cero, como śı se puede observar en 3.8.
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Figura 3.5: Dependencia de gC en
función de µ.
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Figura 3.6: Dependencia de gA en
función de µ.

Gráficos utilizando la condición inicial m = 0,254GeV, gC = 1,676 y gA = 1,81 a
µ0 = 10GeV; restringiendo los momentos hasta 10GeV.

Los valores que toma gA en la figura 3.6 son los mismos que están presentes en
la figuras 3.3 ó 3.8, salvo que en las últimas se focaliza el análisis en la zona IR. En
la misma se puede apreciar cómo el valor de gA pasa de valores positivos a negativos
para luego ir convergiendo a cero a medida que disminuimos la enerǵıa. Por otro
lado, si vamos a valores más grandes de enerǵıa podemos observar que gA pasa de
valores inferiores a gC a superiores al mismo, ver figura 3.8. Anaĺıticamente ocurre
lo mismo y podemos observarlo en la relación (3.30), la cual nos explicita cuánto
más grande es dicha constante de acoplamiento.
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Figura 3.7: Gráfica de m2

µ2
en

función de µ.
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Figura 3.8: Dependencia de gC y gA
en función de µ.

Gráficos utilizando la condición inicial m = 0,254GeV, gC = 1,676 y gA = 1,81 a
µ0 = 10GeV; restringiendo los momentos hasta 2 y 3GeV.
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Figura 3.9: Dependencia de α̃T = α̃C + α̃A en función de µ.

La gráfica 3.9 nos muestra la evolución del parámetro perturbativo α̃T , el cual
es explicado en [36] y se define de la siguiente manera:

α̃ :=
Nα(µ)

4π

µ2

µ2 +m2(µ)
=
Ng2(µ)

16π2

µ2

µ2 +m2(µ)
,

α =
g2

4π

(3.46)

Éste necesariamente debe permanecer pequeño para todo momento µ con el fin de
poder utilizarlo como parámetro perturbativo. En esta gráfica vemos que incluso
la suma de los dos parámetros, definidos para gA y gC , al ser sumados no superan
el valor 0,7. Esto nos permite asegurar que es viable la utilización de un análisis
perturbativo en este régimen.
Algunos valores interesantes de estas gráficas son:
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0,90GeV 1GeV 10GeV
gC 4.857 4.546 1.676
gA 4.212 4.152 1.814
m 0.606 0.580 0.254
α̃T 0.540 0.539 0.116

Siendo µ = 0,90GeV la enerǵıa a la cual la función α̃ = α̃C + α̃A presenta su valor
máximo.

3.5. Análisis del polo de Landau

Estudiamos dos formas para observar si hay una presencia del polo de Landau.
La primera consta de observar el parámetro perturbativo α̃. La restante, parte de
la solución en el UV, la cual no toma en cuenta la masa del gluón, y compara dicha
solución en el IR con la obtenida mediante nuestra teoŕıa. En cuanto a la primera,
si se da el caso en que el parámetro perturbativo, α̃, se hace muy grande nos estaŕıa
indicando la presencia de un polo de Landau. Lo que hacemos para verificar la
ausencia del mismo es una gráfica en la cual se muestre el máximo de este factor en
función de los valores iniciales de gC , gA y m. Vimos que, para los valores iniciales
que cumplen que: (

g2
C(µ) + g2

A(µ)
)
N

16π2

µ2

µ2 +m2(µ)
. 0,7 ∀µ;

nuestros resultados no presentan polo de Landau. Por el contrario, en el caso donde
se supera este valor, el cálculo perturbativo deja de ser válido, y un polo de Landau
es posible.

En cuanto al restante análisis, cabe mencionar que el polo de Landau surge de la
solución de la función β en el ultravioleta, es decir, para µ� m. La misma diverge
al acercarse a la enerǵıa

µ∗ = µ0e
−

1

β0g2
0 ≡ ΛQCD. (3.47)

Al momento de observar si existe o no un polo de Landau para nuestro sistema de
ecuaciones es necesario observar, a la escala de enerǵıa ΛQCD, el v́ınculo entre m y
µ. Si µ � m entonces la solución en el UV es válida y por ende la constante de
acoplamiento se vuelve grande y no vale la teoŕıa de perturbaciones. En este caso
un polo es posible. Pero si por el contrario µ � m, entonces ya no es válida la
aproximación utilizada en el UV. En este último caso hay que tomar en cuenta la
presencia de la masa que elimina el polo de Landau.
Concluimos que para que no haya polo de Landau se debe satisfacer

m(µ = ΛQCD) & ΛQCD. (3.48)
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3.6. Otras verificaciones

Es recomendable ir verificando nuestros resultados con otros que ya hayan sido
calculados. No contamos con trabajos donde las constantes de acoplamiento para
el gluón y el fantasma hayan sido diferenciadas. Sin embargo, una vez obtenida la
función que queremos verificar, igualaremos estas constantes para poder comparar
su resultado con otros calculados previamente. En este caso tomaremos las funciones
zA(µ) y zC(µ) presentes en (3.15) y definidas en (3.16) para contrastarlas con las
halladas en [26].
Para poder comparar estas funciones se resolvió el sistema de ecuacionesβgC = gBC

(
γC +

1

2
γA

)
,

βm2 = −m2γm2 .

tomando como condición gA = gC = 4,1 y m0 = 0,43GeV a µ0 = 1GeV. Luego
procedimos a hallar zA(µ) y zC(µ) como muestran las ecuaciones (3.49) extráıdas de
[26] (ec. 3.19 y 3.20). Fueron tomados esos datos iniciales ya que éstos mismos fueron
utilizados para obtener el propagador del gluón y la función de forma J asociada al
propagador del fantasma. 

zA(µ) =
m4(µ)g2(µ0)

m4(µ0)g2(µ)

zC(µ) =
m2(µ0)g2(µ)

m2(µ)g2(µ0)

(3.49)

Las funciones se ajustan perfectamente como se ven en la figura 3.10.
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Figura 3.10: Test del cálculo: función zA(µ) en función de la enerǵıa, µ
comparada con el resultados anterior.

Para zC(µ) se hizo un cálculo análogo, logrando un ajuste de igual calidad.
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3.7. Ajuste de parámetros y errores

Para obtener el propagador del gluón y el factor de forma del fantasma es ne-
cesario fijar las condiciones iniciales de nuestro sistema de ecuaciones diferenciales
(3.26). Ya sabemos que el v́ınculo entre gC y gA, presente en la ecuación (3.30), pro-
duce que al elegir una de ellas la otra quede fijada. Consecuentemente nos quedan
dos grados de libertad en la condiciones iniciales. Elegimos fijar gC y m, éstas son
arbitrarias y su valor afectará la forma de nuestros propagadores. A fin de obtener
los resultados que mejor ajusten con los datos numéricos es necesario variar nuestras
condiciones iniciales y cuantificar el error. Aquellos valores que den un menor error
serán los que tomemos como correctos.
Pero para poder lograr comparar nuestros datos con los de las simulaciones es ne-
cesario tomar en cuenta la normalización utilizada. Ambos datos, nuestros valores
teóricos y los valores experimentales, se diferencian por un factor multiplicativo
constante, que llamamos A. Tendremos uno para los datos del propagador fantasma
como para el del gluón. Elegimos el valor de A de forma tal que minimice el error.
Se tienen dos series de datos: yl que corresponden a los encontrados en la red con
simulaciones numéricas, e yt que son los encontrados a partir de nuestra teoŕıa. Para
cuantificar el error, usamos la siguiente definición la cual proviene de un promedio
entre el error cuadrático relativo y el absoluto siendo el último ponderado con el
valor teórico a la escala de 1GeV:

error2
abs =

1

Nyl(1GeV )2

N∑
i=1

(yli − A× yti)2

error2
rel =

1

N

N∑
i=1

(yli − A× yti)2

yl2i

errortot =

√
error2

abs + error2
rel

2

Elegimos A de forma tal que minimice el error cuadrático:

error2 =
N∑
i=1

(yli − A× yti)2

2error
d error

d A
= 2A

N∑
i=1

yt
2
i − 2

N∑
i=1

yliyti = 0

⇒ A =

∑N
i=1 yliyti∑N
i=1 yt

2
i

Estos errores los tomaremos tanto para el propagador del gluón como para el
factor de forma del fantasma. Para elegir qué parámetros tomar haremos un com-
promiso entre los valores óptimos para ambos elementos. A continuación analiza-
remos los errores para los propagadores en un sector ya reducido del espectro de
condiciones iniciales.
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3.7.1. Error para los propagadores

En la figura 3.11 podemos observar los errores obtenidos para el propagador del
gluón en función de los datos iniciales gC y m a una escala de 10GeV. Los colores
corresponden, de oscuro a claro, errores menores a 7,5 %, 9 %, 10 %, 12,5 % y 15 %.
A su vez, en la figura 3.12 podemos observar los errores obtenidos para el factor de
forma J del fantasma en función de los datos iniciales gC y m. Los colores corres-
ponden, de oscuro a claro, a errores menores a 5 %, 7,5 %, 9 %, 10 % y 12,5 %.
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Figura 3.11: Errores del propagador del
gluón. De oscuro a claro: 7,5 %, 9 %,

10 %, 12,5 % y 15 %.
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Figura 3.12: Errores del factor de forma
del fantasma. De oscuro a claro: 5 %,

7,5 %, 9 %, 10 % y 12,5 %.

Gráficos para diferentes valores iniciales de gC y m a 10GeV.

Con el fin de obtener una mejor visualización de ambos errores unimos ambas
gráficas de errores en la figura 3.13.
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Figura 3.13: Errores del propagador del
gluón superpuesto con el del factor de

forma del fantasma para diferentes
valores iniciales de gC y m a 10GeV.
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Figura 3.14: Error promedio del factor de
forma del fantasma y del propagador del
gluón. De oscuro a claro: 7 %, 8 %, 9 %,

10 % y 16,5 %.

La zona donde se minimiza la suma de los errores para el propagador del gluón
y el factor de forma del fantasma se sitúa cerca de gC = 1,655 y m = 0,232GeV a
10GeV, como podemos observar en la figura 3.14. Es por estos valores que fuimos
probando para observar cuáles eran los que mejor ajustaban a los valores experi-
mentales. Concluimos que, a 10GeV, los óptimos son: gC = 1,676 y m = 0,254GeV.

3.8. Resultados

A la hora de elegir qué parámetros utilizar debemos hacer un compromiso entre
los óptimos para el propagador del gluón y del fantasma. Contamos con las gráficas
del propagador del gluón y del factor de forma para el fantasma generadas a través
de simulaciones numéricas las cuales se pueden apreciar en azul en la figura 3.16.
Estas gráficas fueron obtenidas en simulaciones MonteCarlo con un espaciado de
a−1 = 1,1595 GeV, extráıdas de [7].

Hay otra propiedad importante observada en las simulaciones numéricas: varios
acoplamientos, no sólo no muestran ningún polo de Landau, sino que presentan un
parámetro de desarrollo de la teoŕıa de perturbaciones del orden de 0,25 a impulsos
pequeños. Si a partir de nuestros datos graficamos estos parámetros obtenemos las
gráficas 3.15.
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Figura 3.15: Gráfica de α̃A y α̃C en función de la enerǵıa, µ.

A modo de comparación, mostramos resultados obtenidos en un trabajo pasado,
[26]. Los mismos se presentan en verde en la figura 3.16 y fueron obtenidos sin la
diferenciación de las constantes de acoplamiento. Éstas fueron construidas con los
valores gA = gC = 4,1 y m = 0,43GeV a una escala de 1GeV, los cuales evolucionan
hasta un valor de gA = gC = 1,682 y m = 0,213GeV a 10GeV.

Con el fin de obtener un resultado con mayor definición introdujimos la diferen-
ciación de las constantes de acoplamiento, las cuales pueden observarse en rojo en
las gráficas 3.16. En las mismas se puede apreciar el propagador del gluón (izquier-
da) junto con el factor de forma del ghost (derecha) los cuales se generaron con las
condiciones iniciales de gC = 1,676, m = 0,254GeV a una enerǵıa de 10GeV.

Para visualizar mejor las mejoras que conlleva tomar en cuenta la diferenciación
de las constantes podemos juntar todas las gráficas en una, obteniendo:
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Figura 3.16: Propagador del gluón (izquierda) y factor de forma del fantasma (de-
recha) en función de la enerǵıa µ con datos experimentales (azul) y ajuste teórico
con la diferenciación de las constantes de acoplamiento gC y gA (rojo).

De esta forma podemos ver que si bien ambos resultados son similares, distin-
guiendo el acoplamiento entre gluones de entre estos y los fantasmas se logra una
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leve mejora focalizada en la zona IR, para valores de enerǵıas menores a 1GeV. La
zona que va desde cero a 1GeV es la que coincide con la mayor diferencia entre las
constantes de acoplamiento gA y gC , por lo que es comprensible que la mejora sea
mayor en esta zona.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

La cromodinámica cuántica es una teoŕıa cuántica de campos que describe a las
interacciones fuertes. Como tal, las interacciones dependen de la escala de enerǵıa
del proceso. En el año 1973, David Gross, Frank Wilczek, y David Politzer, vie-
ron que esta teoŕıa presenta lo que se llama libertad asintótica. Esto implica que las
constantes de acoplamiento van a cero cuando la enerǵıa aumenta. Como consecuen-
cia, la QCD presenta interacciones pequeñas cuando los impulsos caracteŕısticos del
fenómeno estudiado son grandes respecto al producto de la masa del protón por la
velocidad de la luz [21] y [30]. Esto permite calcular estos fenómenos perturbativa-
mente utilizando la QCD y compararlos exitosamente con los datos experimentales.

A pequeños impulsos, la teoŕıa de perturbaciones usual predice que la intensidad
de las interacciones crece sin ĺımite (“polo de Landau infrarojo”), lo que vuelve
inválido dicho esquema de aproximación. Para poder efectuar cálculos fiables en
dicho régimen se utilizan simulaciones MonteCarlo de QCD en una red discreta con
un volumen finito [24]. Esto ha permitido comparar la QCD cuantitativamente con
los experimentos en todos los reǵımenes de impulsos. Ahora bien, las cantidades
calculables en las simulaciones en la red, en la práctica, son sólo las más simples.
Debemos, a partir de éstas, encontrar la teoŕıa que condice con las mismas a fin de
poder luego explicar cualquier cantidad que deseemos.

En consecuencia, otro tipo de estudios del comportamiento de QCD en el régimen
de pequeños impulsos es necesario y las simulaciones son una gúıa para desarrollar-
los. Entre ellos se encuentran los resultados basados en las igualdades de Dyson-
Schwinger [[23],[3], [2]] y el método del grupo de renormalización no perturbativo
[22]. Un problema, no siempre tomado en cuenta, consiste en que no se conoce la des-
cripción anaĺıtica del lagrangiano fijado gauge en el IR ni, por ende, la herramienta
más adecuada para analizar este régimen.

Lo que sabemos con certeza es que las simulaciones numéricas muestran que a
pequeños impulsos los gluones presentan un comportamiento similar al de una teoŕıa
masiva. De aqúı surge la motivación de agregar un término de masa al lagrangiano:

m2

2
AaµA

µ
a .

La idea consiste en modificar el lagrangiano fijado de gauge de QCD agregando
una masa para los gluones. Este término podŕıa surgir de la fijación gauge aunque
hoy en d́ıa no sabemos explicar su origen desde primeros principios. Dicho modelo
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[18] fue descartado en los años ′70 pues su teoŕıa de perturbaciones parećıa mostrar
comportamientos patológicos, pero la naturaleza de estas dificultades no es clara a
la luz de los resultados recientes de las simulaciones, que muestran un rompimiento
de la positividad por parte del propagador del gluón.

Todo lo expuesto anteriormente llevó a uno de mis orientadores Nicolás Wsche-
bor, junto con Matthieu Tissier, a querer investigar el alcance de este simple modelo
a la hora de reproducir las funciones de correlación y la posibilidad de lograr un
cálculo perturbativo que pudiera ser válido para impulsos arbitrarios. Los cálculos a
primer orden de la teoŕıa de perturbación mostraron resultados para el propagador
del gluón y del fantasma en excelente concordancia con las simulaciones MonteCarlo,
ver [35] y [36]. Luego, dicha técnica fue empleada para calcular otras cantidades que
han sido simuladas, por ejemplo las funciones de correlación a tres puntos [27]. Con
este modelo, el parámetro perturbativo se modifica obteniendo α̃ el cual se mantiene
relativamente pequeño a todas las escalas de enerǵıa.

α̃ =
Nα(µ)

4π

µ2

µ2 +m2(µ)
.

El propósito de esta tesis fue mejorar estos resultados teniendo en cuenta que a
impulsos pequeños los diferentes acoplamientos no son iguales (tanto en los resulta-
dos perturbativos como en las simulaciones). Esto es diferente a lo que ocurre en el
régimen de grandes impulsos donde la libertad asintótica entra en juego. Si bien el
efecto en los cálculos que introduce esta diferenciación es de segundo orden en teoŕıa
de perturbaciones, el cálculo de las funciones de correlación tomando en cuenta este
efecto es el próximo paso lógico debido a la dificultad que éste conlleva. Calcular el
siguiente orden de perturbación, el cual disminuiŕıa los errores significativamente, es
ampliamente más complicado. Sin embargo, este problema está siendo llevado a cabo
por mi cotutora, Marcela Peláez, y otros integrantes del grupo. La idea entonces ha
sido repetir los cálculos de las funciones de correlación a dos puntos ya calculadas por
el grupo, tratando las diferentes constantes de acoplamiento como independientes a
pequeños impulsos (pero teniendo en cuenta que tienen el mismo comportamiento
a grandes impulsos). Consecuentemente, tendremos un parámetro perturbativo ca-
racterizado por acoplamientos entre gluones, α̃A, y otro para el acoplamiento entre
éstos y los fantasmas, α̃C .

Podemos observar que la diferencia entre los acoplamientos es significativa para
enerǵıas menores a 1GeV. Por ende, es comprensible que nuestra mejora sea mayor en
este rango. El ajuste correspondiente al propagador del gluón, mejora notoriamente
en este rango. Por otra parte, para los demás valores de enerǵıa las diferencias
son mı́nimas. Si ahora observamos el factor de forma del propagador tenemos una
situación similar. No sólo vemos una mejora, aunque leve, en la zona más IR, sino que
también podemos apreciar que más adelante la gráfica tiende a ajustarse aún más
a los puntos experimentales. Al igual que para el propagador del gluón, a enerǵıas
superiores a 1GeV las diferencias son ı́nfimas.

Un resultado importante fue la obtención del comportamiento de las constante gA
y gC en función de la enerǵıa, el cual es un resultado nuevo. En la zona IR podemos
observar, tanto gráfica como anaĺıticamente, cómo ésta pasa de tener un valor mayor
a cero a uno menor para luego tender a cero, de mayor a menor enerǵıa. El cambio
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de signo está relacionado con el cambio del signo del vértice de tres gluones, [27].
Con los resultados obtenidos en este trabajo podemos asegurar que vamos por el

buen camino. Observamos que una mejora es producida al incluir la diferenciación
entre las constantes de acoplamiento entre gluones y entre éstos y los fantasmas.
No es dif́ıcil imaginar que la incorporación de las constantes de acoplamiento entre
los quarks y los gluones, junto con sus respectivos diagramas contribuyendo a las
funciones de correlación, mejorarán aún más nuestra teoŕıa. A su vez, en un plan más
ambicioso pero que parece en buena v́ıa se presenta el cálculo completo a dos loops.
Quedan algunas preguntas por responder, como por ejemplo, saber cuál abordaje es
el correcto en el IR. Dentro del nuestro, aún resta por comprender cuál es el origen
de la masa desde primeros principios. Sin embargo, concluimos que con este trabajo
dimos un paso más en entender el alcance de nuestro modelo.
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