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RESUMEN

Existen diferentes tipos de correlaciones cudnticas, las cuales describen
distintos aspectos de los sistemas cuanticos multipartitos. Hasta hoy dia no
esta entendida cudl es la interrelacion existente entre todas esas correlaciones.
La Coherencia, por ser manifestaciéon del principio de superposicion, es una
correlacién que subyace al Entrelazamiento y a la Discordia. Al dia de hoy, se
ha relacionado a la Coherencia con el Entrelazamiento y con la Discordia por
separado y de la siguiente manera: dado un estado de varias partes con una
Coherencia dada, se determiné la cantidad de Entrelazamiento que se puede
crear a partir de dicho estado y uno auxiliar. Se realizé6 un estudio analogo
con la Discordia. Sin embargo, no se conoce ninguna relacién que involucre
en simultaneo a estas tres correlaciones cuando estan presentes en un estado

cuantico.

En esta tesis hallamos ecuaciones que relacionan la Coherencia, el Entrela-
zamiento y la Discordia cuando el estado cudntico interactiia con su medio am-
biente. Estudiamos la interrelacion entre dichas correlaciones y en particular la
necesidad de la presencia de Coherencia para la existencia del Entrelazamiento

y la Discordia.

El trabajo se hizo en etapas, comenzando con sistemas de dos qubits en
una familia de estados particular, que permite un tratamiento analitico: los
estados Diagonales de Bell. Luego se generalizaron los resultados a una familia
de estados cudnticos més grande (que incluye a los estados Diagonales de
Bell): los estados X. Se logré obtener ecuaciones que vinculan las distintas
correlaciones, de a pares, y las tres en simultaneo, para todos los canales de
ruido trabajados. También hallamos una ecuacién que vincula la Coherencia
de los estados X con la de un estado general de dos qubits. Por tltimo, también
se demostré lo dicho al principio: que para estas familias de estados estudiadas,

la Coherencia es la correlacion fundamental, gracias a la cual existe tanto la
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Discordia como el Entrelazamiento.

Palabras claves:

Qubit, Entrelazamiento, Discordia, Coherencia, Estados de Bell, Estados
X.
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Capitulo 1
Introduccién

La miniaturizacion de componentes electronicos no podra perpetuarse inde-
finidamente, ya que a partir de los pocos nandémetros [1] el efecto tunel (efecto
por el cual una particula es capaz de atravesar una barrera de potencial mayor
que su energia cinética) comienza a ser no despreciable, imposibilitando asi la
computacién clasica. Esto implica que la velocidad de procesamiento de las
computadoras tradicionales tiene un limite no muy lejano [2]. La alternativa
que queda para seguir mejorando la capacidad de andlisis y procesamiento
de datos es recurrir a un nuevo paradigma de computacion: la computacion

cuantica.

En computacién clasica, el bit es la unidad minima de informacién. Un
estado de dos niveles es representado por los valores 0 o 1, que en las compu-
tadoras tradicionales es causado mediante diferencias de potencial: potencial
nulo el estado 0, potencial positivo el estado 1. En Teoria de la Informacién,

el bit es definido como un estado de dos niveles: base y excitado.

En computacién cuantica el bit de informacion es sustituido por el “quan-
tum bit”: el qubit [3]. El mismo posee las caracteristicas del bit clédsico (ser
un estado con dos niveles), asi como las propiedades que brinda la mecanica

cuantica: la capacidad de existir en estados superpuestos.

El uso del qubit permite ademas disponer de sistemas con correlaciones
cudnticas (en contraposicién del bit, que solo permite correlaciones clésicas).
De estas correlaciones cuanticas, la mas conocida es sin lugar a dudas el En-
trelazamiento [4, 5], que serd definido en la seccién 3.1. Cuando un estado de
dos o mas partes esta entrelazado es imposible describirlo de manera aislada,

es decir, describir individualmente cada uno de sus subsistemas. Es necesario



entonces una funciéon de onda que describa al sistema globalmente, ya que no
puede ser fraccionado sin perder sus caracteristicas. Las ramificaciones de esta
propiedad son varias, pero la mas importante es cémo la observacion de uno de
los subsistemas permite predecir el estado del otro subsistema al ser medido.
La definicién de Entrelazamiento fue introducida por Schrodinger [6], y poste-
riormente la comunidad cientifica se percat6 de su importancia y utilidad (pese
a tener algunos detractores como el mismisimo Albert Einstein [7]), pudiéndose
utilizar para aumentar la velocidad computacional [8], para la Criptografia [9]
y como recurso para diversas aplicaciones como la Teletransportacién cuantica
[10].

Luego del Entrelazamiento aparecieron otras correlaciones como la Discor-
dia Cuantica, de la cual se hablara en la secciéon 3.2. La misma fue introducida
por Olliver y Zurek, y nace a partir de dos definiciones de la Informaciéon Mu-
tua, que clasicamente son iguales [11, 12] , pero presentan diferencias cuando
tratamos con estados cuanticos. El caso paradigmatico de su aplicaciéon es el
de DQC1 (Deterministic quantum computation with one pure qubit) [11], en
el cual se utiliza un qubit en un estado puro, y un registro de n qubits comple-
tamente mezclados para calcular la traza de un operador unitario en tiempo
polinémico. En dicho experimento, estda demostrado que el Entrelazamiento
necesario es arbitrariamente bajo [13], de lo cual se desprendié que debia de
haber otro fenémeno cuantico en accién, siendo este la Discordia. En 2010 Fe-
rraro [14] demostré que todos los estados cudnticos tienen Discordia no nula,
restandole un poco de importancia a la misma, ya que eso implica que en cierta
medida, todos los estados cuanticos poseen dicho recurso.

Mas recientemente la Coherencia Cuéntica [15] ha sido foco de atencién,
debido a que su definicién desde sus origenes clasicos se encuentra en el cen-
tro mismo del fenémeno de interferencia. Como el fenémeno de superposicion
estd en el corazén mismo de la Mecanica Cudantica, esta no puede liberar-
se de un estudio detallado de la Coherencia. En este paradigma cuéantico, la
Coherencia estd compuesta por los valores no nulos fuera de la diagonal de las
matrices densidad, donde se originan cuanticamente los fenémenos de interfe-
rencia. Aun no hay consenso sobre cémo cuantificar la Coherencia [16, 17], pero
varios autores han trabajado sobre el tema, y sobre la posibilidad de utilizar
dicha correlaciéon como un recurso [18, 19]. De la Coherencia se hablara en la
seccién 3.3.

Existen multiples trabajos vinculando las distintas correlaciones entre si,



ya sea el Entrelazamiento con la Discordia [18, 20], el Entrelazamiento con la
Coherencia [19], y la Discordia con la Coherencia [21]. En este trabajo se busca
profundizar en el estudio de las relaciones entre las correlaciones mencionadas
anteriormente. El objetivo es encontrar relaciones dindmicas analiticas entre
ellas.

Nos limitaremos a trabajar con dos conjuntos de estados: Los estados Bell
Diagonal primero, y luego a un conjunto mas amplio: Los estados X.

Los estados Bell Diagonal fueron introducidos por E.Rains [22] y desde
entonces han sido ampliamente estudiados debido a que es posible hallar ex-
presiones analiticas para el Entrelazamiento segtin distintos cuantificadores
[23, 24, 25]. Ademads, como son capaces de ser definidos en funcién de tres tini-
cos parametros, permiten asi una representacién geométrica tridimensional.
Dicha posibilidad permite el desarrollo del estudio de las correlaciones desde
un punto de vista geométrico [5]. De esta manera es facil calcular distancias
entre estados, o distancias entre subconjuntos de estados con diferentes carac-
teristicas, ya sea estados entrelazados, estados coherentes, o estados clasicos.

El nacimiento de este enfoque geométrico genera una nueva variable a la
hora de hacer los estudios, que es la eleccién de la norma. Se han propuesto
multiples candidatos, siendo la Norma Traza [16, 17|, y la norma de Hilbert
Schmidt [26], las més mencionadas en la literatura.

Los estados X son un subconjunto de estados de dos qubits mas amplio (ya
que los estados Bell Diagonal estdn contenidos dentro de los mismos), y son
de importancia ya que segin [27], los mismos pueden convertirse en cualquier
estado general de dos qubits mediante rotaciones pertinentes. No obstante los
estados X presentan dificultades a la hora de analizarlos, sobre todo al analizar
su regién de existencia y su distribucion de estados separables [28]. Esto se debe
a que ahora, en vez de tres parametros para definir cualquier estado, hacen
falta 5. Esto complica la representacion geométrica, pero es posible hacerlo
fijando los valores de los nuevos dos parametros. No obstante, dicha limitacién
modifica la forma de la region volumétrica posible para los estados existentes,
y cambia también las distintas regiones donde las correlaciones valen cero.

Concebir a las correlaciones cuanticas como recursos utilizables en el pro-
cesamiento, el almacenamiento y la comunicacion de la informacién debe ser
enmarcado en el estudio de los sistemas cuanticos abiertos. Esto se debe a que
los sistemas fisicos no se encuentran aislados del entorno, y su interaccién con

el medio causa decoherencia [29] (fendmeno de transformacién de un estado
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cudntico en clasico) que destruye eventualmente cualquier correlaciéon cuéntica
formada [30].

Aun se discute cudl es el rol y la utilidad de las distintas correlaciones, y
cada dia se descubren nuevas e interesantes aplicaciones de las mismas, como
aplicaciones en superconductores [31], o en el comportamiento de materiales
ferromagnéticos y antiferromagnéticos [32]. Las diversas relaciones entre ellas
aun no se comprenden del todo, haciendo que la Teoria de la Informacién
Cuantica sea un area en constante cambio y desarrollo.

Este trabajo se encuentra dividido de la siguiente manera:

La primera parte es esta seccién de introduccién (Capitulo 1), seguida por
las nociones bésicas para comprender esta tesis (Capitulo 2).

En la tercera parte se tratan las correlaciones cuanticas: Entrelazamiento,
Discordia y Coherencia, y como estas seran analizadas desde un punto de vista
geométrico (Capitulo 3).

En el Capitulo 4 se trabaja con los estados diagonales de Bell. Se estudia
la evolucion de sus correlaciones desde un punto de vista geométrico, y se
estudian las diferentes regiones del espacio de estados y sus caracteristicas.
Para ello trabajamos con los canales Bit Flip, Phase Flip (o Phase Damping),
y Depolarizing. Las normas utilizadas para las medidas geométricas fueron la
norma de Hilbert Schmidt, y la norma Traza.

En el Capitulo 5 se estudian los estados-X, siendo un caso més complejo
y amplio que los estados de Bell. Al igual que en el Capitulo 2, se estudia
la evolucion de sus correlaciones, y se buscan relaciones dindmicas entre las
mismas.

El capitulo 6 trata brevemente a los estados generales de dos qubits, y se
mencionan resultados obtenidos que los involucran.

En la ultima parte (Capitulo 7), se discuten las conclusiones alcanzadas

tras este trabajo.



Capitulo 2

Nociones basicas

2.1. Qubit

Un qubit es un estado cuantico de dos niveles. Un estado puro de un qubit

puede ser escrito de la forma:

) = a|0) + 5 [1) (2.1)

Siendo a y [ numeros complejos, cuyos modulos al cuadrado determinan
la probabilidad de que el estado se encuentre en el estado fundamental o el
excitado, respectivamente. {|0),|1)} son los elementos de la llamada “base
computacional” (la base canénica en Informacién Cuantica).

El estado 2.1 puede escribirse de forma polar de la siguiente manera:

) = cosg |0) + sin gew 1) (2.2)

Asimismo pueden definirse los estados mezcla, que son una mezcla estadisti-

ca de los estados puros. Los mismos estan definidos de la siguiente manera:

P = Zpi |i) (i (2.3)

Con p entre 0 y 1.

Esto permite una representacion en la llamada “esfera de Bloch”. La esfera
de Bloch es una esfera de radio uno en la cual “habitan” los estados de dos
partes eq. (2.1). En el centro de la misma se encuentra el estado maximamente

mezclado: (p = £ |¢1) (1| + 5 [¥h2) (¥2]), v en la superficie los estados puros.

>



Se puede definir un vector i de componentes 11, 79, 73 (llamado de aqui en mas
“vector de correlacién”) que determina la posicién de los estados en la esfera,

con la ayuda de las matrices de Pauli:

01 0 —i 10
01:(1 o)’ 02:(@ 0)’ 03:(0 —1) 24)

Quedando asi la representacién definida por la siguiente ecuacion:

1
p=5L+53) (2.5)

10)
4

ey
- e
e _

\h“‘x_ /_,/

—~— o
—

1)
Figura 2.1: Representaciéon de Bloch de un qubit.

Cabe destacar que a lo largo del eje 2z se encuentran los estados de la base

computacional {|0),]1)}.

2.2. Dos qubits

Un sistema de dos qubits viene dado por el producto tensorial de dos sis-

temas de un qubit:



) = el ali) s (2.6)
2%
Siendo [i), |j) una base de un espacio de Hilbert HAZ = HA @ H? respec-

tivamente.

Para este trabajo sera muy util la expresion de la matriz densidad en fun-
ci6én de las matrices de Pauli. Segin [33], un estado general de dos qubits puede
ser parametrizado utilizando 15 parametros dados por los vectores tridimen-

sionales @ = (a1, as,as) y b= (b1, b2,b3), y la matriz de entradas r;:

3
1 — — T =
p21<]12®]12—|—(1'0'®]12+]12®b'0'+ZrijO'i@O'j) (27)
ij=1
Dicha expresion puede simplificarse mediante transformaciones unitarias

para que el dltimo término sume en un solo indice [34]:

3
1
p:Z(]b@]lg+§-5®H2+H2®5'5+Zriai®gi> (28)

i=1

Doénde 'y ¢ son los transformados de los vectores a y b luego de aplicar las

transformaciones unitarias que diagonalizan r;;.

Esta es la expresion general, en funcion de las matrices de Pauli més simple

posible, quedando en funcién de 9 pardmetros independientes.

2.2.1. Estados X

Los estados X son un caso particular de los estados de dos qubits. Son de
particular interés ya que son los estados en los cuales se centrara el trabajo,
y asimismo tienen una importante propiedad: todo estado de dos qubits pue-
de ser reescrito (mediante transformaciones unitarias locales que preserven el
Entrelazamiento) en un estado X, y viceversa [27, 35]. De esta manera puede
afirmarse que los resultados obtenidos pueden generalizarse a estados gene-
rales de dos qubits, transformacién unitaria mediante. Los estados X tienen

entradas distintas de cero inicamente en su diagonal y antidiagonal:
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P11 P12 P13 Pi4
P21 P22 P23 P24
P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 P44

Su forma sencilla simplifica enormemente las cuentas, sobre todo a la hora

de hallar valores propios, los cuales adquieren la siguiente expresion:

1 - -
Ao = 3 (p11 + pas) + \/(Pll — paa)? + 4| p14)?
1 - -
AL = 5 (p11 + paa) — \/(Pn — paa)? + 4| p14)?
. . 2.10)
2| - (
Ao = 3 (p22 + p33) + \/(,022 — p33)? + 4| p2s|?
1 - -
Az = 3 (p22 + p33) — V/(p22 — pss)? + 4| pas 2

Para escribir dichos estados en funcion de las matrices de Pauli, es suficiente
con elegir los vectores §'y ¢ con componentes exclusivamente en la direccién
z. De esta forma la ecuacién (2.8) queda:

3
1
pX:Z(HQ®H2+8303®H2+H2®6303+Z7”i0i®0i> (211)

i=1

Dentro de los estados X existe un subconjunto de estados de interés que
son llamados los estados Bell diagonal. Existen varias formas de definirlos, la

mas sencilla de esas es imponer que los vectores sy ¢ valgan cero:

3
1
pzzl(]lg@ﬂg—i‘znﬂ'i@o‘i) (212)
=1

Esto causa, en su expresién matricial, que la primera y ultima entrada de

la diagonal sean iguales, asi como la segunda y la tercera:

P11 0 0 P14
0 0
p= P22 P23 (2.13)
0 p32 p2 O

P41 0 0 P11



2.3. Evolucién de un sistema de qubits

La evolucién de un sistema cuantico cerrado viene dada por la ecuacion de
Schrodinger [6]. La misma puede ser reescrita para operadores de la siguiente

manera.
0 A

Siendo H el operador Hamiltoniano y U el operador evolucion. El operador

evolucion es aquel que traslada a un estado puro del instante ¢, al ¢:

U(t, to) [¥(to)) = V(1)) (2.15)

En caso de un Hamiltoniano independiente del tiempo, el operador evolu-

cion queda:

A

iH(t — to)
h

En el formalismo de la matriz densidad, podemos decir que la evolucion

U(t, tg) =exp | — (2.16)

viene dada por:

Elp) =UpU! (2.17)

Siendo &£(p) la matriz densidad evolucionada.
En el caso de los sistemas abiertos, se puede realizar un procedimiento
similar. El ambiente, y el sistema en cuestion pueden ser considerados como

los componentes de un sistema total mas grande:

Ptot = Ps D pA (2.18)

Siendo S el sistema de interés y A el ambiente.
Este sistema total es cerrado, por lo cual su evolucién es unitaria. No obs-
tante, lo que es de interés es el sistema pg, por lo tanto, para obtener su

evoluciéon individual basta con trazar parcialmente en el ambiente:

E(ps) = Tra[U(ps @ pa)U"] (2.19)

9



Desarrollando la expresion de la traza esto se puede escribir como:

E(ps) = Z (ex| [U(ps @ pa)U'] |ex) (2.20)

k

Si consideramos el estado del ambiente como un estado puro p4 = [0) (0] 4,

la ecuacién anterior queda:

= (el [Ulps ®10) 01)UT] [ex) (2.21)

k
= (el U0) 4 ps A (01U |ex) (2.22)

k
Definiendo M, = (ej,| U |0) se obtiene la representacién de Kraus de un
operador:
E(ps) =Y MypsM] (2.23)
k

2.3.1. Representacion de Kraus

Los operadores de Kraus son un “mapa de operadores”. Es decir, son opera-
dores que actian sobre otros operadores. Estos mapas & cumplen una serie de
propiedades que garantizan que mapean matrices densidad en otras matrices
densidad [36]:

1. & es lineal y convexo:

g(ZPiPi) = Zpig(Pz‘) (2.24)

2. Preserva la traza y la hermiticidad de p:

Tr(&(p)) =1 (2.25)
E(p) = E(p) (2.26)

3. & es completamente positivo:
5®H2%i®HM9pi—>pf€Hf®/HM (2.27)
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Habiendo desarrollado las bases del formalismo de los operadores de Kraus,
se pueden ver ahora algunos ejemplos de operadores y como los mismos actian

sobre el sistema.

2.3.2. Ruido cuantico

Los efectos del “ruido cuantico” son representados por canales que modifi-
can el estado del sistema. El término canal es un sinénimo de los operadores de
Kraus, asi que el término se usara indistintamente. Hay varios tipos de ruido,
los cuales seran descritos a continuacion.

El primero de ellos es el canal bit flip, que simula que un qubit invierta
su estado con cierta probabilidad p. Es decir que, con dicha probabilidad, se

produce el siguiente cambio:

En este caso, los operadores de Kraus vienen dados por:

p (1l O p (0 1
Mff:,/1_§<0 1) y M;fz\/;<1 ; (2:30)

El siguiente caso es el del “phase flip”. Representa el cambio de fase del

qubit en un factor de m, es decir:

0) = [0) (2.31)
1) — —11) (2.32)

Sus operadores de Kraus son:

1 0 p(l O
MY = 1-1L MW_VC 2.
1 5 (O 1) y 2 2lo _1 ( 33)

El canal phase flip es también llamado phase damping (en principio se
crefan que eran distintos, pero luego se demostré que son iguales [36]).

El siguiente es el canal “bit-phase flip” corresponde al caso en que ambos
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errores ocurren a la vez. Este tipo de error produce el cambio:

|0) = i[1) (2.34)
1) = —i]0) (2.35)

Los operadores de Kraus correspondientes son:

10 0 —1
Mlbpf: 1 — g (0 1) y Mgbpf: \/g (Z OZ> (236)

Por 1ltimo, el canal “Depolarizing” describe la posibilidad de que ocu-
rran todos los errores ya mencionados en simultdneo con idéntica probabilidad
p/3. Su nombre proviene de que el resultado de dicha operacion resulta en la

despolarizacion del estado.

En este caso los operadores de Kraus son 4 y vienen dados por:

10 p (0 1 p (0 —t P
0 V p<0 1)7 1 3<1 0)7 2 3(2 O>7 3 3
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Capitulo 3
Correlaciones

Existen varios tipos de correlaciones, en este trabajo seran de interés el

Entrelazamiento, la Discordia, y la Coherencia.

3.1. Entrelazamiento

Supongamos que tenemos el siguiente estado:

0),10), + [1, 1), .
V2

Si realizo una medicién a lo largo de z sobre el primer qubit, obtendré el

resultado 0 con probabilidad 1/2, y el resultado 1 con probabilidad 1/2. No

obstante, una vez que haya obtenido cualquiera de los dos resultados, cuando

|1/}Bell> =

realice una medicién sobre el segundo qubit (también en z), en este obtendré el
mismo resultado que en el primero. Esto se debe a la forma del estado: Si obtuve
el resultado 0, el estado de mi sistema luego de la medicién serd |00), si obtuve
el resultado 1, serd |11). Este tipo de estado se llama “estado entrelazado”,
ya que la medida de un subsistema condiciona el resultado de la medida en el
otro subsistema.

En un comienzo el Entrelazamiento fue estudiado exclusivamente como
parte de los fundamentos de la fisica. Schrodinger en su trabajo de 1935 [4]
establece que es el Entrelazamiento la cualidad fundamental de la mecanica
cuantica que lo separa de la fisica clasica. Asimismo postula un ejemplo similar
al de arriba, diciendo que en el caso de un estado entrelazado “el conocimiento
global del sistema no necesariamente incluye el mejor conocimiento posible de

cada una de sus partes, pese a que estas puden estar completamente separadas
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y por lo tanto a pesar de que pueden estar completamente separados y, por lo
tanto, virtualmente capaces de ser mejor conocidos”.

Con el avance de la informacién cuantica, el enfoque operacional que se le
dio al Entrelazamiento cambid de forma: se cred la teoria del Entrelazamiento
como recurso [5]. En la misma se considera al Entrelazamiento como un recurso
que puede ser consumido para realizar ciertas tareas en computacion cuantica.

Para definir una teoria de recursos hace falta definir dos cosas: Los estados
que posean ese recurso (“resource states”), y las operaciones que dejen inva-

riable dicho recurso (“free operations”).

Estados con recurso: Estados entrelazados
Un estado cuantico puro esta entrelazado si el mismo no se puede escribir

en forma de producto en ninguna base:

) # |94) ® |¢5) (3-2)

Por ejemplo, el estado (3.3) no esta entrelazado:

[Vsep) = 10)410) 5 = [040) (3.3)

Sin embargo, el estado (3.4) si lo esté:

_ 010) + [1)[1) _ [00) +[11)

ent) = 3.4
Lo mismo puede definirse para el caso de matrices densidad p.
Un estado mezcla esté entrelazado si para cualquier base producto:
p# > pipt @ pP (3.5)

Operaciones libres: Operaciones locales y comunicacién clasica
(LOCC)

Dado un sistema bipartito p4p, una operacién local es una transformacion
unitaria que actuia exclusivamente sobre A o sobre B.

Suponiendo que el estado se encuentre en:

p=p" @) (Eg| ® |Ey) (7| (3.6)
Donde |E{') (E{| @ |EF) (EP| es el estado inicial del ambiente, que se consi-
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dera sin pérdida de generalidad que se encuentra en un estado puro. Aplicando

la evolucién unitaria de Schrodinger, el nuevo estado seria:

p = (Us® Up)p(U} @ UL) (3.7)

De tal manera que Uy (Up) es una transformacién unitaria en Ha @ Hpg,
(Hp ® HE,), con H; el espacio de Hilbert asociado al subsistema i, y Hp, el
espacio de Hilbert asociado al ambiente del subsistema i.

Aplicando la traza parcial en el ambiente se obtiene el sistema evolucionado.

Expresado en funcion de los operadores de Kraus queda:

Proc = > (M@ MP) pap (M @ MF) (3.8)
i,

Dénde los M, MP son los operadores de Kraus que actian sobre cada
qubit.

El tipo de operacion recién descrita se dice local, lo cual es equivalente a
pedir que bajo su acciéon los subsistemas evolucionen independientemente uno
del otro. No obstante, para estudiar el Entrelazamiento hace falta definir un
nuevo tipo de operaciéon més particular: Las operaciones locales en conjunto
con comunicacién clasica (LOCC).

Suponiendo un sistema de dos partes, las operaciones locales serian las
operaciones que se pueden efectuar en el laboratorio sobre cada una de las
partes por separado. La comunicacion clasica seria la trasmision clasica de
informacion, ya sea una llamada telefénica entre los laboratorios, o cruzar a la
otra habitacién y comentar los resultados si los experimentos se realizaban en
habitaciones contiguas.

En funcién de la suma de operadores estas operaciones pueden escribirse

COImMo.

T
Croce =Y (M@ MP)pap (M ® MP) (3.9)
i
La diferencia entre 3.8 y 3.9 es que la suma se realiza en las operaciones
locales 7 y 7, v en el caso de las LOCC solamente en ¢. Esto se debe a que
en las operaciones locales no hay ningtn tipo de intercambio de informacién
entre los subsistemas, y por lo tanto no se correlacionan clasicamente. En el

caso de las LOCC, lo que hace B va a depender de lo que hace A, ya que hay
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intercambio clasico de informacién, por lo tanto no son independientes uno del
otro y se pueden escribir con el mismo subindice.

Bajo operaciones locales los subsistemas evolucionan independientemente,
por lo lo tanto un estado separable se mantiene separable, y un estado producto
se mantiene producto.

Las correlaciones que existian antes de la operacién no cambian, por lo
que que no es posible crear correlaciones a partir de un estado separable,
unicamente por medio de operaciones locales.

Sin embargo, un estado producto en general no se mantiene como un pro-

ducto bajo la accién de una operacion LOCC:

Sroco(pa @ pp) = Y (M paM") @ (MPpsMP') = " pip’y @ py (3.10)
i i

Por lo que las correlaciones clasicas si pueden variar bajo acciéon de opera-
ciones LOCC. Sin embargo, un estado separable se mantiene separable bajo la
accion de estas operaciones. Por lo tanto, no puede generarse entrelazamiento
a partir de dichas operaciones, por lo que no se pueden generar estados entre-
lazados a partir de LOCC. De esta manera se definen las operaciones libres

necesarias para crear una teoria de recursos del Entrelazamiento.

3.1.1. Medicién del Entrelazamiento

Una vez definidas los “estados recursos” y “operaciones libres” es posible
determinar un cuantificador del Entrelazamiento como una funcién que va de

las matrices densidad a los reales positivos:

E() / E(p)eR (3.11)

Con esto en mente, podemos buscar una forma de definir la cantidad de
Entrelazamiento que tiene un estado, y ser capaces de medir qué tan entrela-
zado puede estar un estado respecto al otro. Los postulados requeridos para

definir dicha medida son los siguientes [5]:

= Monotonia

E no debe crecer bajo operaciones LOCC:
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V{®rocc,p} + E(Procc(p)) < E(p) (3.12)

Esta primera condicién implica que E es invariante bajo transformaciones
unitarias, o sea que es independiente del cambio de base.
= Nula para estados separables: Los estados separables deben tener

Entrelazamiento nulo:

E(psep) =0 (313)

Estas dos propiedades son las fundamentales de las medidas de Entrela-
zamiento. Hay algunos requisitos adicionales que no aparecen en todas las

definiciones. A continuacién se mencionan algunas de ellos:

Convexa: Para todo estado p; y pa, v p € [0, 1] se debe cumplir:

pE(p1) + (1 = p)E(p2) = E(ppr + (1 = p)p2) (3.14)

Aditiva: El Entrelazamiento de n copias de un estado p es igual a n

veces el Entrelazamiento de p:

E(p") = nE(p) (3.15)

con pt =pRpR ... A p n veces.

Subaditiva: Se expresa para dos estados p4,pp como:

E(pa® p) < E(pa) + E(ps) (3.16)

Continua: Continuidad para todo estado p y o.

E(p) —E(c) =0 si |ljp—a|| =0 (3.17)

3.1.2. Concurrencia

Todos los axiomas presentados permiten definir buenos cuantificadores pa-

ra el Entrelazamiento. Para los estados mezcla se define la Concurrencia.

Concurrencia de estado puro:

La Concurrencia de un estado puro fue definida por Wootters [37], y vale:
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C(e) = | () | (3.18)

siendo 1)) = 5 ® 03 |1h*) (con [1p*) el conjugado de |1)) en la base compu-

tacional) quedando:

C) = [(¢]oa @ oz |[¢7) | (3.19)

Concurrencia de estado mezcla: Se define a la concurrencia C(pag)

para un sistema bipartito pap de dos qubits como:

C(pa) = mfﬂ Z piC(pi) (3.20)

polva) TR

Haciéndose la minimizacién a lo largo de todas las descomposiciones posi-
bles de p; en estados puros: p; = >, p; [¥;) (¢

Dicho problema de minimizacién fue resuelto para el caso de dos qubits
[37], dando el resultado:

C(PAB) = méX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4} (321)

donde \; son los valores propios de pp en orden decreciente con p = (g2 ®

09)p* (09 ® 09)

Los valores singulares son las raices cuadradas de los valores propios, que

en caso de los estados-X son:

vV At = V P22P33 + \014’

(3.22)
vV Aoy = V P11P44 + \P23|

Y se verifica que para valores particulares de los elementos de matriz hay
solamente dos posibilidades para el mayor valor de la raiz de los autovalores,
v/ A1+ 0 y/Asr. Entonces, este tipo de estados poseen una concurrencia que

queda explicitada por:

C(px) = 2max{0, |p1a| — v/ P22033, |p2s| — /P11paat (3.23)
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3.2. Discordia cuantica

El Entrelazamiento no es el tinico recurso explotable a la hora de aprovechar
las ventajas que nos brinda la mecdnica cudntica. Existen otras correlaciones,
como la mencionada en esta seccion: la Discordia.

La Discordia fue la primera correlacion introducida luego del Entrelaza-
miento. La Discordia demostré ser un recurso esencial para la preparacién
remota de estados cudnticos [38], la cual es una variante de la teleportacién
cuantica, asi como para la discriminacion de estados cuanticos y para el proto-
colo DQC1 (“Deterministic quantum computation with one pure qubit”)[39].

Para comprender bien los origenes de la Discordia y definir un buen cuan-

tificador, hace falta recurrir a la teoria de la informacion cléasica.

3.2.1. Teoria de Informacion Clasica

Entropia de Shannon:
Considerando una variable aleatoria discreta X, con resultados posibles
{z}, es necesario expresar el valor de la informacién ganada al conocer el valor

de la variable X. Se define asi pues la Entropia de Shannon:

Z p(z) log p(z (3.24)

Entropia conjunta:

En el caso de tener dos variables aleatorias discretas X e Y (cada una
con su respectivo set de resultados {z} e {y}), la distribucién de probabilidad
conjunta queda expresada como P(X = z,Y = y) = p(x,y). Generalizando la

ecuacion anterior a:

H(X,Y) Zp z,y)logp(z,y) (3.25)

.y
Entropia condicional:
La entropia condicional surge de la necesidad de saber la posibilidad de
observar el evento y; dado que el evento z; ya fue observado. Dicha probabilidad

viene dada por la formula de Bayes:

PY =ylX =) =p.(y) =

(3.26)
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definiéndose asi la entropia condicional:

HY|X)==> p(z,y)logp.(y) (3.27)

m’y

La entropia condicional puede interpretarse como la incertidumbre de X

dado un valor particular de Y, promediado por todos los valores posibles de
Y.

Informacion Mutua:

Clasicamente se define la informacion Mutua entre dos variables X e Y

CO1mo:

I(X:Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) (3.28)

Es evidente mediante dicha expresion, que la informacién mutua es una
medida de la informacion total que se posee de los dos subsistemas. El termino

restando elimina la informacién superpuesta en X e Y.
Informacién Mutua (expresién alternativa):

Utilizando que:

H(Y|X)=H(X,Y)— H(X)

(3.29)
H(X|Y)=H(Y,X)— H(Y)

y la ecuacién 3.28, la informacion mutua se puede escribir de forma alter-
nativa:
JX:Y)=H(Y)-HY|X)=H(X)—- H(X|Y) (3.30)

La importancia de estas expresiones se debe a que la igualdad entre I(X :
Y)y J(X :Y) se cumple clasicamente, pero no es asi para su contraparte

cuantica. Esto serd explorado en la préxima seccién.

3.2.2. Discordia cuantica

Para comenzar a hablar de Discordia cuantica, es necesario redefinir todos

los conceptos de la secciéon anterior con su analogo cuantico.

Entropia de Von Neumann:
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El procedimiento es intuitivo: Cambiar las probabilidades clasicas de dis-
tribucién, por matrices densidad. De esta forma, la Entropia de Shannon se

convierte en la Entropia de Von Neumann [36]:

S(p) = =Tr(plog(p)) (3.31)

Entropia conjunta cuantica:
De la misma manera, se define la Entropia conjunta cuantica para un sis-
tema de dos partes Ay B:
S(A, B) = =Tr(p*Plog(p"?)) (3.32)
Entropia condicional cuantica:
Se define de la misma manera, pero con S en vez de H:
S(A|B) =S(A,B)— S(B) (3.33)
Informacion Mutua cuantica:
Lo mismo ocurre con la Informacién mutua:
I(A:B)=S(A)+S(B)— S(A,B) (3.34)

Informacién Mutua cudntica (expresién alternativa):

En el caso de la expresion alternativa de la Informaciéon mutua, su expresion

en funcién de las matrices densidad no es trivial.

J(A:B) = S(B) — S(B|A) (3.35)

El problema radica en el tltimo término: S(B|A), ya que conocer el estado
en mecéanica cuantica implica medirlo. Por lo tanto, los posibles resultados a;
van a depender del tipo de medida que se realiz6. De esta forma, S(B|A) puede

escribirse como:

S(psl{11'}) Zp a;)S(ppjma) (3.36)

Por lo tanto, la expresién de la Informacion mutua queda:

J(A: B)ay = S(ps) — S(psl{11}'}) (3.37)
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Donde IT! son medidas proyectivas realizadas sobre A, tal que Y, 14 = L.
Para obtener la informacion maxima disponible contenida entre A y B, se

maximiza entre todas las posibles medidas:

J(A:B) =méx J(A: B)gqay = S(pp) — min S(pp|{I1}'}) (3.38)
{1} ’ s
Definidas ambas expresiones, es posible hablar, ahora si, de la Discordia

cuantica [11]:

D(AIB) = I(A: B) = J(A: B) = S(p5) ~ S(pa) + min S(pa {17}) (339

Dado que en mecénica clasica las cantidades I(A : B) y J(A|B) coinciden,
la discrepancia entre las mismas debe de ser por fenémenos cuanticos.

Por lo tanto, puede decirse que un estado es cuantico si:

I(A: B) # J(A|B) (3.40)

Algunas propiedades relevantes de la Discordia son:

» Es una cantidad no negativa: D(A|B) > 0.

= Se anula si y solo si el sistema cuantico no se ve perturbado por medidas
locales.

= Es monodtona bajo la aplicacion de mapas completamente positivos que

preservan la traza: ®cppr

D(p) = D(®crpr(p)) (3.41)

» Es invariante bajo transformaciones unitarias locales.

= Los estados con Discordia nula son separables.

El mayor problema a la hora de computar con exactitud la Discordia radica
en la optimizacién necesaria para la expresion de J(A|B), ya que hay que ma-
ximizar en el conjunto de todas las medidas posibles. La dificultad es tal que no
se ha encontrado una expresion analitica exacta para estados generales de dos
qubits, ni siquiera para estados X. Dicha expresion analitica se logré solamente

para el subconjunto de los estados diagonales de Bell [40].
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3.3. Coherencia cuantica

Al igual que en la Mecanica Clasica, la Coherencia cuantica se origina
debido al fenémeno de superposicion. Salvo que esta vez, en lugar de tratarse de
superposiciéon de ondas, se trata de superposicién entre estados. La Coherencia
es una de las correlaciones més tardias que se introdujo formalmente [15],
aunque su concepto se viene mencionando desde los origenes mismos de la

Mecénica Cudntica [6].

3.3.1. Coherencia clasica y Coherencia cuantica

El concepto de Coherencia nace del experimento de doble rendija. El campo
en la pantalla, en un momento ¢ puede ser escrito como la superposicion de

dos campos que recorrieron distintas trayectorias luego de pasar la rendija:

E(Ft) = K\E(f, 1) + K2 E(7, 1) (3.42)
— - -_HH-EEH'H. r1
sl T~
Source TT—_ ~
- Teh—— :H"&. j.
r " Detector

Figura 3.1: Experimento de doble rendija.

Siendo 7; (i = 1,2) la distancia recorrida por los campos y t; el tiempo
que tardo en llegar a la pantalla. Los factores K; son factores geométricos
complejos que dependen del ancho de la rendija y la distancia a la pantalla.

Para calcular la intensidad de dicho campo total se toma el promedio tem-

poral del campo:

I ={|E(7t)]") = [KiP{|B(71, 00)[))+H K| E(F, t2) ) +2Re( Ky Ko E(71, )" E(7a, 2))
(3.43)
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El valor medio del ultimo término de la suma anterior normalizado es lla-

mado “coherencia de primer orden”

(BE(71,t1)" E(, t2))
VIE(F1, 0)PLE(7, 1) 2

Analogamente se define la Coherencia para el caso cuantico. En este ca-

(3.44)

7(7717 FQ; t17 t?) —

so, en vez de medir intensidades, interesa medir amplitudes de probabilidad.

Supongamos un estado:

) = alyo) + Blvr) (3.45)

Si queremos medir el valor medio de un operador A, dicho estado:

W A) = |af? (Yol A o) + B (1] A1) + 2Re(aB (ol A1)  (3.46)

El factor (1] p [11) es el debido a la superposicién, por lo tanto el responsa-
ble de la Coherencia cuantica. Asimismo, extendiendo el resultado a dimensién
mayor a dos, puede verse que los términos que generan Coherencia son aquellos
que se encuentran fuera de la diagonal: (1;] p|1;).

Con esto en mente, pueden buscarse cuantificadores de Coherencia.

3.3.2. Estados incoherentes y operaciones incoherentes

Al igual que en la teoria de recursos presentada para el Entrelazamiento,
en el caso de la Coherencia es posible definir a la misma a partir de los estados
que no poseen Coherencia. Dichos estados son los que (fijada una base) son

escritos de la siguiente manera:

Pine = Z ¢ 17) (1 (3.47)

Notese la primera diferencia fundamental con el Entrelazamiento y la Dis-
cordia: la Coherencia es dependiente de la base.

En analogia con el caso del Entrelazamiento, es necesario definir un tipo de
operaciones que no produzcan Coherencia de la nada, es decir, las operaciones
incoherentes:

Dichas operaciones son tales que:
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MIM! cT (3.48)

Siendo Z el conjunto de los estados incoherentes, M, los operadores de

Kraus.

3.3.3. Medidas de Coherencia

Segin Baumgratz [15] estas son las propiedades que un buen cuantificador

de Coherencia C' debe cumplir:

1. C debe anularse para todos los estados incoherentes:

2. (' debe ser mondtona bajo operaciones incoherentes, completamente po-

sitivas, que preserven la traza: ®;cppr

C(p) > C(®rcpprr(p)), Y®icppr (3.50)

3. también deben ser monodtonas bajo medidas selectivas en promedio, es
decir, operaciones bajo las cuales se retienen los resultados de una medida

y por lo tanto permiten una subseleccion segiin esos resultados:

Clp) 2> peCopx) (3.51)

:
Mkp% , vy se debe cumplir para todo {M}.

Pk
4. Por ultimo, también es necesario que la Coherencia no disminuya bajo

donde py, viene dado por pi =

mezcla de estados cuanticos, es decir:

ZPkC(Pk) > C( Zpkpk) (3.52)

para todo conjunto de estados {p;} y todo pr > 0 tal que >, pp = 1.

En este trabajo utilizaremos dos cuantificadores de Coherencia. La norma
[; de la Coherencia, y la norma Iy (o de Hilbert-Schmidt) de la Coherencia.

Ambas seran desarrolladas en la seccién 3.5.5.
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3.4. Geometria de los estados diagonales de
Bell

Recordando la expresién de los estados diagonales de Bell 2.12: pgp =
}1 <]I4 +> 0,10 ® ai) puede verse que hay solo 3 parametros independientes, lo
cual permite representar los estados en un espacio tridimensional. La positi-
vidad del operador p acota las regiones de existencia. Dicha region se obtiene
imponiendo restricciones a los valores propios de p en funcién de los distintos

;.

)\1:1—7”1—7“2—7"320

A=1—ri+ro+r3>0
2 1 2 3 <353)
)\3:1+T1—T2+7’320
)\4:1—’—7”1—}-7”2—7“320

Lo cual resulta en que los estados permitidos se encuentran dentro del

tetraedro de la figura 3.2.

-0
I oo

0.5

I.B ’ 1.

Figura 3.2: Representacion tridimensional de los estados de Bell. Dentro del te-
traedro amarillo que delimita la region de existencia puede verse en rojo el octaedro
que delimita los estados separables.

El octaedro de estados separables es definido mediante la imposicion de

que la Concurrencia sea cero 3.23:
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|p14] — /P22p33 <0

(3.54)
|p2s] — v/pr1pas <0
El cambio de variable que lleva a los valores p;; a r; es el siguiente:
1
P11 = pPaa = 1(1 +73)
1
P22 = P33 = 1(1 —13)
1
P14 = Py = Z(Tl —2) (3:55)
. 1
P23 = P32 = 1(7“1 +72)
Escrito en funcion de los parametros r; estas restricciones quedan:
ri+ra — |1 +7r3 <0
714 7o = [1 4 73] (3.56)

|T1—T2|—|1—7’3’§0

que delimitan el octaedro de la figura 3.2.

3.5. Medidas geométricas para correlaciones

cuanticas

3.5.1. Definicion

Una medida geométrica de determinada correlacion cuantica C es la minima
distancia del estado a tratar, al subconjunto de estados {2 para los cuales C se

anula:

C = min d(p,0) (3.57)

Para realizar dicho calculo hace falta definir dos cosas: cual es el subcon-
junto de estados que anula la correlacién, y cudl va a ser la norma que induce

la métrica d utilizada.
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Los subconjuntos de interés ya han sido mencionados antes. En el caso del
Entrelazamiento, son todos los estados separables, en el caso de la Coherencia,
son los estados incoherentes, en el caso de la Discordia, los estados clasicos-
clasicos que seran mencionados en la seccion 3.5.4.

Las restricciones impuestas sobre las medidas de correlaciones geométricas,
se traducen por medio de restricciones exigidas a las distancias utilizadas. Por
ejemplo, para imponer que el conjunto de estados cumpla con la distinguibili-
dad (es decir, dada una distancia d, d(p,c) = d(M(p), M(c)) siendo M una
operacién unitaria aplicada sobre p y ¢), es imprescindible que la distancia sea
contractiva bajo mapas ®cppr v que preserve la traza. Por lo tanto, para todo

estado p y o, toda operacion ®oppr verifica:

d(p, o) = d(®crpr(p), Pcppr(0)) (3.58)

Esto quiere decir que la medida geométrica de correlaciones asociada a d

es contractiva bajo operaciones cuanticas locales.

3.5.2. Norma traza y norma de Hilbert-Schmidt

En este trabajo utilizaremos principalmente las normas Schatten-p, que son

definidas para cierto operador A como:
1Al = [Tr(VATA) )" = (37 Iy (3.59)

Donde A; son los valores propios de A, es decir, la raiz cuadrada de sus

valores propios. Con p = 1 se obtiene la llamada Norma Traza:

|A[|; = Trv/AAT (3.60)

Con p = 2 se obtiene la Norma de Hilbert-Schmidt:

|A]|2 = /Tr(AAT) (3.61)

Se mencionan estas dos normas ya que van a ser las que seran utilizadas
en este trabajo. Cabe mencionar también que la norma de Hilbert-Schmidt no
cumple la contractividad para todos los canales, ni para todas las correlaciones.
Para esas situaciones, dicha norma serd descartada y no sera utilizada.

Por ultimo, un dato de fundamental importancia para este trabajo, es que
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para dos estados diagonales de Bell pgp y opp, con vectores de correlacién
respectivos 7 = (r1,79,73) ¥ [ = (I1,15,13), la distancia de Hilbert-Schmidt

entre ellos se puede escribir como [41]:

3

1, . =
Z(T‘i - li)2 = ZHT - l||§ (3.62)

i=1

d2(PBD> UBD) = TT(pBD - UBD)2 =

N | —

Resultado que simplificara enormemente las cuentas a realizar, ademés de

otorgarle un evidente significado geométrico.

3.5.3. Medidas geométricas del Entrelazamiento

El Entrelazamiento se anula para estados separables. Por lo tanto es posible
definir una medida geométrica del mismo para cierta métrica, en funcion del

estado separable més cercano:

E(p) = min_d(p, psep) (3.63)

Psepe
Donde S es el conjunto de los estados separables. Asi pues, para la Norma

Traza queda:

Er(p) = mins |l = psepllr = migs Trlp = psepl (3.64)

sep sep

Esto ya fue calculado por Feldman [42] y da el siguiente resultado:

E(p)rr = 2max{0, |p1a| — /p22ps3, |ps2| — \/p11paa} (3.65)
Y para Hilbert-Schmidt:

Ens(p) = min_|lp = pucyl[5 = min Tr((p = pcy)’) (3.66)

Psep Psep

Lo cual, recordando la ecuacién (3.62), basta con calcular la distancia del
estado al octaedro. Esto se puede hacer recordando que en el espacio de estados,
el estado en cuestion puede ser representado mediante un tnico vector 7, y el
octaedro no es otra cosa que los distintos planos conformados por |ry| + |re| +

|r3] — 1 = 0. Quedando entonces:

(] + |ra| + [rs] = 1) (3.67)

Wl =

Eys(p) =
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3.5.4. Medida geométrica de la Discordia

La Discordia cudantica, para medidas realizadas sobre el subsistema A, se
anula para los estados “cudnticos-clasicos”(q-c) [43] [44]. Estos estados son
aquellos que en el primer subsistema se encuentran en una mezcla estadistica
de estados cuanticos, y en el segundo subsistema son diagonal en alguna base.

Dichos estados tienen la forma:

Pge = Zpi/)? ® [2) MB (3.68)

Donde |i>B son estados ortogonales del espacio de Hilbert H 4, p* son es-
tados en Hpg, y las probabilidades p; no negativas suman 1.

La medida de Von Neumann correspondiente, realizada en el subsistema
B, que no perturba el estado total estd dada por los operadores de medida
17 = i) (il °.

Andlogamente, un estado cldsico-cudntico (c-q) tiene la forma:

>_pili) (i[* @ pP (3.69)

Estos estados no se ven perturbados por una medida de Von Neumann local
realizada sobre el subespacio A, con operadores de medida T4 = |i) (i|*.

Por lo tanto, si las medidas se realizan sobre los dos subsistemas, los estados
no perturbados por ellas son un subconjunto de los anteriores. Se trata de los
estados clasicos-clasicos, aquellos que en ambos subsistemas son diagonales en
alguna base.

Para estados generales de dos qubits, la Discordia geométrica con la norma

de Hilber-Schmidt toma la forma [43]:

1, -
Dizs = (/1B + [1RI[5 = Fmaz) (3.70)

donde b; = Tr(po @ 1), R es el tensor de correlacién, cuyos elementos se
encuentran dados por r;; = Tr(po; @0;) ¥ kmas €s €l maximo valor de la matriz
bb" + RRT.

En el caso de los estados diagonales de Bell, los estados de Discordia ce-
ro se encuentran contenidos dentro de los ejes coordenados [43] [45]. Por lo
tanto, para hallar el valor geométrico de la Discordia (ya sea mediante Hil-

bert Schmidt o mediante norma Traza) basta con calcular la distancia al eje
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coordenado mas cercano al estado a tratar.

La norma Traza para estados X permitié hallar una forma analitica demos-
trada en [46]:

Il sir? —r24+22<0.
D(p) =1 * 1 : C (3.71)

1 r? max(r3,r3+x2)—r2 min(rZ,r}) s 22 2
2 \/max(rs,rngxQ) min(r3,r?)+ri—r3’ siry —ry+a° 2 0.

con r; las entradas del vector de Bloch mencionado en 2.5. y x = 2(p11 +

p22) — 1
Este resultado se simplifica para los estados de Bell a:

‘Tznt ‘
2

Donde 7, es el valor intermedio de los médulos |r;].

Drr(pBp) = (3.72)

3.5.5. Medida geométrica de la Coherencia

Similar a lo realizado con el Entrelazamiento, la Coherencia se anula para
los estados incoherentes. Por lo tanto también es posible definir una medida

geométrica de la misma en funcion del estado separable més cercano:

C(p) = min _d(p, pinc) (3.73)

pinc€T
El problema se reduce entonces a hallar el estado incoherente mas cercano,
el cual no es otro que la misma matriz (p), pero con todos los elementos
fuera de la diagonal igualados a cero [15]. En el caso de la Coherencia se
utilizard la norma [,, ya que segin Swapan [47], con p = 1 esta es equivalente
a la norma traza para el conjunto de estados que vamos a tratar (estados
diagonales de Bell, y estados X). La ventaja de la norma [, es que tiene una

expresién analitica muy facil de manipular:

1/
AL, = Z |[Ail7) " (3.74)
Por lo tanto, C(p);, queda:
Clp) = min |lp = pinell = 3 Ipis| (3.75)
ij
i#j
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En el caso de la norma de Hilbert Schmidt la Coherencia queda:

inc

Cralp) = min |lp = pincllz = 3 lpisl* (3.76)
i?gj
Pero debe mencionarse que Cj, no cumple todas las propiedades exigidas a
la Coherencia [15], violando en particular la propiedad 3 de monotonicidad bajo
medidas selectivas para algunos estados (No obstante, veremos més adelante
que para el subconjunto de estados con el que trabajaremos, la norma de
Hilbert Schmidt se comporta adecuadamente).

Para el caso de los estados X, la Coherencia segun la norma [; queda:

Ciy = |pral + |ps2| + |par| + |pas (3.77)

Y como pi1y = ps1 y p32 = pa3, queda:

Ci, = 2(|pral + [ps2l) (3.78)

Para Hilbert Schmidt queda:

Crus = 204 + p2) (3.79)
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Capitulo 4

Relaciones dinamicas para

estados Bell Diagonal

En este capitulo se buscaré una relacién funcional entre el Entrelazamiento,
la Discordia, y la Coherencia. Para ello estudiaremos la evolucién de los qubits
sometidos a canales de ruido en busca de una forma de relacionar analiticamen-
te las expresiones geométricas de las distintas correlaciones, para las diferentes

normas.

4.1. Expresion analitica de la Coherencia, el

Entrelazamiento y la Discordia

Recordamos como puede ser escrito un estado Bell diagonal 2.12:

1

Las tres correlaciones pueden ser definidas y calculadas en funcion del vec-

tor 7. A continuacién se muestran sus expresiones para las distintas normas.

4.1.1. Expresiones analiticas en Hilbert Schmidt

El valor del Entrelazamiento en la norma de Hilbert Schmidt viene dado

por el valor de la distancia euclideana al octaedro 4.2 (ver 3.2):
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B(p) = 5(Iral + Iral + Irs| = 17 (12

El valor de la discordia viene dado por 4.3:

D(p) = min[D; , Dy , D5 (4.3)
D, = Tg + 7“?2)
Dy = 17 +713 (4.4)
Ds; = r% + r%

El valor de la Coherencia viene dado por la distancia al eje z:

Clp) = %\/7’% +73 (4.5)

4.1.2. Expresiones en Trace Norm

El valor del Entrelazamiento en la norma Traza puede obtenerse realizando

el cambio de variable 3.55 en la expresion de la Concurrencia 3.23:

1
E(p) = §max[0 e+ |1 —rs|, Jrr — re| — |1 — 73] (4.6)

De aqui en mas se utilizara una tnica expresién con + para representar la
concurrencia: |ry + o] £ (1 — r3)

El valor de la Discordia viene dado por 3.72:

D(p) = mtf[r] , |ra| , [7s]] (4.7)

Y para la Coherencia basta realizar el cambio de variable 3.55 en 3.78:

1
Cp) = 5(‘7“1 — 1| + |11+ 72|) (4.8)
Que es lo mismo que:
C(p) = méx(|r, [r2]) (4.9)
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4.2. Evolucién bajo canales de ruido

De las expresiones anteriores vemos que las correlaciones dependen de la
evolucion de 7. Para obtener la expresién de la matriz densidad sometida a los

canales de ruido, es necesario calcular la evolucion de p:

1+7’3(O) 0 0 7’1(0) —7’2(0)
_ 0 1—r3(0)  71(0) 4+ r2(0) 0
p(0) = 0 r1(0) 4+ r2(0) 1 —r3(0) 0 (4.10)
™ (0) — 7‘2(0) 0 0 1 + 7”3(0)

La matriz evolucionada, usando el formalismo de los operadores de Kraus
(2.23) quedaré:

2
p(p) =Y M; ® M;p(0)M; ® M, (4.11)
i,j=0
Comenzando con el canal Phase Flip, cuyos operadores de Kraus vienen

dados por (2.33), la matriz evolucionada es:

1+73(0) 0 0 (r1(0) = 72(0))(p — 1)?
o(p) = 0 1—1r3(0) (r1(0) + r9(0))(p — 1)? 0
0 (r1(0) +r2(0))(p — 1)° 1 —73(0) 0
(r1(0) = r2(0))(p — 1) 0 0 1+ 73(0)
(4.12)

Por lo tanto, bajo la accién de Phase Damping, los estados de Bell evolu-
cionan de forma que dos de las entradas del vector 7 se ven multiplicadas por

un factor (p — 1)

7 =r1(p— 1)% + ra(p — 1)% + 3k (4.13)

De forma analoga puede repetirse el procedimiento para los canales restan-

tes, obteniéndose bajo Bit Flip:
7 =rii4ry(p—1)%) +r5(p — 1)%k (4.14)

Bajo Bit Phase Damping;:
7 =ri(p—1)% + o) +13(p — 1)%k (4.15)
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Y bajo Depolarizing:
7 =ri(p— D%+ ra(p— 1) +r5(p — 1)k (4.16)

En la figura 4.1 pude verse la evolucién mediante los distintos canales de

ruido, representada en el espacio de estados correspondiente.

w 12
0.5
0.0
=05

~1.0

-05 -

F L e T I S ST (S S S S
-10 -0.5 0.0 0.5 10

"y

Figura 4.1: Tetrahedro de la regién de existencia y Octaedro de estados separables
con la evolucién de un estado segiin Phase Damping (gris), Bit Flip (naranja), Bit
Phase Flip (magenta) y Depolarizing (celeste)

4.2.1. Evolucion de las correlaciones en la norma de Hil-
bert Schmidt

Recordamos las tres correlaciones:

B(p) = 5(Iral + Iral + Irs| = 17 (117)
C(p) = %\/r%-l—r% (4.18)
D(p) = min[Dl ,Dg ,Dg] (419)

con
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D1 = 7’% + Tg
Dy= 12412 (4.20)

2 2

A continuacién veremos la evolucion de las tres correlaciones para distintos
canales de ruido. Sera excluido el canal Bit Phase Flip, ya que su comporta-

miento es idéntico al del Bit Flip, a menos de intercambiar r; por r,.

Phase Damping

En Hilbert Schmidt la Discordia se calcula como: D(p) = min[D; , Dy , D).

Bajo Phase Damping, los diferentes D; evolucionan de la siguiente manera:

Dy =7r3(p—1)" +13
Dy =713(p—1)* + 13 (4.21)
Ds=(r{ +73)(p—1)°

Por lo tanto, si D3 comienza siendo minimo, seguira siendo minimo. Esto
ocurre cuando |r3| > |r1] o |r3| > |ra|. Esto es lo que se ve en la figura 4.2a.

Por otro lado, en la figura 4.2b tenemos que |r3| < |rs|, |r1], por lo que Ds
no comienza siendo minimo. Pero como su valor disminuye mas rapidamente
que el de Dy o Dy, para p > 1 — :—j (donde j = 1,2) D3 se convierte en
minimo, viéndose un cambio en la concavidad de la Discordia.

La expresion del Entrelazamiento en Phase Damping es:

_1
3

Esto es la distancia al octaedro. Una vez que el estado se encuentra dentro

E(p) = 5(Iril(p = 1)* + [r2|(p — 1)° + [rs] = 1)* (4.22)

del mismo, el Entrelazamiento sufre muerte subita, pasando a valer cero. Esto
ocurre eventualmente para todo estado suficientemente evolucionado, ya que
los estados tienden a evolucionar hacia los ejes completamente clasicos, y para
alcanzarlos es inevitable pasar por el octaedro de Entrelazamiento cero.

La Coherencia disminuye monotonamente y alcanza el valor 0 una vez que

p=1:
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Cp) = 50—\t +73 (123

0.35 0.35
= Coherencia = Coherencia
03 Entrelazamiento || 0.3} Entrelazamiento
== Discordia == Discordia
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15¢
0.1 0.1
0.05 0.05¢
0 . : 0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 P 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1P
(a) Valores iniciales 1 = 0.6, (b) Valores iniciales r; = 0.6,
Tro = 0]., r3 = —0.6 ro = 03, r3 = —0.2

Figura 4.2: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Phase damping. El pardmetro de evolucién es p, la probabilidad de cambio en el
estado ambiente, la cual es condicionada por el sistema.

Bit Flip

El caso de Bit Flip para la Discordia es practicamente idéntico al de Phase
Damping, ya que los distintos D; se comportan de forma idéntica, a menos de
cambiar D3 con D;. Presenta un quiebre en la Discordia cuando D, comienza
siendo maximo, es decir si |ri| > |r3|, |re|. Esto se ve en la figura 4.3b. Las

distintas entradas de la Discordia valen:

Dy = (ry +r3)(p— 1)
Dy =72 4+7rip—1)* (4.24)
Ds=ri+r3(p—1)*

El Entrelazamiento vale:

) = 5 (Inl +Irl - 17+l - 17 -1) (4.25)

Por lo que se comporta igual que en Phase Damping.

La diferencia es en la Coherencia, ya que en vez de converger a cero a

|71

medida que p crece, esta converge al valor 5+ ya que su expresion es:

38



1
— 2 2
Clp) = 5\/r3 +73(p— 1)’ (4.26)
0.35 05
=——Coherencia =——Coherencia
0.3\ Entrelazamiento || 04l Entrelazamiento ||
=—Discordia ' = Discordia
0.25
0.3
0.2r
01
0 : : 0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P P
(a) Valores iniciales: r1 = 0.5, r2 = 0.4, (b) Valores iniciales: 1 = 0.5, 72 = 0.6,
r3 =—0.3 r3 = —0.5

Figura 4.3: Evolucion de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo Bit
Flip.

Depolarizing

Bajo Depolarizing los distintos D; evolucionan de la siguiente manera:

Dy = (r3 +73)(p—1)"
Dy= (2 +)(p—1)* (4.27)
Ds=(r{ +r3)(p—1)°"
Por lo cual, aquel que comience siendo el menor, continuara siendo menor.
De esta manera no ocurren cambios en la concavidad de la Discordia.
El Entrelazamiento se comporta de manera similar al caso de Phase Dam-

ping. La tnica diferencia radica en un decaimiento mas acentuado ya que r3

también disminuye con (p — 1)

B(p) = 5 ((ral + ol + rsf)p — 17 1) (4.28)

La Coherencia se comporta exactamente igual al caso de Phase Damping

(4.23) ya que esta no depende de r3 en ninguna medida:

C(p) = 51~ pP\ 413 (4.29)
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0.25

== Coherencia
0ol Entrelazamiento |
) = Discordia
0157
017
0.05+¢
0 1 1 D
0 0.2 0.4 086 0.8 1 P

Figura 4.4: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Depolarizing, con condiciones iniciales: 71 = 0.2, ro = 0.7, r3 = 0.4

4.2.2. Evolucion de las correlaciones en norma Traza

Recordamos la expresion de las tres correlaciones:

E(p) = %méx[() Jr £ £ |1 — 13 (4.30)
D(p) = int[|ra] , |ra] , 7] (4.31)
C(p) = méx(|r], |r2|) (4.32)

A continuacién veremos la evolucion de las tres correlaciones para distintos
canales de ruido. Nuevamente sera excluido el canal Bit Phase Flip por la
misma razén que en la seccién anterior.

Phase Damping

En Trace Norm, bajo el canal Phase Damping la Discordia tiene la forma:

D(p) = int[|ri|(p = 1)? , Ir2l(p = 1)* . Irs (4.33)

Donde “int” quiere decir el valor intermedio. En la figura 4.5a |r3| < |r;| <

|7;] (con i,j = 1,2), por lo que el valor intermedio comienza siendo r; para
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pi > 1— Irs| luego pasa a ser r3 (por eso se mantiene constante), y por

""_i’
ultimo r;, para p; > 1 — ,/% (evidentemente p; > p;).
J
En la figura 4.5b |r;| < |rs| < |r;], por lo que el valor intermedio comienza
Irs|
sl

En la figura 4.5¢ |r;| < |r;| < |rs], por lo que el valor intermedio siempre es

siendo r3 y luego pasa a ser r;, para p} >1-

El Entrelazamiento en Trace Norm bajo Phase Damping tiene la forma:

1,
E(p) = 3 max[0 , |ry £ ra|(p — 1)2 £ |1 —r3] (4.34)

En dénde el simbolo + proviene de la expresion de la Concurrencia (3.23).

El + proviene de la condicién |p1y — /pazp3s| v el — de |paz — /p11paa]
Esto delimita a las regiones con Entrelazamiento cero como aquellas adentro

del octaedro, siendo coherente con el planteo de la norma de Hilbert Schmidt,
por lo que aqui también hay muerte sibita de Entrelazamiento.

La Coherencia en Trace Norm bajo Phase Damping tiene la forma:

Cp) = 5(In = ol + I+ al)p = 17 (1.35)

Esto es igual a:

C(p) = méx(|ru, Iraf)(p — 1)* (4.36)

La cual a su vez es igual al valor intermedio de la Discordia, por lo que

D=Cparap>1-—, /;—3 con 1; > rj, ya que para esa region:

C(p) = ri(p — 1)2 = int [|7“1|(P - 1)2 s |ral(p — 1)2 ) |7‘3|] = D(p) (4.37)
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0.5 ‘ ‘ 0.5 . ‘
- (Coherencia - Coherencia
Entrelazamiento Entrelazamiento
0.4} = Discordia i 0.4 = Discordia I
0.3 ] 0.3r
0.27 ] 0.2r
0.1r ] 0.15
0 . . : : 0 : . . :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 P 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 P
(a) Condiciones iniciales: 71 = 0.4, (b) Condiciones iniciales: r; = 0.5,
ro = 03, r3 = —0.2 To = 03, r3 = —-0.4
0.5 . .
= Coherencia
Entrelazamiento
047 = Discordia 1
0.3f
0.2f,
0.1t
0 L L . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 P

(c) Condiciones iniciales: r; = 0.4,
ro = 0.5, r3 = —0.6

Figura 4.5: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Phase damping.

Bit Flip

En Bit Flip la Discordia no presenta diferencias significativas:

D(p) = int[|r1] , ra|(p = 1) , Irs|(p — 1)7] (4.38)

El Entrelazamiento tampoco, ya que sigue valiendo cero en las regiones

dentro del octaedro, y disminuyendo monotonamente:

E(p) = %méx[o Jr £ ra(p — 1) £ |1 —ry(p — 1)?]] (4.39)

La diferencia nuevamente se encuentra en la Coherencia, ya que la misma
en vez de irse a cero a medida que p se aproxima a 1, esta es igual a r1, ya que

su expresion es:
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)=

Como puede verse, en el caso de Bit Flip el comportamiento de las corre-

(Ir1 = ra(p = 1)? + Ir1 + 72(p — 1)7)) (4.40)

laciones es muy similar al de Phase Damping.

0.35 . . 0.5
= Coherencia
03 Entrelazamiento [
== Discordia 04
0.25¢ ) - Coherencia
0.2 0.3+ Entrelazamiento |-
' === Discordia
0.15¢ 1 0ol
01r
0.15
0.05+ 1
o] . . . : 0 . . . .

0 0.2 04 0.6 0.8 1 P 0 02 0.4 0.6 0.8 1 P
(a) Condiciones iniciales=r; = 0.1, 73 = 0.2,(b) Condiciones iniciales=r; = 0.2, ro = 0.1,
rs = 0.3 r3 = 0.3

0.7
0.6
05k = Coherencia |

’ Entrelazamiento
0.4 == Discordia
0.3t
0.2¢
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rs3 = 0.1

Figura 4.6: Evoluciéon de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo Bit
Flip.

Depolarizing

Al igual que en Trace Norm, bajo Depolarizing la Discordia tiene la si-

guiente expresion:

D(p) = int[[r1] , |raf , 7sl}(p — 1)* (4.41)

El valor de r; que comience siendo intermedio lo sera para todo p, no
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habra cambios en la concavidad.

El Entrelazamiento no presenta mayores sorpresas:

E(p) = %méx[o | p—1P [ —r(p =12  (442)

Por otro lado, por la misma razén que en el caso de Phase Damping, La

Coherencia y la Discordia son iguales para todo p:

Cp) = 5(Irs = ral + I+ (o~ 1)? (143

0.8

— Discordia
= Coherencia
0.6 Entrelazamiento |

0.2 ~ 1
0 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P
Figura 4.7: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Depolarizing, con condiciones iniciales: r; = —0.4, ro = 0.3, r3 = 0.7

4.3. Relaciones dinamicas

En 2010 Stretslov [18] mostré que una medida de Von Neumann en una
parte de un sistema de varias partes, inevitablemente crea Entrelazamiento
entre el aparato de medida y el sistema, si el estado tiene Discordia distinta
a cero. En los anos subsiguientes se hallaron atin méas relaciones entre el En-
trelazamiento y la Discordia [48], y también comenzaron a hallarse vinculos
similares entre el Entrelazamiento y la Coherencia [19]. En la siguiente seccién
de la tesis, utilizaremos el modelo mencionado en las partes anteriores para
obtener relaciones explicitas entre las correlaciones.

Recordando las expresiones para las correlaciones (4.2-4.5), puede despe-

jarse el pardmetro de evolucién p en una de ellas y sustituirse en otra (siempre
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y cuando estemos hablando del mismo canal y la misma norma) y obtener una
expresion analitica que relacione dos o tres correlaciones.

En primera instancia nos interesa encontrar relaciones dobles entre las co-
rrelaciones, digase Coherencia y Entrelazamiento, asi como Coherencia y Dis-
cordia (Entre el Entrelazamiento y Discordia ya se ha realizado en trabajos
anteriores [42]).

Dentro de las mismas nos interesa particularmente los vinculos entre la
Coherencia y la Discordia para aquellas regiones con Entrelazamiento cero,
la Coherencia con Entrelazamiento para aquellas regiones con Discordia cons-
tante, y los vinculos entre las tres correlaciones para toda region en que sea

posible vincularlas.

4.4. Relaciones dobles

En esta seccién se buscaran las relaciones entre la Coherencia y el Entre-

lazamiento, asi como entre la Coherencia y la Discordia.

4.4.1. Relaciones entre la Coherencia y el Entrelaza-

miento

Para Hilbert Schmaidt

El procedimiento es el siguiente: se despeja el parametro p de la ecuacion de
la Coherencia, y se sustituye en la expresion del Entrelazamiento. Quedando
bajo Phase damping:

E = [(Ir] + [r2]) +[rs| — 1* (4.44)

2C
12+

Bajo Depolarizing:

2C
E = [(Ira] + [ra] + Irs]) —5—=5 — 1I* (4.45)
r{ + 15
Y bajo Bit Flip:
402 — r?
E = [Iri] + (Ira| + Iral)y | —— =1 (4.46)

2

Es posible graficar Entrelazamiento 4.22 vs Coherencia 4.23 haciendo variar
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los valores de p en las ecuaciones originales, por ejemplo en el caso de phase

damping queda:

0.014

00121

ootk o

0.008 -

0.006 - o

Entrelazamiento
s]

0.004 -

0.002 - o

Coherencia

Figura 4.8: Entrelazamiento en funciéon de la Coherencia en la norma de Hilbert
Schmidt, bajo la accién del canal Phase Damping. Con 1 = 0.5,79 = 0,73 = 0.136.

El resto de los canales se comportan de la misma manera.

Para Trace Norm

Se puede hacer lo mismo para la norma traza y cada uno de los canales,
quedando:

Para Phase Damping:

+ 1+
E = méx [0, Clrtra | T3|] (4.47)
’T1+T2|+|7’1—T2| 2
Para Depolarizing:
E = m4 [0 ¢ (|71 = 72| F C'rs) 1] (4.48)
= max |0, == r3) — = .
71+ ra| + [r1 — 1o ! 2 F 2

También se puede escribir Entrelazamiento 4.34 en funciéon de Coherencia
4.43:
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T
!

003F 1

Coherencia

Figura 4.9: Entrelazamiento en funcién de la Coherencia en Trace Norm, bajo la
accién del canal Phase Damping. Con r; = 0.4,7, = —0.3,73 = 0.5.

Excepto bit flip, el resto de los canales se comportan de igual manera.
En el caso de Bit Flip hace falta diferenciar dos casos. En la regién del
espacio en que r; es mayor que o no hay vinculo, ya que C' = max(ry, 72 (p—1)?].

Sin embargo, para ro(p — 1)? > r; existe el siguiente vinculo:

1 .
E = méx [o, S +Cl -1+ By (4.49)
T2
La grafica correspondiente es:

0.12 T T T T T T T T T

(IR -+

0.08F 1

0.06 * B

Entrelazamiento

0.04 * B

0.02

A

! 1 1 1 1 ! 1 ! 1
041 042 043 044 045 046 047 048 048 05
Coherencia

Figura 4.10: Entrelazamiento en funcién de la Coherencia en Trace Norm, bajo la
accién del canal Bit Flip. Con ry = —0.4,79 = 0.5,r3 = 0.3.

En este caso la Coherencia no se hace cero ya que converge al valor de 7y, y
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se pierde el vinculo antes de que el Entrelazamiento sea cero. Hay menos puntos
que en las otras graficas ya que los faltantes se encuentran todos superpuestos
en (0.4,0).

Este comportamiento ocurre para todos los puntos ro > r1. En los puntos
r1 > 19 la Coherencia es constante y el Entrelazamiento disminuye, como lo

que pasa en la gréfica luego del quiebre en (0.4,0.02).

4.4.2. Relacién entre la Coherencia y Discordia

Se realizan los calculos de la parte anterior pero ahora para la Discordia en
lugar del Entrelazamiento.

Para Trace Norm

Relacién para Phase Damping:

Como la Discordia es:

D =int(ri(p — 1), m2(p — 1)%,73) (4.50)

Sélo podra haber vinculos en caso de que r; o ro sean los valores interme-
dios. Si el valor intermedio es r3, no habra dependencia con el parametro p
volviendose imposible de despejar.

En funcién de la Coherencia queda:

_ 2|ri]
|T1 +’I“2| + |7’1 — 7“2|

(4.51)

Doénde r; = rq, 79, dependiendo de cual sea el intermedio. Estas regiones

pueden verse en 4.11:

48



Il

10

(a) Parte con vinculo dentro del octaedro  (b) Parte con vinculo fuera del octaedro

Figura 4.11

Haciendo variar p, se puede graficar la Discordia 4.33 en funcién de la
Coherencia 4.35:
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Figura 4.12: Discordia en funcién de la Coherencia para Trace Norm, bajo el canal
phase damping.

La parte de la curva constante es cuando atraviesa una de las regiones
“huecas” de la figura anterior.

La relaciéon para Depolarizing es igual pero r; puede ser cualquiera de
los tres valores, esto implica que no haya regiones de Discordia constante. El

vinculo entre la Coherencia y la Discordia tiene la forma:

0.4 ; ; ; ; ; ; —

035F *

Digcordia
(]
= b =
[p=] m (o]
T T T
.*.
*
1

o

.

m
T

o
=
T

o

fu]

m
T

- 1 1 1 1 1 1 1
i} 0.os 01 015 0z 025 03 034 0.4
Coherencia

Figura 4.13: Discordia en funcion de la Coherencia para Trace Norm, bajo el canal
depolarizing.

La grafica es una recta de pendiente uno, pues ambas magnitudes son

iguales en todo momento.
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4.5. Relaciones dinamicas triples

Asi como es posible obtener relaciones entre las correlaciones de a pares, es
posible hacerlo también para las tres correlaciones. Para hacerlo despejamos
(1 — p)* de la ecuacién del Entrelazamiento y (1 — p)>~* la Coherencia, y lo
sustituimos en la ecuacién de la Discordia. El parametro x seria el peso relativo
que le asociamos a las correlaciones. El mismo lo elegiremos como x = 1 de
forma que se despeja (1 — p) de cada una de las ecuaciones, ddndole un peso

equitativo a cada correlacién.

4.5.1. Relaciones dinamicas en Hilbert Schmidt
Phase Damping

Fuera del octaedro unidad, cuando r5 > 71,72 (D3 es el minimo) el vinculo

entre la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia es:

r1] + |72 4
D =16 C (4.52)
(V3E — |rs| + 1|)\/r} + 12
cuando r; > r3 0 9 > 13!
+ ||
D = 1612 | C* 4 12 4.53
(r? +r3)(V3E — |r3] + 1) s (4:53)

con r; =1y Sirg > 1T9,73, O CONl T; = T Si 7o > 11, T3.
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Figura 4.14: Fuera del octaedro la dependencia entre la Coherencia, Entrelaza-
miento y Discordia, en la parte clara, tiene la forma de la ecuacién: 4.52, en la parte
oscura: 4.53

Dentro del octaedro no hay Entrelazamiento. Cuando r3 > ry, r, el vinculo

entre la Coherencia y la Discordia es:

D = 4C? (4.54)
Cuando r; > r3 0 ro > r3:

492
D=t C2 42 (4.55)
r{ + s

Con T, = T9 si 71 >1T9,73, O CON T; = T si o > 1T1,73.
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Figura 4.15: Octaedro con Entrelazamiento cero. en la regién clara la dependencia
entre la Coherencia y Discordia tiene la forma de la ecuacién: 4.54, en la parte
oscura: 4.55

Depolarizing

Fuera del octaedro, el vinculo entre la Coherencia, el Entrelazamiento y la

Discordia es:

2

4
(Ir1] + [r2] + |rs]) Ciminfr +12 72 402 124+ (4.56)

(r} +73)(V3E +1)

Por lo tanto si r; > r;,r3 (D7 es minimo) la Discordia queda:

2

A(rl +ral +rsl) |, 2 2y a
= ri+r:) C 4.57
(12 +73)(V3E +1) U5 +73) (457)
Sirg > 1,79 (D3 es minimo):
A 2
Do | Alrltro[ + ) | o (4.58)
VT2 4+ r3(V3E + 1)
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Figura 4.16: En la region naranja exterior al octaedro la relacion entre la Cohe-
rencia, Entrelazamiento y Discordia tiene la forma: 4.59.

Dentro del octaedro no hay Entrelazamiento, y el vinculo entre la Cohe-

rencia y la Discordia es:

4C%*
D = ———min[ry +r3 ;1] + 73 1] + 73] (4.59)

Por lo tanto si r; > r;,r3 (D es minimo) la Discordia queda:

r? 4 r2
D=-2_—24c? (4.60)
ry +r;
Sirg > 1,79 (D3 es minimo):
D = 4C” (4.61)

(Nétese que esta expresion es idéntica al caso de Phase Damping).
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Figura 4.17: Octaedro con Entrelazamiento cero, la relacién entre la Coherencia y
la Discordia es: 4.61

4.5.2. Relaciones dinamicas en Trace Norm

Phase Damping

Fuera del octaedro hay dos regiones diferenciadas. Una en que la Discordia
es constante (ya que |rs| es el valor intermedio y este no cambia con p en Phase

Damping) y no presenta vinculo con la Coherencia y el Entrelazamiento:

+ +1
E = méx [ il o1 } (4.62)
‘7’1+7’2|—|—|T1—7’2’ 2
La maximizacion es entre el simbolo de + y de —.
Otra en la que hay vinculo entre las tres correlaciones es:
2|ri|lr1 £ C? +1
B = mix | Irdln£ro] 7 7 | (4.63)
(lTl—T2’+|T1+T2|> D 2

Donde r; puede ser r; o ry dependiendo de cual sea el intermedio.
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Figura 4.18: En la regién clara la dependencia entre la Coherencia y el Entrelaza-
miento tiene la forma de la ecuacion: 4.62, en la regién oscura el vinculo entre las
tres correlaciones es: 4.63

Dentro del octaedro no hay Entrelazamiento. La Discordia puede ser cons-
tante en algunas regiones, siendo por lo tanto independiente de la Coherencia
(dichas regiones se estudiaran en profundidad en la siguiente seccién). Sin em-
bargo hay regiones dentro del octaedro en que el vinculo entre Coherencia y

Discordia es:

2|

N |7’1+7’2|+|T1—T2|

(4.64)

donde r; puede ser r; o ro dependiendo de cual sea el intermedio.

o6



}-'2 1

Figura 4.19: Octaedro con Entrelazamiento cero. en la region clara la dependencia
entre la Coherencia y Discordia tiene la forma de la ecuaciéon: 4.51, en la parte oscura
la Discordia es constante.

Depolarizing

Fuera del octaedro unidad el vinculo entre las tres correlaciones es:

FE = max

2|7“i|(|7“1:t7”2|:|:7“3) 02 1]

—_— == 4.65
(|T’1—7"2|+|’/’1+T2|)2D 2 ( )

Dénde r; = rq, 19, r3 dependiendo de cual sea el intermedio.
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Figura 4.20: En la region amarilla y marrén la dependencia entre las tres correla-
ciones es dada por la ecuacion 4.65.

Dentro del octaedro unidad no hay Entrelazamiento, el vinculo entre la
Coherencia y la Discordia es:

_ 2|ri]
’7’1‘{'7“2‘4“7’1—7"2‘

(4.66)

Dénde r; puede ser 71,1y, 73 dependiendo de cual sea el intermedio.
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Figura 4.21: Octaedro con Entrelazamiento cero, la relacion entre la Coherencia y
la Discordia es: 4.66

4.6. Dependencia paramétrica

Las relaciones dindmicas entre las tres correlaciones pueden ser graficadas
una en funcién de las otras eliminando el pardmentro p de las ecuaciones. El

resultado es una curva en R3

4.6.1. Curvas para Hilbert Schmidt

A continuacion se graficaran las curvas tridimensionales que forman las
correlaciones al variar p.
Phase Damping

En la figura 4.22 Puede verse el quiebre que sufre la evolucién de un estado,
al igual que en la figura 4.2b. En las figuras 4.23 puede verse como las relaciones

con el Entrelazamiento presentan muerte subita.
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Discordia

03 0.4

Entrelazamiento Coherencia

Figura 4.22: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Phase Damping en Hilbert Schmidt
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Figura 4.23: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r; = —0.9, ro = 0.5, r3 = 0.58
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Las graficas de evolucién muestran como puede haber tanto Coherencia
como Discordia, sin la necesidad de que haya Entrelazamiento. No obstante,
la inexistencia de Coherencia implica la inexistencia de Discordia (lo cual es
razonable, ya que el estado evoluciona hacia el eje z, donde tanto la Coherencia

como la Discordia se hacen cero).

Bit Flip

En Bit Flip ocurre lo mismo que en Phase Damping. En la figura 4.24
puede verse como hay un unico quiebre, al igual que en la figura 4.3b. Por otro
lado en las figuras 4.25 también puede verse como hay un unico quiebre, y en

las curvas de Entrelazamiento puede apreciarse la muerte subita.

N4 .

pas

o
w
|

Discordia

=]

]

%] m
| )

0.4

03

0.8 0.6 004 0oz 0oz

Entrelazariento Coherencia

Figura 4.24: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Phase Damping en Trace Norm
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Figura 4.25: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: ry = —0.4, ro = 0.5, r3 = 0.58

En este conjunto de figuras puede verse nuevamente que puede haber tanto
Discordia como Coherencia en caso de que no haya Entrelazamiento. No obs-
tante como la evolucién del canal es hacia el eje x, y la Coherencia se hace
cero a lo largo del eje z, puede verse como pueden existir estados sin Discordia
pero con Coherencia, la cual converge al valor |r| segin muestra la ecuacién
4.40.

Depolarizing

En la figura 4.26 puede verse como la curva que relaciona las tres correla-
ciones se comporta suavemente, a menos de una seccién continua de valor cero
debido a la muerte sibita del Entrelazamiento. Se comporta segin lo visto en

la figura 4.4. Lo mismo ocurre en 4.27 al verse las relaciones de a pares.

62



o7

Discordia

0z " 0.4

Entrelazamiento Coherencia

Figura 4.26: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Depolarizing en Hilbert-Schmidt
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Figura 4.27: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r; = —0.9, ro = 0.5, r3 = 0.58
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4.6.2. Curvas para Trace Norm
Phase Damping

En el caso de Trace Norm la relaciones se vuelven mas interesanes debido a
los dos quiebres que presenta la Discordia, para recordar los mismos basta ver
la figura 4.5a. En la misma se ven los mismos quiebres que presenta la figura

4.28, que también se ven reflejados en las figuras de a pares 4.29.

07"

a5

Discordia

s

0z -
0.1

Entrelazamientn Coherencia

Figura 4.28: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Phase Damping en Trace Norm
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Figura 4.29: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r1 = —0.9, r2 = 0.5, r3 = 0.58

Los mismos resultados para Hilbert Schmidt se pueden ver en el caso de la
norma Traza. Puede haber tanto Coherencia como Discordia si el Entrelaza-
miento es cero, y en el caso para Phase Damping, la Discordia y Coherencia se
hacen cero en el mismo lugar, lo cual indicaria que la presencia de la Coherencia

implica Discordia.

Bit Flip

En Bit Flip puden verse los multiples quiebres que sufren las correlaciones
como ya vimos en 4.6. Dichos quiebres se ven en 4.30 y en las figuras de a

pares 4.31
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Figura 4.30: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Phase Damping en Trace Norm
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Figura 4.31: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r; = —0.9, ro = 0.5, r3 = 0.58
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Nuevamente similar a lo que ocurre en Hilbert Schmidt, existen estados
con Coherencia y Discordia distintas a cero, pero con Entrelazamiento nulo.

Asi como también puede haber estados sin Discordia pero con Coherencia.

Depolarizing

Aligual que en las demas, basta referirse a 4.7 para comparar los resultados.

El quiebre se debe a la muerte sibita del Entrelazamiento.

Discordia

06

04

Entrelazamienta Coherencia

Figura 4.32: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Depolarizing en Trace Norm
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Figura 4.33: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: ry = —0.9, ro = 0.5, r3 = 0.58

Por 1ltimo, el caso del canal Depolarizing no presenta casi diferencias con
Hilbert Schmidt, salvo que en este caso la Discordia y Coherencia no son

exactamente iguales, pese a ser proporcionales.
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Capitulo 5

Relaciones dinamicas para
estados X

A continuacién se realizard el mismo estudio que hicimos en el capitulo
anterior para estados de Bell, pero esta vez a estados mas generales. Los estados
en cuestion son llamados “estados X” debido a la forma que tiene su matriz
densidad asociada, la cual posee ceros fuera de la diagonal y antidiagonal,
formando una X. Dichos estados requieren un analisis méas detallado de la
existencia, pues los mismos no tienen una representacion tridimensional, ya
que hacen falta 5 variables para describirlos. Fuera de eso, en este capitulo se

realizara el mismo procedimiento que en el capitulo anterior.

5.1. Expresion analitica de la Coherencia, el
Entrelazamiento y la Discordia para esta-
dos X

Un estado general de dos qubits puede ser escrito como 2.8:

3
p—i(ﬂ4+§-5®]1+]1®5~5+2rj0j®Uj) (5.1)
j=1
A diferencia de los estados Bell diagonal que son regidos por tres parametros
(r1,7r2,73), para crear estados generales falta incluir seis pardmetros adicionales
§=(s1,892,83) y €= (c1,Ca,cC3).

Para obtener estados X basta con considerar §x = (0,0, s3) y ¢x = (0,0, c3).
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Por lo que la ecuacion anterior queda:

3
1
p:Z(H4+83'03®H+H®03'03+2Tj0'j®0'j) (52)
j=1
De aqui en mas se le llamard s a s3, vy ¢ a c3. El rango en el que pueden
variar estos valores sera estudiado en la seccion 5.2.4.
Los elementos de la matriz densidad p; ; expresados en funciéon de los nuevos

parametros r; y también a s y ¢, tienen las siguientes expresiones:

1 1
P11=Z(1+7“3+S+6) ,02221(1—7“3%-8—0)

1 1
P33 = 1(1—:3—8—1-0) Pag = Z<1 +17"3—5_C) (5.3)
P14 = P41 = Z(Tl —Ty) P = P32 = 1(7“1 +19)

En esta secciéon trabajaremos unicamente con la Trace Norm, ya que Hilbert

Schmidt no es siempre contractiva en estados X [41].

5.1.1. Expresiones analiticas usando Trace Norm

En Trace Norm, la expresién del Entrelazamiento viene dada nuevamente

por la concurrencia 3.23, como ya lo analizamos en 3.65:

E=2mix [0,|r £ — V(1 Frs+s+c)(1Fr;—s—c) (5.4)

La Discordia viene dada por 3.71:

|71]

D:7<:>r§>7"f+32 (5.5)
o:
1 242 22 1 o2 w2 nin(r2 2
p_! /7"1 m2ax(27"3,7"2 +s ) rg m21n(7“3,27“1) 2 2rtis? (56)
2\ max(ri, ri + s?) — min(r3, r3) + r¥ —r3

Por 1ltimo, la expresion de la Coherencia es:
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C' = max(|r], |ra]) (5.7)

5.2. Regiones de existencia para Estados X

Como los estados diagonales de Bell dependen exclusivamente de los tres
parametros del vector 7, la representacion geométrica es posible ya que al ser
solo tres parametros, los mismos pueden representarse en el espacio.

Los estados X requieren 5 parametros para ser descritos. Esto dificulta el
estudio de la region de existencia, ya que para visualizarla en un diagrama
tridimensional hace falta fijar al menos dos de ellos.

Para realizar dicho analisis hace falta recurrir a la condicién de positividad

de p 3.54 que llevado a los pardmetros 7, s y ¢ se traduce en:

ri =1 < V(1 +r3+s+c)(1+713—5—c)
i+ 7o) < V(1 —rs+s—c)(1—r3—s+c)

(5.8)

A continuacion se realizara el estudio para s y ¢ fijos. En la seccién 5.2.4

se repetira el procedimiento dejando fijo 7.

5.2.1. Deformacién del Tetrahedro para distintos valo-

res fijos de s y ¢

Fijando los valores de s y ¢, podemos ver cémo la regién de existencia
es modificada. Para el caso s = ¢ = 0 se recuperan los estados de Bell y el
Tetrahedro estudiado en el capitulo anterior.

Para contemplar los cambios en la regién de existencia es mas sencillo

referirse a las ecuaciones 5.8 de la siguiente manera:

(14173)% — (r; —12)* > (c+ 5)? (5.9)

(1—73)% = (11 +712)* > (c— 5)? (5.10)

Ambas regiones se ven representadas en la figura 5.1. La interseccién es

la regién de existencia de los estados X. Cuanto mayor sea el valor de s o ¢
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mas dificil es de cumplir la condicién 5.9, ya que una de las dos condiciones
implicara que el lado izquierdo de la desigualdad sea mayor a un ntimero
grande, limitando asi la regién de existencia. Por otro lado, cuanto mayor sea
el valor absoluto de s y ¢, mas dificil es de cumplir la condicién 5.10. Por
lo tanto, cuanto mayor sea el valor de s y ¢ mas pequena serd la region de

existencia.

(a) s=0.2 ¢=0.3 (b) s=0.5 ¢=0.7

(c) s=0.8 ¢=0.8

Figura 5.1: En verde la regién delimitada por 5.9, en azul la delimitada por 5.10.

La simetria en las expresiones 5.9 y 5.10 permite cambiar s o ¢ libremente y
obtener el mismo resultado. Por lo tanto, en la figura 5.2 se puede ver el cambio
en la region de existencia con los valores de s y ¢, dejando como referencia el
tetrahedro de los estados de Bell.

En caso de cambiar s por —s, o ¢ por —c se obtiene la misma regiéon pero
simetrizada respecto al origen (fig.:5.3).

Cabe destacar que el volumen de existencia para los estados X nunca es

mayor que el de los estados de Bell.
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(b) s=0.5 ¢=0

I 10
(c) s=0 c=0.5

Figura 5.2: En rojo el tetrahedro deformado para distintos valores de s y c.

(a) s=0.3 ¢=0.2 (b) s=0.3 ¢c=-0.2

Figura 5.3: En rojo el tetrahedro deformado para s fijo.
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5.2.2. Deformacion del octaedro de Entrelazamiento ce-
ro

Cabe preguntarse qué ocurre con el octaedro que delimitaba la regién con

Entrelazamiento cero, pero esta vez para el caso de los estados X.

P
7 -l0-0500 05 10
1 -1n
-109man

_DDF3

05

-1 05 o0 Y [

2 o sl
(a) s=0.3 ¢=0.2 (b) s=0.7 ¢=0.2

05 p
73 onl

s

Iz im0 "

(c) s=0.3 ¢=0.2 de perfil (d) s=0.7 ¢=0.2 de perfil
Figura 5.4: En amarillo el octaedro de Entrelazamiento cero para estados diago-

nales de Bell, en verde el octaedro deformado para los estados X.

La respuesta es que el octaedro se deforma de manera tal que ahora queda
delimitado por la nueva regién de existencia. La regién que lo define sigue

siendo la misma, pero ahora con nuevas restricciones impuestas por s y c.
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2

(a) s=0.3 ¢c=0.2

1 2

(c) s=0.3 ¢=0.2 de perfil (d) s=0.3 ¢=-0.2 otro perfil

Figura 5.5: En verde el octaedro de Entrelazamiento cero deformado, en rojo la
regién de existencia.

5.2.3. Regiones de Discordia para Estados X

En el caso de los estados X la Discordia puede ser dividida en multiples
partes, dependiendo de cuales méximos y minimos predominen en la ecuacién
5.6, o de cual condicién se cumpla: si 73 > r? + s o r3 < r} + s*. Esto define

un total de 5 volumenes distintos:

2 2 2
rg>ri{+s

r2 N min(r?, r3) = r2

r2 N min(r?, r3) = r?

r3 < r? 4+ s N méx(r

(

r2 < r?+s*Nmax(r
(
(

r2 < r?+ s Nméx

r
3
r r2 4+ s> Nmin(r?, r3) = r3

2 | 2 (2 02) 2
rs + s Nmin(ry, ry) = ri

X\T3, 72

r2 < r? + s Nméx(r3, r3

Ol WD =

5,75 +8%)
5,75+ 5°%)
3 +s>
3 5?)

Pero basta sustituir estos resultados en la ecuacién 5.6 para ver que en los

volumenes (1), (3) y (5) la Discordia tiene la misma expresion:
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p-nl (5.11)

2
Y ademads, la unién de las regiones (1), (3) y (5) da como resultado el

volumen:

T3] > |r] (5.12)

De aqui en mas sera llamado Regidén 1:

1

(a) De lado (b) De perfil
Figura 5.6: En rojo la region de existencia, en azul la Regién 1, con s = 0.2.
En el volumen definido por (2) la Discordia toma el valor:
_ Il

D=5 (5.13)

De aqui en mas sera llamado Regién 2, y tiene la forma:
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05 v
"

(a) De lado (b) De perfil

] Fa

Figura 5.7: En rojo la Region 2, con s = 0.2.

y en el volumen (4) la Discordia tiene el valor:

p_ L [ -
) r2 4+ 72 + 52 '

De aqui en mas serd llamado Region 3:

iz

3
an

on

r

(a) De lado (b) De perfil

-05

Figura 5.8: En rojo la Region 3, con s = 0.2.

El cambio en el valor de s modifica la forma de las distintas regiones de

Discordia, pero sin alterar sus propiedades (ver 0.1).
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5.2.4. Existencia para distintos valores de r, 5 y 73, en

el plano s — ¢

Es pertinente estudiar para qué valores de s y ¢ los estados son fisicamente

posibles, dado un conjunto de valores de 7 fijos.

h 05 - 05
, | 0.45
, 0.4 , 0.4
r ' r 0.35
03 . 03
' 025
02
02
0.15
01
0.1
o 0.05
- 05 ] 05 1 - 05 0 05 1
c c

(a) r1 =—-0.9,r, = —0.08, 73 =0 (b) 1 = —0.9, 5 = —0.08, 73 =0

F 05

F 0.45

. 04

F 035
03
025
02
0.15
0.1
0.05

- 05 0 05 1
c

(c) 1 =-0.9,ro =-0.04, 73 =0 (d) 1 = —0.9, 7, = —0.04, 73 =0

F 05 r s

7 0.45 7 0.45

K 04 r 0.4
036 A 035
03 03
025 ’ 025
0.2 v 0.2
0.5 0.5
0.1 0.1
005 005

- 05 [ 05 1 0 - 05 0 05 1 0
c c

(e) 7“1:—0.9, 7“220, 7”3:0 (f) 7"1:—0.97“2:07“3:0

K 05 K 0.5
, 045 K 045
0.4 0.4
. 035 . 035
03 03
025 022
02
02
0.15
0.15
01
0.1
005
0.05
o
- 05 [ 05 1 - 05 0 05 1
c c

(g) r = -0.9 ro = 0.04 r3 = 0 (h) T = -0.9 To = 0.04 r3 = 0

Figura 5.9: Valor del Entrelazamiento (izquierda) y Discordia (Derecha) en el plano
s — c. La regién roja pertenece a los estados fisicamente imposibles.

78



En la imagen anterior se pueden ver los cambios en el Entrelazamiento y
Discordia a medida que varia rs, asi como los cambios en el tamano y forma de
la regién de existencia. La Discordia (5.6), (5.5) solo presenta cambios a medida
que varia s ya que no depende de ¢, aumentando junto al valor de dicho pardme-

tro. Por otro lado, el Entrelazamiento es mayor cuanto mayor sean los valores

tanto de s como ¢, yaque |r1£7ro] — /(1 Frs+s+c)(lFrs—s—c) es
creciente con sy ¢ para los valores de r; dentro de la regién de existencia, mos-
trando un crecimiento en direccién transversal. La Coherencia no fue incluida
ya que la misma es constante en este plano, pues es independiente de s y c.
Como puede verse, la region de existencia se contrae, hasta formar un
cuadrado perfecto en 7o = 0, y luego vuelve a estirarse hasta volverse una
linea y luego desaparecer. Las imédgenes seleccionadas son con ry y r3 fijos para
que se comprenda mas como es modificada la regién de existencia a medida
que es cambiado 7. Dejando fijo ro v r3, y cambiando r; se obtienen resultados

similares.

5.3. Evolucién bajo canales de ruido para es-
tados X

En el caso de los estados X, el vector 7 evoluciona de la misma forma que
en el caso de los estados Bell Diagonal. La diferencia radica en que, excepto
para Phase Damping, los parametros s y ¢ se ven multiplicados por un factor

(p — 1). La forma matricial de un estado X es la siguiente:

14 r3(0) 4+ s(0) + ¢(0) 0 0 r1(0) — 12(0)
0 1 —73(0) + s(0) — ¢(0) r1(0) + 72(0) 0
0 r1(0) + 72(0) 1 —r3(0) — s(0) + ¢(0) 0
r1(0) — 72(0) 0 0 14 r;3(0) —s(0) — ¢(0)
(5.15)

Aplicando los operadores de Kraus para Phase Damping obtenemos:

1+73(0) + s(0) + ¢(0) 0 0 (r1(0) = r2(0))(p — 1)?
0 1 —73(0) +s(0) — c(0)  (r1(0) + 72(0))(p — 1)? 0
0 (r1(0) +7r2(0))(p — 1)* 1 —173(0) — s(0) + ¢(0) 0
(r1(0) — 72(0))(p — 1) 0 0 1+ 73(0) — s(0) — ¢(0)
(5.16)

Por lo tanto, bajo la acciéon de phase flip, los estados X evolucionan de
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forma que las entradas del vector 7 se ven multiplicadas por un factor (p —1)?
de la siguiente manera:
' =ri(p—1)% +r2(p — 1)%) + 13k (5.17)

De forma anéloga puede repetirse el procedimiento para los canales restan-

tes, obteniéndose bajo Bit Flip:

1+ 73(0)2? + (5(0) 4 ¢(0))z 0 0 r1(0) — r2(0)2?
o(p) = 1 —r3(0)2? + (s(0) — ¢(0))x r1(0) + ro(0)2?
r1(0) + 72(0)2? 1 —r3(0)a? + (—s(0) + ¢(0))x
r1(0) — 72(0)2? 0 0 1+ r3(0)2? — (s(0) + ¢(0))x

(5.18)
con x? = (p— 1)?
Los valores de 7 cambian de la siguiente manera:
7 =rii4ra(p—1)%] +r5(p — 1)%k (5.19)

Y en este caso también cambian los valores de s y ¢:

s=s(p—1) d=clp-1) (5.20)

Lo mismo puede hacerse para los canales restantes, obteniendose
bajo Bit Phase Flip:

7 =r(p— 1)2i + 7o) + r3(p — 1)212:

(5.21)
s=s(p—-1) d=cp-1)
y bajo Depolarizing:
P =rip—1)2%+rp—1)72+rp—1)%
ip—= 1% +ra(p— 1) +rs(p—1) (5.22)

s=s(p—1) d=clp—1)

5.3.1. Evoluciéon de las correlaciones usando Trace

Norm

A continuacién puede verse la grafica de evolucién bajo Phase Damping,

Bit Flip, y Depolarizing en Trace Norm para las tres correlaciones.
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Phase Damping

En Phase Damping la Discordia se calcula como 3.71:

M( _1)2
J5e-D
D<p) - l\/ r%(pfl)4 méx(r§,T%(p71)4+s2)fr§(p71)4 min(r%,r%(pfl)‘l) (523)
2 méx(r%,r% (p71)4+32)7r§ (p—1)* min(r%,r% (p71)4)+(r%7r%)(p71)4
ocurriendo el primer caso si:
rilp—1D*—ri+s* <0 (5.24)
y el segundo si:
rip—D*—ri+s2>0 (5.25)

Esto ofrece tres posibilidades, dependiendo en cual region de la Discordia
nos encontremos.
Region 1:

La Regién 1 viene dada por:

|rs] > |r] (5.26)

Si recordamos la seccion 5.2.3 esto ocurre cuando se cumple en simultaneo:

7’§>7’%—|—32
2 2, .2 (of2 2 2y 2 ;09 9y 2
rs <ri+s°N (max(r3,7“2 +5%) = r3) N <m1n(7“3,7"1) = rl)

r2 <ri+s?n (méx(r%, r2+s%) =712+ 52) N (ml’n('rg,'r%) = r%)

(5.27)
Regién 2:
La Regién 2 viene dada por:
3 < 71?4520 (méx(rg, r3 +57) = r§> N (min(r%, i) = r%) (5.28)

Regién 3:

La Regién 3 viene dada por:
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r2<ri 457N (méx(rg, 3+ s%) =15 + 32) N (min(r%, i) = r%) (5.29)

Las regiones no tienen por qué ser atravesadas en orden, eso dependera de
el tipo de canal que actia. A continuaciéon se muestra una posible evolucién

de un estado bajo Phase Damping;:

0.5

=035

" 'z

Figura 5.10: Corte segun el plano r; — r2 = 0.2. En rojo la Regién 1, en verde la
Regién 2, y en naranja la Regién 3. La linea amarilla es un estado que evoluciona
bajo Phase Damping atravesando las tres regiones. En verde se mantiene siempre
en la Regién 3. En violeta saltando de la Regién 3 a la Regién 1. En celeste de la
Region 2 a la Region 1. En Blanco se mantiene siempre dentro de la Regién 1.

En la figura 5.10 puede verse como el estado puede pasar por las tres regio-
nes en orden descendente: Region 3, Region 2, Regién 1 (trayectoria amarilla),
saltar de la Regién 3 a la Regién 1 (trayectoria violeta) permanecer siempre
en la Region 3 (trayectoria verde), saltar de la Regién 2 a la Regién 1 (Tra-
yectoria celeste), o permanecer siempre en la Regién 1 (trayectoria blanca) ,

dependiendo del valor de las condiciones iniciales de 7, es decir 71, 79, 73.

Las Regiones 2 y 3 para Phase Damping se pueden escribir como inecua-

ciones de la siguiente manera:

rm<rip—1)"+s* N o r>rp-0)'+s2 N <ri(p-1* (5.30)
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rm<rip—1)'+s* N ori<rp-0)t+s2 N ol <ri(p-1D* (5.31)

Por lo tanto para 7 fijo, el estado se mantendra en la Regién 1 mientras
cumpla:

|75

>1— 4/ — 5.32
p ] (5.32)

Esto ocurrird en la trayectoria blanca de la imagen 5.10.

En este caso la Discordia vale:

D= |%|(p —1)? (5.33)
El estado estara dentro de la Region 2 mientras cumpla:
p<l1— /852 =
P P1
p>1-— 4/’”?;582 = py (5.34)

p<l-— \/% =p3
Viendo la figura 5.10 queda claro que el estado no siempre atraviesa la

Region 2. No la atraviesa cuando la segunda condicién de 5.34 para p es mayor
que cualquiera de las otras dos, es decir:

P2>p1 0 p2>ps3 (5.35)

De esta forma el sistema de inecuaciones es incompatible. Esto se cumple

en las trayectorias blanca y violeta de la figura 5.10, las cuales no atraviesan
la Region 2.

En este caso la Discordia toma el valor constante:

5 (5.36)

Estard en la Region 3 mientras cumpla:
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p<l— /52— (5.37)

Con la Discordia valiendo:

pol \/r%r%uo S - DR oDt

2 r2(p—1)* + 13 + s

Como ejemplo podemos ver el caso del estado con valores iniciales r; =
—0.6,70 =04,r3 =0.3,5s = 0.2, c = 0.3. En este caso p; = 0.3895, po = 0.2523,
p3 = 0.2929. Por lo tanto: p; > p3 > ps. Esto implica que el estado se encuentra
en la Regién 3 para p < ps, en la Region 2 para py < p < p3, v en la Regién 1
para p > p3. Puede verse en la trayectoria amarilla de la figura 5.10.

Un segundo ejemplo es el caso del estado con valores iniciales vy = 0.5, =
0.4,73 = —0.1,s = 0.2,c¢ = 0.3. En este caso el estado pasa de la Regién 2 a
la Region 1. Esto ocurre pues p; = 0.2222, p, = —0.0435, p3 = 0.1972. Por lo
tanto: p; > ps3, quedando py excluido pues p nunca alcanza valores negativos.
Esto implicara que el estado no estd nunca en la Region 3, pues p > py  Vp.
Se encontrard en la Region 2 para 0 < p < p3, y en la Region 1 para p > ps.
Puede verse en la trayectoria celeste de la figura 5.10.

El ultimo ejemplo y més sencillo es cuando un estado se encuentra siempre
en la misma region. Como por ejemplo ry = —0.6,75 = 04,73 = 0.7, =
0.2,c¢ = 0.3. En esta situacion py, po y p3 son negativos, por lo que se cumple la
condicién para la Regién 1, siendo: p > p3  Vp. Puede verse en la trayectoria

blanca de la figura 5.10.

En el caso de que r2 — s*> < 0, dando un ntimero complejo, basta con volver
a las primeras inecuaciones para las Regiones 2 y 3 (5.30, 5.31) y ver que la
que se verifica es la condicién para la Region 3, pues r2 — s* < 0 en la Regién
2 implicarfa que r2(p — 1)? sea menor que cero, y eso no ocurre para ningun p.

La expresiéon del Entrelazamiento en Phase Damping es:

E=2mix [0, £r|/(p— 1) —/(AFrs+s+c)(lFrs—s—c)] (539

Por lo tanto, la muerte sibita del Entrelazamiento ocurre cuando
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I trlp— 12— VAFrs+s+c)(1Frs—s—c)>0 (5.40)

Y despejando en funcién de p se obtiene:

VAFrs+s+o(lFr—s—rc
1-— 5.41
p= \/ ’7’1:&7"2| ( )

El + y F dependen de cual expresion sea maxima en 5.39.

La Coherencia siempre disminuye y alcanza el valor 0 una vez que p = 1:

C = méx(|r|,|r2]) (p — 1)? (5.42)

En la figura 5.11 puede verse como la Discordia sufre quiebres cuando pasa
de la Region 3 5.31, se mantiene constante en la Regiéon 2 5.30, y luego ocurre

otro quiebre cuando pasa de la Region 2 a la Region 1 5.26.

2 ‘ ‘ 15 . .
= Coherencia = Coherencia
= Discordia = Discordia
1.5t Entrelazamiento { Entrelazamiento
1,
1, 4
O.Sl
) 7 \
0 | \ 0 ‘ . )
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
P P
(a) 11 = 0.8,72 = —0.6,r3 = 0.5,s = 0.2,c =(b) 11 = 0.8,;70 = —0.4,r3 = 0.5,s = 0.2,c =
0.3 0.3

Figura 5.11: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Phase damping en funcién de p.

Bit Flip
En Bit Flip la Discordia se calcula como:
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7]

)=
D(p) )1 \/ r? méx(r3(p—1)4,r3 (p—1)4+s(p—1)2)—r3 (p—1)* min(r3 (p—1)%,r1)
2V méx(r3(p—1)4,r3 (p—1)*+s2(p—1)2)—r3 (p—1)* min(r3 (p—1)4,r1)+r —r3 (p—1)*

(5.43)
Ocurriendo el primer caso si:
rt—rip—-D'+s*(p—-12<0 (5.44)
y el segundo si:
ri—rip—1D*+s*(p—1)*>0 (5.45)

En el caso de Bit Flip (también en Bit Phase Flip, y Depolarizing), no
es posible dibujar una evolucién como en la figura 5.10, ya que a medida
que cambia p, también cambian s y ¢, modificando la forma del espacio de
estados. No obstante, la evolucién seria similar a la de Phase Damping, solo
que acercandose al eje x en vez del eje z.

Esto ofrece tres posibilidades, dependiendo en cual region de la Discordia

nos encontremos.

rsl(p — 1)% > |r] (5.46)

rip—1)" <ri+s’(p—1)* N =1 > -1+ N -1 <
(5.47)

ri(p=1)" <ri+s’(p-1)* N r3p-1)" <r3(p-1)"+s*(p—-1)* N -1 <]
(5.48)

Por lo tanto, el estado se conservara en la Regién 1 mientras cumpla:

p<l1l-— Ira] (5.49)

73]

Tomando la Discordia un valor constante:

_ Inl

2

D (5.50)
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En la Region 2 mientras cumpla:

p< 1_ s2—y/st+4rir?

2r§
p>1— /7> (5.51)
3 2
_ Il
p>1 Irs]
Tomando el valor:
r
D= %(p —1)? (5.52)

Y en la Regién 3 mientras cumpla:

D> 1_ 52—/ st+4rir?

2r§
p>1-— _rgsjrg (5.53)
p>1-— I

3]

Con la Discordia valiendo:

o 1\/r%r§(p — 1) —r3ri(p — D+ s (p — 1) (5.54)

2 r2(p— 1) 413 + 52

La expresion del Entrelazamiento en Bit Flip es:

E = 2max [O, lr1 £ 1o(p — 1)?

~ VI F - D2+ s - D +ep— DI Frslp— D2 —s(p— 1) —c(p— 1)
(5.55)

La condicién para muerte subita es:

Iry £ ro(p —1)% >

VAFrsp—12+s(p—1)+clp—1))(1Frs(p—1)>—s(p—1) —c(p— 1))
(5.56)

En esta situacion, no se puede despejar analiticamente.
La Coherencia puede permanecer constante si 7y comienza siendo maximo,

o disminuir mientras 73(p — 1)? es maximo, hasta alcanzar el valor r; y luego
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permanecer constante.

C = max(ry, ra(p — 1)?) (5.57)

En la figura 5.12a puede verse como la Discordia sufre un quiebre cuando
pasa de la Region 1 a la Region 3. En la figura 5.12b hay un cambio de la
Regién 2 a la 3, pero debido al tamano de la grafica, el cambio de concavidad

es apenas perceptible (alrededor de 0.6)

1.4 2
= Discordia = Discordia
1.2¢ = Coherencia I = Coherencia
1l Entrelazamiento 1.5} Entrelazamiento |
0.8¢
1,
0.6¢
M
0.4 05l
o | \
0 : - ‘ : 0 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p P
(a) r1 =04, ro = =05, r3 = 0.7,s = 0.2)(b) r1 = 0.7,/ = —0.5,r3 = 0.4,s = 0.2,
c=10.3 c=04

Figura 5.12: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Phase damping.

Depolarizing

En Depolarizing la Discordia se calcula como:

|T1|( 2

)1

A W e e P A e R e T G ) (5.58)
2\ oD max(r3 3420 1) %) (o )T min(r7) +r7 3

Ocurriendo lo primero si:

rip—1?—ri(p— 1)+ <0 (5.59)
y lo segundo si:
rip =17 =ri(p—17+5 >0 (5.60)

88



Esto nuevamente ofrece tres posibilidades, dependiendo en cual regién de

la Discordia nos encontremos.

|rs| > [r1] (5.61)

T%(p—1)2 < rf(p—l)Q—i—Sz N r§(p—1)2 > r%(p—l)2+52 N r§ < Tf (5.62)

7”?2)(]9—1)2 < rf(p—l)Z—i—sz N rg(p—1)2 < r%(p—1)2+52 N r§ < r% (5.63)

Por lo tanto, el estado se conservara en la Region 1 mientras cumpla 5.61

independientemente de p, tomando la Discordia un valor constante:

D= @ (5.64)

El estado se encontraréd en la Region 2 mientras cumpla:

2

p<l—\/5=s
3 1
p>1-— /% (5.65)
3 2
3| < |ri]
Tomando el valor:
D= %ﬂ(p —1)? (5.66)

Y en la Regién 3 mientras cumpla:

2

p>1—\/25e
3 1
p>1— /= (5.67)
3 2
73| <[]
Con la Discordia valiendo:
p_ L [rirsp— D = r3ri(p — D+ ris?(p — 1)! (5.68)
2 ri(p—1)* + 15 + 52
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La expresiéon del Entrelazamiento en Depolarizing es:

E =2méx [0, [r; £ 75|(p — 1)°—

VOAFrslp=12+s(p—1) +elp—1)AFrs(p—1)2—s(p—1) —c(p - 1))]
(5.69)

Siendo la condicion paramuerte subita:

|T1 :i:7‘2’(p — 1)2 >

VAFrsp—12+s(p—1)+clp—1))AFrslp—1)2 —s(p—1) —clp—1))
(5.70)

La Coherencia siempre disminuye y alcanza el valor 0 una vez que p = 1:

C = méx(|r|,|r2]) (p — 1)? (5.71)

En el caso de depolarizing nunca ocurren quiebres en la Coherencia, ya que
para p = [0, 1] aquel valor de r; que inicie siendo maximo, continuara siendo
maximo, ya que todos disminuyen con (p — 1)

En la figura 5.13 puede verse el tipo de evoluciéon predominante en Depo-
larizing. En la misma hay un cambio de concavidad (cerca de 0.7) pero es tan

leve que no puede verse en esta escala.

0.4 : .
= Coherencia
Entrelazamiento

0.3t ==Discordia

0.2}

0.1

0 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 P

Figura 5.13: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Depolarizing. 11 = 0.4, ro = 0.5, r3 = —0.1, s =0.1,¢c=0
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5.4. Relaciones dinamicas

Al igual que en el caso de los estados Bell Diagonal, buscaremos regiones en
el espacio de estados en las que puedan escribirse expresiones analiticas de las
correlaciones, y relaciones entre ellas. El caso de los estados X es mucho mas
complejo por una variedad de razones: La primera y mas evidente es debido a
las formas irregulares que poseen tanto la regién de existencia como la regién
de Entrelazamiento cero. Por otro lado, la complejidad de la expresién del
Entrelazamiento y sobre todo de la Discordia hacen mucho mas dificil escribir
expresiones analiticas, y en algunos casos incluso imposible. Por tltimo, la
division en tres zonas de Discordia, aumenta la cantidad de casos a analizar,
rompiendo ciertas simetrias que hacen que el canal Bit Phase Flip no pueda

ser obviado.

5.4.1. Relaciones triples
Phase Damping

En Phase Damping, dentro de la regién con Entrelazamiento cero, hay dos
zonas diferenciadas: Una en la cual la Discordia toma el valor D; = @(p —1)2
(bajo la condicién |r3| > |ri|, que llamamos “Regién 17), y otra en la que puede
tomar los valores asociados a la Region 2 o la Regién 3. Como el canal Phase
Damping cambia 71 en 71(p — 1)?, es posible escribir a la Discordia en funcién
de la Coherencia al despejar el pardmetro p. Recordando la expresién de la
Coherencia en Phase Damping C' = mdx(ry,72)(p — 1)? se obtiene la siguiente
relacion:

C' = méx(|r], |r2|)% (5.72)

Puede verse en la siguiente figura:
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(a) (b)

Figura 5.14: En amarillo claro puede verse la region de existencia, con s = 0.2
y ¢ = 0. En naranja la regién con Entrelazamiento cero, en rojo la regién en que
se cumple (5.72), en naranja donde no se cumple. La figura 5.14b es la misma que
5.14a pero sin la parte naranja par mayor visibilidad.

Fuera de la regién de Entrelazamiento cero, se puede escribir una relacion
que incluye al Entrelazamiento, pero sélo si también se esté dentro de la Regién
1 de la Discordia:

E = 2méx [0, |r1ir2|\/g\/DC—\/(1 Fri+s+o)(lFrs—s—c)] (5.73)

1
siendo 7; el maximo entre ry y 7.
Fuera de la Region 1 puede escribirse una relacién entre la Coherencia y el

Entrelazamiento:

C
E = 2méx [0, |rlir2|m — VI Fry+s+c)(lFrs—s—c) (5.74)

Con r; el maximo entre ry y rs.
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(a) (b)

Figura 5.15: En amarillo la region de existencia con s = 0.2 y ¢ = 0. En naranja
la region donde se cumple 5.74. En rojo la regién en que se cumple 5.73. En 5.15b
puede verse mejor la forma que toma la region roja.

Por tltimo, cabe destacar que en la Regién 3 esta puede ser relacionada
exclusivamente con la Coherencia dentro de la regién sin Entrelazamiento, pero
no de forma analitica debido a que es imposible despejar el parametro p. Su

expresion en Phase Damping queda segtin vimos en el capitulo anterior 5.38:

(5.75)

D=-
ri(p — 1)+ 13 + s%(p — 1)?

! \/r%r%(p 1) r3ri(p — 1 +ris(p — 1
2

La forma del volumen que delimita es el de la figura siguiente:
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0.5 0.0

I'3

-0.5

h 0.5
03 po | 0'005
s e

(a) (b)

Figura 5.16: En amarillo la regién de existencia, con s = 0.2 y ¢ = 0. En rojo la
region en que la Discordia verifica (5.75), en naranja donde no. La figura 5.16b es
una version oblicua de 5.16a en la que puede verse mejor cémo se comporta la region
roja dentro de la regién sin Entrelazamiento.

También pueden ser relacionadas las tres correlaciones de forma numéri-
ca fuera de la region sin Entrelazamiento, tomando la forma de la siguiente

imagen:

(a) (b)

Figura 5.17: En amarillo claro la region de existencia, con s = 0.2 y ¢ = 0. En rojo
la regién en que la Discordia vale 5.75, en naranja la regién en que no.

Bit Flip

En Bit Flip es la Regién 2 la que permitiria relaciones analiticas, debido a

tener la forma D = ""2—3‘(]9 — 1)2. Pero como la Coherencia tiene la forma C' =
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max(|ry|, |r2|(p — 1)?), para poder relacionarla tiene que cumplirse |ry| > |ry].
Debido a que la Regién 2 excluye la posibilidad de que |r3| > |r1|, no pueden
vincularse las regiones de esta manera.

No obstante, si pueden vincularse numéricamente en la Regién 3. Las
iméagenes que se obtienen son casi iguales a las de Phase Damping, ya que
es la misma regién con la imposicién adicional |ry| > |rq]. La tnica diferencia
perceptible esta en el volumen rojo dentro de la region sin Entrelazamiento. A
continuaciéon una vista del plano 79,73 de dicha regién, comparando Bit Flip

con Phase Damping:

. ]
I'z 0.0
0.5 00 0.5 0.3 .
— ————

T
= 4

—o.s
os
Iz
7'z

. U__UD'S | R T Ulj TR T T N T N =05
E - on -05
-0.5

)
(a) Region dentro del volumen de Entrelaza-(b) Regién dentro del volumen de Entrelaza-

miento cero para Bit Flip miento cero para Phase Damping

Figura 5.18: Visién comparativa del plano 79,73 para Bit Flip y Phase Damping
dentro del volumen sin Entrelazamiento.

Puede verse cémo la tnica diferencia se encuentra cerca del origen, ya que

en el caso de Bit Flilp se excluyen los puntos que no verifican |ry| > |r3].

Bit Phase Flip

En el caso de los Estados X vale la pena detenerse en el canal Bit Phase

Flip, ya que el mismo no se comporta de forma andloga al Bit Flip. Esto

se debe a que su valor de Discordia puede ser tanto D = @(p —1)2, como

D, = @(p—l)2 y su valor de Coherencia C' = méax(|r;|(p—1)?, |rs|), rompiendo
con la simetria entre r; y ro que si habia en los estados Bell Diagonal.

95



Por lo tanto, dentro de la regién con Entrelazamiento cero, se obtienen dos
posibles relaciones dependiendo de en cual region de Discordia nos encontre-

mos. Si estamos en la Region 1 se obtiene:

C' = max(2D, |rq|) (5.76)

Y si estamos en la Regién 2 se obtiene:

Il

C = méx (|7‘3|

2D, |ry|) (5.77)

Esto se puede ver en la siguiente imagen agregando la condicién |rq| > |ral:

0.0
0.0

7'

(a) (b)

'

Figura 5.19: En amarillo la regién de existencia con s = 0.2, ¢ = 0. En rojo la
Regién 1 de la Discordia, y en verde la Region 2. En el volumen color naranja no
pueden vincularse las correlaciones debido a que solo la Coherencia depende de p.

Por otro lado, fuera de la regién con Entrelazamiento cero, puede escribirse

la siguiente relacién:

E = 2méax [O, |rx £ re| — \/(1 Fryr+ (s+ c)x1/2) (1 Fryz—(s+ c)x1/2)]
(5.78)

2CD v con r; = 11,75 dependiendo de si nos hallamos en la

[rirs|?

Region 1, o en la Region 2.

con r =
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(a) (b)

Figura 5.20: En amarillo la regién de existencia con s = 0.2, ¢ = 0. En rojo la
Regién 1 de la Discordia, y en verde la Regién 2, en ambas se cumple la expresion
5.78. En naranja estd contenida la region donde no se cumple 5.78.

Por tltimo cabe mencionar que en la Region 3 no es posible obtener rela-

ciones analiticas debido a la compleja expresion de la Discordia:

;¢ﬁ@@—1ﬂ—@@@—1y+@§@_ly (5.79)

D=-
Rl — )T+ = 1)+ 2 — 12
No obstante, es posible obtener relaciones numéricas entre las correlaciones.

La Region 3 puede verse en las siguientes imagenes:

(b)

Figura 5.21: En amarillo la regién de existencia, en rojo oscuro la region en la que
se podrian escribir relaciones numéricas usando la ecuacién 5.79, en rojo claro donde
no.
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Depolarizing

En Depolarizing las relaciones son sencillas de escribir debido a que el factor
(p — 1)* aparece en todas partes. En la regién sin Entrelazamiento, como la
|l

Discordia en las regiones 1y 2 vale D = 5+ (p — 1)%, se puede sustituir en la

Coherencia cuyo valor es C'= max(|ry], |ra|)(p — 1)?, quedando:

2D
|7"z'|

(5.80)

C' = max(|ry], |rs|)

0.5

o0

I
(a) (b)
Figura 5.22: En amarillo la region de existencia, en rojo la regién donde se cumple

5.80, en naranja la regién en que solo la Coherencia depende de p, y por lo tanto no
se pueden vincular las correlaciones.

con r; = r1,r3 dependiendo si nos encontramos en la Region 1 o en la
Regién 2.
En la regién con Entrelazamiento puede despejarse (p — 1) de cada una de

ellas en vez de (p — 1)? obteniéndose:

E =2méx [0,|r) £ 7|z — \/<1 Fryr+ (s+ c)x1/2> (1 Fryr— (s+ c)x1/2)]
(5.81)
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-03 0.0 0.5

'y
(a) (b)
Figura 5.23: En amarillo la region de existencia, en rojo la regién en que se vinculan

las tres correlaciones cumpliéndose 5.81, en naranja la regién en que no se cumple

5.81.

2CD
Irallrs |

con r = siendo r; = 1y si se trata de la Region 1, y r; = r3 si se

trata de la Regién 2. r; es el maximo entre ry, 7.

5.5. Dependencia paramétrica

Como se mencioné en la seccién anterior, es posible realizar un analisis
numérico de las correlaciones, y ver como dependen unas de las otras a medida
que varia el parametro p, aunque no puedan relacionarse analiticamente. A
continuacion, al igual que en capitulo 2, se graficaran las distintas correlaciones

en una curva tridimensional.

5.5.1. Curvas en Phase Damping

Recordando la figura 5.11b, en la figura 5.24 puede verse la curva que
forman las tres correlaciones en el espacio. El quiebre (A) se debe a la muerte
subita del Entrelazamiento. El quiebre (B) a cuando la Discordia pasa a la
Regién 2, la cual es constante en Phase Damping. El quiebre (C) cuando la

Discordia alcanza la Region (1)
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2 15 1 0s
Entrelazamiento

Cohere

Figura 5.24: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Phase Damping en Trace Norm.

0.8 - ‘ ; 0.7
0.6 .
C
0.6t 05 |
@ Juo! B C
e B T 04 .
Q 0.4} o
@ 303 :
0 ) A
02l 0.2 .
0.1 .
% 0.1 02 03 0.4 % 05 1 15 2
Coherencia Entrelazamiento
0.8

<
)

Entrelazamiento
(=]
B~

<
[N)

0 L 1 1
Coherencia

Figura 5.25: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: 11 = 0.8,70 = —0.6,r3 = 0.5,s = 0.2,c = 0.3
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Recordando las expresiones de las correlaciones en funcién de las otras,

puede verse como los resultados son los esperados:

2D

E =2max [O,‘?"l:l:TQ“ ’
™

—VAFrs+s+c)(1Frs—s—c) (5.82)

(Entrelazamiento en funcién de la Discordia para la Region 1).

, 2D
C' = max(|rq], |r2\)m (5.83)

(Coherencia en funcion de la Discordia para la Regién 1).

EF =2max |:O, |’I"1:|:T'2‘

C. ~VFrs+s+c)(1Frs—s—c)]  (5.84)

7l

(Entrelazamiento en funcién de la Coherencia para todo el espacio de estados).

5.5.2. Curvas para Bit Flip

En Bit Flip el resultado es similar, aunque las graficas 5.26 y 5.27 puedan
hacer que parezca distinto. El quiebre (A) se debe a la muerte sibita del En-
trelazamiento, esto puede verse en la grafica Discordia-Entrelazamiento 5.27b.
Los otros dos quiebres (B) y (C) se deben al cambio en las regiones de la

Discordia.

0zo

0158+

o1

Discordia

005+

“"os

15 1 i o .45

045

Coherencia
Entrelazamiento

Figura 5.26: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Bit Flip en Trace Norm.
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Figura 5.27: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r1 = 0.4, r9 = —0.5, r3 = 0.7, = 0.2,¢c = 0.3.

Entre la Discordia y la Coherencia no pueden escribirse relaciones analiticas

debido a que una es independiente de la otra, como lo muestra la figura 5.27a.

Para el Entrelazamiento y la Discordia, aunque hay dependencia, no pueden
escribirse relaciones analiticas ya que no puede despejarse el parémtro p en la
Regién 3.

Para El Entrelazamiento y Coherencia se pude escribir la siguiente relacion:

E =2méx [0, |r; £ rox| — \/<1 Fraz+(s+ c)xl/Q) (1 Frsr—(s+ c)x1/2>]
(5.85)

Con z = ‘L

ro|

El quiebre (C) se produce cuando el maximo pasa a ser r; y la Coherencia

se mantiene constante.
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5.5.3. Curvas para Depolarizing

En Depolarizing, el tnico quiebre se produce cuando el Entrelazamiento

sufre muerte sibita y su valor permanece en cero.

Digcordia

03
02

Entrelazamienta Coherencia

Figura 5.28: Curva que relaciona la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia
para Depolarizing en Trace Norm.
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Figura 5.29: Evolucién de la Coherencia, el Entrelazamiento y la Discordia bajo
Bit Flip. Con condiciones iniciales: r; = —0.9, o = 0.5, 73 = 0.58,s = 0.2,c = 0.3

2D
E =2max [0, |7’1 :|:7"2|

7]

(Entrelazamiento en funcién de la Discordia para la Region 1 si r; = 71, 0

— VA Frs+s+c)lFrs—s—c)]  (5.86)

Regién 2 si r; = r3).

2D
7]

(Coherencia en funcién de la Discordia para la Regién 1 si r; = 7, o Region 2

C = max(|r], [r2])

(5.87)

sir; =13).

C
E =2méx [0, |r ir2|m VA Frst+s+o)lFry—s—c)]  (5.88)
J

(Entrelazamiento en funcién de la Coherencia para todo el espacio de estados,

con r; = max(ry, ra)).
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5.6. Condiciones de Coherencia, Entrelaza-

miento y Discordia cero

Es de interés saber cual de las correlaciones es fundamental, si es que lo es
alguna. Esto quiere decir, cual debe existir para que puedan existir las demés.
La forma de estudiar ésto es buscar cuando una correlacién se hace cero, y
qué repercusiones tiene sobre las otras correlaciones. Por ejemplo, en el caso

de la Coherencia:

C = mdx(|r], [r2]), (5.89)

Para obtener Coherencia cero es necesario y suficiente: r; = ro = 0 (supon-
dremos esta condicién hasta que se indique lo contrario). Usando la expresion
del Entrelazamiento (5.4):

E=2mix [0,|r £ — V(1 Frs+s+c)(1Fr;—s—c) (5.90)

vemos que en cada caso, el maximo de la ecuacion del Entrelazamiento

siempre es cero, por lo que C' = 0 = E = 0. Analogamente, utilizamos las
expresiones obtenidas de la Discordia (5.5):

D— || 2 2 2 1

= = r3>rits (5.91)

Como r; = 0, la expresiéon de la Discordia queda:

D=0 < |rs] > |s| (5.92)

D=— 5 s = r;<ri+s’ (5.93)

1 r? max(r3, r3 + s?) — r3 min(r3, r7)
2 maix(rg, r3 4 s2) — min(r3, i) +ri -3

Como r; = ry = 0 queda:

D=0 < |rs] <|s] (5.94)

Entonces, sea r3 mayor o menor que s, la Discordia va a ser cero. Por lo

tanto:
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C=0=FE=0
C=0=>D=0

(5.95)

Este es un resultado importante, pues implica que si no hay Coherencia,
no puede haber ninguna otra de las correlaciones. Esto senala la Coherencia
como un recurso fundamental.

Por otro lado, si repetimos el razonamiento para el Entrelazamiento, ya
que hay todo un hipervolumen en el espacio de parametros 7, s, ¢, la tnica

conclusion a la que podemos llegar es que la condiciéon de £ = 0 implica:

Ir £ <V Frs+s+e)(l1Fr;—s—c) (5.96)

Teniendo en cuenta que éstas son dos condiciones, elevando al cuadrado y

reordenando podemos reescribir lo anterior como:

(ri+m2)2 < (1—7r3)% = (s+¢)?

(5.97)
(r1 —19)2 < (1+73)? — (s +¢)?

Estas dos regiones determinan el volumen de interseccién de la figura 5.1,
dentro del cual puede haber tanto Coherencia como Discordia.
Por tultimo, si repetimos el razonamiento para la Discordia, hay cinco casos
que hay que estudiar. Primero diferenciar la situacién en que r3 > r? + s
_

D—T < T’§>T%+S2 (598)

Este sera el caso (0), e implica que D =0 <= r =0.

Para el caso r3 > ri + s

1 r? max(r3, r3 + s?) — r3min(r3, r?

2 2)
D =
2 \/méx(r%, r2 4+ s2) — min(r2, r?) +r? — r2

= 1 <ri+s> (5.99)

la condicion para que la Coherencia sea cero es:

D=0 <= rimax(rs,rs + s°) = romin(r:, r7) (5.100)

Hay que separar cuatro casos:
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1. méx(r3, 73+ s*) =r2 y min(ri r?) =r?
2. max(r3, ri +s*) =r2+s*> y min(rs,r})
3. max(r, r2 +s*) =12 y min(ri r}) =r}
4. max(r3, ri +s?) =r3+s* y min(r3,r?)

Sustituyendo cada una en 5.100 queda:

1. ry=mr9
2. rg—%(rgjLsQ)
3. 11 =19
4. s =0

Ninguna de estas condiciones implica Coherencia o Entrelazamiento cero.

Podemos concluir que la Coherencia es la mas fundamental de las correla-

ciones. Sin ella no puede haber Discordia ni Entrelazamiento. Por otro lado,

tanto la condicion de Entrelazamiento cero o Discordia cero, no implican que

las otras correlaciones sean cero.

Todo esto va de la mano con lo postulado por Stretslov [19], quién

mostréo que a partir de un estado coherente era capaz de producir Entrela-

zamiento, pero que era imposible producirlo a partir de un estado incoherente.

Asimismo los resultados concuerdan con los de Ming [21] quién fue el primero

en establecer un vinculo entre Coherencia y Discordia, y que la primera no

puede existir sin la otra.

Los resultados obtenidos en esta tesis generalizan lo dicho por Stretslov y

Ming, para el caso de los estados X.
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Capitulo 6

Estados generales de dos qubits

6.1. Estados de dos qubits

Como vimos en la introduccién, un estado general de dos qubits puede ser

escrito como 2.7:

3
1 — — - =
p:1<H2®H2+S'O’®H2+H2®C'O’+ZTZ‘jO'Z‘@O'j) (61)
ij=1
Cuya expresion puede simplificarse en 2.8 mediante transformaciones uni-

tarias:

3
1 N - =
p:Z(]I2®]I2+s-a®H2+H2®C'U+ZTz’Ui®‘7i> (62)

i=1

En forma matricial esto queda escrito de la siguiente manera:

1+T3+83+63 Cl—iCQ 81-7182 T —T9
1 Cl—iCQ 1—7’3+83—03 T+ T2 Sl—iSQ
p=- ) .
4 S1 + 152 T+ T2 1—7”3—83+63 C1 — 1Cy
L — 7T 51+ 15y c1 +icy I+7r3—83—c3
(6.3)

Debido a la gran cantidad de pardmetros (nétese que ahora hacen fal-
ta 9 para describir completamente el estado: las tres componentes de 7, las
tres de §, y las tres de ¢), no es posible obtener una expresién analitica del
Entrelazamiento [5] [37]. Debido a esto es que en este trabajo utilizamos un

subconjunto de estados mas simple, y en particular elegimos los estados X, ya
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que Hedemann [27] demostré que todos los estados pueden ser transformados

unitariamente en un estado X con el mismo Entrelazamiento.

6.2. Relacién entre la Coherencia de un estado
general de dos qubits y sus Coherencias

parciales

Decidimos buscar entonces si existe relacion entre la Coherencia de un
estado general, y la Coherencia de un estado X. Para ello recordamos que
segin la norma /; la Coherencia es: Cy, (p) = >~ |pijl

Por lo que la misma queda:

1 : : : :
Ci,(p) = §(|31—|—232|+|31—232|+|cl—|—202|—|—|01—202|+|r1—7"2|+|7“1—|—r2|) (6.4)
Esto es igual a:

Ci(p) =/ + 3+ /2 + s +max(ry, rs) (6.5)

Por otro lado, la traza parcial de p segin a y b es:

T () 1 1+03 Cl—iCQ
r ==
AWI =5 c1+icy 1 —cs

2 \s;+isg 1—s5

1 ({1453 s1—1s
Trp(p) =5 < S 2) (6.7)
Sus Coherencias parciales son, por lo tanto:

1 . .
Ci(pa) = §(|cl —ico| + |1 +ics|) = /3 + A (6.8)

1 . .
Cll(pB):§(|sl—232|+|sl +is9]) = 1/ 8?7 + $3 (6.9)

La Coherencia de un estado-X en la norma [; vimos anteriormente que

vale: C'x = maéx(rqy,r2) (5.7). Combinando las ecuaciones 6.8, 6.9, 6.5 y 5.7
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obtenemos:

Ci(pas) = Ci,(pa) + Ci (ps) + Cyy (px) (6.10)

Cabe destacar que esto se cumple exclusivamente para la norma Traza.

Nuestro resultado permite relacionar la Coherencia de un estado cualquiera
de dos qubits, con la Coherencia de su estado X asociado. Con “estado X
asociado”, me refiero a un estado con mismos valores de 7, pero cuyos vectores
Sy ¢ sean paralelos al eje z. Esto le da una nueva interpretacion a la expresién
de la Coherencia de un estado X en la norma Traza: Cj, (px) cuantifica la
Coherencia entre los subsistemas A y B, lo que permite a su vez cuantificar la

Coherencia del sistema total.
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Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se estudié la evolucién del Entrelazamiento, Discordia y
Coherencia, de un sistema de dos qubits sometido a diferentes canales de ruido.

Estados diagonales de Bell:

En primera instancia se trabajé con los estados diagonales de Bell, bajo la
accion de los canales Phase Damping, Bit Flip, Bit Phase Flip y Depolarizing.
Las normas utilizadas fueron la norma Traza y la norma de Hilbert Schmidt.

De esta primera parte se lograron obtener relaciones dinamicas que vinculan
las correlaciones entre si, tanto de a pares, como las tres juntas. Asimismo, se
logré diferenciar las zonas del espacio de estados en las cuales cada una de
estas relaciones podia ser escrita de forma analitica, para todos los canales, y
ambas normas utilizadas.

Estados X:

En segunda instancia se trabajé con estados X, también sometidos a los
mismos canales de ruido, pero limitados esta vez al uso de la norma Traza,
debido a problemas de contractividad con la norma de Hilbert Schmidt.

En esta segunda parte también se lograron establecer relaciones dindmi-
cas entre las distintas correlaciones, tanto de a pares, como de las tres en
simultaneo. Fue realizado un analisis exhaustivo de la regién de existencia del
espacio de estados, que permitio establecer las diferentes zonas en las cuales
cada una de las relaciones dinamicas actuia.

También se demostré que la Coherencia es la correlacion fundamental de
las consideradas, ya que sin la misma no puede haber Entrelazamiento ni Dis-
cordia. Se demostré también que el reciproco no es cierto, y que puede haber

Coherencia pese a que no haya Discordia, y que puede haber tanto Coherencia
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como Discordia si no hay Entrelazamiento.

Por tultimo se obtuvo una expresion que vincula la Coherencia de un estado
general de dos qubits en la norma [; (que para el caso de sistemas de dos
qubits es equivalente a la norma Traza), con las coherencias parciales de los
subsistemas y con la Coherencia del estado X correspondiente a dicho estado
general.

Trabajos futuros:

El paso siguiente de este trabajo seria la extensién de estos resultados para
sistemas generales de dos qubits. También se podrian extender estos resultados
a otras normas, en particular las normas de entropia relativa, que tan habi-
tuales son en la bibliografia. Por ultimo, generalizar el estudio a sistemas de

dimensién mayor, por ejemplo un qutrit (sistema de 3 qubits).
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0.1. Variacién de las regiones de Discordia al

variar s

Las dos regiones que cambian sustancialmente son la Regién 2, y la Regién
3. Los cambios en la Regién 1 (|rs| > |r1|) se deben solo a los cambios en la
region de existencia.

Como cambia la Regién 2 puede verse a continuacion:

(a) Regién 2 de la Discordia con (b) Regién 2 de la Discordia con
s=0.1 5=0.5

Figura 1: Cambio en la Regién 2 de la Discordia a medida que cambia s.

Los cambios en la Regién 3 son mucho maés drasticos en lo que a forma

respecta:
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i) o iy

(a) Regién 3 de la Discordia con (b) Regién 3 de la Discordia con
s=0.1 5=0.3

n

(c) Regién 3 de la Discordia con
5s=0.5

Figura 2: Cambio en la Regién 3 de la Discordia a medida que cambia s.

0.2. Evolucién en Phase Damping

En esta seccion se calcula la evoluciéon de un estado X sometido al canal

Phase Damping. La forma matricial para dicho estado es 5.15:

1+ 73(0) + 5(0) 4 ¢(0) 0 0 r1(0) — 72(0)
(0) = 0 1 —73(0) + s(0) — ¢(0) r1(0) + 72(0) 0
L 0 71(0) + 1(0) 1~ 13(0) — 5(0) + ¢(0) 0
r1(0) — 12(0) 0 0 1+ 173(0) — s(0) — ¢(0)

Utilizando 3.8

Broe = > (M @ MP)pan (M @ MP)! (2)

i’j
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La matriz evolucionada queda:

2
Dy = Z (M; ® M;)po(M; ® M) (3)
i,j=0
Recordando que M* @ M7 = M* @ M7t
Los operadores de Kraus para dicho canal ya fueron mencionados en 2.33,

y la aplicacion de los mismos da por resultado:

1+ 73(0) + s(0) + ¢(0) 0 0 (r1(0) — ro(0))(p — 1)?
_ 0 1 —7r3(0) +5(0) = c(0)  (r1(0) +72(0))(p — 1) 0
p(p) = ; (4)
0 (r1(0) +r2(0))(p — 1)* 1 —1r3(0) — s(0) + ¢(0) 0
(r1(0) — r9(0))(p — 1)2 0 0 1+ 73(0) — s(0) — ¢(0)
Las componentes del vector 7 pueden calcularse como:
ri(p) = Tr(p(p)or ® o1)
ra(p) = Tr(p(p)os ® o2) (5)
r3(p) = Tr(p(p)os ® o3)
Para obtener s y c:
s(p) =Tr(p(p)os @ 1)
(6)
c(p) =Tr(p(p)l ® 03)
(r1(0) = 72(0))(p — 1)? 0 0 1+ 73(0) — s(0) — ¢(0)
(D)or ® 01 = 0 (r1(0) +72(0))(p — 1)2 1 —1r3(0) + s(0) — ¢(0) 0 (7)
PIoL= o 0 1— 75(0) — 5(0) +¢(0)  (r1(0) — r(0))(p — 1)? 0
14 r3(0) + s(0) + ¢(0) 0 0 (r1(0) — r9(0))(p — 1)?
—(r1(0) = 2(0))(p — 1)° 0 0 —1 —73(0) + 5(0) + ¢(0)
(D)o @ o — 0 (r1(0) +72(0))(p — 1)* 1 —1r3(0) + ¢(0) — s(0) 0 3
Pp)2 @ 02 0 1= r5(0) = (0) + 5(0)  (r1(0) — r2(0))(p — 1)2 0 (8)
—1 —r4(0) — 5(0) — ¢(0) 0 0 —(r1(0) = r2(0))(p — 1)°
1+ 73(0) + s(0) + ¢(0) 0 0 (r1(0) — r2(0))(p — 1)2
R 0 1 —73(0) + 5(0) — c(0)  —(r1(0) + 72(0))(p — 1)? 0 9
Pp)os ® s 0 —(r1(0) +m(0)(p— 1)2 1= r5(0) — 5(0) + (0) 0 9)
(r1(0) = 2(0))(p — 1)? 0 0 14 75(0) — 5(0) — ¢(0)
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1+ 75(0) + 5(0) + ¢(0) 0 0 —(r1(0) = r2(0))(p — 1)?
0 1—13(0) +5(0) — ¢(0)  —(r1(0) +72(0))(p — 1) 0

03 1= 10
i 0 (1(0) + r20)(p— 1 1 13(0) +5(0) — €(0) 0 (10)
(r1(0) = 72(0))(p — 1)? 0 0 1+ 75(0) + s(0) 4 ¢(0)
1+75(0) 4 5(0) + ¢(0) 0 0 —(r1(0) = r2(0))(p — 1)°
o 0 —(1=73(0) + 5(0) — c(0))  (r1(0) +7r2(0))(p — 1)? 0 11
PPL® o3 0 ~(r1(0) £ (0))(p — 12 —(1 — 3(0) + 5(0) — c(0)) 0 (11)
(r1(0) = 72(0))(p — 1) 0 0 1+ 75(0) + s(0) + ¢(0)
Tomando la traza se ve explicitamente que:
ri(p) = r1(0)(p — 1)2
ra(p) = r2(0)(p — 1)
r3(p) = r3(0) (12)
s(p) = s(0)
c(p) = ¢(0)
0.3. Evolucién en Bit Flip
Para Bit Flip, la forma matricial luego de aplicada la evolucion es la si-
guiente 5.18:
1+ 73(0)22 + (s(0) + ¢(0))x 0 0 r1(0) — r5(0)2?
plr) = ! 1=73(0)a + (s(0) — c(0))z r1(0) + ro(0)a?
0 71(0) + r9(0)z? 1 —r3(0)2% + (=s(0) + ¢(0))z
r1(0) — ro(0)2? 0 0 1+ r3(0)2? — (s(0) + ¢(0))z
(13)

con 22 = (p —1)*

Nuevamente, tomando la traza de (po; ® ;) se obtiene

r1(p) = 71(0)

ra(p) = r2(0)(p — 1)°

r3(p) = r3(0)(p — 1) (14)
s(p) = s(0)(p—1)

c(p) =c(0)(p—1)



Este resultado es completamente andlogo para el caso bit-phase-flip

0.4. Evolucién en Depolarizing

El procedimiento es igual que en los casos anteriores. La forma matricial

luego de la evolucion es:

14 73(0)z% + (5(0) + ¢(0))x 0 0 r1(0)(=7r2(0))2?
_ 1 —r3(0)z% + (s(0) — ¢(0))z (r1(0) + r9(0))z? 0 15
rv) 0 (11(0) + r(0))a 1— r3(0)22 + (—s(0) + c(0))x 0 (15)
(r1(0) — 72(0))z> 0 0 1+ r3(0)2* — (s(0) + ¢(0))x

con 2 = (p — 1)?

Quedando:

s 0)(p — 1) (16)
s(p) =s(0)(p—1)
c(p) =c(0)(p—1)
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