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Es imposible calcular con precisión los hechos que
son fruto del azar.
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Resumen

El tema de esta Tesis es el diseño de sistemas de decisión recurrentes en el
tiempo y basados en medidas. El objetivo del tomador de decisiones es optimizar
alguna función de desempeño, minimizando el costo de las mediciones y de la
incertidumbre asociada al sistema. En particular, se trabaja sobre una aplicación
al ruteo en redes sobrepuestas con calidad de servicio.

Las redes sobrepuestas son redes virtuales compuestas por nodos pertenecien-
tes a diferentes redes (subyacentes), conectados entre śı por enlaces virtuales. En
general, la poĺıtica de ruteo entre las redes subyacentes suele no ser óptima, por lo
que puede convenir establecer poĺıticas propias.

En esta aplicación se busca elegir la mejor ruta en cuanto a algún parámetro de
calidad de servicio. Para decidir cuál es la mejor de las rutas posibles, es necesario
medir el parámetro de calidad en cuestión. Estas mediciones habitualmente tienen
costos asociados, por ejemplo, la interferencia que se genera para realizar la medida
en cada ruta, que impacta en el tráfico de los usuarios. Lo ideal seŕıa no tener que
medir en todos los tiempos de decisión y poder predecir cuál es la calidad de
servicio en función de las medidas anteriores. Sin embargo, el “no medir” genera
una incertidumbre en la calidad de servicio y es posible que se elija una ruta
diferente de la óptima en el momento de decisión, por lo que también la decisión
de “no medir” tiene un costo asociado: el de la calidad perdida por no escoger la
ruta óptima. El objetivo es decidir en cada tiempo de decisión cuáles rutas medir
y qué camino elegir, minimizando el costo total acumulado en el tiempo.

En un primer abordaje se modela el problema como un Proceso de Decisión
Markoviano, se prueban algoritmos de programación dinámica y se propone una
solución innovadora: la aproximación por horizonte errante. Luego se liberan las
asunciones sobre modelos y se propone una formulación para la utilización de
técnicas de aprendizaje supervisado, para lo que se emplean clasificadores bien
conocidos como son los árboles de decisión.

El método de horizonte errante alcanza resultados casi-óptimos, que permiten
reducir el costo de medida manteniendo el menor tiempo de ida y vuelta posible.
El algoritmo de aprendizaje supervisado logra un rendimiento comparable, con
otras propiedades como robustez frente a escenarios no-markovianos y un menor
tiempo de procesamiento.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación
Ningún sabio dijo nunca que cuando uno necesita algo es cuando lo valora

realmente.

Es justo en tiempos de pandemia y distanciamiento social que toca exponer
en esta Tesis porqué es importante buscar formas de mejorar el funcionamiento de
Internet. Desde hace unos meses, la casi totalidad de las comunicaciones humanas
se realizan mediante Internet. Si bien el autor espera sinceramente que la red
social no reemplace al encuentro, es innegable que desde la educación hasta la
salud, desde las transacciones financieras hasta los procesos industriales, y aśı se
puede seguir, la “red de redes” ha sacudido las formas de relacionamiento humano
tomando un rol protagónico.

Sin embargo, la estructura de Internet, que ya tiene unos 25 años de uso ma-
sivo, no se encuentra exenta de problemas. Una arquitectura que ha crecido tanto
conlleva a lo que se conoce como la “osificación”: la dificultad de cambiar estruc-
turas grandes ya en funcionamiento para adaptarlas a las necesidades actuales.
Al mismo tiempo, tanto el tráfico que demanda cada usuario como la cantidad de
usuarios se han multiplicado, lo que también genera tensiones sobre una estructura
pensada para tareas más espećıficas que su uso actual (y en sus inicios directa-
mente diferentes). Es dif́ıcil pensar que quien diseñara los protocolos de Internet
hace tres décadas previera la transmisión de la copa Libertadores por Facebook,
con la consecuente exigencia en la calidad de experiencia que demanda semejante
audiencia.

Dentro de las múltiples tensiones que existen entre esta creciente demanda y
los recursos disponibles, hay una en particular en la que se hará foco. Para esto se
debe comenzar por explicar que lo popularmente conocido como Internet, es una
colección de Sistemas Autónomos (AS), administrados por proveedores de servicios
de Internet (ISP, por sus siglas en inglés). Un ISP se encarga de la interconexión
de las redes que alberga con el resto de los AS y sus redes, es decir con el resto
del mundo. Cómo se realiza esta interconexión, y qué camino debe seguirse para ir
desde un AS a otro se establece utilizando un protocolo llamado Border Gateway
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Protocol (BGP, definido en la RFC 4271).

Son pocos los casos en que Internet tiene un único protocolo que se ha instalado
de forma tan definitiva: no en vano se dice popularmente que “BGP is the glue
of the Internet”1. Si BGP propusiera siempre la mejor ruta según algún criterio
deseado por el usuario, no habŕıa problemas a nivel del ruteo interdominio. El
asunto es que BGP elige la ruta según la cantidad de saltos entre AS o según
criterios económicos del ISP, y esta elección suele no ser la ruta más rápida, con
menos pérdidas, etcétera.

¿Cúal es el problema al que se enfrenta BGP? El rol de BGP es la interconexión
de, a la fecha de consulta2, 68737 Sistemas Autónomos. Esto exige que sea un
protocolo más escalable que eficiente en la búsqueda de la ruta más rápida. BGP
sigue la siguiente secuencia para determinar la ruta entre dos nodos: 1) si existe una
poĺıtica de ruteo al respecto se sigue esa (por ejemplo por acuerdos económicos del
ISP con otros ISPs), 2) de no existir, buscar la ruta de mı́nima cantidad de saltos
entre los nodos, 3) finalmente en caso de empate utiliza una serie de prioridades
propias o heredadas de otros protocolos de los cuales recibe los paquetes. El utilizar
la métrica “cantidad de saltos”, es decir ser un protocolo de los llamados “vector-
distancia”, no garantiza que la ruta elegida sea la más rápida. Por otro lado los
cambios de rutas en BGP demoran tiempo en propagarse, lo que puede llevar a
fallas y a la demora en la resolución de estas fallas. Esto se da porque BGP filtra o
desestima detalles sobre la topoloǵıa de la red para evitar oscilaciones que pudieran
causar daños mayores.

Justamente ah́ı radica parte de la dificultad: modificar BGP para ajustarlo
a las necesidades actuales requeriŕıa de la colaboración -o por lo menos de la
coordinación- de los proveedores de servicio, que son empresas en competencia.
Los proveedores de servicio ocupan un lugar estratégico: poseen un recurso cuyo
valor se ha incrementado much́ısimo, y si bien buscan por competitividad ofrecer
mejores servicios, no parecen tener la mira puesta en el beneficio colectivo que
reportaŕıa a los usuarios del mundo un Internet más ágil y mejor coordinado.
Al mismo tiempo, no hay un oligopolio claro que permita el acuerdo entre unas
pocas empresas involucradas, si bien no se logró dar con un número concreto
de cuántos ISPs hay en el mundo, son del orden de los miles (y justamente con
poca información disponible). Muchas veces son compañ́ıas locales, nacionales o
regionales, y establecen acuerdos económicos entre śı que impactan directamente
en las rutas interdominio que se establecen. Varias discusiones se han dado entre
ISPs, entre usuarios e ISPs, y entre otras empresas e ISPs. En particular recuérdese
la reciente controversia sobre la neutralidad de la red, o el debate más cercano de
si la infraestructura de fibra óptica que instaló ANTEL debeŕıan usarla el resto de
los proveedores en competencia3.

1“BGP es el pegamento que mantiene unido Internet”.
2Se consultó la página https://www.cidr-report.org/as2.0/ el 01/07/20.
3Recordar también los casos de espionaje, utilización con fines comer-

ciales de datos privados de usuarios y el bloqueo de usuarios anónimos
https://venturebeat.com/2014/05/15/facebook-akamai-respond-to-nsa-slides-alleging-
massive-cdn-vulnerability/ y https://nakedsecurity.sophos.com/2016/02/29/tor-

2

https://www.cidr-report.org/as2.0/
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1.1. Motivación

Por otro lado, la implementación de una nueva arquitectura exigiŕıa una ade-
cuación y uniformización de los equipos y del software utilizado. Esto es, no sólo
los ISP deben ponerse de acuerdo, también los proveedores de hardware y software.

Finalmente, modificar protocolos que son tan centrales al funcionamiento de
una arquitectura tan grande como Internet es un riesgo grande. Existen varios
trabajos, como se verá en los antecedentes, que realizan propuestas de cambios
parciales o totales de la arquitectura interdominio, pero muy pocas o ninguna se ha
implementado. Y pese a los vaticinios de un futuro próximo lleno de calamidades,
ya sea por fallas en BGP o por el fin de las direcciones IPv4, la verdad es que
Internet funciona, y cada vez mejor.

Aqúı permitan que el autor aventure algunas hipótesis que pueden tener que
ver. Por un lado la participación activa de usuarios, tanto del sector privado, de la
academia o simplemente internautas, que han encontrado mı́riadas de soluciones
para “emparchar” la red. Internet mismo como medio de relacionamiento alimenta
esa máquina de encontrar respuestas que se llama comunidad y se visualiza en
los foros. Por otro lado, las capacidades técnicas de los equipos en juego se han
multiplicado (enrutadores, procesadores, comunicaciones inálambricas), dándole
un poco de aire a la red, además de una sobreutilización de las capacidades iniciales
que ofrećıan los protocolos.

La gran cantidad de sistemas autónomos y la creciente interconexión entre los
mismos también permite la existencia de múltiples rutas paralelas para considerar
entre dos nodos. Está bien demostrada no sólo la existencia de estas rutas, sino
que en muchas ocasiones estas rutas son más rápidas que la ruta elegida por BGP,
y tienen menos pérdidas.

Esta Tesis se centrará en una métrica en particular, que es el tiempo de ida y
vuelta (RTT, por sus siglas en inglés: Round-Time Trip). Es decir el tiempo que
demora en ir y volver un paquete desde el origen hasta el destino. Cuanto más
chico el RTT, más rápida la comunicación. Según la aplicación que se le quiera dar
a la red se priorizan ciertas caracteŕısticas frente a otras, en lo que se llama calidad
de servicio (QoS, por Quality of Service). Un RTT bajo es bueno para todas las
aplicaciones en general, pero es especialmente importante para la distribución de
contenidos, una buena calidad de experiencia del usuario, y aplicaciones en tiempo
real.

Desde que se detectó la existencia de rutas alternativas más ventajosas, se
han desarrollado varias ĺıneas de trabajo para hacer un mejor aprovechamiento
de los recursos. Algunas proponen modificaciones al protocolo BGP, o su susti-
tución paulatina por protocolos más adaptables y con mayores posibilidades de
realizar ingenieŕıa de tráfico. En particular, una opción que ha tomado fuerza es
la utilización de redes sobrepuestas (ON, overlay networks). De hecho, varias de
las soluciones mencionadas sugieren la utilización de ON para ir reemplazando al
“obsoleto” BGP, dado que se monta sobre la arquitectura existente y es compatible
con los desarrollos actuales.

users-being-actively-blocked-on-some-websites/. Sobre el debate ANTEL-Movistar
https://www.180.com.uy/articulo/83566 movistar-quiere-arrendar-fibra-optica-de-antel-
para-desarrollar-el-5g.
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(a) a (b) b

Figura 1.1: Ilustración de los dos esquemas de conexión: (a) una red BGP y (b) una red ON
conectando A, B y C.

Las redes sobrepuestas son conjuntos de nodos interconectados, montados sobre
otra red. Como Internet en sus inicios, cuando se montaba sobre la red telefónica.
Imagine una institución con sede en varios páıses (y entonces seguramente dife-
rentes AS), que desea tener una comunicación con ciertas garant́ıas de calidad de
servicio o privacidad entre sus nodos, para lo que establecerá “túneles” entre cada
uno de estos. Estos “túneles” no son más que la especificación de una ruta deter-
minada y la reserva de recursos para esa ruta entre los dos nodos. Sin embargo,
al establecer un túnel esta ruta se tomará siempre, y con garant́ıas de seguridad
entre otras. En la figura 1.1 se aprecian tres nodos conectados por BGP y por una
red sobrepuesta. Es importante tener en cuenta que las redes sobrepuestas forman
una red por abstracción, ya que los paquetes nunca dejan de viajar sobre la red y
utilizando BGP para transitar entre los AS.

Las redes sobrepuestan son muy utilizadas, en particular en las llamadas Con-
tent Delivery Networks (CDN, redes de distribución de contenidos). Dado que estas
redes tienen grandes volúmenes de tráfico para distribuir a multitud de usuarios,
son unas de las principales interesadas en tener tráfico veloz, sin latencia y con
pocas pérdidas. Para esto, por ejemplo pero no únicamente, distribuyen en Data
Centers el contenido para acercarlo a los usuarios. Se estima que Akamai, una de
las gigantes de Internet que ofrece servicios de CDN, ocupa entre el 15 y el 30 %
del tráfico de Internet. Los servicios de Akamai son utilizados por casi todas las
otras grandes empresas de distribución de contenidos 4. Esta empresa, aśı como en
general las CDN, han implementado redes sobrepuestas para establecer poĺıticas
propias de ruteo entre sus nodos (y aśı realizar ingenieŕıa de tráfico).

El objetivo de estos gigantes de la red es optimizar los recursos de que dispone:
en este caso los que contrata a los ISP y los propios. Con el establecimiento de
poĺıticas propias de ruteo, pueden ajustar las rutas dinámicamente de manera más
eficiente que BGP. Un caso sencillo de ejemplo seŕıa el de la figura 1.1: entre A y
B hay dos rutas posibles. Una es la ruta por defecto asignada por BGP, que es la
que tiene menor cantidad de saltos (y no pasaŕıa por C). La otra tiene más saltos,
pero podŕıa ser más rápida. De contar con una poĺıtica de ruteo inteligente, se

4Se consultó la página https://www.akamai.com/us/en/our-customers/ el 01/07/20.
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podŕıa ir tomando en cada momento la ruta más rápida.

Ahora, ¿cómo saber cual es la ruta más rápida? En general, los cambios en
el tiempo de ida y vuelta de las rutas se deben a dos fenómenos: cambios en la
elección de la ruta IP, o congestión en algún enlace. Para conocer cambios en la
elección de la ruta, es necesario realizar mediciones permanentemente, y para saber
si va a haber congestión, no sólo es necesario realizar mediciones, sino que estas
deben manejar un volumen de tráfico similar al que se desea soportar.

El estudio de mediciones en Internet es un tema muy vasto, y con décadas
de conjeturas, resultados e implementaciones. En particular, algunas soluciones se
basan en el modelado de las rutas. Otras consisten en formas de medición que
permiten inferir o conocer el estado de las rutas.

Las redes sobrepuestas deben intercambiar paquetes de medida entre sus nodos
si quieren conocer el estado de las rutas, dado que no acceden al conocimiento de la
topoloǵıa completa de la red (que śı tienen, al menos parcialmente, los ISP). Enviar
permanentemente estos paquetes entre todos los nodos puede provocar congestión,
por lo que usualmente se busca un balance entre el costo de realizar las medidas y
el beneficio de conocer el estado de la red.

En este trabajo se busca solucionar el problema de elegir la ruta más rápida
minimizando el costo de medida para una red sobrepuesta. En los próximos párra-
fos se describen antecedentes y soluciones respecto de las limitaciones de BGP y
del ruteo en redes sobrepuestas, aśı como sobre el desarrollo de algoritmos de ruteo
inteligentes basados en medidas.

1.2. Antecedentes
A continuación se describen brevemente algunos trabajos académicos que abar-

can el área de análisis de rutas interdominio y BGP, el desarrollo de ingenieŕıa de
tráfico entre sistemas autónomos y el surgimiento y utilización de redes sobrepues-
tas para esto. Luego se pasa al estudio de trabajos sobre la medición y el modelado
de la latencia en particular, y la metroloǵıa de Internet en general.

1.2.1. Optimización del ruteo en redes sobrepuestas
Quienes primero detectaron y demostraron la existencia de rutas mejores que

las elegidas por BGP, en el milenio pasado, fueron Paxson y Labovitz (con cola-
boradores), en múltiples trabajos al respecto. En [1], Paxson plantea que el 20 %
de los caminos interdominio demora más de 10 minutos en recuperarse ante fallas.
También desarrolla sobre el surgimiento de BGP y los ISP como concentradores
de información. En [2], Labovitz et al. sostienen que el 40 % de las fallas demoran
hasta 30 minutos en resolverse. Estos art́ıculos, junto a [3], [4], y [5] demuestran
ya a finales del siglo pasado y principios de este los inconvenientes que presenta
BGP, y la posibilidad de usar poĺıticas de ruteo más inteligentes para aprovechar
rutas paralelas más rápidas. En [6] se muestra que BGP tiene una respuesta lenta
a fallas (el algoritmo de vector distancia es lento para converger), y esto puede
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provocar demoras del orden de hasta decenas de minutos en la recuperación ante
las mismas.

Trabajos más recientes como [7], [8], [9] y [10] estudian el v́ınculo entre varia-
ciones en los retardos (vistos en general desde el usuario, es decir end-to-end) y la
elección de la ruta.

Los primeros trabajos que buscan resolver el problema de elegir mejores rutas
entre AS utilizando redes sobrepuestas son los de RON [11] y Detour [12], [13]. Es
importante destacar las posibilidades que ofrece una red overlay en términos de
la aplicación de ingenieŕıa de tráfico para atacar directamente al problema de la
elección de rutas por mecanismos subóptimos como en BGP. A esto se agrega que
no exige cambios en la arquitectura de Internet, dado que las redes sobrepuestas
se montan sobre la red existente, por lo que ha tomado impulso como solución
implementable y con beneficios inmediatos.

Con los Resilient Overlay Network (RON), se busca que la red sea menos sus-
ceptible a fallas. Para esto, luego de desarrollar sobre las limitaciones de BGP,
proponen el desarrollo de una red sobrepuesta, que pueda hacer uso de la multi-
plicidad de caminos entre nodos para obtener una red más estable y con mejor
rendimiento. Dado que es uno de los primeros trabajos en el área, y que plan-
tea sucintamente los problemas que acarrea BGP, se copia un fragmento de esta
descripción:

“The information shared with other providers and AS’s is heavily filtered and
summarized using the Border Gateway Protocol (BGP-4) running at the border
routers between AS’s, which allows the Internet to scale to millions of networks.
This wide-area routing scalability comes at the cost of reduced fault-tolerance of
end-to-end communication between Internet hosts. This cost arises because BGP
hides many topological details in the interests of scalability and policy enforcement,
has little information about traffic conditions, and damps routing updates when po-
tential problems arise to prevent large-scale oscillations. As a result, BGP’s fault
recovery mechanisms sometimes take many minutes before routes converge to a
consistent form, and there are times when path outages even lead to significant
disruptions in communication lasting tens of minutes or more. The result is that
today’s Internet is vulnerable to router and link faults, configuration errors, and
malice - hardly a week goes by without some serious problem affecting the connec-
tivity provided by one or more Internet Service Providers (ISPs).”

A su vez, los autores plantean que el problema de mandar paquetes de prueba
en este esquema tiene una cota de 50 nodos conectados full-mesh, dado que es la
topoloǵıa de un grafo completo y es de complejidad O(n2). Se encuentra en [14]
una forma de disminuir la complejidad a K ≤ O(nlog(n)) a través de medir en
una selección de K caminos entre los n posibles.

En Detour [13], los autores proponen una red sobrepuesta que utiliza datos
reales de tráfico para ajustar las rutas. Justifican que para la mitad de las rutas
consideradas existe una ruta alternativa más rápida. Si bien consideran utilizar
multipath routing, que es dividir el tráfico entre varias rutas origen-destino, esto
puede implicar problemas de reordenamiento para ciertos protocolos (como ser
TCP). Para estimar la ruta más rápida utilizan traceroute, y ya estiman las
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dificultades que puede inducir realizar medidas permanentemente, adelantando
las dificultades que encontraŕıa esta propuesta para escalar a escenarios con más
nodos.

Un trabajo interesante defiende a las redes sobrepuestas como la única alter-
nativa viable para solucionar los problemas de BGP [15]. En el mismo, los autores
desarrollan el debate que se da entre “pluralistas” y “puristas”. Esquemáticamente,
los “puristas” desean mantener un Internet centrado en el protocolo IP, alrededor
del cual todo debe girar, y para ello proponen arquitecturas flexibles y sólidas, que
perduren en el tiempo. Por otro lado, los “pluralistas” imaginan un Internet en
que IP es no más que un protocolo conviviendo con múltiples protocolos, y para lo
que sugieren alternativas más dinámicas y ajustadas a obtener un beneficio inme-
diato. Más allá del debate, que es interesante, los autores explican cómo las redes
sobrepuestas permiten la coexistencia de poĺıticas propias y poĺıticas generales,
permitiendo una evolución gradual hacia una red de redes sobrepuestas.

Otros art́ıculos como [16] y [17] proponen cómo debe ser la arquitectura de la
red sobrepuesta. En este último trabajo separan además ruteo y forwarding. Con
ruteo nos referimos a la constitución de la ruta a seguir, y con forwarding al acto
de reenviar un paquete que llega hasta un enrutador. En este caso, las rutas se
elegiŕıan centralmente, y a cada enrutador se le indicaŕıa cómo hacer el forwarding
de los paquetes según el destino de cada paquete. En [18] también se propone el
desarrollo de redes sobrepuestas apuntando a mejorar la comunicación end-to-end
(punta a punta), es decir, orientadas al usuario.

Por otro lado, [19] analiza la coexistencia de poĺıticas en ON con los proto-
colos comunes de Internet. Estudian el impacto que tiene establecer poĺıticas de
enrutamiento “egóıstas” frente a tener las poĺıticas de los protocolos comunes,
a la realización de ingenieŕıa de tráfico, etc. Analizan si cada comunicación que
se establece sobre Internet buscara su máximo beneficio, cómo impactaŕıa en el
funcionamiento global de la red. Concluyen que este esquema de utilizar selfish
routing funciona bien (cerca de la latencia media óptima), pero al costo de generar
congestión en algunos enlaces y de tornar la red un poco más inestable (y por ende
resulta más dif́ıcil realizar ingenieŕıa de tráfico).

Hay autores que se preguntan qué tanto beneficio pueden reportar las arqui-
tecturas multi-homed y overlay [20]. En particular desean analizar si son ciertas
las suposiciones sobre la independencia entre las rutas posibles y sobre las ventajas
de tomar rutas paralelas para mitigar fallas. Aśı como comparten origen y destino,
observan que las rutas comparten t́ıpicamente uno o más AS (sin contar origen
y destino). Concluyen: “These findings demonstrate that simply placing overlay
nodes in different ISPs cannot provide enough control over path selection at the
IP layer to provision disjoint paths to destinations. To mitigate this limitation, we
believe that topology-aware overlay placement is critical.” De manera similar, [21]
busca confirmar la ventaja de tomar caminos alternativos one-hop source routing
basados en los trabajos de RON y Detour. Para esto utilizan paquetes de prueba,
que miden regularmente todas las rutas, y que en caso de pérdida de uno de estos
paquetes realizan medidas más agresivas (triplicando la frecuencia de las medi-
das). En caso de detectar una falla, buscan con una poĺıtica “K-random” en que
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elijen aleatoriamente K caminos posibles para probarlos y ver si es posible lle-
gar a destino, y muestran que con esta poĺıtica se pueden obtener resultados casi
óptimos.

Otro trabajo enriquecedor es [22], en que los autores dicen ser los primeros en
cuantificar los beneficios de utilizar ON y un sistema centralizado para la toma
de decisiones de ruteo. Si bien varios trabajos anteriores hab́ıan comprobado la
existencia de rutas mejores, en este se utilizan nodos distribuidos para confirmar
estos resultados a nivel global. Muchos de los estudios inciales se realizaron con-
centrados en Estados Unidos. Observan que en Asia la latencia de un cuarto de los
caminos podŕıa bajar hasta 50 %, mientras que en USA menos del 10 % de las rutas
tiene esa posibilidad de reducción. Con esto hacen hincapié en que la comunidad
cient́ıfica e ingenieril estaŕıa subdimensionando los beneficios de implementar ON
e ingenieŕıa de tráfico. Proponen un algoritmo sencillo para elegir las K mejores
rutas disponibles, y distribuir el tráfico por estas K rutas. Si bien el problema
de obtener el menor RTT posible se aproxima al óptimo con esta solución, no es
escalable, dado que multiplica el tráfico por K caminos.

Otros trabajos como [23] proponen usar redes definidas por software para apro-
vechar las capacidades de las redes sobrepuestas. Las redes definidas por software
son redes en que el plano de ruteo se separa completamente del plano de forwarding.
Las decisiones de ruteo se toman centralmente por un controlador, y se informa
a los enrutadores de los caminos que deben seguir los distintos flujos. SDN tiene
aplicación directa para redes overlay y el problema estudiado, y hay varios traba-
jos que proponen distintas formas de realizar ingenieŕıa de tráfico para optimizar
el ruteo en base a algún criterio, criterios que suelen estar asociados a métricas.
En [23] proponen una arquitectura SDN que incorpora la posibilidad de realizar
mediciones y a partir de las mismas organizar el tráfico.

Otro trabajo que utiliza SDN para atacar el problema de ruteo orientado a
la calidad de servicio en redes sobrepuestas es [24], en que se propone a los ISP
la tercerización del ruteo a un administrador. Este administrador manejaŕıa una
SDN que incluiŕıa a todos los AS con los que tiene contrato. Entre estos AS rea-
lizaŕıa ingenieŕıa de tráfico para optimizar la elección de rutas, aprovechando el
conocimiento topológico de manejar varios AS y la posiblidad de utilizar varios
caminos paralelos. Por otro lado, [25] propone utilizar SDN para dividir en varias
rutas los distintos tipos de tráfico según sus requerimientos de QoS, realizando
medidas para cada ruta y hacia cualquier destino.

Hay varios art́ıculos que utilizan el paradigma de las “redes cognitivas” o cog-
nitive networks. Estas redes fueron definidas por Ryan W. Thomas en su Tesis
doctoral Cognitive networks [26] y propone: “A cognitive network is a network
composed of elements that, through learning and reasoning, dynamically adapt to
varying network conditions in order to optimize end-to-end performance. In a cog-
nitive network, decisions are made to meet the requirements of the network as a
whole, rather than the individual network components.” Es decir ajustar el aprove-
chamiento de los recursos de la red según las necesidades del momento. Para esto
se requiere de cierta inteligencia (algoritmos de ruteo), aśı como de control sobre
las decisiones de ruteo. Las SDN pueden verse como un caso particular de redes
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cognitivas en que las decisiones se toman centralmente.

Una publicación que resultó particularmente interesante fue [27], en que los
autores proponen un esquema de medición y aprendizaje del estado de la red para
elegir la mejor ruta. En este trabajo utilizan paquetes de prueba (sin carga útil) y
de tráfico (con carga útil según el tipo de tráfico). Para elegir las rutas, lo que se
realiza centralmente, se utiliza una red neuronal recursiva. Esta red define rutas
para distintas clases de tráfico según el origen y destino, utilizando la opinión
de los nodos como oráculos (cuyos pesos se actualizan usando aprendizaje por
refuerzo). La información sobre retardos y pérdidas se obtiene enviando mensajes
de prueba a los vecinos. Si los vecinos saben llegar hasta el destino, env́ıan su ruta
al controlador, que definirá centralmente la ruta a seguir. Si no la tienen, repiten
el proceso con sus vecinos, hasta que se dé una de las condiciones que se obtenga
una ruta, se llegue al destino, o a un máximo de saltos. Con cada mensaje de
prueba y su respectivo reconocimiento (Ack) se obtiene información del RTT y de
las pérdidas del tramo correspondiente (que es siempre sólo entre vecinos).

En [28] (y [29]) se busca resolver un problema muy similar al que se desea
abarcar en la Tesis: encontrar la mejor ruta entre dos nodos que pertenecen a
una red sobrepuesta, de manera dinámica y en base a medidas. En este caso, los
autores disponen de una cantidad fija K de medidas para realizar en cada tiempo
de decisión, deben entonces seleccionar cuales serán las K rutas a medir de entre
todas las rutas posibles. Formulan el problema como un multi-armed bandit y
utilizan el algoritmo EXP35 con modificaciones. Es decir que en cada momento se
elijen los caminos a medir siguiendo una distribución de probabilidad con pesos
hallados según el algoritmo mencionado.

Muchos de los trabajos vistos usan exploraciones parciales: mandar paquetes
de medida sólo en algunas de las rutas posibles, o no periódicamente sino en
ciertos casos. La búsqueda de disminuir el tráfico de medida responde a evitar
sobrecargar la red con este tipo de tráfico. Esto sucede a partir de dos motivos
fundamentalmente: cuando se desea estimar el efecto de enviar un determinado
tipo de tráfico, se debe enviar un tráfico con caracteŕısticas similares. Esto puede
implicar tráfico pesado y causar congestión en los enlaces de la ruta testeada [30].
Por otro lado, tener intercambios entre todos los nodos en una topoloǵıa full-
mesh, aunque de paquetes ligeros de medida (sin carga útil), genera una cantidad
de tráfico que crece a tasa O(n2) [11] [31] [32], por lo que también puede degradar
el estado de la red. Ambas causas no sólo degradan el estado de las rutas pudiendo
causar congestión, sino que al mismo tiempo son susceptibles de alterar las medidas
realizadas.

Se ha visto que existen muchas soluciones y herramientas que permiten realizar
ingenieŕıa de tráfico orientada a la calidad de servicio. En particular, las redes
sobrepuestas presentan caracteŕısticas que las han llevado a sobresalir entre las
alternativas. El paradigma de las redes definidas por software es propicio para que
la toma de decisiones sea inteligente, combinando una mirada global de la red
y las necesidades de conexión end-to-end. Sin embargo, muchas de las soluciones

5Es un algoritmo de pesos exponenciales con un estimador sesgado para los pesos
exponential weighting with a biased estimate on the gains
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planteadas no son escalables, en particular por la necesidad de realizar medidas
full-mesh. Esto resulta en un esquema de grafo completo, por lo que es un problema
computacionalmente muy costoso, que al mismo tiempo puede causar congestión
en la red. Otras parten de asunciones muy ŕıgidas sobre el modelado de la red.

Recuérdese que este trabajo busca la solución al problema de elegir la mejor
ruta minimizando el costo de medida. Habiendo justificado la ventaja de elegir
rutas mediante la utilización de redes sobrepuestas y posibles implementaciones,
se presentarán a continuación algunos trabajos que estudian la toma de decisiones
en base a medidas, las mediciones y el modelado de los caminos.

1.2.2. Mediciones en redes sobrepuestas
Dado que se busca disminuir la cantidad de medidas a realizar, es necesario

estimar o predecir el estado de los caminos en que no se realizarán medidas. Hay
varios esfuerzos en el sentido de explicar a qué se deben las fallas y retardos en
Internet. Hay dos causas principales que provocan variaciones importantes en los
retardos de la red: cambios en los flujos de tráfico y cambios en la topoloǵıa de la
red.

Es necesario comenzar con una referencia a Paxson, que en [1] demuestra que
con medir las conexiones extremo a extremo se puede inferir en buena medida
el estado de la red. Esto facilita mucho el análisis de las rutas BGP (o más en
general entre AS), dado que los ISP pueden retener información sobre la topoloǵıa
por considerarla confidencial, o simplemente descartarla o filtrarla.

En particular, [8] busca asociar cambios en el RTT a eventos de ruteo, tanto
para cambios en el ruteo interno a un sistema autónomo como en el ruteo entre sis-
temas autónomos. Si bien los cambios en el ruteo intradominio son más frecuentes,
tienen el mismo (o menos) impacto que los cambios en las rutas AS, que aunque
son más estables propagan las fallas y demoran en volver a converger.

Los autores de [10] buscan desarrollar un método de medición de las fallas
interdominio en BGP. Asumen que se realizan medidas activas y que hay reco-
lectores de información distribuidos en un ISP. Quieren determinar cúales de los
recolectores de información son los mejores candidatos para estudiar la correlación
entre los cambios en las medidas del tráfico y los cambios interdominio. Proponen
una solución que prueban utilizando la mediciones de RIPE Atlas6 [33].

En [9] los autores buscan discernir cuales cambios en el RTT se deben a cam-
bios en las rutas BGP y cuales son consecuencia de variaciones del tráfico. Para
esto consideran el conjunto de rutas paralelas y plantean que si las rutas tienen
solapamiento en los valores de RTT, la principal causa de variación del RTT es
la elección de la ruta, mientras que si no lo tienen, la principal causa de variación
serán las fluctuaciones de tráfico para la ruta elegida.

Otro trabajo que busca estimar los efectos tanto del ruteo como de la congestión
en la red es [30]. Los autores proponen una forma de medir que consiste en el env́ıo
periódico de light probes (pilotos livianos de prueba), para conocer el estado de la

6RIPE Atlas es un conjunto de nodos distribuidos que reúne datos del estado de Internet
para investigación.
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red, principalmente debido a la topoloǵıa y poĺıticas de ruteo. Por otro lado, desean
evaluar la capacidad de las posibles rutas para soportar distintos tipos de tráfico
sin generar congestión, para lo que se env́ıan ráfagas de prueba de caracteŕısticas
similares a las que se desea transmitir.

En [34] se utilizan redes neuronales recurrentes para modelar el tiempo de ida
y vuelta, buscando minimizar la esperanza del error cuadrático medio E(RTT −

ˆRTT )2. Estas redes se entrenan con los RTT observados en un d́ıa y predicen
el RTT del d́ıa siguiente, pero aunque logran buenos resultados para los tiempos
más cercanos al peŕıodo de entrenamiento, a medida que crece esta distancia los
resultados empeoran.

Dentro del área de tomograf́ıa de Internet 7 [35], se encuentran trabajos que
se acercan al problema de esta Tesis, dado que estiman el estado de la red a
partir de medidas. Art́ıculos como [36] y [37] utilizan modelos markovianos para la
estimación del RTT. En [38], buscan la cantidad mı́nima de puntos de medida para
obtener una aproximación buena al estado de la red, con el objetivo de disminuir la
complejidad del problema de tener los nodos como un grafo completo, que es NP-
hard8. De forma similar, [32] apunta a reducir la topoloǵıa de la red sobrepuesta,
evitando enlaces duplicados y permitiendo entonces mayor escalabilidad. En [39]
y [31] se exploran alternativas para resolver el problema de buscar el camino más
corto en grafos completos, y proponen algoritmos para mitigar este problema,
buscando minimizar las mediciones de ciertas aristas: ya sea por ser costosas, por
no corresponder a alguno de los caminos posibles, o por ya haber sido medidas
(por pertenecer esa arista a más de una ruta).

Recientemente, en [40] y [41] se propone la utilización del proceso jerárquico
de Dirichlet para modelos markovianos de estados ocultos (Dirichlet Herarchichal
Process Hidden Markov Models, DHP-HMM) para estimar los niveles y las matrices
de transición del proceso markoviano. Los procesos de Dirichlet, definidos en [42],
[43] y vinculados a las HMM en [44] son procesos bayesianos no paramétricos, y
los modelos de Márkov de estados ocultos asumen que existen estados ocultos (con
ruido alrededor de los niveles posibles) y por esto se adaptan a la estimación de
estados posibles a partir de una traza cuyos estados no se conocen a priori.

Como argumentan los autores en [41], la pertinencia de utilizar modelos de
Márkov de estados ocultos para modelar el RTT se debe a:

“From the analysis of these data sets we affirm that RTT time series have
a typical behavior that can be captured by a Markov chain (MC) or a Hidden
Markov Model (HMM). The observed behavior is that RTT values switch among
several probability distributions. [...] We have noticed that, for a given Origin Des-
tination pair, there exist few probabilistic laws according to which RTT take their
values,and that the law of the RTT remains stable for some time. This behavior is
in part explained by load-balancing and routing configuration changes in operator
networks.”

7El área de estudio que se ocupa de inferir el estado de la red a partir de mediciones
indirectas.

8NP-hard significa que el problema es al menos tan complejo como NP (se resuelve en
tiempos no polinómicos).
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Con un planteamiento similar, [45] aborda el problema conocido como pilot
allocation, en que una radiobase debe distribuir el tiempo en que ubicar pilotos
de medidas de los distintos usuarios. Proponen la utilización de un algoritmo de
multi-armed bandit, dado que consideran que el fading de cada ruta sigue un pro-
ceso markoviano (modelan el canal como una cadena de Márkov de K estados
parcialmente observables POMP). En el art́ıculo [46] se formula un problema muy
similar al del ruteo con limitación en la medida y se resuelve a partir del método
de optimización ADMM (alternating direction method of multipliers). Su objetivo
es encontrar la agenda óptima para ubicar periódicamente sensores de medidas,
que permitan estimar el estado de un sistema dinámico en tiempo discreto. Estos
trabajos nos permiten pensar en una perspectiva más amplia sobre aplicaciones
del problema de tomar decisiones en base a medidas con costo.

En esta Tesis se consideran dos escenarios para resolver el problema de ruteo en
base a mediciones. En el primero se utilizará el modelado markoviano introducido
en los párrafos anteriores. Es decir que se parte de la suposición de que se puede
aproximar la dinámica de los retardos de cada ruta por una cadena de Márkov, lo
que nos permite modelar el problema como un Proceso de Decisión Markoviano.
En el segundo escenario, se prueban herramientas de aprendizaje supervisado pa-
ra la optimización del ruteo, sobre un modelado del sistema en base a medidas
simultáneas y periódicas.

1.3. Śıntesis de la propuesta y principales resultados
Esta propuesta de optimización del ruteo en base a medidas busca resolver

el problema de elegir la ruta más rápida minimizando el costo de medida. Se
formulará este problema como un problema de optimización. De esta forma, el
problema consiste en minimizar la esperanza de la suma del tiempo de ida y vuelta
más el costo de las medidas realizadas.

Se responderá, en cada época de decisión:

¿qué ruta(s) debo medir?

¿qué ruta debo elegir para encaminar el tráfico?

Se parte de los resultados de la colaboración conjunta entre el grupo ARTES9

con la Universidad IMT Atlantique10 y la Universidad de Toulouse11, que en [41]
plantean que los retardos de cada ruta siguen procesos markovianos (ver también
[40]). En este art́ıculo se formula el problema general como un Markov Decision
Problem (MDP), gracias a lo cual se puede encontrar la solución exacta al problema
utilizando programación dinámica [47].

9Grupo ARTES: grupo de investigación de Análisis de de Redes, Tráfico y Estad́ısticas
de Servicio, del IIE, FING. https://iie.fing.edu.uy/investigacion/grupos/artes/

10IMT Atlantique, Brest, Francia https://www.imt-atlantique.fr/fr.
11LAAS-CNRS, Université de Toulouse, CNRS, INSA, Toulouse, Francia,

https://www.laas.fr/public/.
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1.4. Organización del documento

Sin embargo esto es posible cuando hay pocas rutas con pocas variaciones en
el RTT, pues el cálculo de esta solución no escala a topoloǵıas más complejas, por
caer en el curse of dimensionality. El principal aporte de esta Tesis se encuentra en
los caṕıtulos 3 y 4, en que se proponen dos soluciones más escalables que ofrecen
muy buenos resultados para resolver el problema planteado.

Primero se propone una solución aproximada bajo el método de horizonte
errante (receding horizon, RH). Esta poĺıtica es estacionaria y de horizonte móvil:
considera la evolución del sistema H pasos hacia el futuro (decimos que tiene hori-
zonte H). Este algoritmo permite mayor escalabilidad, a pesar de también tener sus
restricciones, dado que creciendo H se vuelve a caer en el curse of dimensionality.

Luego se realiza una formulación del problema para la utilización de técnicas de
aprendizaje supervisado para clasificación. Este planteo busca eliminar la asunción
de que los retardos de las rutas son procesos markovianos. Para implementar este
procedimiento se desarrolla un algoritmo que utiliza el clasificador de random forest
y permite elegir la ruta más rápida minimizando el costo de medida. Se imponen
dos restricciones: que se miden todas las rutas en simultáneo y con periodicidad T .
En esta formulación, las caracteŕısticas (features) del sistema son el RTT obtenido
al medir y hace cuanto tiempo se realizó esta medida, y la clase es la ruta a elegir.
Se busca primero el T ∗ óptimo según un función de costo (retorno esperado) que
considera la suma del costo de medida y el RTT esperado. Luego se emplea ese T ∗

para realizar las medidas gracias a las que se elegirá la ruta.

Parte de los resultados presentados en este trabajo fueron publicados en la
conferencia NOMS 2020 [48]. En particular, el planteamiento del problema como
un MDP y su resolución mediante el algoritmo de horizonte errante.

Tanto aplicado a trazas sintéticas como a trazas reales se obtienen ventajas
al utilizar los algoritmos propuestos. En particular, con el algoritmo de horizonte
errante sobre mediciones reales provenientes de NLNOG se obtienen reducciones
muy importantes de hasta el 20 % del tiempo de ida y vuelta medio respecto de la
ruta por defecto. Esta reducción se realiza además con un número muy reducido
de medidas.

La solución propuesta de aprendizaje supervisado (usando random forest) ob-
tiene valores muy cercanos a los del horizonte errante, incluso superando a este
en algunos casos de rutas poco markovianas. Los resultados alcanzados por este
algoritmo aún se encuentran pendientes de publicación.

1.4. Organización del documento
En el caṕıtulo 2 se presenta el problema como un proceso de decisión marko-

viano hallando la solución óptima y analizando su complejidad numérica.

Luego, en el caṕıtulo 3 se propone la solución aproximada por horizonte errante
y describimos su implementación al problema de ruteo y metroloǵıa.

El caṕıtulo 4 está dedicado al aprendizaje supervisado aplicado a nuestro pro-
blema. Introducimos brevemente la motivación de utilizar otras herramientas de
inteligencia artificial y una implementación utilizando el algoritmo de random fo-
rest.
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En el caṕıtulo 5 se analizan los resultados obtenidos. Se detallan las pruebas
realizadas en trazas sintéticas y reales. También se proponen variantes y mejoras
para los algoritmos de horizonte errante y aprendizaje supervisado.

Finalmente, en el caṕıtulo 6 se presentan las principales conclusiones y posibles
ĺıneas de trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 2

Formulación como un Proceso de
Decisión Markoviano

Cuando puedes medir aquello de lo que hablas,
y expresarlo con números, sabes algo acerca de
ello; pero cuando no lo puedes medir, cuando no
lo puedes expresar con números, tu conocimiento
es pobre e insatisfactorio: puede ser el principio
del conocimiento, pero apenas has avanzado en
tus pensamientos a la etapa de ciencia.

William Thomson Kelvin

Este caṕıtulo está dedicado al estudio de los llamados sistemas sin memoria,
o markovianos1. Los procesos markovianos se definen como sistemas en que to-
da la información pasada se resume en el estado actual. Esta tesis se centrará en
los problemas de decisión markovianos (Markov Decision Problems, MDP), proble-
mas de control regidos por una dinámica markoviana del sistema, en particular una
cadena de Márkov de tiempo discreto (DTMC). La utilización de procesos mar-
kovianos para modelar retardos en redes de datos es abundante en la literatura
( [41], [40], [51], [36], [37], [38]).

El funcionamiento de un MDP puede verse como el sistema de la figura 2.1 [47].
En estos sistemas, en cada intervalo temporal un tomador de decisiones sigue una
poĺıtica para elegir acciones, relativas al estado en que se encuentra el sistema y
con el objetivo de maximizar un retorno. En cada instante de tiempo, decimos que
el sistema se encuentra en el estado St, el agente toma la acción At y el sistema

1Por Andréi Márkov (14 de junio de 1856-20 de julio de 1922), matemático ruso. Entre
otros aportes significativos, su estudio de los procesos estocásticos (1906) dará lugar al
origen de las cadenas de Márkov (nombre acuñado en 1926). Profeso ateo y militante, fue
llamado el “académico militante” por los medios al rechazar reconocimientos del Zar y al
solicitar su excomulgación de la Iglesia Ortodoxa (a la cual no pertenećıa), luego de la
excomulgación de Gorky, quien fuera su amigo [49]. En 1913, cuando el gobierno festejaba
los 300 años de la dinast́ıa Románov, Márkov organizó una contra-celebración usando el
200 aniversario de la Ley de los Grandes Números de Bernoulli [50].
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Figura 2.1: Interacción agente/ambiente. Ilustración basada en la figura 3.1 de [47].

pasa al estado St+1, obteniendo un retorno Rt+1 y con esto, una observación del
sistema. De no contar con una observación directa, el estado St+1 puede inferirse
estad́ısticamente usando las propiedades markovianas del sistema.

En la siguiente sección se definirán términos y establecerán notaciones, para
luego presentar el modelado del problema como un proceso markoviano discreto,
finalmente proponiendo los algoritmos utilizados.

2.1. Definiciones y formulación
2.1.1. Notación y asunciones

En esta sección se definen conceptos y notaciones que facilitarán el plantea-
miento del problema como un proceso de decisión markoviano [51]. Se utiliza la
notación propuesta en [47].

En primer lugar, se define un MDP como el conjunto de 5 elementos: estados,
acciones, retornos, probabilidades de transición y épocas de decisión. El
objetivo de un MDP consiste en optimizar el retorno (maximizar una recompensa
o minimizar un costo) a lo largo del tiempo; siendo que en cada época de decisión
se puede realizar una acción sobre el sistema, observar el estado del mismo, y que
el estado del sistema cambia según la acción realizada y la dinámica propia del
sistema. Se definen entonces:

épocas de decisión: en los sistemas markovianos discretos, son los puntos
del tiempo en que se realizan acciones y en que ocurren las transiciones entre
estados del sistema. Se llama T al conjunto de las épocas de decisión, y t
a una época de decisión genérica. En los sistemas homogéneos, los retornos
y las probabilidades de transición son independientes de t, aśı como las
poĺıticas, que ya serán definidas.

estados: el conjunto de valores que puede tomar la información que describe
al sistema dinámico. Sea S el conjunto de estados posibles y St el estado en
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2.1. Definiciones y formulación

la época t. Referido a una época, se usará s para designar el estado actual
y s′ un posible estado siguiente.

acciones: el conjunto de acciones que puede realizar el tomador de decisiones
sobre el sistema. Se llamará A al conjunto de acciones posibles, At a la acción
tomada en la época t, y a a una acción genérica.

probabilidades de transición: la probabilidad de pasar de un estado al
siguiente. Es una probabilidad condicionada a la acción y al estado actual.
Se escribirá como p(s′|s, a) la probabilidad de pasar al estado s′ dado que el
sistema se encuentra en el estado s y se realiza la acción a. En un sistema
markoviano las transiciones entre estados están dadas por las matrices de
probabilidad de transición P , de dimensión la cantidad de estados, y cuya
fila indica el estado actual y columna el estado siguiente. La probabilidad
de pasar del estado s = si al estado s′ = sj vale p(sj |si) = P [i, j].

retorno: el objetivo del tomador de decisiones es optimizar una función
objetivo, ya sea maximizar una recompensa o minimizar una pérdida. El
retorno depende de la época de decisión, del estado actual, de la acción to-
mada y del estado siguiente. Se define a R como el conjunto de retornos
posibles, r a un retorno genérico, y Rt al retorno obtenido en la época t. Se
considera R(s, a) al retorno inmediato esperado al tomar la accion a par-
tiendo del estado s y llegando al estado s′: R(s, a) = E[Rt|St−1 = s,At−1 =
a] =

∑
r∈R r

∑
s′∈S p(s

′, r|s, a).

La colección de elementos {T,S,A,R, P} define un MDP.

En cada época de decisión el sistema se encuentra en un estado determinado,
se toman acciones y obtienen retornos. En algunos problemas las acciones aportan
información sobre el sistema, como observaciones. El árbol que se puede construir
a partir de recorrer los estados de un MDP es como el de la figura 2.2, en el que
se sigue una trayectoria particular {St, St+1, St+2} cuyo recorrido siempre es de la
forma {s, a, r, s′, a′, r′, ...}.

Se define a la poĺıtica π como el conjunto de acciones a tomar para cada estado.
El objetivo consiste en encontrar la poĺıtica π∗ que optimiza una función objetivo,
que en este caso será minimizar el retorno esperado acumulado y con descuento
Eπ∗ [Gt] con Gt =

∑∞
t ρtRt. El factor de descuento ρ garantiza la convergencia

de la suma (infinita en principio) de los retornos a lo largo del tiempo. Por otro
lado, permite asignar mayor importancia al retorno inmediato frente a retornos
futuros. Siguiendo la poĺıtica π se obtiene la acción a = π(s) si esta poĺıtica es
determińıstica. En el problema a estudiar se trabaja con poĺıticas markovianas y
determińısticas (ver [51]).

En los problemas de horizonte infinito, el tiempo t irá desde el instante inicial
que se considera t = 0 hasta ∞. Se asumirá que el problema a atacar es de
horizonte infinito, dado que esto no sólo aporta elementos de convergencia para
los algoritmos, sino que además es una suposición razonable para valores de t muy
altos.
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Figura 2.2: Evolución posible un ambiente, partiendo de un estado St.

Se verá a continuación cómo los problemas de medición y ruteo pueden repre-
sentarse como MDP, a través de dos ejemplos sencillos y del planteo del problema
genérico luego.

2.1.2. Calentando motores: buscando la poĺıtica miope en dos
ejemplos ilustrativos

Una ruta fija y una de retardo variable

Se comenzará por estudiar un problema en que solamente nos interesa realizar
la acción que maximiza el retorno inmediato esperado. Es decir que no se considera
el futuro, y en vez de buscar la poĺıtica óptima para Eπ∗ [Gt] que considera los
retornos futuros, se optimiza únicamente considerando Eπ∗ [Rt].

Considere el problema de elegir la ruta con menor tiempo de ida y vuelta
(round-time trip, RTT), en una red compuesta por dos nodos y dos rutas (ver
figura 2.3). La ruta 1 es de retardo fijo L1(t) = l, mientras que la ruta 0 tiene dos
valores de retardo posibles: L0(t) ∈ {l0, l1}, con l0 < l < l1. La ruta con retardo
variable se puede modelar por una cadena de Márkov de matriz de transiciones P
conocida (ver [40], [41]), tal que:

P =

[
p0,0 p0,1

p1,0 p1,1

]
Donde pij representa la probabilidad de pasar de estar la ruta en li a lj .

Medir en la ruta 0 tiene un costo constante c, mientras que en la otra ruta no
se mide, ya que el retardo es fijo. Sea a = {0; 1} a la acción de medir (a = 1) o no
medir (a = 0). El problema que se desea resolver es cuándo medir, para obtener
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Figura 2.3: Esquema sencillo de dos rutas posibles. En este ejemplo sencillo, la ruta 0 tiene
dos estados posibles (dos niveles de retardo) y la ruta 1 uno sólo.

una buena estimación del estado de la ruta markoviana, y poder elegir la ruta con
menor tiempo de ida y vuelta. Es decir en cada época: decidir si se debe o no
medir, y tomar la mejor decisión de ruteo posible.

Se define al estado del sistema como s = (LLast, τ), donde LLast es el último
estado observado de la ruta 0, y τ es la cantidad de épocas de decisión transcurridas
desde que se realizó la observación. Observe que se conoce el sistema dinámico con
estos datos, dado que se puede saber con qué probabilidad se encuentra la ruta
estocástica en cada nivel. Es decir que si se mide, la probabilidad de encontrar la
ruta variable en el nivel li vale:

p(s′ = (li, 0)|s = (LLast, τ), a = 1) = eTliP
τ+1eLLast

Donde eli y eLLast son vectores columna de 0s, con un 1 en la posición li y LLast
respectivamente. En el caso en que no se mide, la ruta se encontrará en el estado
s′ = (LLast, τ +1) con probabilidad p(s′ = (LLast, τ +1)|s = (LLast, τ), a = 0) = 1.

Para elegir si medir o no, se busca minimizar el problema que combina el costo
de medición con el riesgo de que la ruta tenga un retardo esperado menor/mayor
a la ruta de retardo fijo. Esto es:

R(s, a) = a ∗ c+ mı́n(E[L0(t)], l)

Se analiza este retorno. Para esto, vea que los dos casos posibles son: se mide
o no se mide la ruta 0. Suponga un estado genérico de esta ruta s = (LLast, τ).
Como reflexión general, sólo interesa tomar la ruta 0 si tiene un retardo esperado
menor a l. Además, se debe realizar una estimación del resultado de medir, antes
de haber realizado la medida, es decir: se debe considerar con qué probabilidad
se hallará el sistema en el nivel bajo/alto cuando se mida, dado que el problema
planteado se realiza previo a medir.

Ejemplificando: si con alta probabilidad la ruta variable se encuentra en su
nivel alto (es decir en L0 = l1 > l), no será conveniente medir, y se elegirá dirigir
el tráfico por la ruta de retardo fijo.

En caso en que no se mide la ruta 0, con probabilidad 1 pasará al estado
s′ = (LLast, τ + 1). En este caso la esperanza del retardo tomando la ruta 0 vale:

L0(t) = E[L0(t)] = l0 ∗ eTl0P
τ+1eLLast + l1 ∗ eTl1P

τ+1eLLast
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Casos L0 ≥ l L0 ≤ l

a = 1 (a): x ∈ [ c
l−l0 ,

l1−l
l1−l0 ] (c) : x ∈ [ l1−l

l1−l0 , 1−
c

l1−l ]

a = 0 (b): x ≤ mı́n{ c
l−l0 ,

l1−l
l1−l0} (d): x ≥ máx{1− c

l1−l ,
l1−l
l1−l0}

Tabla 2.1: Cuadro de decisiones según los valores de c, l, l0, l1, y x.

Es decir que se tomará la ruta 0 si L0(t) < l, y la ruta 1 si L0(t) > l. El retorno
en caso de no medir vale entonces:

R(s, a = 0) = mı́n(L0(t), l)

En el caso en que se mide, el estado del sistema será: s′ = (L0(t + 1), 0). Se
debe calcular con qué probabilidad L0(t+1) será l0, y con qué probabilidad será l1.
Nuevamente, se utilizan las probabilidades de transición, que definen la dinámica
del sistema. Es decir que en caso de medir, la ruta 0 estará en el nivel bajo con
probabilidad P (L0(t + 1) = l0) = el0P

τ+1eLLast y en nivel alto con probabilidad
P (L0(t+ 1) = l1) = el1P

τ+1eLLast . Obsérvese que estas dos probabilidades son de
suma 1, dado que es un proceso markoviano y son los únicos dos estados posibles
de la ruta. Se llama por simplicidad x(t) = P (L0(t + 1) = l0) = el0P

τ+1eLLast .
Se elegirá la ruta 0 con probabilidad x de estar en nivel bajo, mientras que con
probabilidad 1 − x se encuentra en nivel alto y se tomará la ruta de retardo fijo.
El retorno en este caso vale entonces:

R(s, a = 1) = c+ x(t) ∗ l0 + (1− x(t)) ∗ l

Se obtiene el cuadro 2.1 de decisiones según los valores de c, l, l0, l1, y x.
Dado que de estos parámetros el único variable es x, la decisión se puede saber
de antemano: dime hace cuánto se midieron las rutas y te diré qué debes medir,
primero, y por dónde debes rutear, después. Lo que se obtiene en la tabla 2.1
tiene una interpretación directa en el aspecto siguiente: si x es muy grande o muy
pequeño no conviene medir. Si es conocido que la probabilidad de que la ruta 0
esté en el estado bajo es muy baja o muy alta, ya es sabido por dónde conviene
rutear, sin necesidad de incurrir en un costo para obtener mayor información.

En cada época de decisión, entonces:

El sistema está en un estado s = St.

Elegimos si medir o no. Para eso se resuelve el problema de optimización:

a = arg mı́n
a
R(s, a)

Con la información obtenida si se mido, y si no con la evolución del sistema
al estado s = (LLast, τ +1), se elige la ruta. Para eso se resuelve el problema
de optimización:

ruta = arg mı́n(E[L0(t)], l)
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El último paso merece ser descrito. Siendo que en esta época se realizó la
medida, de haber medido se conoce con probabilidad 1 al estado del sistema, y
si no se midió se conoce la estimación de L0 según la matriz de transiciones y el
valor de τ . Se toma la decisión de ruteo considerando que hasta la época siguiente
las rutas seguirán en ese estado y minimizando el RTT para esta época, por lo que
se elegirá la ruta cuyo valor esperado de RTT es menor. La poĺıtica de ruteo en
toda la formulación del problema como MDP seguirá esta lógica, es decir se realiza
época a época, sin considerar el futuro.

De igual forma que con una ruta de retardo fijo y otra con retardo variable, se
puede generalizar el problema a varias rutas con retardos variables. Sigue siendo
un problema de optimización lineal, que tiene una solución cerrada y que se puede
calcular (ver apéndice A).

Dos rutas con retardos variables

Se emplea este algoritmo en un ejemplo sencillo de dos rutas variables propuesto
en [41].

Los valores para la ruta 0 son l0 = 0,5, l1 = 2, c0 = 0,05, P0 =

[
0,7 0,3
0,3 0,7

]
; y

para la ruta 1: l0 = 1, l1 = 3, c1 = 0,15, P1 =

[
0,9 0,1
0,1 0,9

]
.

Se obtiene una división del mapa de estados que se puede apreciar en la imagen
2.4, donde se indica la acción a realizar según el estado del sistema. El estado del
sistema se formuló a partir de xi = P (Li(t+ 1) = l0) la probabilidad de encontrar
a la ruta i en nivel bajo.

Obsérvese que se ha considerado la acción óptima desde el punto de vista del
retorno inmediato esperado para tomar la decisión de medida, sin tomar en cuenta
que el conocimiento aportado por la medida afecta decisiones futuras (dado que
aporta información).

Esta formulación es conocida como la poĺıtica miope, y se pueden obtener muy
buenos resultados utilizando esta poĺıtica, que entre otras ventajas es escalable: es
la resolución de un problema de optimización lineal. Por otro lado, hay casos en
que la poĺıtica miope no ofrece buenos resultados, como se describe en [48].

Otro problema a pensar en esta introducción, es que no siempre son razonables
las suposiciones markovianas para el comportamiento de las rutas. Si bien este
caṕıtulo se centra en la formulación markoviana, que hay una asunción de modelo
no debe perderse de vista.

En lo que queda del caṕıtulo se complejizará el problema planteado bajo la
óptica markoviana, se encontrará una forma de obtener la solución óptima, y se
analizará la complejidad numérica de los algoritmos que permiten alcanzar es-
ta solución. En el caṕıtulo siguiente se propondrá una solución aproximada más
escalable.
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Caṕıtulo 2. Formulación como un Proceso de Decisión Markoviano

Figura 2.4: Caso de dos rutas con dos estados cada una. Mapeo de estados posibles – acciones.
Obsérvese que cuanto más probable es que la ruta 0 esté en nivel bajo, menos se medirá. Por
otro lado, en la zona céntrica, en que se tiene menor probabilidad de conocer los estados de las
rutas, se opta por medir ambas rutas. Aśı se podŕıa continuar el análisis, incluso encontrando
de forma cerrada los bordes de cada región.

2.1.3. Formulación del problema como MDP
Se vuelve al problema general de varias rutas con varios niveles de retardo

posibles, con el fin formularlo como un Proceso de Decisión Markoviano (MDP),
y buscar su poĺıtica óptima usando técnicas de programación dinámica bien cono-
cidas.

Recordando: se desea minimizar el tiempo de ida y vuelta entre dos nodos,
asumiendo medidas con costo que aportan información del sistema ( [41], [48]).
Considere que el tiempo está ranurado y las transmisiones de paquetes y mediciones
se realizan en cada ranura temporal. Sea el conjunto N = {1...N} de posibles rutas
entre los nodos como en la figura 2.5.

Cada ruta i tiene su retardo modelado como una cadena de Márkov de tiempo
discreto con Ki niveles posibles, y probabilidades de transición P i. Se llamará
Li(t) a la variable aleatoria que representa el retardo en la ruta i y en tiempo t, y
LiLast al último estado medido para esa ruta.

El agente debe elegir si medir o no medir cada ruta. El conjunto de acciones
posibles A está compuesto por vectores de dimensión N que representan la conca-
tenación At = {Ait}i=1...N de las acciones Ait para cada ruta i en tiempo t. Sea a
una acción genérica, compuesta de las acciones ai en cada ruta i, que puede valer
ai = {0; 1}, siendo ai = 0 cuando no se mide, y ai = 1 cuando se mide. Al medir
se incurre en un costo ci, y se llamará al vector de costos C = {ci}i=1...N .
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2.1. Definiciones y formulación

Figura 2.5: Problema general: N rutas con hasta Ki posibles retardos (estados) cada una.

El sistema cuenta con S posibles estados, siendo este un valor discreto. El
estado del sistema en t s(t) se encuentra definido por el último valor medido y la
cantidad de intervalos temporales desde que se realizó esa medida, es decir el estado
si de la ruta i vale si(t) = (LiLast, τ

i). Luego de un tiempo largo sin medir τ imáx

las probabilidades de transición P τ y P τ+1 difieren en menos de un ε, para cuyo
caso, se considera que valen P τmáx = P τmáx+i, ∀i ≥ 0. Esta matriz P τmáx representa
una aproximación de la matriz de transiciones estacionaria P∞. Se llama a este
tiempo τ imáx, y se obtiene entonces un conjunto discreto y además finito de estados
posibles.

En cada ranura de tiempo, el sistema se encuentra en estado s = {si}i=1...N ,
y el tomador de decisiones puede tomar las acciones ai = {0; 1} para las N rutas,
como se observa en la figura 2.6:

el estado del sistema evoluciona según el proceso markoviano discreto para
cada ruta

se toman las decisiones de medición, incurriendo en un costo y obteniendo
información del estado actual para las rutas medidas

el tomador de decisiones elije el camino j de menor retardo esperado, y
obtiene un retorno por rutear Ljr(t)

Las transiciones entre estados contiguos si −→ si′ dependen únicamente del
estado actual si, y de la acción ai. Dado un estado s, el tomador de decisiones
puede estimar para cada ruta i su creencia del estado de esta ruta, que se llamará:
bLiLast,x

(si) = eT
LiLast

P iτ
i+1ex , y es la probabilidad de que la ruta i se encuentre en

el nivel x desde el estado si = (LiLast, τ
i). Los vectores columna eLiLast

y ex tienen

0 en todos los valores excepto el correspondiente a LiLast y x respectivamente. En
caso de no medir se pasa con probabilidad 1 a un único estado si′ = (LiLast, τ

i+1).
Las probabilidades de transición valen:
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Caṕıtulo 2. Formulación como un Proceso de Decisión Markoviano

Agente
Estimación R(s',s,a)

Elección a

Ambiente
Observación /
estimación s'

St=s

St+=s'

Acción de medir
At=a

Agente
Estimo acción de

ruteo argmin(E(RTT))

Acción de
ruteo

Ambiente
Retorno RTT

St+1

Figura 2.6: Evolución del proceso de decisión markoviano. Hay dos decisiones a tomar: las
rutas a medir, que se toman considerando al MDP, y la ruta a elegir, para lo que simplemente
se estima (o conoce si se midió) el RTT esperado en cada ruta.

p(si′|si, ai) =


1 si ai = 0, si′ = (LiLast, τ

i + 1)

bLiLast,x
(si) si ai = 1 y si′ = (x, 0)

0 en otro caso

(2.1)

Observe que las probabilidades de transición cumplen con las hipótesis marko-
vianas (suma 1 y memoria resumida en el estado inmediatamente precedente). En
la figura 2.7 se aprecia como son las transiciones entre estados para una ruta con
dos niveles posibles. Al medir se vuelve a alguno de los estados (L0, 0) o (L1, 0), y
de no medir se va con probabilidad 1 del estado s = (LLast, τ) al estado siguiente
s′ = (LLast, τ + 1).

El objetivo del tomador de decisiones es minimizar el costo acumulado de medir
y del retardo obtenido en la elección de las rutas. El problema consiste en elegir
la ruta más rápida, para lo cual se desea minimizar la incertidumbre respecto del
estado de las mismas, mientras que se busca minimizar el costo de medida, por lo
que se mantendrá igualmente un cierto grado de incertidumbre. El costo de medida
tiene entonces un peso importante en las decisiones. Con un costo de medida de 0
las rutas serán siempre medidas, mientras que con un costo lo bastante alto nunca
se realizarán medidas. En este sentido es que es una variable importante a calibrar
con cierto cuidado del problema de optimización. Hay reflexiones y pruebas en este
sentido en el caṕıtulo de 5.

Para la decisión de ruteo, como se realiza época a época, se considerará el
mı́nimo retardo inmediato esperado:

D(s) = mı́n
i

E[Li(t)|(LiLast, τ i(t))]

Definimos al retorno inmediato esperado como la suma del mı́nimo retardo
inmediato esperado D(s) y del costo de medición para el estado s:

R(s, a) = D(s) +
∑
i

ci ∗ ai (2.2)
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2.2. Función de Valor y solución exacta

...

...

mido nivel bajo

mido nivel alto

no mido

Matriz de transición:

Figura 2.7: Evolución de la cadena de Márkov con la que se representa el estado de una ruta
con dos niveles L0 < L1 posibles. Se consideró una matriz de transición sencilla de ejemplo,
que es simétrica (no tiene porqué serlo), y un valor de τmáx = 100 que es razonable para dicha
matriz. Los vectores columna de la imagen valen: eL0 =

[
1 0

]
, eL1 =

[
0 1

]
.

Se define al retorno acumulado con descuento desde el instante t y hasta el
final (recuerde que se está en un problema de horizonte infinito) como:

Gt =
∞∑
k=0

ρkRt+k (2.3)

Observar queGt es una variable aleatoria. El objetivo del tomador de decisiones
será, para medir, en el tiempo t y el estado s seguir la poĺıtica π∗ que minimiza la
esperanza del retorno acumulado Eπ∗ [Gt|St = s]. Luego elegirá la ruta i de menor
retardo esperado.

2.2. Función de Valor y solución exacta
Se anhela entonces minimizar la combinación de las medidas realizadas y el

retardo en las rutas elegidas, desde el momento y estado presente e incluyendo al
futuro.

Para los MDP en tiempo discreto, se llama Vπ(s) a la función de valor del
estado s (state-value function), que es el retorno esperado de seguir la poĺıtica π:
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Caṕıtulo 2. Formulación como un Proceso de Decisión Markoviano

Vπ(s) = Eπ[Gt|St = s] = Eπ[
∞∑
k=0

ρkRt+k|St = s] (2.4)

Obsérvese que el objetivo es hallar la poĺıtica que minimiza la función de valor.
Separando los términos correspondientes al retorno esperado inmediato y la función
de valor para estados futuros, se obtiene la ecuación de Bellman para Vπ:

Vπ(s) =
∑
a

π(a|s)
∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρVπ(s′)] (2.5)

Se desea encontrar la poĺıtica π∗ tal que V ∗(s) = mı́nπ Vπ(s)∀s ∈ S. Para
esto se emplea la ecuación de optimalidad de Bellman para la función de valor de
estado [47]:

V ∗(s) = mı́n
a

∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV ∗(s′)] (2.6)

De manera análoga, se define la función de valor de estado-acción (action-value
function) para la poĺıtica π:

Qπ(s, a) = Eπ[Gt|St = s,At = a] =
∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρmáx
a′

Qπ(s′, a′)] (2.7)

Los algoritmos llamados de programación dinámica ( [51], [47]) utilizan la
ecuación de optimalidad de Bellman para converger a la poĺıtica óptima:

V n+1(s) = mı́n
a

∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV n(s′)] (2.8)

Luego la poĺıtica π es mejorada a π′ con:

π′(s) = arg mı́n
a

∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρVπ(s′)] (2.9)

Existen métodos recursivos para hallar la poĺıtica y la función de valor óptimas
o ε-óptimas (óptima en tiempo infinito, llega a una V tal que |V ∗(s)− V (s)| ≤ ε,
∀s ∈ S en tiempo finito, con ε tan pequeño como se desee). Los métodos se basan
en combinar dos aspectos: la evaluación de una poĺıtica (policy evaluation) y su
mejora (policy improvement). La evaluación de una poĺıtica π se hace utilizando
la convergencia de la ecuación de Bellman (eq. (2.8)), comenzando con un valor
cualquiera de V , usualmente V (s) = 0∀s ∈ S, hasta la convergencia de Vπ (eq.
(2.5)). La mejora de una poĺıtica π se realiza eligiendo las acciones que reportan
mayor beneficio que Vπ(s), generalmente de manera greedy como se presentó en la
eq. (2.9).

Se presenta a continuación un algoritmo de la familia Policy iteration llamado
modified policy iteration y propuesto por Puterman en 1978 [52] [51], que sigue la
lógica siguiente:
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2.2. Función de Valor y solución exacta

π0
E−→ Vπ0

I−→ π1
E−→ Vπ1

I−→ π2
E−→ . . .

I−→ π∗
E−→ V ∗

En las flechas se indica por E la evaluación de la poĺıtica: utilizar π en la
ecuación (2.8) hasta la convergencia; y por I la mejora de una poĺıtica: cambiar
πn a πn+1 a través de la ecuación (2.9).

Este algoritmo recursivo parte de un valor inicial de π0 aleatorio y V0(s) = 0
(por ejemplo), y aśı hasta la convergencia cuando |Vn+1(s)−Vn(s)| ≤ ε ∀s ∈ S. El
algoritmo converge a tasa polinómica en el espacio de estados según plantea Pu-
terman en [51]. En vez de utilizar la función de valor de estado V (s) se puede rea-
lizar la recurrencia sobre la función de valor de estado-acción Q(s, a) (action-value
function definida en (2.7)) y su respectiva ecuación de optimalidad de Bellman,
verificándose la relación Vπ(s) = máxaQπ(s, a). Estos algoritmos tienen múltiples
versiones, el lector interesado encontrará más detalles en [47]. La versión descrita
se encuentra detallada en el algoritmo 1.

A pesar de obtener la solución exacta con el mismo, no es tan sencilla su
aplicación. Esta formulación debe lidiar con el famoso “curse of dimensionality”,
que en resumidas cuentas hace que no escale el algoritmo para varias rutas con
varios niveles. El “curse of dimensionality” es el incremento del espacio de estados
y acciones que se da en problemas de programación dinámica (y en general en
el manejo de datos de varias dimensiones), dado que se deben recorrer todos los
estados y acciones posibles, y esto impide su resolución en tiempo real. En nuestro
problema particular, la cantidad de rutas, la cantidad de niveles y el valor de τmáx

definen la cantidad de estados posibles.

A continuación se verá su aplicación al ejemplo presentado de dos rutas con dos
niveles cada ruta. Esto servirá para ejemplificar el impacto que tiene considerar al
futuro en la toma de decisiones, lo que nos conducirá a enfrentarnos al problema
de dimensionalidad mencionado.

2.2.1. Continuando con el ejemplo: considerar al futuro y hallar la
solución óptima

Se va a retomar el ejemplo 2.1.2, esta vez para comparar el mapa de poĺıticas
para el algoritmo miope y la solución óptima usando el modified policy iteration.
Con miope se hace referencia a la poĺıtica que optimiza sobre la esperanza del
retorno inmediato, sin tomar en cuenta el futuro. Es decir utilizando sólo el primer
paso de la ecuación (2.8), y con V 0(s) = 0, ∀s ∈ S.

En la figura 2.8 se observa la diferencia que se obtiene por no tomar en cuenta
al futuro. El peso que tendrá el futuro está directamente relacionado a ρ, el factor
de descuento, dado que la función de valor h pasos después V h está multiplicada
por ρh.

El factor de descuento no sólo garantiza la convergencia de los algoritmos, a
través de hacer converger la esperanza del retorno acumulado con descuento (eq.
(2.3)), sino que también tiene un rol en el peso que se le desea asignar al futuro:
cuanto más alto el valor de ρ, más nos interesa el futuro.
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Caṕıtulo 2. Formulación como un Proceso de Decisión Markoviano

Algorithm 1 Policy Iteration (usando iterative policy evaluation), de [47]
Sección 4.3
1: Inicialización
2: V (s) = 0∀s ∈ S,
3: π(s) ∈ A aleatorio ∀s ∈ S
4: function Policy Evaluation(S, π, V )
5: Repito
6: ∆← 0
7: for cada s ∈ S do
8: v ← V (s)
9: V (s)←

∑
s′ p(s

′|s, π(s))[R(s, a) + ρV (s′)]
10: ∆← máx(∆, |v − V (s)|)
11: end for
12: Hasta que ∆ < ε, ε algún valor pequeño.
13: end function
14: function Policy Improvement(S, π, V )
15: policy-stable ← True
16: for cada s ∈ S do
17: old-action ← π(s)
18: π(s)← arg máxa

∑
s′ p(s

′|s, π(s))[R(s, a) + ρV (s′)]
19: if old-action 6= π(s) then
20: policy-stable ← False
21: end if
22: end for
23: if policy-stable then
24: parar y retornar V ≤ V ∗ y π(s) ≤ π∗(s)
25: else
26: ir a Policy Evaluation(S, π, V )
27: end if
28: end function

Suele considerarse, sobre todo en las formulaciones económicas de estos pro-
blemas, que un retorno inmediato vale más que el mismo retorno en el futuro, y
por eso el valor de ρ < 1. La poĺıtica miope es óptima de considerar que ρ = 0, y
se aleja más de la poĺıtica óptima al aumentar el valor de ρ. Para el ejemplo, se
utilizó ρ = 0,9, que es un valor razonable y usado en la literatura, y se compara
con ρ = 0,1, que es un valor bajo para problemas de este tipo, pero que permite
analizar el peso del futuro y comparar las poĺıticas obtenidas.

A continuación se verá cómo se complejiza el problema al agregar rutas y
niveles posibles en el MDP, y en el próximo caṕıtulo se propondrá una solución
aproximada que permite mayor escalabilidad al problema de ruteo y medición en
su formulación como un MDP.
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2.3. Comentarios sobre la complejidad numérica de la solución por
programación dinámica

(a) Miope (b) Policy Iteration, ρ = 0,1

(c) Policy Iteration, ρ = 0,9

Figura 2.8: Comparación de las poĺıticas obtenidas con el algoritmo de modified policy iteration
y usando la poĺıtica miope, con un valor de ρ = 0,9 y un valor de ρ = 0,1. Nótese que las
poĺıticas óptima y miope son más similares cuando el futuro tiene menor peso (ρ menor).

2.3. Comentarios sobre la complejidad numérica de la so-
lución por programación dinámica

La complejidad numérica del algoritmo de modified policy iteration (2.8) crece
muy rápido al incrementar la cantidad de rutas.

Recordando, el estado del sistema se representa como s = (s1, s2, . . . , sN ), con
si = (LiLast, τ

i). Como fuera mencionado, para obtener una cantidad finita de
estados (y poder aplicar el algoritmo, que recorre todos los estados), se fija en
τ imáx un máximo de time-slots (épocas de decisión) sin medir para cada ruta, tras
el cual el estado permanece en (LiLast, τ

i
máx) de no ser medido. La idea detrás de

esto es que dada la matriz P i de esa ruta, P iτ
i
máx = P iτ

i
máx+1, y luego de τmáx

la cadena llegó a un estado muy cercano al valor estacionario. Según los valores
de la matriz P i, se puede hallar un τ imáx suficientemente grande para el que esta
aproximación sea razonable. Esta aproximación además resulta en que el espacio
de estados S sea finito.

Si se asume además que cada ruta tiene un conjunto finito Ki de niveles
posibles, como hasta ahora, la cantidad de estados posibles para cada ruta es:
Si = Ki ∗ τ imáx. La cantidad de estados posibles para el conjunto del problema es:

29



Caṕıtulo 2. Formulación como un Proceso de Decisión Markoviano

S =

N∏
i=1

τ imáxK
i

Si se considera, por simplicidad y solo a modo de ejemplo, que las rutas tienen
la misma cantidad de niveles posibles y el mismo τmáx, se observa que la cantidad
de estados S crece exponencial con la cantidad de rutas:

S = (τmáxK)N

Por otro lado, el espacio de acciones posibles vale A = 2N , dado que para cada
ruta tengo dos acciones posibles (medir o no medir).

El algoritmo de modified policy iteration tiene complejidad polinomial en la
cantidad de estados, y lineal en la cantidad de acciones, como se prueba en [53].
Sin embargo el espacio de estados crece exponencialmente con la cantidad de rutas,
aśı como el espacio de acciones. Esto hace que la complejidad del algoritmo crezca
exponencialmente sobre la cantidad de rutas, por lo que rápidamente deja de ser
factible su cálculo. Por otro lado, la cantidad de niveles y el valor de τmáx también
inciden en el espacio de estados, aunque con tasa polinómica. Finalmente, el valor
de ρ también participa en la cota de la velocidad de convergencia, dado que para
un ρ muy pequeño, el algoritmo convergerá más rápido en la evaluación de poĺıtica,
y vice-versa.

Un ejemplo sencillo de cuatro rutas de cuatro niveles alcanza para probar el
punto. Considerando τmáx = 50, que aunque un poco justo es razonable para

matrices como ser P =

[
0,9 0,1
0,1 0,9

]
, hay una cantidad de estados: S = (50 ∗ 4)4 =

1,6 · 109.
Sumado a este inconveniente, el cálculo de estos algoritmos se realiza una

primera vez hasta la convergencia de π∗ y V ∗, y luego se utilizan los resultados
de la poĺıtica óptima para un estado dado del sistema. Es decir que no funcionan
en ĺınea sino que se obtiene la poĺıtica óptima para todos los estados del sistema,
y luego se utiliza esta poĺıtica. Sin embargo no todos los estados del sistema son
igualmente visitados, muchos de ellos tal vez nunca lo sean.

En el próximo caṕıtulo se verá cómo reducir el cálculo de la función de valor a
los estados visitados y sus vecinos, obteniendo una aproximación a la función de
valor óptima mediante un algoritmo más escalable.
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Caṕıtulo 3

Aproximación por Horizonte Errante

Ella está en el horizonte. Me acerco dos pasos, ella
se aleja dos pasos. Camino diez pasos y el hori-
zonte se corre diez pasos más allá. Por mucho que
yo camine, nunca la alcanzaré. ¿Para que sirve la
utoṕıa? Para eso sirve: para caminar.

Fernando Birri

3.1. El algoritmo de Horizonte Errante
Vimos que el problema planteado como un MDP de horizonte infinito tiene so-

lución, pero que el cálculo de la solución óptima implica su estimación para todos
los estados del sistema, y esto no escala. Se propone en este caṕıtulo una aproxi-
mación que considera un horizonte finito época de decisión a época de decisión, y
que converge a la solución óptima estacionaria.

Recuerde que se desea minimizar la función de valor V (s) = E[Gt|St = s],
donde Gt =

∑∞
k=0 ρ

kRt+k es la suma infinita de los retornos acumulados (eq. (2.3)).
Si se acota esta suma a un intervalo k ∈ [0, T ], se tiene el problema equivalente de
horizonte finito. Esta formulación cuenta con una desventaja: la poĺıtica obtenida
no tendrá porqué ser estacionaria, y por lo tanto, resultará en acciones diferentes
para tiempos diferentes pasando por los mismos estados. En particular, lo más
cerca se encuentre el tiempo de T , menos acertada será la solución obtenida, dado
que a través del factor de descuento ρ se está indicando menor importancia a las
decisiones futuras (se ponderan por un factor ρk < 1). Otra forma de verlo es que
sólo las primeras acciones estarán cerca de la poĺıtica óptima, y a medida que pasa
el tiempo se irá alejando de esta (que vale la pena recordar, es estacionaria para
el problema de horizonte infinito).

En [54], los autores describen una solución conocida como de horizonte errante
(receding horizon en inglés1). Demuestran además que esta solución converge a la

1Si bien no está clara la traducción del nombre original en inglés receding horizon, y se
encontraron en la literatura otros nombres como horizonte “móvil” o “deslizante”, se ha
elegido “errante”, por encontrarla más a gusto del autor.



Caṕıtulo 3. Aproximación por Horizonte Errante

solución óptima del problema de horizonte infinito. Esta propuesta es conocida en
el área de control de sistemas dinámicos como Model Predictive Control (control
por modelo predictivo), que se desarrolla como una variante con ventana dinámica
de los algoritmos LQR discretos y de horizonte finito2.

El algoritmo, en su formulación discreta, consiste en las siguientes etapas:

En el tiempo t y para el estado st hallar la solución de horizonte finito para
[t; t+H − 1], considerando restricciones actuales y futuras.

Tomar solamente la primera acción de la solución hallada.

Medir o evaluar el estado st+1 del sistema en el tiempo t+ 1.

Volver al primer ı́tem, resolviendo el problema de optimización con horizonte
finito sobre [t+ 1; t+H], empezando desde el nuevo estado s′ = st+1.

Haciendo tender H −→∞, se converge a la función de valor óptima, y se pasa a
estar en el caso de los algoritmos de programación dinámica, siendo que se visitan
todos los estados del sistema. En particular para el paso H se puede encontrar una

cota al error ε: ε ≤ ρHsup|V n(s)|
1−ρ .

La aplicación de esta aproximación al algoritmo de value-iteration fue presen-
tada en [48], en un art́ıculo en colaboración con los grupos de Toulouse y Brest.
La idea es aplicar la acción óptima resultante de tomar en cuenta el futuro, pero
solamente hasta cierto punto. Se aplica la acción sólo sobre ese primer estado, y
luego se vuelve a calcular la poĺıtica de horizonte H para el estado siguiente. Esto
resulta en una poĺıtica estacionaria, a diferencia de la obtenida con horizonte finito.
En los problemas de horizonte finito se toman las K acciones a partir del estado
inicial, por lo que pasando dos veces por un mismo estado, en épocas distintas, se
pueden obtener acciones diferentes.

Para el horizonte errante, el valor de H (horizonte) hasta el cual se considera
el futuro depende de varios elementos, que serán objeto de análisis particular más
adelante. Se explica a continuación cómo se aplica al MDP el algoritmo de receding
horizon, a partir de la ecuación de optimalidad de Bellman (ecuación (2.6)) para
la función de valor de estado.

Se usan los primeros pasos del algoritmo de value-iteration (ecuación (2.5)):

V n+1(s) = mı́n
a

[∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV n(s′)]

]

Se comienza con V 0 ≡ 0, ∀s ∈ S.

V 1(s) = mı́n
a

[∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV 0(s′)]

]
2Los algoritmos Linear-Quadratic Regulators minimizan una función de costo para

problemas en ecuaciones diferenciales lineales y en que el costo es una función cuadrática.
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s
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s′1
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s′′1 ... s′′K
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10 01 00
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00

11 10 01 00

V 2

V 1

V 0

Figura 3.1: Ilustración de los estados visitados al avanzar en el algoritmo de horizonte errante,
con N = 2 rutas, K niveles para cada ruta y un horizonte de H = 2. Los nodos negros
representan las posibles acciones a tomar en cada estado (en blanco). Se hace un abuso en la
notación para referirnos a un posible estado que está dos pasos después como s′′.

Este primer paso da como resultado la poĺıtica miope, que sólo toma en cuen-
ta el retorno inmediato. Es equivalente a utilizar un ρ = 0, que también evita
considerar el futuro, y fue presentada en el ejemplo sencillo del caṕıtulo 2. Con
esta poĺıtica se obtienen muy buenos resultados en ciertos contextos, como ya fue
anticipado y como se verá en los próximos caṕıtulos.

Si se itera hasta el paso H, se obtiene la función de valor V H y la poĺıtica πH

para el horizonte H:

V H(s) = mı́n
a

[∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV H−1(s′)]

]
(3.1)

πH(s) = arg mı́n
a

[∑
s′

p(s′|s, a)[R(s, a) + ρV H−1(s′)]

]
(3.2)

Es posible utilizar la función de estado-valor Q(s, a) (definida en eq. (2.7)) para
obtener V (s) y π(s) de manera greedy :

V H(s) = mı́n
a
QH(s, a)

πH(s) = arg mı́n
a
QH(s, a)

Es decir que se deben recorrer las ramificaciones desde el estado original hasta
todos los estados posibles en H pasos, que se llamará sH′. Para esto se construye
un árbol de posibles estados, como se puede ver en la imagen 3.1, de [48]. En este
caso por motivos de presentación se redujo a dos rutas (cuatro acciones posibles),
K niveles en cada ruta y H = 2. Los ćırculos negros representan las acciones,
mientras que los blancos son los estados alcanzables.

Una vez construido el árbol, se pueden recorrer los H pasos hacia atrás desde
el conjunto de los sH′ estados posibles. La función de valor de estado para estos
será V 0(sH′) = 0.
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Caṕıtulo 3. Aproximación por Horizonte Errante

Este método recursivo es presentado en el algoritmo 2. El mismo es recursivo
y consta de dos funciones principales: RecedingV que evalúa la función de valor
de estado V h(s) de manera recursiva, y que va actualizando los valores de V h(s)
para los estados recorridos desde h = H y hasta 0. La otra función MAIN evalúa
para la primera ramificación los posibles valores de V H y devuelve V H∗(s) =
mı́naQ

H∗(s, a) y πH∗(s) = arg mı́naQ
H∗(s, a).

Algorithm 2 Receding Horizon

1: function RecedingV(s, h)
2: entradas: estado s, profundidad h
3: if h = 0 then
4: V 0(s)← 0
5: return V 0(s), π(s) = a con a cualquiera
6: else
7: for cada estado s′ alcanzable desde s do
8: V h−1(s′), πh−1∗ ← RecedingV(s′,h− 1)
9: end for

10: R(s, a)← resolver Eq. (2.2) para cada acción a
11: V h(s)← mı́na

∑
s′ p(s

′|s, a)
[
R(s′, s, a) + ρV h−1(s′)

]
12: πh

∗
(s)← arg mı́na

∑
s′ p(s

′|s, a)
[
R(s′, s, a) + ρV h−1(s′)

]
13: return V h(s), πh

∗
(s)

14: end if
15: end function
16: function Main(s, H)
17: entradas: estado actual s, profundidad del horizonte H > 0
18: V H(s), πH

∗
(s)← RecedingV(s,H)

19: return πH
∗
(s)

20: end function

Fue presentado un algoritmo con el que se logra una aproximación tan bue-
na como se quiera a la solución óptima para procesos markovianos (alcanza con
agrandar H), y con posibilidades de escalar sobre problemas más complejos. Se
verá a continuación un ejemplo para afianzar lo planteado hasta el momento, y
luego se analizará la complejidad numérica que implica esta solución aproximada,
aśı como algunas ideas para seguir potenciando esta solución.

3.2. Continuando con el ejemplo de dos rutas con dos
niveles.

Se sigue trabajando sobre el ejemplo presentado en 2.1.2, que es un caso de
dos rutas con dos niveles utilizado en [41].

Recuérdese brevemente las caracteŕısticas de cada ruta. Los valores para la

ruta 0 son l0 = 0,5, l1 = 2, c0 = 0,05, P0 =

[
0,7 0,3
0,3 0,7

]
; y para la ruta 1: l0 = 1,
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3.2. Continuando con el ejemplo de dos rutas con dos niveles.

(a) H = 1 (b) H = 2

(c) H = 3 (d) H = 4

(e) Policy Iteration

Figura 3.2: Mapa de estado-acción para las poĺıticas óptima (con policy iteration), y de hori-
zonte errante con H = 1 . . . 4. La poĺıtica de horizonte errante con H = 1 es la poĺıtica miope.
Los estados están representados por la probabilidad de estar en nivel bajo, xi = P (ruta i en l0).

l1 = 3, c1 = 0,15, P1 =

[
0,9 0,1
0,1 0,9

]
.

Ahora se verá cómo converge a la poĺıtica óptima el algoritmo de horizonte
errante. Para ello observe la figura 3.2, en que se aprecia el acercamiento a la
poĺıtica óptima. En este caso, se utilizó un ρ = 0,9.

En este ejemplo sucede una particularidad que vale la pena aclarar. Puede
ocurrir que para algún estado s la poĺıtica del paso n coincida con la óptima:
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Figura 3.3: Error relativo medio entre el valor esperado al aplicar las poĺıticas π∗ y πH para
el conjunto de estados del sistema. En la figura se muestra la evolución del error para varios
valores de ρ. Observar que a medida que ρ se acerca a 1, son necesarios más pasos para
acercarnos a la solución óptima.

πn(s) = π∗(s), y sin embargo el paso siguiente no lo sea: πn+1(s) 6= π∗(s). Estas
variaciones son cada vez más débiles a medida que crece n, dado que se va conver-
giendo a la poĺıtica óptima. Para algunos estados de la figura 3.2 se puede observar
que mientra que la acción óptima es “naranja” (medir ruta 0), con H = 1 la acción
es naranja (medir ruta 0), luego en H = 2 es “azul” (medir ambas rutas), en H = 3
se mantiene azul y finalmente en H = 4 se estabiliza en la acción óptima.

Esta convergencia se puede apreciar en la figura 3.3, en que se grafica la evolu-
ción del error relativo medio (MRE) del retorno esperado en función del horizonte.
Se utilizaron diferentes valores de ρ para apreciar el efecto que tiene en el algoritmo
de horizonte errante: un futuro con más peso exige más pasos. La forma de estimar
el impacto de H no es a través de la comparación de V H con V ∗, sino calculando la
esperanza EπH [Gt] y comparándola con Eπ∗ [Gt]. Es decir, se utiliza la evaluación
de poĺıtica como fue descrita en el caṕıtulo 2 para estimar el retorno acumulado
esperado de la poĺıtica hallada por el algoritmo de horizonte errante.

Otra forma de ver qué tanto se acerca a la poĺıtica óptima es comparando
las acciones para los estados del sistema. En la figura 3.4 se aprecia la cantidad
de acciones diferentes para la poĺıtica πH y π∗ según diferentes valores de ρ. La
poĺıtica es en definitiva lo que interesa hallar: qué acción debe tomarse en cada
estado. Sin embargo, esta medida no tiene en cuenta que algunos estados serán
muy pocos visitados, y entonces tener acciones diferentes para estos estados tendrá
poco impacto en el resultado final.

Se puede observar que no necesariamente tener más acciones diferentes conduce
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3.2. Continuando con el ejemplo de dos rutas con dos niveles.
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Figura 3.4: Cantidad de acciones diferentes entre las poĺıticas π∗ y πH para el conjunto de
estados del sistema. En la figura se muestra esta evolución para varios valores de ρ. Observar
que a medida que ρ se acerca a 1, son necesarios más pasos para acercarnos a la solución
óptima.

a un mayor nivel del MRE, por ejemplo con con H = 2 el caso ρ = 0,95 tiene
más acciones diferentes que la poĺıtica con ρ = 0,9, pero el MRE es menor para
este último. Al mismo tiempo, el estancamiento que se observa en la cantidad de
acciones diferentes termina yendo a 0 al crecer H. En la figura se graficaron las
poĺıticas hasta un valor del MRE de 0,002 %, que es realmente bajo. Sin embargo
como se ve en la figura algunas poĺıticas llegan a ese valor manteniendo acciones
diferentes (acciones con muy poco impacto). Además, se compara contra el retorno
esperado de la poĺıtica óptima, pero cuyo cálculo es aproximado también. En el
policy iteration, se elige un valor de corte hasta el cual se itera para la evaluación
de la poĺıtica. Exigiendo un valor del MRE tan bajo, se corre el riesgo de estar
alrededor del valor de corte, y entonces se puede incurrir en pequeños errores de
aproximación.

En ambos casos se observa un gran acercamiento a la poĺıtica óptima con sólo
incluir un paso del futuro en consideración: con horizonte H = 2, y aún para
valores altos de ρ la poĺıtica hallada tiene diferencias en menos de 400 estados
de los 16000 posibles. A nivel del MRE (error relativo medio), en 2 pasos ya se
encuentra debajo del 0,1 %, lo cual es muy bajo. Ya la poĺıtica miope ofrećıa buenos
resultados, cercańıa a la solución óptima y un mapa de acciones sobre los estados
muy similar lo deseado; el algoritmo de horizonte errante se acerca mucho más y
con sólo unos pocos pasos.

Esto es una gran noticia, dado que considerar un horizonte grande puede ser un
problema. Si bien la poĺıtica converge hacia la poĺıtica óptima a medida que crece
el valor de H, aumentar el horizonte implica recorrer más estados, es decir abrir
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Caṕıtulo 3. Aproximación por Horizonte Errante

2 3 4 5 6 7 8 9
Receding horizon depth (H)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Av
er

ag
e 

tim
e 

fo
r H

 (m
s)

Time as a function of H (2 routes -- 2 states)
Measuring at most one route
Measuring any number of routes

Figura 3.5: Tiempo de cálculo de la solución en función del incremento del horizonte. La curva
azul se explicará más adelante, pero es resumidamente establecer la restricción de sólo medir
una ruta por época como máximo, y permite reducir el tiempo de procesamiento. Observar la
forma polinomial sobre el horizonte H.

más ramas del árbol, y eso puede ser costoso computacionalmente y en tiempo,
como se aprecia en la figura 3.5.

3.3. Comentarios sobre la complejidad numérica
Como fue visto, la solución por técnicas tradicionales de programación dinámi-

ca implicaba, por los menos, encontrar la función de valor y acción para todos
los estados del sistema. En sistemas con no más de 2 o 3 caminos, esto puede
que sea aplicable, pero en escenarios más complejos y realistas esta solución deja
de ser factible. Se propuso un método de aproximación que evita este recorrido
obligatorio por todos los estados, sino que se limita a los estados visitados en H
pasos.

Se analiza a continuación qué tanto se simplifica el problema. Suponga que el
sistema se encuentra en un estado s, y el problema cuenta con N rutas todas de K
niveles (por simplicidad y sin perder generalidad). En cada época de decisión hay
A = 2N posibles acciones, consistiendo en las posibles combinatorias de no medir
ninguna ruta, medir una ruta, medir dos rutas, etc., en el conjunto de las N rutas.
Considere una sola ruta si = (LLast, τ). Esta ruta puede ser medida, pasando a
valer uno de K posibles valores {Li}i=1...K , o no ser medida y pasar directamente
al estado si′ = (LLast, τ + 1). Es decir que para esta ruta se tiene K + 1 posibles
estados. Esto llevado a las N rutas significa que hay (K + 1)N posibles estados en
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3.3. Comentarios sobre la complejidad numérica

nuestro sistema, con cada paso que se da al ramificar el árbol.

Si en vez de dar un paso se dan H pasos, una primera mirada parece indicar que
se visitan (K+1)NH estados. Esto haŕıa que el problema creciera exponencialmente
tanto sobre la cantidad de rutas como sobre la profundidad del algoritmo.

Sin embargo, a muchos de los estados visitados se llega desde distintas ramas.
En la figura 3.1 se puede ver, por ejemplo que cada vez que se realiza la acción
[1, 1] (medir ambas rutas) se llega a los mismos estados. Esta repetición de estados
posibles no es inocente en la figura: medir en todas las rutas siempre lleva a alguna
de las combinaciones de los Ki niveles de los caminos a un valor de τ i = 0 para
todas las rutas. Si hay dos rutas con dos niveles, se tiene los mismos 4 estados
posibles cada vez que se evalúe la acción medir en ambas rutas.

Para ver como impacta este fenómeno en la cantidad de estados que se alcanzan
H pasos después, se parte nuevamente del estado de la ruta i: si = (LLast, τ). Ahora
se precisará LLast(t) = Li(t) cuando el último valor fue medido en la época t. El
estado que describe a la ruta es la combinación de la última medida realizada y el
tiempo que ha pasado desde esa medida. Es decir que si una ruta se midió y luego
se volvió a medir, solamente esta última medida se verá reflejada en el estado
de la ruta H pasos después. Interesa entonces el estado final, no aśı el camino
realizado para llegar hasta alĺı. Esta ruta, H pasos después, puede haber tomado
los siguientes valores:

si nunca fue medida, valdrá siH′ = (LLast(t), τ +H)

si fue medida por última vez en el primer paso h = 1, valdrá alguno de los
K posibles estados siH′ = (LLast(t+ 1), H − 1), donde LLast(t+ 1) vale uno
de los K posibles niveles de RTT de esa ruta.

si fue medida por última vez en el segundo paso h = 2, valdrá alguno de los
K posibles estados siH′ = (LLast(t+ 2), H − 2), donde LLast(t+ 2) vale uno
de los K posibles niveles de RTT de esa ruta.

. . .

si fue medida por última vez en el último paso h = H − 1, valdrá alguno de
los K posibles estados siH′ = (LLast(t+H − 1), 1), donde LLast(t+H − 1)
vale uno de los K posibles niveles de RTT de esa ruta.

Es decir que H pasos después, esa ruta puede tomar un total de (1 + KH)
valores posibles. Llevado a las N rutas, se obtiene un total de (1 +KH)N estados
diferentes visitados. Es decir que el problema que se créıa exponencial es polinómico
sobre la profundidad H, aunque se mantiene exponencial sobre el número de rutas.
Este fenómeno de repetición de estados visitados se aprecia en la figura 3.6, donde
se muestran los estados visitados según la profundidad de H.

En particular, se puede apreciar en la figura 3.6 otro fenómeno interesante.
Las esquinas de la figura representan los posibles valores resultantes de medir en
ambos caminos (hay KN esquinas). A partir de estas esquinas surgen hipercubos,
que crecen hasta tener dimensión HN . El número de estados posibles si se mide
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Caṕıtulo 3. Aproximación por Horizonte Errante

Figura 3.6: Estados visitados según la profundidad H, caso de dos rutas (N = 2) y dos estados
por ruta (K = 2). En particular observar que los hipercubos que se forman desde las esquinas
corresponden a las trayectorias que surgen de haber medido ambas rutas en esos niveles. Los
hipercubos que surgen de las aristas nacen a partir de haber medido una ruta. En un problema
de dos rutas de dos niveles es fácilmente apreciable, pero la lógica subsiste al aumentar las
dimensiones de N y K.

(a) H = 1 (b) H = 2

(c) H = 3 (d) H = 4

(e) H = 5 (f) H = 6
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3.3. Comentarios sobre la complejidad numérica

en una sola ruta será
(
N
N−1

)
KN−1 y originarán hipercubos de dimensión HN−1 y

aśı según las posibles combinaciones de medidas sobre los caminos. Siempre estará
la serie de estados s, s′, s′′ resultante de no medir ninguna ruta, que recorrerá el
interior del espacio de estados, nunca acercándose a un borde. Estar en un borde
significa haber medido por lo menos alguno de los restantes caminos. Entonces el
número total de estados en el nivel H del árbol es como ya fue planteado:

SH′ =
N∑
i=0

(
N

i

)
(KH)i = (1 +KH)N . (3.3)

Esta otra formulación del cálculo de los estados visitados presenta una ventaja:
para algunos estados que seguro serán visitados se puede calcular de antemano la
función de valor, por ejemplo en las esquinas. Si bien puede que el sistema dinámico
no recorra esos estados, el algoritmo de horizonte errante seguro necesitará realizar
esos cálculos, y esto permite ahorrar tiempo de cálculo, a la vez que obliga a
reservar espacio de memoria.

Existe un compromiso entre guardar en memoria un diccionario posiblemente
grande de valores de Q(s, a) (o en su defecto V (s) y π(s)), o calcular estos valores
cada vez, lo que es más lento pero consume menos memoria. Con el crecimiento
exponencial sobre la cantidad de caminos, se debe tener cuidado al elegir la im-
plementación más adecuada según las caracteŕısticas del problema. Por otro lado,
la memoria ocupada se puede calcular según H, N y K, y se podŕıa regular la
cantidad de estados guardados en memoria para sólo guardar los más visitados, o
sólo los visitados con cierta profundidad (humbral).

Antes de concluir estos comentarios, es importante señalar que el algoritmo
de horizonte errante cuenta con una ventaja considerable sobre los algoritmos de
programación dinámica: se puede implementar en tiempo real. Recuerde que los
algoritmos de programación dinámica iteran sobre todos los estados posibles, en
la práctica se estiman la poĺıtica y función de valor óptimas y luego se utilizan
estos valores para el estado recorrido en tiempo t. Sin embargo, el receding horizon
calcula la poĺıtica sólo para el estado que toma el sistema en el tiempo t, y a través
de recorrer

∑H
h=0(1 +Kh)N estados.

Una propuesta de mejora al respecto fue establecer una restricción de que
máximo se puede medir una ruta por época de decisión. Es decir: restringir el
espacio de estados mediante restringir el espacio de acciones.

Se estudian los estados alcanzables H pasos después, aplicando esta restricción.
Si se llama h a la cantidad de rutas medidas se obtiene la ecuación (3.4)

H∑
h=0

P (H,h)

(
N

h

)
Kh=

H∑
h=0

H!

(H−h)!

N !

(N − h)!h!
Kh, (3.4)

donde P (H,h) = H!
(H−h)! representa el número de h−permutaciones de H.

La intuición detrás de (3.4) es la siguiente. Desde la ráız hasta el nivel H,
considere h diferentes rutas que se miden, esto lleva a Kh diferentes estados en el
nivel H. Además, estas h rutas pueden ser cualquiera de las N rutas disponibles,
habrá por lo tanto combinaciones de h rutas a elegir en N . Además, el orden
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Caṕıtulo 3. Aproximación por Horizonte Errante

en que se miden las rutas proporciona diferentes estados alcanzables. Se agregan
entonces h-permutaciones de H épocas de medida. Finalmente, h toma todos los
valores de 0 a H. Tenga en cuenta que si H > N , (3.4) sigue siendo válida ya que
los términos desde N + 1 en adelante son iguales a 0.

Esto permite reducir los tiempos de procesamiento del algoritmo, pero a su vez
se encuentra una solución aproximada a la solución óptima de un problema que no
es el nuestro. Un posible razonamiento seŕıa que en caso de tener que medir más
de una ruta, estas medidas se encolaŕıan en las épocas de decisión siguientes. Sin
embargo, esta mejora no resultó tan buena: a pesar de obtener mejores tiempos
de procesamiento, la solución se alejó de la solución óptima, llegando a tener en
ocasiones resultados peores a los de la poĺıtica miope. En el apéndice B se puede
encontrar una explicación más detallada de la ecuación 3.4.

3.4. Implementación y ĺımites
El algoritmo de horizonte errante fue implementado en python [55], aśı como

el modified policy iteration.
Ambos funcionan utilizando un objeto cadena de markov, que se utilizará

para representar el estado de cada ruta. Al mismo tiempo, utilizan un generador
de ambientes NetworkEnvironment en el que se incorporan y combinan los
objetos cadena de markov como un problema de ruteo. Este ambiente es el
sistema: toma un estado determinado, que será la evolución del sistema dada una
acción, devuelve una recompensa al tomar la acción.

Durante el desarrollo de trabajos conjuntos con grupos de Francia, el algoritmo
de horizonte errante fue adaptado a un sistema de análisis de trazas de NLNOG3

sobre el que se trabajó para [41] y [48].
La programación sigue los pasos planteados en el algoritmo 2. La clase Rece-

ding Horizon recibe los siguientes parámetros:

class RecedingHorizon ( object ) :
def i n i t ( s e l f , matrixPtot , qos , cos t s ,

max slots , d i s c o u n t f a c t o r , depth ,
one route=False , pruning =0, nomemory=True ) :

Donde los parámetros son:

matrixPtot: las matrices de transición de Márkov de las rutas.

qos: vectores con los niveles de RTT de cada ruta.

costs: costo de medir cada ruta.

max slots: valor de τmáx para cada ruta.

discount factor: valor de ρ.

3El NLNog ring es una red de 559 nodos repartidos en 459 sistemas autónomos distri-
buidos en 56 páıses (ver https://ring.nlnog.net).
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depth: valor de H.

one route: opción de restricción a medir máximo una ruta en cada época.
Se desarrolla en el apéndice B.

pruning: opción para realizar pruning, es decir limpiar el árbol de las ramas
que menos aportan a la función de valor. Se desarrolla brevemente en el
apéndice B.

nomemory: opción de ahorro de memoria. De estar en False reutiliza va-
lores ya calculados al revisitar estados.

Esta clase tiene una función a la cual se le debe indicar el estado actual, y que
retorna la acción a tomar. El código utilizado para el estudio de trazas reales se
encuentra disponible en https://github.com/MartinRandallC/SALMON.

El algoritmo fue utilizado en una computadora de 4 núcleos Intel i5-6200 @
2.3 GHz. En la misma se logra resolver utilizando policy iteration un sistema de 3
rutas y 2 niveles con un τmáx = 20 y ρ = 0,99, demorando alrededor de 45 minutos.
Sistemas más complejos con un valor de ρ similar no se pudieron resolver. Obsérvese
que el valor de τmáx planteado es muy bajo, por lo que muy probablemente no se
llegue a una buena aproximación de la matriz estacionaria. En sistemas de dos
rutas, este valor puede llegar a ser razonable (50, 100, 200), si el valor de ρ no es
muy cercano a 1. Como ejemplo, resolver el ejemplo de dos rutas con dos niveles
que se ha presentado con ρ = 0,9 demora unos 20’, mientras que con ρ = 0,99
demora casi 1 hora. Se realizaron pruebas con valores de ρ = 0,999, pero fueron
hechas en otras computadoras con mayor capacidad de procesamiento y memoria,
y demoraron horas.

El algoritmo de horizonte errante se pudo usar en ĺınea con 4 rutas de hasta 8
niveles, τmáx = 100 y un paso de H = 3, demorando alrededor de medio minuto
por época. Se está cerca del ĺımite para su funcionamiento en ĺınea, dado que en
las trazas utilizadas las épocas duran 2 minutos, como se explicará en el caṕıtulo
5. Por otro lado, si se utilizan menos rutas o con menos niveles el valor de H puede
crecer. En el mismo escenario, utilizando la poĺıtica miope se obtiene un tiempo
de procesamiento de menos de 1 segundo por época de decisión.

En este caṕıtulo se presentó un algoritmo innovador, que combina la posiblidad
de incorporar el futuro en la estimación del retorno, pero con un grado de com-
plejidad limitado. Como se verá en la sección de Resultados5, este algoritmo de
horizonte errante, fue implementado sobre trazas sintéticas y reales, logrando muy
buenos resultados: alcanza con mirar uno o dos pasos hacia adelante para acercar-
se mucho a la poĺıtica óptima. Las soluciones por programación dinámica no eran
escalables más allá de problemas de 2, a lo sumo 3 rutas, mientras que la solución
presentada con un horizonte de H = 2 fue probada con hasta 10 rutas, cumpliendo
con los requerimientos temporales de durar menos tiempo que media época. Sin
embargo, se sostiene en un supuesto markoviano que no siempre se cumple, por
lo que se trabajará en el próximo caṕıtulo sobre soluciones al problema de interés
que no realizan esta hipótesis.
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Caṕıtulo 4

Una aproximación desde el Aprendizaje
Supervisado

Los árboles siempre han sido los predicadores más
persuasivos para mı́. Los adoro cuando están en
poblaciones y familias, en el bosque y en los bos-
ques. Y aún más, los amo cuando están aislados.
Son como hombres solitarios. No como ermitaños
que huyeron por alguna debilidad, sino como gran-
des hombres solitarios, como Beethoven y Nietz-
sche.

Herman Hesse

4.1. Introducción
El incremento de la capacidad de cómputo y de la cantidad de datos disponibles

ha permitido el desarrollo masivo de lo que se conoce como aprendizaje automático.
Esta área del conocimiento está orientada hacia el establecimiento de procesos
computacionales en que un agente aprende en base a la experiencia (en ĺınea o
pasada). Este agente puede aprender a predecir un valor, a clasificar, a distinguir
o a tomar una acción.

La ingenieŕıa de tráfico no ha sido ajena a la utilización de técnicas de apren-
dizaje automático. Como se ha visto en los antecedentes, muchos esfuerzos se han
puesto en el aprendizaje o entrenamiento automático de modelos para las rutas,
otros directamente en la toma de decisiones de medida o ruteo [29] [56] [57].

En particular los problemas de decisión markovianos están particularmente
asociados a la aplicación de técnicas de aprendizaje por refuerzo, por el modelado
de ambiente/entorno y el entrenamiento de los algoritmos mediante la interacción
entre estos. También si es analizado como un problema de programación dinámica
(con la solución obtenida a partir de la ecuación de optimalidad de Bellman), o de
control discreto (utilizando aproximaciones como de horizonte errante) se puede
hablar de aprendizaje automático aplicado al ruteo en sistemas de medición.
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Pero los análisis basados en modelos tienen restricciones fuertes: no hay ga-
rant́ıa alguna de que los retardos de las rutas sigan procesos markovianos, sino
que se observa que muchas veces es el caso, y que considerarlos aśı puede reportar
ventajas, dado que a partir de ah́ı se obtienen soluciones cerradas y óptimas, o
aproximaciones de las mismas.

¿Qué pasaŕıa si el modelado markoviano de una ruta no fuera correcto? Se
obtendŕıa un resultado no sólo probablemente subóptimo, sino además engañoso.
Pensando que se está cerca de la mejor elección, se puede estar sin embargo con-
siderando un escenario o modelo que fuera completamente diferente a la realidad.

Por este motivo, y dada la gran cantidad de datos disponibles para muchos
problemas hoy en d́ıa, muchas técnicas no realizan asunciones sobre los modelos,
sino que aprenden a partir del pasado diferentes caracteŕısticas de los procesos en
cuestión, ya sea de manera supervisada o no supervisada. En el caso del aprendizaje
no supervisado, se aplican los algoritmos sin referencia del resultado deseado, un
ejemplo son las técnicas de clustering.

En el caso del aprendizaje supervisado, se entrena a los algoritmos con una base
de verdad (groundtruth). Es decir, hay un peŕıodo en que se entrena al algoritmo
comparando la salida obtenida con la salida real, lo que permite el aprendizaje de
ciertos parámetros para determinadas entradas. Esto se realiza minimizando una
función objetivo, que marca la diferencia entre la salida del algoritmo y la salida
deseada. Hay en particular dos objetivos habituales: predecir o clasificar.

En el caso de predecir, se busca que la salida del algoritmo sea lo más similar
posible a lo que será la salida real del proceso bajo estudio. Cuando se desea
clasificar, se discrimina en clases o etiquetas según los valores o caracteŕısticas que
toma la serie analizada. Ambos casos generalmente conducen a tomar acciones en
consecuencia, por ejemplo, si el tráfico es clasificado como de tal tipo, se elije esta
ruta, o si se predice que el retardo en una ruta tendrá tal valor, se dirige el tráfico
por esta otra ruta cuyo retardo estimado es menor.

Los más populares de estos métodos son probablemente las redes neuronales
(aprendizaje profundo), pero dentro del aprendizaje supervisado hay gran variedad
de algoritmos. En esta tesis se emplea un algoritmo llamado random forest (RF,
definido en [58]). Se trata de un conjunto de árboles de decisión combinados, y es
muy utilizado para analizar estructuras jerárquicas, como suele ser el caso de las
redes de datos con procesos encadenados en tomas de decisiones secuenciales.

No se tratará de ubicar dentro de los algoritmos de aprendizaje supervisado los
algoritmos más apropiados al problema de estudio, sino que se utiliza directamente
un algoritmo conocido por su aplicación y buena performance en problemas de
redes de datos para poder comparar la solución propuesta de horizonte errante
con un algoritmo que no realiza asunción de modelo markoviano. Es decir que es
una aproximación a la formulación del problema con algoritmos de aprendizaje
supervisado, ejemplificando en uno en particular (random forest), lo que podŕıa
abrir la puerta a trabajos a futuro con otros algoritmos.

El principal aporte del caṕıtulo es la propuesta de un procedimiento de proce-
samiento de los datos y determinación de un T óptimo de realización de medidas
periódicas y simultáneas para minimizar el retorno esperado utilizando técnicas de
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aprendizaje automático. Se muestra el buen desempeño de la propuesta utilizando
random forest, pero no se restringe a su uso. La elección de random forest está
motivada en su simplicidad, su robustez y su buen desempeño.

Un detalle no menor es que algunos algoritmos de aprendizaje supervisado
podŕıan escalar más que los obtenidos con MDP, en que el recorrido por estados nos
acerca al curse of dimensionality ; sin embargo una limitante de estos algoritmos
es que suelen necesitar una gran cantidad de muestras para su entrenamiento.

En el caṕıtulo de introducción se presentaron varios trabajos que utilizan
métodos diversos de aprendizaje automático para problemas de metroloǵıa y ru-
teo [29] [27]. Sin embargo, muchos autores utilizan estas técnicas como herramien-
tas para la resolución de problemas secundarios o el ajuste de parámetros de un
problema principal. Recientemente, el aprendizaje automático tomó nuevo impul-
so, al obtener con métodos de aprendizaje profundo resultados sorprendentes en
áreas como el tratamiento de imágenes y audio, y el procesamiento de lenguaje
natural.

Ya hace dos décadas [59], Breiman promov́ıa el aprendizaje estad́ıstico sin la
utilización de modelos, como contraposición a la cultura mayoritaria en la estad́ısti-
ca (en ese entonces). Breiman tuvo un gran impulso en el desarrollo de técnicas de
aprendizaje automático sin modelado del sistema, como se verá más adelante.

En un art́ıculo reciente se realiza un sumario estado del arte referente a dos
décadas de utilización de técnicas de inteligencia artificial / aprendizaje automático
para redes de datos (AI4NETS) [57]. Luego se discuten frenos existentes para su
implementación en la práctica, y se proponen medidas y orientaciones a seguir para
lograr un salto en calidad al vincular el trabajo académico en el área (extenso) y
su aplicación (escasa).

El autor separa la utilización de algoritmos de shallow learning de los de deep
learning. Los primeros son algoritmos bien conocidos y con décadas de estudio y
aplicación, y si bien reportan buenos resultados exigen cierta “experticia” en el
manejo de los datos y el entrenamiento, mientras que los segundos aprenden de
los datos “en crudo” (para lo que necesitan muchos datos). En [56] los autores
comparan diferentes métodos de aprendizaje para estimar cambios en las rutas,
tiempo de vida restante de las rutas y latencia de las rutas. Destacan las virtudes
del predictor de random forest, que es seleccionado por sus buenos resultados para
el algoritmo de predicción propuesto.

Se presentará a continuación el esquema propuesto para la aplicación de técni-
cas de clasificación del aprendizaje supervisado para nuestro problema de interés.

4.2. Modelado del problema para aprendizaje supervisado
El problema de decisión markoviano implicaba la utilización de un modelo para

los retardos de las rutas. A su vez, este modelo permite inferir información acerca
del futuro, y estimar la mejor acción de medida incorporando ese futuro.

En los algoritmos de aprendizaje automático, no se realizan asunciones fuertes
de modelo, y no hay acciones a tomar por parte de un agente que aporten infor-
mación del sistema. Se busca directamente cuál es la ruta óptima a partir de una
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serie de caracteŕısticas que definen el estado de la red. Se cuenta una clase para
cada ruta posible, y el estado de la red (las caracteŕısticas) será una combinación
del estado de las rutas y el tiempo que pasó desde que se conoció ese estado. Los
algoritmos son entrenados con una serie de entrada xi para cada caracteŕıstica i del
sistema, y a estas combinaciones de caracteŕısticas se les asocia yj , correspondiente
a la etiqueta (clase) j.

Para el problema estudiado, se dispone de la información de entrenamiento
siguiente: se conoce el RTT de todas las rutas de largo Tent. Sea xi el retardo de
la i-ésima ruta de las N rutas posibles: {x1, x2, . . . , xN}, y xi,t al retardo para el
camino i en tiempo t. Es decir que para cada ruta xi hay un vector de largo Tent,
y se tiene al conjunto:

[x1,0, x1,1, · · · , x1,Tent ]

[x2,0, x2,1, · · · , x2,Tent ]

...

[xN,0, xN,1, · · · , xN,Tent ]

En particular, se comienza por considerar que todas las rutas se miden periódi-
camente cada T time-slots, y en simultáneo, siendo T un parámetro a definir. Las
caracteŕısticas del sistema están formadas por el conjunto de las últimas medidas
realizadas y el tiempo pasado desde esas medidas. La salida (la clase) es yt un
indicador de la ruta de menor RTT en tiempo t, que es conocida durante el entre-
namiento, dado que se tienen las medidas completas del RTT, como se indica en
el diagrama 4.1.

Se generan las muestras de entrenamiento entonces midiendo cada T , y obte-
niendo la siguiente serie:

(x1,0, x2,0, · · · , xN,0, 0, y0)

(x1,0, x2,0, · · · , xN,0, 1, y1)

(x1,0, x2,0, · · · , xN,0, 2, y2)

...

(x1,0, x2,0, · · · , xN,0, T − 1, yT−1)

(x1,T , x2,T , · · · , xN,T , 0, yT )

(x1,T , x2,T , · · · , xN,T , 1, yT+1)

...

(x1,T , x2,T , · · · , xN,T , T − 1, y2T−1)

(x1,2T , x2,2T , · · · , xN,2T , 0, y2T )

...
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...

Xn,0=RTTn[0]

Xn,1=RTTn[1]

Xn,2=RTTn[2]

RTTn[T-1]

...

...

[	0,	X1,T	,	X2,T	,	...	,	Xn,T	--»	yT]

[	1,	X1,T	,	X2,T	,	...	,	Xn,T	--»	yT+1]

[T-1,	X1,T	,	X2,T	,	...	,	Xn,T	--»	y2T-1]

[	0,	X1,0	,	X2,0	,	...	,	Xn,0	--»	y0	]

[	1,	X1,0	,	X2,0	,	...	,	Xn,0	--»	y1	]

[	2,	X1,0	,	X2,0	,	...	,	Xn,0	--»	y2	]

[T-1,	X1,0	,	X2,0	,	...	,	Xn,0	--»	yT-1]

X1,0=RTT1[0]

X1,1=RTT1[1]

X1,2=RTT1[2]

...

RTT1[T-1]

...

RTT1[T]

...

RTT1[T+1]

RTT1[2T-1]

Ruta	1
0

1

2

...

T-1

T

T+1

...

2T-1

...

Época

...

X2,0=RTT2[0]

X2,1=RTT2[1]

X2,2=RTT2[2]

RTT2[T-1]

...

...

RTT2[T]

RTT2[T+1]

RTT2[2T-1]

Ruta	2

...

...

RTTn[T]

RTTn[T+1]

RTTn[2T-1]

Ruta	N

...

y0=argmini(Xi,0)

y1=argmini(Xi,1)

y2=argmini(Xi,2)

...

argmini(Xi,T-1)

...

...

argmini(Xi,T)

argmini(Xi,T+1)

argmini(Xi,2T-1)

Mín	Ruta

Series	temporales	del	RTT
para	las	rutas

La	época	módulo	T

Último	valor	medido

La	decisión	de	ruteo

Características Clase

Figura 4.1: Explicación de cómo se conforman las caracteŕısticas o features de entrada y su
correspondiente clase o etiqueta de salida. Obsérve que se pueden desplazar los bloques una
época, y se obtiene otro conjunto de muestras de entrenamiento para el problema, que es elegir
la ruta más rápida habiendo medido al conjunto de rutas hace una cierta cantidad de épocas.

Esto no utiliza todo el conocimiento de que se dispone de las series temporales:
se podŕıa comenzar midiendo en la época 1, manteniendo el mismo T como peŕıodo,
y otra vez se dispondrá de una serie de muestras con una medida y las T mejores
decisiones de ruteo en cada época siguiente. Se pasa entonces a medir cada T desde
la época 1, y se obtienen otras T entradas:

(x1,1, x2,1, · · · , xN,1, 0, y1)

(x1,1, x2,1, · · · , xN,1, 1, y2)

(x1,1, x2,1, · · · , xN,1, 2, y3)

...

(x1,1, x2,1, · · · , xN,1, T − 1, yT )

Aśı se continúa, obteniendo un conjunto mayor de muestras de entrenamiento
para nuestro problema. Siguiendo este procedimiento, si originalmente hab́ıa Lent
muestras de entrenamiento, ahora se cuenta con: T ∗(Lent−T ) muestras. Esto será
visto con mayor detalle en la implementación, pero adelanta una dualidad entre T
y Lent: con valores altos de Lent se pueden explorar valores altos de T , pero para
valores bajos de Lent sólo se podrán utilizar valores bajos de T .

Por otro lado, aún no se ha definido un valor de T . Se usará 5-fold cross-
validation para elegir este parámetro. En particular, se parte de una lista de posi-
bles valores de T ({Ti}), sobre la que se itera buscando el T ∗ con el que se obtiene
el retorno esperado más bajo. El retorno (o costo) se estimará utilizando los valores
del retardo de las rutas elegidas y el costo de las medidas a través de:
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V̂rf = E[

K−1∑
k=0

ρk(RTT + c)] (4.1)

Es decir que se compara utilizando la esperanza media de los retardos esperados
y el costo de medir en K pasos, para lo que se utiliza validación cruzada sobre 5
divisiones.

Se introduce entonces el algoritmo SALMON (Scalable Algorithm for Latency
Monitoring in Overlay Networks) que se presenta en el algoritmo 3. En el mismo
se propone cómo realizar el entrenamiento del clasificador y la elección del T ∗. Se
utiliza RF como nombre del clasificador, porque luego se utilizará random forest,
pero podŕıa ser cualquier clasificador.

Algorithm 3 SALMON

Dividir muestras de entrenamiento en entrenamiento y validación
for T ∈ {Ti}, usando cross-validation do

Entrenar el clasificador RF .
Evaluar el retorno esperado V̂ T

rf para las muestras de validación
end for
for T ∗ = argmı́nTi V̂

Ti
rf do

Utilizar el clasificador RF [T ∗] en las muestras de test.
end for
Hallar el retorno esperado para las decisiones de ruteo de RF [T ∗].

Esta forma de presentar el problema impone dos restricciones fuertes: por un
lado medir todos los caminos en simultáneo, y por otro medir los caminos periódica-
mente. Ambas restricciones nos alejan de posibles mejoras como ser combinaciones
de {Ti}Ni=1 medidas periódicas. Es decir que se debeŕıa, para cada combinación de
peŕıodos de medida posible, entrenar al clasificador la cantidad de veces que se
realiza la validación cruzada. Si se dispone de 10 valores posibles de Ti, 4 rutas y
se usa 5-fold cross-validation, esto son (5∗10)4 = 6,25 ·106 veces que se entrenaŕıa
al clasificador (con algunos miles o por lo menos cientos de muestras cada vez).

La restricción de la medida periódica es una forma de simplificar el problema a
encontrar un sólo valor, que se sabe no será el óptimo para la medición, pero que es
factible de hallarse. Liberar la restricción de que las medidas sean periódicas exige
que se aprenda de alguna forma “cúando debo realizar una medida en cada ruta?”,
que es un problema muy interesante para buscar resolver si se quiere profundizar
y sacar máximo provecho al aprendizaje supervisado.

Sin embargo, este acercamiento al aprendizaje automático tiene un propósito
más cercano a la validación de la formulación para este tipo de herramientas, que a
encontrar la solución óptima. El procedimiento mixto propuesto permite incorporar
herramientas de aprendizaje automático para aprender a tomar la decisión de ruteo
minimizando el costo de medida. De todas formas, se propondrán ciertas mejoras
a través de liberar un poco las restricciones mencionadas.

Como primera aproximación al aprendizaje supervisado para este problema,
un procedimiento sencillo puede dar buenos resultados y justificar un acercamiento
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con mayor profundidad. Se presenta a continuación el algoritmo de random forest
que fue usado para validar esta formulación del problema.

4.3. Una implementación usando random forest
Esta sección comienza describiendo las bases detrás de los árboles de decisión y

de random forest. Se tomó como referencia el libro de Hastie [60] y la notación alĺı
utilizada. Luego de esta introducción se detallan aspectos de la implementación,
seguido de un ejemplo que permite ahondar en la discusión sobre la elección de
parámetros. Finalmente se proponen mejoras sobre la elección de T ∗.

4.3.1. Marco teórico
Los random forest, conocidos en castellano como bosques aleatorios, son al-

goritmos de aprendizaje automático, más precisamente del área del aprendizaje
supervisado. Es decir que durante el entrenamiento se cuenta con la asociación
entrada-salida correcta (ground truth). Las entradas son las features o caracteŕısti-
cas de la serie temporal, y la salida (en nuestro caso por usar un clasificador) será
una etiqueta asociada a la clase a la que pertenece la entrada.

Estos algoritmos son una forma particular de bagging1 para árboles de decisión,
con lo que se obtiene árboles de-correlacionados, lo que permite reducir la varianza
de la predicción/clasificación.

Se describen a continuación brevemente las partes estructurantes del algoritmo
de random forest, es decir los árboles de decisión y el bagging.

Árboles de decisión

Los árboles de decisión son un método de clasificación o regresión conocido
desde la década de 1960 (CART: classification and regression trees [60] [61] [62]).
Consiste generalmente en sucesivas divisiones binarias (splits) del espacio confor-
mado por las caracteŕısticas (features). Con esto se obtienen particiones a las que
corresponderán las entradas futuras.

Se presenta brevemente el esquema de utilización de CART para los problemas
de regresión, y luego las modificaciones para usar árboles de decisión para clasifi-
cación. En regresión se utiliza como criterio de división (split) la minimización del
error cuadrático medio entre la predicción y la salida.

Sean {x1, x2, . . . xp} vectores de caracteŕısticas de las muestras de entrena-
miento, con xi = {xi1, xi2, . . . xiN} valores, y y = {y1, y2, . . . yN} las respuestas
del sistema. El algoritmo seleccionará la partición y el valor que toma la salida
en cada región. Si se cuenta con M regiones, se asigna un valor constante cm a la
predicción para cada región Rm, y se quiere minimizar el error cuadrático medio:

f(xi) =
∑M

m=1 cmI(xi ∈ Rm) , ECM =
∑N

i=1(f(xi)− yi)2

1de bootstrap aggregating, empaquetado en castellano.
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El valor que debe tomar c∗m es el promedio de salidas de la región Rm: c∗m =
E[xi|xi ∈ Rm]. Para seleccionar el split-point o punto de separación del espacio
de caracteŕısticas s y una variable de separación j que definen dos espacios R1 y
R2 con valor de salida c1 y c2, se eligen (s, j) de forma tal de minimizar el error
obtenido por esa separación binaria:

mı́n
s,j

[mı́n
c1

N∑
xi∈R1

(c1 − yi)2 + mı́n
c2

N∑
xi∈R2

(c2 − yi)2]

La minimización interna se resuelve con el promedio, como ya fue planteado.
Seleccionado el mejor conjunto (s, j) se procede a dividir el árbol, y para cada
región {R1, R2} se repite el proceso, de esta forma crece el árbol.

En el caso de usarse para clasificación, se deben realizar algunos ajustes. A
cada entrada corresponderá una clase, y cada hoja del árbol tendrá una clase
asignada. En vez de minimizar el error cuadrático medio, se minimiza un criterio
de impureza. Este criterio de impureza se utiliza como forma de minimizar el error
de clasificación, que se da cuando se predice la clase equivocada.

En un nodo m, representando la región Rm con Nm observaciones, y con
p̂mk = 1

Nm

∑
xi∈Rm I(yi = k) la proporción de observaciones de la clase k. Ese

nodo asignará la clase k(m) = argmáxk(p̂mk), que es la clase mayoritaria a la que
pertenecen las entradas de la región definida en ese nodo.

En términos más geómetricos, al partir el espacio de caracteŕısticas se busca
que las regiones generadas sean lo más homogéneas posible en cuanto a que las
entradas de esa región corresponden como salida a una clase. Lo que se buscará
entonces minimizar es la impureza de una región. Las medidas más populares de
impureza para los nodos son:

Error de clasificación: 1− p̂mk

Índice de Gini:
∑K

k=1 p̂mk(1− p̂mk)

Entroṕıa cruzada: −
∑K

k=1 p̂mk log(p̂mk)

El crecimiento del árbol debe de seguir algunos criterios, para evitar over-
fitting2, y obtener buenos resultados de aprendizaje. Generalmente se utiliza un
criterio de crecer al árbol hasta tener por lo menos N nodos, que luego es lim-
piado de algunas ramas por el criterio de cost-complexity pruning, es decir que
se simplifica de las particiones que agrandan el árbol reportando el menor bene-
ficio [60]. Este criterio considera minimizar la impureza del árbol y la cantidad
de nodos terminales, y utiliza weakest-link pruning, que consiste en colapsar los
nodos que menor impureza aportan, hasta encontrar el árbol óptimo entre tamaño
e impureza.

Esta forma de hacer crecer al árbol de decisiones y luego podarlo usando
weakest-link pruning es lo que introduce Brieman en [61], y es el método utili-
zado para construir las random forest.

2overfitting: sobreajuste, se refiere a un algoritmo que se sobre-entrena, y aprende
aspectos que son particulares de una serie de entrenamiento, con lo que se obtienen malos
resultados al utilizar este algoritmo ante datos desconocidos.
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Random Forest
Por causa justamente de su simplicidad, los árboles de decisión son inestables,

dado que una partición diferente en algún nodo del espacio de caracteŕısticas puede
generar resultados sustancialmente diferentes [63]. Hastie plantea en [60] que:

“The major reason for this instability is the hierarchical nature of the process:
the effect of an error in the top split is propagated down to all of the splits below
it.”

Esto provoca que un árbol tenga varianza alta, para lo que se utilizan conjuntos
de árboles, lo que permite disminuir este valor. El bagging es una forma de utilizar
bootstrap3 que permite reducir la varianza al construir varios predictores a partir
de subconjuntos de las muestras de entenamiento [64]. Este procedimiento fue
refinado por Breiman en [58] para una aplicación a árboles de decisión que consiste
en la construcción de un conjunto de árboles de-correlacionados y se conoce como
random forest (bosques aleatorios).

Los árboles se construyen a partir de considerar solamente un subconjunto
aleatorio de las caracteŕısticas en cada split. Luego el resultado para regresión es
el promedio de la predicción de cada árbol, y si es clasificación se sigue el voto de
la mayoŕıa (majority vote). El algoritmo es presentado en 4.

Algorithm 4 Random Forest, de [60] Algorithm 15.1

1: for b ∈ B do
2: Obtener un muestreo aleatorio Z∗ de tamaño N de las muestras de entre-

namiento (bootstrap).
3: Crecer un árbol de decisión Tb usando los siguientes pasos, hasta llegar a

un tamaño mı́nimo de nmı́n nodos:
4: 1. Seleccionar aleatoriamente m de las p caracteŕısticas.
5: 2. Elegir (j, s) la partición considerando las m caracteŕısticas.
6: 3. Partir el nodo en dos nodos hijos.
7: end for
8: Se obtiene el conjunto {Tb}B1 de árboles.
9: Para regresión se usa: f̂Brf (x) = 1

B

∑B
b=1 Tb(x)

10: Para clasificación se usa: ĈBrf (x) =majority vote {Ĉb(x)}Bb=1, donde Ĉb(x) es
la clase predicha por el árbol b.

Este procedimiento permite reducir sensiblemente la varianza, a la vez que
mantener las ventajas de los árboles de decisión: obtienen buenos resultados siendo
sencillos, robustos y escalables. Los algoritmos de random forest son muy populares
para problemas de optimización en redes de datos [56], dado que son compatibles en
problemas con estructuras jerárquicas, son interpretables, permiten manejar datos
categóricos, trabajan sin métrica, entre otras caracteŕısticas como la mencionada
simplicidad.

3bootstrap: es la selección aleatoria con reposición de un conjunto de las muestras dispo-
nibles, generando aśı diversos conjuntos de muestras que describen al proceso o estad́ıstico
bajo estudio.
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4.3.2. Implementación
A continuación se presentan los aspectos centrales de la aplicación del algoritmo

SALMON al problema de ruteo con incertidumbre. A continuación se encuentra
un pseudocódigo de la implementación, que sigue bastante al pie de la letra lo
propuesto en el algoritmo 3.

D i v i d i r s e r i e s RTT en entrenamiento , v a l i d a c i o n y t e s t .
Usando cros s−v a l i d a t i o n :

for Ti in v e c t o r t :
Generar muestras de entrenamiento a p a r t i r de
s e r i e s RTT para cada ruta .
Entrenar c l a s i f i c a d o r RF( Ti )
Estimar re to rno esperado con muestras de v a l i d a c i o n
incorporando cos to de medida asoc iado a Ti .

S e l e c c i o n a r T que minimiza e l r e to rno esperado .
Apl i car c l a s i f i c a d o r de RF(T) sobre muestras de t e s t .

Hay un detalle no menor en el entrenamiento del clasificador es que se de-
ben confeccionar muestras por cada valor de T . Como se mencionó, se obtienen
T (Lent − T ) muestras para un largo Lent de muestras de entrenamiento. Esto en
general multiplica las muestras originales por un factor de alrededor de T , lo cual
permite tener una cantidad interesante de muestras de entrenamiento para el cla-
sificador. Pero si se quisieran utilizar valores grandes de T , por ejemplo por ser
alto el costo de medida o muy estables las rutas, y Lent fuera un valor pequeño, se
tendŕıa muy pocas muestras, dado que la resta (Lent − T ) será pequeña. En esta
implementación esta situación no tiene mucho impacto, como si lo tendrá en una
siguiente implementación que se verá en la próxima sección.

Otra restricción importante que se observó en la implementación es que para
el cálculo del retorno esperado es necesario contar con K muestras contiguas del
RTT. Por otro lado, como se busca calcular una esperanza, es importante que se
recorra varias veces los estados visitados, de lo contrario puede tenerse estimaciones
poco realistas. Esto implica reservar una cantidad importante de muestras, tanto
para la validación como para el test. Al mismo tiempo, a mayor valor de T más
muestras de validación y test se necesitan: los estados se revisitan como mı́nimo
cada T . Si T = 100 y hay 1000 muestras de test, la esperanza del retorno se hará
promediando sólo sobre 10 valores.

Para la programación del algoritmo 3, se utilizó la libreŕıa scikit-learn [65] de
python 3 [55]. El número de árboles se eligió en 10 para escenarios de 2 rutas y
en 100 para escenarios de más de 2 rutas, pues menos árboles pod́ıan no capturar
la estructura de rutas con varios niveles, y más árboles no reportaban mejoras
mientras que aumentaban el tiempo de cálculo. No se especificó un número mı́nimo
ni máximo de hojas, y se utilizó como criterio de impureza el ı́ndice de Gini. Se
realizaron pruebas utilizando como criterio de impureza la entroṕıa cruzada, pero
no se observaron diferencias sustanciales con ello. Para la construcción de cada
árbol se realiza una selección aleatoria de las muestras de entrenamiento (bootstrap
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samples).
Los códigos utilizados para el análisis de trazas reales de NLNOG se encuentran

disponibles en https://github.com/MartinRandallC/SALMON.

4.3.3. Un ejemplo sencillo para la selección de T ∗

Se vuelve al ejemplo predilecto del lector, de dos rutas y dos niveles, presentado
en 2.1.2. Refrescamos el ejemplo: los valores para la ruta 1 son l0 = 1, l1 = 3,

c1 = 0,15, P1 =

[
0,9 0,1
0,1 0,9

]
; y para la ruta 2 valen l0 = 0,5, l1 = 2, c0 = 0,05,

P0 =

[
0,7 0,3
0,3 0,7

]
.

Para este ejemplo se generan trazas markovianas, por lo que el estudio del
sistema como un MDP es directo, pero permitirá presentar la implementación del
algoritmo. En este caso se generan series de 10000 muestras. Las primeras 5000
serán usadas como entrenamiento, usando 5-fold cross-validation, y las últimas
5000 de test. El algoritmo ensaya los siguientes valores posibles de T:

v e c t o r t =[1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 12 , 15 ,
20 , 25 , 30 , 40 , 50 , 60 , 70 , 80 , 90 , 100 ]

Se obtiene en la figura 4.2 la evolución del retorno esperado en función de T .
Al inicio, con T = 1, el costo de medida se vuelve excesivo, a pesar de que la
información que se obtiene del sistema permite tomar siempre la mejor ruta. Por
eso el T ∗ óptimo se encuentra entre valores bajos de T , pero no tan bajos como
para medir constantemente: T ∗ = 2.

Obsérvese que el costo de medida por época será alrededor de
∑
i ci
T , por lo que

disminuir T en los primeros pasos reduce drásticamente el costo de medida, pero
permite tener suficiente conocimiento para clasificar correctamente. El costo de
medida puede verse como un offset proporcional al costo y al peŕıodo, que se suma
a la decisión de ruteo. Es decir que a T fijo, aumentar el costo es simplemente
sumar una constante al retorno esperado; mientras que a costo fijo, aumentar T
disminuirá el retorno esperado. Esto es una desventaja en tanto el único ajuste de
la poĺıtica en función del costo de medida es sobre T .

Además del retorno esperado es interesante observar el desempeño del clasifi-
cador, para lo que se utilizará la tasa de aciertos o accuracy. En la figura 4.3 se
puede apreciar la evolución de la accuracy según T . El resultado es el esperado:
midiendo más seguido se dispone de mayor información, y al aumentar T llegará
un momento en que prácticamente no se gana ni pierde información (dado que se
sabe muy poco). La accuracy se calcula como la proporción de aciertos en la pre-
dicción de la clase para un subconjunto de muestras de entrenamiento utilizadas
como test; para el problema en consideración es la cantidad de veces que elegimos
la ruta rápida.

En esta ocasión se observa la convergencia de la función de valor esperada luego
de superar un valor de T > 25. Esto se da pues las medidas tan espaciadas no
aportan información significativa del sistema, por lo que el algoritmo simplemente
selecciona una ruta para todo tiempo, que será la de menor valor medio de RTT.
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Figura 4.2: Evolución del retorno esperado según el valor del paso de medida T . Observar que
a medida que T crece, el retorno esperado aumenta, excepto con paso muy pequeño (T = 1)
en que el costo de medida es muy alto.

Por otro lado, realizar medidas con valores altos de T implica la necesidad de
contar con series temporales muy largas.

Nótese la simetŕıa entre el accuracy y el retorno esperado: se estabilizan luego
de un cierto T que ronda 25. El peso del costo de medida disminuye a medida
que T aumenta, y en particular podŕıa verse cuándo pasa a ser despreciable. En
cada época se suma el retorno esperado de las rutas, que en el peor escenario será
haber elegido la peor ruta (ruta 0 en nivel alto, RTT=3) y en el mejor escenario es
elegir la mejor ruta (ruta 1 en nivel bajo, RTT=0.5). El costo medio en una época

vale c[t] =
∑
i ci
T = 0,2

T . Se considera despreciable como 10 veces más pequeño,
entonces con c[t] ≈ 0,05 se tiene impacto despreciable del costo para esa época (en
el escenario en que más impactaŕıa, es decir con el menor valor de RTT posible).
Esto hace que para todo T ≥ 40 el costo sea despreciable. Esta es una cota muy
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Figura 4.3: Evolución de la accuracy en la clasificación según el valor de T .

burda, pero permite mostrar el efecto del costo, que es muy importante para los
valores bajos de T pero no pesa para valores altos.

En particular, el valor óptimo de T ∗ es un equilibrio entre el costo de medida,
y la frecuencia de medida que demanda cada ruta. Las rutas tensionan al valor
de T : si se está ante una ruta de pocos cambios y otra muy variable, se medirá
innecesariamente la ruta más estable y no se medirá lo suficiente la más incierta.
En la próxima sección se presenta una mejora a propósito de este problema, que
busca relajar la restricción sobre medir todas las rutas en simultáneo.

A pesar de estas limitaciones, el algoritmo logró buenos resultados, comparables
a los obtenidos con el algoritmo de horizonte errante, como se verá en el caṕıtulo
5 de resultados.

4.3.4. Buscando mejores tiempos de medida
Con el fin de encontrar un mejor subconjunto de valores para cuándo medir,

y principalmente, para disociar la medición en todas las rutas al mismo tiempo,
se propone una modificación. Se supone en esta sección que sólo se trabaja en un
escenario de 2 caminos.

Hasta ahora, se selecciona el mejor (T, T ) para una medición periódica de
ambas rutas. Una propuesta natural seŕıa hacer una selección más fina de (T1, T2),
donde Ti es el valor T para el cual se mide periódicamente la ruta i. Como fue
planteado, esta búsqueda crece rápidamente a medida que crece el número de
caminos, y se vuelve a caer en una especie de curse of dimensionality.

Un enfoque más acotado es buscar un mejor (T1, T2) únicamente en un intervalo
alrededor del (T, T ) seleccionado, tal que T1, T2 ∈ T ∗ ± I, con I = 3 por ejemplo.
Esto puede permitir que una de las rutas se mida con más frecuencia que la otra,
pero no por una gran diferencia, y sin recorrer todas las combinaciones posibles
de (T1, T2).

Se implementó esta relajación, que se presenta en el algoritmo 5, obteniendo
resultados muy similares al algoritmo original. En muchos casos, se prefiere un par
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diferente de valores de T , pero los resultados terminan siendo prácticamente los
mismos. El mejor escenario para esta aplicación seŕıa una ruta muy estable y otra
más variable, para tener un valor T más bajo para la ruta cambiante y un valor
más grande para la estable. Aún aśı, la primera selección de una pareja (T, T ) ya
puede ser restrictiva de las posibilidades de tal mejora. Esto es porque después de
seleccionar el valor T , ya estuvo el juego de tensiones entre las frecuencias deseadas
por cada ruta, y un intervalo alrededor de ese valor T seguramente no sea óptimo
para ninguna de las rutas.

Algorithm 5 Relaxed SALMON

Dividir muestras de entrenamiento en 2 series de entrenamiento y validación.
for T ∈ {Ti}, usando cross-validation do

Entrenar el random forest classifier
Evaluar el retorno esperado V̂ T

rf para la primera serie de muestras de valida-
ción
end for
T ∗ = argmı́nTi V̂

Ti
rf

for (T1, T2), T1, T2 ∈ T ∗ ± I, usando cross-validation do
Entrenar el random forest classifier con las segundas muestras de entrena-

miento.
Evaluar el retorno esperado V̂

(T1,T2)
rf para la segunda serie de muestras de

validación.
end for
for T ∗ = argmı́n(T1,T2) V̂

(T1,T2)
rf do

Utilizar el random forest classifier RF [T ∗] en las muestras de test.
end for
Hallar el retorno esperado para las decisiones de ruteo de RF [T ∗].

Se aplica esta versión del algoritmo a nuestro ejemplo de dos rutas y dos niveles.
En la figura 4.4 se aprecia el retorno esperado para las combinaciones de (T1, T2)
alrededor de (T, T ). En esta ocasión el algoritmo prefirió la combinación (3, 1), lo
cual es razonable: se medirá más la ruta 2 que es más variable, y menos la ruta
1 que es más estable. Además, la ruta que más se mide es la de menor costo, y
conociendo con certeza si está en nivel alto o bajo (medir con paso 1 es medir
siempre) el clasificador cuenta con suficiente información como para evitar medir
siempre en la otra ruta y aśı poder disminuir el costo de medida.

El costo de medida pasa de valer c = Ltest∗(0,15+0,05)
2 a c = Ltest∗0,15

3 + Ltest∗0,05
1 .

En este caso la ganancia no existe a nivel de costo de medida respecto a T = (2, 2),
dado que si bien en una ruta se mantiene la frecuencia de medidas, la medida
permanente en la ruta variable aumenta el costo. Es entonces que el motivo por el
que el retorno esperado sea menor para esta combinación está en la información
que aporta realizar medidas permanentemente en la ruta rápida. En el caṕıtulo de
resultados se empleará esta relajación sobre una traza real para la que se obtiene
un mejor desempeño del algoritmo modificado que del original.

Otra idea que se podŕıa explorar, es encontrar de alguna manera una relación
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Figura 4.4: Retorno esperado en un intervalo alrededor de (T, T ). El valor más bajo se logra
en T = (3, 1).

entre Ti y algunas estad́ısticas de nuestros caminos. El objetivo seŕıa utilizar a
nuestro favor el conocimiento de las variaciones de la ruta, buscando un T más
alto para rutas más estables, y un T más pequeño para las más variables. Esta ĺınea
de trabajo no se ha profundizado, ya que existe el temor de que pueda conducir a
un análisis de la recompensa esperada en función de T , que se acerque a un marco
de análisis markoviano, a través del establecimiento de modelos y probabilidades
de transición. Se vuelve sobre esta idea en los caṕıtulos 5 y 6 de resultados y
conclusiones.
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Caṕıtulo 5

Pruebas y Resultados

De hecho, cada d́ıa podemos evidenciar que la es-
pecie humana no ha desarrollado todav́ıa un sen-
tido de la probabilidad muy agudo. Quizá, a corto
plazo, debeŕıamos encarar el azar con cierta pru-
dencia.

Deborah J. Bennett

5.1. Introducción
En los caṕıtulos anteriores se presentaron tres algoritmos para elegir las accio-

nes de medición y ruteo en el problema de ruteo inteligente para redes sobrepuestas.

En primer lugar se consideró que los retardos en las rutas son modelables
como cadenas de markov, y que se puede ver el problema como un problema de
decisión markoviano, a ráız de lo cual se introdujo un algoritmo que ofrece la
solución óptima, calculable para escenarios de pocas rutas y pocos niveles. Luego
se propuso un algoritmo de horizonte errante que aproxima esta solución de manera
más escalable.

Finalmente, dejando de lado el modelado markoviano del sistema, se imple-
mentó un algoritmo basado en la técnica de aprendizaje supervisado que es el
clasificador de random forest. De esta forma se clasifica el estado de la red y se
elige la ruta en consecuencia, realizando medidas periódicas cada T épocas cuyo
valor se busca optimizar.

En este caṕıtulo se presentan tres tipos de pruebas y resultados de validación.
Primero se describen en la Sección 5.2 las pruebas sintéticas, es decir aquellas
en que se generan series temporales que representan los retardos de cada ruta.
El objetivo es evaluar y comparar la precisión de las soluciones de monitoreo
propuestas. Estos escenarios sintéticos tienen varias ventajas para el ajuste de
los algoritmos y probar su funcionamiento, y a su vez permiten el desarrollo de
escenarios pequeños en que se puede obtener la solución exacta. Por otro lado, la
generación de series temporales se realiza a partir de asunciones: qué distribución
se usará para simular cada ruta responde al modelado del retardo que se elije. Es
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decir que no permite contrastar con la realidad, de la que un modelo puede no
capturar eventos o fenómenos importantes, y además da ventaja a los algoritmos
markovianos, por encontrarse alineados con el modelo. Se realizaron pruebas con
rutas de retardos no markovianos para considerar este aspecto.

En la Sección 5.3 se utilizan los algoritmos propuestos sobre trazas reales,
obtenidas a través de NLNOG-Ring. Esto permite una validación mayor, dado que
se puede trabajar con datos reales, y permite también testear los algoritmos en
ĺınea.

En ambos casos se realiza una comparación de los resultados obtenidos con una
heuŕıstica presentada en [48] que busca resolver el mismo problema. Luego de pre-
sentadas las pruebas y los principales resultados, se realizará una evaluación de los
algoritmos. A partir de este análisis y para terminar, se presentarán evaluaciones
y propuestas de mejoras a los algoritmos empleados.

5.2. Trazas sintéticas
Se comenzará por estudiar el comportamiento de los algoritmos en escenarios

controlables, en que se puede calcular la solución utilizando el modified policy
iteration. Se ha utilizado a lo largo del texto el ejemplo de dos rutas y dos niveles
presentado en 2.1.2. Una serie de ejemplos de caracteŕısticas similares servirá para
validar el funcionamiento de los algoritmos.

En particular se centrará nuestra atención en dos aspectos:

¿Se acercan a la solución óptima del MDP?

¿Qué tan robustos son ante escenarios no markovianos?

Se presentarán tres casos sintéticos de trazas markovianas: dos rutas muy esta-
bles, una ruta estable y una variable, y dos rutas muy variables. Sobre estas rutas
se estudiará el desempeño de los algoritmos, la selección de T para el SALMON y
otros parámetros de interés.

Para comparar los resultados obtenidos, se deben establecer métricas apropia-
das. No es trivial, dado que son soluciones pensadas para problemas diferentes:
ya no es posible recorrer los estados del sistema comparando el retorno esperado
como se realizó en el caṕıtulo 3.

Por un lado se puede estimar el retorno esperado Ĝ para la poĺıtica π, que se
definió igual para ambos problemas:

Ĝπ = E[ΣK−1
k=0 ([c[k] +RTT [k]] ∗ ρk)]

Se utilizará un valor de K a partir del cual son despreciables los términos
siguientes. Esto depende directamente de ρ, por ejemplo para un ρ = 0,9, que es
un valor bastante usado en los ejemplos, se usará K = 30, para el cual ρK ≈ 0,04
(tendrá un impacto menor al 5 %). Esto implica generar una traza y evaluar el
retorno esperado, promediando el valor de ΣK−1

k=0 ([c[k] + RTT [k]] ∗ ρk) para cada
estado por el que se pasa. Si el sistema pasa por un estado s, se calcula el retorno de
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RTT Costo
Ruta 1

[bajo, alto]
Ruta 2

[bajo, alto]
[Ruta 1, Ruta 2]

Márkov 1 [330, 420] [350, 370] [20, 20]
Márkov 2 [1, 3] [0.5, 2] [0.15, 0.05]
Márkov 3 [350, 370] [320, 400] [10, 10]
Rayleigh [320, 400] [340, 375] [40, 40]
Pareto [1, 3] [0.5, 2] [0.15, 0.05]

Márkov 2 (b) [1, 3] [0.5, 2] [0.075, 0.025]
Márkov 2 (c) [1, 3] [0.5, 2] [0.3, 0.1]

Tabla 5.1: Descripción de los escenarios sintéticos utilizados para la validación de las heuŕısticas.

pasar por ese estado incorporando las K − 1 muestras siguientes. Luego, al volver
a pasar por ese estado, se vuelve a calcular este retorno. Tras muchas pasadas por
el estado, se promedia para tener la esperanza del retorno de pasar por ese estado.

Por otro lado, es posible comparar por separado las decisiones de medida y
ruteo: se desea elegir la mejor ruta, y al menor costo de medida. Por cierto que
la estimación del retorno integra estos dos aspectos, pero el horizonte errante
busca efectivamente minimizar este valor, mientras que el SALMON busca el T
que minimiza esta esperanza pero utiliza un clasificador únicamente enfocado a la
decisión de ruteo. Entonces se comparará el costo de medida promedio por época
y por otro lado qué porcentaje del tiempo se realizó la elección óptima de ruta.
Los escenarios sintéticos utilizados se encuentran descritos en la tabla 5.1.

En esta configuración, se puede encontrar la solución óptima para el problema
de medición / enrutamiento, mediante el uso de programación dinámica. Para
ese propósito, se utiliza el algoritmo de policy iteration descrito en el caṕıtulo
2. Se presentan los resultados de nuestro algoritmo de horizonte errante (con un
horizonte de 3), y el resultado del algoritmo SALMON. Se utiliza un bosque de
10 árboles y la selección de T se realiza mediante la validación cruzada de 5 veces
del retorno esperado. Se utiliza también para estos escenarios la modificación que
permite buscar el valor de T = (T1, T2) en un intervalo de (T, T ). Los resultados
se presentan en las tablas 5.2-5.3.

Primero se usan los algoritmos para estimar la mejor ruta en un escenario
de 2 rutas donde cada ruta tiene 2 retardos posibles, generados como un proceso
markoviano. Las matrices de transición para cada ruta son:

P1 =

(
0,95 0,05
0,05 0,95

)
, P2 =

(
0,95 0,05
0,05 0,95

)
.

En este caso las matrices de transición tienen mucho peso en la diagonal: es
decir que estando en un nivel la probabilidad de mantenerse en este nivel es alta.
Por otro lado, la simetŕıa hace que un nivel no monopolice a esa ruta, puesto que la
matriz de transición estacionaria tendrá pesos iguales para cualquier movimiento
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Figura 5.1: Escenario sintético número 1, con trazas generadas como retardos markovianos.
Valor esperado para diferentes valores T posibles. Se alcanza el ḿınimo para T = 7. Luego de
la búsqueda alrededor de este intervalo se confirma el T elegido, (T1, T2) = (7, 7)

entre estados. Los resultados de la evoluión del retorno esperado en función de T
se aprecian la figura 5.1. Por otro lado, se grafica la accuracy en la figura 5.2.

Luego se prueba una configuración en que hay una ruta más variable y otra
más estable. Las matrices de transición son para cada camino:

P1 =

(
0,9 0,1
0,1 0,9

)
, P2 =

(
0,7 0,3
0,3 0,7

)
.

La configuración de este MDP se corresponde con el ejemplo utilizado a lo
largo del texto. Los resultados se muestran en las tablas 5.2-5.3 y en las figuras 5.3
y 5.4. En este caso se observa un valor bajo del T , aunque hay una clara búsqueda
de un valor más alto para la ruta más estable y más bajo para la más variable,
como fue analizado en el caṕıtulo 4. Siendo que el valor mı́nimo permitido es de
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Figura 5.2: Escenario sintético número 1, con trazas generadas como retardos markovianos.
Accuracy en función de T .

T = 2, dado que aśı se evita medir en todas las épocas, el algoritmo primero
selecciona este valor mı́nimo. Luego, busca en el intervalo alrededor del mismo, y
con medir siempre la ruta más variable y cada 3 épocas la menos variable logra la
mejor combinación. Ya el hecho de medir siempre una ruta da mucha información,
y entonces se aliviana el retorno esperado disminuyendo el costo de medida y casi
manteniendo el conocimiento del estado del sistema.

Para este caso, que es el ejemplo que se ha utilizado a lo largo de la Tesis,
multiplicamos y dividimos los costos de medida por dos. De esta forma podemos ver
el impacto que tiene en ambos algoritmos, restringiendo las medidas. Los resultados
se agregan en las últimas filas de las tablas 5.2-5.3, como escenarios Márkov 2 (b) y
2 (c). En el escenario Márkov 2 (b), el costo vale la mitad y se selecciona el T más
bajo posible: T = (1, 1). En el escenario Márkov 2 (c) el costo de medida vale el
doble, y la selección de T es coherente: T = (14, 14). Los algoritmos markovianos
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Figura 5.3: Escenario sintético número 2. Valor esperado para diferentes valores de T posibles.
El ḿınimo se alcanza en T = 2.

pasan de realizar medidas con costo de 278 para el caso c = [0,075, 0,025], a ≈ 400
para c = [0,15, 0,05] y a ≈ 500 para c = [0,3, 0,1].

Se continúa con la evaluación de los algoritmos para el último escenario sintéti-
co markoviano: dos rutas altamente variables. En este caso se realizarán más me-
didas en ambos algoritmos. Aún aśı no se logran alcanzar muy buenos resultados
en cuanto a la elección de la ruta más rápida. Se emplean los siguientes valores
para las matrices de transición:

P1 =

(
0,8 0,2
0,3 0,7

)
, P2 =

(
0,7 0,3
0,3 0,7

)
.

En la figura 5.5 se puede ver la evolución del retorno esperado en función de T ,
y en la grafica 5.6 la evolución de la accuracy. La elección de un T bajo confirma
lo intuitivo y ya discutido: rutas variables exigen más medidas. En este caso, el
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Figura 5.4: Escenario sintético número 2. Evolución de la accuracy según el valor de T .

costo relativamente alto impide que el SALMON elija un valor muy bajo de T , sin
embargo el algoritmo de horizonte errante y el policy iteration realizan medidas en
todas las épocas, lo que explica el resultado en cuanto a siempre elegir la ruta más
rápida. Se probo bajando el costo de medida, con lo que se obteńıa un rendimiento
más pobre del SALMON con un 55 % del tiempo eligiendo la ruta más rápida, e
igualmente aceptable de los algoritmos de horizonte errante y policy, con un 80 %
del tiempo eligiendo la ruta más rápida.

Para todas las configuraciones, el bosque aleatorio se desempeña realmente
cerca de los algoritmos de programación dinámica, y el de horizonte errante llega
a la solución casi-óptima. Es interesante observar que la selección T tiene un com-
portamiento similar: la T óptima es tal que el costo no es demasiado alto (con una
T baja, el costo puede tener un gran impacto en la recompensa esperada), y la
medición de la ruta es suficiente para tomar decisiones de enrutamiento óptimas.
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Figura 5.5: Escenario sintético número 3. Valor esperado del retorno para diferentes valores de
T posibles. El ḿınimo se alcanza en T = 4. Luego se elegirá (4, 4) como valor que minimiza
el retorno esperado en un intervalo de T .

Con una configuración de bajo costo, una T más baja siempre será una opción
preferida. Al mismo tiempo, una ruta muy cambiante exigirá un valor menor de T.
Por lo general, hay un valor de T a partir del cual el retorno esperado es estable,
ya que el costo de medición tiene poco impacto en la estimación del retorno, y
el conocimiento sobre las rutas no es suficiente para tomar buenas decisiones de
enrutamiento (el algoritmo preferirá elegir una misma ruta siempre). Esto es parti-
cularmente claro en la figura 5.3. En el escenario de rutas más variables, se utilizó
un costo bajo inicialmente, lo que generó medidas permanentes para el policy ite-
ration y el horizonte errante, y un valor bajo de T para el SALMON, y los tres
algoritmos eligiendo la mejor ruta en todo momento. Al subir el costo y penalizar
la medida se logra disminuir la cantidad de medidas realizadas, y se obtienen los
resultados de las tablas 5.2-5.3.
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Figura 5.6: Escenario sintético número 3. Accuracy del clasificador de random forest usado
en el SALMON según los valores de T . Observar que baja hasta niveles de error muy altos:
una accuracy de poco más del 50 % es casi acertar la misma cantidad de veces que errar en
la clasificación (que en este caso es binaria). Incluso con valores bajos de T el clasificador no
llega al 90 % de accuracy.

Luego se ensayan nuestros algoritmos en una situación de 2 rutas y 2 niveles,
pero ahora las rutas no siguen un proceso markoviano, sino que se construyen uti-
lizando la distribución de Rayleigh. En este escenario, los algoritmos concuerdan
en una poĺıtica de baja medición: no miden nunca los de base markoviana (policy y
horizont errante) y el SALMON selecciona una de las combinaciones más bajas de
(T1, T2). Para el cálculo de las matrices de transiciones se realizó una aproximación
frecuentista del modelo markoviano, y la matriz obtenida cuenta con valores muy
particulares: todas las probabilidades de transición se encuentran cerca de 0.5, lo

que representa un escenario de mucha incertidumbre (valen Pest ≈
[
0,5 0,5
0,5 0,5

]
).
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Figura 5.7: Escenario sintético número 4, trazas generadas según una distribución de Rayleigh.
Valor esperado del retorno para diferentes valores de T posibles. El ḿınimo se alcanza en
T = 2. Luego se elegirá (1, 3) como valores óptimos en un intervalo de T .

Algo interesante es que ambos algoritmos realizan pocas o ninguna medida, y se-
leccionan una ruta con la que permanecen casi todo el tiempo. Sin embargo, los
algoritmos markovianos seleccionan la ruta 2, mientra que el SALMON seleccio-
na la ruta 1. En general, incluso si selecciona un “camino más corto”, el costo
total (una vez agregado el costo de medición) es mayor para el SALMON, pero
todos están realmente cerca uno del otro. Los resultados del retorno esperado y la
accuracy en función de T se pueden ver en las figuras 5.7-5.8.

Finalmente se generan trazas siguiendo la distribución de Pareto. Esta es una
distribución con la caracteŕıstica de generar colas pesadas, que se alejan del es-
cenario markoviano sin caer en algo tan errático como resultó ser Rayleigh. Los
resultados fueron incorporados a las tablas 5.2-5.3, y se puede apreciar la evolución
del retorno y la accuracy sobre T en las figuras 5.9-5.10. Nuevamente, no se reali-
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Figura 5.8: Escenario sintético número 4 (Rayleigh). Accuracy del clasificador de random forest
usado en SALMON según los valores de T . Observar que la accuracy es de las más bajas, no
llegando al 80 % aún en los valores bajos de T .

zan casi medidas de parte de los algoritmos. En este escenario, ambos algoritmos
eligen la ruta con menor retardo esperado, y excepto el SALMON en contadas
ocasiones, no cambian la elección. Esto se debe a que las matrices de transición
halladas tienen mucho peso en el estado bajo de los estados posibles, y al elevarla
a la potencia τ converge muy rápidamente a la matriz estacionaria, que también
asigna gran probabilidad a estar en nivel bajo. Entonces prácticamente se termi-
nan comparando los niveles bajos de las dos rutas. Las matrices halladas valen

Pest ≈
[
0,91 0,09
0,9 0,1

]
.

En estos dos últimos casos, se probó a disminuir el costo, para fomentar la
medición por parte de los algoritmos. En el caso del escenario siguiendo una distri-
bución de Rayleigh, esto generó que se midieran permanentemente todas las rutas,
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Figura 5.9: Escenario sintético número 5, trazas generadas según una distribución 80-20 (Pa-
reto). Valor esperado del retorno para diferentes valores de T posibles. El ḿınimo se alcanza
en T = 2. Luego se elegirá (1, 3) como valores óptimos en un intervalo de T .

dado que hay una gran incertidumbre por tener las matrices de transición casi
igual probabilidad de quedar en el mismo nivel como de cambiar de nivel. El valor
de (T1, T2) = (1, 3) para el SALMON coincide con el incremento de las mediciones.
Los tres algoritmos logran elegir siempre la ruta ideal, pero al costo de mediciones
casi-permanentes. Cuando se generaron trazas con la distribución de Pareto, esto
también sucede pero en menor medida, dado que se sigue manteniendo la creencia
de que ambas rutas se encuentren en el nivel bajo. En esta ocasión los algoritmos
markovianos logran elegir la ruta ideal el 99 % de las veces con unas 125 medicio-
nes (en 2500 épocas). El valor de T = (16, 16) y el SALMON logra elegir la ruta
correcta el 91 % de las veces realizando 312 mediciones.

En todos los casos el policy iteration obtiene un retorno esperado menor al
resto, seguido muy de cerca o igualado al horizonte errante, y no muy lejos atrás
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Figura 5.10: Escenario sintético número 5, trazas generadas con la distribución de Pareto.
Accuracy según los valores de T .

Costo de
medida

Suma de RTT
ruta elegida

T

Escenarios PI RH S RH S S

Márkov 1 7180 7180 7140 872980 878780 (7,7)

Márkov 2 405 435 500 5066 5092 (3,1)

Márkov 3 25000 25000 12500 849200 880650 (4,4)

Rayleigh 0 0 6160 711570 709445 (27,25)

Pareto 0 0 23.8 1481 1477 (21,21)

Márkov 2 (b) 278 278 500 5103.5 4976.5 (1,1)

Márkov 2 (c) 526 480 143 5497 6305 (14,14)

Tabla 5.2: Resultados de las decisiones de medida y ruteo para los escenarios sintéticos pro-
puestos. Notar que no siempre el algoritmo con menor retorno esperado es el que elige la ruta
más rápida, dado que juega el costo de medida en el retorno esperado.
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% del tiempo
en mejor ruta

Retorno
esperado

Escenarios PI RH S PI RH S
Márkov 1 93.48 93.84 88.24 3371 3371 3392
Márkov 2 95.58 95.76 95.52 10.52 10.54 10.71
Márkov 3 100 100 67.8 3349 3349 3421
Rayleigh 45.8 45.8 53.95 3407 3407 3426
Pareto 94.32 94.32 94.48 5.68 5.68 5.75
Márkov 2 (b) 97.46 97.46 100 10.30 10.30 10.48
Márkov 2 (c) 89.7 89.32 74.3 11.42 11.44 12.35

Tabla 5.3: Resultados según las métricas elegidas para los escenarios propuestos. Observar que
en muchos casos la poĺıtica óptima y la poĺıtica del horizonte errante coinciden completamente.
Por otro lado, el modified policy iteration obtiene siempre el mejor retorno esperado, aunque
no necesariamente elija en todo momento la ruta más rápida, ni realice la menor cantidad de
medidas. Esto vale incluso para los escenarios no-markovianos.

el SALMON. Esto es esperado en los escenarios markovianos, aunque no necesa-
riamente en los escenarios no-markovianos. En general la diferencia en el retorno
esperado para los diferentes algoritmos es muy pequeña. Es interesante notar la
cercańıa en las decisiones de medición y ruteo que existe entre el policy iteration
y el algoritmo de horizonte errante, a pesar de utilizar un paso de H = 3, que
uno a priori pensaŕıa bajo. Como vimos en el caṕıtulo 3, el considerar solamente
unas épocas hacia adelante, a pesar de contar con valores altos de ρ, ya ofrece una
solución muy próxima de la óptima.

Al mismo tiempo, tanto el de horizonte errante como el policy funcionan muy
bien en escenarios markovianos, pero tienen un funcionamiento muy variable en
escenarios no-markovianos. El algoritmo de SALMON logra acercarse al óptimo
en escenarios markovianos, y mantiene buenos resultados en los escenarios no-
markovianos. De hecho, tampoco se despega de lo que le sucede al resto de los
algoritmos: si bien su rendimiento es mejor en los escenarios en que estos no mi-
den, sigue siendo pobre en el escenario de Rayleigh. Además, en escenarios no-
markovianos y con bajo costo de medida, los algoritmos markovianos vuelven a
aventajarlo (o igualarlo). Para el SALMON, la restricción de que T no puede crecer
indefinidamente (por construcción de las muestras de entrenamiento del clasifica-
dor) impone la realización de medidas. Esto logra que el algoritmo obtenga mejores
resultados en cuanto a la elección de rutas pero también un retorno esperado mayor
(por sumarse el costo). No parece haber una conclusión determinante sobre una
mayor robustez del algoritmo de SALMON, aunque si es notorio que en escenarios
no-markovianos los algoritmos de horizonte errante y policy iteration funcionan
mal, y podŕıa resultar más beneficioso utilizarlo.

Sin embargo, aśı como no convence demasiado observar el gran desempeño
de los algoritmos sobre escenarios markovianos artificiales, tampoco es muy in-
teresante forzar una ruta que sigue una distribución de Rayleigh o de Pareto. La
verdadera prueba es el ensayo de los algoritmos sobre trazas reales, a lo que nos
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abocaremos en la sección siguiente, luego de comparar los resultados del algoritmo
de horizonte errante con otro algoritmo que busca resolver el problema de medición
y ruteo planteado.

5.2.1. Comparación con otra heuŕıstica que busca resolver el mis-
mo problema

Presentación de la heuŕıstica alternativa

Ahora se explicará brevemente una heuŕıstica propuesta en [48] por O. Brun,
M. Ségnéré y V. Prabhu que busca resolver el exacto mismo problema de ruteo y
medición estudiado. Para esto, los autores buscan reducir la dimensión del espacio
de estados sobre el que se realiza la iteración de la ecuación de Bellman (2.8).
Como se vió, el principal inconveniente de (2.8) es que el espacio de estados crece
exponencialmente en el número de caminos a explorar.

Lo que plantean es reducir el MDP a N MDP diferentes, uno por ruta. Integran
al nuevo MDP solamente el costo de medir la ruta en cuestión, y resumen la
información disponible de las otras rutas en una única ruta determińıstica que
representa los demás caminos. Esta ruta “determińıstica” representa el mı́nimo
del RTT esperado del resto de las rutas, ya sea que estas son medidas o no. Se
busca de esta forma comparar cada ruta contra la ruta más rápida de las restantes.
Con esto obtienen un algoritmo de complejidad O(P (Kτmax)2) en cada época de
decisión, que resuelve para cada ruta un MDP de dos rutas en la que una es fija y
no acepta acciones y la otra es la ruta de la que se busca la acción óptima.

Este algoritmo fue comparado con nuestra propuesta de horizonte errante
(caṕıtulo 3). Para esta comparación, y dado que en [41] se hab́ıa observado que
la poĺıtica miope reportaba muy buenos resultados, primero se utilizan escenarios
sintéticos en que se establezca la utilidad de contar con algoritmos mejores que el
miope. Luego se compara un escenario de 3 rutas y 2 niveles, en que para distintos
valores de ρ se halla el MRE para la poĺıtica miope, la heuŕıstica recién presentada
y el receding horizon. En estos ejemplos sintéticos no se utilizó el SALMON, siendo
que no tiene sentido compararlo a nivel de MRE con una poĺıtica MDP, y además
corre con desventaja en un escenario generado completamente a partir de cadenas
de Márkov.

Finalmente, se compara la utilización del horizonte errante y de la heuŕıstica
alternativa sobre datos de trazas para rutas en que un algoritmo aśı presentaŕıa
ventajas (existen rutas paralelas y más rápidas entre origen y destino que la ruta
por defecto).

Serán brevemente presentadas estas pruebas sintéticas, y luego se analizarán
los resultados obtenidos sobre trazas reales. Lamentablemente, no se tiene acceso
al código de Brun, Ségnéré y Prahbu, por lo que se utilizan resultados presentados
en [48].
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Figura 5.11: Ejemplo 1 - MRE en % de la poĺıtica miope y de las heuŕısticas propuestas. La
heuŕıstica 1 refiere al horizonte errante, con la profundidad indicada, mientras que heuŕıstica
2 es la propuesta por Brun et al. . Notar que la forma de la curva del horizonte errante se
mantiene, a pesar de aplanarse el error al aumentar la profundidad. En la grafica se observa
que para matrices muy estables (con mucho peso en las diagonales), es necesario un horizonte
más grande que para rutas más cambiantes. Tomado de [48].

Escenarios sintéticos
El primer ejemplo permite mostrar que la poĺıtica miope puede tener un

desempeño relativamente malo en comparación con los algoritmos presentados.
Hay dos caminos con dos estados cada uno, en que los retardos están dados por
`1 = `2 = (0,01, 100), y las matrices de transición son:

P1 = P2 =

(
β 1− β

1− β β

)
.

Utilizando c = 25, ρ = 0,99 y diferentes valores de β, se calcula la poĺıtica de
monitoreo óptima usando modified policy iteration. Las poĺıticas halladas con los
algoritmos propuestos se han evaluado utilizando el algoritmo Policy Evaluation

[66]. El error relativo medio (MRE), definido como 1
S

∑
s
|Vµ(s)−V ∗(s)|

V ∗(s) , se muestra
en la Figura 5.11.

Se observa que la poĺıtica miope funciona mal cuando las transiciones de las
cadenas de Márkov ocurren con poca frecuencia y hay una gran diferencia entre
los retardos de los dos estados.

En el segundo ejemplo, se busca mostrar que la poĺıtica miope puede ser mejor
o igual que ambas heuŕısticas en algunos casos. Considere el siguiente ejemplo con
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ρ c MRE of MRE de MRE de
Heuŕıstica ( %) Poĺıtica miope ( %) Horizonte Errante ( %)

0.99 0.5 9.19 0.60 0.08
0.99 0.25 6.68 0.88 0.20
0.99 0.125 7.21 0.10 0.10
0.99 0.0625 7.86 0.15 0.15

0.999 0.5 11.97 0.724 0.19
0.999 0.25 7.45 1.00 0.30
0.999 0.125 5.50 0.23 0.23
0.999 0.0625 6.97 0.27 0.27

Tabla 5.4: Ejemplo 2: Errores relativos medios sobre todos los estados de las heuŕısticas pro-
puestas. Para el horizonte de retroceso se utiliza un horizonte de H = 3, sin la restricción de
medir una sola ruta en cada paso.

tres caminos estocásticos con dos estados cada uno. Los retardos están dados por
`1 = (1, 3), `2 = (1

2 , 4) y `3 = (1
4 ,

15
4 ), y las matrices de transición son las siguientes:

P1 =

(
0,9 0,1
0,1 0,9

)
, P2 =

(
0,8 0,2
0,3 0,7

)
, P3 =

(
0,65 0,35
0,35 0,65

)
.

Tenga en cuenta que los retardos esperados en el estado estacionario de las
tres rutas están muy cerca (1,99, 1,9 y 2). Se considera que existe una aproxima-
ción razonable de la matriz de transiciones estacionaria para τ1

max = 20 para la
ruta 1, mientras que se usa τ2

max = τ3
max = 10 para los otros dos caminos. Esto

produce S = 16, 000 estados del sistema. La tabla 5.4 proporciona el MRE para
los algoritmos y para diferentes valores de ρ y c. Se desprende de los dos ejemplos
anteriores que los algoritmos propuestos funcionan bien para todos los valores de
β, siempre por debajo del 20 % del MRE, mientras que la poĺıtica miope es mucho
más variable, principalmente para rutas con valores muy cercanos a 0 o 1 en la
diagonal (la simetŕıa de la matriz se refleja en una simetŕıa axial sobre β = 0,5 en
la figura 5.11).

Este último ejemplo, si bien fue publicado en el art́ıculo mencionado ( [48]),
se estima que cuenta con una desventaja importante. El asunto es que el valor
de τmáx utilizado es muy bajo como para que las matrices de transición se hayan
acercado al valor estacionario en que P τmáx ≈ P τmáx+1. Sin embargo, permite com-
parar los resultados de las tres poĺıticas estudiadas, y siendo que las tres parten
de un escenario markoviano, las limitaciones que surgen de la aproximación plan-
teada afectarán a las tres (aunque dif́ıcilmente por igual). En particular para el
resto de los ejemplos se han desechado los casos en que no se pueda realizar esta
aproximación de manera razonable. Sin embargo, esto reduce las posibilidades a
comparar sobre escenarios sintéticos de solamente dos rutas.
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Caṕıtulo 5. Pruebas y Resultados

5.3. Trazas reales
Se ha visto que en escenarios sintéticos ambos algoritmos propuestos ofrecen

buenos resultados. Sin embargo, la realidad siempre es más compleja aún que los
modelos más complejos. En particular, para el algoritmo de horizonte errante se
realiza una asunción muy fuerte sobre que los retardos de las rutas siguen un
comportamiento markoviano. Si bien hay numerosos trabajos al respecto, esto
no siempre se cumple igual de bien. Hay rutas más markovianas y rutas menos
markovianas, si se quiere. O mejor planteado: es una aproximación válida para
varios casos, pero ni generalizable a todos los casos; es una aproximación buena
para muchos casos, pero no exacta para ninguno. Esto no implica necesariamente
que los algoritmos derivados de estas asunciones funcionen mal, pero por ejemplo
cambia el concepto de optimalidad.

El óptimo existe en relación a un problema definido, según el problema plantea-
do originalmente la solución óptima seŕıa siempre elegir la ruta correcta sin medir
nunca. Si se pudiera predecir con exactitud el desarrollo de los retardos futuros,
se podŕıa considerar esta solución dentro del universo de soluciones posibles, y en
ese caso incluso no seŕıa necesario incluir el problema asociado al costo de medida.
Esta podŕıa ser una (arriesgada) ĺınea de trabajo a futuro, donde indudablemente
se realizarán aproximaciones, y donde una vez más no se estará en el escenario
realmente ideal de nunca errar de ruta y nunca medir. En ese sentido, la incapa-
cidad de predecir nuevos estados de la red dificulta el trabajo de algoritmos que
no se (re)alimentan de la información que va apareciendo (a través de medidas,
¿cómo sino?).

Tanto el estudio de las rutas como MDP como la aproximación por aprendizaje
supervisado exigen un peŕıodo de entrenamiento, en el caso de SALMON para
entrenar el clasificador y seleccionar el T ∗ y en el caso del MDP para conocer
las matrices de transición P i y los niveles Ki. El algoritmo de horizonte errante
cuenta con la ventaja de trabajar en ĺınea, pero utiliza los valores mencionados,
realizando una abstracción de los RTT reales a los K niveles.

Se buscará entonces utilizar métricas que permitan afirmar ”se ha ganado algo
al usar este algoritmo”. Las métricas serán:

Comparación con la ruta elegida por defecto: el problema surge de
la existencia de rutas paralelas y más rápidas. Encontrar y aprovechar esas
rutas sin causar congestión por el costo de medida es entonces lo primero
que se desea lograr.

Cantidad de medidas realizadas: la selección de la ruta más rápida exige
la realización de medidas, nos interesa en segundo lugar que estas medidas
no generen congestión o retardos en la red.

Cercańıa a la ruta más rápida: no alcanza con disminuir la latencia, nos
interesa disminuirla lo más posible. En este sentido se podŕıa pensar en el
“óptimo” del problema real, que seŕıa simplemente la ruta más rápida en
toda época y sin realizar mediciones. Sólo comparando el tiempo de ida y
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5.3. Trazas reales

Figura 5.12: Mapa de distribución de nodos (agrupados) de NLNOG Ring, obtenido de
http://map.ring.nlnog.net/, consultada el 30/07/2020. Los nodos se encuentran.

vuelta y sin incluir el costo de medida se puede ver qué tan cerca se está de
este “óptimo” inalcanzable.

Tiempo de ejecución: la selección de la ruta por parte del algoritmo debe
realizarse en un tiempo menor a una época.

Escalabilidad: se evaluará hasta qué cantidad de rutas los algoritmos logran
buenos resultados según las métricas anteriores.

Para aplicar nuestros algoritmos al mundo real, se considerará una serie de
mediciones realizadas entre 20 nodos del NLNog ring, ver figura 5.12. Estas me-
diciones fueron recopiladas en 2014 realizando medidas cada dos minutos usando
ping (del protocolo ICMP), durante 5 d́ıas y resultando en 3836 medidas (se pue-
den encontrar más detalles al respecto en [29]).

Las medidas fueron realizadas entre todos los nodos en topoloǵıa de malla com-
pleta, lo que es conveniente para encontrar rutas paralelas. Estas serán simuladas
utilizando el siguiente criterio: si entre los nodos A y B puedo ir a través del nodo
C, entonces el RTT de A a B pasando por C será la suma de la medidas A-C
y C-B. Para estimar los casos útiles, se consideran aquellos en que al menos el
10 % del tiempo existen rutas más rápidas pasando por algún nodo intermedio (o
“proxy”). Este procedimiento fue el utilizado en [48] y [29], sobre las mismas rutas.
Conviene una aclaración final sobre el uso a veces indistinto de RTT y latencia. En
el estudio de las trazas y a lo largo del trabajo, se ha asumido que las rutas son lo
suficientemente simétricas como para considerar (algo usual en muchos trabajos)
que la latencia es la mitad del tiempo de ida y vuelta.

En particular, en [48] se consideran 4 pares origen-destino para los cuales se
puede lograr una disminución significativa en el RTT seleccionando una ruta al-
ternativa, y en que además esta ruta alternativa no es fija. Esto es importante
pues permite ver la adaptación del algoritmo en la elección de diferentes rutas, si
la ruta alternativa rápida fuera fija no se necesitaŕıa realizar medidas. A nivel del
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Caṕıtulo 5. Pruebas y Resultados

Par
H N # S Tiempo de procesamiento

Origen-Destino Miope (ms) HE (s) S (ms)

Paris-Tokyo 3 2 360, 000 1.56 0.06 2.2
Singapore-HongKong 3 3 1,68× 108 5.85 6.57 7.67
Haifa-Santiago 3 4 2,88× 1010 6.95 30 12.46
Curitiba-Calgary 2 4 7× 1010 11.7 3.63 7.66
Paris-Santiago 3 4 9× 1010 - 35.8 -

Tabla 5.5: Número de caminos y de estados para los caminos seleccionados. Se aclara también
el horizonte que fue utilizado durante las pruebas para los distintos caminos.

MDP seŕıa como plantear que los Ki niveles de la ruta más rápida son menores a
cualquiera de los Kj niveles de las otras rutas.

El modelo de Márkov para cada ruta se aprendió utilizando el enfoque HDP-
HMM (Modelo de Márkov Oculto del Proceso Jerárquico de Dirichlet) descrito
en [40]. A diferencia del HMM clásico, en que se debe conocer el número de estados
en el momento del aprendizaje, el HDP-HMM trata el número de estados como
desconocido y lo establece a partir de los datos, junto con los otros parámetros
del modelo. Esto permite obtener modelos de markov para mediciones reales de
demoras en Internet donde no se conoce la verdad sobre el número de estados
de red. Este procesamiento de los datos fue realizado por el grupo de trabajo
de IMT-Atlantique. A los efectos de las pruebas realizadas se simplificaron los
modelos HMM a modelos markovianos definidos por la matriz de transición y
los niveles, descuidando el ruido gaussiano del modelo HMM y considerando solo
los valores medios. También vale la pena mencionar que, dado que no se observa
directamente el estado de una ruta monitoreada, este estado se estimó como el
estado más probable del HMM dadas las observaciones pasadas.

A los efectos del algoritmo de horizonte errante, este utilizará los niveles que
toma cada ruta según el modelo markoviano. Por otra parte, el SALMON será
alimentado directamente con las series temporales del RTT, con las que construirá
las muestras de entrenamiento para el clasificador como fue explicado en el caṕıtulo
4. Ya en esta diferencia al alimentar los algoritmos se observa que la aproximación
markoviana puede introducir errores.

Los pares origen y destino seleccionados se pueden ver en la Tabla 5.5 y la figura
5.13. En la misma tabla se plantean los tiempos de procesamiento por época para
cada algoritmo. Para las rutas y las implementaciones seleccionadas el tiempo de
procesamiento no es una restricción. Claro que aumentando H, esto aumentará
los tiempos del horizonte errante, pero póngase esto a un lado por ahora, dado
que luego se estudiará el ĺımite de este algoritmo para escenarios reales. Para
tener como referencia, el cálculo de la solución óptima por policy iteration para
el escenario con menos rutas y menos niveles (Paris-Tokyo) exige iterar sobre
(100 ∗ 6)2 = 360000 estados. En este caso se considera τmáx = 100.

Los tiempos de procesamiento son aceptables para épocas que duran dos mi-
nutos. Sin embargo, se observa un incremento notorio tanto al crecer H como (y

80



5.3. Trazas reales

Fi
gu

ra
5.

13
:

M
ap

a
de

no
do

s
de

N
LN

O
G

Ri
ng

,
ob

te
ni

do
de

ht
tp

:/
/m

ap
.ri

ng
.n

ln
og

.n
et

/,
co

ns
ul

ta
da

el
30

/0
7/

20
20

,
m

od
ifi

ca
do

po
r

el
au

to
r

pa
ra

m
os

tr
ar

lo
s

pa
re

s
O

-D
ele

gi
do

s
y

la
s

ru
ta

s
al

te
rn

at
iv

as
.E

n
az

ul
os

cu
ro

es
tá
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Caṕıtulo 5. Pruebas y Resultados

Par
Cantidad

de medidas
Distancia

a ruta ideal (en 10−3)
% del tiempo
en ruta ideal

O-D M HE S M HE S M HE S

P-T 0.002 0.017 0.07 0.4 0.2 1 97.2 98.3 92.6
S-HK 0.43 0.56 0.75 4 4 14 99.1 99.1 98.3
H-S 0.12 0.25 0.80 0.9 0.8 14 94.5 94.6 78.6
C-C 0.05 0.00 0.13 0.9 1 2.5 97.9 97.2 94.4

Tabla 5.6: Resumen de los resultados logrados para los pares OD considerados, donde M es
la poĺıtica miope (H = 1), HE representa al horizonte errante, S el algoritmo de SALMON.
Los promedios se calculan por intervalo de tiempo. Observe que no siempre que aumenta H
se refleja en un resultado mejor para el conjunto de las métricas planteadas.

principalmente) la cantidad de rutas. El ĺımite para aplicar un horizonte de H = 3
son N ≈ 4 rutas. Al mismo tiempo, estos tiempos están vinculados a la cantidad
de niveles que puede tomar cada ruta del sistema, aśı que es posible que algún
escenario de 5 niveles se pueda realizar con H = 3. Por otro lado, depende (y
mucho) de la capacidad de procesamiento y memoria de la computadora en que
se corre el algoritmo. De contar con memoria y poder usar la versión de reutiliza-
ción de memoria se ahorraŕıa un tiempo importante. Sin embargo, al probar con
grandes cantidades de rutas de muchos niveles y valores altos de τmáx la utilización
de memoria se vuelve prohibitiva. Finalmente, para H = {1, 2} se puede usar el
algoritmo de horizonte errante funcionando como máximo en el orden de los pocos
segundos para todos los pares Origen-Destino con que se cuenta en la base de datos
relevada de NLNOG.

Para los escenarios analizados se considera un costo c = 0,5 igual para todas
las rutas, y un factor de descuento de ρ = 0,9. Recuerde que el costo nos permite
formalizar el problema de optimización que minimiza el costo de medida, para tener
una estimación realista del costo se debeŕıa conocer el impacto que tiene enviar
paquetes de medida para cada ruta y en simultáneo (algo similar a lo realizado
en [30]). Por otro lado no tendŕıa porqué ser proporcional a la cantidad de medidas
como se utiliza en esta Tesis, dado que se desea evitar causar congestión, y esto
no sucede “proporcionalmente” al env́ıo de paquetes de medida. Esta discusión
excede el alcance de la Tesis, aunque no es un asunto menor en tanto un costo
muy alto disminuirá la cantidad de medidas a realizar, mientras que uno muy bajo
las fomentará. La formulación misma del problema de optimización va a regular
la cantidad de medidas en función del costo, con lo que funciona para cualquier
costo, pero no tiene mucho sentido pensar en la aplicación de estos algoritmos en
escenarios en que no se puede medir porque el costo es prohibitivo, o en escenarios
en que medir tiene costo 0.

Se comparan entonces los resultados de aplicar los algoritmos de horizonte
errante y SALMON a las rutas seleccionadas. En las Tablas 5.6-5.7 se encuentra
un resumen de algunas de las métricas que interesan: la distancia a la ruta de
mı́nimo retardo (da un indicador de cuanto hay para mejorar), el tiempo medio,
la cantidad de medidas, el valor de T elegido y la cantidad de árboles usados.
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5.3. Trazas reales

RTT medio
(ms)

% de ganancia
en el RTT

O-D (T1, T2) Estática Miope HE S Miope HE S

P-T (13,15) 247.73 247.74 247.59 247.75 0 0.05 0
S-HK (2,2) 42.64 42.21 42.15 42.16 0.98 1.15 1.13
H-S (5,5) 307.08 302.93 302.91 306.87 1.35 1.36 0.07
C-C (15,15) 240.89 210.63 210.77 210.80 12.6 12.5 12.5

Tabla 5.7: Resultados obtenidos sobre las trazas consideradas. Se aprecian el tiempo medio de
la ruta elegida, la ganancia sobre la ruta por defecto (en porcentaje), y el valor seleccionado
de T .

Es importante destacar la buena performance de ambos algoritmos. El SAL-
MON obtiene resultados realmente cercanos al horizonte errante, excepto en el caso
de la ruta Haifa-Santiago en que no logra mejorar prácticamente. Para entrenar al
clasificador de random forest se utilizó un bosque de 10 árboles en el caso Paris -
Tokyo, mientras que se utilizaron 100 árboles para el resto de los escenarios.

En las figuras 5.14–5.17 se pueden ver ver los resultados obtenidos con el ho-
rizonte errante y el SALMON. Se utilizó un horizonte de 3 para tener tiempos
de procesamiento razonables, obteniendo buenos resultados, excepto en Curitiba-
Calgary en que H = 2. La reducción del RTT es a menudo considerable, princi-
palmente cuando los caminos son más factibles de ser modelados como un proceso
markoviano. Sumado a la reducción en el tiempo, se aprecia que en el algoritmo de
horizonte errante raramente se miden rutas: el peor de los casos se encuentra en
el escenario Haifa-Santiago, donde aproximadamente se mide una ruta cada tres
épocas. Para el SALMON no es tan trivial, dado que alcanza que algunas rutas
sean muy cambiantes para que determinen un valor bajo de T . Los resultados del
valor elegido de T aśı como de las caracteŕısticas de los experimentos se pueden
encontrar en la tabla 5.7.

En todos los casos se puede notar una reducción del tiempo de ida y vuelta.
Sin embargo, se debe señalar que esto no siempre es posible, y depende del escena-
rio. A veces no se logran tiempos muy inferiores por las propias caracteŕısticas del
escenario, y estar muy cerca todos los valores de RTT posible. En otras ocasiones,
picos o mesetas en los retardos que pueden escapar a la aproximación markoviana
pueden ser una causa de error para el horizonte errante. Por ejemplo, para hori-
zontes más pequeños que 3 en la ruta Paris-Tokyo no se detecta el nivel bajo de
la ruta alternativa.

Para el algoritmo de horizonte errante no se utilizó la restricción de medir una
sóla ruta por época. Esta restricción permite obtener tiempos de procesamiento
muy inferiores a la versión sin restricciones, pero al mismo tiempo anula las ga-
rant́ıas de convergencia a la poĺıtica óptima markoviana. En particular, para dos
de los escenarios estudiados, al utilizar esta restricción empeoraron las decisiones
de ruteo y medición, obteniendo resultados peores que con la poĺıtica miope, y
peores que con un horizonte más bajo y sin la restricción. Es que como vimos en
el caṕıtulo 3 destinado a explicar el algoritmo de receding horizon, ya con una
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Figura 5.14: Demora de extremo a extremo entre Haifa y Santiago. Este ejemplo no es muy
bueno en cuanto a la adaptación de los algoritmos a distintas rutas, puesto que el horizonte
errante con H = 3 se mantiene fijo en la ruta de menor retardo. Sin embargo, permite ver la
ganancia que se obtiene con el algoritmo en los escenarios más ventajosos, en que muy pocas
medidas son necesarias.

profundidad baja del horizonte se logran disminuir drásticamente las diferencias
entre las poĺıticas πH y π∗.

En el caso del SALMON se utilizó la selección de un único T para todas las
rutas, sin la mejora de revisar en un entorno de T , excepto para el escenario Paŕıs-
Tokio. En este se utilizó la modificación de búsqueda de T a través de relajar a
valores distintos por ruta, y el resultado es un (T1, T2) = (13, 15). La recompensa
esperada para las combinaciones de alrededor de (14, 14) se muestra en la figura
5.18, en relación con la recompensa mı́nima esperada (solo para visualización).
La traza se puede observar en la figura 5.17, donde se compara el algoritmo de
horizonte errante y el SALMON relajado.
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Figura 5.15: Demora de extremo a extremo entre Curitiba y Calgary. Este ejemplo no es muy
bueno en cuanto a la adaptación de los algoritmos a distintas rutas, puesto que el horizonte
errante con H = 2 se mantiene fijo en la ruta de menor retardo. Sin embargo, permite ver la
ganancia que se obtiene con el algoritmo en los escenarios más ventajosos, en que muy pocas
medidas son necesarias.

La combinación seleccionada ofrece una recompensa esperada más alta, pero
no necesariamente implica un algoritmo de costo de medición menor, ya que para
un camino aumentan las mediciones mientras se reduce este valor para el otro.
Una de las ideas subyacentes a esta Tesis siempre es reducir el costo de medida.
En este caso, siendo 0,5 el costo de medida, no se obtiene una reducción del costo
de medida, que pasa de c = Ltest∗1

14 a c = Ltest∗14
13×15 , que es ligeramente superior. Sin

embargo mejora la accuracy de la predicción, lo que hace que disminuya el retorno
esperado y se opte por esta combinatoria.

Una observación interesante es que a medida que crece el número de cami-
nos, el algoritmo SALMON parece tener un rendimiento más pobre. Esto puede
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Figura 5.16: Demora de extremo a extremo entre Singapur y Hong Kong para los algoritmos
de horizonte errante (H=3) y SALMON (T=2).

deberse a la necesidad de un conjunto de entrenamiento más grande para tener
una predicción precisa. Es posible que el clasificador no alcanza a identificar una
estructura razonable para el etiquetado del espacio de estados para las pruebas de
Haifa-Santiago y Curitiba-Calgary, que cuentan con 4 rutas posibles, y por ende
tienen mayor grado de complejidad. Para analizar esto, se utiliza el 50 % de las
muestras para entrenamiento y validación, y se comparan los resultados del clasifi-
cador en dos escenarios diferentes. Para el caso Paris-Tokyo de dos rutas y con los
valores de T ∈ [2, 20], la accuracy siempre está por encima del 95 %. El escenario
Haifa-Santiago consta de 4 rutas, y la accuracy para los mismos valores posibles
de T se ubica entre el 85 y el 90 % de aciertos. Es notoria la diferencia entre los
resultados logrados por el clasificador de random forest en ambos casos.

Se buscó aumentar la cantidad de árboles utilizados para los escenarios más
complejos, pensando que de esta forma podŕıa mejorar la clasificación, pero esto
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Figura 5.17: Retardos de las rutas Paris-Tokyo y Paris-Calgary-Tokyo, siguiendo las decisiones
de ruteo de los algoritmos de SALMON y horizonte errante (H = 3). El retardo promedio de
la ruta estática IP es de 247.74 ms, el logrado con el receding horizon es de 247.59 ms y el
SALMON logra un resultado mediocre, con un retardo promedio de 247.75 ms.

tuvo un impacto muy fuerte en el tiempo de procesamiento, y un impacto casi nulo
en la accuracy. Tampoco ampliar las series de entrenamiento permitió observar
cambios notorios, y a su vez dificulta el análisis de las ventajas obtenidas, por ser
muy pequeñas las series resultantes para test. Por otro lado tener una tasa alta
de aciertos puede ser engañoso, como es el 90 % que se obtiene con el SALMON
en Haifa-Santiago. Justamente, ese 10 % de las veces en que el clasificador erra es
tal vez el 10 % de las muestras en que hay una ruta alternativa mejor, es decir que
son las muestras en que se puede ganar algo. Si una ruta fuera la mejor el 90 %
del tiempo, y el algoritmo aprende a elegir siempre esa ruta, tendŕıamos aciertos
por ese 90 %, pero no estaŕıamos aprovechando el escenario para disminuir el RTT
como nos interesa.
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Figura 5.18: Recompensas esperadas para el algoritmo SALMON entrenado con diferentes
valores de (T1, T2) alrededor de (14, 14). Para la visualización, las recompensas esperadas se
trazan en relación con el ḿınimo alcanzado, en este caso, por (13, 15).

Un aspecto no menor del algoritmo SALMON es que exige una cantidad relati-
vamente importante de muestras de entrenamiento y validación. Esto es porque el
clasificador debe ser entrenado, y luego validado para la elección de T . Ya de por
śı se tienen solamente 3836 muestras, que tendrán que separarse en entrenamiento
y validación. Según que tanto permiten las muestras de entrenamiento capturar el
comportamiento de las rutas se obtienen mejores o peores clasificadores. Se utilizó
para los resultados el 50 % de las muestras para entrenamiento y validación, y el
restante 50 % para test. Para la validación se utiliza 5-fold cross-validation, lo que
permite afinar el lápiz para la selección del T y evitar casos en que una partición
poco representativa de las muestras sesgue el clasificador. Al mismo tiempo, puede
ser que el tramo reservado para test, que debe ser contiguo, no tenga cambios de
niveles en las rutas que permiten apreciar el funcionamiento de los algoritmos. Por
este motivo se utilizó la ruta Curitiba-Calgary en vez de la ruta Paris-Santiago
(que se utiliza en el art́ıculo [48]), dado que carećıa de interés en la región de test.

Recuérdese que para el cálculo del retorno esperado durante la validación y el
test se debe contar con bloques contiguos de muestras, lo que también limita la
posibilidad de hacer validación cruzada con un factor más alto. Usando el 50 % de
las muestras para entrenamiento, de las cuales 12,5 % para validación, son unas
≈ 500 muestras. Si el valor de T es de 10, se pasa 50 veces por cada estado, lo cual
es razonable para promediar el retorno esperado desde ese estado. Sin embargo,
en la búsqueda de T se llegan a realizar medidas hasta cada T = 20 épocas (según
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el valor máximo de T , en este caso 20). En este último caso (el más extremo) hay
solamente 25 pasadas para la estimación del retorno esperado. Esto es una limitante
para la elección del valor máximo posible de T . Incluso más, en la confección de las
series de entrenamiento cuando T = (T1, T2) estas se generan a partir de desplazar
T1 × T2 muestras a través de los Lent − T1 × T2 posibles inicios de medición que
generan estados diferentes. Este último número, Lent−T1×T2 puede resultar muy
chico con sólo el 50 % de las muestras.

Claramente la cantidad de muestras con que se cuenta es una limitante para el
entrenamiento de algoritmos de aprendizaje supervisado, aunque probablemente
otros métodos que no son el random forest puedan obtener mejores resultados.

Se realiza a continuación un breve análisis de lo que se conoce como feature
importance, que permite interpretar la lógica que sigue el clasificador. Es decir
buscar cuales son las caracteŕısticas de la entrada que tienen mayor peso para
decidir sobre la etiqueta (clase) correspondiente. En todos los casos, la entrada
menos importante fue el tiempo: cuanto tiempo atrás se realizó la medida. Esta
caracteŕıstica tiene un peso muy bajo, del orden de 0.1 o menor (cuanto más cerca
de 1 es más importante esa caracteŕıstica). Es decir que el clasificador de random
forest considera prácticamente sólo cúal es el nivel medido de las rutas. De estas,
dependiendo de T y entonces de lo que pod́ıa observar, siempre asigna un peso
superior a la ruta más cambiante. En el caso de contar con una ruta que cambia
mucho y otra que es bastante estable, la ruta variable tendrá un impacto mayor
en la construcción de los árboles de decisiones.

Esto es razonable, dado que se realiza el split en torno a diferentes caracteŕısti-
cas. Si hay una caracteŕıstica que vaŕıa mucho, como el RTT medido en la ruta
cambiante, y que tiene gran impacto en la etiqueta asociada (la ruta cambiante con
valores bajos de RTT será la clase elegida, con valores altos de RTT ya se sabe que
se elegirá una ruta alternativa), entonces se le asignará un peso importante a esa
caracteŕıstica. Además de darle mayor importancia a la ruta más variable, se la da
a la ruta más rápida. En los escenarios elegidos suelen coincidir, dado que si la ruta
más rápida no tuviera un cierto grado de varianza, no tendŕıa demasiado sentido
evaluar los algoritmos, que justamente deben adaptarse a encontrar la ruta más
rápida. Finalmente, En la figura 5.19 se aprecia un ejemplo de la importancia de
las caracteŕısticas para el caso de Paris-Tokyo, y en la 5.20 se observa un ejemplo
para el escenario Haifa-Santiago, que cuenta con 4 rutas.

En el escenario Paris-Tokyo tiene un notorio mayor peso la ruta directa. Esto
se da pues durante el peŕıodo de entrenamiento la ruta directa tiene básicamente
dos niveles muy definidos: uno bajo en que siempre es la ruta más rápida y uno
alto en que siempre es la ruta más lenta. En este caso el tiempo entre medidas casi
no pesa, lo que tiene que ver también con la elección de un valor alto de T : un valor
bajo de T implica que la información que aporta realizar medidas es sustancial,
mientras que para un valor alto se está buscando reducir el costo de medida antes
que explorar y obtener información.

Al analizar la importancia de las caracteŕısticas del escenario Haifa-Santiago,
vemos lo que cambia tener una ruta más variable que otra, aún teniendo retardo
medio similar. En particular, para las muestras de entrenamiento consideradas,
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T Ruta Directa via Calgary
0.02

0.58

0.4

Feature Importance - Paris Tokyo

Figura 5.19: Análisis de la importancia de las caracteŕısticas para el clasificador de random forest
en el caso de la ruta Paris-Tokio. Se muestra el valor para el T seleccionado (T = (13, 15)), y
habiendo realizado 5-fold cross validation. Notar la importancia que tiene la ruta “por defecto”,
y el valor bajo que tiene el tiempo entre medidas.

los retardos medios ordenados valen (en ms): Ruta Directa – 296.8; via Dublin –
298.5; via Boston – 299.8; via Curitiba – 304.1. Sin embargo, Boston tiene mayor
peso que Dublin, aún teniendo un retardo similar, por tener mayor variabilidad, y
ser la ruta elegida durante buena parte del tiempo. Curitiba, al tener un retardo
medio alto, es poco considerada, lo cual luego (en lo que resta de la serie) no se
corresponderá con la realidad, dado que los retardos aumentan y Curitiba pasa a
ser una opción interesante. Finalmente, la ruta directa no tiene muchas variaciones
en el tramo de entrenamiento, y no es casi nunca la ruta elegida, pero posee un
retardo medio muy bajo, por lo que mantiene un peso relativamente importante.

Comparación con la heuŕıstica alternativa

Como vimos en la sección de pruebas sintéticas, en [48] se proponen y comparan
dos métodos para la resolución de nuestro problema de interés. Uno es el algoritmo
de horizonte errante presentado, la heuŕıstica que se llamará “alternativa” fue
desarrollada por Brun, Prahbu y Ségnéré. Al no tener acceso al código utilizado
para repetir el experimento sobre otros escenarios, en esta Tesis se utilizaron los
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T Ruta Directa via Curitiba via Dublin via Boston
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Figura 5.20: Análisis de la importancia de las caracteŕısticas para el clasificador de random
forest en el caso de la ruta Haifa-Santiago. Se muestra el valor para el T seleccionado (T =
5), y habiendo realizado 5-fold cross validation. Notar como la importancia de las rutas se
corresponde con cuales son más rápidas y más variables. El tiempo entre medidas, menor que
para el caso de Paris-Tokyo, también asume mayor importancia.

resultados compartidos para la publicación del art́ıculo, con lo que se obtiene la
tabla 5.8. Estos resultados son si se quiere más interesantes que los presentados en
la sección anterior para el algoritmo de horizonte errante, visto que se realizaron
las pruebas sobre la traza completa.

Lamentablemente no se pudieron comparar los resultados de esta heuŕıstica
alternativa directamente con el SALMON, dado que el SALMON exige un peŕıodo
de entrenamiento, mientras que los otros dos algoritmos no lo necesitan. En las
figuras 5.21-5.22 se puede visualizar gráficamente las decisiones de ruteo para los
casos de 4 rutas, en que vemos que la ruta elegida termina bordeando desde abajo
al conjunto de rutas posibles (en casi toda época).
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Par
O-D

Número medio
de medidas

% del tiempo
mı́nimo retardo

diferencia
con min retardo ( %)

Alt H = 3 H = 1 Alt H = 3 H = 1 Alt H = 3 H = 1

H-S 0.70 0.29 0.12 74 87 84 1.6 0.2 0.3
P-S 0.28 0.11 0.05 88 97 93 0.7 0.1 0.2
P-T 0.0 0.02 0.002 79 88 84 0.2 0.1 0.2

S-HK 1.06 0.56 0.4 99 98 98 0.3 0.8 0.8

Tabla 5.8: Resumen de los resultados logrados para los 4 pares OD considerados, donde Alt
representa la heuŕıstica alternativa, H = 3 el horizonte errante con horizonte 3 y H = 1
representa la poĺıtica miope.
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Figura 5.21: Demora de extremo a extremo entre Haifa y Santiago de Chile. En promedio, el
horizonte errante monitorea solo 0,29 rutas por paso de tiempo y, sin embargo, proporciona el
retardo ḿınimo 87,4 % del tiempo. El retardo promedio de extremo a extremo es de 296,8 ms
con el horizonte errante, en lugar de 302 ms con la ruta IP directa.
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Figura 5.22: Retardo entre Paris y Santiago de Chile. En promedio, el horizonte errante moni-
torea sólo 0,07 rutas por época, obteniendo el retardo ḿınimo el 96,7 % del tiempo. El RTT
medio baja de 248,4 ms con la ruta por defecto a 244,1 con el horizonte errante. Para esta
imagen se utilizó un horizonte de H = 4 y la restricción de medir máximo una sola ruta por
época de decisión.

En la figura 5.23 se aprecian las decisiones de ruteo obtenidas con la heuŕıstica
alternativa, donde se observa que funciona bien, detectando los cambios de la ruta
más baja. Vale la pena mencionar que en este escenario particular (Singapur -
Hong Kong) los tres algoritmos obtienen muy buenos resultados, y que es en el
escenario en que esta heuŕıstica mejor funciona. Como agregado, en su momento
se probó a aumentar el horizonte a H = 4 y con esto se lograba alcanzar el 99 %
del tiempo en la ruta ideal, es decir se empataba a la heuŕıstica alternativa. Esta es
una virtud del algoritmo de horizonte errante: la posibilidad de seguir aumentando
la profundidad; a pesar de que siempre existe el ĺımite de escalabilidad.

Se observa que los resultados obtenidos con los algoritmos propuestos en esta
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Figura 5.23: Retardo entre Singapur y Hong Kong. En promedio, la heuŕıstica alternativa
monitorea 1,06 rutas por época, obteniendo el retardo ḿınimo el 99,2 % del tiempo.

Tesis son más alentadores que los de la heuŕıstica alternativa. Si bien en algunas
rutas son similares, en varios casos la heuŕıstica alternativa no llega a igualar a la
poĺıtica miope, que en ningún caso es mejor que el horizonte de H = 3.

5.4. Análisis de resultados
Se realizarán a continuación algunos comentarios sobre los resultados obteni-

dos.

En primer lugar estos son alentadores en cuanto confirman el buen desempeño
del algoritmo de horizonte errante en escenarios de la vida real. Es un algoritmo
que realiza muy pocas medidas (como máximo medir una ruta cada cuatro minu-
tos), que elije muy frecuentemente la mejor ruta ( 94.5 % – 99.1 %), y que funciona
en ĺınea lo cual es una virtud importante. Por otro lado, tiene problemas de esca-
labilidad con respecto a la cantidad de rutas involucradas. Esto podŕıa mitigarse
utilizando versiones con menor profundidad de horizonte, dado que alcanza mirar
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unos pocos pasos hacia el futuro para que la poĺıtica obtenida se acerque mucho
a la poĺıtica óptima. De hecho, los resultados obtenidos con la poĺıtica miope son
sorprendentemente buenos para algún escenario en que supera incluso un horizonte
más profundo (Curitiba-Calgary).

Una observación interesante es que parece aumentar la cantidad de mediciones
al aumentar la profundidad del horizonte. Esto no siempre se dió en los escenarios
sintéticos, pero śı se da para todas las trazas. De alguna forma, contemplar los
posibles estados y decisiones a futuro exige tomar mayor acción en el presente.
Esta es una idea interesante en tanto midiendo más se logra una mejor poĺıtica
de ruteo; sin embargo seŕıa importante acotar la cantidad máxima de medidas a
realizar. No solamente buscar minimizar este valor, sino restringirlo a estar por
debajo de un umbral, superado el cual podemos generar congestión, o deteriorar el
estado de la red. Sin caer en problemas de budget fijo, uno podŕıa buscar fomentar
las medidas cuando estas son pocas, y restringirlas cuando son más frecuentes, por
ejemplo utilizando pesos o funciones del costo en vez de mantener un costo fijo
para todas las medidas.

Hay varios factores que pueden explicar algunas particularidades vistas en los
escenarios. Por un lado hay mucha dependencia de lo que se puede ganar en dis-
minución del RTT (que suele ser poco), hay casos en que quedan dudas de qué tan
buenas son las aproximaciones markovianas para los comportamientos de las ru-
tas. A su vez depende de qué tan cerca están las rutas paralelas entre śı (pudiendo
los algoritmos errar en la decisión de ruteo sin perder mucho). El valor del costo
incentivando o restringiendo las medidas también juega un rol importante, y final-
mente el tramo elegido para test tendrá un impacto muy fuerte en los resultados
obtenidos para las métricas elegidas (al comparar con el SALMON la reducción
de muestras generó dificultades para encontrar tramos interesantes de observar).

Las cuantificaciones descritas han sido útiles para validar los algoritmos, que
toman decisiones razonables para cambiar a las rutas más rápidas, a la vez que
realizando una baja cantidad de medidas. Sin embargo, no permiten adelantar
disminuciones del RTT posibles con los algoritmos: eso dependerá de las rutas
en el momento en que se estén usando. Lo que si podemos asegurar es que los
algoritmos mejorarán, y que el horizonte errante estará muy cerca de elegir casi-
siempre la ruta correcta. Del SALMON es más dif́ıcil realizar esta afirmación.

Los resultados obtenidos consolidan la idea de incorporar herramientas de
aprendizaje supervisado como solución al problema de ruteo, lo que nos libera de
asumir modelos markovianos de los retardos. En este caso se utilizó un clasificador
bien conocido y sencillo, que permitiera validar la dirección elegida. El algoritmo
implementado alcanzó e incluso superó en un caso al de horizonte errante, lo que
permite suponer que con otras herramientas se obtendŕıan resultados aún mejores.
Se detectaron limitantes importantes para el entrenamiento: el algoritmo no logra
muy buenos resultados con varias rutas. Esto es posiblemente por la necesidad
de contar con mayor cantidad de muestras para el entrenamiento, que permitan
capturar la complejidad del escenario considerado.

Utilizando cualquiera de los algoritmos propuestos se obtiene una disminución
efectiva del tiempo de ida y vuelta. Una base de datos más nutrida permitiŕıa
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apreciar más significativamente el beneficio de utilizar los algoritmos, pero ya se
vió en la Introducción en estudios concretamente enfocados al estudio de BGP y
las rutas paralelas que se pueden obtener disminuciones en los tiempos de hasta
el 50 % en un 25 % de los caminos [22]. Es decir: la ventaja existe, es cuestión de
encontrar esas rutas y de utilizar los algoritmos propuestos para aprovecharlo.

Una última comparación importante es frente a la poĺıtica de “siempre medir”,
que es la que se aplica en [11], [29], y tantos otros trabajos. En los algoritmos
propuestos se está realmente muy cerca de elegir la mejor ruta en todo momento
pero a su vez realizando muy pocas medidas. La restricción de medir todas las rutas
con mismo peŕıodo y en simultáneo no ofrece mucho aire para la disminución del
costo en los algoritmos de aprendizaje supervisado, en ese sentido el algoritmo de
horizonte errante tiene un ajuste más suave de la cantidad de medidas al costo de
medida.

96
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Conclusiones y trabajo a futuro.

6.1. Conclusiones
En esta Tesis se busca resolver el problema de elegir la ruta más rápida en

una red sobrepuesta minimizando el costo de medida. La selección inteligente de
rutas es un problema con vigencia. Esto sucede porque el ruteo entre sistemas
autónomos utilizando BGP, que se ha instalado como protocolo por defecto, puede
ser subóptimo y además propagar fallas o demorar en la recuperación ante las
mismas.

Al formular este problema como un problema de optimización, se desea mi-
nimizar la esperanza de la suma del tiempo de ida y vuelta más el costo de las
medidas realizadas. Es decir: minimizar la cantidad de medidas realizadas y el
tiempo de ida y vuelta de la ruta elegida, en cada época de decisión (cada algunos
minutos).

En un primer acercamiento basado en trabajos previos [41], se utilizan cade-
nas de markov para modelar el retardo en las rutas, lo que permite su formulación
como problema de decisión markoviano (MDP), y la aplicación de técnicas de pro-
gramación dinámica bien conocidas para encontrar la poĺıtica óptima de medición
y ruteo.

Se emplea para esto el algoritmo de modified policy iteration, principalmente
como base comparativa para los algoritmos de elaboración propia que fueron in-
troducidos en esta Tesis. La solución que ofrece el policy iteration es óptima en
escenarios markovianos. Sin embargo, estas técnicas no son computacionalmen-
te factibles para problemas de más de dos rutas, lo que impide su utilización en
la práctica. Se proponen entonces dos algoritmos que permiten la resolución del
problema de manera escalable y con buenos resultados.

El primero se monta sobre el enfoque del problema como un MDP, utilizando
una técnica de ventana deslizante proveniente de la teoŕıa del control predictivo
por modelo. Esta es una combinación novedosa, que permite la utilización de las
ecuaciones de Bellman con complejidad limitada, dado que se utiliza un horizonte
fijo en una cantidad de pasos.

Este algoritmo, conocido como receding horizon o de horizonte errante, permi-
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te obtener soluciones casi-óptimas con un costo computacional moderado. Tiene
como ventaja que corre en ĺınea, a diferencia de los algoritmos de programación
dinámica. Esta solución es más escalable, aunque no deja de caer en el curse of
dimensionality : el incremento en la cantidad de rutas es exponencial en la cantidad
de estados a visitar.

Por otro lado, cada vez es más cuestionada la asunción de modelos, y se han
multiplicado técnicas de aprendizaje supervisado que permiten escapar de hipótesis
tan fuertes. Se realiza un modelado del problema para la aplicación de técnicas
de aprendizaje supervisado para clasificación. El objetivo es clasificar el estado
de la red con el fin de elegir la ruta más rápida en todo momento. Para esto, se
establecen dos restricciones: todas las rutas serán medidas en simultáneo, y cada
cierto peŕıodo T . El estado del sistema consiste en el conjunto del RTT medido
para cada ruta, y el tiempo transcurrido desde esa medición.

Se utiliza una técnica bien conocida llamada random forest para la elección de
la ruta más rápida, Se formula un problema de optimización para estimar el valor
T ∗ que ofrece el mı́nimo valor esperado del “costo de medida más tiempo de ida y
vuelta”, utilizando validación cruzada.

Ambos algoritmos fueron validados y comparados en escenarios sintéticos, Las
trazas son generadas a partir del estudio de rutas de [33], y entre otras pruebas se
usan ejemplos de la literatura ( [48], [41]). Los resultados obtenidos son alentadores:
el algoritmo de horizonte errante con paso H = 1, también llamado miope, obtiene
ya muy buenos resultados en varias ocasiones. Sumado a esto, sólo incrementando
unos pocos pasos la profundidad del horizonte se obtienen resultados casi-óptimos.
La heuŕıstica de aprendizaje supervisado propuesta demostró ser muy cercana al
algoritmo de horizonte errante, con más escalabilidad y ejecutándose en menor
tiempo, sobre algunas trazas reales obteniendo incluso mejores resultados. Esto
permite pensar que ante escenarios cuya aproximación markoviana no es buena,
otras técnicas de aprendizaje libres de estas asunciones pueden tomar protagonis-
mo.

También se comparó al algoritmo de horizonte errante y al clasificador de ran-
dom forest contra otro algoritmo que busca resolver el mismo problema, utilizando
trazas reales obtenidas de NLNOG ring, y con resultados muy alentadores. Esta
heuŕıstica fue presentada en [48] y propuesta por O. Brun, M. Ségnéré y B. Prahbu,
de CNRS–LAAAS Toulouse. Además, ambas heuŕısticas han funcionado correcta-
mente en escenarios no-markovianos reales y sintéticos. Por último, se propusieron
una serie de modificaciones a los algoritmos para su mejor funcionamiento.

6.2. Del trabajo pasado al trabajo a futuro
En un trabajo de horizonte finito, como una tesis de Maestŕıa, quedan muchas

ideas por el camino, máxime siendo que uno está más preparado para enfrentar
el problema planteado al cierre del trabajo. En las próximas ĺıneas se resumen
algunas de ellas. En primer lugar, se comentan esfuerzos que no prosperaron, pero
que pueden revisarse a la luz de los buenos resultados obtenidos con los algoritmos
propuestos y pensando en combinaciones de estos métodos.
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Utilizando el enfoque ya conocido del problema como MDP, se puede buscar la
utilización de técnicas de aprendizaje por refuerzo. Esto se probó aunque sin suer-
te, dado que el sistema markoviano hace muy dif́ıcil la exploración para algunos
estados: aquellos que se logran visitar únicamente gracias a la concatenación su-
cesivas de la acción “no-medir”. Sin embargo, se puede pensar en utilizar métodos
de aproximación para las zonas de dif́ıcil recorrido. Hubo cierto esfuerzo en este
sentido, que finalmente no prosperó. Una idea es utilizar la aproximación del al-
goritmo de horizonte errante para entrenar un algoritmo de aprendizaje profundo
por refuerzo que aprenda a partir del retorno real obtenido en la exploración con
el retorno aproximado.

Otro enfoque estudiado es la utilización de teoŕıa de juegos para tomar la
mejor decisión de ruteo. Sin embargo esta formulación exige un mı́nimo modelado
estad́ıstico de los retardos de las rutas, lo que no nos libera demasiado de la
suposición markoviana. Si bien se obtuvieron resultados interesantes, por partir
de modelados markovianos y ser peores que los obtenidos con el horizonte errante,
no se profundizó en esta ĺınea de trabajo. Una posibilidad que permite escalar el
algoritmo de horizonte errante es considerar solamente las K mejores rutas en cada
instante, en vez de todas las rutas, para su aplicación. Esta restricción garantiza
la factibilidad del problema, y K puede hallarse en función de la profundidad de
horizonte deseada; ser fijado en un valor determinado; o a través de recorrer valores
combinando H y K, imponiendo restricciones de tiempos y buscando minimizar
la función de valor V KH(s), ∀s ∈ S.

Existe gran variedad de técnicas de aprendizaje supervisado, y en este trabajo
se probó la validez de utilizar clasificadores escalables, sencillos y robustos como
CART. Se puede pensar en utilizar técnicas más complejas de aprendizaje au-
tomático, como son técnicas de aprendizaje profundo: se piensa en redes neurona-
les recurrentes, dado que se considera que seŕıa importante estudiar la correlación
temporal de los datos. En [56] se proponen varias técnicas que se pueden aplicar
para estimar la ruta más rápida. Un aspecto importante a tener en cuenta en esta
ĺınea es que estos algoritmos suelen exigir grandes cantidades de datos, algo de lo
que no se dispońıa a partir de las trazas estudiadas.

Por otro lado, seŕıa importante relajar la restricción de usar un peŕıodo fijo de
medida simultánea obteniendo una solución escalable y de adaptación dinámica al
estado del sistema. Una propuesta es explorar el aprendizaje del valor de un T fijo
para cada ruta, o directamente los valores que T debe tomar en cada momento.
Una primera forma en que se puede avanzar es en por lo menos encontrar valores
alrededores de los cuales buscar T para cada ruta, de alguna forma vinculados
a la estabilidad-variabilidad de los retardos, y poder mejorar aún más los resul-
tados obtenidos. Otra falencia que tiene la formulación realizada es la medición
simultánea de las rutas. Esto podŕıa pensarse de otra forma: aún manteniendo un
mismo peŕıodo de medida por ruta, pero distribuyendo las medidas sobre diferentes
épocas, evitando la realización de múltiples medidas en una misma época.

Es con alegŕıa que se resume: fueron presentadas y es posible seguir desarro-
llando soluciones inteligentes y casi-óptimas para los problemas de ruteo y mini-
mización del costo de medición en redes sobrepuestas.
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Apéndice A

Solución exacta del problema miope

Esta sección fue realizada como parte de trabajo final de Teoŕıa y Algoritmia
de Optimización1.

A.1. Generalización al problema con N rutas, con K po-
sibles retardos

Ampliaremos ahora el problema a uno con N rutas, cada ruta con K posibles
retardos. Lo plantearemos de la siguiente forma:

Figura A.1: Problema general: N rutas con hasta K posibles retardos (estados) cada una.

Cada ruta ri tiene K posibles retardos, costo de medición ci y acciones posibles
Mi ∈ {0, 1}. La variable aij(t) representa el caso en que mido en ciertas i rutas y
no mido en las restantes j rutas. Se puede ver como un vector de largo 2N cuyos
valores son 1 en las rutas a medir y 0 sino.

Definimos al conjunto Caij (t) = {Li/Mi = 0}
⋃
{lkj /Mi = 1}, donde lkj es el

nivel más bajo en las j rutas medidas: lkj < lij∀i 6= k.

1https://eva.fing.edu.uy/course/view.php?id=963
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De entre todos los retardos de las j rutas medidas y retardo medios de las
i rutas estimadas, hay un valor que es el menor. Llamaremos l∗ a este valor, y
observamos que l∗(t) = mı́naij Caij (t).
Al mismo tiempo, este valor l∗ tiene probabilidad de ocurrencia dada por el x =
P (l∗) si la ruta es medida, y tiene probabilidad 1 si l∗ es un retardo medio, por lo
que a l∗ asociamos la probabilidad P ∗:

l∗ → P ∗ =

{
1 si M = 0

P (l∗) si M = 1

De igual manera, llamamos a l2∗ la segunda ruta de menor costo (ya sea medido
o medio); y definimos a P 2∗ como la probabilidad de ocurrencia de dicho retardo
como ya se hizo para P ∗. Continuamos aśı hasta la N-ésima ruta. Obsérvese que
podemos escribir a l2∗ como l2∗ = mı́n{C − l∗}.

Ahora, para cada combinación posible de ’medir o no-medir’ aij consideramos
Daij como el valor mı́nimo esperado del retardo para el conjunto de las rutas dado
que medimos o no según el vector aij . No estamos considerando el costo de medir,
sino simplemente el retardo.

En cada instante t, tendremos dos casos:

O bien la ruta de menor retardo es medida y tiene probabilidad de ocurrencia
P ∗ 6= 1, y entonces tengo que elegir con probabilidad (1 − P ∗) la segunda
ruta de menor retardo

O bien la ruta de menor retardo es un valor medio l∗ y tiene probabilidad
P ∗ = 1.

En el segundo caso el problema se simplifica bastante, ya que no tengo que
preocuparme por la segunda ruta de menor retardo. En el primer caso, luego
de preocuparme por la segunda ruta de menor retardo, debo realizar el mismo
razonamiento con la ruta de tercer menor retardo, y aśı sucesivamente.

Planteamos entonces Daij (t) como la esperanza de tener el menor retardo po-
sible para una combinación aij de medidas y no medidas. Es decir:

Daij (t) = P ∗l∗ + (1− P ∗)[P 2∗l2∗ + (1− P 2∗)[P 3∗l3∗ + [(1− P 3∗)[P 4∗l4∗ + [· · · ]]]]]

Donde incorporamos las n probabilidades de retardos más bajos de las posibles
rutas. Podemos reescribir esto como:

Daij =

N∑
k=1

dkpk

k−1∏
j=1

(1− pj) + dN

N−1∏
i=1

(1− pi)

Luego podemos plantear el problema general y relajado para N caminos con
K rutas posibles:

a∗ = argmı́n
aij

E{J(t)|aij} = argmı́n
aij

E{Daij + Caij}
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sujeto a, ∀aij :
∑

aij = 1

aij [k] ∈ [0, 1]∀k ∈ [0, 2N ]

Obtenemos un problema lineal sobre nuestra variable a∗ij , que además tiene
como espacio factible un simplex. Teniendo un problema lineal sobre un poliedro
(o un simplex), podemos ver que las soluciones exactas al problema se encuentran
en el conjunto factible, y más precisamente sobre las aristas del problema, es decir
con valores de los diferentes aij ∈ {0, 1}. Esto es porque estamos dentro de las
hipótesis del Teorema Fundamental de Programación Lineal 2.

A.2. Resolución del problema generalizado
Podemos reescribir el problema de manera más sencilla:

A∗ = argmı́n
A

AT (D + C)

sujeto a,
∑

a[i] = 1

a[i] ∈ [0, 1]∀i

Donde A, D y C son vectores de 2N términos. Consideremos que los vectores
D y C están ordenados para corresponder sus términos a la combinatoria de a[i]
respectiva. Es decir, el valor de C[0] = 0, ya que seŕıa no medir en ninguna ruta,
y el valor de D[0] seŕıa el mı́nimo de los valores medios de las rutas. En este caso,
al hallar el valor óptimo de A∗, tendremos un vector con 0 en todos sus valores
excepto en uno, que será la combinación óptima.

Si bien una solución posible del problema lineal puede ser simplemente tomar
el mı́nimo valor del vector D+C, esta es una solución discreta, que no contempla
la convexidad del problema relajado. Esta solución es más sencilla de visualizar,
si se quiere, pero se aleja del contenido de la asignatura, por lo que decidimos
realizar un descenso por el gradiente, proyectándolo cuando necesario (Projected
Gradient Descent). Incluso podŕıa resultar que la forma más rápida de encontrar
el resultado no sea recorriendo un vector (que puede ser grande), sino iterando de
alguna forma más astuta (por ejemplo con el método del punto interior).

2https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental theorem of linear programming
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Apéndice B

Una propuesta de mejora para el
algoritmo de Horizonte Errante

Como se discutió anteriormente, el número de estados del sistema aumenta
exponencialmente con el número de rutas N . Sin embargo, si se restringe la canti-
dad de rutas que se puede medir en cada paso a una ruta como máximo (teniendo
en cuenta solo un subconjunto del espacio de acciones), entonces la cantidad de
estados se reduce considerablemente.

Para ver esto, considere un estado inicial s = (si)i=1...N . El número de dife-
rentes estados de información en el nivel H viene dado por los diferentes valores
que puede tomar cada componente de dicho vector (es decir, si). Como se vió,
los valores que si puede tomar son (LLast, τ

i), donde LLast es cualquiera de los
Ki niveles de la ruta i y τ i es hace cuanto se midió esa ruta. Para simplificar,
asumamos que cada ruta tiene la misma cantidad de niveles.

Para analizar los estados posibles H pasos después se discriminará según cuan-
tas rutas se midieron. Recordemos que el estado de una ruta en una época de
decisión está completamente caracterizado por un nivel medido en algún momento
de esa ruta y el tiempo que pasó desde esa medida. Veamos entonces cuales son
los posibles estados finales que puede tomar nuestro problema: esa es la cantidad
final de estados en el árbol al aplicar el algoritmo con horizonte H. Si después de
los H pasos del algoritmo (es decir en H épocas) se miden H rutas:

cuantos posibles estados surgen de que H rutas son medidas entre las N
posibles se puede ver como la combinatoria de H en N sin repetición:

(
N
H

)
.

falta incluir los posibles ordenamientos de esas H medidas en las H épocas.
Esto es la permutación de H en H: P (H,H), de cuantas formas puedo
ordenar y ubicar esas H medidas en H épocas.

Cada ruta medida puede estar en alguno de los K niveles posibles, esto es
KH posibilidades para las H rutas.

Las restantes N-H rutas no aportan posibles ramificaciones, dado que al no
ser medidas evolucionarán solamente incrementando su valor de τ i −→ τ i+H.
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Si se mide H-1 rutas:

Se debe seleccionar H-1 elementos de los N posibles: nuevamente obtenemos
la combinatoria de H-1 en N sin repetición:

(
N
H−1

)
.

Hay que ubicar las H-1 medidas entre las H épocas posibles, pudiendo reor-
denarse H-1: la permutación de H-1 en H, P (H,H − 1).

Cada ruta medida aporta los posibles KH−1 niveles.

Las restantes rutas evolucionan aumentando su lag de manera fija a τ i +H.

Aśı continuamos, hasta que se mide 1 ruta:

Se debe seleccionar 1 elemento de los N posibles: nuevamente obtenemos la
combinatoria de 1 en N sin repetición.

Hay que ubicar esta medida entre las H épocas posibles.

La ruta medida aporta los posibles K niveles.

Las restantes rutas evolucionan aumentando su lag a τ i +H.

Cuando se mide una ruta, sabemos que hay solamente K estados posibles.
Cuando no se mide ninguna ruta, hay 1 sólo estado posible. Si llamamos h a
la cantidad de rutas medidas, podemos trasladar este razonamiento a su forma
matemática en la ecuación (B.1)

H∑
h=0

P (H,h)

(
N

h

)
Kh=

H∑
h=0

H!

(H−h)!

N !

(N − h)!h!
Kh, (B.1)

donde P (H,h) = H!
(H−h)! representa el número de h−permutaciones de H.

La intuición detrás de (3.4) es la siguiente. Desde la ráız hasta el nivel H,
considere h diferentes rutas que se miden, esto lleva a Kh diferentes estados en el
nivel H. Además, estas h rutas pueden ser cualquiera de las N rutas disponibles,
tenemos por lo tanto, combinaciones de h rutas a elegir en N . Además, el orden
en que se miden las rutas proporciona diferentes estados alcanzables. Tenemos h-
permutaciones de H épocas de medida. Finalmente, h toma todos los valores de 0
a H. Tenga en cuenta que si H > N , (3.4) sigue siendo válida ya que los términos
desde N + 1 en adelante son iguales a 0.

Esta versión del algoritmo se implementó. En la figura 3.5 se aprecia el tiempo
de medida para el ejemplo visto, en el caso de utilizar el algoritmo en su versión
original y con la restricción. Sin embargo, esta restricción nos está privando de
visitar estados y de considerar acciones.

¿Cuál es entonces el razonamiento detrás de esta modificación? Que la reduc-
ción en el espacio de estados permite escalabilidad, buscando un impacto leve en
el algoritmo: si necesitamos medir dos rutas, alcanza con que se mida una ruta
en una época y la otra en la siguiente. Sin embargo, a pesar de que śı se logra
disminuir el tiempo de procesamiento de manera considerable, esto nos aleja de
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la poĺıtica óptima. A su vez, disminuir el espacio de acciones y de estados de esta
forma no logra romper con el crecimiento exponencial sobre la cantidad de cami-
nos. Es decir: funciona más rápido, pero en escenarios en que el algoritmo original
también era aplicable, y obteniendo peores resultados.

Otra idea que se implementó fue realizar pruning para aquellas ramas del árbol
en que la probabilidad de visita fuera muy baja. Pruning es evitar considerar parte
del espacio de estados y acciones que no aportan información relevante, disminu-
yendo aśı la complejidad del modelo. Al estar el retorno asociado a visitar esos
estados multiplicado por esa probabilidad de visita, esto permitiŕıa bajar la canti-
dad de ramificaciones pero sin alterar la función de valor estimada al tomar ciertas
acciones. Esto no dió muy buenos resultados, aunque si permitió podar el árbol y
acelerar la ejecución del algoritmo. El problema es que el árbol se simplificaba en
exceso, y entonces se perd́ıa información valiosa para dirimir entre diferentes ac-
ciones cuyas funciones de valor estuvieran relativamente cerca, lo que nuevamente
nos alejaba de la poĺıtica óptima.
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[39] C. Szepesvári, “Shortest path discovery problems: A framework, algorithms
and experimental results,” in AAAI, pp. 550–555, 2004.

[40] M. Mouchet, S. Vaton, and T. Chonavel, “Statistical characterization of
round-trip times with nonparametric hidden markov models,” in 2019 IFI-
P/IEEE Symposium on Integrated Network and Service Management (IM),
pp. 43–48, IEEE, 2019.

[41] S. Vaton, O. Brun, M. Mouchet, P. Belzarena, I. Amigo, B. J. Prabhu, and
T. Chonavel, “Joint minimization of monitoring cost and delay in overlay
networks: optimal policies with a markovian approach,” Journal of Network
and Systems Management, vol. 27, no. 1, pp. 188–232, 2019.

[42] Y. Teh, M. Jordan, M. Beal, and D. Blei, “Hierarchical dirichlet processes
(technical report 653),” UC Berkeley Statistics, 2004.

[43] Y. W. Teh, M. I. Jordan, M. J. Beal, and D. M. Blei, “Sharing clusters
among related groups: Hierarchical dirichlet processes,” in Advances in neural
information processing systems, pp. 1385–1392, 2005.

[44] M. J. Beal, Z. Ghahramani, and C. E. Rasmussen, “The infinite hidden mar-
kov model,” in Advances in neural information processing systems, pp. 577–
584, 2002.
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óptima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.5. Tiempo de cálculo de la solución en función del incremento del ho-
rizonte. La curva azul se explicará más adelante, pero es resumi-
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5.5. Escenario sintético número 3. Valor esperado del retorno para dife-
rentes valores de T posibles. El mı́nimo se alcanza en T = 4. Luego
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5.10. Escenario sintético número 5, trazas generadas con la distribución
de Pareto. Accuracy según los valores de T . . . . . . . . . . . . . . 73

5.11. Ejemplo 1 - MRE en % de la poĺıtica miope y de las heuŕısticas
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