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Resumen

En esta monografia se estudia la dindmica de polinomios de grado 2 en
la esfera cuyo punto critico es periddico. Uno de los objetivos principales
es realizar un andlisis geométrico del conjunto de Julia relleno de dichos
polinomios.

Una de las herramientas centrales es el teorema de Thurston acerca de los
cubrimientos ramificados con finitos puntos postcriticos. Este establece una
condicién topologica para decidir cuando uno de dichos mapas es equivalente,
en cierto sentido, a una funcion racional. Esta equivalencia de Thurston es
una intermedia entre la conjugacién dinamica y la geométrica.

Aplicamos el teorema de Thurston a una familia especifica de cubri-
mientos llamados mapas arana, que son modelos topolégicos de polinomios
cuadraticos con punto critico pre-periddico. Determinamos qué mapas arana
son equivalentes a polinomios, y probamos que todos los polinomios estudia-
dos son equivalentes a uno de estos mapas.

Se combinan resultados clasicos de la dinamica local de funciones ho-
lomorfas con los modelos topoldgicos y la equivalencia de Thurston para
encontrar la topologia del conjunto de Julia relleno de los polinomios estu-
diados.

Esta monografia estd basada en los libros [10] y [8].
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Introduccion

La dindamica compleja consiste en el estudio de la iteracién de funciones
holomorfas. Una de las aplicaciones de esta rama de la matematica surge de
la bisqueda de condiciones iniciales para asegurar que el método de Newton
converja (un método numérico para hallar raices de polinomios). Schroder y
Cayley fueron los primeros en estudiar estos temas, encontrando condiciones
para su convergencia en polinomios de grado 2 en el plano complejo. Mas
adelante algunos matematicos se empezaron a interesar por la teoria local
alrededor de puntos fijos para funciones holomorfas; entre ellos estaba Bott-
cher, cuyo teorema demostramos en 2.1.1 y da una conjugacién local entre
un polinomio y un mapa de la forma z — z* en el entorno de un punto fijo
critico. Si bien los resultados principales de este trabajo son mas recientes,
este teorema es fundamental para él.

Los aportes de Fatou y Julia fueron los que terminaron de consolidar esta
rama de los sistemas dinamicos. Ellos lograron, mediante la teoria de Montel
para funciones normales, estudiar la dindmica de las funciones holomorfas con
un enfoque mas global, y no localmente como se hacia hasta ese momento.

La historia de esta rama de la matemaética hasta la llegada de Fatou y
Julia se puede encontrar en [1].

El objetivo de este trabajo es, mediante el teorema de Bottcher y el aporte
de la teoria de Teichmiiller a través del teorema de Thurston, estudiar la
dindmica de polinomios cuadraticos. En particular nos interesan aquellos que
tienen ciclo superatractor, es decir, una orbita periddica de un punto critico.
Nos centramos en estudiar la geometria de su conjunto de Julia relleno K:
el complemento de la cuenca de atracciéon de oo.

Como un polinomio de grado 2 tiene un unico punto critico en C, la
existencia de un ciclo superatractor implica que no hay puntos criticos en la
cuenca de atracciéon de co. En el teorema 2.2.2 probamos que esto implica que
el mapa de Bottcher alrededor de oo se puede extender a toda su cuenca de
atraccién. Luego, en el teorema 2.4.1, demostramos que este mapa también se
extiende al borde. Esto nos permite definir el lazo de Caratheodory (denotado
7p): un mapa continuo y sobreyectivo de la circunferencia S* al conjunto J,,.



Uno de los objetivos de este trabajo es identificar qué puntos de S* tienen la
misma imagen por .

Para lograr este objetivo enunciamos un teorema para clasificacion de
cubrimientos ramificados de Thurston. Hubbard y Douady elaboraron en [5]
una demostracién de este teorema en base a las notas de un curso dado por
Thurston.

Teorema 3.2.15 (Thurston). Sea f : S* — S? un mapa de Thurston con or-
bifold hiperbdlico. Entonces f es equivalente Thurston a una funcion racional
st y solo st toda multicurva f-estable I' cumple que A\r < 1.

Un cubrimiento ramificado es un mapa de la esfera que es un cubrimiento
salvo en finitos puntos; los puntos donde la funcién no es un cubrimiento se
llaman puntos criticos. Si ademas la orbita futura de todos sus puntos criticos
es finita decimos que es un mapa de Thurston. Una definiciéon mas formal se
puede encontrar en 3.1.7. Los polinomios cuadraticos con ciclo superatrac-
tor, por ejemplo, son mapas de Thurston. La equivalencia de Thurston es
una conjugacién geométrica por dos homeomorfismos isotépicos relativos al
conjunto de postcriticos. Estos homeomorfismos ademas deben coincidir en
dicho conjunto. La definicién de este concepto se puede encontrar en 3.2.1. La
demostracion de este teorema implica profundizar en la teoria de Teichmiiller
y escapa al alcance de este trabajo. El desarrollo de esta teoria se puede en-
contrar en [7] y la demostracién del teorema de Thurston se puede encontrar
en [8].

Con el objetivo de aplicar este teorema para el estudio de polinomios
cuadraticos construimos los mapas arana: funciones que se comportan, en
un sentido topoldgico, como polinomios de grado 2. Estas funciones fueron
definidas en [2] donde se utilizan para clasificar polinomios en un contexto
mas general al de este trabajo. Cada angulo racional # tiene su propio ma-
pa arana, y la construccion depende de si el denominador es par o impar.
Utilizando esta construccién probamos el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1. Todo polinomio de grado 2 con ciclo superatractor es equi-
valente Thurston a un mapa arana.

Ademas, utilizando el teorema de Thurston encontramos qué mapas arana
son equivalentes a una funcién racional, en el teorema 3.4.2. Este teorema
en particular nos dice que todo mapa arana asociado a un angulo impar es
equivalente Thurston a un polinomio con ciclo superatractor.

Durante la demostracién del teorema 5.3.1 vamos a probar que todo poli-
nomio cuadratico con ciclo superatractor es equivalente Thurston a los mapas



arana de dos angulos distintos. Al par de dngulos que cumplen esto los lla-
mamos angulos comparneros. Para demostrar el teorema 5.3.1 vamos a definir
el concepto de rayos exteriores y ver su relacion con los mapas arana.

El concepto de angulos companeros es especialmente 1til en el estudio del
conjunto de Mandelbrot: el conjunto que corresponde a los polinomios con
Julia conexo en el espacio de parametros para polinomios de grado 2. Cada
par (6, 6') se corresponde con el “centro” de una componente del Mandelbrot.
El estudio de este conjunto escapa del alcance de este trabajo y se puede ver
en [8].

Los rayos exteriores permiten definir una semiconjugacién entre el poli-
nomio p en J, y el mapa de duplicacién de angulos. Luego, para dar una
descripcién combinatoria de la topologia de K, utilizamos las “secuencia de
entrelazado”. Esta secuencia conjuga la duplicacion de angulos con el shift
de dos simbolos.

Teorema 5.4.5. Sea py un polinomio que es equivalente Thurston a un mapa
O-arana y sea vy su lazo de Caratheodory.

Yo(t1) = Y6(ta) == p(t1) = So(ta)
donde Y (t) es la secuencia de entrelazado de t para el angulo 6.

Utilizando este teorema vamos a ver que K, se puede obtener del disco co-
cientando la envolvente convexa de los puntos que tienen la misma secuencia
de entrelazado.

La organizacion del trabajo es la siguiente: en el capitulo 1 resumire-
mos conceptos y resultados preliminares acerca de superficies de Riemann,
métricas hiperbdlicas y de dinamica compleja. En el capitulo 2 probaremos
la existencia del mapa de Bottcher y veremos condiciones para la extension
de dicho mapa. El capitulo 3 trataremos el teorema de Thurston y construi-
remos los mapas arana. En el capitulo 4 estudiaremos los rayos exteriores,
enfocandonos en las propiedades que usaremos. En el ultimo capitulo proba-
remos que todo polinomio cuadratico con ciclo superatractor es equivalente
Thurston a un mapa arana, ademas de describir la topologia del conjunto K,
como un disco pinzado.



Capitulo 1

Estudio de Preliminares

En este capitulo enunciamos algunas definiciones y propiedades basicas
pertinentes a la monografia. En primer lugar vamos a hablar sobre resultados
clasicos de andlisis complejo. En particular nos interesan dos resultados: el
teorema de Montel para familias de funciones y el teorema de transformacio-
nes conformes de Riemann. Si bien estos teoremas en general son conocidos,
su uso en este trabajo es extenso, por lo que vale la pena repasarlos. Luego
vamos a exponer conceptos basicos de la dinamica de funciones holomorfas.

Son pocos los teoremas que se van a demostrar en este capitulo; sin em-
bargo, se dejan referencias bibliograficas donde ser pueden consultar las de-
mostraciones.

1.1. Algunos conceptos de analisis complejo

Para empezar, vamos a exponer algunos resultados y definiciones de anali-
sis complejo. Las demostraciones pertinentes a esta seccion se pueden encon-
trar en [7], [9] v [11].

1.1.1. Definiciones y resultados clasicos de funciones
holomorfas

Una funcién holomorfa es una funcién que es derivable en el plano com-
plejo. Si permitimos ademéas que tomen el valor de oo las podemos pensar
como funciones de la esfera. Hay muchos resultados relativos a las funciones
holomorfas que no son ciertos cuando hablamos de funciones derivables en
R2. Sin embargo, no nos vamos a centrar en explicar estas diferencias.

Definimos S como la compactificacion por un punto del plano complejo, es
decir Cu{m}. A este espacio, que topoldgicamente es una esfera de dimensién



Figura 1.1: Tres ejemplos de simplemente conexos del plano. No importa qué tan
ertranas sean sus fronteras, siempre existird una transformacion conforme entre
el interior de estas figuras y el disco.

2, tipicamente se lo llama la esfera de Riemann.

En primer lugar vamos a enunciar el teorema de Montel. Este teorema
habla de cuando familias de funciones son normales; es decir, compactas con
la topologia de convergencia uniforme en compactos.

Teorema 1.1.1 (Montel). Sean z, 29, 23 € S, U abierto de S y sea F una
familia de funciones holomorfas tales que F < {f : U — S : fu) <
S\{z1, 22, 23}}. Entonces F es normal.

Definiciéon 1.1.2. Una transformacion conforme es una funciéon holomorfa y
biyectiva. Decimos que dos conjuntos U y V' son conformemente equivalentes
si existe una transformacion conforme entre ellos.

Teorema 1.1.3 (Riemann). Sea U < C un abierto simplemente conexo.
Entonces U es conformemente equivalente a D si y solo st U # C

Este teorema es algo sorprendente, y, como una consecuencia directa, te-
nemos que cualquier simplemente conexo (no importa qué tan extrafio sea su
aspecto) es homeomorfo al disco. Algunos ejemplos de simplemente conexos
se pueden ver en la figura 1.1.

1.1.2. Swuperficies de Riemann

Una superficie de Riemann es una variedad de dimensién 1 compleja
donde el cambio de cartas es holomorfo. Si bien hay varias superficies de
Riemann que no son subconjuntos de la esfera de Riemann, en general nos
van a interesar este tipo de superficies.

Tres ejemplos superficies de Riemann (que no son la misma) son el disco,
la esfera y el plano complejo. Mas adelante, mediante el teorema de unifor-
mizacién, veremos por qué estas tres son importantes.



En este seccién vamos a analizar cudles son los automorfismos de las tres

superficies. Para describirlos primero vamos a definir las transformaciones de
Mobius.

Definicién 1.1.4. Las transformaciones de Mobius son funciones de la forma

az+b
cz+d

f(z) =
con ad —bec # 0

Proposicién 1.1.5. Las transformaciones de Mdbius con la composicion
forman un grupo isomorfo a PSL(2,C).

Teorema 1.1.6.
1. Aut 'S es el grupo de todas las transformaciones de Mobius

2. Aut C es el grupo de las transformaciones de Mobius de la forma z —
az+b cona#0

3. Aut D es el grupo de las transformaciones de Mobius de la forma

f(z) = 2=

1—az
con 6 €[0,2r) yaeD

Teorema 1.1.7 (Uniformizacién). Toda superficie de Riemann simplemente
conexa es conformemente equivalente a la esfera, el plano o el disco.

Este teorema nos permite estudiar las superficies de Riemann mediante
su cubrimiento universal.

Definicién 1.1.8. Sea X un espacio topoldgico. Un cubrimiento es un es-
pacio X y un mapa p : X — X tal que para cada x € X existe un entorno
U tal que p~1(U) es unién disjunta de abiertos de X en los cuales p es un
homeo.

Definicién 1.1.9. Un cubrimiento universal de un espacio es un cubrimiento
(X,p) con X simplemente conexo.

El cubrimiento universal, en caso de existencia, es tnico y es de gran
utilidad para estudiar espacios . Se puede encontrar mas informacién sobre
este objeto topoldgico en [6].

Como corolario del teorema de uniformizacién tenemos lo siguiente:



Corolario 1.1.10. 57 X es una superficie de Riemann, su cubrimiento uni-
versal es el plano, el disco o la esfera.

Este corolario da lugar a la siguiente definicién. La palabra hiperbdlica
tiene que ver con la curvatura de la superficie, sin embargo, no vamos a
profundizar sobre este tema.

Definicién 1.1.11. Sea X una superficie de Riemann. Decimos que X es
hiperbolica si su cubrimiento universal es el disco.

También se puede probar que cualquier subconjunto de la esfera que omi-
ta 3 puntos es una superficie hiperbdlica. Otros ejemplos de superficies hi-
perbdlicas son las superficies cerradas de género mayor o igual que 2.

Podemos identificar las superficies hiperbdlicas en funcién del grupo de
automorfismos del disco, como se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.12. Sea X una superficie de Riemann hiperbolica. Entonces
X =D/T, donde T es un subgrupo de Aut D

1.2. Meétricas hiperbdlicas

Informalmente, una métrica nos da una forma de “medir largos de curvas”
y, por lo tanto, distancias. Dados dos puntos P y () de una superficie de
Riemann X nos gustaria definir la “curva de largo minimo” entre Py (). Para
poder realizar esto no basta con definir una funcién distancia, necesitamos
una estructura diferenciable.

Definicién 1.2.1. Sea X una superficie de Riemann. Una métrica es una
funcién p : X — R de clase C?. Si z € X y ¢ € C es un vector del plano
tangente, definimos el largo de ( para la métrica p como

(2,0, = p(2)IC]-

Intuitivamente esta definicién nos dice que los vectores pueden ser mas
largos o mas cortos segtin el punto del espacio.

Ejemplo 1.2.2. La métrica euclidea se obtiene tomando p(z) = 1. En ella,
el largo del vector no depende del punto donde se esté midiendo.

Ejemplo 1.2.3. La métrica de Poincaré (también llamada métrica hiperboli-
ca) en el disco se define como

2
p(z) = 1_—|Z‘2

Observamos que, cuanto mas nos acercamos al borde del disco, mas “largos”
son los vectores.
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Definicién 1.2.4. Sea 7 : [0,1] — X una curva diferenciable. Definimos el
largo de v como

() = J (9 (8), ()t

Si la métrica esta implicita, podemos denotaremos el largo de la curva
gama como [.
A su vez podemos definir la distancia entre Py () como

d,(P,Q) = fgf{lp(v) :9(0) = Py~(1) =Q}

Por el corolario 1.1.10, para definir métricas en superficies cuyo cubri-
miento universal es el disco nos interesan las métricas para las cuales los
automorfismos del disco son isometrias. La siguiente proposicién nos da una
idea de la importancia de la métrica de Poincaré definida en el ejemplo 1.2.3

Proposicién 1.2.5. Toda métrica invariante por isometrias del disco es un
maultiplo de la métrica de Poincaré.

Supongamos que tenemos una métrica definida en un dominio €2y y una
funcién f : Q; — 9 sobreyectiva y holomorfa. Podemos utilizar la métrica
de Q5 para definir una métrica en €2,

Definicién 1.2.6. Sea f : 2y — )y, y sea p una métrica de €y. El pullback
de p por f se define por

frp(z) = p(f(2)|0f /0=

Ademas, a partir del pullback podemos definir el concepto de isometria.
Una isometria es una funcién entre dos espacios que preserva la métrica.

Definicién 1.2.7. Sean (€, p1) v (€2, p2) dos superficies de Riemann con
sus respectivas métricas. Sea f : ; — )y una transformaciéon conforme.
Decimos que f es una isometria entre )1 y {29 si se cumple que

[ p2=p1
A partir de esta definicién se puede probar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.8. Toda superficie hiperbolica X admite una métrica donde
la proyeccion p : D — X es una isometria local. A esta métrica la llamamos
métrica hiperbolica de X .

Las funciones holomorfas contraen la métrica hiperbdlica.
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Proposicién 1.2.9. Sean X e Y superficies de Riemann hiperbolicas. Sean
dx y dy las distancias provenientes de la métrica hiperbolica para X e Y
respectivamente. Sea f : X — Y holomorfa. Entonces se cumple que para
todo 1,19 € X

dy (f(21), f(z2)) < dx (21, 22)

donde la igualdad se cumple si y sélo si f es un cubrimiento.

Si bien no demostraremos esta proposicion, la idea de la prueba es sim-
plemente levantar f al cubrimiento universal (el disco) y aplicar alli el Lema
de Schwartz.

Finalmente vamos a enunciar una propiedad fundamental sobre superfi-
cies de Riemann hiperbdlicas y funciones holomorfas, que serd de utilidad en
la seccién 2.4

Corolario 1.2.10. Sean U,V < C dominios hiperbolicos. Denotamos por
(2, O)lv y [(2,¢)lv los largos del vector ( en el punto z para la métrica hi-
perbolica de U y V' respectivamente. St U < V' entonces existe C' < 1 tal
que

(2, Olv < Cl(z,Olv

La demostracion de este corolario viene de que la inclusién ¢ : U — V es
una funciéon holomorfa.

1.3. Dinamica de funciones racionales

Esta parte de los preliminares estd mas estrechamente relacionada con la
monografia. El objeto de estudio de este trabajo es la dindmica de funciones
holomorfas en S. Un resultado cldsico de anélisis complejo nos dice que estas
funciones son exactamente las racionales, es decir, funciones de la forma

con Py @ polinomios complejos.

El estudio de la dindmica de las funciones racionales en la esfera se centra
en entender dos conjuntos totalmente invariantes, uno donde la dindmica es
sencilla y otro en donde es mas cadtica.

Definicién 1.3.1. Sea S la esfera de Riemann, y f : S — S una funcién
holomorfa. Definimos el conjunto de Fatou de f como el conjunto de puntos
2o tales que existe un entorno U de z para el cual la familia {f"| } es
normal, y lo denotamos F. El complemento de dicho conjunto lo definimos
como el conjunto de Julia de f y lo denotamos J¢

12



El teorema de Montel (que se enuncié en el capitulo 1) es lo que inspira
la definicién de estos conjuntos.

Proposicién 1.3.2. Sea z € J; y U entorno de z. Entonces

)

n=1
cubre toda la esfera salvo, a lo sumo, dos puntos.

-, . , on , o1
Demostracion. Sino fuera asi, entonces { f !U } serfa una familia normal por
el teorema de Montel, lo que es absurdo pues z € J¢ O

Esta proposicion nos da una nocién de lo cadtica que es la dindmica en
el conjunto de Julia.

Ejemplo 1.3.3. Un ejemplo que permite ilustrar estos fenémenos es el de la
funcién f(z) = 22. Para este mapa tenemos que .J; = S'y Fy = S\S',

Fuera de S!, la dindmica es sumamente sencilla. Todo lo que est4 adentro
del circulo de radio 1 es atraido a 0, y todo lo que esta afuera es atraido a oo
(como se puede ver en la imagen 1.2)

Por otro lado la dindmica en S! es més complicada. All{ el mapa es conju-
gado a t — 2t si pensamos S! como R/Z. Este mapa tiene un comportamiento
cadtico y propiedades interesantes. Algunas de ellas se pueden ver en [3].

2

Figura 1.2: Esquema de la dindmica de f(z) = z° en el plano complejo.

Ahora vamos a explorar caracteristicas de los conjuntos J; y Fy. Las
propiedades aqui expuestas se pueden ver demostradas en [10].

Proposicién 1.3.4. El Fatou es abierto y el Julia es cerrado y no vacio.
Ademds, ambos conjuntos son totalmente invariantes. Es decir, Fy = f(Fy) =

fH(Ey).
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Los puntos fijos cuya derivada tiene modulo distinto de 1 se pueden cla-
sificar de la siguiente manera:

Definicién 1.3.5. Sea f : S — S holomorfa. Sea z un punto fijo.
(1) Si|f'(2)| > 1 decimos que z es repulsor.

(2) Si|f'(2)| <1 decimos que z es atractor.

(3) Si f'(z) = 0 decimos que z es superatractor.

Estos nombres vienen de estudiar qué pasa con los puntos cercanos a ellos
al iterarlos por la funcién.
A los atractores y repulsores los podemos clasificar de la siguiente manera:

Proposicién 1.3.6. Sea f : S—S§ holomorfa. Sea z un punto fijo.
(1) Si z es repulsor entonces z € J;.
(2) Si z es atractor entonces z € Iy

Vale aclarar que los puntos cuya derivada tiene modulo 1 también se pue-
den clasificar, sin embargo, dicha clasificacion es mas complicada. También
se pueden extender estos conceptos para puntos periddicos, en particular nos
interesara el caso de un superatractor.

Definicién 1.3.7. Sea z un punto periédico de periodo k. Decimos que el
ciclo {f°"(2)}nen €s superatractor si z es superatractor de f°F

Otra definicion que sera necesaria para este trabajo es la de la cuenca de
atraccion. La cuenca de atraccién de un punto son todos los puntos “que se
acercan a €él”.

Definicién 1.3.8. Sea [ : S — S una funcién holomorfa, y sea zg un punto
fijo atractor. Definimos la cuenca de atraccion de zy como

A, ={zeS: lim fo(z) = z)}
n—0o0
Observacion. A, es un conjunto abierto.

Definicién 1.3.9. La cuenca inmediata de atraccion de 2, es la componente
conexa de A,, que contiene a 2
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1.4. Dinamica de polinomios

Los polinomios son un caso particular de las funciones racionales. Si el
polinomio es de grado d > 2 es facil ver que o es un punto critico de orden
d. En particular esto quiere decir que es un superatractor. El estudio del
complemento de la cuenca de infinito es un objetivo principal de este trabajo.

A lo largo de esta seccién, asumimos que p es un polinomio de grado d.

Definicién 1.4.1. El conjunto de Julia relleno se define como K, = C\A,..
Proposicién 1.4.2. K, es cerrado y 0K, = J,

Demostracion. 1: 0K, < J,

Sea z € 0K, como A, es abierta tenemos que z tiene érbita acotada. Sin
embargo, tiene puntos arbitrariamente cerca que se van a infinito, por lo que
2 € Jp.

2: J, < 0K,

Si z € Jp, entonces tiene oribta acotada. Si z € [%p, esto quiere decir que

existe U entorno de z tal que U < K. Como {p"| } es una familia acotada

de funciones, por el teorema 1.1.1, es normal. Esto implica que U < F),, lo
cual es absurdo. Luego, z € 0K, y z € K,,.

O
Proposicién 1.4.3. A, es conexo.

Demostracién. Sea U un entorno de o0. Como p~1(o0) = {00} y toda compo-
nente conexa de p~!(U) debe contener a una preimagen de o0, tenemos que
p~H(U) es conexo.

Finalmente podemos escribir la cuenca de atraccion de oo como la siguien-

te union
A = Jpr ()

Como A, es union de abiertos conexos cuya intersecciéon es no vacia la pro-
posicion queda demostrada. O
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Capitulo 2

El mapa de Bottcher

La idea de este capitulo es estudiar el comportamiento de las funciones
racionales cerca de un punto fijo superatractor. Vamos a encontrar una con-
jugacién local entre dicho polinomio y un mapa de la forma z — z¥ y también
estudiar hasta donde podemos extender dicha conjugacién.

2.1. El teorema de Bottcher

Iniciamos este capitulo con el teorema de Bottcher. Su importancia pa-
ra este trabajo estd en que, cuando hablamos de un polinomio, oo siempre
es un punto fijo superatractor. Este teorema también vale para funciones
racionales.

Teorema 2.1.1 (Bottcher). Sea p polinomio con un punto fijo superatractor
z. Existe un entorno U de Z y un cambio de coordenadas holomorfo ¢ : U —
D, con 0 <r <1 tal que:

1. ¢9(2) =0
2. ¢pop(z) = ¢(2)*, donde k es el orden del punto critico.

Ademdas, ¢ es unico a menos de multiplicar por una raiz (k -1)-ésima de la
unidad.

Demostracion. Primero observamos que basta considerar el caso z = 0.

~

- Si 2 € C, conjugamos por «a(z) =z — 2

s . 1
- Si Z = o0, conjugamos por a(z) = —
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Sea p(z) = apz® + apy 12"+ ..., y sea c € C tal que ¢*~! = a4, tenemos
que
cakz’C capq 2F! cap 127!
cp(z/c) = e T m At g

Por lo que Conjugando por a(z) = cz podemos considerar el caso en que
A = 1.
Luego, podemos escribir
p(2) = 2F(1 4+ b1z + by2® +b32® +...)

y con la notaciéon n(z) = bz + bez® + b3z ... podemos reescribir nuestro
polinomio en funcién de 7:

p(z) = 2" (1 +1(2))
Por continuidad sabemos que existe 79 € R tal que |z| < rg = [n(2)| < 1/2

Sea r = min{rg, 1/2}, vamos a ver que p(DD,) € D,:

3 3
p(2) < 1251 +n(2))] = [2M]1 +n(z)] < 512" < 71z
Ademss, si [n(z)| < 1 tenemos

p(z) #0siz#0y zeD, (2.1)

Utilizando estas dos propiedades buscamos una conjugacion de p|D . Para
T
ello, vamos a encontrar una expresién para p°”

Afirmacion. p°(z) = 28" (1 + k" b1z + O(2?))

Demostracion. Inductivamente,

P (2) = p(2)" (1 4+ K" oip(2) + O(p(2)?)
= 2T+ B (2L A+ bz 4+ O(22) + O(Z2) (L + bz + by + .. )M
=1+ 0+ bz + ba2? 4. )
=M1+ Bz + O(2%))

Al tener una expresion para la iterada mn-ésima, consideramos

onl(2) = Vp(z) = 2(1+ K" gz )Y
(14 k" byp(2) + O(p(2)?)
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Como p"~1(z) estd en D, observamos que |n(p"~'(2))| < 1/2, por lo que
Re(1 +n(p"'(2))) > 0. Esto implica que podemos elegir una rafz k"-ésima
holomorfa. Se puede elegir dicha raiz con la siguiente forma:

n b
(1+ k" bz + ... )k :<1+EIZ+"')

Ademads, sabemos que

\/ On+1 ¢n+1 (22)

Usando la ecuacién 2.2 vemos que si (bn converge uniformemente su limite
nos da la conjugacién que buscamos.

Afirmacion. ¢, converge uniformemente.
Demostracion. Podemos cubrir D,\{0} con la funcién exponencial:
erp: H, — D,
7 — e

donde H, = {z € C: Re(z) < log(r)}.
Si |z| < 1 podemos definir un logaritmo holomorfo mediante la serie

o (_1)n+1
log(1+2) = Z Tz”
1

Luego, tenemos una forma de definir P(Z) = log p(e?) como una funcién
holomorfa.
P(Z) =loge*4(1 +n) = kZ + log(1 + 1)

Como P es un levantado de p tenemos que P(H,) < H,, y, como |n| < 1/2,
tenemos que

PN (Z) — kP°™(Z) = log(1 + n(P°™(Z))) < log2 < 1 (2.3)
Luego definimos
‘;Dn(Z) = log gbn(ez) = Pon(Z)/kn
Y, usando la ecuacion (2.3) acotamos la diferencia:

[P (Z) — kP (Z))]

[ont1(Z2) — on(Z2)] = S < 1/k"
Como la funciéon exponencial es contractiva, sabemos que
K" > d(pu(Z), pns1(Z2)) = d(6u(€7), drir (7)) (2.4)
Por la ecuacién (2.4) tenemos que la sucesién {¢,} es de Cauchy y por lo
tanto converge, luego, existe ¢ tal que ¢, —= ¢. |
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Ahora que tenemos una funcién que cumple la conjugacion, falta probar
la unicidad a menos de multiplicar por una raiz (k — 1)-ésima de la unidad.

Sea fi(z) = z*. Supongamos que existen U y V entornos de 2 y mapas
conformes ¢ : U — D y ¢ : V — D tales que ¢(p(2)) = ¢(2)* v ¥(p(z)) =
1(2)*. Entonces tenemos que, en V n U

pz) =9 o frop=¢ o frog (2.5)
Esto a su vez implica que
poplofy=fropoy (2.6)

Escrito de otra forma tenemos la igualdad
dopH (") = (povT(2)"
Sea ¢ o™ (z) = 12 + ¢p2™ + O(2™1) entonces tenemos que
po () = c12F F e 2™ 4L
(pov ™ (2)" = 2" + ki e 2 4L
Luego, tenemos que
C’f = C1
y, como mk > k +m — 1, entonces ¢,, = 0. Esto implica que
$povTl(z) =12

lo que prueba la unicidad a menos de multiplicar por una raiz (k — 1)-ésima
de la unidad. O

El inverso de la conjugacién tiene un interés en si mismo, por lo que
utilizamos una notaciéon especifica para dicho mapa.

Definicién 2.1.2. Llamamos 1, al inverso del mapa de Bottcher. Si el po-
linomio esta implicito, lo llamamos

2.2. Extension maximal del mapa de Bott-
cher

Nos interesa saber hasta donde podemos extender el mapa de Bottcher.
Si bien la construccién que hicimos en el teorema 2.1.1 es local, podemos
estudiar condiciones sobre el dominio maximo donde puede estar definida.

Por el resto de la seccion, consideramos p un polinomio con un punto fijo
superatractor Z. También denotamos ¢ : U — D, como el mapa de Bottcher
y 1) su inverso.
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Corolario 2.2.1. La funcion |¢| : U — R* (la norma del mapa de Béttcher)
se puede extender a toda la cuenca de atraccion de Z

Demostracion. En U tenemos la siguiente igualdad

[o(p(2))] = [6(2)*| = l(2)|*

Dado z € A;, sabemos que existe m tal que p°"(z) € U. Luego, definimos

[61(2) = "VIgp"™(2))]
O

Teorema 2.2.2. Existe un v’ mazimal (0 < r’ < 1) tal que ¢ se extiende
a una funcion 1& del disco D, a la cuenca inmediata de atraccion de z. Si
r’ = 1, entonces QZJ es biyectiva y Z es el unico punto critico en su cuenca
inmediata de atraccion. Si r" < 1, hay un punto critico en la frontera de

¢<Dr’)

Demostracion. Si partimos de la funcién ¢ definida en 2.1.2, utilizando su
serie de potencias, podemos extenderla analiticamente hasta un disco cierto
radio r’. Llamemos v a dicha extension.

Afirmacion. 1 es una transformacién conforme.

= 1 es conforme tenemos que

T

Demostracion. Como

~

/

(0) =4/(0) # 0

Dy

Vamos a ver que si w € D,v se cumple que g (w) # 0. Supongamos que
Y'(w) = 0 con w # 0. Como por la definicién de ¢ tenemos que P(wk) =

p(¥(w)), por la regla de la cadena podemos deducir que

~

k! (wh) = p/ (b (w)) ! (w) = 0

lo que implica que w* también es un punto critico de 1& Aplicando el mismo
razonamiento podemos ver que w, wk, w%, w3* ... son todos puntos criticos
de 1@ y esto es absurdo pues una funciéon holomorfa no constante no puede
tener una familia de puntos criticos que acumula. Supongamos ahora por
absurdo que ’l/A) no es inyectiva.

La explicacion anterior implica que zﬁ es localmente invertible y por lo
tanto que los pares (wy,ws) con ¥(w;) = ) (ws) forman un conjunto cerrado

de D, x D, que llamaremos C.
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Si w € D, tenemos que |¢ o ¢(w)| = |w|. Por la forma en que extendimos
¢ (continuacién analitica) y utilizando la definicién de |¢| del corolario 2.2.1
tenemos el mismo resultado si w esta en D,.. Aca vale la pena aclarar que, en
los puntos donde ¢ no esta bien definida, la expresion |¢ o 1ﬁ| hace referencia
a|olo . Luego, si (wy,wsy) € C tenemos que

~ ~

¢ 0 p(w1)] = |¢ o (wa)]

y esto implica que |wq| = |wy].

Ahora consideremos un par (wy,ws) € C' tal que |w;| = |ws| es lo menor
posible. Si logramos encontrar puntos w/, w) con ¥ (w}) = (wh) y |w}| < |w|
llegariamos a una contradiccion.

Sean U; y U entornos de wy y ws respectivamente. Como ﬁ(Ul) ) ”L;(Uz)
es un abierto no vacio si tomamos un punto wj lo suficientemente cerca de
wy, existe w) cerca de wy tal que ¥(w)) = 1 (wh). Si tomamos w/ de tal forma
que |wi| < |wy], se obtiene el absurdo que buscdbamos.

|

~ Tenemos que zﬂ se extiende a ¢ y es invertible. Luego, podemos definir
¢ = ¢~!. Es inmediato ver que ¢ extiende a ¢.

Caso 1: 7" =1

Supongamos por absurdo que U = iﬂ(ID)) # Ap. Sea zg € Agn U y
{wp}neny € D tales que ¥ (w,) — zo. Tenemos que

(@09 (wn)| = |wa] = 1= |¢(z0)|

Pero como se cumple que

n—ao0

tenemos que

(™ (20))] = |6(20)["" —— 0

n—00

lo que es absurdo.

Caso 2: 17" < 1

Supongamos por absurdo que no hay puntos criticos de p en 8@[3(Dr/). Si
U = (D, ) tenemos el siguiente diagrama que conmuta

U —L— pU)

I

ID)T/ Z—) Dr/k
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Como 7’ < 1 tenemos que D« < D, y esto implica que p(U) < U lo que
a su vez nos dice que U < A;. Por esta razén, podemos extender g% de forma
holomorfa en un entorno de dU con un método analogo al de la demostracién
del corolario 2.2.1.

Vamos a buscar una forma de extender zﬂ y ver que efectivamente es el
inverso de ¢. Sea wy € dD,.. Consideramos la curva y(t) = tw,t € (0,1).
Tomamos un punto de acumulacién zy € oU de 1(v(t)), cuando ¢ — 1.

Como zy no es un punto critico de p podemos tomar una inversa local
holomorfa (a la que llamaremos ¢) en un entorno de p(z).

Ahora podemos extender & de forma holomorfa en un entorno de wgy con
la siguiente formula:

d(w) = q(ib(w"))

Aca vale la pena notar que si w esté cerca de wy entonces @E(wk ) esta cerca
de p(z). Esto claramente es verdad cuando w estd en Dy, pues p(¢(w)) =
@(wk), y también se cumple para puntos que no estan en ID,, porque 1& es
abierta.

Ademas, observamos que

~ ~

P (w)) = (w")

por lo que la extensiéon de 1[1 respeta la conjugacion.

Como no hay puntos criticos de p en U podemos repetir este proceso en
cada wy € dD,» obteniendo una extensién holomorfa de @/AJ a D, con r” > r'.

Para concluir la prueba primero debemos observar que la extensién de
95 que construimos es inyectiva (encontrando asi la inversa de z[)), al probar
esto estarfamos negando la hipdtesis de que 7’ es maximal (ya que pudimos
extender el inverso del mapa de Bottcher a un radio mas grande). Observamos
que basta probar su inyectividad en 0U.

Supongamos por absurdo que existen z, 2’ € 0U tales que QB(Z) = ¢f(z’) =
w € 0D,. Sean {z;}ien, {z/}ien € U dos sucesiones que convergen a z y 2’
respectivamente. Por continuidad

lim ¢(2;) = lim §(=}) = w
1—00 1—00
Denotamos por L; € D,/ al segmento que une ¢(z;) con ¢(z}) y por X
al conjunto de puntos de acumulacién de &(Lj). Observamos que X es un
compacto conexo y que z,z € X. Esto implica, en particular, que X es un
conjunto infinito. A su vez tenemos que el conjunto de puntos de acumulacion
de L; cuando ¢ tiende a o0 es w.
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Por un lado tenemos que, como X es infinito y p es un polinomio p(X)
tiene infinitos puntos. A su vez, si definimos el conjunto L¥ = {2*: 2 € L;} y
el conjunto Y como los puntos de acumulacién de las curvas 9 (L¥) = p(4(L;))
se cumple que p(X) € Y (ver figura 2.1). Esto implica que el conjunto Y
tiene infinitos puntos.

Por otro lado, sabiendo que &(Lf) c U, que 1&’ es un homeomorfismo
U

y que el limite de las curvas LY es un tnico punto (w*) concluimos que
Y = {¢(w*)}, lo que es absurdo.

Figura 2.1: Esquema de la demostracion del teorema 2.2.2, para el caso v’ < 1

Al ser v la inversa de ¢, concluimos que v se puede extender a un radio
mas grande, probando asi el teorema. O

2.3. El mapa de Bottcher alrededor de infini-
to

Como ya discutimos, todos los polinomios de orden d tienen un super-
atractor de grado d en infinito. En esta seccion vamos a ver en qué condiciones
podemos extender el mapa de Bottcher a toda la cuenca de atraccién infinito.

Observacion. Conjugando por a(z) = 1/z podemos pensar el mapa de Bott-
cher como una funcién B

¢ : S\D., = U
siendo U un entorno de o y con ¢, € R* suficientemente grande. A esta
funcion la llamamos el mapa de Bottcher alrededor de «

A veces es de utilidad pensar en el logaritmo de la norma de este mapa,
en vez de la norma en si.
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Definicién 2.3.1. La funciéon de Green
G:C\K, - R
estd definida por
G(z) = log|o(z)]
Proposiciéon 2.3.2. La funcion de Green se extiende a una funcion continua
G:C—-R
definiéndola como 0 en K,

Demostracion. Definimos la funciéon de Green de la siguiente forma:

= O0size kK,
Gle) = {G(z) siz ¢ K, 27)

Claramente la funcién es continua en K, y en A,,. Para probar el teorema
basta ver que es continua en J, o, expresado de otra manera, que si 29 € J),
entonces

lim G(z) =0

zZ—20

En primer lugar tenemos que
G(p(2)) = logld(p(2))| = loglé(2)’| = dlog|(6(2))] = dG(2) (2.8)
Otra observacién es que si |z| > 1y p(z) = ag+ a1z + ...+ agz? entonces
p(2)] < (Jaol + lar| + ... + |aa] )| =]

Consideremos una sucesion {z,},en S Ay tal que z, — z. Vamos a ver
que lim G(z,) = 0. Para esto elegimos C' > 1 tal que méx{|z,|} < C'y
n—ao0

Kp < Dg.
Si consideramos el anillo cerrado

A={2eC:C <z < (Jao| + |a1| + ... + |aq|)C}

entonces se cumple que para n suficientemente grande existe un a, tal que
p°*(z,) € A. Ademés por continuidad de p tenemos que a,, — 0.

Como G es continua en A, tenemos que tiene un méaximo en A (que
llamaremos C1). Luego, por la ecuacién (2.8) se cumple que

dan = dan

Como a,, — o0, tenemos que G(z,) — 0, lo que prueba la proposicién. []

G(Zn> =
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Definicién 2.3.3. Sea ¢ > 0. Las curvas determinadas por soluciones de
G~!(c) se llaman curvas equipotenciales.

Juntando la observacién 2.3 y el teorema 2.2.2 obtenemos el siguiente
resultado que nos permite entender la importancia del mapa de Bottcher
para el estudio de K.

Teorema 2.3.4. Si K, tiene todos los puntos criticos de p, entonces:

(1) El mapa de Béttcher alrededor de oo se extiende a una transformacion

conforme ) B
¢:C\K, - C\D

(2) K, y J, son conexos.
Demostracion.

1. La demostracién de este punto es el teorema 2.2.2 aplicado al mapa
de Béttcher alrededor de co. Por la proposicién 1.4.3, sabemos que el
mapa se extiende a toda la cuenca de atraccion de oo

2. El inverso al mapa de Bottcher alrededor de co es una funcién
Y C\D — Ay,

Luego definimos Ay, = {z € C:1 < |z| <1+ ¢€}.

Es claro ver que J, = () o, ¥ (A1+c). Al ser una interseccién de conjun-
tos conexos, tenemos que J, es conexo, y, como K, es un cerrado cuya
frontera es J, tenemos que K, también es conexo.

O

Cuando no haya ambigiiedad nos vamos a referir a la maxima extensién
del mapa de Bottcher y a la de su inverso uinicamente como ¢ y 1) respecti-
vamente.

2.4. Extension al borde del mapa de Bottcher

Como veremos en esta seccion en algunos casos podemos extender el mapa
de Bottcher al borde de la cuenca de infinito, es decir, a J,. Esta extension
puede no ser inyectiva (si J, no es una curva cerrada simple). Aun asi, nos
permitira entender la dinamica de los polinomios en su conjunto de Julia.
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Teorema 2.4.1. Si todos los puntos criticos de p son atraidos por un ciclo
atractor, el mapa inverso de Béttcher

Y : C\D — C\K,
se extiende al borde.

Demostracion. Dado R > 1 consideremos 7, (t) = ¥(RY4" ™). Observamos
que
POya(t)) = p(O(RY 7)) = (RVTT M) = oy, (d)
Primero vamos a ver que 7, converge uniformemente. Para esto vamos a
encontrar un entorno U de J, cuya métrica hiperbdlica es expandida por p.

Figura 2.2: Dibujo hecho por computadora de K, con p = 22 —1,476. En rojo se
puede apreciar au ¢, Y en negro las curvas vy,, también llamadas equipotenciales.

Sea Z el conjunto de puntos periédicos atractores. Consideramos Vj un
entorno de Z que cumpla que p(Vy) € V. Sabemos que existe n € N tal que
V., = p~ (V) contiene a todos los puntos criticos.

Dado R > 0 definimos

Ve={zeC:G(z) < R}
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donde G es la funcion de Green definida en 2.3.1. También consideramos los
conjuntos U y U’ dados por

U= (C\V,)nVz
U =p '(U)=p (C\V,) np '(Vk)

Afirmacién. U < U

Demostracién.  En primer lugar, como se cumple que p(Vy) € Vj, tenemos
que V,, < p~1(V,,). Tomando el complemento obtenemos que

C\V, 2p7(C\V,)

En segundo lugar tenemos la igualdad p~'(Vg) = Vg/q que en particular
nos dice que -
VR/d c Vg

Tomando la interseccion de ambos conjuntos observamos que se cumple
la inclusién U’ € U u

Como U no tiene puntos criticos en su interior, U’ tampoco los tendra
y esto implica que p|,, : U " — U es un cubrimiento. Los cubrimientos holo-
morfos son isometrias locales de la métrica hiperbdlica (ver propiedad 1.2.9).
Por lo tanto,

(2, Olur = 1(p(2), P'(2)O)|w

Como U’ tiene clausura compacta en U por el corolario 1.2.10 existe C' < 1
tal que

(2, Ol < Cl(z, Qv = Cl(p(2), p'(2)O)|u (2.9)

Denotamos ay,; como la imagen de la curva p — 1 (pe*™™), con RV < p <
RY4" Observar que Q¢ €8 UN arco que conecta vy, (t) con y,11(t). Denotamos
su largo respecto a la métrica hiperbdlica de U por [,; y tomamos [, =
supi{ln.+}. Como 1(2%) = p(1(2)) tenemos que p(as) = a1 4¢- Esto implica
que b,y < Cly_q 4t y, @ su vez, que

ln < Cln—l

de lo que se deduce que la serie > [, converge.
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Para ver que la sucesion de curvas -y, converge vamos a ver que es de
Cauchy. Sean n,m e N, n <m

m

‘|7n_7m’| < H'Yn_”)/nHH + H'Ynﬂ _'Yn+2H +...t H'mel _7m|’ <Zln —0

n

Esto implica que la sucesion 7, converge uniformemente a una curva -y
cuya imagen es Jp.

Finalmente definimos la extensién de v en cada t € S* como ~(¢). Obser-
vamos que si elegimos otro R para la construccion de las curvas 7, la curva
v que determina su limite va a ser la misma. Efectivamente, si elegimos otro
R’ # Ry generamos una sucesién de curvas v/, tenemos que d(v,,7,) — 0
(pues R'"/? — 1). Esto prueba que la extensién de v es continua.

O
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Capitulo 3

Cubrimientos ramificados y
mapas arana

El objetivo de este capitulo es generalizar el estudio de funciones ra-
cionales a mapas continuos que son localmente equivalentes, en un sentido
topoldgico, a dichas funciones. Estos mapas, llamados cubrimientos ramifica-
dos, pueden llegar a tener un comportamiento similar a las funciones racio-
nales. Esta similaridad, llamada equivalencia de Thurston, es méas fuerte que
una conjugacion geométrica pero mas débil que una dinamica. El teorema de
Thurston (que no demostraremos en este trabajo) nos da una condicién para
que asf sea. Su prueba se puede encontrar en [5].

Si bien el enunciado del teorema es técnico, uno de los objetivos de este
trabajo es ejemplificar como lo podemos utilizar: nos permitira entender a
los polinomios cuadraticos con ciclo superatractor.

Durante este capitulo trabajaremos con la esfera topoldgica S? (sin una
estructura compleja definida).

3.1. Cubrimientos ramificados

Definiciéon 3.1.1. Sean M y N dos superficies cerradas. Decimos que un
mapa f : M — N es un cubrimiento ramificado si es un homeomorfismo local
salvo en un conjunto discreto. Los puntos donde f no es un homeomorfismo
local se llaman puntos criticos de f y su conjunto se denota Crity.

Definicion 3.1.2. Un valor critico de un cubrimiento ramificado es la ima-
gen de un punto critico.

Se cumple que la restriccién f : M\Crity — N\f(Crity) es un cubri-
miento finito. Ademads, un resultado clasico de topologia algebraica dice que
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en un cubrimiento finito los puntos tienen una cantidad fija de preimage-
nes. Los valores criticos, sin embargo, pueden tener una cantidad distinta de
preimagenes.

Definicién 3.1.3. Sea ¢ un punto critico de un cubrimiento ramificado f.
Existe un entorno B de ¢ y un natural k tal que f : B\{c} — f(B)\{f(¢)}
es un cubrimiento de grado m. En dicho caso, decimos que ¢ tiene orden (o
multiplicidad) k.

Definicién 3.1.4. Si ¢ € Crity tiene orden k decimos que deg.f = k. Si
p ¢ Crity decimos que deg,f =1

Observacion. Un resultado clasico de andlisis complejo nos dice que las fun-
ciones holomorfas son geométricamente conjugadas a un mapa de la forma
fr(2) = zF en el entorno de un critico. Esto implica que cumplen con la
definicion 3.1.3.

En este trabajo vamos a asumir que M = N = S? y que los cubrimientos
ramificados ademds preservan orientacion.

Definicién 3.1.5. Sea f : M — N un cubrimiento ramificado. Decimos que
deg(f) es la cantidad de preimagenes que tiene un punto no critico.

Definicién 3.1.6. El conjunto de puntos postcriticos de f se define como
Py = | for(Crity)
n>0

Observacion. Si f es un cubrimiento ramificado, y k > 1. Crity < Crit jor

Definicién 3.1.7. Se dice que un cubrimiento ramificado f es un mapa de
Thurston si |Py| < o0

Proposicién 3.1.8. Sea f : S? — S? un mapa de Thurston. Entonces para
todo k = 1 se cumple que Py = Prpox

Para probar esta proposicion vamos a necesitar un lema.

Lema 3.1.9. Sea k > 1y f: S* — S? un cubrimiento ramificado. Entonces
ce S?% es un punto critico de f°F si y solo si existe 0 < m < k tal que fo™(c)
es un punto critico de f.
Demostracion.
1: =

Supongamos no existe tal m. Entonces se cumple que f es localmen-
te invertible en ¢, f(c), f°%(c), f°3(c),..., f*71(c) y podemos construir una
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inversa local de f°* componiendo cada una de estas inversas locales. Esto
implica que ¢ no es un punto critico de f°.

2 —

Si f°™(c) es un punto critico entonces f°* no es localmente invertible en
c. O

Es interesante ver que si f fuera una funcién racional la regla de la cadena
nos permitiria deducir este resultado facilmente.

Demostracion de la proposicion 3.1.8.
1: Pf - Pfok

Sea p € Py; sabemos que existe un punto c critico de f y un n > 1 tal que
f*(c) = p. Primero asumimos que n < k. Sea r = k —n > 0. Si elegimos
un punto ¢ € f7"(p), entonces, por el lema 3.1.9, ¢ serd un punto critico de
[ Ademds, f*(¢) = fo"(c) = p, lo que prueba que p € Pfor

Supongamos ahora que n > k. Existen ¢ y r tales que n = ¢k —r y
0 < r < k. Si consideramos un punto ¢ € f~"(c), por el lema 3.1.9 es un
critico de f°F. Luego, sabemos que (f%)°(c') = f°"(c) = p lo que implica
que p € Prox

2: Pror © Py
Es inmediato por el lema 3.1.9. O

Recordamos que un polinomio es una funcién racional que deja a oo to-
talmente invariante. Podemos tener un equivalente para los cubrimientos
ramificados.

Definicién 3.1.10. Sea f un cubrimiento ramificado. Decimos que f es
ademds un polinomio topoldgico si existe un punto en S? (que llamaremos
) tal que f~1(o0) = {0}

En nuestro trabajo nos vamos a centrar en los cubrimientos ramificados
de grado 2.

Lema 3.1.11. Sea f un cubrimiento ramificado de grado 2 con dos puntos
criticos ¢1 y co. Sea vy una curva de Jordan que pasa por cy y ca y €s preimagen
por [ de un camino simple que une f(cy1) con f(cz). Entonces f restricto a
cada componente de S*\y es un homeomorfismo.

Demostracion. Llamemos H, vy H, a las dos regiones de S? que separa 7.
Como f(7) es una curva no cerrada, la imagen de cada H; es 5%\ f(v). Final-
mente, como el cubrimiento es de grado 2, cada punto tiene una preimagen
en H, y otra en H,, obteniendo el resultado que buscamos. O

31



3.2. El teorema de Thurston

La siguiente definicion nos da una especie de conjugacién entre mapas
de Thurston. Si bien esta definicién es menos restrictiva que la conjugacion
topoldgica, a lo largo de este trabajo vamos a ver un ejemplo de cémo nos
permite clasificar ciertos polinomios.

Definicién 3.2.1. Sean f y ¢g dos mapas de Thurston. Decimos que f y
g son equivalentes Thurston si existen dos homeomorfismos ¢ : S? — S? y
@'+ 8? — S? tales que:

1) #lp, = ¢,

§2 7, g2
(2) El siguiente diagrama conmuta: lf lg

s§? 2 52
(3) ¢y ¢ son isotdpicos por una isotopia relativa a Prj.

Como los homeomorfismos que “conjugan” pueden ser distintos, muchas
propiedades dindmicas se pierden. Un ejemplo de esto es que la cantidad de
puntos fijos de f y g puede variar. Sin embargo, la dinamica de los puntos
postcriticos si se preserva, y esta equivalencia preserva, en cierto sentido, la
geometria de las funciones. El teorema 3.2.15 da importancia a esta defini-
cién.

Proposicién 3.2.2. Sean f, g, ¢, ¢' como en la definicion 3.2.1. Entonces:
(1) ¢'(Crity) = Crit,

(2) ¢'(Py) = (Pr) = Py

Demostracion.

(1) Como po fog' ™t =gy tanto ¢ como ¢’ son homeomorfismos tenemos
que si p es un punto critico de f, también lo serd de foy'~!. Esto implica
que ¢'(Crity) = Crit,.

(2) Es inmediato por la parte 1y la definicién 3.2.1.
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3.2.1. Orbifolds

Los orbifolds bidimensionales son una generalizacién del concepto de su-
perficies y hay varias maneras de definirlos. Si bien este concepto no es central
en nuestro trabajo, es necesario para enunciar el teorema de Thurston. Una
definicién alternativa y propiedades de estos objetos se pueden encontrar en
[12].

Definicién 3.2.3. Un orbifold bidimensional (X, v) es una superficie orien-
table X y una funcién v : X — {1,2,...,0} donde v vale 1 fuera de un
conjunto discreto de puntos.

Definicion 3.2.4. La caracteristica de Fuler de un orbifold bidimensional
compacto (X, v) se define como

X(Xov) = x(X) = > (1 - 1/v(x))

reX
Un orbifold es hiperbdlico si x(X,v) < 0.

A diferencia de la caracteristica de Euler para variedades, en un orbifold
el niimero puede no ser entero.

Para enunciar el teorema de Thurston es necesario definir el orbifold de
un mapa de Thurston.

Definicién 3.2.5. El orbifold de un mapa de Thurston f es Oy = (S?,vy),
donde vy es la funcién definida por

1six ¢ Pf
ve(x) < oo si x pertenece a la érbita de un punto critico periédico

mem{deg, [°F : y € Crity, f(y) = x} si no

Observacidn. Sean z € S? e y € f~*{x}, entonces v;(z) es un multiplo de

(degyf)(vi(y))

Ejemplo 3.2.6. El polinomio f4(z) = z* es un mapa de Thurston que cumple
que Crits, = {0,00}. Ambos puntos criticos son fijos por lo que vy, (0) =
vy, (0) = o0. La caracteristica de Euler de su Orbifold es

WOp)=2-1-1=0

lo que implica que no es hiperbdlico.
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Figura 3.1: Orbitas criticas del polinomio pi(z) =22 +i

Ejemplo 3.2.7. El polinomio p;(2) = 2z? + i es un mapa de Thurston con
Crit,, = {00,0} y sus érbitas criticas se pueden ver en la figura 3.1. Obser-
vamos que v, (1) = dego(p;) = 2 y, por lo tanto, tenemos que

o0 sl T = 0
Vp(x) = 2sixe{l,i—1,—i}

1 en otro caso

La caracteristica de Euler de O, = (52, Vp,) €s
X(0,)=2-(1-1/2)—(1-1/2) = (1-1/2) =1 = —1/2

por lo que el Orbifold es hiperbdlico. Aqui podemos ver un ejemplo de un
espacio cuya caracteristica de Euler no es entera.

Observacion. La mayoria de los Orbifolds son hiperbélicos. La tinica forma de
que la caracteristica de Euler de negativa es que el conjunto valores de v dis-
tintos de 1 sea uno de los siguientes: (o0, ), (2,2, 00), (2,4, 4),(2,3,6),(3,3,3),(2,2,2,2).
La clasificacién de mapas con este esquema se puede ver en el anexo 8 de [§].

3.2.2. La transformacion lineal de Thurston

Consideremos la esfera (52, P) siendo P un conjunto finito de puntos
distinguidos.

Vamos a definir la condicién topolédgica de la cual depende el teorema de
Thurston. Pero, para eso, primero vamos a definir el concepto de multicurva.

Definicién 3.2.8. Sea 7 una curva cerrada simple en S?\P. Decimos que
v es periférica si es homotépicamente trivial o si una componente de S?\y
tiene un unico punto de P.

Definicién 3.2.9. Una multicurva T' de (52, P) es una coleccién de curvas
disjuntas, cerradas, simples, no periféricas y no homotépicas entre s en 5%\ P

Proposiciéon 3.2.10. Una multicurva T de (S?, P) tiene a lo sumo |P| — 3
elementos.
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Figura 3.2: Ejemplo de multicurva I' = {v1,7v2,73} con P = {c1,...,c9}

Demostracion. Sea I' una multicurva y sea P = {¢1,...,¢,}. Dado v € T
consideramos el conjunto

X, = {ce P: cestd en una componente distinta de S*\7y que ¢}

Siy1,72 € I', entonces es claro que X, n X, es X.,,, X, o vacio pues, de lo
contrario, las curvas se intersecarian. Ademads, se cumple que

1< |X,|<|P|-1 (3.1)

Esta relacion entre los X, nos permite definir la siguiente relacién de
orden en las curvas:

M <72 = X’Yl < X’Yz

Si la relacion es un orden total es claro por la inecuacién (3.1) que |I'| <
|P| —3

Sean 7, ...,V los elementos maximales del orden definido, como las cur-
vas tienen que encerrar puntos distintos, tenemos que

| X+ X < |P| -1

Finalmente, si [; es el largo de la cadena de la cual v; es maximal, tenemos
que l; < |X,,| — 1, lo que prueba la proposicién.
O

Nota. La proposicién anterior nos dice que las multicurvas tienen finitos ele-
mentos, pero no que necesariamente hay finitas multicurvas para un conjunto

P dado.
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Definicién 3.2.11. Decimos que una multicurva I' de (S?, Py) es f-estable
si para cada v € T, toda componente de f~1(v) es homotépica a un elemento
de I' o periférica.

Definicién 3.2.12. Sea I' una multicurva f-estable. Entonces para cada
v,6 € I' definimos

T,(8) = {n e f () : n es homotépica a &}

Observacion. Cada elemento 7 de T, (d) es una curva cerrada y simple (ya que
7 no pasa por ningun postcritico). Ademas, f‘n : mn — 7y es un cubrimiento.

Definicién 3.2.13. La transformacion lineal de Thurston fr : RE — RU
asociada a una multicurva I' f-estable es definida por:

RN 1 >)[5]

el N\ et (6) deg(f{n /e

Definicién 3.2.14. La transformacion lineal de Thurston tiene entradas no
negativas y, por el teorema de Perron-Frobenius, un valor propio no negativo.
El valor propio de Thurston asociado a una multicurva f-estable es el valor
propio no negativo més grande de fr y lo denotamos Ar.

Teorema 3.2.15 (Thurston). Sea f : S? — S? un mapa de Thurston con
orbifold hiperbolico. Entonces f es equivalente Thurston a una funcion ra-
cional si y solo si toda multicurva f-estable I' cumple que A\pr < 1. Ademds
la funcion racional es unica a menos de conjugar por un automorfismo de la
esfera.

Definicién 3.2.16. Si existe una multicurva I' tal que el valor propio de
Ar = 1 decimos que es una obstruccion de Thurston.

El teorema de Thurston da una condicién necesaria y suficiente para
ver cuando un cubrimiento ramificado es equivalente a una funcién racional.
Sin embargo, como puede haber infinitas multicurvas, no siempre es fécil
encontrar obstrucciones (o probar que no las hay).

3.3. Mapas arana

En esta seccién vamos a hacer una construccién topoldgica de mapas de
Thurston llamados “mapas arana”. Estas funciones son cubrimientos ramifi-
cados de grado 2 que podemos utilizar para entender los polinomios con ciclo
superatractor, usando el teorema 3.2.15.

Mas adelante veremos que en el caso de polinomios topolégicos de grado
2 se puede decidir mas facilmente si existen obstrucciones de Thurston o no.

36



3.3.1. Angulos pares e impares

En esta seccion vamos a definir mapas de Thurston asociados a cada
angulo racional § = p/q € Q/Z. El tipo de construccién dependerd de la
paridad de q.

Durante esta seccién vamos a trabajar con dos definiciones de la circun-
ferencia: la circunferencia en C definida por S' = {e*™ : t € [0,1)} y el
cociente R/Z

Definicién 3.3.1. Sea 6 = p/q un dngulo racional. Decimos que 6 € Q°% si
q es impar y 6 € Q°"°" si q es par.

Definicién 3.3.2. Definimos el mapa de duplicacion de angulos fo : R/Z —
R/Z como

fa(t) =2t

Observacion. El mapa fo es conjugado al mapa f: St — S!

flz) =2

Ambos tipos de dngulos racionales tienen una dindmica distinta respecto
a este mapa.

Proposicién 3.3.3. Sea § = p/q un dngulo racional. Si 0 € Q™ entonces
0 es preperiddico por el mapa fy. Si 6 € Q°¥ entonces 0 es periddico.

Demostracion. Si g es par entonces p es impar. Si k es el maximo numero
natural tal que 2% divide a ¢ entonces 2Fp/q € Q°; esto implica que si
probamos que 6 € Q°% es periédico la proposicién quedard demostrada.

Para probar esto primero observamos que el denominador no cambia
cuando duplicamos el angulo. Luego tenemos que

2Fp  méd ¢
q

kg =

Como q es impar, existe un primer k& > 0 tal que 28 =1 méd ¢. Esto implica
que 2¢p = p méd q probando asi que @ es periédico de periodo k. O

Observacion. Si pensamos en expansiones binarias, el mapa t — 2t elimina el
primer digito de dicha expansion. En base a esto deducimos que los elementos
de Q%% tienen expansién binaria periédica y los elementos de Q" tienen
expansion binaria preperiédica.
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Ahora que tenemos estas definiciones, vamos a proceder a definir los ma-
pas arana a partir de los angulos racionales y el mapa que duplica angulos.
Como los elementos de Q°% tienen un comportamiento diferente a los de
Qcv*™ bajo el mapa de duplicado de angulo, es logico que las definiciones
varien.

Denotamos al dngulo 6, mediante la siguiente féormula

O = 2™10

3.3.2. Arana para 0 € Q"
Consideremos los puntos
0sim=20
X, - { sim (3.2)

e2mifm oi m > ()

Observacion. Por la proposicién 3.3.3 el conjunto {X,, : m € N} es finito. A
estos conjuntos se les llaman “extremos de las patas” de la #-arana.

Definicién 3.3.4. La 0-arana para 6 € Q" es el conjunto

S = | J{rXm:r =1} U {oo}

m=>=1
Al conjunto L,, = {rX,, : v = 1} se le llama pata m-ésima de la arana.

Para definir el mapa de Thurston asociado a la 6 arana, hace falta definir
también la arana extendida. Para eso, observamos que el angulo # tiene dos
preimégenes bajo la duplicacién de dngulos: 6/ = p/2q y 0" = (p + q)/2q.
Consideramos la recta

My = {te*™ .t e R} = {te*™" . t e R}
y luego procedemos a definir la arana extendida.
Definicién 3.3.5. La 0-arana extendida para 6 € Q°V*" es el conjunto
Sg =Sy U My

Ahora vamos a definir un mapa en la arana, que es basicamente el mapa
de duplicacién de angulos adaptado a las patas de la arana.
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Ly

L
Ls 2

Figura 3.3: Araria y arana extendida para 0 = 3/7. Su expansion binaria es 0,011.
Observamos que X1 tiene periodo 3 y el punto X3 corresponde al a preimagen de
3/7 cuya expansion binaria empieza en 1.

Definicién 3.3.6. Sea 6 € Q°"*". Definimos el mapa fy : S@ — Sy como
re? si re e Sy\Mp

(r + 1)e?* si reft € My con r > 0

Xis8ir=0

wsir=oaw

f9 (reit) _

Observacion. fy es la duplicacion de angulos extendida a las patas de la
arana. Manda cada pata L; a L;;; como un homeomorfismo y manda cada
mitad de My de forma homeomorfa a L.

3.3.3. Arana para 0 € Q%

Como vimos en la proposicién 3.3.3, existe un k& > 0 tal que 20 = @

Osim=0om=%
X, = .
e2mifm oi 0 <m < k

Definicién 3.3.7. La #-arania para 6 € Q°% es el conjunto

So = U (rXm 7 =1} U {re®™ . r > 0} U {0}

1<m<k-1
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Sim # 0, k definimos L,, igual que en Q°"*". Definimos Ly = L; como la
semirrecta que une 0 con o en el angulo 2F14.

Al igual que en el caso anterior definimos la recta
My = {re*™ . r e R} = {re*™ . r e R}

La razén por la que la arana se define distinto para el caso en que 6 tiene
denominador impar es porque la pata Lj coincide con una mitad de Mj.
Ademas, al igual que en el caso anterior, podemos definir la arana extendida
y fo. Un ejemplo de arana y arana extendida se puede ver en la figura 3.3.

Definicién 3.3.8. La #-araria extendida para 0 € Q°% es el conjunto
S@ = Sg ) M@

Definicion 3.3.9. Sea ¢ un dngulo racional de periodo k por el mapa de
duplicacién de dngulo. Definimos el mapa f : Sy — Sy con 6 € Q°% como

(1e2it si reit e Sg\(M@ U Lg_1)

(r +1)e*® sire € My conr >0
fo(re™) =3 (r — 1)e* sire € Ly,
Xysir=20

W SlTr=aw

\

3.3.4. Extension del mapa fj

Vamos a extender el mapa fy para obtener un cubrimiento ramificado de
grado 2 de la esfera. A este mapa, que denotaremos fy, lo llamaremos mapa
arana para 6. También veremos que los tinicos puntos criticos que tiene el
mapa son 0 (que es peridédico o preperidodico, segin la paridad de 6) e w0, y
por lo tanto fg sera un mapa de Thurston.

Teorema 3.3.10. El mapa fy : Sy — Sy se puede extender a un mapa de
Thurston fy : S — 52, con Crity = {0,0} y P; = {Xy,..., Xy, 0}. Esta
extension, llamada el mapa arana para 6, es unica a menos de equivalencias
de Thurston y es un polinomio topologico.

Antes de demostrar el teorema vamos a ver el siguiente lema:

Lema 3.3.11. Si L;, L; y Ly, estdn en la misma componente coneza de S*\ M
entonces el mapa fp preserva el orden circular (si L; estd entre L; y Ly,
entonces L;1 estd entre Ly y Lyy1)
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Demostracion. Si los tres angulos estan contenidos en un semicirculo, nin-
guno puede pasar al otro (al ser duplicado, para que un angulo se intercambie
con otro su diferencia tiene que ser mayor a 1/2). [l

Demostracion del teorema 3.53.10. Sean Hy y H, los abiertos de SQ\gg que
separa My. Tanto H; como H, son homeomorfos a discos.

Vamos a definir un mapa 7, : D — H; que sea un homeomorfismo en D y
que cumpla que 71 (S') = 0H;. Esto es equivalente a pensar la media esfera
H, como un disco cocientado en su borde por una funcién. La construccién
es analoga para m : D — H,

Si hay n patas de la arana en 0H; dividimos S! en n + 1 segmentos.
Tomemos un segmento cualquiera y lo denotamos M: a su punto medio lo
denotamos X, y a sus extremos los denotamos y; e ys. Si L; es la pata més
cercana a My denotamos por L; al segmento adyacente a M cuyo extremo es
yo. Ahora repetimos lo mismo para la pata més cercana a L; y etiquetamos
cada uno de los segmentos. Se puede ver un esquema de esta construccion en
la figura 3.4.

X5 Ly Y3

Figura 3.4: Construccion de la media esfera Hy como cociente de D.

Procedemos a definir m; siguiendo estas reglas (un esquema del mapa se
puede ver en la figura 3.5):

1. 7T1<Xi) = Xz
2. m(y;) = ©

3. m(M) = Mp. Respetando que 7, sea un homeo en los arcos de M entre
los puntos Xy e y;.

4. Wl(ii) = L;. Respetando que 7, sea un homeo en los arcos de L, entre
los puntos X; e y;.
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Ahora consideremos los abiertos S; = S\ fp(0H,) y Sy = S?\fo(0H>).
El conjunto S; es el complemento de las imagenes de las patas que estan
en 0H; junto con la pata X; (que es imagen por f de My). Aplicando una
construccién analoga podemos definir 7} : D — S? con 7 (S') = 89, y
podemos hacer lo mismo con Ss.

Luego podemos levantar fy a dos mapas f; v fo que hacen que el siguiente

diagrama conmute:

Sl fi Sl

ok

oH, —° 55,

Esto lo podemos hacer llevando cada pata L; = 7 (L) a Liq = 7 (Liy1)
y M a L;. Por el lema 3.3.11 las patas preservan el orden circular, y también
lo haran los f;. Esto implica que no hay problemas de continuidad en los
puntos correspondientes a ; ' (c0).

Por el teorema 1.0.1 del anexo A podemos extender f; a un homeomor-
fismo de D y, como el diagrama conmuta, podemos usar las funcién f; para
definir un mapa f; : H; — S; que extiende a fp y es un homeomorfismo de
I—L\Mg en S_l\Xl. Haciendo lo mismo con f5 obtenemos otro mapa fg que
es analogo a fl y es un homeomorfismo de ﬁg\Mg en S_'Q\X 1.. Ambos mapas
coinciden en Mj.

Si juntamos ambos homeomorfismos obtenemos un mapa fy : 52 — S2
que es un homeomorfismo local al construirlo pegando dos homeomorfismos
salvo en 0 e o0 y que extiende fy. La pata L; tiene como preimagen todo
Mjy. Esto implica que tanto 0 como o son criticos. Los otros puntos de X,
tendran una preimagen en cada semirrecta de M.

_oo,

.
X
o |
- \/
Pars

X Xa

i o fo

Figura 3.5: En esta figura se puede ver como el mapa de pegado se proyecta a
Hy, y también una idea de cdmo actuaria el levantado de fy.
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Ahora falta probar la unicidad. Supongamos que tenemos un segundo
cubrimiento ramificado gs que extiende a fp. Sabemos que gg(My) = L;.
Luego, por el lema 3.1.11, sabemos que §9‘ g, Y gg‘ 7, Son homeomorfismos
(que llamaremos g; y g2 respectivamente) salvo en la linea divisoria.

Por el teorema 1.0.2 del anexo A, podemos deducir que fl es isotdpico a
31y fo es isotépico a go.

Definimos ¢ : $? — S?

o(2) = 0 Offl(z) size H
G20 fo—1(2) si z € Hy\M,

y ¢' = id. Es inmediato ver que el diagrama de la definicién 3.2.1 conmuta.
Ademas se cumple que ¢ restricto a la arana es la identidad. También sa-
bemos que ¢ y ¢’ son isotdpicas relativo a la arana (porque fiv g lo son)
y, por lo tanto, ¢ y ¢ establecen una equivalencia de Thurston entre foy
Go- O

3.4. Mapas arana y obstrucciones de Thurs-
ton

Ahora que construimos ejemplos de polinomios topoldgicos de grado 2
en la esfera queremos ver cuando son equivalentes Thurston a un polinomio
en el sentido clasico. En esta secciéon vamos a dar condiciones combinatorias
para ver cuando esto ocurre y, en préximos capitulos, vamos a ver que todo
polinomio cuadratico con ciclo superatractor es equivalente Thurston a un
mapa arana.

Para describir los casos donde los mapas arana tienen obstrucciones de
Thurston es necesario definir la secuencia de entrelazado de los puntos postcriti-
cos de fg. Esta secuencia, ademas, nos dara una forma de describir la topo-
logia del conjunto de Julia relleno. Para definirla consideramos la linea My
que separa S' en dos y denotamos Ay como el semicirculo que contiene a
1 =¢e?0 v By al otro.

Definicién 3.4.1. Sea t un angulo en R/Z. La 0-secuencia de entrelazado
So(t) = SI(8), SH(t), S (8), .

es una sucesion de letras A y B definida por

S(e) - Asi e?m?' e Ay
o(t) = B si e?m?"t e B,
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También decimos que ¥4 (0) es la secuencia de entrelazado del mapa fo-

Esta definicion puede ser ambigua si un punto en la érbita del angulo ¢
cae en la linea Mjy. Esta ambigiliedad se resuelve en el capitulo 5.

Observacion. Para 6 € Q" la secuencia de entrelazado del mapa fg no es
ambigua. Esto es porque €*™ es un punto estrictamente preperiédico bajo
duplicacion de angulos.

Otra observacién es que, como los puntos posteriticos de fy son periédicos
o preperiddicos bajo duplicacion de angulos, sus secuencias de entrelazado
también lo seran.

Podemos decir que 3 (¢) también es la secuencia de entrelazado del pun-
to e?™. Esto nos permite definir la secuencia de entrelazado en los puntos
postcriticos de fj.

Observacion. El mapa de duplicacién de angulos induce un shift en la se-
cuencia de entrelazado. Dicho de otra forma

Yo(2t) = $4(t), 22(1), . ..

El objetivo del resto del capitulo es probar el siguiente teorema que iden-
tifica cudndo un mapa arana tiene obstrucciones de Thurston (en algunos
casos en funcién de la secuencia de entrelazado de sus puntos postcriticos):

Teorema 3.4.2. Sea 0 un angulo racional.

(1) Si6 e Q¥ entonces el mapa fg no tiene obstrucciones de Thurston y, por
lo tanto, es equivalente Thurston a una funcién racional (un polinomio
de grado 2).

(2) Sife Q™ entonces el mapa fo mo tiene obstrucciones de Thurston siy
solo si todos los puntos postcriticos X, tienen secuencias de entrelazado
distintas.

3.4.1. Ciclos de Levy

Si bien el teorema 3.2.15 da una clasificacion para ver cuando los mapas de
Thurston son equivalentes a funciones racionales, muchas veces esta condicion
es dificil de chequear. Para demostrar el teorema 3.4.2 vamos a utilizar un
tipo de multicurva cuya existencia impide que un mapa de Thurston sea
equivalente a una funcién racional. Estas multicurvas, llamadas ciclos de
Levy, pueden no ser f-estables.
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Definicién 3.4.3. Sea f : (S?, P;) — (5%, P;) un mapa de Thurston y sea
A una multicurva ordenada

A= {507617 s 7577,—17571 = 60}

Decimos que A es un ciclo de Levy de f si se cumple que para todo 7
al menos una componente §;_; de f~'(4;) es homotépica a §;,_; en S*\P; vy,
ademds, f:0;_, — §; tiene grado 1.

Proposicién 3.4.4. Si un mapa de Thurston [ tiene un ciclo de Levy A,
entonces f no es equivalente Thurston a una funcion racional.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe una funcién racional ¢
que es equivalente Thurston a f. Esto quiere decir que existen ¢ y ¢ tales
que el siguiente diagrama conmuta:

$2 ¥, §

ool
$2 24§
Ademas, ¢ y ¢ coinciden en Py y son isotépicas relativo a Py.
~ Esto implica que para cada i las curvas ¢(d;) y ¢'(6;) son homotdpicas en
S\P,.
Dado i € N, como existe d;_; homotdpico a 6;_; tal que f(5._;) = J;, esto
implica que

po f(0i_1) = »(0:)

A su vez, por la equivalencia de Thurston, esto implica que

go¢'(8i_1) = (i)

y como ¢’ y o son isotépicas tenemos que la curva ¢'(d;_;) es homotdpica a
©(0;_1). Esto implica que

A = {p(80),0(81), - - (1), 0(6,)}

es un ciclo de Levy para g.

La idea ahora es probar que una funcién racional no puede tener un ciclo
de Levy.

Como |Py| = |P,| > 2 (pues existe una multicurva) sabemos que S\P,
admite una métrica hiperbdlica que llamaremos p;. También es claro que
g~ Y(P,) > P,, por lo que S\g~*(P,) también admite una métrica hiperbélica
que llamaremos ps.
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Como Crit, < g~'(P,) tenemos que g : S\g~'(P,) — S\P, es un cubri-
miento y, por lo tanto, una isometria local entre p; y po.

Podemos reemplazar a ¢(d;) en A’ por la tnica geodésica en la clase de
homotopia para la métrica p; (que llamaremos ;).

Tenemos que g~ () tiene una componente homotépica a 67 , en S\P,,
que llamaremos o. Ademas se cumple que

lPl (5:11) < lpl (0) < lPQ (O> = lPl (51*)

donde la segunda desigualdad viene del hecho de que S*\g~!(P,) = S*\P,.
Esto es absurdo pues, al ser A’ un ciclo de Levy, los indices estan numerados
circularmente y tendriamos que una curva es mas corta que si misma.

]

Hay un tipo especial de ciclos de Levy llamados ciclos de Levy degenera-
dos.

Definicién 3.4.5. Un ciclo de Levy A = {Jg,...,0, = do} es degenerado si
existe un conjunto de discos topoldgicos D; tales que dD; = §; y, ademas,
existe una componente de f~(D;) que es un disco (que llamamos D)_,) que
cumple:

1. La curva ¢D)_, es homotépica a d;_ en S?\ Py
2. D._, contiene los mismos puntos postcriticos de f que D;
3. f:D}_, - D; es un homeomorfismo

Estas multicurvas nos ayudaran a clasificar las equivalencia de Thurston
de los mapas arana, y su importancia nos la da el siguiente teorema.

Teorema 3.4.6. Sea f un mapa de Thurston que ademds es un polinomio
topoldgico. Si [ tiene una obstruccion de Thurston entonces tiene un ciclo
de Levy degenerado.

Antes de probar el teorema vamos a explorar algunos conceptos sobre las
multicurvas.

Definicién 3.4.7. Una obstruccién de Thurston es minimal si cumple que,
si [V € I' es una obstruccién de Thurston entonces IV = T°

Definiciéon 3.4.8. Sea I' una obstruccién de Thurston minimal. Decimos que
una curva vy € I' es no esencial si cumple que

I fr™([4]) = 0

o0]

de lo contrario decimos que 7y es esencial. Al conjunto de curvas no esenciales
lo denotamos I'y y al de las esenciales lo denotamos I'g
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Observacion. I' =T'g u'y.

Para poder entender mejor estas definiciones recordamos la definicién de
la transformacion lineal de Thurston.

RN 1 Qm

el N neTy(8) d€g<f|17 /el

y ahora, la iteracion k-esima de la transformacién de Thurston la podemos
escribir de la siguiente manera

;wm=2(2 ! )ﬁﬂm> (3.3)

el \ e (8) deg(f‘n =)

Lema 3.4.9. Si v es una curva no esencial, y 1 es un elemento de I' ho-
motdpico a una componente de f~1(v), entonces n es no esencial.

Otra forma de enunciar el lema es decir que I'y es una multicurva f-
estable.

Demostracion. Supongamos por absurdo que hay una curva v no esencial
que tiene una componente de f~1(v) que si lo es. Vamos a ver que f*([7])
no puede tender a 0. Por la férmula

JEEINED) e L[l

el \ e (6) deg(f‘n =)

1 (3.4)
ok—1
= v () +- -
Zeg(T 71—
Como todos los términos son positivos y f2*'([n]) no tiende a 0 (pues 7 es
esencial), concluimos que la expresién no puede tender a 0. O]

Nota. Esto no es cierto para las curvas esenciales: una curva que es preimagen
de una curva esencial puede ser homotdpica a una curva no esencial. Sin
embargo, no todas sus preimagenes pueden ser no esenciales.

Lema 3.4.10. I'g #

Demostracion. Si I'y = I', entonces para todo v € R! se cumple que
ok
r(v) =0

Esto es absurdo pues fr tiene un valor propio mayor a 1, al ser I' obstruccién
de Thurston. O
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Lema 3.4.11. Si I es minimal y v € I'g entonces existe o € I'g tal que una
componente de f~'(a) es homotdpica a v

Demostracion. Supongamos por absurdo que v no cumple el enunciado. Por
el lema 3.4.9 tenemos que ninguin elemento de I' tiene una preimagen por f
homotépica a v; luego, la matriz asociada a la fr tendra la siguiente forma:

A B C
0 ... 000 .0 (3.5)
0 ... 0
: D E
0 ... 0
—_———— ———
I'n I'g

donde la columna y la fila del medio es la correspondiente a la curva ~.
Todas las entradas de la fila del medio son 0 porque ninguna curva de I'y es
homotdpica a 7 (pues I'y es f-estable).

Nuevamente por el lema 3.4.9, tenemos que I'\{7} es f-estable y, por la
forma de la matriz, el vector propio asociado a Ar estd en I'\{~}. Concluimos
asi que T'\{7} es una obstruccién de Thurston, negando la hip6tesis de que
[' es minimal. O

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 3.4.6.

Demostracion del teorema 3.4.6. Laidea de la demostracion es partir de una
obstruccién de Thurston minimal T' y probar que I'g es un ciclo de Levy
degenerado.

Sea v una curva cerrada simple en S?\P;. Tenemos que 7 divide S? en
dos componentes conexas. Denotamos por D, a la que no contiene a 0.

Luego definimos I';, como el conjunto de curvas esenciales interiores; es
decir, las curvas « € I'g tales que D, no contiene otras curvas de I'g. La idea
es probar que I';, = I'g y que ademés es un ciclo de Levy degenerado.

Vamos a considerar, para cada 7y € I'y,, el conjunto I, € I' de elementos
homotdpicos a una componente conexa de f~!(7y). Vamos a ver que I, tiene
un unico elemento y este pertenece a I';,. Sea v € I[';,; como v € I'g, por
el lema 3.4.11 existe un elemento n € I'g homotdpico a una componente de
F7Y(v). Supongamos que 7 ¢ T';,. Esto quiere decir que existe § € I'g, tal que
6 < Dy,

Nuevamente por minimalidad existe o € I'g tal que § es homotdpica a
una componente de f~(«). Analicemos ahora los puntos de Py que encierran
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las curvas «, 0 y 7. El disco Ds debe contener al menos dos puntos x; y x5 de
P;. A su vez, D, debe contener un punto postcritico z3 que no esté en Ds.
Luego, f(z1), f(xe) v f(x3) deben estar en D. mientras que D, no puede
contener a f(z3). Esto implica que a estd contenido en D, lo cual niega el
hecho de que v € T';,. La idea de este argumento se puede ver en la figura
3.6.

Figura 3.6: Esquema del argumento de las curvas de I'g. Como se puede ver, si
n & 'y, entonces v no puede pertenecer a L'y,

Tenemos entonces que para todo v € I';, se cumple que I, < I';;,. Ademas,
es claro que si v # 71 entonces I, N I, = J (de lo contrario v y n serfan
homotdépicas).

Recapitulando, se cumple que |I,| = 1 y que son todos disjuntos. Esto
implica que cada I, tiene un solo elemento y el mapa v — I, induce una
permutacién entre las curvas de I';,. Por un argumento analogo al del lema
3.4.11 tenemos que la permutacion es circular y ademas I';, = ['g.

Ahora podemos ordenar las curvas de ' = {70, ..., 7¥m} de tal forma que
7i—1 es la curva homotdpica al tnico elemento de 1,,.

Para concluir que I'g es un ciclo de Levy lo tinico que falta probar es que
si ; es la componente de f~1(v;) homotépica a ;1 entonces f ‘n' S Y
es de grado 1. Z

Vamos a ordenar los elementos de I' para construir matriz asociada a
la transformacion lineal fr, de una forma similar al lema 3.4.11: al principio
ponemos los elementos correspondientes a las curvas de I'y. Después ponemos
los elementos de I'g de tal forma que la columna correspondiente a ~; sea
adyacente con la correspondiente a 7,;,1. Asi, la matriz asociada a fr queda

con la siguiente forma:
A 0
fo=|e bl
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Luego notamos que

[0 1/d, 0O ... 0

0 0 1/dy ... 0

A= 0
0 0 ... 0 1/dn

1/dy 0 ... ... 0

donde d; es el grado de f ‘n‘ : m; — 7. Para concluir, observamos que el
polinomio caracteristico de fr es

1
- Am) det(D — \I)
dm—l

det(A — Nl)det(D — \I) = (d

Como D no puede tener valores propios mayores a 1 (pues es la matriz aso-

ciada a la transformacién de Thurston para multicurvas no esenciales), y I" es
1
una obstruccion de Thurston, eso implica que la raiz de (ﬁ — X”)
0+ lm—1
tiene que ser mayor o igual que 1. La tnica forma de que esto ocurra es que
dy=dy=...=d,_1 =1, porlo que I'g es un ciclo de Levy. Ademas, es un
ciclo de Levy degenerado ya que una componente de f~(D.,) contendrd los
mismo postcriticos que D., , [

Este resultado es fuerte: probar que no existe un ciclo de Levy degene-
rado muchas veces es mas facil que probar que no existe una obstruccion de
Thurston.

3.4.2. Demostracion del teorema 3.4.6

Ahora vamos a probar el teorema que determina cudndo los mapas arana
son equivalentes Thurston a polinomios cuadraticos. En el caso de Q°% vamos
a probar un resultado atin mas general.

Teorema 3.4.12. Sea f un mapa de Thurston que también es polinomio
topoldgico. St todos los puntos postcriticos tienen puntos criticos en su orbita
futura entonces f no tiene ciclos de Levy degenerados.

Esto nos permite deducir el siguiente corolario.

Corolario 3.4.13. Sea f un polinomio topologico con Orbifold hiperbdlico.
St todos los puntos postcriticos tienen puntos criticos en su orbita futura
entonces [ es equivalente Thurston a una funcion racional.
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Demostracion del teorema 3.4.12. Supongamos por absurdo que f tiene un
ciclo de Levy degenerado

A - {’70,---7’Ym—177m = 70}

con Dy, ...D,,_1 sus respectivos discos.
Como f(7;) es homotdpico a 7,1, tenemos que

f(PynDi) =Py Dy (3.6)

En particular debe existir algin D; que contenga un punto critico. Esto
es absurdo pues la componente D] de f~!(D;,1) cuya frontera es homotépica
a 7; no se puede mapear de manera homeomorfa a D;,; (pues D! tiene un
punto critico en su interior). U

Como corolario de este teorema tenemos la primera mitad del teorema
3.4.2.

Corolario 3.4.14 (Parte (1) del teorema 3.4.6). Si 6 € Q*¥, entonces fy es
equivalente Thurston a una funcion racional.

Ahora que tenemos clasificados los mapas aranas para € impar, vamos a
demostrar la segunda parte del teorema 3.4.2

Demostracion de la parte (2) del teorema 3.4.2.

1: Si fo tiene una obstruccion de Thurston, entonces hay al menos dos X,
que tienen la misma secuencia de entrelazado.

Supongamos que el mapa fy con 8 € Q" admite una obstruccién de
Thurston. Por el teorema 3.4.6 sabemos que también admite un ciclo de
Levy degenerado

con sus respectivos discos D; y con las componentes D;_; de fe_ '(D;) ho-
motopicas a D;_1.

Por la ecuacién (3.6) la 6rbita futura de puntos postcriticos que estén en
\; D; también estara en | J, D;. Como este conjunto tiene que tener algin
punto postcritico y en los mapas arana la orbita postcritica es unica, debe
contener a todos los puntos postcriticos periédicos. Vamos a ver que | J; D; no
tiene ningun punto postcritico preperiédico. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que Dy contiene al primer punto postcritico periédico de la érbita
del punto critico (que llamaremos z). Sabemos que x, tiene dos preimégenes:
una en la érbita periédica (que llamaremos x,, 1) y otra que es preperiédica
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en la drbita critica (que llamaremos y). Si denotamos por C' al conjunto de
puntos periédicos de la érbita critica entonces f,(C) N Py =Culy}.
Tomemos el disco D;,_, cuya frontera es homotépica a 7,—1. Como

fo o D! | — Dy es un homeomorfismo, D! _; no puede contener tan-

to ama:in_l como a y. Sin embargo, como (J; D; contiene a todos los pun-
tos postcriticos periédicos, D), _, debe contener a z,,—1. Esto implica que

Por otro lado, la componente de f, '(70) que encierra a y no puede tener
ningun otro postcritico periédico (porque todos estén en algin D;). Esto
implica que la componente es periférica, y, por lo tanto, que A es fg—estable.

Recapitulando, tenemos que | J; D; tiene a todos los puntos postcriticos
periddicos y a ninguno de los preperiédicos. Ademéds, podemos tomar curvas
homotopicas a cada v; de tal forma que no intersequen patas de la arana que
tengan angulos preperiddicos, de la siguiente forma:

Reemplazamos a cada 7; por otra curva en su clase de homotopia de
tal forma que corte a las patas de angulos preperiddicos una cantidad finita
de veces. Luego observamos que si v; corta a dichas patas en una cantidad
finita de puntos entonces la componente de fa_ '(;) homotépica a 7;_; corta
las patas una cantidad igual o menor de veces. Esto es porque si un punto
p € S? no estd en una pata, sus preimagenes tampoco lo estardn, pues Sy
es invariante por fg. Ademds, si una curva 7; corta a L; en un punto yo
ninguna de sus preiméagenes cortara una pata. Esto implica que para un
k suficientemente grande, reemplazando cada curva 7; con la componente
correcta de f; om* (7:) podemos obtener ciclo de Levy degenerado

I = {’7(/)7 s ”Y:n—l}

que no interseca a ninguna pata preperiddica.

Para concluir esta parte del teorema observamos que si una curva 7, no
corta a la pata Ly, su preimagen no cortara la recta divisoria My, y tampoco
lo hard su imagen, por lo que todos los puntos postcriticos que encierra
tendran la misma secuencia de entrelazado.

2: 81 hay un conjunto de postcriticos con la misma secuencia de entrelazado,
entonces fy tiene una obstruccion de Thurston

Si dos puntos postcriticos tienen la misma secuencia de entrelazado sus
imagenes también tendran la misma secuencia de entrelazado. Luego, todo
punto postcritico peridédico tiene la misma secuencia de entrelazado que algin
otro punto.

Construimos curvas cerradas simples que encierren a puntos postcriti-
cos periddicos con las mismas secuencias de entrelazado y que, ademas, no
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intersequen la linea divisoria My. Llamemos a dicho conjunto

I'= {’Y(],---,melafym = 70}

ordenado de tal forma que vy contenga al primer punto postcritico pe-
riédico de la orbita critica y, ademaés, de tal forma que si 7; contiene a los
puntos posteriticos 1, ..., x;, entonces ;4 contenga a fo(x1), ... fo(z).

Vamos a probar que I' es un ciclo de Levy. En primer lugar observemos
que si ¢ # j entonces v; N y; = . Esto es porque los puntos postcriticos
de 7; y 7; no tienen las mismas secuencias de entrelazado, por lo que existe
un p > 0 tal que la componente de f; P(7;) que es homotdpica a una curva
de T estd en una componente de S*\Mj y la componente de f,”(v;) que es
homotépica a una curva de I' estd en la otra. Luego, si dichos conjuntos no
se intersecan, tampoco lo haran 7; y ;.

Las curvas no cortan My lo que implica que ninguna curva encierra al
critico, lo que implica que fe_ '(v;) para cada i = 1,...,m son dos curvas
disjuntas. Esto implica que si v € I' y 4/ es una componente de fe_ Y(9)
entonces fy : 7/ — 7 es un homeomorfismo, lo que termina de probar que I es
un ciclo de Levy. Como fy tiene un ciclo de Levy entonces no es equivalente
Thurston a una funcién racional y, por lo tanto, tiene una obstruccion de
Thurston. O]

Ahora que sabemos qué mapas arana son equivalentes Thurston a poli-
nomios cuadraticos, vamos a tratar ver lo opuesto: que todo polinomio con
ciclo superatractor es equivalente Thurston a un mapa arana. El resto del
trabajo consistird en dar una caracterizacion de la topologia del conjunto de
Julia relleno para polinomios cuadraticos con ciclo superatractor en funcién
de la secuencia de entrelazado de su mapa arana correspondiente.

Definicién 3.4.15. Sea 6 un angulo racional tal que fg no admite obstruc-
ciones de Thurston. Llamamos py al polinomio cuadratico que es equivalente
Thurston al mapa fy.

Por el teorema 3.2.15 de Thurston el polinomio py es tnico a menos de
conjugar por una transformacion de Mobius.

Ejemplo 3.4.16. Vamos a ver un ejemplo de un mapa arana con una obs-
truccién de Thurston. Para esto vamos a trabajar con la expansion binaria de
los angulos racionales. Consideramos el 4ngulo § = 43/60 = 0,101101,; tene-
mos que My es la recta radial que pasa por § = 0,01011015 y §” = 0,11011015.
A partir de esto observamos que 3j(t) = Asiysolosit <€ ot > 6" En
base a esto calculamos las secuencias de entrelazado de los X;:
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X; Expansion binaria | ¥y(X;)

X, = 55/100 0,100011 BAAB

X, =5/50 = 13/30 0,00011 AAB
X3 =5/25 0,0011 AB
X, =10/25=11/15 0,0110011 BA
X5 =20/25=17/15 0,110011 AB
X = 15/25 0,10011 BA
X; =30/25 =5/25 = X3 0,0011 AB

De la tabla y el teorema 3.4.2 deducimos que el mapa fg tiene una obs-
truccion de Thurston. En la figura 3.7 se puede ver una multicurva f-estable
que es obstruccion de Thurston.

Figura 3.7: Dibujo de una multicurva del mapa fg con 6 = 55/100. Los puntos
posteriticos Xg y X5 tienen la misma secuencia de entrelazado vy, por lo tanto, los
puntos X4 y Xg también tienen la misma secuencia entre ellos. Esto implica, por
la prueba de la seqgunda parte del teorema 3.4.2, que la multicurva T' = {1,732} es
una obstruccion de Thurston.
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Capitulo 4

Rayos exteriores

El siguiente objetivo de este trabajo es encontrar una conjugacion entre
polinomios cuadraticos y mapas arana. Para eso vamos a definir rayos exte-
riores y, en el capitulo siguiente, ver qué relacién tienen con las patas de la
arana.

Aqui nuevamente tenemos estructura compleja. Trabajamos con un poli-
nomio p : S — S tal que todos sus criticos son atraidos por un ciclo super-
atractor y con el inverso del mapa de Bottcher ¢ : C\D — C\K,,. El teorema
2.3.4 nos da la existencia de una conjugacion entre el polinomio p! ok, ¥ el

mapa f4(z) = 2% dada por el inverso del mapa de Béttcher . En este trabajo
nos vamos a centrar en entender la dindmica en K.

4.1. Definicion

En la construccion de los mapas arana, partimos de semirrectas radiales
y la duplicaciéon de angulos para luego extender el mapa a toda la esfera.
En los polinomios cuadraticos podemos encontrar este comportamiento en
imagenes de semirrectas por el inverso del mapa de Bottcher. A estas rectas
topoldgicas las llamamos rayos exteriores.

Definicién 4.1.1. Sea 0 € R/Z. Definimos el rayo exterior de p con dngulo
t como

R,(t) = {¢(re*™) 1 r > 1}
Cuando el polinomio esta implicito lo denotamos simplemente R(t).
Observacion. p(R,(t)) = R,(dt)

Definicién 4.1.2. Decimos que un rayo R,(t) aterriza cuando existe el
lim, . ¢ (re*™™)
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Estas definiciones nos dan una nueva forma de enunciar el teorema 2.4.1.

Teorema 4.1.3. Sea p un polinomio donde todos los puntos criticos son
atraidos por un ciclo superatractor. Entonces R,(t) aterriza para todo t y el
punto de aterrizaje depende continuamente de t.

La idea detras de este enunciado es que si el inverso del mapa de Bottcher
se extiende de forma continua al borde, entonces el limite lim,_,; ¥ (re?™)
existe y vale ¥(e?™) donde 1) es la extensién al borde de .

La extension al borde de 1) es sobreyectiva. Cuando J, no es una curva
cerrada simple, esta extension no es inyectiva.

Definicion 4.1.4. Sea p un polinomio donde todos los puntos criticos son
atraldos por un ciclo superatractor, y sea v la extension al borde del mapa
de Boéttcher. Definimos el lazo de Carathéodory como

Y St — J,

Vp :@5‘31

Veremos a lo largo de este trabajo cémo el lazo de Carathéodory nos
permite inferir cosas acerca del conjunto de Julia de un polinomio. Un ejemplo
de esto es el corolario 4.1.5.

Corolario 4.1.5. St p es un polinomio cuadrdtico con ciclo superatractor,
Jp es localmente conezo.

4.2. Polinomios con puntos criticos fuera de
K,

En esta seccién vamos a ver como es J, cuando un punto critico no tiene
orbita acotada.

Teorema 4.2.1. Si hay un punto critico de p en C\K,,, entonces K, y J,
tienen una cantidad no numerable de componentes conexas.

Demostracion. Si consideramos el mapa de Bottcher alrededor de infinito,
entonces el teorema 2.2.2 se traduce a que existe un 7 > 1 minimo tal que el
mapa 1 (alrededor de infinito) se extiende a una transformacién conforme

Y :C\D, - U < C\K,
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Ademas, 0U es un conjunto compacto que contiene un punto critico c. La
norma del mapa de Bottcher si se extiende a toda la cuenca de atraccion, vy,
ademas, si p(c) = v tenemos que

[6(v)] = |p(c)?| = r? >

lo que a su vez implica que el valor critico v estd en U.

Consideremos ahora la recta infinita R = {tp(v) : t = 1} < C\D, y
también R’ = ¢(R) < U. El conjunto R’ es un rayo exterior de p.

Claramente p~}(R') < U. Ademés, U n p~1(R’) consiste en k rayos ex-
teriores, que coinciden con las raices k-ésimas del punto ¢(v). Cada uno de
estos rayos tendra un punto limite en cada una de las soluciones de la ecua-
cién p(z) = vy, ademads, como c es critico, por lo menos dos de ellos tendran
a ¢ como punto limite. Sean R} y R} dos rayos que tienen a ¢ como punto
limite. Como R} y R} son dos rectas infinitas que se unen en el mismo punto,
van a cortar el plano en dos abiertos que llamaremos V; y V;.

Como p(R] U R}) = R’ es una semirrecta tenemos que tanto p(Vy) como
p(V4) cubren todo el plano salvo, posiblemente, R'. Luego, como K, < p(V;)
para i € {0,1}, esto quiere decir que V; n K, es no vacio y, como tanto V;
como V5 son abiertos, esto implica que V; n J, también es no vacio.

Si definimos Jy = Vo n J, v J1 = Vi n J, tenemos que Jy y J; es una
divisién del Julia con interseccién vacia que ademés cumple que

p(Jo) = p(1r) = Jp

Podemos seguir subdividiendo cada Ji en conjuntos disjuntos Jiyg = Jx N
p N Jo) y Jp1 = Je np~t(J1) y, siguiendo este razonamiento, podemos definir

Jk:()...k}m = Jk() mp_l(‘]]ﬂ) Nn...N p_m(‘]km)

con p(Jxy. k) = Jky..k,,- Dada cualquier sucesién {k,} de Os y 1s, podemos
tomar la interseccién de

szo =2 Jkokl > Jkok1kz -

donde cada interseccion da un conjunto compacto y no vacio. De esta forma,
obtenemos no numerables componentes conexas de J, y, por lo tanto, tenemos
lo mismo para K, O]

En cierto sentido encontramos un shift de dos simbolos en las compo-
nentes conexas de J,. Sin embargo, sélo utilizamos dos rayos exteriores de
todos los que aterrizan en el punto critico. Se puede probar que, si hay un
critico fuera de K, efectivamente el polinomio restricto al conjunto de Julia
es semiconjugado a un shift.

57



4.3. Sectores

Como veremos en el siguiente teorema, cuando un punto de J, es fijo una
cantidad finita de rayos aterrizan en él. Esto nos permite definir sectores, que
son abiertos del plano complejo delimitados por dos rayos consecutivos.

Teorema 4.3.1. Sea p un polinomio con grado d = 2, donde todos los puntos
criticos son atraidos por un ciclo superatractor. Sea zy € J, un punto fijo.
Entonces una cantidad finita de rayos aterrizan en zy. Ademds, los rayos son
periddicos y son todos del mismo periodo bajo el mapa fq: R/Z — R/Z dado
por

fa(t) = dt

Demostracion. Sea X = ~,'(z). En primer lugar es claro que X es un con-
junto cerrado. Como zy es un punto fijo entonces fy(X) < X.

: X — X es inyectivo.

Afirmacion. El mapa fd‘X

Demostracion. Supongamos que existen t1,to € X tales que fy(t1) = fu(ta) =
dt,. Como se cumple que ¥ (R,(t)) = R,(dt) esto quiere decir que la imagen
de los rayos de dngulos t; y ts por p es un tunico rayo (de angulo dt;), que
también aterriza en zg.

Figura 4.1: Esquema de la demostracion de la afirmacion

Como p es una funcién abierta existen puntos arbitrariamente cerca de
2o en R(t1) y R(t2) (como los puntos rojos de la figura 4.1) que tienen la
misma imagen por p. Sin embargo, como z, es un punto de J,, tenemos por
la, proposicién 1.3.6 que [p'(z0)| = 1, lo que es absurdo pues p es localmente
invertible en zg.

s inyectivo sabemos que tiene una inversa local g : f4(X) —

Como fd‘ ¥ € 1 : :
= fgq es abierta. También sabemos que

X. Ademas, g es continua, pues g~
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X es compacto (pues es un cerrado dentro de R/Z), y por lo tanto fy(X)
también lo es.

Como ¢ es continua en un compacto, es uniformemente continua; esto
implica que existe € > 0 tal que si |x —y| < € entonces |g(x) — g(y)| < 1/(2d).
Podemos tomar € < 1/2. Luego, si cubrimos f;(X) por n intervalos Iy,. .., I,
de largo menor a €, observamos que la distancia entre puntos en diferentes

componentes de f;'(I;) es
1 € 1
d d~ 2
Esto se debe a que 1/d es la distancia entre dos preimagenes de un punto por
fd_1 y que 2 es el largo de cada componente de fd_l(_f,-).

Finalmente, esto implica que podemos cubrir X con n intervalos de largo
¢/d y, como fy(X) < X, también podemos cubrir fy(X) con n intervalos de
largo €/d. Aplicando el razonamiento anterior una y otra vez podemos cubrir
X con n intervalos de largo €¢/d™ para todo m. Esto implica que X tiene a
lo sumo n puntos.

Como hay finitos rayos que aterrizan, y vimos que f; es inyectiva en X,
entonces p induce una permutacion entre los rayos exteriores que aterrizan
en zp.

O
Corolario 4.3.2. St 2y es periodico de periodo n vale el mismo resultado.

Demostracion. En C\K,, se cumple que ¢ o po )=t = f,, entonces, en el
mismo dominio, dado que K, = Kpen, se cumple que ¢ o p™ o ™1 = fyn.
Como el inverso del mapa de Bottcher es el mismo para p y p°* si un Ryox(t)
aterriza en z, entonces R,(t) también lo hace. O

Ahora estamos en condiciones de definir sectores.

Definicién 4.3.3. Sea z; un punto periddico de J,, y sean R; y Ry dos rayos
exteriores consecutivos que aterrizan en zy. El sector delimitado por Ry y Rs
es la componente conexa de C\(R; U Ry) que no tiene rayos exteriores que
aterrizan en zg.

39



Capitulo 5

Modelo de disco pinzado

En este capitulo combinamos las construcciones topoldgicas del capitulo
3, en particular la de los mapas arana, con la dinamica racional estudiada en
el resto del trabajo. Hasta ahora casi todos los resultados demostrados eran
validos para polinomios de grado arbitrario; sin embargo, es en este momento
cuando se vuelve de vital importancia que p sea un polinomio de grado 2.

El objetivo de esta seccion es dar una descripcién topoldgica del conjunto
de Julia relleno. Para poder lograr este objetivo primero es necesario obtener
una parametrizacion interna del conjunto K, y luego realizar una construc-
cién andloga a los rayos exteriores en las componentes conexas de l%p. Cuando
el punto critico es fijo ya sabemos por el teorema 2.1.1 que tenemos un mapa
de Bottcher en su cuenca de atraccion; con esto en mente, vamos a definir
una parametrizacién similar de las componentes de Ko'p y también vamos a
definir rayos interiores en esa componente. Como veremos, lo que nos permi-
tird definir la parametrizacién interna es el hecho de que los polinomios de
grado 2 tienen un unico punto critico en C.

En este capitulo consideramos que p es un polinomio de grado 2 con un
punto critico periddico xg de periodo k > 1y xg,..., 2 = Ty es su orbita.
Llamamos también V; a la componente conexa de I%p que contiene a x;.

5.1. Parametrizacion interna de K,

Primero vamos a definir mapas que sean homeomorfismos del disco a
cada componente del interior del Julia relleno. Para eso usamos un teorema
de suma importancia que no demostraremos.

Teorema 5.1.1. Sea p un polinomio de grado 2 con ciclo superatractor.
Entonces para toda componente V' de K, se cumple que existe m € N tal que

(V) =W.
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La prueba se puede encontrar en la proposicién 9.4.8 de [8].
Proposicién 5.1.2.

(1) Existe un tnico homeomorfismo ny, : D — Vi, analitico en el interior,
de tal forma que ny,(2?) = p*(ny,(2)) con Ny, (0) = .

(2) Sea V una componente conexa de l%p. Existe un inico m tal que p°™ :
V — Vy es un homeomorfismo analitico. Ademds, si definimos el mapa
ny:D—->V

v = (""|,) " o,

podemos observar que es un homeomorfismo analitico y se extiende a D
de manera homeomorfa.

Demostracion.

(1) En primer lugar, como se cumple que .J, = Jyeg, podemos definir 77Vo’]n>

como el inverso del mapa de Bottcher de p°* alrededor de .

Como los tinicos puntos criticos de p°* son {zq, ...z}, que son fijos para
p°F, estamos en las hipétesis del teorema 2.4.1 y 1y, ‘D se extiende al borde.
Para ver que la extensién es un homeomorfismo basta ver que 0V es una
curva de Jordan. Supongamos por absurdo que no lo es. Consideramos
una curva cerrada simple v que separe V; de Ay, = C\K,. Como 0V no
es cerrada simple hay un punto z; € dV4\y. Claramente 2z, € J,, luego,
si tomamos un entorno U de z; que no corte a v entonces U no puede
cortar a A, y estd contenido en K,. Esto es absurdo por la propiedad
1.3.2 ya que la drbita futura de un abierto contenido en K, no puede
cubrir A,,.

Concluimos que dVj es una curva de Jordan lo que prueba esta parte de
la proposicién.

(2) Primero observamos que si V' no tiene al punto critico, p‘v es inyectiva.
Ademds, como el valor critico tiene una sola preimagen, p~'(p(V)) tam-
poco tiene al punto critico; esto a su vez implica que p : p~'(p(V)) —
p(V) es un cubrimiento de grado 2 y por lo tanto p~!(p(V)) es una unién
disjunta de dos discos, uno de los cuales es V.

Usando el teorema 5.1.1 sabemos que existe m tal que p° (V') = V4. Co-
mo, por el parrafo anterior, invirtiendo en cada componente a p tenemos
que p° - s invertible cuando ¢ < m , el mapa 7y es un homeomorfismo
analitico en D.

[]
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Figura 5.1: Esquema de la demostracion de la proposicion 5.1.2 parte 1.

La proposicion 5.1.2 nos da una forma de parametrizar las componentes
conexas de K. Podemos definir rayos interiores de forma andloga a los rayos
exteriores.

Definicién 5.1.3. Sea V una componente conexa de [%p. Definimos el rayo
interior de V con dngulo interno t como la imagen de ny (re?™) con 0 < r <
1. Decimos que el punto 7y (0) es el centro centro de V y el punto 7y (1) es
la raiz de V.

Definicién 5.1.4. A la raiz de V; la denotamos y;.

Observacion. Sean V', V" componentes conexas de l%p, con p(V') = V" £V,
y sea  un rayo interior de V’. Se cumple que p(() es el rayo interior de V"
para el mismo angulo.

5.2. El arbol de Hubbard

Nuestro siguiente objetivo es definir el arbol de Hubbard, que es un con-
junto de caminos en K, que es invariante por p.

Utilizaremos esta construccion para probar ciertas propiedades de las
raices de las componentes de [%p que contienen a los puntos de la dérbita
critica.

5.2.1. Definiciéon y propiedades basicas

Antes de poder definir el darbol de Hubbard es necesario definir y probar
la existencia de caminos regulados.

Definicién 5.2.1. Un camino regulado en K, es un arco que interseca cada
componente conexa de K, en a lo sumo dos rayos interiores.

Proposicién 5.2.2. Si x,y son centros de rayos interiores entonces existe
un unico camino requlado simple que los une.
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La prueba de esta proposicion nos requerira probar una serie de lemas.

Lema 5.2.3. Sea K un conjunto simplemente conexo y localmente conezo.
Sea v un camino en K yV una componente conexa de K tal que yn'V # .
Entonces v n'V es conexo.

Demostracién. Supongamos que ¥ NV no es conexo. Esto quiere decir que
existen t1 y to tales que y(t1),v(t2) € AV, y 7‘(t1t NV = @. Como OV es
conexo por caminos, existe un camino ( < JdV que los une. Observemos que
7! (tr.t2) Y ¢ es una curva cerrada simple en K. Esto implica que 7‘@ ) S cV,
lo que es absurdo.

Lema 5.2.4. Sea K un conjunto simplemente conexo y localmente conezo.
Sean Vi y Vo componentes conexas de K. Si Vi nVa # O entonces o bien
Vi=VaoVinV, es un punto.

Demostracién. Supongamos que existen 21, zo € V4 n V,. Como V; y V5, son
conexos por caminos existen v, y v, curvas incluidas en Vi y V5 respectiva-
mente que unen z; con zo. Como K es simplemente conexo, el interior de la
concatenacion de v y v, esta contenido en K, lo que implica que V; = V5. [

Lema 5.2.5. No hay caminos regulados cerrados simples.

Demostracion. Supongamos por absurdo que tenemos un camino regulado
cerrado simple

K, es simplemente conexo por lo que la componente acotada que encierra

p
~v estd incluida en K,,. Esto implica que 7y estd en una sola componente conexa
u ur u r interior r i

de K, lo cual es absurdo pues los rayos interiores parten todos del mismo
punto y aterrizan en puntos distintos. ]

Demostracion de la proposicion 5.2.2.

1: Existencia

Sean x e y € K, y v un camino simple entre ellos. Podemos dividir
v en una familia de curvas {7V,}aea de tal forma que cada ~, esté en una
componente V, de Ko'p y sus extremos en 0V,. Por el lema 5.2.3, podemos
tomar las componentes de tal forma que, si 7, y 73 estan incluidos en dos
componentes V, y Vj respectivamente, V, # V. Para cada 7, podemos
hacer una homotopia a extremos fijos para que sea la concatenacién del rayo
interior que aterriza en 7,(0) y el rayo interior que aterriza en 7,(1).

2: Unicidad
Supongamos que existen dos caminos regulados simples v y 1 entre x e

y. Esto implica que en la unién de ambos caminos hay un camino regulado
cerrado simple. Esto es absurdo por el lema 5.2.5. O]
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La siguiente proposicion es la que le da importancia a los caminos re-
gulados y nos permitira definir el arbol de Hubbard: un arbol de caminos
regulados contenido en K, que es invariante por p.

Proposicién 5.2.6. La imagen por p de un camino requlado es un camino
requlado.

Demostracion. Los rayos interiores van a rayos interiores por p. Por lo tanto,
los caminos regulados van a caminos regulados. O]

Definicién 5.2.7. El drbol de Hubbard T, de un polinomio p de grado 2 es
la union de todos los caminos regulados simples que unen puntos de la érbita
critica.

b of

Figura 5.2: Ejemplo de drbol de Hubbard, para el polinomio p(z) ~ 2% —0,9646 +
0,0560¢ con 5 puntos en la orbita critica.

Proposicién 5.2.8.

(1) T, es un drbol.

(2) p(T,) =T,

(3) Eziste 1 <m <k tal que {x1, 2, ...2,} son todas las hojas de T),.
Demostracion.

(1) Si T, tiene una curva cerrada simple, esto implica que hay un camino
regulado simple que es cerrado.

(2) p({x1,...,zx}) = {1,...,2x}. Como la imagen de un camino regulado
es un camino regulado, y por la unicidad de caminos regulados simples,
tenemos que p(7,) = T,
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(3) En primer lugar, un punto que no esté en la 6rbita critica no puede ser
hoja de T, ya que nunca estard en extremidades de los caminos regulados.

Luego observamos que si un punto postcritico x,, con n < k no es hoja
de T, entonces x,1; tampoco lo serd. Esto se da porque p lleva rayos
interiores en rayos interiores y p : V,, — V,, 41 es un homeomorfismo.

]

La siguiente proposicién es un ejemplo de cémo, utilizando los rayos in-
teriores y el drbol de Hubbard, podemos probar proposiciones sobre .Jj,.

5.2.2. Rayos exteriores y el arbol de Hubbard

Proposicién 5.2.9. Siy e T, n J,, mds de un rayo exterior aterriza en y.

Demostracion. Sean x;,x; puntos de la érbita critica cuyo camino regulado
simple pasa por y. Como dicho camino es tinico tenemos que J,\{y} no puede
ser conexo ya que, si lo fuera, tendriamos dos caminos regulados que unen
x; y T, Uno que pasa por y y otro que no. Supongamos ahora que sélo un
rayo R(6) aterriza en y. Como el mapa de Carathéodory 7, es sobreyectivo,
V(SN {e*}) = J,\{y}, lo que es absurdo pues J,\{y} no es conexo. O

Concluimos este capitulo con un resultado més sobre los rayos exteriores
y el arbol de Hubbard.

Proposicién 5.2.10. Siy € T, n J, entonces cada componente de T,\{y}
esta en un sector distinto de los determinados por los rayos que aterrizan en

Y.

Demostracion. Vamos a probar que cada sector de y tiene exactamente una
componente conexa de J,\{y}. La proposicion se deduce de que cada compo-
nente de 7,,\{y} estd en una componente distinta de .J,\{y}.

Sea S el sector que estd entre dos rayos R; y Ry que aterrizan en y.
Considero [t1,15] el intervalo tal que ~,([t1,t2]) = Sn. Como 7, es continua
tenemos que .J, N S es conexo. ]

5.3. Equivalencia con mapas arana

En el siguiente teorema relacionaremos finalmente a los polinomios con
ciclo superatractor con los mapas arana, probando que cada uno de estos
polinomios es equivalente a dos mapas arana.
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Recordamos del capitulo 3 que si el mapa arana fg asociado al angulo ra-
cional 0 es equivalente Thurston a un polinomio, llamamos a dicho polinomio

Do-

Teorema 5.3.1. Sea p un polinomio con un punto critico xo y ciclo super-
atractor {xg,x1 ...z = xo}. Sea V; la componente de K, que contiene a x;
y sea y; la raiz de dicha componente. Entonces

(1) Hay dos rayos exteriores de K, que caen en la raiz y; y cuya unidn separa
x1 de los otros x;. Estos rayos tienen periodo k por p.

(2) Silos dngulos de dichos rayos son 0 y ', p es conjugado a py y a py

Para probar este teorema es necesario probar el siguiente lema.

Lema 5.3.2. Sea y un punto fijo de p en J, y sea S un sector de delimitado
por los rayos exteriores Ry y Ry que aterrizan en y. Entonces existe un en-
torno U de y tal que p(U N S) estd incluido en el sector delimitado por p(Ry)

y p(Ry).

Demostracion. Sea U un entorno de y que no contiene al punto critico. Tene-
mos que p~ ' (p(Ry nU)) tiene dos preimdgenes cuyas fronteras son los rayos
exteriores Ry, Ry y otros dos rayos exteriores que no aterrizan en y. Esto
implica que p : S " U — p(S n U) es un homeomorfismo y, por lo tanto,
p(S N U) estd incluido en el sector delimitado por p(R1) y p(Rs). O

Demostracion del teorema 5.3.1.

(1) Sea yy € J, n T, el lugar donde aterriza el rayo interior del camino
regulado de 7}, que pasa por x;. Por la proposicién 5.2.8 parte 3 sabemos
que z; es hoja de T, y, por lo tanto, hay un solo rayo interior de V; que
es parte de T),. Ademds, por la misma razén, sabemos que p°*(y;) = y;La
proposicién 5.1.2 nos da un homeomorfismo 7y, : D — V;. Sea z € oD tal
que 7y, (z) = y; entonces se cumple que

i (2%) = p"F (i (2)) = of = v (2)

de donde se deduce que 2z? = z. Esto implica que 3, = ny, (1) = ;.

Por ser hoja del T}, se cumple que z; es el tnico postcritico en su com-
ponente de J,\{y1}. Ademds por la proposicién 5.2.10 hay dos rayos
exteriores Ry y Ry que separan dicha regién.

Los rayos R; y Ry aterrizan en y, por lo que p°*(R;) y p°*(R,) también
aterrizan en y;. Ademas, por el lema 5.3.2 el sector que determinan estos
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rayos debe contener a la componente de T,,\{y1 } que contiene a z; y, por lo
tanto, deben separarlos del resto de T),. Esto implica que, o bien p°*(R;) =
R; o bien los intercambia. Sin embargo, p°* no pueden intercambiar a R,
con Ry pues de lo contrario revertiria orientacion.

Vamos a probar que el periodo de estos rayos es exactamente k. Para eso
consideremos un m < k y supongamos que p°™(y;) = y;. Hay un rayo
interior que une y; y 41 que es la iamgen por p°” del que une y; con
x1. Por el lema 5.3.2 tenemos que un rayo interior que sale de x,,; debe
estar en el sector que determinan p°™(R;) y p°™(Rs). Esto implica que
P (R1) # Riy que p°™(Rp) # Ro.

Esta demostracién sirve tanto para 6 como para €. Lo primero que ob-
servamos es que, como 20 = 0 mdéd 1, tanto 6 como @' pertenecen a

Qodd .

Tenemos que buscar ¢ y ¢’ para que el siguiente diagrama conmute:

52 ¢, §

lﬁ lp (5.1)

Sz ¥.9

con p y ¢ isotépicos relativo a P; . Para lograr esto vamos a encontrar
conjuntos similares a las patas de la arana Sy. Vamos a definir enton-
ces los conjuntos Lg; como la unién del rayo exterior R(2'~'4) con el
rayo interior de dngulo 0 de V;. Como R(0) aterriza en y; tenemos que
p(R(0)) = R(20) aterriza en p(y1) = ya. Siguiendo el proceso tenemos
que cada rayo R(2710) aterriza en y;. A la unién de los [N/Q,i la denotamos

So

Observamos que si los Z~L97Z— con i€ {1,...,m — 1} no se intersecan entre
st entonces la unién de ellos es homeomorfa a la arana Sy. Sin embargo,
puede pasar que y; tenga periodo menor que k, es decir que y; = y;
con j # 1. Para evitar este problema podemos sustituir cada [:g,i por un
elemento cercano de su clase de homotopia rel P, que no corte a ningin
13971‘ evitando que pase por el punto y; (ver figura 5.3). Esto es posible por
la parte 1 de este teorema, ya que ninguno de los rayos se repite. A estos
nuevos conjuntos los llamamos Ly, y definimos el conjunto Sy como

k
So = U oy
=0
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Lo 1

Lo,

Figura 5.3: Esquema de la demostracion del teorema 5.5.1. Vemos qué pasa si
los L;ﬂ- no son disjuntos. Los pétalos corresponden a los conjuntos V; que son
adyacentes a y,. En este caso, al menos dos rayos R(2°710) aterrizan en el mismo
punto (y1). Estos rayos estdn dibujados en naranja. Tomando elementos cercanos
en su clase de homotopia podemos construir las patas Lg; (dibujadas en verde)
y ast lograr que sean disjuntas. Podemos hacer una construccion andloga para el
dngulo ¢’

Observamos que p~*(Lg,;) son dos arcos unidos en oo pero, si i # 1, solo
. ; .

uno de ellos tiene a ;1. Denotamos por Ly ; ; al arco preimagen que une

x;—1 con 0. A los arcos que son preimagen de Ly, y tienen por extremo

a xo; llamamos Ly, al que es homotdpico a Lgo y Lp, al otro. También

denotamos la union de los Ly, sin Ly, por Sy.

Ahora podemos elegir un homeomorfismo ¢ : Sy — Sy y, observando que
p: Sy — Sp es un homeomorfismo, definir ¢’ : Sy — Sy como

@' =plopof,

Aqui aclaramos que, como 6 € Q°¥, tomando solo la mitad de la linea
divisoria My podemos pensar a fy como un homeomorfismo de la arana
(no extendida) en si misma.

La construccién de ¢ y ¢ depende de las curvas que elegimos para cons-
truir Sp. Sabemos que cada pata Lg; 1 es homotépica a Ly, ; rel P,
Como ¢(L;) = Lg; y ¢'(L;) = Ly, y ambas llevan los puntos X; de la
arana en x;, concluimos que ambos mapas son isotdpicos.

Por el truco de Alexander (teorema 1.0.1 del anexo A) y utilizando la
misma estrategia que empleamos en la construccién de los mapas arana
podemos extender ¢ y " a homeomorfismos de toda la esfera. Claramente
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estos homeomorfismos coinciden en Pf. Ademds, por el corolario 1.0.3
del anexo A estos homeomorfismos son isotopicos relativos a Py .

Observamos que la unién de Ly, y Lg,, que llamaremos M, divide a la
esfera de la misma forma que My la divide. El polinomio p restricto a cada
lado de M es inyectivo y, por lo tanto, podemos tomar las extensiones
de ¢ y ¢ de tal forma que el diagrama (5.1) conmute.

O

Definicién 5.3.3. Decimos que 0 y ' son dngulos companeros si pg y per
conjugados.

Corolario 5.3.4. Sea § € Q°%. Entonces 0 tiene un tinico dngulo companero.

Demostracion. Supongamos que p es conjugado a pg y a p,. Sea o : (C) — C
tal que pgoa = aop,. Como la conjugacién es de la forma a(z) = az+by el
mapa de Bottcher de grado 2 es tinico, tenemos que o manda rayos exteriores
en rayos exteriores. Ademas se cumple que a(7,,) = T,,. Esto implica que
debe mandar rayos adyacentes a y; para py a rayos adyacentes a y; para p,.
Esto implica que o = 0'. ]

La unicidad del teorema de Thurston nos dice que si un mismo mapa
de Thurston es equivalente Thurston a dos polinomios entonces esos polino-
mios son conjugados. Por lo tanto los angulos # y #" del teorema 5.3.1 son
companeros.

5.4. El teorema del disco pinzado

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema que caracteriza el
conjunto de Julia relleno para polinomios con ciclo superatractor. En esta
seccion vamos a trabajar con un polinomio py que es equivalente Thurston
al mapa arana fg y denotamos su conjunto de Julia por Jy y su conjunto
de Julia relleno por Kjy. Recordamos que, como el polinomio tiene un ciclo
superatractor, existe una extensién al borde del mapa de Bottcher g : ST —
Jy.

También recordamos que si la érbita critica de py es {xq,..., 2 = xo}
entonces V; es la componente de f%g que contiene a x;.

Vamos a definir la linea divisoria: el equivalente al conjunto My de la
arana extendida.

Proposicién 5.4.1. Los rayos de dangulos 0/2 y (0+1)/2 aterrizan en ny,(0)
y o (1/2)-
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Demostracion. Ya vimos que el rayo exterior de angulo 6 aterriza en y;, la
raiz de V}. Luego, como R(2t) = py(R(t)) tenemos que los rayos de dngulos
6/2y (0 + 1)/2 deben aterrizar en preimagenes de y;. Tenemos que, médulo
1, 20 = 0, por lo que o bien 25710 = 6/2 o bien 2710 = (9§ + 1)/2. Esto
quiere decir que uno de los dos rayos aterriza en pg*~!(ny, (0)) = n1, (0) = vo.

Finalmente, como pp(nv,(1/2)) = nv, (0) tenemos que 1y, (1/2) también es
preimagen de ¥y, por lo que el otro rayo debe aterrizar alli. O

Definiciéon 5.4.2. La linea divisoria de py es la unién de los rayos exteriores
de dngulos /2 y (0 + 1)/2 junto con los rayos interiores de angulos 0 y 1/2
de la componente V4.

En la demostracion del teorema 5.4.5 vamos a usar que la linea divisoria
es la preimagen del rayo exterior R(6) de py unido al rayo interior de dngulo 0
en Vi. Ademas, la linea divisoria divide el plano en dos regiones y no interseca
rayos exteriores con angulo distinto a /2y (6 + 1)/2.

Proposicién 5.4.3. Sea ¢ el angulo companero de 0. Entonces €' /2 aterriza
en el mismo punto que (60 + 1)/2.

Demostracion. Supongamos por absurdo que la hipétesis no se cumple. Esto
implica que 0/2 y 0'/2 aterrizan en el mismo punto y, como R(0) y R(0)
determinan un sector, también lo hardn R(6/2) y R(6'/2). Podemos aplicar
el mismo razonamiento para R((0 + 1)/2) y R((¢' +1)/2).

Supongamos ahora que 6 < #'. Entonces tenemos la siguiente cadena de
desigualdades en (0, 1)

0/2<0/2<(0+1)/2< (0 +1)/2

Ademds tenemos que los intervalos [6/2,6'/2] y [(6 + 1)/2, (6" + 1)/2] van
a [theta,theta’] por el mapa de duplicacién de dngulos. Esto implica que el
sector delimitado por R(6/2) y R(#'/2) es disjunto al sector delimitado por
R((0+1)/2) y R((0' +1)/2), lo que es absurdo pues ambos deben contener
a xo (la inica preimagen de z). La demostracién es andloga si 0 > ¢'. [

Definicién 5.4.4. Denotamos por Aj a la componente conexa del comple-
mento de la linea divisoria que contiene al rayo exterior de dngulo 0 y por
By la otra.

Esta definicién, al igual que la secuencia de entrelazado definida en 3.4.1
es ambigua, dado que no tenemos una manera a priori de decir si un punto
en la linea divisoria estd en Aj o Bj. Para resolver este problema usamos
el angulo companero: sea ¢ el dngulo companero de 6. Si § < ' entonces
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decimos que el rayo exterior R(0/2) estd en Ay y R((6+ 1)/2) estd en Bj. Si
0 > ¢ los ubicamos al revés.

La razén de esta decision es la propiedad 5.4.3. El rayo R(6/2) aterriza en
el mismo punto que el rayo R((0'+1)/2) y,si 0 < ', el rayo R((6'+1)/2) esta
contenido en Aj. Luego, la eleccién hace que 6 y 6 tengan la misma secuencia
de entrelazado, ya que Sigma'k —1)y(#') no es ambigua y Sigma'k — 1)g(6)
st lo es.

Observacion. Como el inverso del mapa de Bottcher conjuga el mapa z — 22
con py entonces
p"(R(t)) = Ay — X5(t) = A

donde ¥y (t) es la secuencia de entrelazado de t para el dngulo 6.

Esta observacién nos permite eliminar la ambigliedad de la secuencia
de entrelazado. El problema es que para eso necesitamos encontrar angulos
companeros.

Teorema 5.4.5 (Modelo de disco pinzado). Sea py un polinomio que es
equivalente Thurston a fy con 0 € Q°%. Sea vy su lazo de Caratheodory, Jy
su conjunto de Julia y Ky su conjunto de Julia relleno. Entonces se cumple
que
Yo(t1) = 7o(t2) = Zg(t1) = Zo(t2)

Demostracion.
1: =

La primera parte es la mas simple de probar. Si t; y f no estan en la
érbita de 6 y R(t1) y R(t2) aterrizan en el mismo punto entonces también lo
hardn R(2't1) y R(2';). Como los rayos exteriores no pueden cortar la linea
divisoria, esto implica que t; y t5 tienen la misma secuencia de entrelazado.

Sit1 y ty estan en la érbita de 6, la eleccién que hicimos para levantar la

ambigiiedad asegura que tendran la misma secuencia de entrelazado.
2: —

Recordemos que en la demostracion del teorema 2.4.1 encontramos dos
entornos de Jy, llamados U y U’, tales que U’ < U, p, (U) = U' y py
U’ — U es un cubrimiento.

Vale la pena recordar la idea de la construccién de U. En este caso po-
demos considerar un entorno (arbitrariamente chico) de los puntos del ciclo
superatractor e intersecar su complemento con un entorno de Ky que tenga
la siguiente forma:

U

Ve={zeC:G(z) < R}

donde G es la funcién de Green.
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Vamos a probar que si t; y t5 tienen la misma secuencia de entrelazado
v si Yp(t1) = vy Y(t2) = y entonces dy/(x,y) = 0, donde dy es la distancia
para la métrica hiperbdlica de U’.

Recordamos de la demostracion del teorema 5.3.1 que el conjunto Ziﬁ es
la unién del rayo exterior R(2°716) con el rayo interior de d4ngulo 0 de V;.

Para cada m consideramos una curva o, en U’ con extremos py™(x) y
P5™(y) que no corte ningtin conjunto Ly, ni la linea divisoria p, *(Lg ). Esto es
posible ya que, como ¢; y t, tienen la misma secuencia de entrelazado, pg™ (z)
y pg™(y) estén en la misma componente del complemento de la linea divisoria.
Ademas observamos que dos curvas que cumplan estas caracteristicas son
homotopicas rel P,,: efectivamente, si 3, es una curva no homotdpica a oy,
entonces la concatenacién de «,, y 8! debe rodear un punto postcritico x;
y, por lo tanto, cortar a Iigﬂ-.

Como «,,, no corta ningtin ie,i entonces pg_l(am) tampoco lo hard, y no
cortara la linea divisoria. Esto implica que hay una preimagen de «,,, en cada
lado de la linea divisoria y, por lo tanto, una de ellas une pj'*(z) con pj* ' (y)
(que estan en la misma componente del complemento de la linea divisoria)
y, al no cortar ningin f/gﬂ', es homotdépica a extremos fijos a o, 1.

Denotamos por d,, a la geodésica para la métrica hiperbdlica de U’ que
estd en la clase de homotopia de «,, a extremos fijos. Vamos a ver que hay
una componente de p;l((Sm) que es homotdpica a 9,1 rel P,,. Por como
definimos a §,, tenemos que es homotopica a extremos fijos a «,,. Como
py : U’ — U es un cubrimiento y U < U’ podemos levantar esta homotopia a
U’, lo que nos dice que pe_l(5m) tiene una componente que es homotépica a
extremos fijos a «a,,_1 y, por lo tanto, también a 9,,_;.

Otro hecho importante es que existe C; > 0 tal que [(d,,) < Cy para todo
m € N. Esto es porque el conjunto de Julia Jy es compacto y su didmetro es
acotado.

Sea v la curva que es componente de pe_l(5m_1) y es homotopica rel P, a
dm—1, utilizando la desigualdad 2.9 (que mostraba que py expande la métrica
hiperbélica en U), tenemos que existe un C' < 1 tal que

[(6m1) < U(v) < Cl(0,,)

Concatenando varias de estas desigualdades obtenemos que para todo m
se cumple

1(5) < C™1(8,,) < C1C™ (5.2)

Esto implica que du(v9(t),70(t2)) < () = 0, y, por lo tanto, que

Yo(t1) = Yo(tz).
OJ
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Finalmente, usando la proposicion 5.1.2 y el teorema 5.4.5 podemos de-
ducir que el conjunto de Julia relleno de un polinomio con ciclo superatractor
es homeomorfo a tomar el disco D y cocientar la envolvente convexa de los
puntos que tengan la misma secuencia de enterlazado, como se puede ver en
la figura 5.4.

Figura 5.4: Si colapsamos los poligonos delimitados por geodésicas a un punto en
la figura obtenemos una superficie homeomorfa al conejo de Douady (el conjunto
de Julia de p(z) = 2% + —0,123 + 0,745i)
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Anexo A

El truco de Alexander

En este anexo vamos a ver que todo mapa de S"! se puede extender al
disco D™. Si bien la prueba es simple, este teorema es de gran utilidad en
este trabajo. En particular lo usamos para probar la unicidad de los mapas
arana a menos de isotopias.

Teorema 1.0.1 (Truco de Alexander). Sea f: S"' — S"' un homeomor-
fismo que preserva orientacion. Entonces existe una extension f : D" — D"
de f que es un homeomorfismo en el interior.

Demostracion. Vamos a definir f explicitamente por medio de la extensién
radial.

oy - [ () s

Osiz=0
Cuando x # 0, claramente f es continua. Como |f(z)| = |z|, también es
continua en 0. Ademads, tenemos que si S, = {x € D" : |z| = r} entonces

f S, — S, es biyectiva pues f lo es. Esto implica que es biyectiva en todo el
disco. Como su inversa es la misma expresién definida para f~!, concluimos
que f es un homeomorfismo. O

Otro resultado importante es la unicidad a menos de isotopia.

Teorema 1.0.2. Sean f : D" y g : D" homeomorfismos que preservan orien-
tacion tales que f‘snfl = 9’5%1' Entonces f y g son isotopicos.

Demostracion. Vamos a construir una isotopia entre f y f, siendo f la ex-
tensiéon radial de f| gn1- Para ello, construimos la isotopia explicitamente.
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Fifa) - {f(x) si || >t 11)

tf(x/t) si|x] <t

Claramente se cumple que Fy = f v F; = f. Ademés observamos que
cuando |z| = ¢ se cumple que f(z) = tf(z/t) dado que ambas funciones
coinciden en el borde.

Ahora vamos a ver que F} es biyectiva. Ya vimos en la demostracién del
teorema anterior que |f(z)| = |z| = t. Ademds, |tf(z/t)| < t. Luego, F, es
inyectiva. Es inmediato ver que ademds es biyectiva, por lo que tenemos la
isotopia buscada.

Aplicando el mismo razonamiento para g y combinando ambas isotopias
tenemos lo buscado. O

Corolario 1.0.3. Si f : D" - D" y g : D" — D" son isotopicos en el borde
entonces son isotopicos.
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Anexo B

El teorema de
Riemann-Hurwitz

En este anexo demostraremos un teorema que que usamos en varias partes
de la monografia. Si bien el resultado vale para superficies en general, vamos
a probarlo solo para la esfera.

No vamos a dar una demostracion formal de este teorema. Lo que si vamos
a hacer es dar la idea de por qué se cumple.

Teorema 2.0.1 (Riemann-Hurwitz). Sea f : S? — S? un cubrimiento ra-
mificado de la esfera de grado d. Entonces la cantidad de puntos criticos
(contados con multiplicidad) es 2d — 2

Idea de la demostracién. Tomamos una triangulacién T de S? de tal forma
que los valores criticos sean vértices y que el resto de las aristas y caras
queden en un dominio fundamental. Sean V, E y F' la cantidad de vértices,
aristas y caras de la triangulacién. Se puede probar que la caracteristica de
Euler de la esfera es 2, esto implica que

V-E+F=x(5=2

Tenemos que p~'(T) es otra triangulacién. En general cada vértice, arista
y cara de T tendra d copias de sf mismo en p~*(7T'). Esto no es cierto para
los valores criticos, que tienen una menor cantidad de preimagenes. Si v es
un valor critico la cantidad de preimédgenes que le faltan es equivalente a la
cantidad de puntos criticos ¢ tales que f(c¢) = v contados con su multiplicidad.
Esto implica que p~1(T) tendra dV — r vértices, donde 7 es la cantidad de
puntos criticos (contados con multiplicidad). Ademés, la cantidad de aristas
y caras son dF y dF' respectivamente.

Todo esto implica que
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dV —r —dE + dF = x(5%) =2

luego, como V' — E + F' = 2 tenemos que

r=2d—2
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Anexo C

Visualizando el conjunto K

Para realizar algunos dibujos de este trabajo implementé un programa en
Python que permite obtener distintos conjuntos de Julia. El programa esta
basado en otro similar que se puede encontrar en [4].

Para esta implementacién se utilizé la libreria “numpy” para realizar
calculos y la libreria “PIL” para dibujar los conjuntos pixel por pixel.

La idea del programa es elegir n puntos de C e iterar el mapa p.(z) = 2%+c
una cierta cantidad de veces. Si el valor se mantiene pequeno entonces el
punto pertenece a K, y lo pintamos de negro, de lo contrario, el conjunto
pertenece a la cuenca de infinito y lo pintamos de blanco.

Una variante de este programa (que se encuentra en la figura 3.1) nos
permite analizar la velocidad con la que los puntos se van a infinito, y, cuando
se detectan cambios, oscurecer un poco el color. Esto permitié encontrar un
esquema de las curvas equipotenciales, como en la figura 2.2.

Una pregunta que es natural hacer es jpor qué sélo probar con mapas del
tipo de p.? ipor qué no probar con todo tipo de polinomios de grado 27 La
respuesta a esto la podemos encontrar en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.0.1. Sea p un polinomio de grado 2, entonces existe ¢ tal que
p es conjugado a p,

Demostracion. Sea c* el punto critico de p. Conjugando por z — z—c* pode-
mos considerar que el punto critico es 0. Luego, tenemos que p es conjugado
a un polinomio ps de la forma

p2(2) = az® + ¢
Finalmente, tenemos que, conjugando con el mapa z — az se cumple que
2

apa(z/a) = a2z—2 +ac = 2" +ac
a
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Combinando ambas conjugaciones obtenemos lo buscado.
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import numpy as np
from matplotlib.pyplot import imshow
from PIL import Image, ImageDraw

# Resolucion de la imagen

w, h = 2500, 2500

# Rango eje real y eje imaginario
re_min, re.max = —2.0, 2.0

im_min, im_max = —2.0, 2.0

# Generar pizeles

real_range = np.arange(re_min, re_max, (re.max — re_min) /
W)

imag_range = np.arange (im_max, im_min, (im_min — im_max) /
h)

#Sustituimos los wvalores en base al polinomio que querramos

generar.

cre = 0

cri =0

filename = ’z2—{}+{}j.png’.format(cre, cim)
base = Image.new(’L’, (w,h), color="white’)
d = ImageDraw.Draw(base)

cur = —1

#Mapear pizeles a eje real e imaginario
for y, im in enumerate(imag_range):
for x, re in enumerate(real_range):

z = complex(re, im)

¢ = complex(cre, cim)

n = 255

#lterar hasta que el modulo del punto sea mayo a
10000

while abs(z) < 10000 and n >= 5:
Z = 7Z*xZ + C
n=mn-—25

#Cuanto mas demora en irse a infinito mas oscuro se
pinta el punto
d.point ((x, y), fill=n)

base.save (filename , "PNG”)
imshow (np. asarray (base))

Figura 3.1: Programa desarrollado en Python para visualizar los conjuntos K,
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(a) ¢ ~ —0,9907 + 0, 1147 (b) ¢ ~ —0,6555 + 0,3907i (c) ¢ ~ —0,4865 — 0,4761i

T

N

(d) ¢ ~ —0,7851 — 0,0055i (e) ¢ ~ —0,8345 — 0,1159i (£) ¢ ~ 0,3865 + 0,1564i

(g) ¢~ 0,3262 + 0,4413i

Figura 3.2: Algunos conjuntos de Julia relleno. Como podemos observar algunos
som conexos y otros no.
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