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Resumen

En esta monograf́ıa se estudia la dinámica de polinomios de grado 2 en
la esfera cuyo punto cŕıtico es periódico. Uno de los objetivos principales
es realizar un análisis geométrico del conjunto de Julia relleno de dichos
polinomios.

Una de las herramientas centrales es el teorema de Thurston acerca de los
cubrimientos ramificados con finitos puntos postcŕıticos. Este establece una
condición topológica para decidir cuando uno de dichos mapas es equivalente,
en cierto sentido, a una función racional. Esta equivalencia de Thurston es
una intermedia entre la conjugación dinámica y la geométrica.

Aplicamos el teorema de Thurston a una familia espećıfica de cubri-
mientos llamados mapas araña, que son modelos topológicos de polinomios
cuadráticos con punto cŕıtico pre-periódico. Determinamos qué mapas araña
son equivalentes a polinomios, y probamos que todos los polinomios estudia-
dos son equivalentes a uno de estos mapas.

Se combinan resultados clásicos de la dinámica local de funciones ho-
lomorfas con los modelos topológicos y la equivalencia de Thurston para
encontrar la topoloǵıa del conjunto de Julia relleno de los polinomios estu-
diados.

Esta monograf́ıa está basada en los libros [10] y [8].
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Introducción

La dinámica compleja consiste en el estudio de la iteración de funciones
holomorfas. Una de las aplicaciones de esta rama de la matemática surge de
la búsqueda de condiciones iniciales para asegurar que el método de Newton
converja (un método numérico para hallar ráıces de polinomios). Schröder y
Cayley fueron los primeros en estudiar estos temas, encontrando condiciones
para su convergencia en polinomios de grado 2 en el plano complejo. Más
adelante algunos matemáticos se empezaron a interesar por la teoŕıa local
alrededor de puntos fijos para funciones holomorfas; entre ellos estaba Bött-
cher, cuyo teorema demostramos en 2.1.1 y da una conjugación local entre
un polinomio y un mapa de la forma z ÞÑ zk en el entorno de un punto fijo
cŕıtico. Si bien los resultados principales de este trabajo son más recientes,
este teorema es fundamental para él.

Los aportes de Fatou y Julia fueron los que terminaron de consolidar esta
rama de los sistemas dinámicos. Ellos lograron, mediante la teoŕıa de Montel
para funciones normales, estudiar la dinámica de las funciones holomorfas con
un enfoque más global, y no localmente como se haćıa hasta ese momento.

La historia de esta rama de la matemática hasta la llegada de Fatou y
Julia se puede encontrar en [1].

El objetivo de este trabajo es, mediante el teorema de Böttcher y el aporte
de la teoŕıa de Teichmüller a través del teorema de Thurston, estudiar la
dinámica de polinomios cuadráticos. En particular nos interesan aquellos que
tienen ciclo superatractor, es decir, una órbita periódica de un punto cŕıtico.
Nos centramos en estudiar la geometŕıa de su conjunto de Julia relleno Kp:
el complemento de la cuenca de atracción de 8.

Como un polinomio de grado 2 tiene un único punto cŕıtico en C, la
existencia de un ciclo superatractor implica que no hay puntos cŕıticos en la
cuenca de atracción de8. En el teorema 2.2.2 probamos que esto implica que
el mapa de Böttcher alrededor de 8 se puede extender a toda su cuenca de
atracción. Luego, en el teorema 2.4.1, demostramos que este mapa también se
extiende al borde. Esto nos permite definir el lazo de Caratheodory (denotado
γp): un mapa continuo y sobreyectivo de la circunferencia S1 al conjunto Jp.
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Uno de los objetivos de este trabajo es identificar qué puntos de S1 tienen la
misma imagen por γp.

Para lograr este objetivo enunciamos un teorema para clasificación de
cubrimientos ramificados de Thurston. Hubbard y Douady elaboraron en [5]
una demostración de este teorema en base a las notas de un curso dado por
Thurston.

Teorema 3.2.15 (Thurston). Sea f : S2 Ñ S2 un mapa de Thurston con or-
bifold hiperbólico. Entonces f es equivalente Thurston a una función racional
si y solo śı toda multicurva f -estable Γ cumple que λΓ ă 1.

Un cubrimiento ramificado es un mapa de la esfera que es un cubrimiento
salvo en finitos puntos; los puntos donde la función no es un cubrimiento se
llaman puntos cŕıticos. Si además la órbita futura de todos sus puntos cŕıticos
es finita decimos que es un mapa de Thurston. Una definición más formal se
puede encontrar en 3.1.7. Los polinomios cuadráticos con ciclo superatrac-
tor, por ejemplo, son mapas de Thurston. La equivalencia de Thurston es
una conjugación geométrica por dos homeomorfismos isotópicos relativos al
conjunto de postcŕıticos. Estos homeomorfismos además deben coincidir en
dicho conjunto. La definición de este concepto se puede encontrar en 3.2.1. La
demostración de este teorema implica profundizar en la teoŕıa de Teichmüller
y escapa al alcance de este trabajo. El desarrollo de esta teoŕıa se puede en-
contrar en [7] y la demostración del teorema de Thurston se puede encontrar
en [8].

Con el objetivo de aplicar este teorema para el estudio de polinomios
cuadráticos construimos los mapas araña: funciones que se comportan, en
un sentido topológico, como polinomios de grado 2. Estas funciones fueron
definidas en [2] donde se utilizan para clasificar polinomios en un contexto
más general al de este trabajo. Cada ángulo racional θ tiene su propio ma-
pa araña, y la construcción depende de si el denominador es par o impar.
Utilizando esta construcción probamos el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1. Todo polinomio de grado 2 con ciclo superatractor es equi-
valente Thurston a un mapa araña.

Además, utilizando el teorema de Thurston encontramos qué mapas araña
son equivalentes a una función racional, en el teorema 3.4.2. Este teorema
en particular nos dice que todo mapa araña asociado a un ángulo impar es
equivalente Thurston a un polinomio con ciclo superatractor.

Durante la demostración del teorema 5.3.1 vamos a probar que todo poli-
nomio cuadrático con ciclo superatractor es equivalente Thurston a los mapas
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araña de dos ángulos distintos. Al par de ángulos que cumplen esto los lla-
mamos ángulos compañeros. Para demostrar el teorema 5.3.1 vamos a definir
el concepto de rayos exteriores y ver su relación con los mapas araña.

El concepto de ángulos compañeros es especialmente útil en el estudio del
conjunto de Mandelbrot: el conjunto que corresponde a los polinomios con
Julia conexo en el espacio de parámetros para polinomios de grado 2. Cada
par pθ, θ1q se corresponde con el “centro” de una componente del Mandelbrot.
El estudio de este conjunto escapa del alcance de este trabajo y se puede ver
en [8].

Los rayos exteriores permiten definir una semiconjugación entre el poli-
nomio p en Jp y el mapa de duplicación de ángulos. Luego, para dar una
descripción combinatoria de la topoloǵıa de Kp, utilizamos las “secuencia de
entrelazado”. Esta secuencia conjuga la duplicación de ángulos con el shift
de dos śımbolos.

Teorema 5.4.5. Sea pθ un polinomio que es equivalente Thurston a un mapa
θ-araña y sea γθ su lazo de Caratheodory.

γθpt1q “ γθpt2q ðñ Σθpt1q “ Σθpt2q

donde Σθptq es la secuencia de entrelazado de t para el ángulo θ.

Utilizando este teorema vamos a ver que Kp se puede obtener del disco co-
cientando la envolvente convexa de los puntos que tienen la misma secuencia
de entrelazado.

La organización del trabajo es la siguiente: en el caṕıtulo 1 resumire-
mos conceptos y resultados preliminares acerca de superficies de Riemann,
métricas hiperbólicas y de dinámica compleja. En el caṕıtulo 2 probaremos
la existencia del mapa de Böttcher y veremos condiciones para la extensión
de dicho mapa. El caṕıtulo 3 trataremos el teorema de Thurston y construi-
remos los mapas araña. En el caṕıtulo 4 estudiaremos los rayos exteriores,
enfocándonos en las propiedades que usaremos. En el último caṕıtulo proba-
remos que todo polinomio cuadrático con ciclo superatractor es equivalente
Thurston a un mapa araña, además de describir la topoloǵıa del conjunto Kp

como un disco pinzado.
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Caṕıtulo 1

Estudio de Preliminares

En este caṕıtulo enunciamos algunas definiciones y propiedades básicas
pertinentes a la monograf́ıa. En primer lugar vamos a hablar sobre resultados
clásicos de análisis complejo. En particular nos interesan dos resultados: el
teorema de Montel para familias de funciones y el teorema de transformacio-
nes conformes de Riemann. Si bien estos teoremas en general son conocidos,
su uso en este trabajo es extenso, por lo que vale la pena repasarlos. Luego
vamos a exponer conceptos básicos de la dinámica de funciones holomorfas.

Son pocos los teoremas que se van a demostrar en este caṕıtulo; sin em-
bargo, se dejan referencias bibliográficas donde ser pueden consultar las de-
mostraciones.

1.1. Algunos conceptos de análisis complejo

Para empezar, vamos a exponer algunos resultados y definiciones de análi-
sis complejo. Las demostraciones pertinentes a esta sección se pueden encon-
trar en [7], [9] y [11].

1.1.1. Definiciones y resultados clásicos de funciones
holomorfas

Una función holomorfa es una función que es derivable en el plano com-
plejo. Si permitimos además que tomen el valor de 8 las podemos pensar
como funciones de la esfera. Hay muchos resultados relativos a las funciones
holomorfas que no son ciertos cuando hablamos de funciones derivables en
R2. Sin embargo, no nos vamos a centrar en explicar estas diferencias.

Definimos Ŝ como la compactificación por un punto del plano complejo, es
decir CYt8u. A este espacio, que topológicamente es una esfera de dimensión
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Figura 1.1: Tres ejemplos de simplemente conexos del plano. No importa qué tan
extrañas sean sus fronteras, siempre existirá una transformación conforme entre
el interior de estas figuras y el disco.

2, t́ıpicamente se lo llama la esfera de Riemann.
En primer lugar vamos a enunciar el teorema de Montel. Este teorema

habla de cuándo familias de funciones son normales ; es decir, compactas con
la topoloǵıa de convergencia uniforme en compactos.

Teorema 1.1.1 (Montel). Sean z1, z2, z3 P Ŝ, U abierto de Ŝ y sea F una
familia de funciones holomorfas tales que F Ď tf : U Ñ Ŝ : fpUq Ď
Ŝztz1, z2, z3uu. Entonces F es normal.

Definición 1.1.2. Una transformación conforme es una función holomorfa y
biyectiva. Decimos que dos conjuntos U y V son conformemente equivalentes
si existe una transformación conforme entre ellos.

Teorema 1.1.3 (Riemann). Sea U Ď C un abierto simplemente conexo.
Entonces U es conformemente equivalente a D si y sólo si U ‰ C

Este teorema es algo sorprendente, y, como una consecuencia directa, te-
nemos que cualquier simplemente conexo (no importa qué tan extraño sea su
aspecto) es homeomorfo al disco. Algunos ejemplos de simplemente conexos
se pueden ver en la figura 1.1.

1.1.2. Superficies de Riemann

Una superficie de Riemann es una variedad de dimensión 1 compleja
donde el cambio de cartas es holomorfo. Si bien hay varias superficies de
Riemann que no son subconjuntos de la esfera de Riemann, en general nos
van a interesar este tipo de superficies.

Tres ejemplos superficies de Riemann (que no son la misma) son el disco,
la esfera y el plano complejo. Más adelante, mediante el teorema de unifor-
mización, veremos por qué estas tres son importantes.
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En este sección vamos a analizar cuáles son los automorfismos de las tres
superficies. Para describirlos primero vamos a definir las transformaciones de
Möbius.

Definición 1.1.4. Las transformaciones de Möbius son funciones de la forma

fpzq “
az ` b

cz ` d

con ad´ bc ‰ 0

Proposición 1.1.5. Las transformaciones de Möbius con la composición
forman un grupo isomorfo a PSLp2,Cq.

Teorema 1.1.6.

1. Aut Ŝ es el grupo de todas las transformaciones de Möbius

2. Aut C es el grupo de las transformaciones de Möbius de la forma z ÞÑ
az ` b con a ‰ 0

3. Aut D es el grupo de las transformaciones de Möbius de la forma

fpzq “ eiθ
a´ z

1´ āz

con θ P r0, 2πq y a P D

Teorema 1.1.7 (Uniformización). Toda superficie de Riemann simplemente
conexa es conformemente equivalente a la esfera, el plano o el disco.

Este teorema nos permite estudiar las superficies de Riemann mediante
su cubrimiento universal.

Definición 1.1.8. Sea X un espacio topológico. Un cubrimiento es un es-
pacio X̃ y un mapa p : X̃ Ñ X tal que para cada x P X existe un entorno
U tal que p´1pUq es unión disjunta de abiertos de X̃ en los cuales p es un
homeo.

Definición 1.1.9. Un cubrimiento universal de un espacio es un cubrimiento
pX̃, pq con X̃ simplemente conexo.

El cubrimiento universal, en caso de existencia, es único y es de gran
utilidad para estudiar espacios . Se puede encontrar más información sobre
este objeto topológico en [6].

Como corolario del teorema de uniformización tenemos lo siguiente:
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Corolario 1.1.10. Si X es una superficie de Riemann, su cubrimiento uni-
versal es el plano, el disco o la esfera.

Este corolario da lugar a la siguiente definición. La palabra hiperbólica
tiene que ver con la curvatura de la superficie, sin embargo, no vamos a
profundizar sobre este tema.

Definición 1.1.11. Sea X una superficie de Riemann. Decimos que X es
hiperbólica si su cubrimiento universal es el disco.

También se puede probar que cualquier subconjunto de la esfera que omi-
ta 3 puntos es una superficie hiperbólica. Otros ejemplos de superficies hi-
perbólicas son las superficies cerradas de género mayor o igual que 2.

Podemos identificar las superficies hiperbólicas en función del grupo de
automorfismos del disco, como se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.12. Sea X una superficie de Riemann hiperbólica. Entonces
X “ D{Γ, donde Γ es un subgrupo de Aut D

1.2. Métricas hiperbólicas

Informalmente, una métrica nos da una forma de “medir largos de curvas”
y, por lo tanto, distancias. Dados dos puntos P y Q de una superficie de
Riemann X nos gustaŕıa definir la “curva de largo mı́nimo” entre P y Q. Para
poder realizar esto no basta con definir una función distancia, necesitamos
una estructura diferenciable.

Definición 1.2.1. Sea X una superficie de Riemann. Una métrica es una
función ρ : X Ñ Rě0 de clase C2. Si z P X y ζ P C es un vector del plano
tangente, definimos el largo de ζ para la métrica ρ como

|pz, ζq|ρ “ ρpzq|ζ|.

Intuitivamente esta definición nos dice que los vectores pueden ser más
largos o más cortos según el punto del espacio.

Ejemplo 1.2.2. La métrica eucĺıdea se obtiene tomando ρpzq ” 1. En ella,
el largo del vector no depende del punto donde se esté midiendo.

Ejemplo 1.2.3. La métrica de Poincaré (también llamada métrica hiperbóli-
ca) en el disco se define como

ρpzq “
2

1´ |z|2

Observamos que, cuanto más nos acercamos al borde del disco, más “largos”
son los vectores.
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Definición 1.2.4. Sea γ : r0, 1s Ñ X una curva diferenciable. Definimos el
largo de γ como

lρpγq “

ż 1

0

|pγptq, γ1ptqq|ρdt

Si la métrica está impĺıcita, podemos denotaremos el largo de la curva
gama como lγ.

A su vez podemos definir la distancia entre P y Q como

dρpP,Qq “ ı́nf
γ
tlρpγq : γp0q “ P y γp1q “ Qu

Por el corolario 1.1.10, para definir métricas en superficies cuyo cubri-
miento universal es el disco nos interesan las métricas para las cuales los
automorfismos del disco son isometŕıas. La siguiente proposición nos da una
idea de la importancia de la métrica de Poincaré definida en el ejemplo 1.2.3

Proposición 1.2.5. Toda métrica invariante por isometŕıas del disco es un
múltiplo de la métrica de Poincaré.

Supongamos que tenemos una métrica definida en un dominio Ω2 y una
función f : Ω1 Ñ Ω2 sobreyectiva y holomorfa. Podemos utilizar la métrica
de Ω2 para definir una métrica en Ω1

Definición 1.2.6. Sea f : Ω1 Ñ Ω2, y sea ρ una métrica de Ω2. El pullback
de ρ por f se define por

f˚ρpzq “ ρpfpzqq|Bf{Bz|

Además, a partir del pullback podemos definir el concepto de isometŕıa.
Una isometŕıa es una función entre dos espacios que preserva la métrica.

Definición 1.2.7. Sean pΩ1, ρ1q y pΩ2, ρ2q dos superficies de Riemann con
sus respectivas métricas. Sea f : Ω1 Ñ Ω2 una transformación conforme.
Decimos que f es una isometŕıa entre Ω1 y Ω2 si se cumple que

f˚ρ2 “ ρ1

A partir de esta definición se puede probar la siguiente proposición.

Proposición 1.2.8. Toda superficie hiperbólica X admite una métrica donde
la proyección p : DÑ X es una isometŕıa local. A esta métrica la llamamos
métrica hiperbólica de X.

Las funciones holomorfas contraen la métrica hiperbólica.
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Proposición 1.2.9. Sean X e Y superficies de Riemann hiperbólicas. Sean
dX y dY las distancias provenientes de la métrica hiperbólica para X e Y
respectivamente. Sea f : X Ñ Y holomorfa. Entonces se cumple que para
todo x1, x2 P X

dY pfpx1q, fpx2qq ď dXpx1, x2q

donde la igualdad se cumple si y sólo si f es un cubrimiento.

Si bien no demostraremos esta proposición, la idea de la prueba es sim-
plemente levantar f al cubrimiento universal (el disco) y aplicar alĺı el Lema
de Schwartz.

Finalmente vamos a enunciar una propiedad fundamental sobre superfi-
cies de Riemann hiperbólicas y funciones holomorfas, que será de utilidad en
la sección 2.4

Corolario 1.2.10. Sean U, V Ď C dominios hiperbólicos. Denotamos por
|pz, ζq|U y |pz, ζq|V los largos del vector ζ en el punto z para la métrica hi-
perbólica de U y V respectivamente. Si Ū Ď V entonces existe C ă 1 tal
que

|pz, ζq|V ď C|pz, ζq|U

La demostración de este corolario viene de que la inclusión ι : U Ñ V es
una función holomorfa.

1.3. Dinámica de funciones racionales

Esta parte de los preliminares está más estrechamente relacionada con la
monograf́ıa. El objeto de estudio de este trabajo es la dinámica de funciones
holomorfas en Ŝ. Un resultado clásico de análisis complejo nos dice que estas
funciones son exactamente las racionales, es decir, funciones de la forma

Rpzq “
P pzq

Qpzq

con P y Q polinomios complejos.
El estudio de la dinámica de las funciones racionales en la esfera se centra

en entender dos conjuntos totalmente invariantes, uno donde la dinámica es
sencilla y otro en donde es más caótica.

Definición 1.3.1. Sea Ŝ la esfera de Riemann, y f : Ŝ Ñ Ŝ una función
holomorfa. Definimos el conjunto de Fatou de f como el conjunto de puntos
z0 tales que existe un entorno U de z0 para el cual la familia tf ˝n

ˇ

ˇ

U
u es

normal, y lo denotamos Ff . El complemento de dicho conjunto lo definimos
como el conjunto de Julia de f y lo denotamos Jf
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El teorema de Montel (que se enunció en el caṕıtulo 1) es lo que inspira
la definición de estos conjuntos.

Proposición 1.3.2. Sea z P Jf y U entorno de z. Entonces

ď

ně1

f ˝npUq

cubre toda la esfera salvo, a lo sumo, dos puntos.

Demostración. Si no fuera aśı, entonces tf
ˇ

ˇ

U

˝n
u seŕıa una familia normal por

el teorema de Montel, lo que es absurdo pues z P Jf

Esta proposición nos da una noción de lo caótica que es la dinámica en
el conjunto de Julia.

Ejemplo 1.3.3. Un ejemplo que permite ilustrar estos fenómenos es el de la
función fpzq “ z2. Para este mapa tenemos que Jf “ S1 y Ff “ ŜzS1.

Fuera de S1, la dinámica es sumamente sencilla. Todo lo que está adentro
del ćırculo de radio 1 es atráıdo a 0, y todo lo que está afuera es atráıdo a 8
(como se puede ver en la imagen 1.2)

Por otro lado la dinámica en S1 es más complicada. Alĺı el mapa es conju-
gado a t ÞÑ 2t si pensamos S1 como R{Z. Este mapa tiene un comportamiento
caótico y propiedades interesantes. Algunas de ellas se pueden ver en [3].

Figura 1.2: Esquema de la dinámica de fpzq “ z2 en el plano complejo.

Ahora vamos a explorar caracteŕısticas de los conjuntos Jf y Ff . Las
propiedades aqúı expuestas se pueden ver demostradas en [10].

Proposición 1.3.4. El Fatou es abierto y el Julia es cerrado y no vaćıo.
Además, ambos conjuntos son totalmente invariantes. Es decir, Ff “ fpFf q “
f´1pFf q.
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Los puntos fijos cuya derivada tiene módulo distinto de 1 se pueden cla-
sificar de la siguiente manera:

Definición 1.3.5. Sea f : ŜÑ Ŝ holomorfa. Sea z un punto fijo.

(1) Si |f 1pzq| ą 1 decimos que z es repulsor.

(2) Si |f 1pzq| ă 1 decimos que z es atractor.

(3) Si f 1pzq “ 0 decimos que z es superatractor.

Estos nombres vienen de estudiar qué pasa con los puntos cercanos a ellos
al iterarlos por la función.

A los atractores y repulsores los podemos clasificar de la siguiente manera:

Proposición 1.3.6. Sea f : ŜÑ Ŝ holomorfa. Sea z un punto fijo.

(1) Si z es repulsor entonces z P Jf .

(2) Si z es atractor entonces z P Ff

Vale aclarar que los puntos cuya derivada tiene módulo 1 también se pue-
den clasificar, sin embargo, dicha clasificación es más complicada. También
se pueden extender estos conceptos para puntos periódicos, en particular nos
interesará el caso de un superatractor.

Definición 1.3.7. Sea z un punto periódico de peŕıodo k. Decimos que el
ciclo tf ˝npzqunPN es superatractor si z es superatractor de f ˝k

Otra definición que será necesaria para este trabajo es la de la cuenca de
atracción. La cuenca de atracción de un punto son todos los puntos “que se
acercan a él”.

Definición 1.3.8. Sea f : Ŝ Ñ Ŝ una función holomorfa, y sea z0 un punto
fijo atractor. Definimos la cuenca de atracción de z0 como

Az0 “ tz P Ŝ : ĺım
nÑ8

f ˝npzq “ z0u

Observación. Az0 es un conjunto abierto.

Definición 1.3.9. La cuenca inmediata de atracción de z0 es la componente
conexa de Az0 que contiene a z0

14



1.4. Dinámica de polinomios

Los polinomios son un caso particular de las funciones racionales. Si el
polinomio es de grado d ě 2 es fácil ver que 8 es un punto cŕıtico de orden
d. En particular esto quiere decir que es un superatractor. El estudio del
complemento de la cuenca de infinito es un objetivo principal de este trabajo.

A lo largo de esta sección, asumimos que p es un polinomio de grado d.

Definición 1.4.1. El conjunto de Julia relleno se define como Kp “ CzA8.

Proposición 1.4.2. Kp es cerrado y BKp “ Jp

Demostración. 1: BKp Ď Jp

Sea z P BKp, como A8 es abierta tenemos que z tiene órbita acotada. Sin
embargo, tiene puntos arbitrariamente cerca que se van a infinito, por lo que
z P Jp.

2: Jp Ď BKp

Si z P Jp, entonces tiene óribta acotada. Si z P K̊p, esto quiere decir que

existe U entorno de z tal que U Ď K̊p. Como tp˝n
ˇ

ˇ

U
u es una familia acotada

de funciones, por el teorema 1.1.1, es normal. Esto implica que U Ď Fp, lo
cual es absurdo. Luego, z P BKp y z P Kp.

Proposición 1.4.3. A8 es conexo.

Demostración. Sea U un entorno de 8. Como p´1p8q “ t8u y toda compo-
nente conexa de p´1pUq debe contener a una preimagen de 8, tenemos que
p´1pUq es conexo.

Finalmente podemos escribir la cuenca de atracción de8 como la siguien-
te unión

A8 “
ď

nPN

p´npUq

Como A8 es unión de abiertos conexos cuya intersección es no vaćıa la pro-
posición queda demostrada.
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Caṕıtulo 2

El mapa de Böttcher

La idea de este caṕıtulo es estudiar el comportamiento de las funciones
racionales cerca de un punto fijo superatractor. Vamos a encontrar una con-
jugación local entre dicho polinomio y un mapa de la forma z ÞÑ zk y también
estudiar hasta dónde podemos extender dicha conjugación.

2.1. El teorema de Böttcher

Iniciamos este caṕıtulo con el teorema de Böttcher. Su importancia pa-
ra este trabajo está en que, cuando hablamos de un polinomio, 8 siempre
es un punto fijo superatractor. Este teorema también vale para funciones
racionales.

Teorema 2.1.1 (Böttcher). Sea p polinomio con un punto fijo superatractor
ẑ. Existe un entorno U de ẑ y un cambio de coordenadas holomorfo φ : U Ñ
Dr con 0 ă r ď 1 tal que:

1. φpẑq “ 0

2. φ ˝ ppzq “ φpzqk, donde k es el orden del punto cŕıtico.

Además, φ es único a menos de multiplicar por una ráız (k -1)-ésima de la
unidad.

Demostración. Primero observamos que basta considerar el caso ẑ “ 0.

- Si ẑ P C, conjugamos por αpzq “ z ´ ẑ

- Si ẑ “ 8, conjugamos por αpzq “
1

z
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Sea ppzq “ akz
k ` ak`1z

k`1 ` . . . , y sea c P C tal que ck´1 “ ak, tenemos
que

cppz{cq “
cakz

k

ck
`
cak`1z

k`1

ck`1
` ¨ ¨ ¨ “ zk `

cak`1z
k`1

ck`1
` . . .

Por lo que conjugando por αpzq “ cz podemos considerar el caso en que
ak “ 1.

Luego, podemos escribir

ppzq “ zkp1` b1z ` b2z
2
` b3z

3
` . . . q

y con la notación ηpzq “ b1z ` b2z
2 ` b3z

3 . . . podemos reescribir nuestro
polinomio en función de η:

ppzq “ zkp1` ηpzqq

Por continuidad sabemos que existe r0 P R tal que |z| ă r0 ùñ |ηpzq| ă 1{2
Sea r “ mı́ntr0, 1{2u, vamos a ver que ppDrq Ď Dr:

|ppzq| ď |zkp1` ηpzqq| “ |zk||1` ηpzq| ď
3

2
|zk| ď

3

4
|z|

Además, si |ηpzq| ă 1 tenemos

ppzq ‰ 0 si z ‰ 0 y z P Dr (2.1)

Utilizando estas dos propiedades buscamos una conjugación de p
ˇ

ˇ

Dr
. Para

ello, vamos a encontrar una expresión para p˝n

Afirmación. p˝npzq “ zk
n
p1` kn´1b1z `Opz

2qq

Demostración. Inductivamente,

p˝n`1
pzq “ ppzqk

n

p1` kn´1b1ppzq `Opppzq
2
q

“ zk
n`1

p1` kn´1b1pz
k
p1` b1z `Opz

2
qq `Opz2

qqp1` b1z ` b2z
2
` . . . qk

n

“ zk
n`1

p1`Opz2
qqp1` b1z ` b2z

2
` . . . qk

n

“ zk
n`1

p1` knb1z `Opz
2
qqq

�

Al tener una expresión para la iterada n-ésima, consideramos

φnpzq “
kn
a

p˝npzq “ zp1` kn´1b1z ` . . . q
1{kn

p1` kn´1b1ppzq `Opppzq
2q
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Como pn´1pzq está en Dr observamos que |ηppn´1pzqq| ă 1{2, por lo que
Rep1 ` ηppn´1pzqqq ą 0. Esto implica que podemos elegir una ráız kn-ésima
holomorfa. Se puede elegir dicha ráız con la siguiente forma:

p1` kn´1b1z ` . . . q
1{kn

“ p1`
b1

k
z ` . . . q

Además, sabemos que

φnpppzqq “
kn
a

p˝n`1pzq “ φn`1pzq
k (2.2)

Usando la ecuación 2.2 vemos que si φn converge uniformemente su ĺımite
nos da la conjugación que buscamos.

Afirmación. φn converge uniformemente.

Demostración. Podemos cubrir Drzt0u con la función exponencial:

exp : Hr Ñ Dr

Z ÞÑ eZ

donde Hr “ tz P C : Repzq ă logprqu.
Si |z| ă 1 podemos definir un logaritmo holomorfo mediante la serie

logp1` zq “
8
ÿ

1

p´1qn`1

n
zn

Luego, tenemos una forma de definir P pZq “ log ppeZq como una función
holomorfa.

P pZq “ log ekZp1` ηq “ kZ ` logp1` ηq

Como P es un levantado de p tenemos que P pHrq Ď Hr, y, como |η| ď 1{2,
tenemos que

P ˝n`1
pZq ´ kP ˝npZq “ logp1` ηpP ˝npZqqq ă log 2 ă 1 (2.3)

Luego definimos

ϕnpZq “ log φnpe
Z
q “ P ˝npZq{kn

Y, usando la ecuación (2.3) acotamos la diferencia:

|ϕn`1pZq ´ ϕnpZq| “
|P ˝n`1pZq ´ kP ˝npZq|

kn`1
ă 1{kn

Como la función exponencial es contractiva, sabemos que

1{kn ą dpϕnpZq, ϕn`1pZqq ě dpφnpe
Z
q, φn`1pe

Z
qq (2.4)

Por la ecuación (2.4) tenemos que la sucesión tφnu es de Cauchy y por lo
tanto converge, luego, existe φ tal que φn ÑÑ φ. �
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Ahora que tenemos una función que cumple la conjugación, falta probar
la unicidad a menos de multiplicar por una ráız pk ´ 1q-ésima de la unidad.

Sea fkpzq “ zk. Supongamos que existen U y V entornos de ẑ y mapas
conformes φ : U Ñ D y ψ : V Ñ D tales que φpppzqq “ φpzqk y ψpppzqq “
ψpzqk. Entonces tenemos que, en V X U

ppzq “ ψ´1
˝ fk ˝ ψ “ φ´1

˝ fk ˝ φ (2.5)

Esto a su vez implica que

φ ˝ ψ´1
˝ fk “ fk ˝ φ ˝ ψ

´1 (2.6)

Escrito de otra forma tenemos la igualdad

φ ˝ ψ´1
pzkq “ pφ ˝ ψ´1

pzqqk

Sea φ ˝ ψ´1pzq “ c1z ` cmz
m `Opzm`1q entonces tenemos que

φ ˝ ψ´1
pzkq “ c1z

k
` cmz

mk
` . . .

pφ ˝ ψ´1
pzqqk “ ck1z

k
` kck´1

1 cmz
k`m´1

` . . .

Luego, tenemos que
ck1 “ c1

y, como mk ą k `m´ 1, entonces cm “ 0. Esto implica que

φ ˝ ψ´1
pzq “ c1z

lo que prueba la unicidad a menos de multiplicar por una ráız pk ´ 1q-ésima
de la unidad.

El inverso de la conjugación tiene un interés en śı mismo, por lo que
utilizamos una notación espećıfica para dicho mapa.

Definición 2.1.2. Llamamos ψp al inverso del mapa de Böttcher. Si el po-
linomio está impĺıcito, lo llamamos ψ

2.2. Extensión maximal del mapa de Bött-

cher

Nos interesa saber hasta dónde podemos extender el mapa de Böttcher.
Si bien la construcción que hicimos en el teorema 2.1.1 es local, podemos
estudiar condiciones sobre el dominio máximo donde puede estar definida.

Por el resto de la sección, consideramos p un polinomio con un punto fijo
superatractor ẑ. También denotamos φ : U Ñ Dr como el mapa de Böttcher
y ψ su inverso.
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Corolario 2.2.1. La función |φ| : U Ñ R` (la norma del mapa de Böttcher)
se puede extender a toda la cuenca de atracción de ẑ

Demostración. En U tenemos la siguiente igualdad

|φpppzqq| “ |φpzqk| “ |φpzq|k

Dado z P Aẑ, sabemos que existe m tal que p˝mpzq P U . Luego, definimos

|φ|pzq “ km
a

|φpp˝mpzqq|

Teorema 2.2.2. Existe un r1 maximal p0 ă r1 ď 1q tal que ψ se extiende
a una función ψ̂ del disco Dr1 a la cuenca inmediata de atracción de ẑ. Si
r1 “ 1, entonces ψ̂ es biyectiva y ẑ es el único punto cŕıtico en su cuenca
inmediata de atracción. Si r1 ă 1, hay un punto cŕıtico en la frontera de
ψ̂pDr1q

Demostración. Si partimos de la función ψ definida en 2.1.2, utilizando su
serie de potencias, podemos extenderla anaĺıticamente hasta un disco cierto
radio r1. Llamemos ψ̂ a dicha extensión.

Afirmación. ψ̂ es una transformación conforme.

Demostración. Como ψ̂
ˇ

ˇ

ˇ

Dr
“ ψ es conforme tenemos que

ψ̂1
ˇ

ˇ

ˇ

Dr
p0q “ ψ̂1p0q ‰ 0

Vamos a ver que si w P Dr1 se cumple que ψ̂1pwq ‰ 0. Supongamos que
ψ̂1pwq “ 0 con w ‰ 0. Como por la definición de ψ̂ tenemos que ψ̂pwkq “
ppψ̂pwqq, por la regla de la cadena podemos deducir que

kwk´1ψ̂1pwkq “ p1pψ̂pwqqψ̂1pwq “ 0

lo que implica que wk también es un punto cŕıtico de ψ̂. Aplicando el mismo
razonamiento podemos ver que w,wk, w2k, w3k . . . son todos puntos cŕıticos
de ψ̂ y esto es absurdo pues una función holomorfa no constante no puede
tener una familia de puntos cŕıticos que acumula. Supongamos ahora por
absurdo que ψ̂ no es inyectiva.

La explicación anterior implica que ψ̂ es localmente invertible y por lo
tanto que los pares pw1, w2q con ψ̂pw1q “ ψ̂pw2q forman un conjunto cerrado
de Dr ˆ Dr que llamaremos C.
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Si w P Dr tenemos que |φ ˝ ψ̂pwq| “ |w|. Por la forma en que extendimos
ψ̂ (continuación anaĺıtica) y utilizando la definición de |φ| del corolario 2.2.1
tenemos el mismo resultado si w está en Dr1 . Acá vale la pena aclarar que, en
los puntos donde φ no está bien definida, la expresión |φ ˝ ψ̂| hace referencia
a |φ| ˝ ψ̂. Luego, si pw1, w2q P C tenemos que

|φ ˝ ψ̂pw1q| “ |φ ˝ ψ̂pw2q|

y esto implica que |w1| “ |w2|.
Ahora consideremos un par pw1, w2q P C tal que |w1| “ |w2| es lo menor

posible. Si logramos encontrar puntos w11, w
1
2 con ψ̂pw11q “ ψ̂pw12q y |w11| ă |w1|

llegaŕıamos a una contradicción.
Sean U1 y U2 entornos de w1 y w2 respectivamente. Como ψ̂pU1q X ψ̂pU2q

es un abierto no vaćıo si tomamos un punto w11 lo suficientemente cerca de
w1, existe w12 cerca de w2 tal que ψ̂pw11q “ ψ̂pw12q. Si tomamos w11 de tal forma
que |w11| ă |w1|, se obtiene el absurdo que buscábamos.

�

Tenemos que ψ̂ se extiende a ψ y es invertible. Luego, podemos definir
φ̂ “ ψ̂´1. Es inmediato ver que φ̂ extiende a φ.

Caso 1: r1 “ 1

Supongamos por absurdo que U “ ψ̂pDq ‰ A0. Sea z0 P A0 X BU y
twnunPN Ď D tales que ψ̂pwnq Ñ z0. Tenemos que

|φ̂ ˝ ψ̂pwnq| “ |wn| Ñ 1 “ |φpz0q|

Pero como se cumple que

p˝npz0q ÝÝÝÑ
nÑ8

ẑ

tenemos que
|φ̂pp˝npz0qq| “ |φpz0q|

kn
ÝÝÝÑ
nÑ8

0

lo que es absurdo.

Caso 2: r1 ă 1

Supongamos por absurdo que no hay puntos cŕıticos de p en Bψ̂pDr1q. Si
U “ ψ̂pDr1q tenemos el siguiente diagrama que conmuta

U ppUq

Dr1 Dr1k

p

φ̂ φ̂

zk

ψ̂ ψ̂
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Como r1 ă 1 tenemos que ĚDr1k Ď Dr1 y esto implica que ĘppUq Ď U lo que
a su vez nos dice que sU Ď Aẑ. Por esta razón, podemos extender φ̂ de forma
holomorfa en un entorno de BU con un método análogo al de la demostración
del corolario 2.2.1.

Vamos a buscar una forma de extender ψ̂ y ver que efectivamente es el
inverso de φ̂. Sea w0 P BDr1 . Consideramos la curva γptq “ tw0, t P p0, 1q.
Tomamos un punto de acumulación z0 P BU de ψ̂pγptqq, cuando tÑ 1.

Como z0 no es un punto cŕıtico de p podemos tomar una inversa local
holomorfa (a la que llamaremos q) en un entorno de ppz0q.

Ahora podemos extender ψ̂ de forma holomorfa en un entorno de w0 con
la siguiente fórmula:

ψ̂pwq “ qpψ̂pwkqq

Acá vale la pena notar que si w está cerca de w0 entonces ψ̂pwkq está cerca
de ppz0q. Esto claramente es verdad cuando w está en Dr1 , pues ppψ̂pwqq “
ψ̂pwkq, y también se cumple para puntos que no están en Dr1 porque ψ̂ es
abierta.

Además, observamos que

ppψ̂pwqq “ ψ̂pwkq

por lo que la extensión de ψ̂ respeta la conjugación.
Como no hay puntos cŕıticos de p en BU podemos repetir este proceso en

cada w0 P BDr1 obteniendo una extensión holomorfa de ψ̂ a Dr2 , con r2 ą r1.
Para concluir la prueba primero debemos observar que la extensión de

φ̂ que construimos es inyectiva (encontrando aśı la inversa de ψ̂); al probar
esto estaŕıamos negando la hipótesis de que r1 es maximal (ya que pudimos
extender el inverso del mapa de Böttcher a un radio más grande). Observamos
que basta probar su inyectividad en BU .

Supongamos por absurdo que existen z, z1 P BU tales que φ̂pzq “ φ̂pz1q “
w P BDr. Sean tziuiPN, tz

1
iuiPN Ď U dos sucesiones que convergen a z y z1

respectivamente. Por continuidad

ĺım
iÑ8

φ̂pziq “ ĺım
iÑ8

φ̂pz1iq “ w

Denotamos por Li Ď Dr1 al segmento que une φ̂pziq con φ̂pz1iq y por X
al conjunto de puntos de acumulación de ψ̂pLjq. Observamos que X es un
compacto conexo y que z, z1 P X. Esto implica, en particular, que X es un
conjunto infinito. A su vez tenemos que el conjunto de puntos de acumulación
de Li cuando i tiende a 8 es w.
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Por un lado tenemos que, como X es infinito y p es un polinomio ppXq
tiene infinitos puntos. A su vez, si definimos el conjunto Lki “ tz

k : z P Liu y
el conjunto Y como los puntos de acumulación de las curvas ψ̂pLki q “ ppψ̂pLiqq
se cumple que ppXq Ď Y (ver figura 2.1). Esto implica que el conjunto Y
tiene infinitos puntos.

Por otro lado, sabiendo que ψ̂pLki q Ď U , que ψ̂
ˇ

ˇ

ˇ

U
es un homeomorfismo

y que el ĺımite de las curvas Lki es un único punto (wk) concluimos que
Y “ tψ̂pwkqu, lo que es absurdo.

Figura 2.1: Esquema de la demostración del teorema 2.2.2, para el caso r1 ă 1

Al ser ψ̂ la inversa de φ̂, concluimos que ψ̂ se puede extender a un radio
más grande, probando aśı el teorema.

2.3. El mapa de Böttcher alrededor de infini-

to

Como ya discutimos, todos los polinomios de orden d tienen un super-
atractor de grado d en infinito. En esta sección vamos a ver en qué condiciones
podemos extender el mapa de Böttcher a toda la cuenca de atracción infinito.

Observación. Conjugando por αpzq “ 1{z podemos pensar el mapa de Bött-
cher como una función

φ : ŜzsDcp Ñ U

siendo U un entorno de 8 y con cp P R` suficientemente grande. A esta
función la llamamos el mapa de Böttcher alrededor de 8

A veces es de utilidad pensar en el logaritmo de la norma de este mapa,
en vez de la norma en śı.
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Definición 2.3.1. La función de Green

G : CzKp Ñ R

está definida por
Gpzq “ log |φpzq|

Proposición 2.3.2. La función de Green se extiende a una función continua

Ḡ : CÑ R

definiéndola como 0 en Kp

Demostración. Definimos la función de Green de la siguiente forma:

Ḡpzq “

#

0 si z P Kp

Gpzq si z R Kp

(2.7)

Claramente la función es continua en K̊p y en A8. Para probar el teorema
basta ver que es continua en Jp o, expresado de otra manera, que si z0 P Jp
entonces

ĺım
zÑz0

Ḡpzq “ 0

En primer lugar tenemos que

Gpppzqq “ log|φpppzqq| “ log|φpzqd| “ dlog|pφpzqq| “ dGpzq (2.8)

Otra observación es que si |z| ą 1 y ppzq “ a0` a1z` . . .` adz
d entonces

|ppzq| ď p|a0| ` |a1| ` . . .` |ad|q|z
d
|

Consideremos una sucesión tznunPN Ď A8 tal que zn Ñ z. Vamos a ver
que ĺım

nÑ8
Gpznq “ 0. Para esto elegimos C ą 1 tal que máxt|zn|u ă C y

Kp Ď DC .
Si consideramos el anillo cerrado

A “ tz P C : C ď |z| ď p|a0| ` |a1| ` . . .` |ad|qCu

entonces se cumple que para n suficientemente grande existe un an tal que
p˝anpznq P A. Además por continuidad de p tenemos que an Ñ 8.

Como G es continua en A8 tenemos que tiene un máximo en A (que
llamaremos C1). Luego, por la ecuación (2.8) se cumple que

Gpznq “
Gpp˝anpznqq

dan
ď
C1

dan

Como an Ñ 8, tenemos que Gpznq Ñ 0, lo que prueba la proposición.
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Definición 2.3.3. Sea c ą 0. Las curvas determinadas por soluciones de
G´1pcq se llaman curvas equipotenciales.

Juntando la observación 2.3 y el teorema 2.2.2 obtenemos el siguiente
resultado que nos permite entender la importancia del mapa de Böttcher
para el estudio de Kp.

Teorema 2.3.4. Si Kp tiene todos los puntos cŕıticos de p, entonces:

(1) El mapa de Böttcher alrededor de 8 se extiende a una transformación
conforme

φ̂ : CzKp Ñ CzD̄

(2) Kp y Jp son conexos.

Demostración.

1. La demostración de este punto es el teorema 2.2.2 aplicado al mapa
de Böttcher alrededor de 8. Por la proposición 1.4.3, sabemos que el
mapa se extiende a toda la cuenca de atracción de 8

2. El inverso al mapa de Böttcher alrededor de 8 es una función

ψ̂ : CzD̄Ñ A8

Luego definimos A1`ε “ tz P C : 1 ă |z| ă 1` εu.

Es claro ver que Jp “
Ş

εą0 ψ̂
ĞpA1`εq. Al ser una intersección de conjun-

tos conexos, tenemos que Jp es conexo, y, como Kp es un cerrado cuya
frontera es Jp tenemos que Kp también es conexo.

Cuando no haya ambigüedad nos vamos a referir a la máxima extensión
del mapa de Böttcher y a la de su inverso únicamente como φ y ψ respecti-
vamente.

2.4. Extensión al borde del mapa de Böttcher

Como veremos en esta sección en algunos casos podemos extender el mapa
de Böttcher al borde de la cuenca de infinito, es decir, a Jp. Esta extensión
puede no ser inyectiva (si Jp no es una curva cerrada simple). Aún aśı, nos
permitirá entender la dinámica de los polinomios en su conjunto de Julia.
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Teorema 2.4.1. Si todos los puntos cŕıticos de p son atráıdos por un ciclo
atractor, el mapa inverso de Böttcher

ψ : CzD̄Ñ CzKp

se extiende al borde.

Demostración. Dado R ą 1 consideremos γnptq “ ψpR1{dne2πitq. Observamos
que

ppγnptqq “ ppψpR1{dne2πit
qq “ ψpR1{dn´1

e2πidt
q “ γn´1pdtq

Primero vamos a ver que γn converge uniformemente. Para esto vamos a
encontrar un entorno U de Jp cuya métrica hiperbólica es expandida por p.

Figura 2.2: Dibujo hecho por computadora de Kp con p “ z2´ 1,476. En rojo se
puede apreciar αn,t, y en negro las curvas γn, también llamadas equipotenciales.

Sea Z el conjunto de puntos periódicos atractores. Consideramos V0 un
entorno de Z que cumpla que ĘppV0q Ď V0. Sabemos que existe n P N tal que
Vn “ p´npV0q contiene a todos los puntos cŕıticos.

Dado R ą 0 definimos

VR “ tz P C : Gpzq ă Ru
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donde G es la función de Green definida en 2.3.1. También consideramos los
conjuntos U y U 1 dados por

U “ pCzV̄nq X VR
U 1 “ p´1

pUq “ p´1
pCzV̄nq X p´1

pVRq

.

Afirmación. ĎU 1 Ď U

Demostración. En primer lugar, como se cumple que ¯ppV0q Ď V0, tenemos
que V̄n Ď p´1pVnq. Tomando el complemento obtenemos que

CzV̄n Ě p´1
pCzV̄nq

En segundo lugar tenemos la igualdad p´1pVRq “ VR{d que en particular
nos dice que

ĚVR{d Ď VR

Tomando la intersección de ambos conjuntos observamos que se cumple
la inclusión Ū 1 Ď U �

Como U no tiene puntos cŕıticos en su interior, U 1 tampoco los tendrá
y esto implica que p

ˇ

ˇ

U 1
: U 1 Ñ U es un cubrimiento. Los cubrimientos holo-

morfos son isometŕıas locales de la métrica hiperbólica (ver propiedad 1.2.9).
Por lo tanto,

|pz, ζq|U 1 “ |pppzq, p
1
pzqζq|U

Como U 1 tiene clausura compacta en U por el corolario 1.2.10 existe C ă 1
tal que

|pz, ζq|U ď C|pz, ζq|U 1 “ C|pppzq, p1pzqζq|U (2.9)

Denotamos αn,t como la imagen de la curva ρ ÞÑ ψpρe2πitq, con R1{dn`1
ď ρ ď

R1{dn . Observar que αn,t es un arco que conecta γnptq con γn`1ptq. Denotamos
su largo respecto a la métrica hiperbólica de U por ln,t y tomamos ln “
supttln,tu. Como ψpzdq “ ppψpzqq tenemos que ppαn,tq “ αn´1,dt. Esto implica
que ln,t ď Cln´1,dt y, a su vez, que

ln ď Cln´1

de lo que se deduce que la serie
ř

ln converge.
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Para ver que la sucesión de curvas γn converge vamos a ver que es de
Cauchy. Sean n,m P N, n ă m

||γn ´ γm|| ď ||γn ´ γn`1|| ` ||γn`1 ´ γn`2|| ` . . .` ||γm´1 ´ γm|| ď
m
ÿ

n

ln Ñ 0

Esto implica que la sucesión γn converge uniformemente a una curva γ
cuya imagen es Jp.

Finalmente definimos la extensión de ψ en cada t P S1 como γptq. Obser-
vamos que si elegimos otro R para la construcción de las curvas γn la curva
γ que determina su ĺımite va a ser la misma. Efectivamente, si elegimos otro
R1 ‰ R y generamos una sucesión de curvas γ1n tenemos que dpγn, γ

1
nq Ñ 0

(pues R11{d Ñ 1). Esto prueba que la extensión de ψ es continua.
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Caṕıtulo 3

Cubrimientos ramificados y
mapas araña

El objetivo de este caṕıtulo es generalizar el estudio de funciones ra-
cionales a mapas continuos que son localmente equivalentes, en un sentido
topológico, a dichas funciones. Estos mapas, llamados cubrimientos ramifica-
dos, pueden llegar a tener un comportamiento similar a las funciones racio-
nales. Esta similaridad, llamada equivalencia de Thurston, es más fuerte que
una conjugación geométrica pero más débil que una dinámica. El teorema de
Thurston (que no demostraremos en este trabajo) nos da una condición para
que aśı sea. Su prueba se puede encontrar en [5].

Si bien el enunciado del teorema es técnico, uno de los objetivos de este
trabajo es ejemplificar cómo lo podemos utilizar: nos permitirá entender a
los polinomios cuadráticos con ciclo superatractor.

Durante este caṕıtulo trabajaremos con la esfera topológica S2 (sin una
estructura compleja definida).

3.1. Cubrimientos ramificados

Definición 3.1.1. Sean M y N dos superficies cerradas. Decimos que un
mapa f : M Ñ N es un cubrimiento ramificado si es un homeomorfismo local
salvo en un conjunto discreto. Los puntos donde f no es un homeomorfismo
local se llaman puntos cŕıticos de f y su conjunto se denota Critf .

Definición 3.1.2. Un valor cŕıtico de un cubrimiento ramificado es la ima-
gen de un punto cŕıtico.

Se cumple que la restricción f : MzCritf Ñ NzfpCritf q es un cubri-
miento finito. Además, un resultado clásico de topoloǵıa algebraica dice que
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en un cubrimiento finito los puntos tienen una cantidad fija de preimáge-
nes. Los valores cŕıticos, sin embargo, pueden tener una cantidad distinta de
preimágenes.

Definición 3.1.3. Sea c un punto cŕıtico de un cubrimiento ramificado f .
Existe un entorno B de c y un natural k tal que f : Bztcu Ñ fpBqztfpcqu
es un cubrimiento de grado m. En dicho caso, decimos que c tiene orden (o
multiplicidad) k.

Definición 3.1.4. Si c P Critf tiene orden k decimos que degcf “ k. Si
p R Critf decimos que degpf “ 1

Observación. Un resultado clásico de análisis complejo nos dice que las fun-
ciones holomorfas son geométricamente conjugadas a un mapa de la forma
fkpzq “ zk en el entorno de un cŕıtico. Esto implica que cumplen con la
definición 3.1.3.

En este trabajo vamos a asumir que M “ N “ S2 y que los cubrimientos
ramificados además preservan orientación.

Definición 3.1.5. Sea f : M Ñ N un cubrimiento ramificado. Decimos que
degpfq es la cantidad de preimágenes que tiene un punto no cŕıtico.

Definición 3.1.6. El conjunto de puntos postcŕıticos de f se define como

Pf “
ď

ną0

f ˝npCritf q

Observación. Si f es un cubrimiento ramificado, y k ě 1. Critf Ď Critf˝k

Definición 3.1.7. Se dice que un cubrimiento ramificado f es un mapa de
Thurston si |Pf | ă 8

Proposición 3.1.8. Sea f : S2 Ñ S2 un mapa de Thurston. Entonces para
todo k ě 1 se cumple que Pf “ Pf˝k

Para probar esta proposición vamos a necesitar un lema.

Lema 3.1.9. Sea k ą 1 y f : S2 Ñ S2 un cubrimiento ramificado. Entonces
c P S2 es un punto cŕıtico de f ˝k si y sólo si existe 0 ď m ă k tal que f ˝mpcq
es un punto cŕıtico de f .

Demostración.

1: ùñ

Supongamos no existe tal m. Entonces se cumple que f es localmen-
te invertible en c, fpcq, f ˝2pcq, f ˝3pcq, . . . , f ˝k´1pcq y podemos construir una
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inversa local de f ˝k componiendo cada una de estas inversas locales. Esto
implica que c no es un punto cŕıtico de f ˝k.

2: ðù

Si f ˝mpcq es un punto cŕıtico entonces f ˝k no es localmente invertible en
c.

Es interesante ver que si f fuera una función racional la regla de la cadena
nos permitiŕıa deducir este resultado fácilmente.

Demostración de la proposición 3.1.8.

1: Pf Ď Pf˝k

Sea p P Pf ; sabemos que existe un punto c cŕıtico de f y un n ą 1 tal que
f ˝npcq “ p. Primero asumimos que n ă k. Sea r “ k ´ n ą 0. Si elegimos
un punto c1 P f´rppq, entonces, por el lema 3.1.9, c1 será un punto cŕıtico de
f ˝k. Además, f ˝kpc1q “ f ˝npcq “ p, lo que prueba que p P Pf˝k

Supongamos ahora que n ě k. Existen q y r tales que n “ qk ´ r y
0 ď r ă k. Si consideramos un punto c1 P f´rpcq, por el lema 3.1.9 es un
cŕıtico de f ˝k. Luego, sabemos que pf ˝kq˝qpc1q “ f ˝npcq “ p lo que implica
que p P Pf˝k

2: Pf˝k Ď Pf

Es inmediato por el lema 3.1.9.

Recordamos que un polinomio es una función racional que deja a 8 to-
talmente invariante. Podemos tener un equivalente para los cubrimientos
ramificados.

Definición 3.1.10. Sea f un cubrimiento ramificado. Decimos que f es
además un polinomio topológico si existe un punto en S2 (que llamaremos
8) tal que f´1p8q “ t8u

En nuestro trabajo nos vamos a centrar en los cubrimientos ramificados
de grado 2.

Lema 3.1.11. Sea f un cubrimiento ramificado de grado 2 con dos puntos
cŕıticos c1 y c2. Sea γ una curva de Jordan que pasa por c1 y c2 y es preimagen
por f de un camino simple que une fpc1q con fpc2q. Entonces f restricto a
cada componente de S2zγ es un homeomorfismo.

Demostración. Llamemos H1 y H2 a las dos regiones de S2 que separa γ.
Como fpγq es una curva no cerrada, la imagen de cada Hi es S2zfpγq. Final-
mente, como el cubrimiento es de grado 2, cada punto tiene una preimagen
en H1 y otra en H2, obteniendo el resultado que buscamos.
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3.2. El teorema de Thurston

La siguiente definición nos da una especie de conjugación entre mapas
de Thurston. Si bien esta definición es menos restrictiva que la conjugación
topológica, a lo largo de este trabajo vamos a ver un ejemplo de cómo nos
permite clasificar ciertos polinomios.

Definición 3.2.1. Sean f y g dos mapas de Thurston. Decimos que f y
g son equivalentes Thurston si existen dos homeomorfismos ϕ : S2 Ñ S2 y
ϕ1 : S2 Ñ S2 tales que:

(1) ϕ
ˇ

ˇ

Pf
“ ϕ1

ˇ

ˇ

Pf

(2) El siguiente diagrama conmuta:
S2 S2

S2 S2

ϕ1

f g

ϕ

(3) ϕ y ϕ1 son isotópicos por una isotoṕıa relativa a Pf .

Como los homeomorfismos que “conjugan” pueden ser distintos, muchas
propiedades dinámicas se pierden. Un ejemplo de esto es que la cantidad de
puntos fijos de f y g puede variar. Sin embargo, la dinámica de los puntos
postcŕıticos śı se preserva, y esta equivalencia preserva, en cierto sentido, la
geometŕıa de las funciones. El teorema 3.2.15 da importancia a esta defini-
ción.

Proposición 3.2.2. Sean f , g, ϕ, ϕ1 como en la definición 3.2.1. Entonces:

(1) ϕ1pCritf q “ Critg

(2) ϕ1pPf q “ ϕpPf q “ Pg

Demostración.

(1) Como ϕ ˝ f ˝ ϕ1´1 “ g y tanto ϕ como ϕ1 son homeomorfismos tenemos
que si p es un punto cŕıtico de f , también lo será de f ˝ϕ1´1. Esto implica
que ϕ1pCritf q “ Critg.

(2) Es inmediato por la parte 1 y la definición 3.2.1.
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3.2.1. Orbifolds

Los orbifolds bidimensionales son una generalización del concepto de su-
perficies y hay varias maneras de definirlos. Si bien este concepto no es central
en nuestro trabajo, es necesario para enunciar el teorema de Thurston. Una
definición alternativa y propiedades de estos objetos se pueden encontrar en
[12].

Definición 3.2.3. Un orbifold bidimensional pX, νq es una superficie orien-
table X y una función ν : X Ñ t1, 2, . . . ,8u donde ν vale 1 fuera de un
conjunto discreto de puntos.

Definición 3.2.4. La caracteŕıstica de Euler de un orbifold bidimensional
compacto pX, νq se define como

χpX, νq “ χpXq ´
ÿ

xPX

`

1´ 1{νpxq
˘

Un orbifold es hiperbólico si χpX, νq ă 0.

A diferencia de la caracteŕıstica de Euler para variedades, en un orbifold
el número puede no ser entero.

Para enunciar el teorema de Thurston es necesario definir el orbifold de
un mapa de Thurston.

Definición 3.2.5. El orbifold de un mapa de Thurston f es Of “ pS
2, νf q,

donde νf es la función definida por

νf pxq

$

’

&

’

%

1 si x R Pf

8 si x pertenece a la órbita de un punto cŕıtico periódico

mcmtdegyf
˝k : y P Critf , f

˝kpyq “ xu si no

Observación. Sean x P S2 e y P f´1txu, entonces νf pxq es un múltiplo de
pdegyfqpνf pyqq

Ejemplo 3.2.6. El polinomio f4pzq “ z4 es un mapa de Thurston que cumple
que Critf4 “ t0,8u. Ambos puntos cŕıticos son fijos por lo que νf4p0q “
νf4p8q “ 8. La caracteŕıstica de Euler de su Orbifold es

χpOf4q “ 2´ 1´ 1 “ 0

lo que implica que no es hiperbólico.
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8 0 i i´ 1

´i

Figura 3.1: Órbitas cŕıticas del polinomio pipzq “ z2 ` i

Ejemplo 3.2.7. El polinomio pipzq “ z2 ` i es un mapa de Thurston con
Critpi “ t8, 0u y sus órbitas cŕıticas se pueden ver en la figura 3.1. Obser-
vamos que νpip1q “ deg0ppiq “ 2 y, por lo tanto, tenemos que

νpipxq “

$

’

&

’

%

8 si x “ 8

2 si x P t1, i´ 1,´iu

1 en otro caso

La caracteŕıstica de Euler de Opi “ pS
2, νpiq es

χpOpiq “ 2´ p1´ 1{2q ´ p1´ 1{2q ´ p1´ 1{2q ´ 1 “ ´1{2

por lo que el Orbifold es hiperbólico. Aqúı podemos ver un ejemplo de un
espacio cuya caracteŕıstica de Euler no es entera.

Observación. La mayoŕıa de los Orbifolds son hiperbólicos. La única forma de
que la caracteŕıstica de Euler de negativa es que el conjunto valores de νf dis-
tintos de 1 sea uno de los siguientes: p8,8q, p2, 2,8q, p2, 4, 4q, p2, 3, 6q, p3, 3, 3q, p2, 2, 2, 2q.
La clasificación de mapas con este esquema se puede ver en el anexo 8 de [8].

3.2.2. La transformación lineal de Thurston

Consideremos la esfera pS2, P q siendo P un conjunto finito de puntos
distinguidos.

Vamos a definir la condición topológica de la cual depende el teorema de
Thurston. Pero, para eso, primero vamos a definir el concepto de multicurva.

Definición 3.2.8. Sea γ una curva cerrada simple en S2zP . Decimos que
γ es periférica si es homotópicamente trivial o si una componente de S2zγ
tiene un único punto de P .

Definición 3.2.9. Una multicurva Γ de pS2, P q es una colección de curvas
disjuntas, cerradas, simples, no periféricas y no homotópicas entre śı en S2zP

Proposición 3.2.10. Una multicurva Γ de pS2, P q tiene a lo sumo |P | ´ 3
elementos.
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Figura 3.2: Ejemplo de multicurva Γ “ tγ1, γ2, γ3u con P “ tc1, . . . , c9u

Demostración. Sea Γ una multicurva y sea P “ tc1, . . . , cnu. Dado γ P Γ
consideramos el conjunto

Xγ “ tc P P : c está en una componente distinta de S2
zγ que c1u

Si γ1, γ2 P Γ, entonces es claro que Xγ1 XXγ2 es Xγ2 , Xγ1 o vaćıo pues, de lo
contrario, las curvas se intersecaŕıan. Además, se cumple que

1 ă |Xγ| ă |P | ´ 1 (3.1)

Esta relación entre los Xγ nos permite definir la siguiente relación de
orden en las curvas:

γ1 ă γ2 ðñ Xγ1 Ď Xγ2

Si la relación es un orden total es claro por la inecuación (3.1) que |Γ| ď
|P | ´ 3

Sean γ1, . . . , γk los elementos maximales del orden definido, como las cur-
vas tienen que encerrar puntos distintos, tenemos que

|Xγ1 | ` . . .` |Xγ1 | ă |P | ´ 1

Finalmente, si li es el largo de la cadena de la cual γi es maximal, tenemos
que li ă |Xγi | ´ 1, lo que prueba la proposición.

Nota. La proposición anterior nos dice que las multicurvas tienen finitos ele-
mentos, pero no que necesariamente hay finitas multicurvas para un conjunto
P dado.
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Definición 3.2.11. Decimos que una multicurva Γ de pS2, Pf q es f-estable
si para cada γ P Γ, toda componente de f´1pγq es homotópica a un elemento
de Γ o periférica.

Definición 3.2.12. Sea Γ una multicurva f -estable. Entonces para cada
γ, δ P Γ definimos

Tγpδq “ tη P f
´1
pγq : η es homotópica a δu

Observación. Cada elemento η de Tγpδq es una curva cerrada y simple (ya que
γ no pasa por ningún postcŕıtico). Además, f

ˇ

ˇ

η
: η Ñ γ es un cubrimiento.

Definición 3.2.13. La transformación lineal de Thurston fΓ : RΓ Ñ RΓ

asociada a una multicurva Γ f -estable es definida por:

fΓprγsq “
ÿ

δPΓ

ˆ

ÿ

ηPTγpδq

1

degpf
ˇ

ˇ

η
: η Ñ γq

˙

rδs

Definición 3.2.14. La transformación lineal de Thurston tiene entradas no
negativas y, por el teorema de Perron-Frobenius, un valor propio no negativo.
El valor propio de Thurston asociado a una multicurva f -estable es el valor
propio no negativo más grande de fΓ y lo denotamos λΓ.

Teorema 3.2.15 (Thurston). Sea f : S2 Ñ S2 un mapa de Thurston con
orbifold hiperbólico. Entonces f es equivalente Thurston a una función ra-
cional si y solo si toda multicurva f-estable Γ cumple que λΓ ă 1. Además
la función racional es única a menos de conjugar por un automorfismo de la
esfera.

Definición 3.2.16. Si existe una multicurva Γ tal que el valor propio de
λΓ ě 1 decimos que es una obstrucción de Thurston.

El teorema de Thurston da una condición necesaria y suficiente para
ver cuándo un cubrimiento ramificado es equivalente a una función racional.
Sin embargo, como puede haber infinitas multicurvas, no siempre es fácil
encontrar obstrucciones (o probar que no las hay).

3.3. Mapas araña

En esta sección vamos a hacer una construcción topológica de mapas de
Thurston llamados “mapas araña”. Estas funciones son cubrimientos ramifi-
cados de grado 2 que podemos utilizar para entender los polinomios con ciclo
superatractor, usando el teorema 3.2.15.

Más adelante veremos que en el caso de polinomios topológicos de grado
2 se puede decidir más fácilmente si existen obstrucciones de Thurston o no.
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3.3.1. Ángulos pares e impares

En esta sección vamos a definir mapas de Thurston asociados a cada
ángulo racional θ “ p{q P Q{Z. El tipo de construcción dependerá de la
paridad de q.

Durante esta sección vamos a trabajar con dos definiciones de la circun-
ferencia: la circunferencia en C definida por S1 “ te2πit : t P r0, 1qu y el
cociente R{Z

Definición 3.3.1. Sea θ “ p{q un ángulo racional. Decimos que θ P Qodd si
q es impar y θ P Qeven si q es par.

Definición 3.3.2. Definimos el mapa de duplicación de ángulos f2 : R{ZÑ
R{Z como

f2ptq “ 2t

.

Observación. El mapa f2 es conjugado al mapa f : S1 Ñ S1

fpzq “ z2

Ambos tipos de ángulos racionales tienen una dinámica distinta respecto
a este mapa.

Proposición 3.3.3. Sea θ “ p{q un ángulo racional. Si θ P Qeven entonces
θ es preperiódico por el mapa f2. Si θ P Qodd entonces θ es periódico.

Demostración. Si q es par entonces p es impar. Si k es el máximo número
natural tal que 2k divide a q entonces 2kp{q P Qodd; esto implica que si
probamos que θ P Qodd es periódico la proposición quedará demostrada.

Para probar esto primero observamos que el denominador no cambia
cuando duplicamos el ángulo. Luego tenemos que

2kθ “
2kp mód q

q

Como q es impar, existe un primer k ą 0 tal que 2k ” 1 mód q. Esto implica
que 2kp ” p mód q probando aśı que θ es periódico de peŕıodo k.

Observación. Si pensamos en expansiones binarias, el mapa t ÞÑ 2t elimina el
primer d́ıgito de dicha expansión. En base a esto deducimos que los elementos
de Qodd tienen expansión binaria periódica y los elementos de Qeven tienen
expansión binaria preperiódica.
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Ahora que tenemos estas definiciones, vamos a proceder a definir los ma-
pas araña a partir de los ángulos racionales y el mapa que duplica ángulos.
Como los elementos de Qodd tienen un comportamiento diferente a los de
Qeven bajo el mapa de duplicado de ángulo, es lógico que las definiciones
vaŕıen.

Denotamos al ángulo θm mediante la siguiente fórmula

θm “ 2m´1θ

3.3.2. Araña para θ P Qeven

Consideremos los puntos

Xm “

#

0 si m “ 0

e2πiθm si m ą 0
(3.2)

Observación. Por la proposición 3.3.3 el conjunto tXm : m P Nu es finito. A
estos conjuntos se les llaman “extremos de las patas” de la θ-araña.

Definición 3.3.4. La θ-araña para θ P Qeven es el conjunto

Sθ “
ď

mě1

trXm : r ě 1u Y t8u

Al conjunto Lm “ trXm : r ě 1u se le llama pata m-ésima de la araña.

Para definir el mapa de Thurston asociado a la θ araña, hace falta definir
también la araña extendida. Para eso, observamos que el ángulo θ tiene dos
preimágenes bajo la duplicación de ángulos: θ1 “ p{2q y θ2 “ pp ` qq{2q.
Consideramos la recta

Mθ “ tte
2πiθ1 : t P Ru “ tte2πiθ2 : t P Ru

y luego procedemos a definir la araña extendida.

Definición 3.3.5. La θ-araña extendida para θ P Qeven es el conjunto

S̃θ “ Sθ YMθ

Ahora vamos a definir un mapa en la araña, que es básicamente el mapa
de duplicación de ángulos adaptado a las patas de la araña.
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X0 “ X3

X1

X2

L2
L3

L1

X0

X1

X2

L2L3

L1

Mθ

Figura 3.3: Araña y araña extendida para θ “ 3{7. Su expansión binaria es 0,Ě011.
Observamos que X1 tiene peŕıodo 3 y el punto X3 corresponde al a preimagen de
3{7 cuya expansión binaria empieza en 1.

Definición 3.3.6. Sea θ P Qeven. Definimos el mapa fθ : S̃θ Ñ Sθ como

fθpre
it
q “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

re2it si reit P S̃θzMθ

pr ` 1qe2it si reit PMθ con r ą 0

X1 si r “ 0

8 si r “ 8

Observación. fθ es la duplicación de ángulos extendida a las patas de la
araña. Manda cada pata Li a Li`1 como un homeomorfismo y manda cada
mitad de Mθ de forma homeomorfa a L1.

3.3.3. Araña para θ P Qodd

Como vimos en la proposición 3.3.3, existe un k ą 0 tal que 2kθ “ θ

Xm “

#

0 si m “ 0 o m “ k

e2πiθm si 0 ă m ă k

Definición 3.3.7. La θ-araña para θ P Qodd es el conjunto

Sθ “
ď

1ďmďk´1

trXm : r ě 1u Y tre2πiθk : r ě 0u Y t8u
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Si m ‰ 0, k definimos Lm igual que en Qeven. Definimos L0 “ Lk como la
semirrecta que une 0 con 8 en el ángulo 2k´1θ.

Al igual que en el caso anterior definimos la recta

Mθ “ tre
2πiθ1 : r P Ru “ tre2πiθ2 : r P Ru

La razón por la que la araña se define distinto para el caso en que θ tiene
denominador impar es porque la pata Lk coincide con una mitad de Mθ.
Además, al igual que en el caso anterior, podemos definir la araña extendida
y fθ. Un ejemplo de araña y araña extendida se puede ver en la figura 3.3.

Definición 3.3.8. La θ-araña extendida para θ P Qodd es el conjunto

S̃θ “ Sθ YMθ

Definición 3.3.9. Sea θ un ángulo racional de peŕıodo k por el mapa de
duplicación de ángulo. Definimos el mapa fθ : S̃θ Ñ Sθ con θ P Qodd como

fθpre
it
q “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

re2it si reit P S̃θzpMθ Y Lk´1q

pr ` 1qe2it si reit PMθ con r ą 0

pr ´ 1qe2it si reit P Lk´1

X1 si r “ 0

8 si r “ 8

3.3.4. Extensión del mapa fθ

Vamos a extender el mapa fθ para obtener un cubrimiento ramificado de
grado 2 de la esfera. A este mapa, que denotaremos f̃θ, lo llamaremos mapa
araña para θ. También veremos que los únicos puntos cŕıticos que tiene el
mapa son 0 (que es periódico o preperiódico, según la paridad de θ) e 8, y
por lo tanto f̃θ será un mapa de Thurston.

Teorema 3.3.10. El mapa fθ : S̃θ Ñ Sθ se puede extender a un mapa de
Thurston f̃θ : S2 Ñ S2, con Critf̃θ “ t0,8u y Pf̃θ “ tX1, . . . , Xk,8u. Esta
extensión, llamada el mapa araña para θ, es única a menos de equivalencias
de Thurston y es un polinomio topológico.

Antes de demostrar el teorema vamos a ver el siguiente lema:

Lema 3.3.11. Si Li, Lj y Lk están en la misma componente conexa de S2zMθ

entonces el mapa fθ preserva el orden circular (si Lj está entre Li y Lk,
entonces Lj`1 está entre Li`1 y Lk`1)
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Demostración. Si los tres ángulos están contenidos en un semićırculo, nin-
guno puede pasar al otro (al ser duplicado, para que un ángulo se intercambie
con otro su diferencia tiene que ser mayor a 1{2).

Demostración del teorema 3.3.10. Sean H1 y H2 los abiertos de S2zS̃θ que
separa Mθ. Tanto H1 como H2 son homeomorfos a discos.

Vamos a definir un mapa π1 : D̄Ñ H̄1 que sea un homeomorfismo en D y
que cumpla que π1pS

1q “ BH1. Esto es equivalente a pensar la media esfera
H̄1 como un disco cocientado en su borde por una función. La construcción
es análoga para π2 : D̄Ñ H̄2

Si hay n patas de la araña en BH1 dividimos S1 en n ` 1 segmentos.
Tomemos un segmento cualquiera y lo denotamos M̃ ; a su punto medio lo
denotamos X̃0 y a sus extremos los denotamos y1 e y2. Si Li es la pata más
cercana a Mθ denotamos por L̃i al segmento adyacente a M̃ cuyo extremo es
y2. Ahora repetimos lo mismo para la pata más cercana a Li y etiquetamos
cada uno de los segmentos. Se puede ver un esquema de esta construcción en
la figura 3.4.

Figura 3.4: Construcción de la media esfera H1 como cociente de D̄.

Procedemos a definir π1 siguiendo estas reglas (un esquema del mapa se
puede ver en la figura 3.5):

1. π1pX̃iq “ Xi

2. π1pyiq “ 8

3. π1pM̃q “Mθ. Respetando que π1 sea un homeo en los arcos de M̃ entre
los puntos X̃0 e yj.

4. π1pL̃iq “ Li. Respetando que π1 sea un homeo en los arcos de L̃i entre
los puntos X̃i e yj.
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Ahora consideremos los abiertos S1 “ S2zfθpBH1q y S2 “ S2zfθpBH2q.
El conjunto S1 es el complemento de las imágenes de las patas que están
en BH1 junto con la pata X1 (que es imagen por fθ de Mθ). Aplicando una
construcción análoga podemos definir π11 : D̄ Ñ S2 con π11pS

1q “ BS1 y
podemos hacer lo mismo con S2.

Luego podemos levantar fθ a dos mapas f1 y f2 que hacen que el siguiente
diagrama conmute:

S1 S1

BHi BSi

fi

πi π1i

fθ

Esto lo podemos hacer llevando cada pata L̃i “ π´1
i pLiq a L̃i`1 “ π1´1

i pLi`1q

y M̃ a L̃1. Por el lema 3.3.11 las patas preservan el orden circular, y también
lo harán los fi. Esto implica que no hay problemas de continuidad en los
puntos correspondientes a π´1

i p8q.
Por el teorema 1.0.1 del anexo A podemos extender f1 a un homeomor-

fismo de D̄ y, como el diagrama conmuta, podemos usar las función f1 para
definir un mapa f̃1 : H̄1 Ñ S̄1 que extiende a fθ y es un homeomorfismo de
H̄1zMθ en S̄1zX1. Haciendo lo mismo con f2 obtenemos otro mapa f̃2 que
es análogo a f̃1 y es un homeomorfismo de H̄2zMθ en S̄2zX1.. Ambos mapas
coinciden en Mθ.

Si juntamos ambos homeomorfismos obtenemos un mapa f̃θ : S2 Ñ S2

que es un homeomorfismo local al construirlo pegando dos homeomorfismos
salvo en 0 e 8 y que extiende fθ. La pata L1 tiene como preimagen todo
Mθ. Esto implica que tanto 0 como 8 son cŕıticos. Los otros puntos de X1

tendrán una preimagen en cada semirrecta de Mθ.

Figura 3.5: En esta figura se puede ver como el mapa de pegado se proyecta a
H1, y también una idea de cómo actuaŕıa el levantado de fθ.
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Ahora falta probar la unicidad. Supongamos que tenemos un segundo
cubrimiento ramificado g̃θ que extiende a fθ. Sabemos que g̃θpMθq “ L1.
Luego, por el lema 3.1.11, sabemos que g̃θ

ˇ

ˇ

H̄1
y g̃θ

ˇ

ˇ

H̄2
son homeomorfismos

(que llamaremos g̃1 y g̃2 respectivamente) salvo en la linea divisoria.
Por el teorema 1.0.2 del anexo A, podemos deducir que f̃1 es isotópico a

g̃1 y f̃2 es isotópico a g̃2.
Definimos ϕ : S2 Ñ S2

ϕpzq “

#

g̃1 ˝ f̃
´1
1 pzq si z P H̄1

g̃2 ˝ f̃2´1pzq si z P H̄2zMθ

y ϕ1 “ id. Es inmediato ver que el diagrama de la definición 3.2.1 conmuta.
Además se cumple que ϕ restricto a la araña es la identidad. También sa-
bemos que ϕ y ϕ1 son isotópicas relativo a la araña (porque f̃i y g̃i lo son)
y, por lo tanto, ϕ y ϕ1 establecen una equivalencia de Thurston entre f̃θ y
g̃θ.

3.4. Mapas araña y obstrucciones de Thurs-

ton

Ahora que construimos ejemplos de polinomios topológicos de grado 2
en la esfera queremos ver cuándo son equivalentes Thurston a un polinomio
en el sentido clásico. En esta sección vamos a dar condiciones combinatorias
para ver cuándo esto ocurre y, en próximos caṕıtulos, vamos a ver que todo
polinomio cuadrático con ciclo superatractor es equivalente Thurston a un
mapa araña.

Para describir los casos donde los mapas araña tienen obstrucciones de
Thurston es necesario definir la secuencia de entrelazado de los puntos postcŕıti-
cos de f̃θ. Esta secuencia, además, nos dará una forma de describir la topo-
loǵıa del conjunto de Julia relleno. Para definirla consideramos la linea Mθ

que separa S1 en dos y denotamos Aθ como el semićırculo que contiene a
1 “ e2πi0, y Bθ al otro.

Definición 3.4.1. Sea t un ángulo en R{Z. La θ-secuencia de entrelazado

Σθptq “ Σ0
θptq,Σ

1
θptq,Σ

2
θptq, . . .

es una sucesión de letras A y B definida por

Σn
θ ptq “

#

A si e2πi2nt P Aθ

B si e2πi2nt P Bθ
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También decimos que Σθpθq es la secuencia de entrelazado del mapa f̃θ.

Esta definición puede ser ambigua si un punto en la órbita del ángulo t
cae en la ĺınea Mθ. Esta ambigüedad se resuelve en el caṕıtulo 5.

Observación. Para θ P Qeven la secuencia de entrelazado del mapa f̃θ no es
ambigua. Esto es porque e2πiθ es un punto estrictamente preperiódico bajo
duplicación de ángulos.

Otra observación es que, como los puntos postcŕıticos de f̃θ son periódicos
o preperiódicos bajo duplicación de ángulos, sus secuencias de entrelazado
también lo serán.

Podemos decir que Σn
θ ptq también es la secuencia de entrelazado del pun-

to e2πit. Esto nos permite definir la secuencia de entrelazado en los puntos
postcŕıticos de f̃θ.

Observación. El mapa de duplicación de ángulos induce un shift en la se-
cuencia de entrelazado. Dicho de otra forma

Σθp2tq “ Σ1
θptq,Σ

2
θptq, . . .

El objetivo del resto del caṕıtulo es probar el siguiente teorema que iden-
tifica cuándo un mapa araña tiene obstrucciones de Thurston (en algunos
casos en función de la secuencia de entrelazado de sus puntos postcŕıticos):

Teorema 3.4.2. Sea θ un ángulo racional.

(1) Si θ P Qodd entonces el mapa f̃θ no tiene obstrucciones de Thurston y, por
lo tanto, es equivalente Thurston a una función racional (un polinomio
de grado 2).

(2) Si θ P Qeven entonces el mapa f̃θ no tiene obstrucciones de Thurston si y
sólo si todos los puntos postcŕıticos Xm tienen secuencias de entrelazado
distintas.

3.4.1. Ciclos de Levy

Si bien el teorema 3.2.15 da una clasificación para ver cuándo los mapas de
Thurston son equivalentes a funciones racionales, muchas veces esta condición
es dif́ıcil de chequear. Para demostrar el teorema 3.4.2 vamos a utilizar un
tipo de multicurva cuya existencia impide que un mapa de Thurston sea
equivalente a una función racional. Estas multicurvas, llamadas ciclos de
Levy, pueden no ser f -estables.
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Definición 3.4.3. Sea f : pS2, Pf q Ñ pS2, Pf q un mapa de Thurston y sea
∆ una multicurva ordenada

∆ “ tδ0, δ1, . . . , δn´1, δn “ δ0u

Decimos que ∆ es un ciclo de Levy de f si se cumple que para todo i
al menos una componente δ1i´1 de f´1pδiq es homotópica a δi´1 en S2zPf y,
además, f : δ1i´1 Ñ δi tiene grado 1.

Proposición 3.4.4. Si un mapa de Thurston f tiene un ciclo de Levy ∆,
entonces f no es equivalente Thurston a una función racional.

Demostración. Supongamos por absurdo que existe una función racional g
que es equivalente Thurston a f . Esto quiere decir que existen ϕ y ϕ1 tales
que el siguiente diagrama conmuta:

S2 Ŝ

S2 Ŝ

ϕ1

f g

ϕ

Además, ϕ y ϕ1 coinciden en Pf y son isotópicas relativo a Pf .
Esto implica que para cada i las curvas ϕpδiq y ϕ1pδiq son homotópicas en

ŜzPg.
Dado i P N, como existe δ1i´1 homotópico a δi´1 tal que fpδ1i´1q “ δi, esto

implica que
ϕ ˝ fpδ1i´1q “ ϕpδiq

A su vez, por la equivalencia de Thurston, esto implica que

g ˝ ϕ1pδ1i´1q “ ϕpδiq

y como ϕ1 y ϕ son isotópicas tenemos que la curva ϕ1pδ1i´1q es homotópica a
ϕpδi´1q. Esto implica que

∆1
“ tϕpδ0q, ϕpδ1q, . . . ϕpδn´1q, ϕpδnqu

es un ciclo de Levy para g.
La idea ahora es probar que una función racional no puede tener un ciclo

de Levy.
Como |Pf | “ |Pg| ą 2 (pues existe una multicurva) sabemos que ŜzPg

admite una métrica hiperbólica que llamaremos ρ1. También es claro que
g´1pPgq Ą Pg, por lo que Ŝzg´1pPgq también admite una métrica hiperbólica
que llamaremos ρ2.
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Como Critg Ď g´1pPgq tenemos que g : Ŝzg´1pPgq Ñ ŜzPg es un cubri-
miento y, por lo tanto, una isometŕıa local entre ρ1 y ρ2.

Podemos reemplazar a ϕpδiq en ∆1 por la única geodésica en la clase de
homotoṕıa para la métrica ρ1 (que llamaremos δ˚i ).

Tenemos que g´1pδ˚i q tiene una componente homotópica a δ˚i´1 en ŜzPg,
que llamaremos σ. Además se cumple que

lρ1pδ
˚
i´1q ď lρ1pσq ă lρ2pσq “ lρ1pδ

˚
i q

donde la segunda desigualdad viene del hecho de que S2zg´1pPgq Ď S2zPg.
Esto es absurdo pues, al ser ∆1 un ciclo de Levy, los ı́ndices están numerados
circularmente y tendŕıamos que una curva es más corta que si misma.

Hay un tipo especial de ciclos de Levy llamados ciclos de Levy degenera-
dos.

Definición 3.4.5. Un ciclo de Levy ∆ “ tδ0, . . . , δn “ δ0u es degenerado si
existe un conjunto de discos topológicos Di tales que BDi “ δi y, además,
existe una componente de f´1pDiq que es un disco (que llamamos D1i´1) que
cumple:

1. La curva BD1i´1 es homotópica a δi´1 en S2zPf

2. D1i´1 contiene los mismos puntos postcŕıticos de f que Di

3. f : D1i´1 Ñ Di es un homeomorfismo

Estas multicurvas nos ayudarán a clasificar las equivalencia de Thurston
de los mapas araña, y su importancia nos la da el siguiente teorema.

Teorema 3.4.6. Sea f un mapa de Thurston que además es un polinomio
topológico. Si f tiene una obstrucción de Thurston entonces tiene un ciclo
de Levy degenerado.

Antes de probar el teorema vamos a explorar algunos conceptos sobre las
multicurvas.

Definición 3.4.7. Una obstrucción de Thurston es minimal si cumple que,
si Γ1 Ď Γ es una obstrucción de Thurston entonces Γ1 “ Γ

Definición 3.4.8. Sea Γ una obstrucción de Thurston minimal. Decimos que
una curva γ P Γ es no esencial si cumple que

ĺım
mÑ8

f ˝mΓ prγsq “ 0

de lo contrario decimos que γ es esencial. Al conjunto de curvas no esenciales
lo denotamos ΓN y al de las esenciales lo denotamos ΓE
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Observación. Γ “ ΓE \ ΓN .

Para poder entender mejor estas definiciones recordamos la definición de
la transformación lineal de Thurston.

fΓprγsq “
ÿ

δPΓ

ˆ

ÿ

ηPTγpδq

1

degpf
ˇ

ˇ

η
: η Ñ γq

˙

rδs

y ahora, la iteración k-esima de la transformación de Thurston la podemos
escribir de la siguiente manera

f ˝kΓ prγsq “
ÿ

δPΓ

ˆ

ÿ

ηPTγpδq

1

degpf
ˇ

ˇ

η
: η Ñ γq

˙

f ˝k´1
Γ prδsq (3.3)

Lema 3.4.9. Si γ es una curva no esencial, y η es un elemento de Γ ho-
motópico a una componente de f´1pγq, entonces η es no esencial.

Otra forma de enunciar el lema es decir que ΓN es una multicurva f -
estable.

Demostración. Supongamos por absurdo que hay una curva γ no esencial
que tiene una componente de f´1pγq que si lo es. Vamos a ver que f ˝kΓ prγsq
no puede tender a 0. Por la fórmula

f ˝kΓ prγsq “
ÿ

δPΓ

ˆ

ÿ

ηPTγpδq

1

degpf
ˇ

ˇ

η
: η Ñ γq

˙

f ˝k´1
Γ prδsq

“
1

degpf
ˇ

ˇ

η
: η Ñ γq

f ˝k´1
Γ prηsq ` . . .

(3.4)

Como todos los términos son positivos y f ˝k´1
Γ prηsq no tiende a 0 (pues η es

esencial), concluimos que la expresión no puede tender a 0.

Nota. Esto no es cierto para las curvas esenciales: una curva que es preimagen
de una curva esencial puede ser homotópica a una curva no esencial. Sin
embargo, no todas sus preimágenes pueden ser no esenciales.

Lema 3.4.10. ΓE ‰ H

Demostración. Si ΓN “ Γ, entonces para todo v P RΓ se cumple que

f ˝kΓ pvq Ñ 0

Esto es absurdo pues fΓ tiene un valor propio mayor a 1, al ser Γ obstrucción
de Thurston.
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Lema 3.4.11. Si Γ es minimal y γ P ΓE entonces existe α P ΓE tal que una
componente de f´1pαq es homotópica a γ

Demostración. Supongamos por absurdo que γ no cumple el enunciado. Por
el lema 3.4.9 tenemos que ningún elemento de Γ tiene una preimagen por f
homotópica a γ; luego, la matriz asociada a la fΓ tendrá la siguiente forma:

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A B C

0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0
...

...
... D E

looomooon

ΓN

0 . . . 0
loooomoooon

ΓE

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.5)

donde la columna y la fila del medio es la correspondiente a la curva γ.
Todas las entradas de la fila del medio son 0 porque ninguna curva de ΓN es
homotópica a γ (pues ΓN es f -estable).

Nuevamente por el lema 3.4.9, tenemos que Γztγu es f -estable y, por la
forma de la matriz, el vector propio asociado a λΓ está en Γztγu. Concluimos
aśı que Γztγu es una obstrucción de Thurston, negando la hipótesis de que
Γ es minimal.

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 3.4.6.

Demostración del teorema 3.4.6. La idea de la demostración es partir de una
obstrucción de Thurston minimal Γ y probar que ΓE es un ciclo de Levy
degenerado.

Sea γ una curva cerrada simple en S2zPf . Tenemos que γ divide S2 en
dos componentes conexas. Denotamos por Dγ a la que no contiene a 8.

Luego definimos Γin como el conjunto de curvas esenciales interiores; es
decir, las curvas γ P ΓE tales que Dγ no contiene otras curvas de ΓE. La idea
es probar que Γin “ ΓE y que además es un ciclo de Levy degenerado.

Vamos a considerar, para cada γ P Γin, el conjunto Iγ Ď ΓE de elementos
homotópicos a una componente conexa de f´1pγq. Vamos a ver que Iγ tiene
un único elemento y este pertenece a Γin. Sea γ P Γin; como γ P ΓE, por
el lema 3.4.11 existe un elemento η P ΓE homotópico a una componente de
f´1pγq. Supongamos que η R Γin. Esto quiere decir que existe δ P ΓE, tal que
δ Ď Dη.

Nuevamente por minimalidad existe α P ΓE tal que δ es homotópica a
una componente de f´1pαq. Analicemos ahora los puntos de Pf que encierran
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las curvas α, δ y η. El disco Dδ debe contener al menos dos puntos x1 y x2 de
Pf . A su vez, Dη debe contener un punto postcŕıtico x3 que no esté en Dδ.
Luego, fpx1q, fpx2q y fpx3q deben estar en Dγ mientras que Dα no puede
contener a fpx3q. Esto implica que α está contenido en Dγ, lo cual niega el
hecho de que γ P Γin. La idea de este argumento se puede ver en la figura
3.6.

Figura 3.6: Esquema del argumento de las curvas de ΓE. Como se puede ver, si
η R Γin, entonces γ no puede pertenecer a Γin

Tenemos entonces que para todo γ P Γin se cumple que Iγ Ď Γin. Además,
es claro que si γ ‰ η entonces Iγ X Iη “ H (de lo contrario γ y η seŕıan
homotópicas).

Recapitulando, se cumple que |Iγ| ě 1 y que son todos disjuntos. Esto
implica que cada Iγ tiene un solo elemento y el mapa γ ÞÑ Iγ induce una
permutación entre las curvas de Γin. Por un argumento análogo al del lema
3.4.11 tenemos que la permutación es circular y además Γin “ ΓE.

Ahora podemos ordenar las curvas de ΓE “ tγ0, . . . , γmu de tal forma que
γi´1 es la curva homotópica al único elemento de Iγi .

Para concluir que ΓE es un ciclo de Levy lo único que falta probar es que
si ηi es la componente de f´1pγiq homotópica a γi´1 entonces f

ˇ

ˇ

ηi
: ηi Ñ γi

es de grado 1.
Vamos a ordenar los elementos de Γ para construir matriz asociada a

la transformación lineal fΓ, de una forma similar al lema 3.4.11: al principio
ponemos los elementos correspondientes a las curvas de ΓN . Después ponemos
los elementos de ΓE de tal forma que la columna correspondiente a γi sea
adyacente con la correspondiente a γi`1. Aśı, la matriz asociada a fΓ queda
con la siguiente forma:

fΓ “

„

A 0
C D


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Luego notamos que

A “

»

—

—

—

—

—

–

0 1{d1 0 . . . 0
0 0 1{d2 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 1{dm´1

1{d0 0 . . . . . . 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

donde di es el grado de f
ˇ

ˇ

ηi
: ηi Ñ γi. Para concluir, observamos que el

polinomio caracteŕıstico de fΓ es

detpA´ λIqdetpD ´ λIq “

ˆ

1

d0 . . . dm´1

´ λm
˙

detpD ´ λIq

ComoD no puede tener valores propios mayores a 1 (pues es la matriz aso-
ciada a la transformación de Thurston para multicurvas no esenciales), y Γ es

una obstrucción de Thurston, eso implica que la ráız de

ˆ

1

d0 . . . dm´1

´ λm
˙

tiene que ser mayor o igual que 1. La única forma de que esto ocurra es que
d0 “ d1 “ . . . “ dm´1 “ 1, por lo que ΓE es un ciclo de Levy. Además, es un
ciclo de Levy degenerado ya que una componente de f´1pDγiq contendrá los
mismo postcŕıticos que Dγi´1

Este resultado es fuerte: probar que no existe un ciclo de Levy degene-
rado muchas veces es más fácil que probar que no existe una obstrucción de
Thurston.

3.4.2. Demostración del teorema 3.4.6

Ahora vamos a probar el teorema que determina cuándo los mapas araña
son equivalentes Thurston a polinomios cuadráticos. En el caso de Qodd vamos
a probar un resultado aún más general.

Teorema 3.4.12. Sea f un mapa de Thurston que también es polinomio
topológico. Si todos los puntos postcŕıticos tienen puntos cŕıticos en su órbita
futura entonces f no tiene ciclos de Levy degenerados.

Esto nos permite deducir el siguiente corolario.

Corolario 3.4.13. Sea f un polinomio topológico con Orbifold hiperbólico.
Si todos los puntos postcŕıticos tienen puntos cŕıticos en su órbita futura
entonces f es equivalente Thurston a una función racional.
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Demostración del teorema 3.4.12. Supongamos por absurdo que f tiene un
ciclo de Levy degenerado

∆ “ tγ0, . . . , γm´1, γm “ γ0u

con D0, . . . Dm´1 sus respectivos discos.
Como fpγiq es homotópico a γi`1, tenemos que

fpPf XDiq “ Pf XDi`1 (3.6)

En particular debe existir algún Di que contenga un punto cŕıtico. Esto
es absurdo pues la componente D1i de f´1pDi`1q cuya frontera es homotópica
a γi no se puede mapear de manera homeomorfa a Di`1 (pues D1i tiene un
punto cŕıtico en su interior).

Como corolario de este teorema tenemos la primera mitad del teorema
3.4.2.

Corolario 3.4.14 (Parte (1) del teorema 3.4.6). Si θ P Qodd, entonces f̃θ es
equivalente Thurston a una función racional.

Ahora que tenemos clasificados los mapas arañas para θ impar, vamos a
demostrar la segunda parte del teorema 3.4.2

Demostración de la parte (2) del teorema 3.4.2.

1: Si f̃θ tiene una obstrucción de Thurston, entonces hay al menos dos Xn

que tienen la misma secuencia de entrelazado.

Supongamos que el mapa f̃θ con θ P Qeven admite una obstrucción de
Thurston. Por el teorema 3.4.6 sabemos que también admite un ciclo de
Levy degenerado

∆ “ tγ0 . . . , γm´1, γm “ γ0u

con sus respectivos discos Di y con las componentes D1i´1 de f̃´1
θ pDiq ho-

motópicas a Di´1.
Por la ecuación (3.6) la órbita futura de puntos postcŕıticos que estén en

Ť

iDi también estará en
Ť

iDi. Como este conjunto tiene que tener algún
punto postcŕıtico y en los mapas araña la órbita postcŕıtica es única, debe
contener a todos los puntos postcŕıticos periódicos. Vamos a ver que

Ť

iDi no
tiene ningún punto postcŕıtico preperiódico. Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que D0 contiene al primer punto postcŕıtico periódico de la órbita
del punto cŕıtico (que llamaremos x0). Sabemos que x0 tiene dos preimágenes:
una en la órbita periódica (que llamaremos xm´1) y otra que es preperiódica
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en la órbita cŕıtica (que llamaremos y). Si denotamos por C al conjunto de
puntos periódicos de la órbita cŕıtica entonces f̃´1

θ pCq X Pf̃θ “ C Y tyu.
Tomemos el disco D1m´1 cuya frontera es homotópica a γm´1. Como

f̃θ

ˇ

ˇ

ˇ

D1m´1

: D1m´1 Ñ D0 es un homeomorfismo, D1m´1 no puede contener tan-

to a xm´1 como a y. Sin embargo, como
Ť

iDi contiene a todos los pun-
tos postcŕıticos periódicos, D1m´1 debe contener a xm´1. Esto implica que
y R

Ť

iDi.

Por otro lado, la componente de f̃´1
θ pγ0q que encierra a y no puede tener

ningún otro postcŕıtico periódico (porque todos están en algún Di). Esto
implica que la componente es periférica, y, por lo tanto, que ∆ es f̃θ-estable.

Recapitulando, tenemos que
Ť

iDi tiene a todos los puntos postcŕıticos
periódicos y a ninguno de los preperiódicos. Además, podemos tomar curvas
homotópicas a cada γi de tal forma que no intersequen patas de la araña que
tengan ángulos preperiódicos, de la siguiente forma:

Reemplazamos a cada γi por otra curva en su clase de homotoṕıa de
tal forma que corte a las patas de ángulos preperiódicos una cantidad finita
de veces. Luego observamos que si γi corta a dichas patas en una cantidad
finita de puntos entonces la componente de f̃´1

θ pγiq homotópica a γi´1 corta
las patas una cantidad igual o menor de veces. Esto es porque si un punto
p P S2 no está en una pata, sus preimágenes tampoco lo estarán, pues Sθ
es invariante por f̃θ. Además, si una curva γj corta a L1 en un punto y0

ninguna de sus preimágenes cortará una pata. Esto implica que para un
k suficientemente grande, reemplazando cada curva γi con la componente
correcta de f̃´˝m

k

θ pγiq podemos obtener ciclo de Levy degenerado

Γ1 “ tγ10, . . . , γ
1
m´1u

que no interseca a ninguna pata preperiódica.
Para concluir esta parte del teorema observamos que si una curva γ1i no

corta a la pata L1, su preimagen no cortará la recta divisoria Mθ, y tampoco
lo hará su imagen, por lo que todos los puntos postcŕıticos que encierra
tendrán la misma secuencia de entrelazado.

2: Si hay un conjunto de postcŕıticos con la misma secuencia de entrelazado,
entonces f̃θ tiene una obstrucción de Thurston

Si dos puntos postcŕıticos tienen la misma secuencia de entrelazado sus
imágenes también tendrán la misma secuencia de entrelazado. Luego, todo
punto postcŕıtico periódico tiene la misma secuencia de entrelazado que algún
otro punto.

Construimos curvas cerradas simples que encierren a puntos postcŕıti-
cos periódicos con las mismas secuencias de entrelazado y que, además, no
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intersequen la linea divisoria Mθ. Llamemos a dicho conjunto

Γ “ tγ0, . . . , γm´1, γm “ γ0u

ordenado de tal forma que γ0 contenga al primer punto postcŕıtico pe-
riódico de la órbita cŕıtica y, además, de tal forma que si γi contiene a los
puntos postcŕıticos x1, . . . , xl, entonces γi`1 contenga a f̃θpx1q, . . . f̃θpxlq.

Vamos a probar que Γ es un ciclo de Levy. En primer lugar observemos
que si i ‰ j entonces γi X γj “ H. Esto es porque los puntos postcŕıticos
de γi y γj no tienen las mismas secuencias de entrelazado, por lo que existe
un p ą 0 tal que la componente de f̃´pθ pγiq que es homotópica a una curva
de Γ está en una componente de S2zMθ y la componente de f̃´pθ pγjq que es
homotópica a una curva de Γ está en la otra. Luego, si dichos conjuntos no
se intersecan, tampoco lo harán γi y γj.

Las curvas no cortan Mθ lo que implica que ninguna curva encierra al
cŕıtico, lo que implica que f̃´1

θ pγiq para cada i “ 1, . . . ,m son dos curvas
disjuntas. Esto implica que si γ P Γ y γ1 es una componente de f̃´1

θ pγq
entonces f̃θ : γ1 Ñ γ es un homeomorfismo, lo que termina de probar que Γ es
un ciclo de Levy. Como f̃θ tiene un ciclo de Levy entonces no es equivalente
Thurston a una función racional y, por lo tanto, tiene una obstrucción de
Thurston.

Ahora que sabemos qué mapas araña son equivalentes Thurston a poli-
nomios cuadráticos, vamos a tratar ver lo opuesto: que todo polinomio con
ciclo superatractor es equivalente Thurston a un mapa araña. El resto del
trabajo consistirá en dar una caracterización de la topoloǵıa del conjunto de
Julia relleno para polinomios cuadráticos con ciclo superatractor en función
de la secuencia de entrelazado de su mapa araña correspondiente.

Definición 3.4.15. Sea θ un ángulo racional tal que f̃θ no admite obstruc-
ciones de Thurston. Llamamos pθ al polinomio cuadrático que es equivalente
Thurston al mapa f̃θ.

Por el teorema 3.2.15 de Thurston el polinomio pθ es único a menos de
conjugar por una transformación de Möbius.

Ejemplo 3.4.16. Vamos a ver un ejemplo de un mapa araña con una obs-
trucción de Thurston. Para esto vamos a trabajar con la expansión binaria de
los ángulos racionales. Consideramos el ángulo θ “ 43{60 “ 0,10Ę11012; tene-
mos que Mθ es la recta radial que pasa por θ1 “ 0,010Ę11012 y θ2 “ 0,110Ę11012.
A partir de esto observamos que Σn

θ ptq “ A si y solo si t ă θ1 o t ą θ2. En
base a esto calculamos las secuencias de entrelazado de los Xi:
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Xi Expansión binaria ΣθpXiq

X1 “ 55{100 0,10Ę0011 BAĚAB

X2 “ 5{50 “ 13{30 0,0Ę0011 AĚAB

X3 “ 5{25 0,Ę0011 ĚAB

X4 “ 10{25 “ 11{15 0,011Ę0011 ĚBA

X5 “ 20{25 “ 7{15 0,11Ę0011 ĚAB

X6 “ 15{25 0,1Ę0011 ĚBA

X7 “ 30{25 “ 5{25 “ X3 0,Ę0011 ĚAB

De la tabla y el teorema 3.4.2 deducimos que el mapa f̃θ tiene una obs-
trucción de Thurston. En la figura 3.7 se puede ver una multicurva f -estable
que es obstrucción de Thurston.

Figura 3.7: Dibujo de una multicurva del mapa f̃θ con θ “ 55{100. Los puntos
postcŕıticos X3 y X5 tienen la misma secuencia de entrelazado y, por lo tanto, los
puntos X4 y X6 también tienen la misma secuencia entre ellos. Esto implica, por
la prueba de la segunda parte del teorema 3.4.2, que la multicurva Γ “ tγ1, γ2u es
una obstrucción de Thurston.
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Caṕıtulo 4

Rayos exteriores

El siguiente objetivo de este trabajo es encontrar una conjugación entre
polinomios cuadráticos y mapas araña. Para eso vamos a definir rayos exte-
riores y, en el caṕıtulo siguiente, ver qué relación tienen con las patas de la
araña.

Aqúı nuevamente tenemos estructura compleja. Trabajamos con un poli-
nomio p : Ŝ Ñ Ŝ tal que todos sus cŕıticos son atráıdos por un ciclo super-
atractor y con el inverso del mapa de Böttcher ψ : CzDÑ CzKp. El teorema
2.3.4 nos da la existencia de una conjugación entre el polinomio p

ˇ

ˇ

CzKp
y el

mapa fdpzq “ zd dada por el inverso del mapa de Böttcher ψ. En este trabajo
nos vamos a centrar en entender la dinámica en Kp.

4.1. Definición

En la construcción de los mapas araña, partimos de semirrectas radiales
y la duplicación de ángulos para luego extender el mapa a toda la esfera.
En los polinomios cuadráticos podemos encontrar este comportamiento en
imágenes de semirrectas por el inverso del mapa de Böttcher. A estas rectas
topológicas las llamamos rayos exteriores.

Definición 4.1.1. Sea θ P R{Z. Definimos el rayo exterior de p con ángulo
t como

Rpptq “ tψpre
2πit
q : r ą 1u

Cuando el polinomio está impĺıcito lo denotamos simplemente Rptq.

Observación. ppRpptqq “ Rppdtq

Definición 4.1.2. Decimos que un rayo Rpptq aterriza cuando existe el
ĺımrÑ1 ψpre

2πitq
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Estas definiciones nos dan una nueva forma de enunciar el teorema 2.4.1.

Teorema 4.1.3. Sea p un polinomio donde todos los puntos cŕıticos son
atráıdos por un ciclo superatractor. Entonces Rpptq aterriza para todo t y el
punto de aterrizaje depende continuamente de t.

La idea detrás de este enunciado es que si el inverso del mapa de Böttcher
se extiende de forma continua al borde, entonces el ĺımite ĺımrÑ1 ψpre

2πiθq

existe y vale ψ̄pe2πiθq donde ψ̄ es la extensión al borde de ψ.
La extensión al borde de ψ es sobreyectiva. Cuando Jp no es una curva

cerrada simple, esta extensión no es inyectiva.

Definición 4.1.4. Sea p un polinomio donde todos los puntos cŕıticos son
atráıdos por un ciclo superatractor, y sea ψ̄ la extensión al borde del mapa
de Böttcher. Definimos el lazo de Carathéodory como

γp : S1
Ñ Jp

γp “ ψ̄
ˇ

ˇ

S1

Veremos a lo largo de este trabajo cómo el lazo de Carathéodory nos
permite inferir cosas acerca del conjunto de Julia de un polinomio. Un ejemplo
de esto es el corolario 4.1.5.

Corolario 4.1.5. Si p es un polinomio cuadrático con ciclo superatractor,
Jp es localmente conexo.

4.2. Polinomios con puntos cŕıticos fuera de

Kp

En esta sección vamos a ver cómo es Jp cuando un punto cŕıtico no tiene
órbita acotada.

Teorema 4.2.1. Si hay un punto cŕıtico de p en CzKp, entonces Kp y Jp
tienen una cantidad no numerable de componentes conexas.

Demostración. Si consideramos el mapa de Böttcher alrededor de infinito,
entonces el teorema 2.2.2 se traduce a que existe un r ą 1 mı́nimo tal que el
mapa ψ (alrededor de infinito) se extiende a una transformación conforme

ψ̂ : CzD̄r Ñ U Ď CzKp
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Además, BU es un conjunto compacto que contiene un punto cŕıtico c. La
norma del mapa de Böttcher śı se extiende a toda la cuenca de atracción, y,
además, si ppcq “ v tenemos que

|φpvq| “ |φpcqd| “ rd ą r

lo que a su vez implica que el valor cŕıtico v está en U .
Consideremos ahora la recta infinita R “ ttφpvq : t ě 1u Ď CzDr y

también R1 “ ψ̂pRq Ď U . El conjunto R1 es un rayo exterior de p.
Claramente p´1pR1q Ď Ū . Además, U X p´1pR1q consiste en k rayos ex-

teriores, que coinciden con las ráıces k-ésimas del punto φpvq. Cada uno de
estos rayos tendrá un punto ĺımite en cada una de las soluciones de la ecua-
ción ppzq “ v y, además, como c es cŕıtico, por lo menos dos de ellos tendrán
a c como punto ĺımite. Sean R11 y R12 dos rayos que tienen a c como punto
ĺımite. Como R11 y R12 son dos rectas infinitas que se unen en el mismo punto,
van a cortar el plano en dos abiertos que llamaremos V0 y V1.

Como ppR11 Y R
1
2q “ R1 es una semirrecta tenemos que tanto ppV0q como

ppV1q cubren todo el plano salvo, posiblemente, R1. Luego, como Kp Ď ppViq
para i P t0, 1u, esto quiere decir que Vi X Kp es no vaćıo y, como tanto V1

como V2 son abiertos, esto implica que Vi X Jp también es no vaćıo.
Si definimos J0 “ V0 X Jp y J1 “ V1 X Jp tenemos que J0 y J1 es una

división del Julia con intersección vaćıa que además cumple que

ppJ0q “ ppJ1q “ Jp

Podemos seguir subdividiendo cada Jk en conjuntos disjuntos Jk0 “ Jk X
p´1pJ0q y Jk1 “ JkXp

´1pJ1q y, siguiendo este razonamiento, podemos definir

Jk0...km “ Jk0 X p
´1
pJk1q X . . .X p

´m
pJkmq

con ppJk0...kmq “ Jk1...km . Dada cualquier sucesión tknu de 0s y 1s, podemos
tomar la intersección de

Jk0 Ě Jk0k1 Ě Jk0k1k2 . . .

donde cada intersección da un conjunto compacto y no vaćıo. De esta forma,
obtenemos no numerables componentes conexas de Jp y, por lo tanto, tenemos
lo mismo para Kp

En cierto sentido encontramos un shift de dos śımbolos en las compo-
nentes conexas de Jp. Sin embargo, sólo utilizamos dos rayos exteriores de
todos los que aterrizan en el punto cŕıtico. Se puede probar que, si hay un
cŕıtico fuera de Kp, efectivamente el polinomio restricto al conjunto de Julia
es semiconjugado a un shift.
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4.3. Sectores

Como veremos en el siguiente teorema, cuando un punto de Jp es fijo una
cantidad finita de rayos aterrizan en él. Esto nos permite definir sectores, que
son abiertos del plano complejo delimitados por dos rayos consecutivos.

Teorema 4.3.1. Sea p un polinomio con grado d ě 2, donde todos los puntos
cŕıticos son atráıdos por un ciclo superatractor. Sea z0 P Jp un punto fijo.
Entonces una cantidad finita de rayos aterrizan en z0. Además, los rayos son
periódicos y son todos del mismo peŕıodo bajo el mapa fd : R{ZÑ R{Z dado
por

fdptq “ dt

Demostración. Sea X “ γ´1
p pz0q. En primer lugar es claro que X es un con-

junto cerrado. Como z0 es un punto fijo entonces fdpXq Ď X.

Afirmación. El mapa fd
ˇ

ˇ

X
: X Ñ X es inyectivo.

Demostración. Supongamos que existen t1, t2 P X tales que fdpt1q “ fdpt2q “
dt1. Como se cumple que ψpRpptqq “ Rppdtq esto quiere decir que la imagen
de los rayos de ángulos t1 y t2 por p es un único rayo (de ángulo dt1), que
también aterriza en z0.

Figura 4.1: Esquema de la demostración de la afirmación

Como p es una función abierta existen puntos arbitrariamente cerca de
z0 en Rpt1q y Rpt2q (como los puntos rojos de la figura 4.1) que tienen la
misma imagen por p. Sin embargo, como z0 es un punto de Jp, tenemos por
la proposición 1.3.6 que |p1pz0q| ě 1, lo que es absurdo pues p es localmente
invertible en z0.

�

Como fd
ˇ

ˇ

X
es inyectivo sabemos que tiene una inversa local g : fdpXq Ñ

X. Además, g es continua, pues g´1 “ fd es abierta. También sabemos que
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X es compacto (pues es un cerrado dentro de R{Z), y por lo tanto fdpXq
también lo es.

Como g es continua en un compacto, es uniformemente continua; esto
implica que existe ε ą 0 tal que si |x´y| ă ε entonces |gpxq´gpyq| ă 1{p2dq.
Podemos tomar ε ă 1{2. Luego, si cubrimos fdpXq por n intervalos I1, . . . , In
de largo menor a ε, observamos que la distancia entre puntos en diferentes
componentes de f´1

d pIiq es
1

d
´
ε

d
ą

1

2d

Esto se debe a que 1{d es la distancia entre dos preimágenes de un punto por

f´1
d y que

ε

d
es el largo de cada componente de f´1

d pIiq.

Finalmente, esto implica que podemos cubrir X con n intervalos de largo
ε{d y, como fdpXq Ď X, también podemos cubrir fdpXq con n intervalos de
largo ε{d. Aplicando el razonamiento anterior una y otra vez podemos cubrir
X con n intervalos de largo ε{dm para todo m. Esto implica que X tiene a
lo sumo n puntos.

Como hay finitos rayos que aterrizan, y vimos que fd es inyectiva en X,
entonces p induce una permutación entre los rayos exteriores que aterrizan
en z0.

Corolario 4.3.2. Si z0 es periódico de peŕıodo n vale el mismo resultado.

Demostración. En CzKp se cumple que ψ ˝ p ˝ ψ´1 “ fd, entonces, en el
mismo dominio, dado que Kp “ Kp˝n , se cumple que ψ ˝ pn ˝ ψ´1 “ fdn .
Como el inverso del mapa de Böttcher es el mismo para p y p˝k si un Rp˝kptq
aterriza en z0 entonces Rpptq también lo hace.

Ahora estamos en condiciones de definir sectores.

Definición 4.3.3. Sea z0 un punto periódico de Jp, y sean R1 y R2 dos rayos
exteriores consecutivos que aterrizan en z0. El sector delimitado por R1 y R2

es la componente conexa de CzpR1 Y R2q que no tiene rayos exteriores que
aterrizan en z0.
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Caṕıtulo 5

Modelo de disco pinzado

En este caṕıtulo combinamos las construcciones topológicas del caṕıtulo
3, en particular la de los mapas araña, con la dinámica racional estudiada en
el resto del trabajo. Hasta ahora casi todos los resultados demostrados eran
válidos para polinomios de grado arbitrario; sin embargo, es en este momento
cuando se vuelve de vital importancia que p sea un polinomio de grado 2.

El objetivo de esta sección es dar una descripción topológica del conjunto
de Julia relleno. Para poder lograr este objetivo primero es necesario obtener
una parametrización interna del conjunto Kp y luego realizar una construc-

ción análoga a los rayos exteriores en las componentes conexas de K̊p. Cuando
el punto cŕıtico es fijo ya sabemos por el teorema 2.1.1 que tenemos un mapa
de Böttcher en su cuenca de atracción; con esto en mente, vamos a definir
una parametrización similar de las componentes de K̊p y también vamos a
definir rayos interiores en esa componente. Como veremos, lo que nos permi-
tirá definir la parametrización interna es el hecho de que los polinomios de
grado 2 tienen un único punto cŕıtico en C.

En este caṕıtulo consideramos que p es un polinomio de grado 2 con un
punto cŕıtico periódico x0 de peŕıodo k ą 1 y x0, . . . , xk “ x0 es su órbita.
Llamamos también Vi a la componente conexa de K̊p que contiene a xi.

5.1. Parametrización interna de Kp

Primero vamos a definir mapas que sean homeomorfismos del disco a
cada componente del interior del Julia relleno. Para eso usamos un teorema
de suma importancia que no demostraremos.

Teorema 5.1.1. Sea p un polinomio de grado 2 con ciclo superatractor.
Entonces para toda componente V de K̊p se cumple que existe m P N tal que
p˝mpV q “ V0.
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La prueba se puede encontrar en la proposición 9.4.8 de [8].

Proposición 5.1.2.

(1) Existe un único homeomorfismo ηV0 : D̄ Ñ V̄0, anaĺıtico en el interior,
de tal forma que ηV0pz

2q “ p˝kpηV0pzqq con ηV0p0q “ x0.

(2) Sea V una componente conexa de K̊p. Existe un único m tal que p˝m :
V Ñ V0 es un homeomorfismo anaĺıtico. Además, si definimos el mapa
ηV : DÑ V

ηV “ pp
˝m
ˇ

ˇ

V
q
´1
˝ ηV0

podemos observar que es un homeomorfismo anaĺıtico y se extiende a D̄
de manera homeomorfa.

Demostración.

(1) En primer lugar, como se cumple que Jp “ Jp˝k, podemos definir ηV0
ˇ

ˇ

D
como el inverso del mapa de Böttcher de p˝k alrededor de x0.

Como los únicos puntos cŕıticos de p˝k son tx0, . . . xku, que son fijos para
p˝k, estamos en las hipótesis del teorema 2.4.1 y ηV0

ˇ

ˇ

D se extiende al borde.
Para ver que la extensión es un homeomorfismo basta ver que BV0 es una
curva de Jordan. Supongamos por absurdo que no lo es. Consideramos
una curva cerrada simple γ que separe V0 de A8 “ CzKp. Como BV0 no
es cerrada simple hay un punto z1 P BV0zγ. Claramente z1 P Jp, luego,
si tomamos un entorno U de z1 que no corte a γ entonces U no puede
cortar a A8 y está contenido en Kp. Esto es absurdo por la propiedad
1.3.2 ya que la órbita futura de un abierto contenido en Kp no puede
cubrir A8.

Concluimos que BV0 es una curva de Jordan lo que prueba esta parte de
la proposición.

(2) Primero observamos que si V no tiene al punto cŕıtico, p
ˇ

ˇ

V
es inyectiva.

Además, como el valor cŕıtico tiene una sola preimagen, p´1pppV qq tam-
poco tiene al punto cŕıtico; esto a su vez implica que p : p´1pppV qq Ñ
ppV q es un cubrimiento de grado 2 y por lo tanto p´1pppV qq es una unión
disjunta de dos discos, uno de los cuales es V.

Usando el teorema 5.1.1 sabemos que existe m tal que p˝mpV q “ V0. Co-
mo, por el párrafo anterior, invirtiendo en cada componente a p tenemos
que p˝i

ˇ

ˇ

V
es invertible cuando i ď m , el mapa ηV es un homeomorfismo

anaĺıtico en D.
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Figura 5.1: Esquema de la demostración de la proposición 5.1.2 parte 1.

La proposición 5.1.2 nos da una forma de parametrizar las componentes
conexas de K̊p. Podemos definir rayos interiores de forma análoga a los rayos
exteriores.

Definición 5.1.3. Sea V una componente conexa de K̊p. Definimos el rayo
interior de V con ángulo interno t como la imagen de ηV pre

2πitq con 0 ď r ď
1. Decimos que el punto ηV p0q es el centro centro de V y el punto ηV p1q es
la ráız de V .

Definición 5.1.4. A la ráız de Vi la denotamos yi.

Observación. Sean V 1, V 2 componentes conexas de K̊p, con ppV 1q “ V 2 ‰ V0

y sea ζ un rayo interior de V 1. Se cumple que ppζq es el rayo interior de V 2

para el mismo ángulo.

5.2. El árbol de Hubbard

Nuestro siguiente objetivo es definir el árbol de Hubbard, que es un con-
junto de caminos en Kp que es invariante por p.

Utilizaremos esta construcción para probar ciertas propiedades de las
ráıces de las componentes de K̊p que contienen a los puntos de la órbita
cŕıtica.

5.2.1. Definición y propiedades básicas

Antes de poder definir el árbol de Hubbard es necesario definir y probar
la existencia de caminos regulados.

Definición 5.2.1. Un camino regulado en Kp es un arco que interseca cada

componente conexa de K̊p en a lo sumo dos rayos interiores.

Proposición 5.2.2. Si x, y son centros de rayos interiores entonces existe
un único camino regulado simple que los une.
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La prueba de esta proposición nos requerirá probar una serie de lemas.

Lema 5.2.3. Sea K un conjunto simplemente conexo y localmente conexo.
Sea γ un camino en K y V una componente conexa de K̊ tal que γX V̄ ‰ H.
Entonces γ X V̄ es conexo.

Demostración. Supongamos que γ X V̄ no es conexo. Esto quiere decir que
existen t1 y t2 tales que γpt1q, γpt2q P BV , y γ

ˇ

ˇ

pt1,t2q
X V̄ “ H. Como BV es

conexo por caminos, existe un camino ζ Ď BV que los une. Observemos que
γ
ˇ

ˇ

pt1,t2q
Y ζ es una curva cerrada simple en K. Esto implica que γ

ˇ

ˇ

pt1,t2q
Ď V̄ ,

lo que es absurdo.

Lema 5.2.4. Sea K un conjunto simplemente conexo y localmente conexo.
Sean V1 y V2 componentes conexas de K̊. Si V̄1 X V̄2 ‰ H entonces o bien
V1 “ V2 o V̄1 X V̄2 es un punto.

Demostración. Supongamos que existen z1, z2 P V̄1 X V̄2. Como V̄1 y V̄2 son
conexos por caminos existen γ1 y γ2 curvas incluidas en V1 y V2 respectiva-
mente que unen z1 con z2. Como K es simplemente conexo, el interior de la
concatenación de γ1 y γ2 está contenido en K, lo que implica que V1 “ V2.

Lema 5.2.5. No hay caminos regulados cerrados simples.

Demostración. Supongamos por absurdo que tenemos un camino regulado
cerrado simple γ.

Kp es simplemente conexo por lo que la componente acotada que encierra
γ está incluida en Kp. Esto implica que γ está en una sola componente conexa

de K̊p lo cual es absurdo pues los rayos interiores parten todos del mismo
punto y aterrizan en puntos distintos.

Demostración de la proposición 5.2.2.

1: Existencia

Sean x e y P Kp y γ un camino simple entre ellos. Podemos dividir
γ en una familia de curvas tγαuαPA de tal forma que cada γα esté en una
componente Vα de K̊p y sus extremos en BVα. Por el lema 5.2.3, podemos
tomar las componentes de tal forma que, si γα y γβ están incluidos en dos
componentes Vα y Vβ respectivamente, Vα ‰ Vβ. Para cada γα podemos
hacer una homotoṕıa a extremos fijos para que sea la concatenación del rayo
interior que aterriza en γαp0q y el rayo interior que aterriza en γαp1q.

2: Unicidad

Supongamos que existen dos caminos regulados simples γ y η entre x e
y. Esto implica que en la unión de ambos caminos hay un camino regulado
cerrado simple. Esto es absurdo por el lema 5.2.5.
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La siguiente proposición es la que le da importancia a los caminos re-
gulados y nos permitirá definir el árbol de Hubbard: un árbol de caminos
regulados contenido en Kp que es invariante por p.

Proposición 5.2.6. La imagen por p de un camino regulado es un camino
regulado.

Demostración. Los rayos interiores van a rayos interiores por p. Por lo tanto,
los caminos regulados van a caminos regulados.

Definición 5.2.7. El árbol de Hubbard Tp de un polinomio p de grado 2 es
la unión de todos los caminos regulados simples que unen puntos de la órbita
cŕıtica.

Figura 5.2: Ejemplo de árbol de Hubbard, para el polinomio ppzq „ z2´ 0,9646`
0,0560i con 5 puntos en la órbita cŕıtica.

Proposición 5.2.8.

(1) Tp es un árbol.

(2) ppTpq “ Tp

(3) Existe 1 ă m ď k tal que tx1, x2, . . . xmu son todas las hojas de Tp.

Demostración.

(1) Si Tp tiene una curva cerrada simple, esto implica que hay un camino
regulado simple que es cerrado.

(2) pptx1, . . . , xkuq “ tx1, . . . , xku. Como la imagen de un camino regulado
es un camino regulado, y por la unicidad de caminos regulados simples,
tenemos que ppTpq “ Tp
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(3) En primer lugar, un punto que no esté en la órbita cŕıtica no puede ser
hoja de Tp ya que nunca estará en extremidades de los caminos regulados.

Luego observamos que si un punto postcŕıtico xn con n ă k no es hoja
de Tp entonces xn`1 tampoco lo será. Esto se da porque p lleva rayos
interiores en rayos interiores y p : Vn Ñ Vn`1 es un homeomorfismo.

La siguiente proposición es un ejemplo de cómo, utilizando los rayos in-
teriores y el árbol de Hubbard, podemos probar proposiciones sobre Jp.

5.2.2. Rayos exteriores y el árbol de Hubbard

Proposición 5.2.9. Si y P Tp X Jp, más de un rayo exterior aterriza en y.

Demostración. Sean xi, xj puntos de la órbita cŕıtica cuyo camino regulado
simple pasa por y. Como dicho camino es único tenemos que Jpztyu no puede
ser conexo ya que, si lo fuera, tendŕıamos dos caminos regulados que unen
xi y xj, uno que pasa por y y otro que no. Supongamos ahora que sólo un
rayo Rpθq aterriza en y. Como el mapa de Carathéodory γp es sobreyectivo,
γppS

1zte2πiθuq “ Jpztyu, lo que es absurdo pues Jpztyu no es conexo.

Concluimos este caṕıtulo con un resultado más sobre los rayos exteriores
y el árbol de Hubbard.

Proposición 5.2.10. Si y P Tp X Jp entonces cada componente de Tpztyu
está en un sector distinto de los determinados por los rayos que aterrizan en
y.

Demostración. Vamos a probar que cada sector de y tiene exactamente una
componente conexa de Jpztyu. La proposición se deduce de que cada compo-
nente de Tpztyu está en una componente distinta de Jpztyu.

Sea S el sector que está entre dos rayos R1 y R2 que aterrizan en y.
Considero rt1, t2s el intervalo tal que γpprt1, t2sq “ SX. Como γp es continua
tenemos que Jp X S es conexo.

5.3. Equivalencia con mapas araña

En el siguiente teorema relacionaremos finalmente a los polinomios con
ciclo superatractor con los mapas araña, probando que cada uno de estos
polinomios es equivalente a dos mapas araña.
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Recordamos del caṕıtulo 3 que si el mapa araña f̃θ asociado al ángulo ra-
cional θ es equivalente Thurston a un polinomio, llamamos a dicho polinomio
pθ.

Teorema 5.3.1. Sea p un polinomio con un punto cŕıtico x0 y ciclo super-
atractor tx0, x1 . . . xk “ x0u. Sea Vi la componente de K̊p que contiene a xi
y sea yi la ráız de dicha componente. Entonces

(1) Hay dos rayos exteriores de Kp que caen en la ráız y1 y cuya unión separa
x1 de los otros xi. Estos rayos tienen peŕıodo k por p.

(2) Si los ángulos de dichos rayos son θ y θ1, p es conjugado a pθ y a pθ1

Para probar este teorema es necesario probar el siguiente lema.

Lema 5.3.2. Sea y un punto fijo de p en Jp y sea S un sector de delimitado
por los rayos exteriores R1 y R2 que aterrizan en y. Entonces existe un en-
torno U de y tal que ppU XSq está incluido en el sector delimitado por ppR1q

y ppR2q.

Demostración. Sea U un entorno de y que no contiene al punto cŕıtico. Tene-
mos que p´1pppR1 X Uqq tiene dos preimágenes cuyas fronteras son los rayos
exteriores R1, R2 y otros dos rayos exteriores que no aterrizan en y. Esto
implica que p : S X U Ñ ppS X Uq es un homeomorfismo y, por lo tanto,
ppS X Uq está incluido en el sector delimitado por ppR1q y ppR2q.

Demostración del teorema 5.3.1.

(1) Sea y11 P Jp X Tp el lugar donde aterriza el rayo interior del camino
regulado de Tp que pasa por x1. Por la proposición 5.2.8 parte 3 sabemos
que x1 es hoja de Tp y, por lo tanto, hay un solo rayo interior de V1 que
es parte de Tp. Además, por la misma razón, sabemos que p˝kpy11q “ y11La
proposición 5.1.2 nos da un homeomorfismo ηV1 : D̄Ñ V̄1. Sea z P BD tal
que ηV1pzq “ y11 entonces se cumple que

ηV1pz
2
q “ p˝kpηV1pzqq “ y11 “ ηV1pzq

de donde se deduce que z2 “ z. Esto implica que y11 “ ηV1p1q “ y1.

Por ser hoja del Tp se cumple que x1 es el único postcŕıtico en su com-
ponente de Jpzty1u. Además por la proposición 5.2.10 hay dos rayos
exteriores R1 y R2 que separan dicha región.

Los rayos R1 y R2 aterrizan en y1, por lo que p˝kpR1q y p˝kpR2q también
aterrizan en y1. Además, por el lema 5.3.2 el sector que determinan estos
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rayos debe contener a la componente de Tpzty1u que contiene a x1 y, por lo
tanto, deben separarlos del resto de Tp. Esto implica que, o bien p˝kpRiq “

Ri o bien los intercambia. Sin embargo, p˝k no pueden intercambiar a R1

con R2 pues de lo contrario revertiŕıa orientación.

Vamos a probar que el peŕıodo de estos rayos es exactamente k. Para eso
consideremos un m ă k y supongamos que p˝mpy1q “ y1. Hay un rayo
interior que une y1 y xm`1 que es la iamgen por p˝m del que une y1 con
x1. Por el lema 5.3.2 tenemos que un rayo interior que sale de xm`1 debe
estar en el sector que determinan p˝mpR1q y p˝mpR2q. Esto implica que
p˝mpR1q ‰ R1 y que p˝mpR2q ‰ R2.

(2) Esta demostración sirve tanto para θ como para θ1. Lo primero que ob-
servamos es que, como 2kθ ” θ mód 1, tanto θ como θ1 pertenecen a
Qodd.

Tenemos que buscar ϕ y ϕ1 para que el siguiente diagrama conmute:

S2 Ŝ

S2 Ŝ

ϕ1

f̃θ
p

ϕ

(5.1)

con ϕ y ϕ1 isotópicos relativo a Pf̃θ . Para lograr esto vamos a encontrar
conjuntos similares a las patas de la araña Sθ. Vamos a definir enton-
ces los conjuntos L̃θ,i como la unión del rayo exterior Rp2i´1θq con el
rayo interior de ángulo 0 de Vi. Como Rpθq aterriza en y1 tenemos que
ppRpθqq “ Rp2θq aterriza en ppy1q “ y2. Siguiendo el proceso tenemos
que cada rayo Rp2i´1θq aterriza en yi. A la unión de los L̃θ,i la denotamos
S̃θ

Observamos que si los L̃θ,i con i P t1, . . . ,m ´ 1u no se intersecan entre
śı entonces la unión de ellos es homeomorfa a la araña Sθ. Sin embargo,
puede pasar que y1 tenga peŕıodo menor que k, es decir que y1 “ yj
con j ‰ 1. Para evitar este problema podemos sustituir cada L̃θ,i por un
elemento cercano de su clase de homotoṕıa rel Pp que no corte a ningún
L̃θ,i evitando que pase por el punto yi (ver figura 5.3). Esto es posible por
la parte 1 de este teorema, ya que ninguno de los rayos se repite. A estos
nuevos conjuntos los llamamos Lθ,i y definimos el conjunto Sθ como

Sθ “
k
ď

i“0

Lθ,i
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Figura 5.3: Esquema de la demostración del teorema 5.3.1. Vemos qué pasa si
los L̃θ,i no son disjuntos. Los pétalos corresponden a los conjuntos Vi que son
adyacentes a y1. En este caso, al menos dos rayos Rp2i´1θq aterrizan en el mismo
punto (y1). Estos rayos están dibujados en naranja. Tomando elementos cercanos
en su clase de homotoṕıa podemos construir las patas Lθ,i (dibujadas en verde)
y aśı lograr que sean disjuntas. Podemos hacer una construcción análoga para el
ángulo θ1

Observamos que p´1pLθ,iq son dos arcos unidos en 8 pero, si i ‰ 1, solo
uno de ellos tiene a xi´1. Denotamos por L1θ,i´1 al arco preimagen que une
xi´1 con 8. A los arcos que son preimagen de Lθ,1 y tienen por extremo
a x0; llamamos L1θ,0 al que es homotópico a Lθ,0 y L2θ,0 al otro. También
denotamos la unión de los L1θ,i sin L2θ,0 por S 1θ.

Ahora podemos elegir un homeomorfismo ϕ : Sθ Ñ Sθ y, observando que
p : S 1θ Ñ Sθ es un homeomorfismo, definir ϕ1 : Sθ Ñ S 1θ como

ϕ1 “ p´1
˝ ϕ ˝ fθ

Aqúı aclaramos que, como θ P Qodd, tomando solo la mitad de la linea
divisoria Mθ podemos pensar a fθ como un homeomorfismo de la araña
(no extendida) en śı misma.

La construcción de ϕ y ϕ1 depende de las curvas que elegimos para cons-
truir Sθ. Sabemos que cada pata Lθ,i´1 es homotópica a L1θ,i´1 rel Pp.
Como ϕpLiq “ Lθ,i y ϕ1pLiq “ L1θ,i y ambas llevan los puntos Xi de la
araña en xi, concluimos que ambos mapas son isotópicos.

Por el truco de Alexander (teorema 1.0.1 del anexo A) y utilizando la
misma estrategia que empleamos en la construcción de los mapas araña
podemos extender ϕ y ϕ1 a homeomorfismos de toda la esfera. Claramente
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estos homeomorfismos coinciden en Pf̃θ . Además, por el corolario 1.0.3
del anexo A estos homeomorfismos son isotópicos relativos a Pf̃θ .

Observamos que la unión de L1θ,0 y L2θ,0, que llamaremos M , divide a la
esfera de la misma forma que Mθ la divide. El polinomio p restricto a cada
lado de M es inyectivo y, por lo tanto, podemos tomar las extensiones
de ϕ y ϕ1 de tal forma que el diagrama (5.1) conmute.

Definición 5.3.3. Decimos que θ y θ1 son ángulos compañeros si pθ y pθ1
conjugados.

Corolario 5.3.4. Sea θ P Qodd. Entonces θ tiene un único ángulo compañero.

Demostración. Supongamos que p es conjugado a pθ y a pσ. Sea α : pCq Ñ C
tal que pθ ˝α “ α˝pσ. Como la conjugación es de la forma αpzq “ az` b y el
mapa de Böttcher de grado 2 es único, tenemos que α manda rayos exteriores
en rayos exteriores. Además se cumple que αpTpθq “ Tpσ . Esto implica que
debe mandar rayos adyacentes a y1 para pθ a rayos adyacentes a y1 para pσ.
Esto implica que σ “ θ1.

La unicidad del teorema de Thurston nos dice que si un mismo mapa
de Thurston es equivalente Thurston a dos polinomios entonces esos polino-
mios son conjugados. Por lo tanto los ángulos θ y θ1 del teorema 5.3.1 son
compañeros.

5.4. El teorema del disco pinzado

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema que caracteriza el
conjunto de Julia relleno para polinomios con ciclo superatractor. En esta
sección vamos a trabajar con un polinomio pθ que es equivalente Thurston
al mapa araña f̃θ y denotamos su conjunto de Julia por Jθ y su conjunto
de Julia relleno por Kθ. Recordamos que, como el polinomio tiene un ciclo
superatractor, existe una extensión al borde del mapa de Böttcher γθ : S1 Ñ

Jθ.
También recordamos que si la órbita cŕıtica de pθ es tx0, . . . , xk “ x0u

entonces Vi es la componente de K̊θ que contiene a xi.
Vamos a definir la ĺınea divisoria: el equivalente al conjunto Mθ de la

araña extendida.

Proposición 5.4.1. Los rayos de ángulos θ{2 y pθ`1q{2 aterrizan en ηV0p0q
y ηV0p1{2q.
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Demostración. Ya vimos que el rayo exterior de ángulo θ aterriza en y1, la
ráız de V1. Luego, como Rp2tq “ pθpRptqq tenemos que los rayos de ángulos
θ{2 y pθ ` 1q{2 deben aterrizar en preimágenes de y1. Tenemos que, módulo
1, 2kθ “ θ, por lo que o bien 2k´1θ “ θ{2 o bien 2k´1θ “ pθ ` 1q{2. Esto
quiere decir que uno de los dos rayos aterriza en p˝k´1

θ pηV1p0qq “ ηV0p0q “ y0.
Finalmente, como pθpηV0p1{2qq “ ηV1p0q tenemos que ηV0p1{2q también es

preimagen de y1, por lo que el otro rayo debe aterrizar alĺı.

Definición 5.4.2. La ĺınea divisoria de pθ es la unión de los rayos exteriores
de ángulos θ{2 y pθ ` 1q{2 junto con los rayos interiores de ángulos 0 y 1{2
de la componente V0.

En la demostración del teorema 5.4.5 vamos a usar que la ĺınea divisoria
es la preimagen del rayo exterior Rpθq de pθ unido al rayo interior de ángulo 0
en V1. Además, la ĺınea divisoria divide el plano en dos regiones y no interseca
rayos exteriores con ángulo distinto a θ{2 y pθ ` 1q{2.

Proposición 5.4.3. Sea θ1 el ángulo compañero de θ. Entonces θ1{2 aterriza
en el mismo punto que pθ ` 1q{2.

Demostración. Supongamos por absurdo que la hipótesis no se cumple. Esto
implica que θ{2 y θ1{2 aterrizan en el mismo punto y, como Rpθ1q y Rpθq
determinan un sector, también lo harán Rpθ{2q y Rpθ1{2q. Podemos aplicar
el mismo razonamiento para Rppθ ` 1q{2q y Rppθ1 ` 1q{2q.

Supongamos ahora que θ ă θ1. Entonces tenemos la siguiente cadena de
desigualdades en p0, 1q

θ{2 ă θ1{2 ă pθ ` 1q{2 ă pθ1 ` 1q{2

Además tenemos que los intervalos rθ{2, θ1{2s y rpθ ` 1q{2, pθ1 ` 1q{2s van
a rtheta, theta1s por el mapa de duplicación de ángulos. Esto implica que el
sector delimitado por Rpθ{2q y Rpθ1{2q es disjunto al sector delimitado por
Rppθ ` 1q{2q y Rppθ1 ` 1q{2q, lo que es absurdo pues ambos deben contener
a x0 (la única preimagen de x1). La demostración es análoga si θ ą θ1.

Definición 5.4.4. Denotamos por A1θ a la componente conexa del comple-
mento de la ĺınea divisoria que contiene al rayo exterior de ángulo 0 y por
B1θ la otra.

Esta definición, al igual que la secuencia de entrelazado definida en 3.4.1
es ambigua, dado que no tenemos una manera a priori de decir si un punto
en la ĺınea divisoria está en A1θ o B1θ. Para resolver este problema usamos
el ángulo compañero: sea θ1 el ángulo compañero de θ. Si θ ă θ1 entonces
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decimos que el rayo exterior Rpθ{2q está en A1θ y Rppθ` 1q{2q está en B1θ. Si
θ ą θ1 los ubicamos al revés.

La razón de esta decisión es la propiedad 5.4.3. El rayo Rpθ{2q aterriza en
el mismo punto que el rayo Rppθ1`1q{2q y, si θ ă θ1, el rayo Rppθ1`1q{2q está
contenido en A1θ. Luego, la elección hace que θ y θ1 tengan la misma secuencia
de entrelazado, ya que Sigmapk ´ 1qθpθ

1q no es ambigua y Sigmapk ´ 1qθpθq
śı lo es.

Observación. Como el inverso del mapa de Böttcher conjuga el mapa z ÞÑ z2

con pθ entonces
p˝nθ pRptqq Ď A1θ ðñ Σn

θ ptq “ A

donde Σθptq es la secuencia de entrelazado de t para el ángulo θ.

Esta observación nos permite eliminar la ambigüedad de la secuencia
de entrelazado. El problema es que para eso necesitamos encontrar ángulos
compañeros.

Teorema 5.4.5 (Modelo de disco pinzado). Sea pθ un polinomio que es
equivalente Thurston a f̃θ con θ P Qodd. Sea γθ su lazo de Caratheodory, Jθ
su conjunto de Julia y Kθ su conjunto de Julia relleno. Entonces se cumple
que

γθpt1q “ γθpt2q ðñ Σθpt1q “ Σθpt2q

Demostración.

1: ùñ

La primera parte es la más simple de probar. Si t1 y t2 no están en la
órbita de θ y Rpt1q y Rpt2q aterrizan en el mismo punto entonces también lo
harán Rp2it1q y Rp2it2q. Como los rayos exteriores no pueden cortar la ĺınea
divisoria, esto implica que t1 y t2 tienen la misma secuencia de entrelazado.

Si t1 y t2 están en la órbita de θ, la elección que hicimos para levantar la
ambigüedad asegura que tendrán la misma secuencia de entrelazado.

2: ðù

Recordemos que en la demostración del teorema 2.4.1 encontramos dos
entornos de Jθ, llamados U y U 1, tales que ĎU 1 Ď U , p´1

θ pUq “ U 1 y pθ
ˇ

ˇ

U 1
:

U 1 Ñ U es un cubrimiento.
Vale la pena recordar la idea de la construcción de U . En este caso po-

demos considerar un entorno (arbitrariamente chico) de los puntos del ciclo
superatractor e intersecar su complemento con un entorno de Kθ que tenga
la siguiente forma:

VR “ tz P C : Gpzq ă Ru

donde G es la función de Green.
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Vamos a probar que si t1 y t2 tienen la misma secuencia de entrelazado
y si γθpt1q “ x y γθpt2q “ y entonces dU 1px, yq “ 0, donde dU 1 es la distancia
para la métrica hiperbólica de U 1.

Recordamos de la demostración del teorema 5.3.1 que el conjunto L̃i,θ es
la unión del rayo exterior Rp2i´1θq con el rayo interior de ángulo 0 de Vi.

Para cada m consideramos una curva αm en U 1 con extremos p˝mθ pxq y
p˝mθ pyq que no corte ningún conjunto L̃θ,i ni la ĺınea divisoria p´1

θ pL̃θ,1q. Esto es
posible ya que, como t1 y t2 tienen la misma secuencia de entrelazado, p˝mθ pxq
y p˝mθ pyq están en la misma componente del complemento de la ĺınea divisoria.
Además observamos que dos curvas que cumplan estas caracteŕısticas son
homotópicas rel Ppθ : efectivamente, si βm es una curva no homotópica a αm
entonces la concatenación de αm y β´1

m debe rodear un punto postcŕıtico xi
y, por lo tanto, cortar a L̃θ,i.

Como αm no corta ningún L̃θ,i entonces p´1
θ pαmq tampoco lo hará, y no

cortará la ĺınea divisoria. Esto implica que hay una preimagen de αm en cada
lado de la ĺınea divisoria y, por lo tanto, una de ellas une pm´1

θ pxq con pm´1
θ pyq

(que están en la misma componente del complemento de la ĺınea divisoria)
y, al no cortar ningún L̃θ,i, es homotópica a extremos fijos a αm´1.

Denotamos por δm a la geodésica para la métrica hiperbólica de U 1 que
está en la clase de homotoṕıa de αm a extremos fijos. Vamos a ver que hay
una componente de p´1

θ pδmq que es homotópica a δm´1 rel Ppθ . Por como
definimos a δm tenemos que es homotópica a extremos fijos a αm. Como
pθ : U 1 Ñ U es un cubrimiento y U Ď U 1 podemos levantar esta homotoṕıa a
U 1, lo que nos dice que p´1

θ pδmq tiene una componente que es homotópica a
extremos fijos a αm´1 y, por lo tanto, también a δm´1.

Otro hecho importante es que existe C1 ą 0 tal que lpδmq ă C1 para todo
m P N. Esto es porque el conjunto de Julia Jθ es compacto y su diámetro es
acotado.

Sea γ la curva que es componente de p´1
θ pδm´1q y es homotópica rel Ppθ a

δm´1, utilizando la desigualdad 2.9 (que mostraba que pθ expande la métrica
hiperbólica en U), tenemos que existe un C ă 1 tal que

lpδm´1q ď lpγq ď Clpδmq

Concatenando varias de estas desigualdades obtenemos que para todo m
se cumple

lpδ0q ď Cmlpδmq ď C1C
m (5.2)

Esto implica que dU 1pγθpt1q, γθpt2qq ď lpδ0q “ 0, y, por lo tanto, que
γθpt1q “ γθpt2q.
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Finalmente, usando la proposición 5.1.2 y el teorema 5.4.5 podemos de-
ducir que el conjunto de Julia relleno de un polinomio con ciclo superatractor
es homeomorfo a tomar el disco D y cocientar la envolvente convexa de los
puntos que tengan la misma secuencia de enterlazado, como se puede ver en
la figura 5.4.

Figura 5.4: Si colapsamos los poĺıgonos delimitados por geodésicas a un punto en
la figura obtenemos una superficie homeomorfa al conejo de Douady (el conjunto
de Julia de ppzq “ z2 `´0,123` 0,745i)
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Anexo A

El truco de Alexander

En este anexo vamos a ver que todo mapa de Sn´1 se puede extender al
disco Dn. Si bien la prueba es simple, este teorema es de gran utilidad en
este trabajo. En particular lo usamos para probar la unicidad de los mapas
araña a menos de isotoṕıas.

Teorema 1.0.1 (Truco de Alexander). Sea f : Sn´1 Ñ Sn´1 un homeomor-
fismo que preserva orientación. Entonces existe una extensión f̃ : Dn Ñ Dn

de f que es un homeomorfismo en el interior.

Demostración. Vamos a definir f̃ expĺıcitamente por medio de la extensión
radial.

f̃pxq “

$

&

%

|x|f

ˆ

x

|x|

˙

si x ‰ 0

0 si x “ 0

Cuando x ‰ 0, claramente f̃ es continua. Como |f̃pxq| “ |x|, también es
continua en 0. Además, tenemos que si Sr “ tx P Dn : |x| “ ru entonces
f̃ : Sr Ñ Sr es biyectiva pues f lo es. Esto implica que es biyectiva en todo el
disco. Como su inversa es la misma expresión definida para f´1, concluimos
que f es un homeomorfismo.

Otro resultado importante es la unicidad a menos de isotoṕıa.

Teorema 1.0.2. Sean f : Dn y g : Dn homeomorfismos que preservan orien-
tación tales que f

ˇ

ˇ

Sn´1 “ g
ˇ

ˇ

Sn´1. Entonces f y g son isotópicos.

Demostración. Vamos a construir una isotoṕıa entre f y f̃ , siendo f̃ la ex-
tensión radial de f

ˇ

ˇ

Sn´1 . Para ello, construimos la isotoṕıa expĺıcitamente.
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Ftpxq “

#

f̃pxq si |x| ě t

tfpx{tq si |x| ď t
(1.1)

Claramente se cumple que F0 “ f̃ y F1 “ f . Además observamos que
cuando |x| “ t se cumple que f̃pxq “ tfpx{tq dado que ambas funciones
coinciden en el borde.

Ahora vamos a ver que Ft es biyectiva. Ya vimos en la demostración del
teorema anterior que |f̃pxq| “ |x| ě t. Además, |tfpx{tq| ď t. Luego, Ft es
inyectiva. Es inmediato ver que además es biyectiva, por lo que tenemos la
isotoṕıa buscada.

Aplicando el mismo razonamiento para g y combinando ambas isotoṕıas
tenemos lo buscado.

Corolario 1.0.3. Si f : Dn Ñ Dn y g : Dn Ñ Dn son isotópicos en el borde
entonces son isotópicos.
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Anexo B

El teorema de
Riemann-Hurwitz

En este anexo demostraremos un teorema que que usamos en varias partes
de la monograf́ıa. Si bien el resultado vale para superficies en general, vamos
a probarlo solo para la esfera.

No vamos a dar una demostración formal de este teorema. Lo que śı vamos
a hacer es dar la idea de por qué se cumple.

Teorema 2.0.1 (Riemann-Hurwitz). Sea f : S2 Ñ S2 un cubrimiento ra-
mificado de la esfera de grado d. Entonces la cantidad de puntos cŕıticos
(contados con multiplicidad) es 2d´ 2

Idea de la demostración. Tomamos una triangulación T de S2 de tal forma
que los valores cŕıticos sean vértices y que el resto de las aristas y caras
queden en un dominio fundamental. Sean V,E y F la cantidad de vértices,
aristas y caras de la triangulación. Se puede probar que la caracteŕıstica de
Euler de la esfera es 2, esto implica que

V ´ E ` F “ χpS2
q “ 2

Tenemos que p´1pT q es otra triangulación. En general cada vértice, arista
y cara de T tendrá d copias de śı mismo en p´1pT q. Esto no es cierto para
los valores cŕıticos, que tienen una menor cantidad de preimágenes. Si v es
un valor cŕıtico la cantidad de preimágenes que le faltan es equivalente a la
cantidad de puntos cŕıticos c tales que fpcq “ v contados con su multiplicidad.
Esto implica que p´1pT q tendrá dV ´ r vértices, donde r es la cantidad de
puntos cŕıticos (contados con multiplicidad). Además, la cantidad de aristas
y caras son dE y dF respectivamente.

Todo esto implica que
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dV ´ r ´ dE ` dF “ χpS2
q “ 2

luego, como V ´ E ` F “ 2 tenemos que

r “ 2d´ 2
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Anexo C

Visualizando el conjunto Kp

Para realizar algunos dibujos de este trabajo implementé un programa en
Python que permite obtener distintos conjuntos de Julia. El programa está
basado en otro similar que se puede encontrar en [4].

Para esta implementación se utilizó la libreŕıa “numpy” para realizar
cálculos y la libreŕıa “PIL” para dibujar los conjuntos pixel por pixel.

La idea del programa es elegir n puntos de C e iterar el mapa pcpzq “ z2`c
una cierta cantidad de veces. Si el valor se mantiene pequeño entonces el
punto pertenece a Kpc y lo pintamos de negro, de lo contrario, el conjunto
pertenece a la cuenca de infinito y lo pintamos de blanco.

Una variante de este programa (que se encuentra en la figura 3.1) nos
permite analizar la velocidad con la que los puntos se van a infinito, y, cuando
se detectan cambios, oscurecer un poco el color. Esto permitió encontrar un
esquema de las curvas equipotenciales, como en la figura 2.2.

Una pregunta que es natural hacer es ¿por qué sólo probar con mapas del
tipo de pc? ¿por qué no probar con todo tipo de polinomios de grado 2? La
respuesta a esto la podemos encontrar en la siguiente proposición.

Proposición 3.0.1. Sea p un polinomio de grado 2, entonces existe c tal que
p es conjugado a pc

Demostración. Sea c˚ el punto cŕıtico de p. Conjugando por z ÞÑ z´c˚ pode-
mos considerar que el punto cŕıtico es 0. Luego, tenemos que p es conjugado
a un polinomio p2 de la forma

p2pzq “ az2
` c

Finalmente, tenemos que, conjugando con el mapa z ÞÑ az se cumple que

ap2pz{aq “ a2 z
2

a2
` ac “ z2

` ac
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Combinando ambas conjugaciones obtenemos lo buscado.
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1 import numpy as np
2 from matp lo t l i b . pyplot import imshow
3 from PIL import Image , ImageDraw
4
5
6 # Resolucion de l a imagen
7 w, h = 2500 , 2500
8
9 # Rango e j e r e a l y e j e imaginar io

10 re min , re max = ´2.0 , 2 . 0
11 im min , im max = ´2.0 , 2 . 0
12
13 # Generar p i x e l e s
14 r e a l r a n g e = np . arange ( re min , re max , ( re max ´ re min ) /

w)
15 imag range = np . arange ( im max , im min , ( im min ´ im max ) /

h)
16
17 #S u s t i t u i m o s l o s v a l o r e s en base a l po l inomio que querramos

generar .
18 c re = 0
19 c r i = 0
20 f i l ename = ’ z2´{}+{} j . png ’ . format ( cre , cim )
21 base = Image . new( ’L ’ , (w, h) , c o l o r=’ white ’ )
22 d = ImageDraw . Draw( base )
23 cur = ´1
24 #Mapear p i x e l e s a e j e r e a l e imaginar io
25 for y , im in enumerate( imag range ) :
26 for x , re in enumerate( r e a l r a n g e ) :
27 z = complex( re , im)
28 c = complex( cre , cim )
29 n = 255
30 #I t e r a r has ta que e l modulo d e l punto sea mayo a

10000
31 while abs ( z ) < 10000 and n >= 5 :
32 z = z∗z + c
33 n = n ´ 5
34 #Cuanto mas demora en i r s e a i n f i n i t o mas oscuro se

p i n t a e l punto
35 d . po int ( ( x , y ) , f i l l =n)
36
37
38 base . save ( f i l ename , ”PNG” )
39 imshow (np . asar ray ( base ) )

Figura 3.1: Programa desarrollado en Python para visualizar los conjuntos Kpc
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(a) c „ ´0, 9907` 0, 1147i (b) c „ ´0,6555` 0,3907i (c) c „ ´0,4865´ 0,4761i

(d) c „ ´0,7851´ 0,0055i (e) c „ ´0,8345´ 0,1159i (f) c „ 0,3865` 0,1564i

(g) c „ 0,3262` 0,4413i

Figura 3.2: Algunos conjuntos de Julia relleno. Como podemos observar algunos
son conexos y otros no.
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