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Resumen

En meteorologia, asi como en otras ciencias, el estudio de fen6menos extremos represen-
tan grandes desafios. Al trabajar con datos extremos, es importante tener en cuenta que
las metodologias cldsicas no son las més adecuadas, siendo la teoria de valores extremos el
marco apropiado en estos casos. El objetivo principal del presente trabajo consiste en es-
tudiar la existencia de patrones espaciales de las preciptaciones maximas anuales diarias
dentro del territorio uruguayo. En una primer etapa se estudiardn las distribuciones limite
marginales de los valores extremos en cada estacién meteorolégica. En una segunda etapa
se aplicaran metodologias de spatial clustering. Encontrar patrones espaciales con méto-
dos basados en desviaciones de la media utilizando la distancia Euclidiana (L.2) puede no
ser la estrategia mds apropiada en el contexto estudio de valores extremos. Una estrategia
interesante para enfrentar este reto es utilizar un algoritmo de agrupamiento denominado
Partitioning Around Medoids (PAM) utililizando como distancia el F-madogram. Se cuenta
con una base de datos de precipitaciones diarias en 20 localizaciones del Uruguay para el
periodo de enero 1981 a diciembre 2013. Se trabajo en bloques de maximos anuales diar-
ios. Se encontr6 que en 18 localizaciones de las estudiadias, la distribucién GEV que mejor
ajusta a los datos es del tipo Gumbel. Para llegar a dicha conclusién, luego de estimados los
parametros, se procedi6 a relizar un test de hipdtesis de Cramér-von Mises recortado para
testear Hy : X ~Gumbel(u, 0) contra H; : Hp no es cierto. Mercedes y Rocha sin embargo
rechazaron la hip6tesis nula, siendo ambas modeladas segun la distribucion de Fréchet. Re-
specto a las metodologias de clustering, si se agrupa en base a los pardmetros estimados de
las distribuciones GEV, se encuentran dos grupos, mientras que si se agrupa en funcién a los
datos de lluvias extremas diarias anuales de cada afio con PAM utilizando el F-madograma
como distancia, las estructuras de grupos encontradas fueron débiles o el algoritmo no logré
captarlas. Algunos resultados obtenidos en las distintas agrupaciones se correspondieron
con los resultados de un test de independencia en base a ratios de recurrencia realizado a
todos los pares de estaciones de estudio.

Palabras clave: Precipitaciones extremas anuales; teoria de valores extremos; spatial cluster-
ing.
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Partl
Introduccion

1 Introduccion

Los impactos causados por eventos meteorologicos extremos pueden tener graves conse-
cuencias tanto econoémicas como humanas. En 1988, el Centro de Investigacion sobre Epi-
demiologia de los Desastres (CRED [15]) lanz6 la base de datos de eventos de emergencia
(EM-DAT). EM-DAT fue creado con el apoyo inicial de la Organizacion Mundial de la Salud
(OMS) y el Gobierno de Bélgica. Segtin su publicacion [52] en el que s6lo se analizaron desas-
tres naturales, en 2018 se registraron 315 eventos de desastres naturales con 11.804 muertes,
mads de 68 millones de personas afectadas y US$ 131.7 mil millones en pérdidas econ6émi-
cas en todo el mundo. Los terremotos fueron el tipo de desastre méds mortal que repre-
sentd el 45% de muertes, seguido de inundaciones con 24%. Las inundaciones afectaron
al mayor ntimero de personas, representando el 50% del total afectado, seguido de tormen-
tas, que representaron el 28%. En relacion con la década anterior (2008-2017), en 2018 hubo
menor cantidad de desastres en comparacion con el promedio anual de 348 eventos, menos
muertes en comparacion con el promedio anual de 67.572, menos personas afectadas en
comparacion con el promedio anual de 198.8 millones personas afectadas y menores pérdi-
das econdémicas en comparacion al promedio anual de US$ 166.7 mil millones. Algunos de
los eventos que afectaron fuertemente durante el periodo 2008-2017 fueron el terremoto de
2010 en Haiti (222.500 muertes); sequia en la India en 2015/2016 dejando 330 millones de
personas afectadas, terremoto y tsunami en Japén en el 2011 con US$ 210 mil millones en
dafios y perjuicios. Sobre los eventos registrados en 2018 se puede destacar dos terremotos
en Indonesia (4.904 muertes). Cabe destacar que las inundaciones han afectado a mas per-
sonas que cualquier otro tipo de desastre en el siglo XXI, incluso en 2018 (127 eventos). Es
importante destacar que CRED define un desastre como «una situaciéon o evento que satura
la capacidad local, lo que requiere un solicitud a nivel nacional o internacional para asisten-
cia externa; un imprevisto y a menudo repentino evento que causa gran dafio, destruccion
y sufrimiento humano». Ademads para que el evento sea ingresado en dicha base de datos,
se deben cumplir al menos alguno de los siguientes criterios: 10 o mds personas reportadas
fallecidas, 100 o més personas reportadas afectadas, declaraciéon de estado de emergencia 6
convocatoria de asistencia internacional. Los datos se compilan a partir de diversas fuentes,
incluidas agencias de la ONU, organizaciones no gubernamentales, compafiias de seguros,
institutos de investigacion y agencias de prensa.

El Foro Econémico Mundial (World Economic Forum) [40], es una organizacion publico-
privado, sin 4nimo de lucro que retne a los principales mandatarios de organizaciones in-
ternacionales, dirigentes de varios paises, lideres de empresas y personas de reputado pres-
tigio a nivel mundial para analizar los principales riesgos, retos y oportunidades que ofrece
el panorama internacional, asi como las principales tendencias geopoliticas, econ6micas
y sociales a nivel global. Anualmente realizan un informe denominado «Informe de riesgos
mundiales» en donde se analiza la percepcién de riesgos globales a partir de una encuesta en
la que participan aproximadamente 1.000 expertos y tomadores de decisiones. En la misma
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se solicita evaluar tanto la probabilidad como el impacto de los riesgos mundiales' en una
escala del 1 al 5, donde en lo que a probabilidad refiere 1 representaba un riesgo con pocas
probabilidades de ocurrir y 5 un riesgo con muchas probabilidades de ocurrir; mientras que
para medir el impacto la escala va de 1 (impacto minimo), 2 (impacto menor), 3 (impacto
moderado), 4 (impacto severo) y 5 (impacto catastréfico). En la figura (1.1) se puede obser-
var como los riesgos ambientales asociados a eventos extremos se encuentran relacionados
a alta percepcion de probabilidades de ocurrencia asi como a niveles altos de impacto y con-
secuencias. Como conclusién de este informe, y en lo que tiene que ver con riesgos extremos
asociados a la naturaleza, los eventos climaticos extremos (inundaciones, tormentas, etc.),
fracaso de la mitigacion y adaptacion al cambio climético, asi como grandes desastres nat-
urales (terremoto, tsunami, erupcion volcénica, etc.) se encuentran dentro del top 5 en lo
que a percepcion de probabilidad de ocurrencia refiere. Respecto a riesgos por impacto, los
grandes desastres naturales también forman parte del top 5.

Desde la CEPAL (Comision Econémica para América Latina y el Caribe) también advierten
de la ocurrencia e impacto de eventos extremos en lo que es Latinoamérica y el Caribe. Una
de las lineas de investigacion y trabajo de esta institucién abarca la colaboracién con cada
pais en el desarrollo y obtencién de estadisticas e indicadores de cambio climatico, even-
tos extremos y desastres naturales. En ese sentido en Uruguay se estan realizando esfuer-
zos en conjunto con diversas entidades entre ellas, INE (Instituto Nacional de Estadistica),
SINAE (Sistema Nacional de Emergencias), INUMET (Instituto Uruguayo de Meteorologia),
CECOED (Centros Coordinadores de Emergencias Departamentales), Policia Nacional de
Trénsito, MIDES (Ministerio de Desarrollo Social), DNIC (Direccién Nacional de Identifi-
cacidn Civil), DINAGUA (Direccién Nacional de Aguas) y el Ministerio del Interior. En febrero
del 2019 se realiz6 el Taller CEPAL «Estadisticas e indicadores de cambio climatico, eventos
extremos y desastres» en el que se marcaron diversos objetivos, entre ellos la creacién de un
sistema de informacién integrado para el procesamiento y gestion de riesgos, denominado
MIRA, con el que se pretende por un lado generar, integrar y procesar informaciéon de forma
unificada y estandarizada asi como la generacion de indicadores y estadisticas de calidad
para apoyar la toma de decisiones en la prevencion, mitigacion, respuesta y recuperacion
del riesgo de emergencia. También se ha propuesto un sistema de monitoreo (SENDAI) para
el registro e integracion internacional de indicadores referentes a dafios y pérdidas atribui-
dos a desastres como ser mortalidad, personas afectadas, pérdida econémica, sistemas de
alerta temprana, entre otros.

ISe define «riesgo mundial» como un evento o una condicién potencial que, si se produce, puede tener un
impacto negativo significativo en varios paises e industrias dentro de los préximos diez afios segtin definicién
dada en [40].
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Figura 1.1: Percepcion de riesgos globales. Fuente: Informe de riesgos mundiales 2019,
World Economic Forum.

De la base de datos de eventos de emergencia (EM-DAT) surge que para Uruguay los may-
ores desastres naturales durante el periodo 1967 a 2014, ordenados en funcion a rangos rela-
cionados con la poblacion afectada y pérdidas humanas y econémicas fueron: inundaciones
(224.263 personas afectadas, 23 muertes y US$ 89.000.000 en pérdidas econdmicas), tormen-
tas (2000 personas afectadas, 11 muertes y US$ 25.000.000 en pérdidas econémicas). Tem-
peraturas extremas ha dejado en dicho periodo 11 muertes y sequias han provocado alrede-
dor de US$ 250.000.000 en pérdidas econémicas al pais.
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El aumento de la variabilidad climética, a nivel mundial y en nuestro pais, impone la necesi-
dad de contar con herramientas que permitan analizar dichos fenémenos extremos para
poder prevenir y/o minimizar los impactos causados por los mismos. Es por ello de suma
importancia poder contar con estudios y andlisis que otorguen herramientas e informaciéon
que puedan ser utilizadas para una mejor comprensién de dichos fenémenos y es una de las
principales motivaciones de la presente tesis.

2 Antecedentes

La exploracién y andlisis de datos meteorolégicos extremos ha venido en aumento dado el
crecimiento en la variabilidad climética. Diversos estudios académicos se han centrado en
la utilizacion de la teoria de valores extremos para poder obtener conclusiones al respecto.
Se puede mencionar por ejemplo el trabajo [42] que estudi6 las caracteristicas de las pre-
cipitaciones extremas en La Rioja, Espafia, analizando tanto la intensidad (mm méximos
anuales diarios) asi como también la acumulacién de precipitaciones como consecuencia
de la persistencia de lluvias, durante cierto periodo de tiempo. Se obtuvieron cartografias
que reflejaron la maxima intensidad, magnitud y duracién esperada. En [25] se estudiaron
las precipitaciones extremas en Venezuela, ajustando modelos GEV a partir de la estimacion
de los pardmetros, usando métodos Bayesianos. Los resultados arrojaron que los mode-
los Gumbel y Fréchet son los mds apropiados para representar los méximos anuales en las
localidades estudiadas. Sin embargo, en localizaciones con mesoclimas dridos o muy hiime-
dos, el modelo Weibull es mdas apropiado. También se han analizado otro tipo de variables
climaticas haciendo uso de dicha metodologia, entre ellas se puede mencionar el trabajo
de [4] en el que se estudia no s6lo las precipitaciones maximas sino que se realiza un andli-
sis de la tendencia de la temperatura tanto maxima como minima en el Estado de Durango,
México. Otra variable climética analizada utilizando este tipo de metodologia es el viento, en
este sentido se puede mencionar [16] el cual analiza la velocidad extrema de dicho fenémeno
en el territorio cubano, ya que obtener este tipo de estimaciones es de suma importancia por
ejemplo para el disefo estructural.

Otros trabajos han combinado la teoria de valores extremos con otro tipo de metodologias
como ser copulas, clustering, y otros. Se puede mencionar por ejemplo [39], cuyo obje-
tivo fue obtener un modelo espacio-temporal para las precipitaciones diarias méximas en
el Estado de Guanajuato, México. En dicho trabajo se implement6 la teoria de valores ex-
tremos multivariados a través de procesos max-estables y también la modelizacién multi-
dimensional de la dependecia a partir de c6pulas extremas. En [3] se combina la teoria de
valores extremos con metodologias de clustering, para analizar las precipitaciones extremas
en Francia. Se comparan las metodologias de clustering k-means con PAM, utilizando como
distancia la funcién F-madograma. En [2] se utiliza la teoria de valores extremos en dos
etapas, para estimar las precipitaciones extremas en Francia a nivel espacial, a partir de in-
formacion satelital de baja y alta resoluciéon. En la primer etapa se ajusta una distribucién
estadistica para vincular la resolucién alta y baja de variables en algunos lugares dados. En la
segunda etapa, dada esta funcién link, se simula un proceso max-estable condicional con el
cual obtener una estimacion de las precipitaciones maximas en cualquier punto de la region
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de estudio. Otro trabajo que esta en esta linea es [1], donde se utiliza los procesos max-
estables condicionales a los valores observados en ciertos puntos de la regién en estudio,
para obtener una estimacion de las precipitaciones extremas en aquellos lugares donde no
se posee informacion. Dicho trabajo se centr6 en la region sur de Francia y el proceso max-
estable condicional utilizado mostraba buena performance siempre que los supuestos de
estacionariedad se cumplieran. En [53] se estudiaron las precipitaciones méaximas en Bél-
gica también utilizando teoria de valores extremos e incorporando informacién respecto de
la dependencia espacial, a través del madograma, en el andlisis. En dicho trabajo se con-
cluy6 que el grado de dependencia de las precipitaciones extremas en ese pais varia mucho
segun tres factores: la distancia entre dos estaciones, la estacion (verano o invierno) y la du-
racion de la acumulacién de precipitacién (por hora, dia, mes, etc.).

Un trabajo aplicado a la region de América del Sur relacionados al estudio de eventos ex-
tremos es [46]. Estudia el desempefno de ocho modelos climéticos globales acoplados (IPCC
AR4), en la simulacién de indices anuales de eventos climdticos de temperatura extrema y
precipitacion en América del Sur. Se compararon dos indices de temperatura extrema y tres
indices de precipitacion extrema, a partir de informacién de estaciones meteorolégicas du-
rante 1961-2000. Se puede destacar dentro de las conclusiones que para las precipitaciones,
el indice mejor representado por los modelos es el R95t, que relaciona las precipitaciones ex-
tremas, con el climalocal. En [51] se estudi6 la variabilidad interdecadal observada en la dis-
tribucion de los eventos de temperatura que superan un determinado umbral, en cinco esta-
ciones meteorolégicas de Argentina, durante el periodo 1941-2000, mediante la aplicacion
de la teoria de valores extremos. Los resultados arrojaron una disminucién en la intensidad
de eventos extremos cdlidos durante todo el periodo de estudio, junto con un incremento
en su frecuencia de ocurrencia durante los ultimos 20 afos del siglo XX. Los extremos frios
también muestran una disminucién en intensidad. Sin embargo, los cambios en su frecuen-
cia de ocurrencia no son tan consistentes entre las diferentes estaciones estudiadas.

En Uruguay sin embargo, son escasos los trabajos que han estudiado los fenémenos ex-
tremos meteorologicos o climéticos. Se destaca el trabajo de [14] en donde se estudi6 los
vientos fuertes y pone en consideracion que se revise y actualice la norma UNIT 50-84. Al-
gunos resultados obtenidos resaltan por ejemplo que el comportamiento geogréfico de los
vientos fuertes difiere del indicado en el mapa nacional de vientos extremos dado por la
norma de viento UNIT 50-84. Adicionalmente, se obtuvieron resultados que evidenciaron
que la distribucion de vientos extremos promediados en 10min para Montevideo puede ser
modelada adecuadamente por una distribucién Gumbel, mientras que la norma UNIT 50-
84 propone una distribucion Fréchet para las rdfagas de viento.

3 Objetivos

El trabajo se llevo a cabo con la finalidad de modelar las precipitaciones extremas anuales
acumuladas en 24 horas (diarias) en Uruguay asi como investigar la existencia de patrones
espaciales de dicho fenémeno. Se conté con una base de datos diarios de precipitaciones en
el periodo 1981 a 2013 de 19 estaciones meteoroldgicas y 1 estacion pluviométrica. En ese
marco se plantearon dos objetivos:
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1. Estudiar la distribucion de valores extremos de las precipitaciones en cada una de las
estaciones meteoroldgicas, asi como estimar los niveles de precipitaciones extremas
para ciertos periodos de retorno como ser 10, 20, 50 o 100 anos. La teoria de valores
extremos proporciona un modelo tedrico para representar el comportamiento de los
maximos registrados en diferentes ubicaciones. El desafio que presenta estudiar es-
tadisticamente los fen6menos extremos, radica en que las caracteristicas respecto de
los procesos espaciales implicitos no se comportan segiin una distribucién Gaussiana,
sino que por el contrario hay que acudir a la teoria de valores extremos para su carac-
terizacion. Diversas bibliografias hacen un desarrollo profundo respecto de teoria de
valores extremos ( [44], [13], [11], [10]), también se pueden encontrar diversos estudios
relacionados a la estadistica espacial ( [9], [19]) entre otros.

2. Identificar patrones espaciales de las precipitaciones extremas en Uruguay. Para ello
se recurre a metodologias de spatial clustering. El andlisis de clustering clésico tiene
por objetivo conformar grupos de acuerdo a ciertas caracterteristicas que pueden ser
de interés, de manera que dentro de cada grupo los elementos sean lo mas homogé-
neos posible. La homogeneidad (y heterogeneidad) estard medida a través de una dis-
tancia pre-definida, diversas bibliografias profundizan estas técnicas como por ejem-
plo [29] y [18]. Encontrar patrones espaciales con métodos basados en desviaciones
de la media (i.e. varianza) y utilizando la distancia Euclidiana (L2), puede no ser la es-
trategia mds apropiada en el contexto de estudio de valores extremos. La mayoria de
los métodos cldsicos de agrupaciones calculan los nuevos centroides en cada paso del
algoritmo promediando las observaciones dentro de cada grupo. Los promedios de
las observaciones normalmente distribuidas siguen siendo gaussianos, pero prome-
dios de valores maximos no se comportan de igual manera. Una estrategia interesante
para enfrentar este reto es utilizar un algoritmo de agrupamiento denominado Parti-
tioning Around Medoids (PAM) propuesto por Kaufman y Rousseeuw (ver [34]). A su
vez se utilizard una distancia basada en una medida de la dependencia espacial no
paramétrica denominada F-madogram (propuesta por [7] y [41]).

4 Climatologia de precipitaciones en Uruguay

Uruguay se encuentra situado en la parte oriental del cono sur americano. Limita al noreste
con Brasil, al oeste y suroeste con Argentina y tiene costas sobre el Rio de la Plata por el sur
y costas sobre el océano Atldntico por el sureste. Posee una superficie terrestre de 176.215
km? siendo el segundo pais mas pequefio de Sudamérica, después de Surinam. El relieve de
Uruguay se caracteriza por poseer regiones de penillanuras y llanuras surcadas por cuchillas.
El clima es templado, con una temperatura media de 17,5 °C, siendo enero el mes més célido,
con una media de 22,6 °C, y julio el mes mas frio, con una media de 10,6 °C. Las lluvias son
abundantes y varian de los casi 1000 mm acumulados anuales en el sur a los 1500 mm acu-
mulados anuales en el norte, en la frontera con Brasil.

A continuacién se presenta un mapa de las precipitaciones acumuladas a diciembre del afio
2017:
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Precipitacion acumulada (mm) durante el afio 2017
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Figura 4.1: Precipitaciones acumuladas en el afio 2017. Fuente: INIA

Como puede verse en Figura 4.1, a pesar de que Uruguay no posee cambios en relieve sig-
nificativos, las precipitaciones no se comportan de la misma forma en dicho territorio. Por
ejemplo en el afio 2017, la zona norte presenté una mayor acumulacion de precipitaciones,
mientras que la zona sureste y suroeste son las zonas con menor presencia de lluvias durante
ese ano.

En esta tesis, se desea estudiar y analizar si el comportamiento de las lluvias extremas tam-
bién cambia conforme a la localizacién geografica o época del afo, utilizando metodologias
que han resultado exitosas en otros paises. Uno de las mayores consecuencias de las precip-
itaciones extremas viene dada por las inundaciones que las mismas provocan.

Se puede destacar por ejemplo la inundacién de 1959, hecho histérico ocurrido en abril de
dicho afio. Puntualmente, las lluvias comenzaron el 24 de marzo y fueron intensas y persis-
tentes hasta fines de abril. La represa de Rincén del Bonete sufrié severas consecuencias.
Segun registros encontrados se dice que en el norte del pais el promedio de lluvias mensual
del mes de abril ascendié a 600 mm (cuando en general el promedio de lluvias acumuladas
mensuales es de 112 mm aproximadamente). En la zona de Tacuarembo6 Chico se registré
el méximo absoluto de 1.200 mm siendo superior al promedio anual en esta misma zona
(1.100 mm).

Otras inundaciones que han afectado distintas localidades de Uruguay dentro del periodo
de estudio (1981 a 2013), debido a las intensas lluvias, han sido las inundaciones de Agosto
1986, Junio 1992, Abril 1998, Mayo 2000, Junio 2001, Abril 2002, Mayo 2007, Noviembre 2009.

A continuacion se muestran los registros de las precipitaciones acumuladas mensuales (Acum.
Mensual) para algunos de los periodos de inundaciones mencionados anteriormente, para 20
estaciones meteorolégicas del pais. Dichos valores se comparan con los registros de precip-
itaciones maximas diarias del mes en cuestion (Max. Mensual) y con los valores de precipita-
ciones acumulados promedios del mes, obtenido en el periodo 1981 a 2013 (Prom. Mensual).
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Figura 4.2: Inundaciones de Abril 2002. Fuente: elaboracién propia en R.

Del grafico 4.2 se visualiza c6mo los valores de precipitaciones acumulados del mes super-
aron en la gran mayoria de las estaciones meteoroldgicas el valor promedio correspondiente
a cada una por el doble o hasta el triple de dicho valor como es el caso de Tacuarembé. Sélo
los registros de las estaciones de Aeropuerto de Carrasco y Melilla, Colonia y Prado no su-
peraron el valor promedio respectivamente. En dichas regiones es donde menos afectacion
hubo de las precipitaciones de dicho afio y corresponden a estaciones de la region sur del
pais. Mientras que los valores de lluvias promedios mensuales no superaron los 150 mm,
en el aflo 2002 para ese mes, los valores acumulados alcanzaron valores cercanos a los 400
0 mas mm, siendo la region de Tacuarembo una de las mas afectadas alcanzando el registro
maximo de lluvia acumulada de 430.6 mm. También se destaca que en los casos de Artigas,
Durazno, Melo, Rivera, Tacuaremb6 y Young el valor de precipitaciones maxima diaria al-
canzo el valor de lluvia acumulada promedio del mes.
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Figura 4.3: Inundaciones de Junio de 1992. Fuente: elaboracion propia en R.

Del gréfico 4.3 se visualiza que el valor maximo acumulado mensual se registr6 en la estacion
Tacuarembd. También las precipitaciones acumuladas del mes en cuestion, para la mayoria
de las estaciones de la region norte (Artigas, Bella Unioén, Melo, Paso de los Toros, Rivera,
Tacuarembo y Treinta y Tres), estuvieron por encima del promedio mensual correspondi-
ente. De laregion sur, sélo las estaciones meteorologicas de Aeropuerto de Carrasco y Prado,
presentaron valores de lluvias acumuladas en el mes por encima del valor promedio. Tam-
bién es interesante notar que para las estaciones del norte del pais, Artigas, Bella Unidn,
Tacuarembd y Treinta y Tres los valores de lluvias maximas diarias del mes se acercaron sig-
nificativamente a los valores de los promedios mensuales correspondientes.
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Figura 4.4: Inundaciones Noviembre de 2009. Fuente: elaboracion propia en R.

De la Figura 4.4 se visualiza que en las 20 estaciones meteorolégicas el valor acumulado
en dicho mes super6 ampliamente el valor acumulado promedio. Las localidades que pre-
sentaron valores acumulados por encima de los 250 mm fueron las de Artigas, Bella Union,
Durazno, Melo, Palmitas, Paso de los Toros, Paysandu, Salto, Tacuaremb6 y Trinidad, reg-
istrdndose en Artigas el valor maximo acumulado de 613.3 mm. Notar que para este mes,
en las localidades de Artigas, Bella Unidn, Salto y Trinidad, los registros de lluvias maximas
diarias de dicho mes, superaron el valor del promedio acumulado correspondiente.

Como se vi6 en gréficos anteriores, los comportamientos de las lluvias extremas son distin-
tas en funcion de la localidad geogréfica del pais asi como del mes del afio en que se estudie.
Esta tesis intentard aportar en ese sentido iniciando la investigacion con el estudio de las
lluvias diarias extremas anuales.

En la segunda parte, se verd el desarrollo metodolégico, por una lado la teoria de valores
extremos y por otro la teoria de andlisis de clustering. En la tercer parte se presentaran los
datos con los que se trabajard y los resultados obtenidos. Por ultimo, en la cuarta parte, se
presentardn las conclusiones obtenidas.
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Part 11
Metodologias

5 Teoria de valores extremos

5.1 Introduccion

La teoria de valores extremos proporciona las herramientas necesarias para la correcta ex-
trapolacién de informacion relacionada a valores extremos de una variable. Es decir, dada
cierta distribucién desconocida, denotada como F, se busca realizar inferencia sobre los
valores asociados a la cola de dicha distribucion. Ello presenta varios inconvenientes dado
que es probable que se cuente con pocas observaciones asociados a la cola de F y las téc-
nicas clésicas de estimacion resultan eficientes si se posee una cantidad suficiente de datos.
También es posible que se quiera estimar valores por encima de los maximos de la propia
muestra.

Uno de los intereses de esta tesis, se centra en estudiar la distribucién del méximo de precip-
itacion anual registrado en un dia, para una estacion dada. Es asi que, fijada una estacion,
se define M,, = max{Xi, Xo,..., X;;} el mdximo anual de precipitacion registrada en n = 365
dias, con X; la precipitacion acumulada en el dia i en dicha estacion. Sea {X;, Xy, ..., X;;} una
cantidad finita de variables aleatorias que se suponen independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Si se conociera la distribucion exacta de X; (F(x)) se puede calcular exactamente
la distribucién de M, ya que

PMp,<2z)=P(X1<2,X2<2,..X,<2)=P(X1 < 2)P(X», <2)..P(X, <2)=(F(z)". (5.1)

En la practica no se conoce la distribucién de X;, y si asi fuera la expresién analitica de F” po-
dria ser muy compleja. La teoria de valores extremos muestra que bajo ciertas condiciones
se puede aproximar el comportamiento de M, cuando n — co.

Primero, probaremos que en el caso i.i.d la distribucién del maximo converge casi segura-
mente a una distribucién degenerada.

Proof. Definimos los puntos extremos del soporte de la distribucién F como

a(F)=inf{x:F(x)>0}=—oo.
w(F) =sup{x:F(x) <1} =oo.

CasoA:Six<w(F)=>F(x)<1= (F(x))"— 0 cuando n— oo.
CasoB:Six=w(F)=>Fx)=1= (F(x)"=1.

Demostramos que lim;_..oP(|M, —w(F)| >€)=0 VYe>D0.

IM,,—w(F)|>co M,—w(F)<—-€ 6 M,—w(F)=¢.

Florencia Santifiaque Pag. 13



Tesis de Maestria 2019 5 TEORIA DE VALORES EXTREMOS

Observar que P(M,, — w(F) < —€) = P(M,, < w(F) —¢€) y por lo visto en el caso A, dicha proba-
bilidad tiende a 0 cuando » tiende a infinito.

Similarmente P(M,, — w(F) =€) = P(M,, 2 w(F) +€) =1 - P(M, < w(F) +¢€) y por lo visto en
caso B, dicha probabilidad tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito.

Entonces se puede afirmar que lim;,—..,P(|M, —w(F)| >¢€) =0 Ve > 0, es decir que M, con-
verge en probabilidad al supremo del soporte de la distribucion F.

Como M, es una sucesion creciente entonces la convergencia en probabilidad implica con-
vergencia casi segura. O

Para evitar la convergencia a una distribucién degenerada, es que se normaliza convenien-
temente, la variable M,, de la siguiente forma

M, =——-, (5.2)

siendo {a,}y {b,} sucesiones reales, tales que a,, > 0 para todo n.

Al igual que en el Teorema Central del Limite se busca sucesiones {a,} y {b,} tales que

Mn - bn n
P (a— < x) = (Flapx+by)" — H(x), (5.3)

para n — oo siendo H(x) no degenerada.

Teorema 5.1. Si existen sucesiones de constantes {a,} vy {b,}, con a, > 0 para todo n tales
que

< x) — H(x), (5.4)
an

cuando n — oo siendo H una funcion distribucién no degenerada, entonces H pertenece
a alguna de las siguientes familias:

Tipo I: Distribucién Gumbel

u
H, (x;u,0)=e"° "’ parao >0. (5.5)
Tipo II: Distribucion Fréchet
—(EyTe
Hy (x;41,0,€) ={ ¢ S X2 H parag,o>0. (5.6)
0 si no
Tipo III: Distribucién Weibull
ST
Hg(x;u,a,f):{ e S X<t parac>0, <0, (5.7)
1 si no

Florencia Santifiaque Pag. 14



Tesis de Maestria 2019 5 TEORIA DE VALORES EXTREMOS

Este teorema fue originalmente planteado por Fisher y Tippett en 1928 [17] y formalizado
luego por Gnedenko en 1943 [22].

Dichas distribuciones se denominan Distribuciones de Valores Extremos (DVE). Las mismas
dependen de un pardmetro de locaciéon (ubicacién) y, un pardmetro de escala o > 0y las
distribuciones I y III dependen ademds de un parametro de forma &.

Cabe destacar que dicho teorema no garantiza la existencia de sucesiones tales que se cumpla
(5.3) para un limite no degenerado para M, ni tampoco nos dice cudl es el limite cuando ex-

iste. Lo que si nos indica el teorema anterior es que de existir dichas sucesiones tales que

M, es convergente, la distribucién limite puede ser tinicamente perteneciente a alguna de

las tres familias mencionadas anteriormente y ésto es independiente de la distribucién F de

los datos.

Las tres familias mencionados anteriormente pueden resumirse en una tinica expresion

-1/¢

H(x;p,0,8) = e 1+5). " siendo o >0, =0, (5.8)

siendo x; = max{0, x} (parte positiva de x).

En el caso que ¢ > 0 la distribucién serd Fréchet, mientras que si ¢ < 0 la distribucion sera
Weibull.

Notar que cuando ¢ — 0

. X—p\7Ve my wex
(lgli% (1 +¢ > ) =e =e
de donde se deduce que si ¢ tiende a cero en H (x; i, 0, ) queda la formula de la distribucién

Gumbel (u, o).

De lo anterior se tiene que la expresion tinica que abarca las distribuciones de tipo I, I1 y III,
queda de la siguiente forma:
—1/&

H(x;p,0,8) = e 75" siendo o >0, £ =0, 59)

H(x;1,0,0) = e_eﬂT.
Dicha férmula simplificada recibe el nombre de Distribucién de Valores Extremos General-
izada (GEV por sus siglas en inglés), y fue propuesta en [55] y [30]. Esta expresion simplifica
en gran medida la implementacion estadistica ya que no es necesario realizar hipoétesis so-
bre un tipo de distribucién DEV particular sino que, a partir de la inferencia sobre ¢ queda
determinado el comportamiento de la cola de la distribucién en cuestion.

Notar que cuando ¢ > 0 o ¢ < 0 la distribucion limite es igual a la distribucion Fréchet o
Weibull respectivamente, pero no con los mismos p y o. El pardmetro ¢ es el mismo en la

funcién H (x, 4, 0,¢) que en la Fréchet o Weibull segtin sea el caso.

En el caso ¢ > 0, vemos que el exponente de la ecuacion (5.8) queda:
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X-p XxX—p+olg

L+s o gl

M

y segtin la ecuacién (5.6) cuando ¢ > 0, la distribucién H (x; u,0,¢) queda igual a la de una
Fréchet(u—o/&,0/¢&,¢).

De igual forma, para el caso ¢ < 0 queda lo siguiente:

X-p p-oli—x
o  —0lé

1+¢

M

de donde segun la ecuacion (5.7) se deduce que H (x;u,0,&) =Weibull(u— /&, -0 /¢,¢).
En suma se tiene que:
H(x;p,0,&) = Fréchet(p—o/& 0/&,&) paraé >0,

H(x;1,0,¢)
H(x;1,0,¢)

Gumbel (i, 0) paraé =0,
Weibull (u—o0/&,-0/&,&) paraé <0.

Observar que

Fréchet(u,0,¢) = wp+oFréchet(0,1,8),
Gumbel (¢,0) = p+o0Gumbel(0,1),
Weibull (, 0, ) i+ oWeibull (0, 1,¢).

Se puede verificar directamente que mediante ciertas transformaciones, que se resumen a
continuacion, se puede obtener una distribucién DVE a partir de otra DVE.

X-p
o

1/¢
1. (Fréchet a Gumbel). Si X ~Fréchet(u, o,¢) entonces log( ) ~Gumbel(0,1).

2. (Fréchet a Weibull). Si X ~Fréchet(u, 0,¢) entonces % ~Weibull(0, 1, —¢).

3. (Weibull a Fréchet). Si X ~Weibull(y, o, ¢) entonces ﬁ ~Fréchet(0,1,-¢&).

¢
4. (Weibull a Gumbel). Si X ~Weibull(y, o,¢) entonces log(ﬁ) ~Gumbel(0,1).

ﬂ
5. (Gumbel a Weibull). Si X ~Gumbel(u, 0) entonces —eé( a ) ~Weibull(0,1,¢).

X-u

6. (Gumbel a Fréchet). Si X ~Gumbel(y, o) entonces e(‘(( 7 ) ~Fréchet(0,1,¢).

Si bien el Teorema 5.1 no brinda herramientas para determinar las sucesiones de normal-
izacion, resulta util la siguiente equivalencia (védlida para valores grandes de n):

P(Mn_bn

an

< z) ~ H(z), (5.10)
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que equivalente a

n

P(MHSZ)zH(Z ):H*(z), (5.11)

an

siendo H*(z) otro miembro de la familia GEV cuando n — oco.

Esto permite aproximar la distribucién de M,, por una familia de distribuciones con pardmet-
ros de ubicacion y escala.

Respecto de la unicidad de las sucesiones de normalizacion, el Teorema de Convergencia a
familias, de Gnedenko y Khinchin [23] nos brinda la respuesta:

Teorema 5.2. Sean G(x) y H(x) dos funciones de distribucién ninguna de las cuales esta
concentrada en un punto. Supongamos que para n = 0, X, son v.a. con funciones de dis-
tribucién F,. Sean, ademds, sucesiones {a,}, {b,}, {a@,} v {8} pertenecientes a R, siendo
ap >0, a, >0 para todo n. Se plantean las siguientes tres afirmaciones

1. Fy(apx+by) — Gx)y Fy(apx+ ) — H(x) cuando n — oo para todo x.

2. Existen A> 0y B € R tales que H(x) = G(Ax + B) para todo x.

3. 3n gy Pnbn

an an

— B cuando n — oco.

Si vale (1) entonces valen (2) y (3). Ademas si (3) vale, entonces cualquiera de las relaciones
en (1) implica la otra y (2) vale.

Es decir, el teorema anterior demuestra que las sucesiones de normalizacion estdn deter-
minadas por equivalencias asintoticas, y la distribucion limite estd determinada salvo por
parametros de ubicacion y escala.

Por otro lado el siguiente corolario indica que dichas sucesiones no son tnicas.

Corolario 5.2.1. Sea F;, una sucesion de funciones de distribucién y {a,} siendo a, > 0 para
todo ny {b,} sucesiones de reales tales que

Fn(anx+by) — G(x), (5.12)

en todo punto de continuidad de G, que es una funcién distribucién propia y no esta con-
centrada en un punto. Sean {c,} siendo ¢, > 0 para todo ny {d,} sucesiones de reales tales
que:

Qn

L1,

Cn

Entonces (5.12) vale con {c,} y {d,} en lugar de {a,} y {b,}.

La siguiente definicién nos permite confirmar que la distribucién del méximo es una dis-
tribucion GEV:
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Definicion 5.1. Una funcién distribucién F es max-estable si para cada n existen sucesiones
{b,} vy {a,} con a, > 0 para todo n, tales que (F(a,x + by))" = F(x) paratodo x € R .

Por lo tanto, una funcién distribucién F es max-estable cuando para cada n existe una fun-
cion lineal tal que la distribucién del maximo de variables i.i.d con distribucién F evaluada
en dicha funcién lineal es F. La conexién con las DVE estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 5.3. Las tinicas distribuciones max-estables son las Distribuciones de Valores Ex-
tremos.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en el Apéndice A de [39].

También es interesante conocer bajo qué condiciones sobre F se tiene convergencia a un
limite no-degenerado. Es decir, investigar qué condiciones debe poseer F tal que P(M,, < u,)
sea convergente cuando n — oo para una sucesion apropiada.

Definicion 5.2. Decimos que la funcién de distribuciéon F esta en el dominio de atraccién
de la distribucién de valor extremo H (F € D(H)) si existen sucesiones reales {a,} y {b,} tales
que a, > 0 para todo n y se cumpla que:

(Flapx+bp)" = P(My, < apx+by) - H(x), Vx€R. (5.13)

Resulta de interés obtener condiciones necesarias y suficientes para determinar si una F
pertenece al dominio de atraccién de alguna distribucién DEV.

Proposicién 5.3.1. F pertenece al dominio de atracciéon de la DVE H con sucesiones de nor-
malizacion reales {a,} y {b,}, con a, > 0 para todo n, siy solo si:

nh_r)go n(l-F(ap,x+by,))=-log(H(x)) x€eR.

Cuando H(x) = 0 el limite se interpreta como oco.

Definicion 5.3. Dos funciones F y G son asintéticamente equivalentes si tienen el mismo
extremo derecho, es decir w(F) = w(G) y

(1-F(x)

im ———=c¢ c€(0,00).
x—o(F) (1-G(x))

Es interesante notar que F, G € D(H) si y s6lo si son asintéticamente equivalentes y ademas
es posible utilizar las mismas constantes de normalizacion.

5.2 Inferencia para las distribuciones GEV
Maximo por bloques

Dada una coleccion de datos medidos en distintos momentos de tiempo, los que agrupamos
en conjuntos disjuntos de datos consecutivos y de igual longitud. Cada conjunto contiene
la informacién correspondiente a un periodo de tiempo s, por ejemplo un afio, un mes, etc.
Por lo tanto los datos originales los observamos en bloques:
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X0 = (x0,.., x0)

X2 = (X2,.., X2

X0 = (x{",..., X(").

La eleccién del tamafio (s) del bloque resulta de un balance entre sesgo y varianza. Por un
lado bloques de tamafio pequefio provocardn grandes sesgos mientras que bloques de gran
tamafo provocardn aumento de varianza. Es casi una convencién que se adopte un tamafio
de bloque de 1 ano, sobre todo considerando datos diarios de fendémenos meteorologicos,
los cuales suelen ser estacionales intra anualmente. Para no violar el supuesto de equidis-
tribucion es que se toma como tamafo adecuado en estos casos un afo.

El intervalo de tiempo se escoge de manera que los vectores X”) sean i.i.d (aunque los com-
ponentes de cada vector sean dependientes).

La muestra i.i.d. con la que se hard inferencia es:

M; = max{x®?,., X} i=1,.,n (5.14)

Las densidades correspondientes a las distribuciones de valores extremos son las siguientes:

1[5
-TipoI:hl(x):ge o JH;(x).

1
—-1
S H)(x) six = p.

1 _
e TipoII: hy(x) = p= (1 + ‘(%)

1
|
¢ H3(x) six < p.

. 1 _
e Tipo III: h3(x) = - (1+&55)
Siendo H;, H, y H3 segtn se vi6 en 5.1.

Si se parte de la ecuacion (5.8) la expresion analitica de las densidades vista anteriormente
seria:

X—p
(o)

b ﬂ))—(l-l—l/f)
o
Cuando ¢ — 0 entonces h(x) — h;(x) con la ecuacion segliin expresion anterior.

h(x):é(1+<f( H(x) si 1+5( )>0 £=0. (5.15)

A continuacién se muestran gréficas de densidades DEV simuladas:
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Diversos métodos se pueden utilizar para hacer inferencia sobre la distribucién de los maxi-
mos M;. En este trabajo se detallard la estimacién de pardmetros por méaxima verosimilitud,
verosimilitud perfil y la estimacion de parametros por el método de los momentos pesados.

5.2.1 Estimacién por maxima verosimilitud

Sea Z, Z, ..., Zy v.aii.d con distribucién GEV con pardmetros 6 = (u, g, ¢) y funcién densidad
h(x,0) definida en (5.15). La funcién verosimilitud se expresa de la siguiente forma:

n
L(p,0,€12) = [ | h(zi,0) It +éz—pwio>0)- (5.16)
i=1

Entonces la log-verosimilitud denotada como log(L(u,0,¢12)) = ¢(u,0,¢| Z) sera:

(u,0,¢|Z)=—-nlog(o)—(1+1/OZ! | log(1+&(zj — /o) —Z7 (1 +&(z; — ,u/a))'””.

En el caso que ¢ =0, lalog-verosimilitud queda de la siguiente forma:

{(u,0|Z) =—-nlog(o) — 2?21(1 + (z; — plo)) — 2?213_(Zi_y/0).

El estimador de méaxima verosimilitud para 8 = (u,0,¢) es:

én = argméxgepl(012). (5.17)
Notar que no existe solucion analitica de los estimadores maximos verosimiles de (i, 0,¢),
aunque con algoritmos de optimizacién se logra obtener dichas estimaciones. En [48] se
prueba que las condiciones de regularidad de los estimadores obtenidos mediante este método
se mantienen si { > —0.5 y en ese caso los estimadores presentan las propiedades asint6ti-
cas deseadas (consistencia y normalidad asintética). Si —1 < ¢ < —0.5 se pueden obtener los
estimadores maximo verosimiles pero no tendrédn las propiedades asintéticas deseadas y si
¢ < —1 tal vez no se puedan obtener los estimadores por este método.

Bajo las condiciones deseadas la distribucién de (1, &, €) para n suficientemente grande tiene
aproximadamente una distribucién normal multivariada de media (u,o0,¢) y matriz de co-
varianza igual al inverso de la matriz de informacion de Fisher observada, evaluada en los
estimadores de maxima verosimilitud (ver Apéndice V).

A partir de las estimaciones obtenidas anteriormente, se pueden construir regiones de con-
fianza, es decir aproximar la probabilidad de que dichas regiones contengan el verdadero
valor del pardmetro. Un método se basa en la funcién devianza definida como:
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D(0) =2{¢6,) - ¢(6)}. (5.18)

La region de confianza se especifica como:

C=1{0:D) <c}. (5.19)

La eleccién de c tiene que ver con la idea de que con probabilidad (1 — a) la regién C debe
contener el verdadero valor de 6. En este caso, se recurre a la distribucion asintética de la
funcioén devianza que nos da el siguiente teorema:

Teorema 5.4. Sea Z,,..., Z, una muestra i.i.d con dist. GEV con pardmetros 0 y sea 0 € R? el

estimador EMV de 0 para n — oo. Entonces se tiene que D(6) converge en distribucién a una
2

v.a. xo.

Es asi que c es elegido como el percentil (1 — a) de la distribucién )(fj, ver [6], obteniéndose
de esta forma una regién de confianza asintética.

5.2.2 Estimacién por verosimilitud perfil

Este método de estimacion estd basado en que se puede particionar 8 = (0;,0_;) siendo 6_;
todos los componentes (pardmetros “estorbo") de 8 excluyendo 0;. De esta forma se estima
0; de la siguiente forma:

[p(el') = mangié(ei,e_i). (5.20)

La verosimilitud perfil se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud evaluada en los
elementos de © con 6; fijo. Si por ejemplo se desea estimar ¢, se fija { = {y y se maximiza
la log-verosimilitud con respecto de los parametros restantes. Se repite este procedimiento
para un rango de valores de ¢, de forma de obtener los valores correspondientes a la log-
verosimilitud perfil para ¢.

De forma similar a lo visto anteriormente, se puede proceder a la estimacion de regiones de
confianza asintéticas a partir de la funcién devianza:

D,(0;) = 2{[(9,1) —€p(0;)} ,lacual es aproximadamente X%» (5.21)
siempre que se cumplan que la muestra de va. sea iid, 6, € R? el estimador EMV de

6 =(0;,0_;) con0; e Rk y para n — oo.

Se puede obtener una region de confianza asintética para 0; de nivel 1 - a, dada por C, =
{0;: D, (0;) < cp} siendo ¢, el percentil (1 — a) de la distribucién )(i

También esta idea de particionar el espacio O es ttil para comparar familias DVE a través del
Test Ratio de Verosimilitud, segtin se plantea en el siguiente teorema:

Teorema 5.5. Sea M_; con parametros _; un submodelo de M con pardmetros 8 = (0;,0_;)
con 0; =0. Sea ¢_;(M_;) y (M) las funciones méaximo log-verosimiles de los modelos M_; y
M respectivamente. El siguiente test para validar el modelo M_; frente al modelo M consiste
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en: a un nivel de significaciéon a rechazo M_; en favorde M si D = 2{¢_;(M_;) — ¢ (M)} > cq4
siendo c, el percentil (1 — a) de la distribucién X?C

Las ventajas que tiene la verosimilitud perfil como tal, es que es la base de la estadistica de
prueba de la razén de las verosimilitudes. Ademads para el caso de valores extremos se ha
probado que la funcién de verosimilitud perfil es robusta frente a cambios pequefios en los
estimadores maximo verosimil restringidos de los pardmetros estorbo. Otra ventaja de la
verosimilitud perfil es que los intervalos de confianza son asimétricos lo cual podria ser mas
adecuado en un contexto de estudio de valores extremos. Dichos resultados pueden verse
en [35].

5.2.3 Estimacién por método de los momentos ponderados

Sea X ~ F(X). Los momentos de probabilidad ponderados de X se definen de la siguiente
manera:

My s = E[XP{F(X)}' {1 - F(X)}*], (5.22)

siendo p, 1, s reales no negativos.

El método por momentos ponderados es introducido en [24]. Se utiliza cuando la inversa
de la distribucién F, denotado como x(F), tiene una forma cerrada, en ese caso se podria
escribir M), ; s de la siguiente forma:

1
My s = fo {x(F)}F" (1-F)°dF. (5.23)
Para estimar los pardmetros de la distribucion F se parte de:

Mi,,s = E[X{F(X)} (1 - F(X)}°). (5.24)

En [26]se demuestra que si se denota a:

Br =M, 0=E[X{FX)}] r=0,1,2., (5.25)

entonces dada una muestra de tamafo 7 con distribucion F, el estimador de f,, basado en
los estadisticos de orden es:

nori i .
- G-D({-=2)...(j—1) .

b, = Jr
S m=-Dn-2)..(n-1)

(5.26)
Se puede demostrar que el estimador dado por la ecuacion anterior es insesgado.

Notar que dicho método es una generalizacion del método de los momentos clésico ya que
si en ecuacion (5.22) se toma r =0y s = 0 entonces Mpo0=E [XP] corresponden a los mo-

mentos de X para p=0,1,2,....

Como ejemplo, se desarrollara a continuacion la estimacioén de los parametros 6 = (u,0,¢)
para una distribucién GEV cuando ¢ # 0.
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Como se vio anteriormente, si X ~ GEV(0) cuando ¢ # 0 la distribucién se puede escribir
segun la ecuacién general (5.8) como sigue:

-1/¢

H(x) = e 145 siendo o >0, 0. (5.27)

Por lo tanto, la inversa de dicha distribucién se puede escribir como:

x(p) :u—a/é[l—(—log(l—p))‘f]. (5.28)

Para este caso, se puede escribir el momento de probabilidad ponderada como sigue:

Br=(r+1)7"! [u+ oll—(r+1)~°T(+ 5)}5‘1] &> 1. (5.29)

Siendo I' la Gamma de Euler.

En [26] en su apéndice A se puede encontrar la demostracion de (5.29).

Si por el contrario ¢ < —1 entonces los momentos f, parar =0,1,2,... no existen.
Utilizando la férmula (5.29) para los casos r =0y r = 1 se obtiene:

Bo=pu+o{l-TA+}E, (5.30)

Br=2""u+o{l-2"TA+&}E. (5.31)

Si se combinan las ecuaciones anteriores se tiene que:

2f1—Bo=0T(1+&(1 -2, (5.32)

La estimacion de 6 corresponde a las soluciones de las ecuaciones anteriores, se obtienen
reemplazando By, B1y B2 por by,b; y b, respectivamente.

Primero se obtiene la estimacion de ¢ resolviendo numéricamente la siguiente ecuacion:

3b,—by 1-37°
2by—by 1-27¢
Dado ¢ estimador obtenido en el paso anterior, se puede obtener 6 sustituyendo ¢ por Een

la ecuacion (5.32). Luego obtenido &, se obtiene fi a partir de la ecuacién (5.30), quedando
los estimadores ¢ y [i como siguen:

(5.33)

2by — bo)é
520 0)¢_ , (5.34)
ra+&)@-2-¢%
fi=by—-6{LA+&-13¢7" (5.35)
En [26] se demuestra que cuando ¢ < 0.5 las distribuciones de los estimadores obtenidos a

partir del método anterior, convergen a una distribucion normal. Una ventaja frente a los
métodos de méaxima verosimilitud, es que su performance es buena atn en muestras pe-
quenas.
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5.2.4 Testde bondad de ajuste de la distribucién GEV

Dada una muestra Xj, X5, ..., X;; de una variable aleatoria con distribucién Fx desconocida,
se aplicard un test del tipo Cramér-von Mises recortado similar al planteado en [31], para
testear Hy: X ~Gumbel(u, 0) contra H; : Hy no es cierto. Si bien el test planteado en [31] es
para distribuciones Normales, en el presente trabajo se adapt6 dicha idea para testear dis-
tribuciones del tipo Gumbel.

En las siguientes lineas se describe la idea del test.

Si X ~ Gumbel (y,0) entonces E (X) = p+y siendo y = 0.577216 la constante de Euler, y
V (X) =n?0?/6.

Por lo tanto, dada la muestra, se definen las nuevas variables Y; = % X’S_—HX" +7, si Hy es cierto
y n es suficientemente grande, es de esperar que la distribucién de las Y; sea aproximada-

mente Gumbel estdndar (Gumbel(0, 1)) cuya funcién de distribucion es F(x) = e ¢

Sea el proceso empirico tipificado, definido como:

= % i (1{Y i — ) . (5.36)

Si Hy es cierto entonces by(x) — 0 para todo x € R cuando n — +oo y es conocido que el
proceso {\/nb,(x)} Lep CONVerge a un proceso gaussiano, que llamamos {b(x)} xex-

Por lo tanto, se puede utilizar como estadistico para la region critica de la prueba de hipotesis
a:

logn _
Tp:=n f b2 (x)dx, (5.37)
—logn
que convergerd débilmente al proceso [~ OB (x)dx y tomar como regién critica para la

prueba a {T,, > cte}.

Los extremos de integracion de —logn ylog n pueden ser tomados directamente como —oco y
+00, pero como se ha visto en [31] resulta mds robusto en muchos casos si se considera sé6lo
los casos en los cuales Y; € (—logn,logn), tal como se demuestra a continuacion:

Si X ~Gumbel(y, o), entonces Fi' (1-1/n) = —log(—log(1—1/n)) ~logn cuando n — co.

Tal como se vio en seccion 5.1, se puede realizar transformaciones que permiten el pasaje de
una familia a cualquiera de las otras. Utilizando ello como insumo, se describiré el proced-
imiento para realizar un test de hipétesis del tipo Cramér-von Mises recortado para saber si

la distribucién en estudio pertenece a alguna de las tres posibles distribuciones limite.

El mismo puede ser llevado a cabo en los siguientes pasos:
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1) Se estiman, por alguno de los métodos vistos anteriormente, los pardmetros y,o y¢.
2) Se realiza la prueba Hy : X ~Gumbel(u, o) contra Hi : Hy no es cierto.

3) Sise rechaza Hj en el paso anterior, hay suficiente evidencia de que los datos no son
bien modelados por la familia Gumbel. En dicho caso, se realiza la prueba de hipétesis
de ajuste a la distribucion Fréchet o Weibull segtin paso 4.

4) Partiendo de &, la estimacion de ¢ realizada en el paso 1 y segun su signo se realiza
los siguientes test:

e Si E> 0 entonces se testea Hp : X ~Fréchet(u,0,€) contra H; : Hy no es cierto.
Para realizar dicha prueba se aplica a los datos la transformacién ntamero 1 visto
anteriormente (de Fréchet a Gumbel segun lo visto en 5.1 ) bajo la hip6tesis de
que Hy es cierto y se aplica el test segtin paso 2. Si E > 0, es de esperar que no se
rechace la hipétesis nula.

e Si g? < 0seaplicael test Hy: X ~ Weibull(u, o, 6) contra H; : Hy no es cierto, apli-
cando a los datos la transformacion correspondiente (de Weibull a Gumbel se-
gun lo visto en 5.1) y se lleva a cabo el test del paso 2. Si £<0,esde esperar que
no se rechace la hip6tesis nula.

5.3 Diagnéstico de la estimacién de modelos GEV

Sean xi,..., X, realizaciones independientes idénticamente distribuidas segtin una distribu-
ci6n F siendo F una GVE. Sea £ = H(x, i, 6, &) la estimacion de F con {1, 6, ¢ estimados medi-
ante alguno de los métodos anteriormente mencionados. El objetivo de esta etapa consiste
en evaluar si los x; forman una muestra aleatoria de F.

Parallevar a cabo este andlisis se utiliz6 el software R ( [50]). La libreria utilizada para el andli-
sis de valores extremos fue extRemes. Se utiliz6 la funcion fevd para realizar la estimacion
del modelo GEV para cada estacion. El diagndstico resulta en una salida de dicha funcién,
con cuatro gréaficos: P-P plot, Q-Q plot, densidad empirica vs densidad del modelo teérico y
el gréfico de los valores de retorno correspondiente a periodos de retorno determinados. A
continuacion se detallardn brevemente los graficos P-P plot y Q-Q plot que son de utilidad
para evaluar la estimacion obtenida y luego se detallard cémo se estiman los niveles de re-
torno. Primero se definird la funcién de distribucién empirica con la cual se construyen los
gréficos a explicar.

Definiciéon 5.4. Dada una muestra ordenada de observaciones provenientes de una distribu-
cion F:
X1 =XQ2) =...= X(p),

la distribucién empirica (F) se define como sigue:

Florencia Santifiaque Pag. 25



Tesis de Maestria 2019 5 TEORIA DE VALORES EXTREMOS

0 six < xq

F(x)= si X(i) =X < X(i+1) si i= 1,2,..,.n—-1 (5.38)
n+1l
1 Six=> X(n)-

La estimacién de F (F) resulta razonable si F y F se parecen.
La comparacién la llevamos a cabo a partir de dos graficos: P-P plot y Q-Q plot.

5.3.1 Gréfico de probabilidad: P-P plot

Dicho gréfico resulta de graficar en el eje de las abscisas F(x() y en el eje de las ordenadas

.. .. ., - 1 .
la funcién de distribucion empirica F(x(;)) = 1 parai=1,2,...,n.
n

F es una buena estimacién de la distribucién poblacional si los puntos de dicho grafico se
encuentran alineados sobre la diagonal y = x.

5.3.2 Gréfico de cuantiles: Q-Q plot
Resulta de graficar en el eje de las abscisas £~ (ﬁ) y en el eje de las ordenadas x;).

F es una buena estimacion de la distribucién poblacional si los puntos de dicho grafico se
encuentran alineados sobre la diagonal y = x.

Notar que tanto el grafico P-P plot como el grafico Q-Q plot contienen la misma informacién
pero en distinta escala.

5.3.3 Estimacion de niveles de retorno

En varias éreas de la ciencia (como ser meteorologia, ingenieria, economia, y otras), se de-
fine el nivel de retorno, como el valor que se espera sea excedido una vez cada determinado
periodo de tiempo. Dicho periodo de tiempo se denomina el periodo de retorno.

Estadisticamente se parte de {X;} sucesion de variables aleatorias i.i.d con funcién distribu-

cion F continua. Sea u un umbral dado. Sea Y; = I (x>, entonces {Y;} es una sucesion de
variables aleatorias i.i.d Bernoulli tales que:

P(Y;=1)=1-F(u) =p.

El primer instante del primer éxito se puede denotar como:

Luw)=min{i=1:X; > u},
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entonces el instante de la primer excedencia del umbral u es una variable aleatoria Ge-
ométrica, es decir es la distribucion de probabilidad del namero de ensayos Bernoulli nece-
sarios hasta obtener el primer éxito. La distribuciéon de probabilidad puede describirse como
sigue:

PLw=k=0-p*'p k=12,.. (5.39)

El periodo de retorno de excedencia del umbral u de los eventos {Y;} se define como:

E[L(w)]=1/p. (5.40)
Es decir que, determinar el nivel correspondiente a un periodo de retorno de ¢ afios, corre-

1
sponde a hallar u tal que E[L(u)] = t,esdecirque p=1/ty F(u) =1-poseaque F(u) = 1—;.

Dicho en otras palabras, el nivel de retorno se espera sea excedido una vez cada 1/ p periodos
(afos por ejemplo).

Dicho de otra forma, el nivel de retorno correspondiente a un periodo de ¢ afios es el cuantil
1—1/t de la distribucion F.

Por ejemplo, puede llegar a ser de interés, calcular aquel valor de precipitaciones extremas
tal que se espera sea excedido una vez cada 50 afnos. Dicho periodo de retorno de 50 anos,
corresponde a una probabilidad de excedencia de 1/50 = 0.02 0 2% para un afio cualquiera
(es decir, la probabilidad de excedencia para cada afio sera del 2%).

Para obtener dichos valores estimados, se procede invirtiendo la ecuacién (5.8). De esta
forma, se puede obtener los niveles de retornos z,(cuantiles) de la distribucion de méximos
asociado a un periodo de retorno ¢ = 1/p tal que F(zp) = 1 — p, como sigue:

— —(— — -¢ i
Zp:{u 0/&[1-(~logQ—p)~¢] si¢=0 (5.41)

u—olog(—log(1—p)) sié=0.
Si se define y, = —log(1 — p) y se grafica z, respecto de log(y,) entonces se puede obtener
un grafico como el que se muestra a continuacion:
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g —
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Figura 5.1: Gréfico de niveles de retorno. Fuente: elaboracion propia en R.

Del gréfico anterior se puede observar que si ¢ = 0, entonces la distribucién GEV es Gumbel
y en ese caso, la curva de los niveles de retorno respecto de los periodos de retorno tiende
a ser lineal (observar el caso ejemplo graficado de una Gumbel(0,1)). Si ¢ < 0, entonces el
modelo serd de la familia Weibull, y en ese caso el grafico serd convexo, mientras que si¢ > 0,
el modelo serd Fréchet y el grafico de los niveles de retorno estimados se asemejard a una
curva concava.

Este grafico como se mencion6 anteriormente también forma parte de la salida del diagnés-
tico de modelos.

5.4 Dependencia de valores extremos

Hasta ahora se ha analizado valores extremos en el contexto de series independientes y esta-
cionarias. Sin embargo, este supuesto puede que no se cumpla y exista dependencia en los
datos o la serie sea no estacionaria. A continuacion se verd que a pesar que exista depen-
dencia en la serie, si la serie es estacionaria y cumpliendo determinadas condiciones, los
maximos de estas series seguirdn las mismas leyes vistas anteriormente pero con paramet-
ros diferentes.

En lo que sigue, se hard foco en el tipo de dependencia local es decir que cuando tomamos
observaciones de las variables en momentos del tiempo suficientemente alejados entre si, la
serie se comporta como si fuera independiente.

Definicion 5.5. Una sucesion estacionaria {X,} > satisface la condicién D(u,) si para cualquiera
[1<i2<..<ip<j1<j2<..<jgcon j—i,>I,secumple que:
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|P (X0, <ty X, =ty Xy < 1 Xy < 1) = P Xy =ty X, < 1) P (X, < 10y X, < 10)

< a(n,ly),
donde a(n, l,;) — 0 para alguna sucesion [, tal que /,,/n — 0 cuando n — oco.

Teorema 5.6. Sea {X,,},>1 una sucesion estacionariay sea M,, = max{Xj,..., X,;}. Entonces si
{a,} con a, > 0 para todo ny {b,} son sucesiones tales que:

P((M,—-bp)lay, < z)— G(z), (5.42)

donde G(z) es no-degenerada y si se satisface la condiciéon D(u,) con u, = a,z+ b, para
todo z real, entonces G esta en la familia de distribuciones GVE.

5.4.1 Indice extremal

Como se coment6 anteriormente el teorema anterior muestra que para sucesiones que sean
asintoticamente independientes en sentido de la condicién D(u,), los méximos de suce-
siones estacionarias seguirdn las mismas leyes asint6ticas GEV como se vio para el caso in-
dependiente, pero con una correcciéon en los pardmetros de posicion y escala. El siguiente
teorema muestra el vinculo existente entre las distribuciones limites para ambos escenarios
e introduce el concepto de indice extremal:

Teorema 5.7. Sean {X},>; una sucesion estacionaria y {X; },>1 una sucesién de v.a. inde-
pendientes tal que ambas sucesiones tienen la misma distribucién marginal. Sean M,, =
max{Xy,..., X,} y M, = max{X;, ..., X,;}. Bajo ciertas condiciones de regularidad se tiene que
existen {a,} con a, > 0 para todo ny {b,} tales que cuando n — oo:

Pl—=z| - G(2), (5.43)
an
siysolosi 30 € [0,1] tal que:
M,—-b
P (u < z) -G (2), (5.44)
an

donde G es no degenerada. Al valor de 0 se lo denomina indice extremal.

Notese que si G es una GVE con pardmetros p, 0 y ¢ # 0 entonces:

10 s e
Gf’(z)=(e‘“+‘fTﬂ) ”{) S I () B (5.45)

siendo pu* = pu— % (1- 6‘5) yo* = 00° con iguales pardametros de forma.
Para el caso Gumbel, la relacién entre los pardmetroses u* = u+olog (@) yo* =o.

En base a un método de estimacién propuesto por [27] se puede interpretar al indice ex-
tremal como el reciproco del tamafo promedio de los clusters.
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Se observa que para series independientes, el indice extremal es 8 = 1. El reciproco, en cam-
bio, no es cierto.

5.5 Valores extremos multivariados

Muchas veces se presenta el problema de analizar y modelar valores extremos de dos o mas
procesos en forma conjunta. Es decir, el problema ya deja de ser univariado y pasa a ser
multivariado. Un ejemplo es el contexto analizado en esta tesis, es decir estudiar el compor-
tamiento extremo de una variable (precipitaciones) observadas en distintas localizaciones
geogréficas. Otro tipo de estudio de extremos multivariado puede darse si por ejemplo se
quieren modelar los extremos de dos variables para una misma ubicacién geografica, etc.

El problema entonces se transforma en un estudio multivariado y se debe analizar la posible
dependencia que se genere entre los extremos de cada localizacién geogréfica.

Se realizara el desarrollo del caso bivariado.
Madximo por bloques en el caso bivariado:

Sea una sucesion de n vectores aleatorios (Xi, Y1),..., (X, Yy,) i.i.d con funcién distribucién
conjunta F(x, y).

Los méximos por bloques de cada componente quedan definidos como:

Mx = llzlig{Xi}

(5.46)
My, = fgig{l’i}.

Por ende el vector de maximos bivariado queda definido como M,, = (Mx,,,, My,j).

Al igual que en el caso univariado, se puede obtener una distribucién de extremos multivari-
ada normalizando de forma adecuada el vector de méaximos.

Definicién 5.6. Dadas dos sucesiones {a,},>; < ®? donde a,, = (af}), a;z)) y a, > 0 para todo

ny {byln=1 € R2 donde b, = (b, b?) tales que:

M, -b
p (u < x) =(F(a;x+b,))" > Gx) cuando n—oo paratodo x=(x1,x2), (5.47)
a,

entonces se dice que G es una distribucion de valores extremos multivariada (DVEM).

Notar que G es no degenerada en el sentido que todas sus marginales univariadas son no
degeneradas y también son DVE. Andlogamente al caso univariado, si dos funciones de dis-
tribucién multivariadas F y G satisfacen (5.47), para ciertos vectores a, y b, se dice que F
estd en el dominio de atraccién de G.
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1 2
M, -b, Mx,,— by My, —b$
Notar que —— denota TR =
an a, a,

A diferencia del caso univariado, no existe una caracterizaciéon paramétrica de la distribu-
cion limite multivariada, aunque si se transforman las variables de modo que las distribu-
ciones marginales univariadas sean Fréchet unitarias? se podr4, sin pérdida de generalidad,
separar el comportamiento marginal de la estructura de dependencia.

En el contexto multivariado existe el concepto de funcién de dependencia de n variables
aleatorias. Dicha funcién es de especial interés ya que puede utilizarse para derivar la dis-
tribucién limite de cierta distribucion de valores extremos multivariada. La misma se define
de forma genérica como sigue:

Definicion 5.7. Sea F(x) la funcién distribuciéon de un vector aleatorio X = (X3, X, ..., X4)
d-dimensional con distribuciones marginales univariadas F;(x;), i = 1,...,d. Se define la
funciéon de dependencia asociada a F(x) con x = (x1, X, ..., X4), denotada por Dg(y1,..., Va)
como:

Dp(y1,- ¥a) = FET (1), o0 F7 ' (ya) = FX).

El siguiente teorema muestra la relacion entre la funcién de dependencia y la distribucion
limite:

Teorema 5.8. Sean Xj,...,X;, vectores aleatorios d-dimensionales con distribucién comun F,
entonces, existen vectores de constantes a,,b,, tales que:

Mn - bn
ap

- G,

con G no degenerada, siy solo si, cada marginal pertenece al dominio de atraccién de alguna
Gr(x)3 ysi

im Dpn(3", ..., ¥4/ ™) = DG (1, oY)

Teorema 5.9. Una funcion de distribucion d-dimensional G es una distribucion limite de
valores extremos si y solo si sus marginales univariadas pertenecen al dominio de atrac-

cién de Gg(x) y su funcion de dependencia Dg(yy,..., Vq) satisface la ecuacion funcional
[D(yy'™, ..., ¥y ™1™ = Dg(y1, ..., ya) para todo m = 1.

La demostraciéon de ambos teoremas anteriores se puede ver en [20].

El siguiente teorema es de importancia para caracterizar las familias de distribuciones limites
de extremos multivariados via procesos puntuales de Poisson como se mostrara en el sigu-
iente teorema (ver demostracion en [5], padgina 301):

2Gi X ~ Fréchet(0,1,1), entonces se dice que X se distribuye como una Fréchet unitaria con funcién dis-
tribucién H(x,0,1,1) = e(x Liso.
3G (x) con k = X, Y esla distribucién limite de M x,n Y My, respectivamente
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Teorema 5.10. Sea X;,X>,... una sucesiéon de vectores aleatorios i.i.d d-dimensionales, con
entradas no negativas y distribucién comun F, donde F pertenece al domino de atraccién de
una distribucién multivariada de extremos G. Supongamos que las distribuciones marginales
de F son Fréchet unitarias. Consideremos el proceso puntual

X; .
P,=<4—:i=12,..,n;,
n

entonces P, converge en distribucién a un proceso de Poisson no homogéneo P en R? - 0
cuando 7 — oo, con medida de intensidad

d
Aldr x dw) = mr—ZrdS(w),

donde r; y w;; son las coordenadas pseudo-polary angulary S es una medida de probabili-
dad en el simplex unitario

d
Sa= {(wl,..., wg): Z wj= l,w]' =>0,j= 1,2,...,d.},
j=1

que satisface la condicion
fd widSw)=1/d,j=1,2,...d.
S

El siguiente Corolario es una aplicacion del teorema anterior y su importancia radica en que
caracteriza todas las posibles distribuciones limite multivariadas. Se mostrard la aplicacion
siguiendo el contexto bivariado:

Corolario 5.10.1. Dados (X3, Y1), (X2, Y2),..., (X, Yy,) i.i.d tales que X e Y son Fréchet uni-

MX n
tarias. Sean sucesiones de normalizacion a, =ny b, = 0. Si se consideran My , = ——y
’ n

MY,n

*
MY,n -

tiene la siguiente forma:

,ysi P(My < x,My  <y) — G(x,y) para una G no degenerada, entonces G

-Vxy)

Gx,y)=e x,y>0, (5.48)

siendo V(x, y) lallamada funcién de dependencia definida mediante:

1 w l-w
V(x,y):2f ma.x(—,—) dH(w),
0 X Yy

donde H es una medida en [0, 1] tal que fol wdH((w)=1/2.

La familia de distribuciones que surgen como limites en el teorema anterior se conocen
como las distribuciones de valores extremos bivariadas.

Notar que V (x, y) es homogénea de grado -1 ya que V(a_lx, a_ly) =aV(x,y) cona>Q0.

Aplicando dicha propiedad se tiene que:
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(Gx, ) =e "V =G tx,nty). (5.49)

Entonces G es una funcién max-estable ya que si la distribucién de (M )*( M 1”; n) tiende a G,

entonces la distribucién de M, se aproxima a G, salvo por un cambio de escala de orden n!.

Sipor el contrario, las distribuciones marginales no son Fréchet perp pertenecen a cualquiera
de las otras dos familias, mediante transformaciones adecuadas vistas anteriormente, se
pueden obtener distribuciones del tipo Fréchet y en ese caso aplica lo antes visto.

Es decir, supongamos que X ~ GEV(ux,0x,¢x) y Y ~ GEV(uy,oy,{y) entonces si apli-
camos las siguientes transformaciones:

X=1+fx(X;“X)’
X
(5.50)
Y:1+KSY(Y MY),
Oy

se tiene que G(%,7) = e”V®Y  %,7 > 0 siendo G una DVE bivariada cuyas marginales son
Fréchet unitarias.

En la préctica, se escoge una subfamilia paramétrica de distribuciones DVEM, se estiman
los parametros por méxima verosimilitud por ejemplo, ajustando primero las distribuciones
marginales yluego determinando los pardmetros de la funcién de dependencia, o simultdnea-
mente.

Para el caso bivariado, las familias paramétricas de distribuciones més conocidas que mod-
elan la estructura de dependencia, son: distribuciones logisticas, distribuciones bilogisticas,
entre otras.

* Modelo Logistico:
(1 1\*
Vix,y) = xl/a +y1/a ’

siendo x,y >0y a € (0,1). Dicho modelo es simétrico. Si a es cercano a 1 indica que
las variables son aproximadamente independientes, mientras que si a es cercano a 0
las variables presentan fuerte dependencia.

* Modelo Bilogistico:
Vix,y)=xy "%+ yQ —Y)l_’B,

siendo a, B € (0,1) y y solucién de (1 — a)x(1 —y)P = (1 - B)yy“. Los casos de indepen-
dencia se dan cuando @ = § — 1 o uno de los dos pardmetros esta fijo y el otro tiende
a 1. Notar que si @ = f queda el modelo Logistico. a — f determina la asimetria en la
estructura de dependencia.
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5.5.1 Procesos max-estables

En la seccién (5.1) se vi6 el concepto de max-establidad asociada a variables aleatorias. En
esta seccion se extenderd dicho concepto a los proceso estocdsticos y se mostraran dos mod-
elos utilizados propuestos por Smith y Schlather en [49] y [47] respectivamente.

En [12] se definen los procesos max-estables como sigue:

Definicién 5.8. Sea K un subconjunto compacto de R y sea Z un proceso estocéstico con
marginales no degeneradas con soporte compacto. Diremos que Z = {Z(t), t € T} es un pro-
ceso max-estable si dadas n copias independientes de este proceso 7, ..., Z;, existen con-
stantes a, > 0y b, tales que:

VneN.

i=l,...,n an

Si Z es un proceso no degenerado, segun la teoria de valores extremos unidimensional vista
anteriormente, las distribuciones unidimensionales de Z tienen que ser una DVE cuya ecuacion
general es la vista en (5.8).

Un caso particular de lo anterior, es cuando el proceso max-estable es denominado pro-
ceso max-estable simple. El mismo tiene la caracteristica de que P(Z(t) <z) = e '? z>0,
es decir las marginales del proceso méx-estable simple son Fréchet unitarias. En este caso
puntual si a, = ny b, = 0 entonces el proceso max-estable queda definido como sigue:

Z= nllax —VneN. (5.51)
i=l,.,n n

5.5.2 Familias de Procesos Max-Estables

En [49] y [47] se presentan formas de construir procesos max-estables con distribuciones bi-
variadas.

Modelo Smith

La primer forma de construccién de un proceso max-estable es el descripto en [49], conocido
como el modelo Smith, y se presenta a través del siguiente teorema:

Teorema 5.11. Sea {(u;, s;) : i € N} un proceso puntual de Poisson definido en (0, +oc0) x S
d
(se considera generalmente a S como R¢) con medida de intensidad A(du, ds) = u—I; xv(ds),

con v una medida de intensidad en R¢. Sea f una funcién definida en R% x R¢ continua y
no negativa tal que:

f fs,0vids) =1 VieR?, (5.52)
R

entonces el proceso Z = maxu; f(s;, t) es un proceso méx-estable definido en R4, y todo
i=1

proceso max-estable admite una representacion de este tipo.
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En este modelo, se toma una familia conveniente de funciones f (s, ) como funcién de s con
t fijo, es decir, {f(s— 1) : 5, t € R%}, siendo una densidad normal d-dimensional con vector de
medias ¢ y matriz de varianzas y covarianzas X:

1 /
— = A-1n2s-0"E2s-n}
f(s,t)—(zmd/ze .

De esta forma, dados dos elementos del proceso max-estable segin el modelo de Smith, se
tiene que la distribucién conjunta queda determinada como:

P[Z(S) < Z]_,Z(t) < z2] — e{—l/z1¢(a/2+1/alog(zz/z1))—1/zng(a/2+1/alog(z1/zz))}, (553)

siendo a®?=(s— 1)’ 1(s—1) y ¢ la funcioén de distribucién normal estandar.

La ecuacion anterior, representa una familia de distribuciones bivariada de valores extremos
con funcién de dependencia como sigue:

Dr(w)=(1-w)p(al2+1/alog(1-w)/w))+wd(al2+1/alog(w/(1-w))),

siendo a el parametro de dependencia que representa una distancia generalizada entre los
puntos sy t.

El proceso visto recién también se conoce como proceso gaussiano de valores extremos dado
que se utiliza la distribucion gaussiana para su construccion.

Este modelo es un proceso homogéneo en el espacio, es decir, no importa las ubicaciones
de los puntos en el espacio sino la distancia entre ellos. Suele utilizarse para modelar llu-
vias convectivas, término asociado a lluvias que suelen producirse en zonas llanas o con pe-
quenas irregularidades topogréaficas, donde puede presentarse un ascenso de aire himedo y
célido dando origen a nubes del tipo de cumulonimbos con lluvias intensas.

En [49] se propone una interpretacion intuitiva respecto de la representacion espectral: supong-
amos que S es una region en la cual ocurre una tormenta, v representa la distribucién de las
tormentas sobre S. Cada u; representa la magnitud de una tormentay u; f (s;, ) representa

la cantidad de lluvia en la posicién ¢ de una tormenta de tamafo u; centrada en s;. La fun-
cion f representa la forma de la tormenta (segin distribucién normal bivariada). Es decir,
los proceso max-estables pueden pensarse como el maximo en cada ubicacién de una can-
tidad infinita de tormentas.

En la préctica y contexto de esta tesis, para realizar un ajuste del modelo de Smith, basta
con estimar la matriz de varianzas y covarianzas X ya que las posiciones de las tormentas
(indices del proceso) vienen dados por las localizaciones de las estaciones meteorolégicas.

Modelo Schlather
Otro método de construccion de un proceso max-estable estd dada por [47] y se formaliza

segun el siguiente teorema demostrado en el mismo articulo. Se conoce como la caracteri-
zacion de Schlather:
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Teorema 5.12. Sea Y un proceso estacionario en R4, sea @ = E[max{0,Y(0)}] donde o de-
nota el origen y sea IT un proceso de Poisson en (0,00) con medida de intensidad dA(s) =
u~'sds, entonces si {Ys} con s € (0,00) son copiasi.i.d. de Y, entonces

Z(x) = max{sY;(x)} = max smax{0, Ys(x)},
sell sell
es un proceso max-estable estacionario con distribuciones marginales Fréchet unitarias.

Si se considera a Y un campo aleatorio estdndar normal con funcion de correlacion p(f) y
IT un proceso de Poisson en (0,00) con medida de intensidad dA(s) = v2ms™2ds, entonces
aplicando el teorema anterior, se tiene:

—log(P[Z(0)<s,Z(x)<t])=1/2(1/t+1]/s) (1 + \/1 —2(p(x) + 1)st/(s+1)?|. (5.54)

Existen diversas alternativas de funciones de correlacién segiin [9] como ser Exponencial,
Power Exponencial, Esférica, Gaussiana, Matern, y otras. A diferencia del modelo anterior,
éste posee una forma de tormenta aleatoria, cuya estructura estd dada por la funcion de cor-
relacion.

En la préctica, un ajuste del modelo de Schlather como modelo de un proceso max-estable,
se reduce a la estimacion de los pardmetros asociados a p(f).

Este proceso también se conoce como proceso extremal gaussiano y su interpretacion segin
[47] es como sigue: sea sY; la lluvia diaria, todos con la misma estructura de dependencia
con la tinica diferencia en la magnitud s. Este tipo de modelos es aplicado a lluvias cicloni-
cas, es decir lluvias que ocurren en puntos aislados dispersos en la region de estudio.

De forma genérica, la distribucién acumulada finito dimensional de un proceso méx-estable
se puede determinar como sigue:

F(z1, ..., 2k) :P(max{‘I’Yi(xj)} <zj,j= 1,...,k)
l
=P(¥Y<z;/Yi(xj),i=1,j=1,..,k)

:exp{—fwf%I(\P>minjZj/xj)\P_zd‘I’dPY(yl,...,yk)}
(5.55)
:exp{—f maxyj/zdeY(yl,...,yk)}
RA
:exp{—E(maXY(xj)/zj)}
J
=exp{=V(zi,...,z)} = exp{=V(2)},

siendo dPY lamedida de probabilidad asociada al proceso Y y E (maxj Y(x;) /zj) =Vizy,..., 2r).
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5.5.3 Dependencia en el contexto multivariado

Coeficiente extremal:

A partir de la representacion espectral de Schlather y su distribucion finito dimensional
(5.55) se vio que dados x = (x1, ..., Xx) Y z = (z1, ..., Z¢) Se tiene que:

P(Z(x)<z)=e X@, (5.56)

Si todos los componentes de z son iguales entonces:

W(z) = E( {I}axk Y(x]-)/z)

5.57
6w (5.57)

¥4

.....

de dependencia entre los elementos del vector Z(x).
En el caso bivariado, se conoce como la funcion de coeficiente extremal:

0(h) = E(max{Y (x),Y(x+ h)}), (5.58)

con O(h) € [1,2]. Si O(h) =1 entonces los elementos Y (x) y Y (x + h) son completamente
dependientes mientras que si 8(h) = 2 se estd frente al caso de independencia.
Demostramos a continuacién esta afirmacion:

o
PZ(x+h) <z Z(x) <2 e

= =P(Z(x+h) <z)fW1,
P(Z(x)<2z) P(Z(x)<2z)

(5.59)
De aqui se deduce que sif(h) = 1 entonces los elementos Y (x) y Y (x+h) son completamente
dependientes mientras que si 6(h) = 2 se estd frente al caso de independencia.

PZx+h) <zl Z(x)<2z) =

Al igual que para la funcion correlacion definida previamente, para la funcion de coeficiente
extremal existen diversas familias paramétricas:

szz—lh)
——

1-p(h
Modelo Schlather: 8(h) =1+ #

V(Y(h)))
— |

Modelo Smith: 8(h) = 2(/)(

Modelo Brown-Resnick: 0(h) = 2(/5(

2(1-p(h
Modelo Geométrico-Gaussiano: 0(h) = 2¢ (M) .

2
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. _ | v+l _1=p*M)
Modelo t-Extremal: 8(h) =2T,+1 12200 02() (1-p(h) i1 p(h) .

siendo ¢ la funcién de distribucién normal estandar.

Variograma:

En fenémenos espaciales como ser variables meteorolégicas, variables relacionadas a la
ecologia, econdmicas, entre otras, puede que exista cierto grado de dependencia espacial. El
variograma es una herramienta que permite estudiar la dependencia espacial de una vari-
able. Diversas bibliografias se pueden encontrar donde se realiza una explicacion exhaustiva
sobre geoestadistica como ser [9], [21] o [19] entre otros.

Un proceso espacial se define como (ver [9]) Z: DxQ — R medible, tal que:

{Z(s):s€ D}
Donde:
* D esun subconjunto de R¢
e se D esuna posicion genérica localizada en el espacio d-dimensional.

e Z(s) una variable aleatoria localizada en s.

Definicion 5.9. El variograma asociado al proceso {Z(s) : s € D} se define como:

2y(h,s) =Var (Z(s+h)—Z(s)) Vse D,Yh,s+heD.

Madograma:
Si ademds, el proceso es intrinsecamente estacionario®:

2)/(h):E(Z(s+h)—Z(s))2 seD,s+heD.

A la expresion anterior se la puede interpretar como el valor promedio de la diferencia al
cuadrado de los valores que toma la variable de interés en dos puntos separados por una
distancia h.

Para el contexto de valores extremos, puede que los momentos de segundo orden no existan

y por ende no seria posible la obtencion del variograma. En [38] y [8] se define una her-
ramienta similar al variograma utilizando la distancia L; construyendo asi el madograma:

v(h) = %EIZ(x+h)—Z(x)|. (5.60)

4Se dice que {Z(s) : s € D} es intrinsecamente estacionario si satisface: 1) el valor esperado de las diferencias
cumple que E(Z(s+h)—Z(s)) = 0y 2) lavarianza de las diferencias es finita y estd dada por Var(Z(s+h)—-Z(s)) =
2y(h), siendo la funcién y(.) el variograma.
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F-Madograma:

Una adaptacién a dicho concepto fue propuesta en [7] y [41] en el contexto de valores ex-
tremos, el F-Madograma:

Definicion 5.10. .
vE(h) = EElF(Z(x+h))—F(Z(x))|, (5.61)

siendo F la funcién de distribucién de ZV x.

Una ventaja de la expresion anterior es que la esperanza calculada en el F-Madograma siem-
pre existe por tratarse de variables acotadas.

En [7] se demuestra que el F-Madograma puede expresarse en términos del coeficiente ex-
tremal segin:

10 -1
20 +1’
siendo 6(h) el coeficiente extremal que se defini6 anteriormente.

vE(h) (5.62)

Cabe destacar que el F-Madograma es un concepto adimensional y solo describe la fuerza
de la dependencia, ya que F(Z(x)) es una variable uniforme en [0, 1] y no depende de las
leyes de las distribuciones marginales en cuestion. Es decir, no brinda informacién sobre el
volumen de precipitaciones en un punto especifico.

6 Analisis de clusters

6.1 Introduccion

El andlisis de clusters es un método exploratorio del tipo no supervisado. Dicha metodologia
es capaz de agrupar observaciones o variables en grupos lo mas homogéneos que sea posi-
ble. Aqui se hara énfasis en clustering de observaciones. Es decir se dispone de una matriz
de datos X = (Xj,..., X;) con p variables de interés e I observaciones (individuos) de la que
no se dispone de etiquetas de clase que identifiquen a las observaciones. El objetivo princi-
pal es agrupar las observaciones de manera que aquellas que pertenezcan a un mismo grupo
sean mas similares entre si que observaciones fuera de ese grupo. Es decir que el andlisis de
cluster tiene por objetivo conformar grupos de acuerdo a ciertas caracteristicas que pueden
ser de interés, de manera de que dentro de cada grupo los elementos sean lo mas homogé-
neos posible. La homogeneidad (y heterogeneidad) estard medida a través de una distancia
pre-definida.

La clasificacion obtenida dependera de las variables seleccionadas, pudiendo variar la es-
tructura de grupos en el caso de que se consideren otras variables diferentes.

Los métodos de clasificacion pueden ser jerdarquicos o no jerdrquicos. Enlos métodos jerarquicos,
la agrupacion se realiza mediante un proceso de agrupacion (o desagrupacion, segin sean
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métodos agregativos o divisivos) sucesiva, cuyo resultado final es una jerarquia de unién
completa en la que cada grupo se une (o separa) en una determinada fase. En cambio, los
métodos no jerdrquicos o de particion, permiten la reasignacion de elementos, es decir que
las observaciones pueden variar de grupo en cada iteracion. Los métodos no jerdrquicos
necesitan seleccionar la cantidad de grupos a agrupar a priori.

Ambos andlisis no son competitivos, sino que se complementan, ya que el anélisis de grupos
jerdrquico puede pensarse como una primer exploracion de la estructura de los datos, mien-
tras que el andlisis de grupos no jerdrquico se verd como una afinaciéon de dichos resultados.

Dentro de los métodos jerarquicos se pueden mencionar el método del vecino més cercano
(single linkage), método del vecino maés lejano (complete linkage), método de minima vari-
anza (Ward), entre otros.

Dentro de los métodos no jerdrquicos, se pueden encontrar diferentes técnicas como ser k-
means, PAM, Fuzzy, entre otras.

Las medidas de disimilaridad entre los individuos x; = (xj1,..., Xip) ¥ Xj = (Xj1,...,Xjp) € RP
que se utilizan con mayor frecuencia son:

* Distancia Euclidea (Ly): d(x;, x;) = (Zzzl(xik - xjk)z)l/z.

* Distancia Manhattan (Ly): d(x;, x;) = Zzﬂ | Xik — Xjk |

* Distancia de Mahalanobis: d(x;,x;) = (x; — xj)’ > (x; - x;) siendo X una matriz de
varianzas y covarianzas no singular.

Las distancias anteriores suelen utilizarse en el caso de trabajar con variables cuantitativas.
La distancia euclidea es la mds utilizada, aunque la distancia Manhattan es mas robusta
frente a outliers. Cuando existe alta correlacion entre las variables consideradas la distancia
Mahalanobis es la mds adecuada ya que considera las correlaciones de las variables en su
férmula. Dado que las medidas de disimilaridad no son invariantes frente a cambios de es-
cala de las variables, es importante estandarizar los datos previamente.

El andlisis de clusters no jerdrquico, como se mencion6 anteriormente, busca particionar el
conjunto de datos en un nimero especificado de grupos K minimizando cierta funcién ob-
jetivo.

Cada algoritmo se diferencia segtn la funcién objetivo a utilizar. La funcién objetivo mas
comun es la suma de las distancias de las observaciones de un grupo respecto de su cen-
troide (c(.)), es decir, para cada particiéon { = Cy, ..., Cx encontrada se busca minimizar:

K
W)=Y, Y dxich), (6.1)

h=1x;eCy,

siendo K el nimero de grupos.
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Notar que si se utiliza la distancia Euclidea y el centroide es la media de las observaciones
del grupo, la funcién objetivo corresponde a la suma de cuadrados intra cluster W que se
detallarda mas adelante.

Para los métodos jerarquicos existe por un lado un gréafico que da cuenta de la estructura
de particiones generada por dichos algoritmos denominado Dendrograma que es ttil para
definir la cantidad de grupos 6ptimos. Ademads existen ciertos indicadores que también re-
sultan de utilidad para definir la cantidad de grupos. A continuacién se describen breve-
mente cada uno de ellos:

* Dendrograma: gréfico en el que se puede visualizar la evolucion de las agrupaciones,
es decir se puede observar que grupos se van uniendo entre si y los niveles al que lo
hacen. Dicho grafico se construye mediante la transformacién de las distancias origi-
nales a distancias ultramétricas.’

* R?: Establece la relacién entre la variacién explicada por la estructura de grupos deter-
minada (VE) y la variacion total (VT):

R>=VE/VT=1-VNE/VT,

siendo VNE = lelez?£12§:1 (xl-j(k) —Ekj)z yVT = Zlezle(xij —fj)z. Notar que
R? =1 cuando la cantidad de grupos es igual a la cantidad de observaciones y R*> = 0
cuando la cantidad de grupos es igual a 1 (la nube original). Por lo que a medida que
la cantidad de grupos crece, este indicador aumentard. Cuando dicho aumento deje
de ser significativo sugiere la cantidad de grupos 6ptima.

* Regla de Calinski (Pseudor):

R%/(k-1)

P = .
seudor T ONCES

Si dicho indicador crece mon6tonamente conforme crece la cantidad de grupos no se
podria establecer una estructura clara de grupos. Anédlogamente, si dicho indicador
disminuye conforme crece la cantidad de grupos (aunque en este caso podria existir
una estructura jerarquica). Si dicho indicador crece, y luego disminuye entonces la
cantidad de grupos 6ptima estd dada en el valor de k que produce el cambio.

Para los métodos no jerarquicos una herramienta que se utiliza es el gréfico silhouette que
fue propuesto en ( [45]) y cuya idea mostramos a continuacion:

Sean ¢ = Cj, ..., Ck las particiones de los datos en K grupos, el valor silhouette de la i —ésima
observacion que pertenece al grupo Cy. se define como sigue:

b,‘—ai

=———"  si |Cl>1 Vke{l,2,..,K}, (6.2)
maxia;, b;}

Sik

5

Definicion 6.1. Si d;; es una distancia y ademds satisface la siguiente propiedad: d;; =
max(d,-k, djk) Vi,V j,Vk entonces d;; es una distancia ultramétrica.
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sik=0 si |Cl=1 Vke{l,2,...K} (6.3)

siendo:

* |Ci| la cantidad de observaciones en el grupo k para k€ {1,2,...,K},

* a; es la distancia promedio entre la observacion i—ésima y el resto de las observa-
ciones de su mismo grupo. Es decir, para cada observacion i € Cx con k€ {1,2, ..., K}:

1

:m Z d(xi,xj).

jECk,iij

ai

a; puede interpretarse como una medida de cuan bien ha sido clasificada la obser-
vacion i—ésima en el cluster al que pertenece, es decir, cuanto mds pequeno el valor
de a; mejor clasificada esté la observacion i—ésima.

* b; eslaminima distancia promedio entre la observacion i—ésima y las demds observa-
ciones pertenecientes a los demds grupos. Es decir, que para cada observacion i € Cy
conke{l,2,..K}:

1
b; = mlniij,k:thc_ Z d(xi,xj)-
| 'leCh

Notar que —1 < s;; < 1. Valores de s;i cercanos a 1 se dan si a; = 0y en ese caso la obser-
vacion fue bien clasificada al grupo al que pertenece. Mientras que valores negativos de s;
indican que la observacién fue mal clasificada (b; = 0) al grupo al que pertenece. Si s;jx = 0
quiere decir que a; = b; y en ese caso la observacion podria tener un grado de pertenencia a
mads de un grupo ( [28]).

El gréfico silhouette plot es un grafico de barras horizontales, es decir que en el eje de las ab-
scisas se visualiza el valor de s;; para todas las observaciones de la base de datos, ordenadas
segun el grupo al que pertenecen.

También se puede visualizar en dicho grafico la cantidad de observaciones de cada grupo,
y dos medidas de resumen, por un lado el valor silhouette promedio de cada grupo y por
otro el estadistico s (promedio de los s;; de todas las observaciones de la base de datos).
Este ultimo, es un buen indicador de la performance del algoritmo de clustering. Incluso
suele utilizarse dicho estadistico para determinar el nimero 6ptimo de clusters para iniciar
el algoritmo, determinando el valor K como aquel que maximice sx. En ( [33]) se define el
coeficiente silhouette como SC = maxg{sx}y su interpretacion es como sigue:

* Si SC = 0.25 no hay una estructura de grupos definida en los datos o si la hay el algo-
ritmo no logro captarla.

¢ Si0.26 = SC = 0.50 la estructura encontrada es débil e incluso artificial.

¢ Si0.51 = SC =0.70 la estructura encontrada es razonable.
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¢ Si0.71 < SC <1 la estructura encontrada es fuerte.

Las etapas de implementacion de este tipo de metodologias se pueden resumir como sigue:
1) Estandarizacion de la matriz de datos originales X de I individuos; 2) definicién de la me-
dida de disimilaridad entre individuos; 3) definicién del algoritmo de agrupacién; 4) consid-
eracion de reglas de detencion; 5) seleccion e interpretacion de los grupos en funcién de las
p variables de interés.

En esta tesis se desarrollard en una primer instancia un andlisis de cluster jerarquico Ward a
los datos utilizando distintas distancias, y luego utilizando el nimero de grupos obtenido se
iniciard el algoritmo PAM y se comparara con el nimero de grupos 6ptimo que se encuentre
observando el estadistico SC.

6.2 Anadlisis de clusters jerarquico: Ward

El método Ward busca minimizar como se mencioné anteriormente la siguiente funcién
objetivo:

K

W) =), Y dxich). (6.4)
h=1x;eCy,

Como ya se mencion6 también, si la distancia utilizada es la euclidea, en cada etapa, dicho

algoritmo busca minimizar la dispersion o varianza intra grupos en la nueva particion. Es

decir, si la distancia a utilizar es la distancia euclidea dicho algoritmo busca minimizar W

que es la suma de los cuadrados residuales. Recordar que la suma de cuadrados totales SCT

se puede descomponer como sigue:

N

N

ii(xu—fff:ZZi xzj(k)—fkj)2+§§ (X —%5) =

=li=1j=1

@
I
—
~.
Il
—
S

(6.5)

S
~

d*(i,Gy) + Z nd* (G, G),
k=1

[
M=

x
I
—
-
I
—

siendo:
¢ n; el tamano del cluster k,
* Gy el baricentro o centro de gravedad del cluster k,
* G el baricentro o centro de gravedad general de los datos.

La variacion intra grupo a medida que se van produciendo las agregaciones va aumentando,
de manera que dicho algoritmo busca minimizar el incremento de la variacién intra grupos
resultante de la unién de dos elementos A y B en cada etapa del proceso dada por

(AUB) = —278_42(G 4, Gp).
nag+ng

En cada etapa del algoritmo se calcula dicho incremento y se construye la tabla de disimilar-
idades con la cual se van uniendo grupos con menor incremento de la variacion intra grupo.
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Este algoritmo tiende a juntar grupos con pequefio niimero de observacionesy tiende a for-
mar grupos con igual cantidad de observaciones. Dicho método tiene como ventaja que es
menos sensible a la presencia de valores atipicos.

A continuacioén se describen los pasos de este algoritmo aglomerativo:

1) Input: X = {x;,i = 1,..., I} estandarizada,/=ntimero de grupos iniciales (igual a la
cantidad de observaciones).

2) Calcular DY) = Dy = dl.zj =d*(x;,x;) i,j=1,..,I matriz de disimilaridades entre
los I grupos iniciales.

3) Unir aquellos grupos Iy J ({1,J}) tales que d, es la distancia minima de D",

4) Calcular d%]. x entre el grupo formado en el paso anterior {/, J} y todos los demas

grupos K = {1, J}.

5) Calcular D® = D(;_1)x(;-1) reemplazando la fila y columna I y J por la fila y

columna /] con las disimilaridades calculadas en el paso anterior. Calcular (/JUK) =
npng

dz(Gu, Gk) para todo K y unir los grupos {1, J/} y K con minimo (/] U K).
nriy+ng

6) Repetir los pasos4y5 I — 1 veces.
7) Output: indicadores Pseudor 6 R? para determinar la cantidad de grupos 6ptimo,

lista con la evolucién de los grupos que se fueron uniendo en cada paso, dendrograma,
descripcion de los grupos.

Notar que para el i—ésimo paso, D) serd una matriz simétrica de tamano (Ii + 1) x (Ii + 1)
coni=1,..,1. En el dltimo paso i = I se tiene que DY = 0 ya que todas las observaciones se
encuentran agrupadas en un inico grupo.

6.3 Anadlisis de clusters no jerarquico: K-meansy PAM

Dentro de los métodos no jerarquicos o de particion se encuentran los métodos K-meansy
PAM (Partition Around Medoids), entre otros. Dichos métodos se diferencian de los méto-
dos jerarquicos en que se debe elegir la cantidad de grupos previamente. Estos métodos
iterativos, clasifican en cada etapa a cada observacion dentro de alguno de los K grupos de-
terminados a priori. Es decir en cada paso van formando estructuras de grupos donde no
hay una jerarquizacion de los mismos. Dado K la cantidad de grupos definida previamente,
los algoritmos no jerdrquicos buscan particionar los datos en K grupos de manera que los
elementos dentro de cada grupo sean lo mds similares posible y los elementos de diferentes
grupos sean lo mds disimiles posible.
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6.3.1 K-means

Dentro de los métodos de cluster no jerarquicos, el mas utilizado es el K-means [37]. El
algoritmo de dicho método se puede resumir como sigue:

1) Input: X ={x;,i =1,...,I}. K nimero de grupos.

2) Elegir alguna de estas inicilizaciones:

» Asignar aleatoriamente las observaciones a K clusters y calcular xj el centroide
de cada grupocon k=1,..., K.

* Pre-definir los K centroides X a partir de alguna agrupacion realizada por otro
método de clustering por ejemplo.

3) Calcular la distancia entre la observaciéon i y el centroide del cluster al cual
pertenece: W (i) = 2115:1 > cli)=k d?(x;, %), siendo c(i) el cluster que contiene a Xx;.

4) Re-asignar cada observacion al cluster mas cercano de forma de miniminzar W (i).
5) Re-calcular los centroides luego de haber realizado el paso 4.
6) Iterar pasos 3,4 y 5 hasta que no sea necesaria ninguna re-asignacion.

7) Output: Estructura de K grupos 6ptima.

6.3.2 PAM

El algoritmo PAM podria verse como una variacion o mejora del K-means [54]. Al igual que
el algoritmo K-means, necesita de una particion inicial dada. Una diferencia respecto del
algoritmo anterior, es que PAM se basa en la biisqueda de K “individuos representativos”
(denominados medioides en lugar de centroides) entre el conjunto de observaciones, de
manera que representen adecuadamente la estructura de los datos en cada particiéon. El
medioide de un cluster se define como la observacion de dicho grupo cuya disimilaridad a
las demads observaciones de su grupo es minima.

En general PAM es mds robusto que K-means y requiere como argumento de entrada so-
lamente la matriz de disimiliaridades entre observaciones y no los datos originales. Como
desventaja, dicho método es menos eficiente computacionalmente, debido principalmente
ala busqueda de los medioides ( [28]).

La idea principal del algoritmo PAM es encontrar los medioides 6ptimos que seran en gen-
eral observaciones centralmente localizadas dentro de los clusters. El algoritmo comienza
con una asignacioén a priori del conjunto de medioides denominado conjunto M. El comple-
mento de este conjunto M contiene las demds observaciones que no han sido seleccionadas
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como medioides, entonces la base de datos completa puede escribirse como U = M U M.

El objetivo de PAM es minimizar la distancia promedio de las observaciones al medioide
del grupo al que fue clasificado. Esto equivale a minimizar la suma de las distancias entre
las observaciones que pertenecen al mismo grupo. El algoritmo PAM se implementa en dos
fases:

1. La primer fase consiste en la selecciéon de K observaciones que formaran el conjunto
M.

2. La segunda fase consiste en intercambiar observaciones de M para mejorar la perfor-
mance del algoritmo.

La estrategia de intercambiar el medioide fue introducida en [34].

La implementacion del algoritmo se mostrard a continuacion pero antes se presenta las dos
medidas que serdn clave en su desarrollo:

e D; = distancia entre la observacion i y el medioide més cercano Vi € U.
* E; = distancia entre i y el segundo medioide mds cercano Vi€ U.

Dichos valores se actualizardn en cada iteracion cuando los conjuntos M y M cambien.

Se describirdn los pasos a seguir en cada fase. La primer fase se lleva a cabo de la siguiente
manera:

1) Input: D = (d;;) matriz de disimilaridad. K nimero de grupos. Inicializar M por
ejemplo con aquellas observaciones tal que la suma de las distancias a las demds ob-
servaciones es minima.

2) Considerar una observacién i € M como un candidato a incluir en el conjunto M.

3) Dada j € M —{i} calcular D;.

4) Si D; > d(i, j) entonces la observacion j contribuird a la decision de seleccionar i
como medioide. Sea W;; = max{D; —d(i, j),0}.

5) Calcular la ganancia total de incluir a i en el conjunto de medioides M como g; =
2 jeu Wij.

6) Elegir la observacién i que maximice g; como nuevo medioidey por tanto se incluira
en el conjunto M.

Se repiten los pasos 2 a 6, hasta seleccionar K observaciones.

Para la segunda fase se consideraréa los pares (i, h) € MxM vy se calculard el efecto X;j, en
la suma de las distancias entre las observaciones y el medioide mds cercano causado por
intercambiar i por h. La segunda fase se describe a continuacion:
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1) Dada j € M, se calcula Y;in segun el caso que corresponda como sigue:
* Sid(i, j) > D;j se calcula Yj;;, = min{d(j, h) — Dj,0}

* Sid(i, j)= Dj se calcula Yj;, = min{d(j, h),Ej} — D;
2) Calcular X;j, = Z]-EM Yjin.
3) Seleccionar el par (i, h) € MxM que minimiza X;j,.

4) Si X;j, < 0 entonces se intercambia la observacion i por la observacion h. Se actual-
iza D; y E; para todas las observaciones y se vuelve a correr el paso 1.

Si el minimo Xjj;, > 0 el valor de la funcién objetivo no puede decrecer mas el algoritmo se
detiene. Es decir que la regla de detencion es que todos los valores X;j sean positivos.

Como desventaja de PAM y K-means respecto de los métodos jerdrquicos, se pueden nom-
brar: 1) la eleccion del nimero de clusters a priori y 2) son sensibles a la inicializaciéon. La
cantidad de clusters puede venir sugerida a partir de una particién jerdrquica anterior visi-
ble a partir de un dendrograma. Respecto de la inicializacién, dado que el algoritmo puede
converger a minimos locales, se propone como solucién correr el algoritmo con diferentes
particiones iniciales y elegir el resultado con la menor funcién objetivo.

6.4 Anadlisis de clusters PAM aplicado a valores extremos

Dados los conceptos de teoria de valores extremos desarrollada en la seccién 5 y la teoria
desarrollada sobre analisis de clusters, ambas metodologias serdn conjugadas para obtener
una aplicacion de clustering para el caso de valores extremos.

El interés principal de trabajar con un algoritmo de clustering como PAM bajo el contexto
de valores extremos radica en que otros algoritmos, como ser el K-means, construye los cen-
tros de los grupos en cada paso, promediando las observaciones dentro de cada grupo. En el
contexto de valores extremos, el promedio de valores extremos deja de ser un valor extremo
y ello violaria propiedades de max-estabilidad.

El algoritmo de clustering a aplicar a los datos de precipitaciones extremas en Uruguay, sera
siguiendo la linea del trabajo aplicado en [3].

Sean M; y M| los valores extremos observados en dos localizaciones i y j, donde los datos
fueron transformados de modo que ambas marginales sean Fréchet unitarias, se puede es-
cribir la distribucion bivariada segin se propone en [3] como sigue:

-1 -1

-V ,
PM;<u,Mj<v)=e ‘[08Fi(W) log(F;w)) 6.6)
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siendo Fj(x) = P(M; < x) la distribucién marginal de M;, y recordando que V(.,.) es la fun-
cion estructura de dependencia definida de manera que cumpla con las condiciones vistas
en el Teorema 5.10.1.

V(1,1)
uz -’

Notar que si u = v entonces V(u, u) =

Dada la funcién de estructura de dependencia definida anteriormente se tiene que:

-V,
P(Mi<u,Mj<u)=[P(M;<wPM;<w] 2 6.7)

siendo V(1,1) el coeficiente extremal.

n [7] se demuestra que el F-madograma definido en la ecuacién (5.61) se puede expresar
€omo se vio anteriormente:

P 1VQAD-1

T2VA, D+

Ademads el F-madograma puede estimarse de la siguiente manera: dada una muestra de

maximos (Mm M](.t)) obtenidas en dos estaciones i y j en el momento ¢ para t =1,2,..., T,
entonces se puede obtener la siguiente estimacion en cuestion:

(6.8)

. 1 L. .
V= —= Y 1EM") - Fm), (6.9)
2T i3 !

siendo F; y Fj las funciones de distribucion empiricas de las estaciones i y j respectiva-
mente, definidas como:

R 1<

Fitw = — > Loy (6.10)
=1

. 1 <

Fi(u) = ?ZI{M@SM}. (6.11)
t=1 J

Una manera sencilla de obtener una estimaci(’)n del coeficiente extremal se obtiene reem-
plazando en la ecuacion (6.8) la estimacion v F de (6.9) y despejando V (1,1).

También es interesante notar que para la construcciéon del F-madograma no se requiere de
a]ustar ninguna distribucién GEV especifica a los datos, ya que el tiinico insumo necesario es
FiyE; i y por ende hay un ahorro computacional significativo.

Dadas las condiciones anteriores, se combinard el concepto de la funcién F-madograma
con el andlisis de clusters PAM, en el sentido que la funcién F-madograma anteriormente
descripta sera la funcion distancia a utilizar en el algoritmo de clustering PAM.
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6.5 Testde independenciabasado en ratios de recurrencia

Como complemento al andlisis de clustering descripto en la seccién anterior, resulta intere-
sante conocer si las precipitaciones extremas anuales diarias para distintas estaciones son
independientes o no. Para explorar este aspecto, se aplicé un test de independencia que fue
propuesto en [32].

En las siguientes lineas se describe dicho test:

Dada una muestra bivariada (X, Y1), (X2, Y2),...,(Xy, Y,) de un par (X,Y) donde X € Sk,
Y € Sy siendo Sx y Sy espacios métricos cualesquiera.

Se plantea el test Hy : X e Y son independientes contra la alternativa H; : X e Y no son inde-
pendientes.

El test estd basado en un estadistico que es un funcional que mide la diferencia entre el
porcentaje conjunto de recurrencias entre X e Y y el producto de los porcentajes marginales
de recurrencias de X y de Y. Los mismos se definen mediante:

1
RRYY(r,s) = m.Z.l{d(x,-,xj)«d(wf)<s}’
i%j
1
X _
RRX(r) = m;jl{d(xi,xj)«}’
1
Y _
RRy ) = ooy & Mot

donde se utiliza la misma letra d para medir la distancia tanto en el espacio métrico X como
en el de Y (sin riesgo a confusion).

Se observa que RRX (r) representa el porcentaje pares de elementos de la muestra { X7, ..., X,,}
cuyas distancias entre si son menores que r. Andlogamente se define RRY (s) mientras que
RRff'Y(r, s) representa el porcentaje conjunto.

Si X e Y son independientes y n es suficientemente grande, es de esperar que RRf’Y(r, s) =
RRX(r)RRY (s) para todos r,s > 0.

La region critica se define mediante {T}, = c} donde el estadistico de prueba se define como:

+00 +00
= nf f (RRXY (r,5) - RR,Q‘(r)RR}{(s))ZgX(r)gY (s)drds,
0 0

S—Uy

donde las funciones de pesos se definen mediante gx(r) = ¢ (%) ygy(s)=¢ (Ty) siendo

@ lafuncion de densidad de lanormal tipica, ux = E (d (X1, X2)), 0%( =V (d (X1, X)) yandloga-
mente se definen uy yoy.
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Enla practica, como no se conocen px ni o x selos estima por la media muestral y la desviacion
muestral de las distancias entre los elementos, o sea que se utilizan my = ﬁ Yizjd (Xi, X;/)

y sy = ﬁzz& ild(Xi,X;) - mx)’ para estimar los valores de px y 0% respectivamente.
Andalogamente se trabaja con my y s?,.

La forma en la cual se puede implementar el test estadistico, las propiedades tedricas y los
resultados del test en diversas simulaciones se puede ver en ( [32]).

Part I1I
Resultados

7 Datos

Se parte de informacion otorgada por Facultad de Ciencias referente a precipitaciones di-
arias de 47 estaciones meteoroldgicas y pluviométricas, localizadas en todo el territorio
uruguayo, para el periodo de enero 1980 a diciembre 2013. Las estaciones meteorolégicas
son Aeropuerto de Carrasco, Aeropuerto de Melilla, Artigas, Bella Unién, Colonia, Durazno,
Florida, Melo, Mercedes, Paso de los Toros, Paysandu, Prado, Punta del Este, Rivera, Rocha,
Salto, Tacuarembd, Treinta y Tres, Trinidad y Young. Estaciones pluviométricas eran las sigu-
ientes: Acegua, Arbolito, Canas, Casupa, Cerro Colorado, Chuy, Conchillas, Cuchilla de Dion-
isio, Cufre, Ecilda Paullier, El Cerro, Florencio Sanchez, Isidoro Noblia, Marincho, Mendoza,
Minas de Corrales, Ombues de Lavalle, P de Valentin (Rincén), Palmitas, Paso de la Cruz,
Pueblo Biassini, San Gregorio, Santa Catalina, Tarariras, Tomas Gomensoro, Tres Boliches y
Valle Eden.

En Uruguay existen 3 tipos de estaciones de captura de datos de fen6menos climéticos: las
estaciones meteorolégicas convencionales, las estaciones pluviométricas convencionales y
las estaciones meteoroldgicas automaticas. La diferencia entre una estacion meteorol6g-
ica y una pluviométrica es que en las estaciones meteoroldgicas se miden diversos feno-
menos como ser: precipitaciones, temperatura, humedad, granizo, etc. y ademads son ges-
tionadas por personal especificamente preparado y calificado. Por otro lado, las estaciones
pluviométricas solo miden las precipitaciones y en general la calidad de los datos de éstas
es inferior a las de las estaciones meteoroldgicas. Las mismas forman la Red Pluviométrica
Nacional y la Red Meteoroldgica Nacional. A la fecha existen 19 estaciones meteoroldgicas
convencionales activas pertenecientes a la Red Meteorol6gica Nacional y 8 estaciones mete-
orologicas de INIA.

Uno de los inconvenientes encontrados, fueron los datos faltantes. En esta tesis no se pro-
fundiz6 sobre la imputacion de datos faltantes ni su impacto en las estimaciones obtenidas.
Para depurar la base de datos, se prioriz6 mantener la mayor cantidad afos, sacrificando
la eliminacion de estaciones meteoroldgicas. Para obtener dicho objetivo se procedi6 de la
siguiente manera:
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e Se eliminaron las estaciones cuyo cociente entre cantidad de afios con més del 20% de
datos faltantes respecto de los afnos totales supere el 80%. Es decir, si C = P/ N siendo,
P = cantidad de afos con datos faltantes mayor al 20% y N = 34 (1980 al 2013), entonces
si C es mayor a 0,8, esa estacion se elimina.

* Una vez eliminadas las estaciones con mayor numero de datos faltantes, se decidié
eliminar el ano 1980 ya que es el inico afio en que alguna de las estaciones que queda-
ban poseian datos faltantes ese afio, priorizando en este caso no eliminar ninguna otra
estacién meteoroloégica.

De esa forma se obtuvo la base de datos final de precipitaciones diarias desde enero 1981
a diciembre de 2013 para 19 estaciones meteoroldgicas y 1 pluviométrica (Palmitas) que se
ven en grafico a continuacion:

lon: -52.00528 | lat: -32.30571 | zoom: &
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Figura 7.1: Estaciones meteoroldgicas y pluviométricas utilizadas. Fuente: elaboracién
propia en R.

Leaflet | ® OpenStreetiap

A pesar de la distincion vista anteriormente respecto de una estacion meteorolégica y una
estacion pluviométrica, en la presente tesis se utilizard indistintamente el término estacion
meteorolédgica o estacion para referirse a cualquiera de las 20 localidades con las que se tra-
bajard de ahora en mas.

Todos los resultados del presente trabajo han sido obtenidos con el software R [43]. Se
han utilizado los siguientes paquetes: readxl,cluster,plot3D,maptools, mapview,rgdal, rgeos,
raster, ggplot2, rgl, spdep, caret, tmap, geospt, leaflet, plyr, DMwR, Spatial Extremes, extRemes,
goft,xtable,evd,ismev,reshape?2.
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8 Analisis de la base de datos

Para la aplicacion de las distintas metodologias que se explicardn a partir de la seccion sigu-
iente, se trabajara con las precipitaciones maximas anuales diarias. De aqui en més al referirnos
a precipitaciones o lluvias extremas, se dard por entendido que nos referimos a los valores
maximos anuales diarios. En esta seccidn, se realizard un estudio descriptivo de las mismas.
Comenzando por el gréfico 8.1 a continuacion, en el que se visualizan las precipitaciones
extremas anuales, desde 1981 a 2013 para cada una de las localidades en estudio:
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En grafico 8.1 se han destacado los valores extremos anuales que superaron los 200 mm. Se
puede observar que hay estaciones meteorolégicas en que su valor de precipitacion max-
ima anual nunca super6 dicho valor en el periodo de estudio 1981 a 2013. Las mismas son
Aeropuerto de Carrasco, Aeropuerto de Melilla, Durazno, Melo, Mercedes, Palmitas, Paso de
los Toros, Paysandu, Prado, Punta del Este, Rivera, Tacuaremb¢ y Trinidad. Pero también
existen estaciones cuyos valores de precipitaciones extremas anuales han superado los 200
mm, incluso mas de una vez en el periodo estudiado. Las estaciones que alcanzaron o su-
peraron dicho valor fueron: Artigas en el afio 1990 y en 2002, Bella Unién en el afio 1997,
Colonia en el 1985, Rocha en el 2006, Salto en el 1997 y 1998, Treinta y Tres en 1998, Salto y
Young en 1981. Como se observa, en los afios 1997 y 1998 se registraron la mayor cantidad
de estaciones afectadas por precipitaciones extremas.

Para tener una dimension respecto de las lluvias extremas anuales se puede comparar con
los valores acumulados por estacion del afo (otofio, invierno, primavera y verano®). En el
grafico 8.2 se puede observar para cada estacién meteoroldgica un boxplot de las precipita-
ciones acumuladas en los trimestres otofio, invierno, primavera y verano.

Del grafico 8.2 puede observarse por ejemplo que para la estacion Artigas, el valor de la me-
diana de las precipitaciones acumuladas para invierno, primavera y verano es de 375 mm
a 400 mm. Sin embargo, para en los afios 1990 y 2002, segun gréfico 8.1, existieron valores
de precipitaciones extremas anuales que representaron en un solo dia mas del 50% del valor
acumulado promedio en un trimestre. En Salto, los valores medios de precipitaciones acu-
muladas promedio en las distintas estaciones del afio no superaron los 375 mm y sin em-
bargo en los afios 1997 y 1998 existieron valores de precipitaciones diarias que alcanzaron
los 250 mm.

6En el presente trabajo se tomé como Otofio el periodo entre 21/03 al 20/06, Invierno entre 21/06 a 20/09,
Primavera entre 21/09 al 20/12 y Verano entre 21/12 al 20/03
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En el grafico 8.3 se puede apreciar ain mas las similaridades o disimilaridades del compor-
tamiento de las lluvias extremas entre las estaciones involucradas, a partir de un boxplot

generado con los 33 valores de las precipitaciones extremas anuales para cada localidad:
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Figura 8.3: Boxplot de las lluvias extremas anuales por estacion meteorolégica. Fuente:
elaboracion propia en R.
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Adicionalmente a lo que se visualiza en el gréfico (8.1), en el gréfico (8.3) se puede ver el com-
portamiento inter anual de las lluvias extremas para el periodo de estudio 1981 a 2013 para
cada una de las localidades en estudio. Se puede por un lado observar que las estaciones
de Artigas, Bella Uni6n, Colonia, Rocha, Salto, Treinta y Tres y Young son las que registraron
precipitaciones extremas anuales por encima de los 200 mm en distintos afios, ddndose en el
1997 registros importantes en Bella Unidn y Salto y en el 1998 en Salto y Treinta y Tres. Puede
destacarse también Salto como la localidad que tuvo la mayor variabilidad inter anual en el
comportamiento de dicho fenémeno. Por otro lado, si se comparan las estaciones en fun-
cién de valores medios, como por ejemplo, en funcion a la mediana, puede observarse que
Artigas, Bella Unién y Tacuarembd presentan valores de mediana por encima de las demaés
estaciones, es decir, promedialmente las lluvias extremas anuales en estas localidades es-
tuvieron por encima que en demads regiones del pais. Se destacan a Melo y Punta del Este
como las estaciones con menor variabilidad inter anual, en cuyos casos, en ningtin ano del
periodo en estudio, se superaron los 150 mm de precipitacién extrema anual.
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Tamién podria interesar estudiar el comportamiento intra anual de las lluvias extremas an-
uales. Para ello se presenta el gréfico 8.4 a continuacion, en el cual se visualizan las lluvias
extremas anuales para cada afio en las distintas localidades de estudio. Se realiza un boxplot
con los 20 valores extremos anuales de las distintas ubicaciones para un mismo afo:
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Figura 8.4: Boxplot de las precipitaciones extremas anuales por afio. Fuente: elaboracion
propia en R.
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Del gréfico anterior, 8.4, se destacan los afios 1997 y 1998 con valores de precipitaciones
madximas anuales con mayor variabilidad espacial que los restantes afios. Por ejemplo, para
el ano 1997 mientras que el 75% de las estaciones registraron valores de precipitaciones max-
imas anuales menores o iguales a los 150 mm, en ese mismo afio las localidades de Rivera,
Treinta y Tres, Salto y Bella Unién tuvieron registros maximos de 152, 184, 215 y 246 mm re-
spectivamente. En el afio 1998 las estaciones mds afectadas fueron Tacuarembé6 (170 mm),
Treinta y Tres (208 mm) y Salto (270 mm), siendo éste tltimo el registro m4ds alto de todo el
periodo en estudio. Otro ano que se puede destacar, es el 2002, en donde se destacan dos
estaciones con altos registros extremos, Tacuaremb6 (167 mm) y Artigas (242 mm) y a su vez
fue el afio cuyos registros de lluvias extremas en general fueron superiores a los demds afos.
Por el contrario el aflo con menores registros de lluvias extremas anuales en todo el territorio
del pais fue el 1989, en el que salvo para tres estaciones (Paysandi con 124 mm, Palmitas con
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128 mmy Treinta y Tres con 129 mm), las demds no tuvieron registros de lluvias extremas an-
uales superiores a los 100 mm. En general, Artigas y Salto puede verse como las estaciones
que mads se repiten como las que se destacan con altos registros de lluvias maximas anuales.
También se destaca el afio 1990 en el que el percentil 75% se ubica por encima de los 150
mm, el mas alto respecto a los demds anos. Es decir, en dicho afio la mayoria de las locali-
dades en estudio fueron afectadas por precipitaciones intensas.

De los afios mencionados anteriormente, se sabe que algunos de ellos, fueron afectados por
el fenémeno de El Nifio, como por ejemplo, los afios 1997, 1998 y 2002. El fenémeno de El
Nifo es un evento climatico relacionado al calentamiento del Pacifico oriental ecuatorial, el
cual se manifiesta erraticamente ciclico (se habla de ciclos de entre tres a ocho afios). Di-
cho fené6meno también conocido como ENSO (siglas en inglés correspondientes a El Nifio
Oscilacién Sur). Este fenémeno se manifiesta de forma de lluvias intensas, afectando prin-
cipalmente a la region costera del Pacifico de América del Sur ( [56]). El Servicio Nacional
del Clima (NOAA por sus siglas en inglés) es quien provee estadisticas histéricas de dicho
fenémeno. En [36] se puede observar el Indice Ocednico de El Nifio (ONI’ por sus siglas en
inglés) que dicha asociacion utiliza para identificar eventos calidos (El Nifo) y frios (La Nifia)
en el océano Pacifico tropical.

Segun dicho indice los afios afectados por el fenémeno de El Nifio, en el periodo de estu-
dio, fueron: 1982 a 1983, 1986 a 1988, 1991 a 1992, 1994 a 1995, 1997 a 1998, 2002 a 2003,
2004 a 2005, 2006 a 2007, 2009 a 2010. Sin embargo, no todos esos afos se reflejan valores
extremos anuales de precipitaciones importantes. De hecho, existen otros afios en los que
las lluvias extremas anuales superaron los 200 mm y no fue en afio Nifio, como ser los afios
1981, 1985y 1990. Los afios en que si puede decirse que el fenémeno de El Nifio pudo haber
incidido en el comportamiento de las lluvias extremas es en los afios 1997, 1998, 2002 y 2006.

Asi como las precipitaciones en general tienen un comportamiento estacional, podria ser de
interés analizar el comportamiento estacional de las precipitaciones extremas. Para ello una
primer aproximacion se realiza al graficar las lluvias extremas ocurridas en cada trimestre
(estacion del afio) otofio, invierno, primavera o vearno. Como se mencioné anteriormente,
se considera otofio desde el 21/Marzo al 20/Junio , invierno desde el 21/Junio al 20/Setiem-
bre , primavera desde el 21/Setiembre al 20/Diciembre y verano desde el 21/Diciembre a
20/Marzo. A continuacidn, el grafico 8.5 muestra las lluvias extremas ocurridas en cada
trimestre, durante el periodo 1981 a 2013 (tomando todas las localidades del pais juntas):

7 El indice ONI se calcula como la media mévil de tres meses de las anomalias de la temperatura superficial
del mar para la regién El Nifio 3.4 (es decir, la franja comprendida entre 5°N-5°Sy 120°-170°W).
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Figura 8.5: Lluvias extremas en cada estacion del afio. Fuente: elaboracion propia en R.

Del gréfico 8.5 se puede observar que la estacién del afio con menor variabilidad respecto de
las precipitaciones extremas es invierno, incluso dichos valores no superan los 200 mm diar-
ios. En el sentido opuesto, se visualiza al trimestre verano como la estacién con mayor dis-
persion respecto de los valores extremos de precipitaciones, incluso ddndose en ese trimestre
el mayor valor de precipitacion extrema que supera los 250 mm (puntualmente ese hecho se
dio en la estacion Salto en el afio 1998 llegando a un méximo trimestral diario de 270 mm).
Las estaciones de otofio y primavera parecieran tener un comportamiento bastante similar
entre si en lo que a precipitaciones extremas refiere.

También como primer exploracion de bisqueda de patrones espaciales, se divide a las esta-
ciones en regiones, sur y norte, segtin se encuentren al sur o norte del Rio Negro respectiva-
mente. En el grafico 8.6 se presentan las distribuciones de las estaciones de la base de datos
segun la region correspondiente:
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Figura 8.6: Estaciones meteoroldgicas segin region.

Dada esta clasificacion de las estaciones segun gréfico 8.6, se procedi6 a comparar los valores
de las precipitaciones extremas diarias en los trimestres otofio, invierno, primaveray verano,
segun cada region. En los siguientes graficos se puede visualizar lo antes dicho:
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(a) Lluvias extremas region Norte. Fuente: elaboracién propia en R.
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(b) Lluvias extremas regién Sur. Fuente: elaboracién propia en R.

De los graficos anteriores se destaca que en la region norte, tal como se visualiza en la Figura
8.7(a), las precipitaciones extremas diarias de los trimestres de primavera y verano son may-
ores en comparacion con los valores extremos en mismos trimestres de la region sur. Lo que
puede explicarse tanto por mayor variabilidad inter anual como mayor aumento de variabil-
idad espacial respecto de las estaciones de la misma region. El trimestre invierno, en ambas
regiones es la estacion del ano en donde los registros méximos alcanzados son menores que
demads trimestres y ademads resulta ser el trimestre con menor dispersion. La estacién otofio
resulté mds afectada en la region sur que la norte, registrandose en dicha region méximos
cercanos a los 250 mm mientras que en la region norte apenas sobrepasan los 200 mm.

Lo resultados descriptivos arrojan suficiente evidencia como para pensar que las distribu-
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ciones de valores extremos anuales de cada estacion seran diferentes, con distintos paramet-
ros de ubicacidn, escala y forma asi como posiblemente pertenezcan a distintas familias de
distribuciones GEV. En la proxima seccion se analizardn las distribuciones GEV que mejor
ajustan a cada estacion.

9 Estimacion de la distribucion GEV

En esta seccion se presentaran los resultados obtenidos de las estimaciones de las distribu-
ciones marginales GEV para cada estacion meteoroldgica.

Como se menciond anteriormente, se trabajaréd con los valores de las precipitaciones max-
imas anuales diarias. Para esta seccion justamente resulta de utilidad trabajar con bloques
anuales, ya que de esa forma, se podr4 evitar la estacionalidad intra anual, supuesto que vi-
olaria la correcta aplicacion de dicha teoria tal como se detall6 en 5.

El primer paso fue estimar los pardmetros mediante los métodos de los momentos pon-
derados pesados, méxima verosimilitud y méxima verosimilitud perfil segiin se detall6 en
seccion 5.2. Luego se calcularon intervalos de confianza para los mismos, y se procedi6 a
realizar el test de hip6tesis para el pardmetro de forma ¢ para determinar la familia 6ptima
GEV a ajustar. Por ultimo se realiza el diagndstico de cada una de las densidades estimadas.
Se comparan los resultados comparando los niveles de retorno estimados para cada caso.

9.1 Estimacion de parametros

En la tabla 9.1 a continuacién, se presentan los pardmetros estimados para cada una de
las densidades marginales GEV estimadas de las estaciones a partir del método de maxima
verosimilitud:
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Estacion Par_posicion Par_escala Par_forma

1 Aeropuerto Carrasco 76.20 21.16 -0.02
2 Aeropuerto Melilla 81.09 27.99 -0.07
3 Artigas 103.74 37.71 -0.02
4 Bella Union 97.60 25.58 0.07
5 Colonia 80.38 26.37 0.20
6 Durazno 86.76 19.59 -0.01
7 Melo 87.07 21.46 -0.15
8 Mercedes 76.09 20.39 0.39
9 Palmitas 85.76 29.17 -0.16
10 Paso de los Toros 84.61 18.77 0.15
11 Paysanda 88.26 23.83 -0.08
12 Prado 82.82 26.77 -0.20
13 Punta del Este 70.21 20.74 0.00
14 Rivera 88.69 17.54 0.31
15 Rocha 83.63 22.13 0.12
16 Salto 89.08 24.23 0.29
17 Tacuarembd 100.28 28.78 -0.14
18 Treintay Tres 89.79 28.35 0.21
19 Trinidad 88.17 27.80 -0.20
20 Young 90.03 24.54 -0.04

Tabla 9.1: Pardmetros estimados a partir del método méxima verosimilitud. Fuente: elabo-
racion propia en R.

Si bien se aplicaron los distintos métodos de estimacion de los pardametros de las densidades
GEV marginales mencionados anteriormente, no se encontraron diferencias significativas,
por ende se decidi6 continuar en base a la estimacién méximo verosimil. En Anexo VI se
presentan los pardmetros estimados de cada una de las distribuciones marginales extremas
para cada estacion segtin los métodos de los momentos ponderados y méxima verosimilitud
perfil.

Se presentan a continuacion gréficos de algunas de las densidades empiricas de las precip-
itaciones extremas anuales, comparando aquellas con mayor diferencia entre los valores del
pardmetro de posicién, pardmetro de escala y parametro de forma.

Por ejemplo, si comparamos segun las mayores diferencias respecto de los valores estimados
del parametro de posicién, vemos por un lado que la estacién de Artigas posee el mayor
valor de dicho pardmetro de posicién (f = 103.74) mientras que la estaciéon de Punta del
Este posee el valor minimo del parametro de posicion (1 = 70.2068):
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Figura 9.1: Comparacién de densidades empiricas segtin distintos pardmetros de posicion.
Fuente: elaboracion propia en R.

El gréfico anterior sugiere que las estaciones con mayor valor estimado del pardmetro de
posicion son densidades de colas mds pesadas. Ademads los valores medios de precipita-
ciones extremas de las estaciones con mayores valores del pardmetro de locacién, son may-
ores que el resto.

Si comparamos estaciones respecto de los valores estimados de los parametros de escala, se
podrian comparar por ejemplo Artigas (con valor de parametro de escala estimado de 6 =
37.71) contra la estacion de Rivera (con valor de parametro de escala estimado de 6 = 17.54):
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Figura 9.2: Comparacion de densidades empiricas segin el pardmetro de escala. Fuente:
elaboracion propia en R.

La Figura 9.2 sugiere que las densidades con mayores valores del pardmetro de escala tienen
mayor variabilidad respecto de las otras con menores valores de dicho parametro.

Por ultimo, si comparamos las densidades segtin el pardmetro de forma, sabemos que van
a diferir en el tipo de familia GEV segtn sea Fréchet (con pardmetro de forma positivo),
Weibull (con pardmetro de forma negativo) y Gumbel (con pardmetro de forma que tiende a
0):
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Figura 9.3: Comparaciéon de densidades empiricas segtin el pardmetro de forma. Fuente:
elaboracion propia en R.

En el gréfico 9.3 se compara la estacion con mayor valor del pardmetro de forma positivo
(correspondiente a la estacién de Mercedes con «,f = 0.3895), la estacién con el valor del
pardmetro mds cercano a cero (correspondiente a la estacién de Punta del Este con & =
0.0022) y la estacién con menor valor de dicho pardmetro (correspondiente a la estacion
de Prado con f =-0.2023).

9.2 C(Calculo de intervalos de confianza

Se calcularon los intervalos al 95% de confianza para cada pardmetro de cada estaciéon me-
teorolégica. Los intervalos de confianza se calcularon utilizando boostrap. Para ello, para
cada estacion, se siguen los siguientes pasos:

1. Se simula una muestra de tamafio n (tamafio de muestra original) con los pardmetros
estimados.

2. Se ajusta una distribucion GEV a la muestra simulada.
3. Se repiten los pasos 1y 2, m veces.

4. Se calculan los intervalos de confianza a partir de los pasos anteriores.
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Si bien se contintan los andlisis con las estimaciones méaximo verosimiles, aqui se presenta
una comparacion grafica de los intervalos de confianza calculados a partir de maxima verosimil-
itud o maxima verosimilitud perfil, para la estacién Artigas. En los graficos a continuacién

se comparan los intervalos de confianza para el pardmetro a partir de los dos métodos (en
color verde el intervalo de confianza calculado a partir del método méxima verosimilitud y
en color azul el intervalo de confianza calculado a partir del método méxima verosimilitud
perfil):

Profile Log-likelihood of Loc

-173

profile log-likelihood
-175

-177

80 90 100 110 120 130

loc

Figura 9.4: Comparacion intervalos de confianza para el pardmetro de locacién. Fuente:
elaboracion propia en R.

Profile Log-likelihood of Scale

\
/

profile log-likelihood
-175
!

177
1

30 40 50 60 70

scale

Figura 9.5: Comparacion intervalos de confianza para el pardmetro de escala. Fuente: elab-
oracion propia en R.
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Figura 9.6: Comparacion intervalos de confianza para el pardmetro de forma. Fuente: elab-
oracion propia en R.

De los graficos anteriores se visualiza la asimetria de los intervalos de confianza calculados
por el método de maxima verosimilitud perfil. Los intervalos de confianza del pardmetro de
locacién, segin se ve en Figura 9.4, resultaron muy similares. Mientras que los intervalos
de confianza del pardmetro de escala, segtin gréfico 9.5 calculado por el método de maxima
verosimilitud perfil resulta asimétrico y sesgado a la derecha.

Si bien se calcularon intervalos de confianza para todos los parametros, en particular hace-
mos foco en los resultados obtenidos para los parametros de forma, ya que como se vio en
seccion (5.1) determinan el tipo de familia de distribucién GEV. A continuacién se muestra
los intervalos de confianza para el pardmetro ¢ para cada estacion meteorolégica (mientras
que los IC para los pardmetros de ubicacion y escala se pueden ver en Anexo VI):
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Estacion Parametros 2.5% Estimacién 97.5%
Aeropuerto Carrasco Forma -0.28 -0.02 0.23
Aeropuerto Melilla Forma -0.29 -0.07  0.15
Artigas Forma -0.35 -0.02 0.30
Bella Unién Forma -0.21 0.07 0.34
Colonia Forma -0.14 0.20 0.53
Durazno Forma -0.35 -0.01 0.33
Melo Forma -0.40 -0.15 0.10
Mercedes Forma 0.02 0.39 0.76
Palmitas Forma -0.41 -0.16 0.10
Paso de los Toros Forma -0.19 0.15 0.48
Paysandu Forma -0.39 -0.08 0.23
Prado Forma -0.46 -0.20 0.05
Punta del Este Forma -0.35 0.00 0.35
Rivera Forma -0.08 0.31 0.69
Rocha Forma -0.09 0.12 0.33
Salto Forma -0.03 0.29 0.61
Tacuarembo Forma -0.47 -0.14 0.19
Treinta y Tres Forma -0.17 0.21 0.58
Trinidad Forma -0.47 -0.20 0.07
Young Forma -0.23 -0.04 0.16

Tabla 9.2: Intervalos de confianza al 95% para los pardmetros de forma. Fuente: elaboracion
propia en R.

Como se puede apreciar en la Tabla 9.2, existen ciertas estaciones cuyo parametro de forma
estimado es cercano a cero e incluso el intervalo al 95% de confianza contiene al cero. Por lo
tanto se propone realizar un test de hip6tesis de Cramér-von Mises recortado segun se vio
en seccion (5.2.4) para testear si el pardmetro de forma es cero, es decir que la distribucién
estimada es de la familia Gumbel.

9.3 Testde bondad de ajuste de la distribucion GEV de cada estacion

En la tabla a continuacion se presentan los p-valores de 20 pruebas realizadas (una por cada
localidad), obtenidos a partir 1000 réplicas del estadistico T}, y contabilizando el porcentaje
de veces de entre las 1000 en los cuales (siendo Gumbel la variable observada) el valor de
dicho estadistico supera al observado en la muestra en concreto, segtiin se vio en 5.2.4.

A partir de la Tabla 9.3 se observa que, para un nivel de significaciéon del 5%, salvo los casos
de los departamentos de Mercedes y de Rocha, no se rechaza la hip6tesis de que los datos se
ajustan a una distribucién del tipo de familia Gumbel.

Para las estaciones de Mercedes y Rocha, se propone realizar el mismo test para verificar si
el modelo que mejor ajusta a los datos de cada una es del tipo de familia Fréchet, es decir se
testea si el pardmetro de forma es positivo. Para la aplicacion del test en este caso, es nece-
sario primero realizar las transformaciones correspondientes segun visto en 5.1 (Fréchet a
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Aer. Carrasco  Aer. Melilla  Artigas Bella Uni6én Colonia

1 0.32 0.89 0.89 0.46

Durazno Melo Mercedes Palmitas Paso de los Toros
0.6 0.45 0.03 0.28 0.54

Paysanda Prado Punta del Este  Rivera Rocha

0.23 0.43 0.56 0.36 0.03

Salto Tacuaremb6 TreintayTres  Trinidad Young

0.16 0.64 0.26 0.19 0.56

Tabla 9.3: p-valores de la prueba de bondad de ajuste de las distribuciones GEV marginales.
Fuente: elaboracién propia en R.

Gumbel). Una vez realizada dicha transformacion se siguen los mismos pasos vistos anteri-
ormente.

Los p-valores resultaron iguales a 0.099 y 0.335 respectivamente. Entonces al 5% de signifi-
cacion no se rechaza la hipétesis nula de que la distribucion marginal GEV que mejor ajusta
a los datos de ambas estaciones son del tipo de familia Fréchet.

También se realizo el test de ratio de verosimilitud segtin fue detallado en seccién (5.2.2)
donde se pudo observar que coinciden en que la estacién de Mercedes rechaza la hip6tesis
nula de que los datos se ajusten a una distribucion del tipo Gumbel. Sin embargo, para este
altimo test, también resulté que la estacion de Salto (y no Rocha) tampoco se ajustaba segtin
Gumbel. En apéndice (VI) se pueden observar los p-valores que arrojé dicho test. Se seguira
adelante teniendo en cuenta los resultados arrojados por el test de Cramér-von Mises recor-
tado.

Ya realizado el test mencionado anteriormente, para todas las estaciones, se vuelve a esti-
mar los pardmetros de todas las estaciones menos Mercedes y Rocha, estimando en este
caso, s6lo los pardmetros de locacion y escala de distribuciones GEV del tipo Gumbel.

A continuacion se presenta los parametros estimados a partir del método de méaxima verosimil-
itud:
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Estacion Par. posicion Par. escala

13 Puntadel Este 70.22 20.75
1 Aeropuerto Carrasco 75.95 21.02
12 Prado 79.99 25.50
2 Aeropuerto Melilla 80.05 27.52
5 Colonia 83.22 28.95
9 Palmitas 83.40 28.15
19 Trinidad 85.30 26.41
7 Melo 85.34 20.79
10 Paso de los Toros 86.12 20.08
6 Durazno 86.66 19.52
11 Paysanda 87.30 23.18
20 Young 89.54 24.36
14 Rivera 91.81 20.68
18 Treintay Tres 93.08 31.39
16 Salto 93.20 28.47
17 Tacuarembd 98.19 27.44
4 Bella Uni6on 98.51 26.26
3 Artigas 103.32 37.39

Tabla 9.4: Parametros re-estimados por método MLE para las estaciones que no rechazaron
la hipotesis nula de distribucién Gumbel. Fuente: elaboracién propia en R.

Los intervalos de confianza estimados se pueden ver en apéndice VI.

En conclusion los modelos ajustados a las distribuciones de las lluvias extremas anuales de
las distintas localidades en estudio de Uruguay, fueron del tipo Gumbel y Fréchet. Solo
las lluvias extremas de las estaciones Mercedes y Rocha se ajustaron mejor segin modelo
Fréchet, mientras que para las demads localidades el modelo que mejor ajustaba a dicho
fenémeno fue la distribucion Gumbel. En funcién a los parametros estimados presentados
en la tabla anterior, se puede observar que, de las localidades ajustadas segin distribucién
Gumbel, las lluvias extremas anuales de las localidades del norte del pais, como ser Artigas,
Bella Union, Tacuaremb¢ y Salto presentan en general mayores valores de precipitaciones
extremas anuales, resultando Artigas la de mayor variabilidad interanual. Por otro lado, las
lluvias extremas anuales del sur y sur este del pais, como ser Punta del Este, Aeropuerto de
Carrasco y Prado, también modeladas segin distribucién GEV del tipo Gumbel, presentaron
menores valores de parametro de posicion estimados, es decir son distribuciones de cola
menos pesadas que las distribuciones marginales del norte del pais. Ademas las distribu-
ciones de las lluvias extremas anuales de las localidades de Mercedes y Rocha resultaron ser
del tipo Fréchet con pardmetros estimados segun los valores de la tabla 9.1. Dichas distribu-
ciones tienden a tener cola mds pesada que las distribuciones Gumbel.

Lo anterior se reflejard también en los niveles de retorno estimados que se presentan en 9.5.
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9.4 Grificos de diagnéstico

Todos los modelos obtenidos para cada estacién fueron sujetos a los andlisis de diagnés-
tico seglin se detall6 en 5.3. De forma satisfactoria, todas las distribuciones modeladas han
mostrado buena performance. A continuacion se presenta, como ejemplo, la etapa de diag-
nostico del modelo GEV ajustado para la estacion Rocha. El modelo ajustado para las lluvias
extremas anuales de esta localidad result6 ser un modelo del tipo Fréchet(fi = 83.63,6 =
3.10,€ = 0.12) y los resultados de su etapa diagnéstica se presenta en los graficos a contin-
uacion:
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Figura 9.7: Graficos de diagnoéstico de la modelizacién GEV para Rocha

El grafico a) de 9.7 es el gréfico de P-P plot, en el que se observa por un lado los cuantiles
empiricos en las abscisas y en el eje de ordenadas los cuantiles del modelo ajustado. Como
se vio en seccion (5.3) un buen ajuste se da cuando los puntos se encuentran sobre la linea
y = x. Como se puede ver, el ajuste del modelo Fréchet con los pardmetros estimados, es un
buen ajuste para este caso.

El grafico b) de 9.7 es similar al descripto anteriormente, con la diferencia que primero los
datos se simulan a partir del modelo ajustado, y luego se realiza un grafico Q-Q plot, pero
en el eje Y se grafican los cuantiles obtenidos a partir de dichas simulaciones. También se
representan las bandas de confianza al 95%. Un buen ajuste se refleja cuando los puntos se
encuentran posicionados lo més aproximado a la linea de puntos y = x.

En el grafico c) de 9.7 se visualiza la densidad empirica conjuntamente con la densidad del
modelo. Puede notarse que ambas curvas son similares.
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Por udltimo, en el grafico d) de 9.7 se visualizan los niveles de retorno segtin fue visto en sec-
cién (5.3.3). Como se puede observar, los puntos de dicho gréfico se acercan a la curva cén-
cava, es decir dan cuenta de que el el modelo que mejor ajusta a los datos es efectivamente
del tipo de la familia Fréchet con los parametros (i = 83.63,6 = 3.10,5 =0.12).

Como ejemplo de otros graficos de diagndstico se presenta el caso de la estacién Aeropuerto
de Carrasco. En dicha estacion se vio que las primeras estimaciones de parametros, segin
método MLE, arrojaron que los datos podrian ajustarse segin un modelo GEV de la familia
Weibull (dado que 3 = —0.02), sin embargo, luego de realizado el testo de hipotesis Cramér-
Mises recortado no rechaza la hip6tesis de que las lluvias extremas anuales de dicha estacion
se ajustan mejor segin un modelo GEV de la familia Gumbel.

En el gréfico 9.8 se compara las salidas de los graficos de diagnostico de dicha estacion. El
primero refleja la salida del ajuste realizado segin un modelo Weibull y el segundo segtin un
ajuste a los datos de un modelo Gumbel.

Como se ve en el gréfico 9.8, la mejora de la performance del modelo Gumbel a los datos,
se ve reflejado por ejemplo, en el grafico Q-Q plot 2 del grafico b) respecto al a) donde los
puntos estdn mds sobre la linea uno a uno.

Florencia Santifiaque Pag. 73



Tesis de Maestria 2019

9 ESTIMACION DE LA DISTRIBUCION GEV

Empirical Quantiles

Density

Empirical Quantiles

Density

fevd(x = lluvia, use.phi = TRUE,

60 80 100 120 140
Model Quantiles
] — Empirical
S YN, -- Modeled
(=] J\'II
o {
o ."
o /
wy
8 - i
=1 ft
=]/
=1 e T
= -
=] T T T T
50 100 150 200

N =33 Bandwidth = 11.01

Quantiles from Model Simulated Data

Return Level

1e+09  3e+09

-1e+09

100 150 200 250 300

method = "MLE")

- 1-1 line
regression line
7 95% confidence bands
.
-
| '....eo -
'.d-
-
e

i 4

ot

T T T T T
60 80 100 120 140

lluvia Empirical Quantiles

T
160

Return Period (years)

(a) Gréfico diagnéstico segtin ajuste Weibull

fevd(x = lluvia, use.phi = TRUE, type = "Gumbel", method = "MLE")

T T T T T
60 a0 100 120 140

Model Quantiles

n fj“ —— Empirical
5 AN, -~ Modeled
(=] I|' '.
o f
= /
8
B /
\
8 _._/,’ e
=1 T T T T
50 100 150 200

N =33 Bandwidth = 11.01

Quantiles from Model Simulated Data

Return Level

Ge+09

2e+09

—-2e+09

150 200 250

100

1000

7 1-1line
regression line

- 95% confidence bands

60 80 100 120 140

lluvia Empirical Quantiles

160

Return Period (years)

(b) Grafico diagndstico segin ajuste Gumbel

1000

Figura 9.8: Comparacion de graficos de diagnostico de ajuste Weibull vs ajuste Gumbel
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9.5 Niveles de retorno estimados

En esta seccion se presentan los niveles de retorno estimados de las lluvias extremas an-
uales, para cada estacion, a partir de los modelos ajustados anteriormente. Para cada caso,
se obtuvieron los niveles de retorno para 20, 50, 100 y 200 afios, es decir, se estiman para
cada localidad, aquellos valores de precipitaciones extremas anuales diarias que se espera
sea excedido una vez cada 20, 50, 100 o 200 afios respectivamente. Dicho de otra manera,
tal como se vi6 en 5.3.3, los niveles de retorno son el percentil 95%, 98%, 99% y 99.5% de la
distribuciéon GEV ajustada, respectivamente.

Como ejemplo, se presenta a continuacion en la figura 9.9, los resultados especificos obtenidos

para Rocha. En ella se visualizan las precipitaciones diarias de dicha localidad, resaltando
los valores méximos anuales y los niveles de retorno estimados:
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Figura 9.9: Niveles de retorno estimados para la localidad de Rocha. Fuente: elaboracion
propia en R.

Del gréfico anterior se desprende que los valores 162.52 mm, 193.61 mm, 219.28 mmy 247.07
mm resultaron ser los niveles de retorno estimados correspondientes a 20, 50, 100 o0 200 afios
respectivamente, es decir, dichos valores resultan ser el percentil 95%, 98%, 99% y 99.5% de
la distribucion Fréchet ajustada. Resulta interesante notar que las lluvias méximas anuales
ocurridas en los afios 2000 y 2006 estuvieron por encima de los niveles de retorno asocia-
dos a periodos de retorno de 50 y 100 afios respectivamente. Es decir, los valores de lluvias
extremas diarias ocurridas esos afios son valores que se espera ocurran 1 vez cada 50 o 100
afilos como minimo.
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En la tabla a continuacion, se presentan las estimaciones de los niveles de retorno para cada
estacion, para los periodos de 20, 50, 100 y 200 afios, ordenados de forma creciente segtin el

nivel de retorno estimado a 200 anos:

Estacion 20 anos 50anos 100 anos 200 afnos

13 Punta del Este 131.86 151.20 165.68 180.12
1 Aeropuerto Carrasco  138.38  157.96 172.64 187.26
6 Durazno 144.63 162.81 176.44 190.02
10 Paso de los Toros 145.77 164.48 178.50 192.47
7 Melo 147.11 166.48 181.00 195.46
14 Rivera 153.23 172.49 186.93 201.31
11 Paysanda 156.16 177.77 193.95 210.08
12 Prado 155.73 179.49 197.30 215.04
20 Young 161.89 184.58 201.59 218.53
19 Trinidad 163.76  188.37 206.82 225.19
2 Aeropuerto Melilla 161.80 187.44 206.65 225.80
9 Palmitas 167.00 193.23 212.88 232.47
5 Colonia 169.22 196.19 216.41 236.55
4 Bella Unién 176.49  200.96 219.29 237.56
17 Tacuarembé 179.68  205.25 224.41 243.49
16 Salto 177.77  204.30 224.18 243.98
15 Rocha 162.52  193.61 219.28 247.07
18 Treintay Tres 186.31 215.55 237.47 259.30
3 Artigas 214.39  249.23 275.34 301.36
8 Mercedes 190.18  262.99 337.76 435.48

Tabla 9.5: Valores de retorno estimados.Fuente: elaboracion propia en R.

Resulta curioso, notar que Mercedes, si bien posee un nivel de retorno menor a 20 afios
respecto de Artigas por ejemplo, resulto ser la localidad cuyos percentiles 98%, 99% y 99.5%
de la distribucién GEV ajustada fueron mayores que el resto. Luego le sigue Artigas y Treinta
y Tres. Rocha queda en el cuarto puesto si se ordena en funcién al percentil 99.5%. Tal
como se preveia, las distribuciones Fréchet son distribuciones de colas mas pesadas que las
distribuciones Gumbel. Por otra parte, las distribuciones con menores valores de retorno
estimados resultaron ser Punta del Este y Aeropuerto de Carrasco.
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10 Analisis de clusters

Como complemento a las modelizaciones obtenidas en seccion anterior, se realiz6 una primer
exploracion a la existencia de patrones espaciales respecto de las lluvias extremas anuales di-
arias. Como se mencion6 en seccion (2), uno de las investigaciones que motivo el presente
trabajo de tesis, fue el de [3], en el que se utilizaron métodos de clustering para explorar la
conformacioén de zonas homogéneas de precipitaciones extremas en Francia. Dicho trabajo
incorpora al andlisis, la informacion sobre la dependencia espacial entre puntos cercanos a
través del F-madograma.

En una primer etapa, se realiz6 andlisis de clustering a las 20 estaciones meteorolégicas en
funcion de las estimaciones de los pardmetros de las distribuciones GEV marginales corre-
spondientes, obtenidos en la seccion anterior 9.1.

En una segunda etapa, se exploré la conformacién de grupos de estaciones meteorologi-
cas en funcion de las precipitaciones méaximas anuales diarias ocurridas en cada afo (desde
1981 a 2013). Esta etapa se alinea con la idea propuesta en [3], es decir, se incorpora ademaés
la informacién de la dependencia espacial de las precipitaciones méaximas a través de la uti-
lizacion del F-madograma como distancia.

10.1 Clusters de parametros estimados GEV

Parallevar a cabo esta etapa, se partio de los pardmetros estimados de las distribuciones GEV
marginales ajustadas, de ubicacion, de escala y de forma, luego de aplicar el test de bondad
de ajuste a las distribuciones GEV de cada estacion. Es decir, para los casos en que el test test
Cramér-von Mises recortado no rechaz6 la hip6tesis nula de que la distribucién sea Gumbel,
se considero el parametro de forma igual a 0.

En los siguientes graficos se presentan las estaciones meteorolégicas coloreadas segtn los
valores de las estimaciones de los pardmetros de las distribuciones GEV marginales ajus-
tadas, obtenidos segin método MLE segun Tabla 9.4:
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Figura 10.1: Segiin parametro de ubicacién. Fuente: elaboracién propia en R.
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Figura 10.2: Segun parametro de escala. Fuente: elaboracion propia en R.

Florencia Santifiaque Pag. 78



Tesis de Maestria 2019 10 ANALISIS DE CLUSTERS

. ul
+ estaciones2 - par.fcrma.2
Uruguaiana San 0.00 —-0.09 o
0.09-0.18
Nt ® o 0.18 —0.27 :
0.27 - 0.36
(] 0.36 — 0.45
-.’nr-ﬁrlia wrcine
a Salfo
# . Felotas
Santa Fe
Paysandi .
JGCLIGT ST . Rio Grande
Paygwdﬂ ( s---..-.u.r-
E Gualeguayehi .
Rosario o) .Jwgué:_, O
Presidente
Derqui . 6

o

Buenos Aires Mur“:leu ®

200 km
| 100 mi I Leaflet | ® OpenStreetiap

Figura 10.3: Segtin parametro de forma.Fuente: elaboracion propia en R.

A priori se podria agrupar a las estaciones en dos grupos, aquellas con distribucién Gumbel
(parametro de forma cercano a 0) y aquellas estaciones con pardmetro de forma positivo.
Sin embargo, la cantidad de grupos no es trivial al incluir al anélisis las variables pardmetro
de ubicacién y escala.

Por un lado se aplicé la metodologia Ward con distancia euclidea la que se comparé con los
resultados de aplicar la metodologia PAM utilizando el mismo tipo de distancia.

Tal como se vi6 en 6.1, para analizar la cantidad de grupos 6ptimos en un modelo jerarquico,
se estudia el dendrograma asi como los indicadores R? y Pseudor. Sise toma K =2, el R* =
99,96% mientras que si K = 3 entonces R? =99,92%. Por otra parte, el indicador Pseudor
presenta un maximo en K = 2. A continuacién se presentan los graficos de dendrograma,
agrupando las estaciones segiin dos (gréfico 10.4) o tres (grafico 10.5) grupos:
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Figura 10.5: Dendrograma método Ward con distancia euclideay K = 3.

Delos resultados obtenidos mediante el método Ward con distancia euclidea tomando como
variables los parametros estimados, se puede observar que el R? y el Pseudor sugieren en
que la cantidad de grupos 6ptima es K = 2. Observando el dendrograma 10.4, se puede
observar que dicho método agrupé todas las estaciones del pais que rechazaron el test de
bondad de ajuste de distribucién Gumbel conjuntamente con Rocha. Mercedes por otra
parte, qued6 formando un tnico grupo. Sin embargo como se ve en el grafico 10.5, si se
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toma K = 3, el primer grupo se separa en dos, por un lado se agrupan las estaciones Artigas,
Bella Uni6n, Tacuarembd, Salto y Treinta y Tres quedando las estaciones de mads al sur y sur
este agrupadas en otro cluster y el tercer grupo conformado por Mercedes.

Los resultados anteriores se comparan con los obtenidos mediante la aplicacién del método
de clustering PAM utilizando el mismo tipo de distancia. Como se vi6 en 6.1, éste método
requiere que la cantidad de grupos sea definida previamente. Para ello, se calcul6 los valores
silhouette variando la cantidad de grupos desde K =2 a K = 10. Los resultados se presentan
en forma de boxplot en el siguiente gréfico:

Coeficiente Silhouette para diferentes K
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Figura 10.6: Valores silhouette variando K.

El gréafico anterior, sugiere que la cantidad 6ptima de grupos para inicializar el algoritmo en
cuestion es K = 2. En este caso el coeficiente silhouette asciende a SC = 0,6924 indicando
que la estructura de grupos encontrada para este caso es razonable. Para K = 3 el coeficiente
silhouette desciende a 0,2813 indicando que en ese caso la estructura de grupos encontrada
podria ser débil o incluso artificial. La conformacién de grupos luego de aplicar PAM con
K =2 quedo¢ igual a la del método Ward vista anteriormente.

En los graficos a continuacién se comparan los resultados obtenidos mediante Ward y PAM
conK=2yK=3.
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(b) Método PAM con K = 2.

Figura 10.7: Comparaciéon de métodos clustering con K = 2.

Los gréficos 10.7(a) y 10.7(b) arrojan resultados idénticos. La Figura 10.7(a) muestra espa-
cialmente lo mismo que se visualiz6 a partir del dendrograma 10.4. Todas las estaciones
que conforman el grupo 1, fueron clasificadas con distribucién Gumbel segtin seccién ante-
rior salvo por la estacién de Rocha que no rechazé el test de bondad de ajuste a la Fréchet.
Los valores promedios de los pardmetros estimados de las estaciones que se encuentran
incluidas en este cluster son 87.10 mm para el pardmetro de locacion, 25.26 mm para el
pardmetro de escala. También se destaca que en general, las estaciones agrupadas bajo este
cluster son las que tienen mayores valores de niveles de retorno de lluvias extremas a 200
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anos, destacdndose Artigas y Treinta y Tres que estdn en el segundo y tercer puesto respec-
tivamente. El segundo grupo, estd conformado por Mercedes cuyos valores de pardmetros
de estimados de locacidn, escala y forma fueron 76.09, 20.39 y 0.39 respectivamente. Cabe

destacar que Mercedes resulto ser la estacion con mayor valor de nivel de retorno a 200 afnos,
es decir resulto ser la distribucién de cola més pesada.

A continuacion se presentan los resultados de ambas metodologias tomando K = 3:
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Figura 10.8: Comparacion de métodos clustering con K = 3.
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Los resultados de ambas metodologias para 3 grupos tienen algunas coincidencias. En el
grupo 2 de ambos métodos, se encuentran la mayoria de las estaciones mds al norte del
Rio Negro (Artigas, Bella Unidn, Salto y Tacuarembd) incluyendo también a las estaciones
Treinta y Tres, aunque el método PAM en dicho grupo también agrupa a las estaciones de
Colonia, Trinidad y Palmitas que se encuentran diametralmente opuestas a las mencionadas
anteriormente. Otra coincidencia de ambas metodologias es que Mercedes queda como
Unica estacion del grupo 3. En el método Ward el grupo 1 queda conformado en su may-
oria por estaciones del sur del Rio Negro, asi como también por Young, Paysandu, Rivera y
Cerro Largo. En ambos métodos Rivera y Cerro Largo quedaron en grupos distintos a la de
las demads estaciones del norte del Rio Negro, cuestion que llamoé la atencion.

En suma, luego de comparar ambas metodologias para agrupar las estaciones o localidades
en funcion a los pardmetros estimados de las distribuciones GEV marginales, puede decirse
que los resultados obtenidos a través del método Ward resultan ser mds razonables espacial-
mente que los obtenidos por el método PAM. De hecho, bajo el método PAM las estructuras
de grupos encontradas son débiles o incluso artificales. A diferencia de PAM, bajo el método
Ward hay evidencia de que K = 2 resulta ser la cantidad de grupos 6ptima.

10.2 Clusters de maximos anuales

En esta seccion es donde el F-madograma comienza a jugar un papel preponderante en el
anadlisis de cluster. Tal como fue presentado en seccién (5.61), dicha funcién serd utilizado
como insumo para realizar cluster PAM utilizando como base de datos, la matriz que con-
tiene 20 filas correspondientes a las 20 localidades de estudio y tantas columnas como afos
del periodo de estudio (1981 a 2013). Es decir, se estudiara si existen patrones espaciales en
funcion a las lluvias extremas anuales diarias, es decir se toma como variables los registros
de las mismas en los diferentes afios del periodo de estudio, es decir desde 1981 a 2013. Es
decir, se realizard una agrupacion a partir de 33 variables.

El F-madograma, fue utilizado como funcion distancia. Se trabajo con los datos de lluvias
extremas anuales en logaritmo.

A continuacion se muestra el F-madograma calculado a partir de los datos de precipita-
ciones mdaximas en logaritmo, convertidos previamente a Fréchet unitaria:
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Al igual que en el caso del andlisis de cluster en base a los pardmetros estimados, al realizar
un andlisis en base a las precipitaciones extremas en logaritmo mediante metodologia PAM,
se estudio la cantidad 6ptima de clusters a determinar a partir de los valores silhouette arro-
jados variando K:
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Observando el gréfico anterior, K = 2, K =4 6 K = 6 podrian ser candidatos a cantidad de
grupos para inicializar el algoritmo.

A partir de lo anterior, se muestran los resultados obtenidos para K =2y K = 4:
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Figura 10.9: Comparacion de métodos clustering PAM con distancia F-Madograma.

La estructura de grupos mads clara esta dada en el grafico 10.9(a), donde se visualiza que las
estaciones del norte y litoral oeste del pais quedaron agrupadas en un mismo cluster, y por
otro lado las estaciones del centro y sur del pais en un segundo cluster. Con la salvedad
de Rocha que a pesar de la lejania con el norte del pais quedé en el mismo cluster que las
primeras estaciones mencionadas. A diferencia de lo visto en las agrupaciones obtenidas a
partir de los pardmetros GEV estimados, aqui las estaciones Rocha y Mercedes quedaron en
distintos cluster a pesar de pertenecer ambas a misma familia de distribucion GEV.

Luego entre los gréficos 10.9(b) y 10.9(c) se puede ver que pese a sus diferencias, hay esta-
ciones que en ambos casos quedan agrupadas en un mismo cluster, como ser Artigas, Bella
Unién y Rivera asi como las estaciones de Aeropuerto de Carrasco, Melilla y Prado.

En el caso de K = 6, se observa que estaciones cercanas, en el norte del Rio Negro resul-
taron agrupadas en distintos cluster, destacando un grupo con las estaciones de Artigas,
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Bella Unién y Rivera (pertenecientes al grupo 2 junto con Mercedes), otro grupo conformado
por Young, Paso de los Toros (grupo 4 junto con Treinta y Tres). Por otro lado Tacuaremb6
quedo en el mismo grupo que Aeropuerto de Carrasco, Aeropuerto de Melilla y Prado (grupo
1). Paysandu y Melo pertenecen al grupo 6. Luego, respecto de las demds estaciones al sur
del Rio Negro, se puede observar que qued6 un grupo conformado por Colonia, Palmitas y
Durazno (grupo 3) y Trinidad, Punta del Este y Rocha quedaron agrupados en el grupo 5.
Cabe destacar que para K = 6 se obtuvo el mayor valor del SC =0.11.

De todas formas, el coeficiente silhouette SC no asciende demasiado para los distintos K
que se probaron, dicho valor resulta en en el entorno de 0.1 para todos los K cuestiéon que
daria la pauta que no hay una clara estructura de grupos en los datos o el algoritmo no esta
pudiendo captarla.

En suma, el SC para todos los K que se probaron no arroja un valor tal que refleje estructuras
claras de grupos.

11 Testde independencia

Como complemento a al andlisis de clustering visto anteriormente, y para evaluar algunos
de los resultados respecto a las agrupaciones encontradas, se aplico el test de independencia
tal como se vi6 en 6.5. En este caso, la idea es utilizar el test de independencia basado en por-
centajes de recurrencias en la cual consideraremos X = méximo anual en la estacion Xe Y =
maximo anual en la estacion Y. Por lo tanto en este caso los espacios métricos a considerar
son Sx = Sy =Ry es razonable asumir que los valores méximos anuales son independientes
de un afio a otro, por lo que se tendria una muestra (Xi, Y1), (X2, Y2), ..., (X33, Y33).

Dicho test se aplic6 a todos los pares de estaciones de estudio. A continuacion se muestran
los p-valores obtenidos a partir de m = 1000 simulaciones realizado para cada test:

Carr. Mel. Art. BU Col. Dur Melo Mer. Pal. PToros Pay. Prado PEste Riv. Rocha Salto  Tac. T.Tres

Mel. [0.00]

Art. 024|001

BU 011 045 0.55

Col. 047 0898 080 036

Dur. 043 016 008 051 0.14

Melo 011 084 020 086 051 007

Mer. 061 09 031 018 058 005 023

Pal. 091 024 013 028 0.17 068 0.61
PToros 058 074 052 089 025 010 051 013 023

Pay. 053 083 025 083 098 011 076 079 021 0.74

Prado [0.00 0.00 0.02] 0.77 006 012 059 067 005 0.46 0.28

BEste 0.72 0.10 025 041 053 009 071 052 016 024 024 076

Riv. 057 0.64 024 018 011 015 0.18 0.46  0.29 0.24 0.56

Rocha 042 011 080 041 015 021 067 069 0.06 0.06 054 [002] 0.84

Salto 016 078 096 085 045 013 051 069 0.12 043 030 074 066 038 0.63

Tac. 028 070 085 062 051 017 045 071 022 060 006 043 012 034 074 093

TTres 041 049 100 008 009 015 039 0.20 029 019 009 071 0891 064 033 070

Ti. 071 086 022 093 058 [004] 017 019 [004____0.01]] 023 043 056 072 [0 006 068 016
Young  0.09 0.19 039 005 020 036 055 007 0.14 018 009 0.88 081 043 072 025

Figura 11.1: Test de independencia de lluvias extremas anuales diarias.

De la tabla anterior 11.1, se observa que las estaciones meteorolégicas ubicadas en zona
metropolitana (Aeropuerto de Carrasco, Melilla y Prado) rechazan la hipoétesis nula de que
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las lluvias extremas anuales diarias son independientes. Esto reafirma los resultados de los
métodos de clustering aplicados ya que agrupan a dichas estaciones en un mismo cluster
(no asi bajo el método PAM agrupando segun estimaciones de pardmetros GEV con distan-
cia euclidea segun se puede observar en 10.7(b) y 10.8(b)).

Respecto de las estaciones meteoroldgicas del norte del Rio Negro, se observa en 11.1 que
los pares de estaciones que resultaron rechazar la hipétesis nula de independencia fueron:
Artigas - Rivera, Bella Union - Rivera y Paso de los Toros - Young. Estos resultados no re-
sultan en linea con los obtenidos en 10.7(a), donde la estacién de Rivera quedé excluido
del grupo al que pertenecen Artigas y Bella Unién, aunque si refleja la dependencia entre
Paso de los Toros y Young que pertenecen a un mismo grupo. Sin embargo, los resultados
obtenidos en 10.9(c) se condicen con los resultados del test de independencia, ya que las
estaciones Artigas, Bella Uni6n y Rivera pertenecen a un mismo grupo y Paso de los Toros
y Young pertenecen a otro. De hecho, otros resultados obtenidos en 10.9(c) son favorables
a los obtenidos bajo el test de independencia, esto son: Colonia - Palmitas (grupo 3), Punta
del Este - Rocha y Rocha - Trinidad (grupo 5). A pesar que el SC para este caso reflejaba
una estructura de grupos débil, las agrupaciones encontradas resultan coherentes con los
obtenidos bajo el presente test de independencia.

Otros resultados obtenidos en 10.7(a), resultan coherentes con los resultados de dicho test
entre las estaciones Durazno - Trinidad, Mercedes - Treinta y Tres, Palmitas - Trinidad, Paso
de los Toros - Trinidad y Trinidad - Young (todos pertenecientes al grupo 1 de dicho método).

Los resultados de 6.5 respecto de Artigas - Prado y Artigas - Aeropuerto Melilla se reflejan
en los resultados obtenidos en 10.7(b), sin embargo para ese caso, el coeficiente silohouette
refleja que el algoritmo no logré6 capturar una estructura clara de grupos.

En suma, de la aplicacién del test puede decirse que se refuerzan los resultados obtenidos
tanto para el método Ward aplicado en base a los pardmetros estimados GEV con distancia
euclideana que se reflejan en el gréfico 10.7(a), asi como para el resultado obtenido mediante
la aplicacion del método PAM es basado en las precipitaciones maximas anuales diarias de
los afios 1981 a 2013 reflejado en grafico 10.9(c).

12 Procesos max-estables

En esta seccion se realizard un ajuste espacial a los datos, a través de procesos méx esta-
bles tal como se vi6 en seccién 5.1. Para ello, primero se transforman las distribuciones GEV
marginales a Fréchet unitarias segin las transformaciones vistas en 5.1. Es decir, las ob-
servaciones de cada estacion serdn transformadas utilizando los pardmetros estimados de
ubicacion, escalay forma en 9.1.

Tal como se vi6 en grafico del F-madograma en figura 5.61, se observa gran variabilidad es-
pacial respecto de las lluvias extremas anuales atin en estaciones més cercanas.

Se ajustan diversos procesos méx estables. A partir de GEV marginales dadas, se estiman los
pardmetros de dependencia. El proceso max-estable 6ptimo se eligird en funcién al criterio
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12 PROCESOS MAX-ESTABLES

AIC, es decir, el modelo que tenga menor AIC serd el elegido. A continuacién se presentan
los coeficientes extremales estimados segtin diversos procesos max estables ajustados:
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Figura 12.1: Estimaciones de la funcién coeficiente extremal segtn los distintos modelos

max-estables ajustados.

A partir del criterio AIC, el modelo que mejor ajusta es el modelo de Schlather con funcién
de covarianza del tipo Power Exponential. En la siguiente tabla se presentan los valores
obtenidos para cada uno de los modelos ajustados:

Parametros de dependencia

Nugget Range Smooth AIC
Schlather (Whittle-Matern) 0,78 0,08 3,50 148.501,50
Schlather (Power Exponential) 0,99 686,96 2,00 146.614,50
Schlather({Bessel) 0,01 0,06 4,12 148.667,20
Schlather({Cauchy) 1,37E-03 TAZE+10 1,78E+11 148.504,80
t-extremal (Whittle-Matern) 1,00 940,44 2,08 146.894,20

Figura 12.2: Estimacion de los pardmetros de los procesos méx-estables y AIC.
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Part IV
Conclusiones

En Uruguay la aplicabilidad de la estadistica espacial y la teoria de valores extremos a diver-
sas dreas del conocimiento estd en desarrollo. El proyecto de tesis planteado, abarcé una
temadtica de actual importancia como lo es el estudio y caracterizacion espacial de los fen6-
menos meteorolégicos extremos (en particular las precipitaciones extremas).

La teoria de valores extremos brind6 las herramientas necesarias para llevar a cabo el primer
objetivo planteado. Se estimaron las distribuciones asint6ticas GEV a cada estacién comple-
mentando. Los resultados obtenidos arrojaron que las distribuciones de las lluvias maximas
anuales diarias del Uruguay, para las distintas localidades estudiadas, pueden modelarse
segiin modelo Gumbel o Fréchet. Dichos resultados fueron validados al aplicar un test de
bondad de ajuste no paramétrico del tipo Cramér-von Mises recortado. Estos resultados
fueron validados también al comparar los graficos diagnosticos, segiin Figura 9.8, en donde
se observa que la distribucién Gumbel ajusta mejor a los datos. Se obtuvieron niveles de
retorno de lluvias extremas anuales para diferentes periodos de retorno para cada localidad,
informacién que puede resultar de mucha utilidad tanto para la ingenieria como para otras
actividades agricolas, actividad aseguradora, y otros.

Respecto del segundo objetivo planteado, se estudiaron dos escenarios, por un lado la con-
formacion de grupos tanto a partir de los pardmetros de las familias GEV estimados segin
el objetivo anterior utilizando la distancia euclideana, y por otro la conformacién de grupos
tomando como variables las lluvias extremas anuales desde 1981 a 2013 en cada localidad
utilizando la distancia definida a través del F-madograma.

Segun el primer estudio, tomando como variables los parametros de las distribuciones GEV
estimados para cada estacion meteoroldgica, se destaca que los resultados mds contun-
dentes fueron los obtenidos a partir de tomar como pardmetro de forma igual a 0 para aque-
llas estaciones en que no se rechaz6 la hipoétesis nula de que la distribucion del fenémeno
en estudio es del tipo Gumbel. Al realizar andlisis de cluster tomando como pardmetros es-
timados los obtenidos en una primer instancia segtin Tabla 9.1, los valores del coeficiente
silhouette resultaron bajos, indicando que no existia una estructura de grupos clara.

Los resultados de la aplicacion de las metodologias de clustering, confirman que a gran es-
cala, el fenémeno de lluvias extremas anuales es bastante homogéneo en el pais. Dichos
resultados lo confirman los dos escenarios llevados a cabo. En el primero, se obtuvieron dos
grupos, aunque uno de ellos estaba representado tinicamente por Mercedes, que dada la
opini6én de expertos en el tema, Mercedes tiene un comportamiento atipico del resto de las
localidades estudiadas. En este contexto, se realizo el ejercicio de eliminar a Mercedes del
andlisis, y se vuelve a repetir la conformaciéon de dos grupos, quedando Rocha en un tinico
grupo, por lo que el resto de las estaciones siguen teniendo un comporamiento homogéneo
entre si.

Bajo el segundo escenario, aplicando el método PAM con tantas variables como afios en es-
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tudio (1981 a 2013) para cada localidad, y utilizando como distancia el F-madograma, segin
el coeficiente silhouette no se encontr6 una estructura clara de grupos en los datos o el al-
goritmo no pudo captarla.

Sin embargo, se pueden destacar resultados localizados, como por ejemplo, que para K = 2
las estaciones mds al norte del Rio Negro y litoral del pais, como ser Artigas, Bella Unidn,
Rivera, Salto y Paysandi quedan en un mismo grupo segtin ambos escenarios manejados.
También algunas estaciones del centro y sur del pais se muestran mayor similaridad bajo
ambos escenarios (Young, Paso de los Toros, Durazno, Trinidad, Palmitas, Colonia, Prado,
Aeropuerto de Melilla, Aeropuesto de Carrasco, Tacuarembd, Melo, Treinta y Tres y Rocha).

Como complemento a los andlisis de clustering vistos anteriormente, se aplic6 un test de
independencia en base a ratios de recurrencia. De dicho test se puede destacar resultados
tales como el de que la estacion Mercedes rechaz6 la hipoétesis de independencia con to-
das las localidades en estudio salvo con Treinta y Tres. También se visualiza que Rivera no
rechaza la hip6tesis nula de independencia ni con Artigas ni con Bella Unién. También las
estaciones de la zona metropolitana (Aeropuerto de Melilla, Prado y Aeropuesto de Carrasco)
no rechazan la hipétesis nula de independencia. Por otra parte, Rocha y Punta del Este no
rechazan la hip6tesis nula de independencia tampoco.

En suma, si se tomara como criterio de agrupacion los resultados del test de independencia
anteriormente descripto, se puede visualizar que varios de los resultados obtenidos medi-
ante los anteriores métodos de clustering son reforzados mediante los resultados arrojados
por dicho test.

Estudios similares podrian realizarse tomando bloques temporales equivalentes a trimestres
o semestres, en lugar de bloques anuales. De esta forma podria estudiarse mas en detalle la
posible estacionalidad de dicho fen6meno. También seria de interés profundizar en la mod-
elizacidn segin procesos max-estables mediante distintos modelos con distintas funciones
de covarianzas o incluso modelando la dependencia a partir de c6pulas extremas.
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PartV
Apéndice A

Definicion de matriz de informacion de Fisher

Sea una funcién densidad f(x,8) que satisface las siguientes condiciones de regularidad:

* Existen las derivadas de primer y segundo orden de la funcién de verosimilitud.

¢ Ademas
olnf(x;0)

E
00

=0 V0.

El estimador maximo verosimil del pardmetro 6 es asint6ticamente distribuido como
0~ N®O,170).
Siendo I(0) la matriz de informacién de Fisher evaluada en 6 con

%Inf(x;0)

I(B):—E[ 302

12.1 Estimacion de parametros en el contexto multivariado

El primer paso a realizar es la estimacion de los parametros de las distribuciones marginales
segun se vio en (5.16). Una vez obtenidas dichas estimaciones, mediante las transforma-
ciones mencionadas anteriormente se transforman las marginales GEV a Fréchet unitarias.

Estimar los parametros del modelo de la familia multivariada seleccionada, tiene un costo
computacional extremadamente alto. Un alternativa utilizada con frecuencia es la real-
izacion de inferencia mediante verosimilitudes compuestas, particularmente a través de la
utilizacién de verosimilitudes a pares.

Dada una observacién z € ®¥, la log-verosimilitud compuesta a pares ponderada se define
como sigue:

k-1 k
Cy;) =) Y wijlog(f(zizj;y), (12.1)
i=1j=i+1

siendo v el vector de pardmetros del modelo a estimar, w;; ponderadores que suelen uti-
lizarse para hacer los célculos mas eficiente computacionalmente y f(.,.;y) es la densidad
bi-variada.

Se busca ¥ que maximice la log-verosimilitud compuesta.

Las log-verosimilitudes compuestas vistas anteriormente son combinaciones lineales de log-
verosimilitudes pero no son verdaderas log-verosimilitudes. Dicha estrategia, sin embargo,
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permite obtener estimaciones insesgadas para v.

La estimacion obtenida mediante el procedimiento anterior verifica la siguiente ley asin-
totica:

VI —wo) — N©, H (o) J(wo) H ' (yg)) n— oo, (12.2)
siendo H(yo) = —E(V*{(y;Z)) y J(wo) = V (VL (yo; Z)).
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Part VI
Apéndice B

Estimacion de los parametros GEV por método de los momentos pondera-

dos

Estacion Par. de posicion Par. de escala Par. de forma

1 Aeropuerto Carrasco 75.56 21.36 0.01
2 Aeropuerto Melilla 81.13 28.52 -0.08
3 Artigas 103.32 39.96 -0.04
4 Bella Union 97.67 26.96 0.03
5 Colonia 80.41 27.77 0.15
6 Durazno 86.78 21.07 -0.05
7 Melo 86.49 21.49 -0.12
8 Mercedes 78.13 24.54 0.17
9 Palmitas 84.78 29.16 -0.11
10 Paso de los Toros 84.66 19.94 0.10
11 Paysandu 88.04 24.87 -0.08
12 Prado 82.32 27.77 -0.19
13 Punta del Este 70.25 22.30 -0.04
14 Rivera 89.50 19.76 0.17
15 Rocha 81.99 18.81 0.27
16 Salto 89.05 25.16 0.25
17 Tacuarembd 99.53 30.22 -0.12
18 Treintay Tres 90.92 31.77 0.09
19 Trinidad 87.91 29.05 -0.20
20 Young 89.97 24.60 -0.04
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Estimacion de los parametros GEV por método de maxima verosimilitud

perfil

Estacion Par. de posicion Par. de escala Par. de forma

1 Aeropuerto Carrasco 76.18 21.14 -0.02
2 Aeropuerto Melilla 81.05 27.98 -0.07
3 Artigas 103.44 37.60 -0.02
4 Bella Uni6on 97.56 25.56 0.07
5 Colonia 80.32 26.34 0.20
6 Durazno 86.71 19.57 -0.01
7 Melo 87.05 21.46 -0.15
8 Mercedes 76.08 20.37 0.39
9 Palmitas 85.74 29.17 -0.16
10 Paso de los Toros 84.55 18.74 0.15
11 Paysandu 88.22 23.83 -0.08
12 Prado 82.82 26.77 -0.20
13 Punta del Este 70.19 20.72 0.00
14 Rivera 88.70 17.54 0.31
15 Rocha 83.64 22.14 0.12
16 Salto 89.12 24.29 0.29
17 Tacuarembé 100.22 28.77 -0.14
18 Treintay Tres 89.80 28.36 0.21
19 Trinidad 88.17 27.80 -0.20
20 Young 90.03 24.55 -0.04
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Intervalos de confianza segtin estimacion por MLE

Estacion Parametros 2.5%  Estimacion 97.5%

1  Aeropuerto Carrasco  Locacion 68.05 76.20 84.34
2 Aeropuerto Carrasco  Escala 15.27 21.16 27.04
3 Aeropuerto Carrasco  Forma -0.28 -0.02 0.23
4 Aeropuerto Melilla Locacion 70.47 81.09 91.71
5  Aeropuerto Melilla Escala 20.52 27.99 35.46
6  Aeropuerto Melilla Forma -0.29 -0.07 0.15
7  Artigas Locacion 88.65 103.74 118.83
8  Artigas Escala 26.44 37.71 48.99
9  Artigas Forma -0.35 -0.02 0.30
10  Bella Uni6n Locacion 87.62 97.60  107.58
11  Bella Uni6én Escala 18.08 25.58 33.08
12 Bella Uni6n Forma -0.21 0.07 0.34
13 Colonia Locacion 69.81 80.38 90.95
14  Colonia Escala 17.89 26.37 34.86
15  Colonia Forma -0.14 0.20 0.53
16  Durazno Locacion 78.85 86.76 94.67
17 Durazno Escala 13.63 19.59 25.56
18  Durazno Forma -0.35 -0.01 0.33
19 Melo Locacion 78.86 87.07 95.28
20 Melo Escala 15.68 21.46 27.23
21 Melo Forma -0.40 -0.15 0.10
22 Mercedes Locacion 67.91 76.09 84.27
23 Mercedes Escala 13.03 20.39 27.74
24  Mercedes Forma 0.02 0.39 0.76
25  Palmitas Locacion 74.56 85.76 96.97
26 Palmitas Escala 21.21 29.17 37.14
27  Palmitas Forma -0.41 -0.16 0.10
28  Paso de los Toros Locacion 77.09 84.61 92.14
29  Paso de los Toros Escala 12.86 18.77 24.68
30 Paso de los Toros Forma -0.19 0.15 0.48
31  Paysandu Locacion 78.81 88.26 97.72
32 Paysandu Escala 16.86 23.83 30.80
33 Paysandu Forma -0.39 -0.08 0.23
34  Prado Locacion 72.55 82.82 93.09
35 Prado Escala 19.44 26.77 34.10
36 Prado Forma -0.46 -0.20 0.05
37  Puntadel Este Locacion 61.78 70.21 78.63
38  Puntadel Este Escala 14.33 20.74 27.15
39  Puntadel Este Forma -0.35 0.00 0.35
40  Rivera Locacion 81.50 88.69 95.88
41  Rivera Escala 11.40 17.54 23.68
42  Rivera Forma -0.08 0.31 0.69
43 Rocha Locacion 75.35 83.63 91.90
44  Rocha Escala 16.00 22.13 28.27
45  Rocha Forma -0.09 0.12 0.33
46  Salto Locacion 79.55 89.08 98.61
47  Salto Escala 16.23 24.23 32.23
48  Salto Forma -0.03 0.29 0.61
49  Tacuarembd Locacion 88.80 100.28 111.76
50  Tacuarembd Escala 20.28 28.78 37.27
51 Tacuarembd Forma -0.47 -0.14 0.19
52  Treintay Tres Locacion 78.20 89.79  101.38
53  Treintay Tres Escala 18.92 28.35 37.79
54  Treintay Tres Forma -0.17 0.21 0.58
55  Trinidad Locacion 77.44 88.17 98.91
56  Trinidad Escala 20.09 27.80 35.50
57  Trinidad Forma -0.47 -0.20 0.07
58  Young Locacion 80.80 90.03 99.25
59  Young Escala 18.10 24.55 30.99
60  Young Forma -0.23 -0.04 0.16
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Intervalos de confianza segtin estimacion por Maxima Verosimilitud Perfil

Estacion Parametros 2.5%  Estimacion 97.5%

1  Aeropuerto Carrasco  Locacion 68.24  76.1812 84.76
2 Aeropuerto Carrasco  Escala 16.29  21.1417 28.58
3 Aeropuerto Carrasco  Forma -0.24  -0.0207 0.28
4 Aeropuerto Melilla Locacion 70.53  81.0453 92.10
5  Aeropuerto Melilla Escala 21.79  27.9791 37.38
6  Aeropuerto Melilla Forma -0.25  -0.0674 0.21
7  Artigas Locacion 89.31 103.4441 119.77
8  Artigas Escala 28.29  37.6008 52.10
9  Artigas Forma -0.30  -0.0196 0.37
10  Bella Uni6n Locacion 87.99 97.5588 108.15
11  Bella Uni6én Escala 19.20  25.5641 34.74
12 Bella Uni6n Forma -0.14  0.0659 0.44
13 Colonia Locacion 70.52  80.3169 91.89
14  Colonia Escala 19.22  26.3358 36.73
15  Colonia Forma -0.10  0.1961 0.60
16  Durazno Locacion 79.23  86.7115 95.13
17 Durazno Escala 14.53  19.5726 27.10
18  Durazno Forma -0.29  -0.0084 0.41
19 Melo Locacion 78.84  87.0536 95.55
20 Melo Escala 16.77  21.4598 29.09
21 Melo Forma -0.39 -0.1529 0.13
22 Mercedes Locacion 68.74  76.0794 85.53
23 Mercedes Escala 14.41  20.3746 29.65
24  Mercedes Forma 0.03  0.3896 0.79
25  Palmitas Locacion 74.57  85.7383 97.34
26 Palmitas Escala 22.71  29.1674 39.66
27  Palmitas Forma -0.39  -0.1568 0.14
28  Paso de los Toros Locacion 77.54  84.5483 92.73
29  Paso de los Toros Escala 13.78  18.7429 26.01
30 Paso de los Toros Forma -0.14  0.1497 0.55
31  Paysandu Locacion 79.10  88.2177 98.16
32 Paysandu Escala 17.92  23.8298 32.73
33 Paysandu Forma -0.34  -0.0751 0.33
34  Prado Locacion 72.48  82.817 93.33
35 Prado Escala 20.82  26.7674 36.46
36 Prado Forma -0.43  -0.2022 0.11
37  Puntadel Este Locacion 62.22  70.1888 79.13
38  Puntadel Este Escala 15.30  20.7236 28.73
39  Puntadel Este Forma -0.28  0.003 0.43
40  Rivera Locacion 82.19 88.7034 96.79
41  Rivera Escala 12.40  17.5436 25.07
42  Rivera Forma -0.04  0.3057 0.76
43 Rocha Locacion 75.55  83.6422 92.44
44  Rocha Escala 17.10  22.1437 29.84
45  Rocha Forma -0.06 0.1193 0.37
46  Salto Locacion 80.32  89.1239 99.74
47  Salto Escala 17.65  24.2902 34.27
48  Salto Forma 0.01 0.288 0.66
49  Tacuarembd Locacion 89.13 100.2167 112.27
50  Tacuarembd Escala 21.81 28.766 40.06
51 Tacuarembd Forma -0.43 -0.1389 0.24
52  Treintay Tres Locacion 79.19  89.7995 102.75
53  Treintay Tres Escala 20.51  28.3613 40.06
54  Treintay Tres Forma -0.15  0.2065 0.62
55  Trinidad Locacion 77.44  88.1695 99.23
56  Trinidad Escala 21.54  27.8005 38.10
57  Trinidad Forma -0.46  -0.2001 0.12
58  Young Locacion 80.84  90.0274 99.63
59  Young Escala 19.21  24.5463 32.61
60  Young Forma -0.20  -0.0361 0.22
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Test de hipotesis segtin Likelihood Ratio Test:

A continuacién se presentan los p-valores de aplicar el test de razén de verosimilitud para
testear la hip6tesis nula de que las distribuciones GEV marginales pertenecen a la familia
Gumbel:

Estacion p-valor
Aeropuerto Carrasco 0.8738
Aeropuerto Melilla 0.574

Artigas 0.8992
Bella Uni6én 0.6184
Colonia 0.2128
Durazno 0.9575
Melo 0.2593
Mercedes 0.0358
Palmitas 0.2657
Paso de los Toros 0.3445
Paysanda 0.6505
Prado 0.1712
Punta del Este 0.9867
Rivera 0.0831
Rocha 0.2058
Salto 0.0411
Tacuarembo 0.4282
Treinta y Tres 0.2613
Trinidad 0.1897
Young 0.7328

Segun dicho test, al 5% de significacion, las estaciones que rechazan la hip6tesis nula de que
las distribuciones marginales asociadas a las estaciones son Gumbel, son Mercedes y Salto.
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Célculo de intervalos al 95% de confianza para las familias Gumbel:

Estacion Parametros 2.5%  Estimacion 97.5%

1  Aeropuerto Carrasco  Locacion 68.40 75.95 83.51
2 Aeropuerto Carrasco  Escala 15.42 21.02 26.61
3 Aeropuerto Melilla Locacion 70.14 80.05 89.97
4 Aeropuerto Melilla Escala 20.35 27.52 34.69
5  Artigas Locacion 89.87 103.32  116.77
6  Artigas Escala 27.27 37.39 47.52
7  Bella Unién Locacion 89.09 98.51 107.92
8 Bella Unién Escala 19.14 26.26 33.37
9  Colonia Locacion 72.87 83.22 93.57
10  Colonia Escala 20.82 28.95 37.09
11 Durazno Locacion 79.64 86.66 93.67
12 Durazno Escala 14.21 19.52 24.83
13 Melo Locacion 77.84 85.34 92.85
14  Melo Escala 15.45 20.79 26.14
17  Palmitas Locacion 73.25 83.40 93.55
18  Palmitas Escala 20.87 28.15 35.42
19  Paso de los Toros Locacion 78.93 86.12 93.31
20  Paso de los Toros Escala 14.49 20.08 25.67
21 Paysandu Locacion 78.95 87.30 95.65
22 Paysandu Escala 16.96 23.19 29.41
23 Prado Locacion 70.78 79.99 89.20
24  Prado Escala 18.89 25.50 32.11
25  Puntadel Este Locacion 62.76 70.22 77.68
26  Puntadel Este Escala 15.09 20.75 26.41
27  Rivera Locacion 84.43 91.81 99.19
28 Rivera Escala 14.76 20.68 26.59
31  Salto Locacion 83.07 93.20 103.33
32  Salto Escala 20.32 28.47 36.63
33  Tacuarembé Locacion 88.30 98.19  108.07
34  Tacuarembd Escala 20.12 27.44 34.75
35 Treintay Tres Locacion 81.84 93.08 104.31
36  Treintay Tres Escala 22.52 31.39 40.25
37  Trinidad Locacion 75.77 85.30 94.84
38  Trinidad Escala 19.54 26.41 33.29
39 Young Locacion 80.78 89.54 98.31
40  Young Escala 18.05 24.36 30.66

Florencia Santifiaque

Pég. 99



Tesis de Maestria 2019 REFERENCES

References

[1]

(2]

3]

(4]

[5]

(6]

[7]

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

BECHLER, A., BEL, L., AND VRAC, M. Conditional simulations of the extremal t process:
application to fields of extreme precipitation. Spatial statistics 12 (2015), 109-127.

BECHLER, A., VRAC, M., AND BEL, L. A spatial hybrid approach for downscaling of ex-
treme precipitation fields. Journal of Geophysical Research: Atmospheres 120, 10 (2015),
4534-4550.

BERNARD, E., NAVEAU, P.,, VRAC, M., AND MESTRE, O. Clustering of maxima: Spatial
dependencies among heavy rainfall in france. Journal of Climate 26, 20 (2013), 7929-
7937.

BLANCO, M., VAQUERA, H., VILLASENOR, J. A., VALDEZ-LAZALDE, J. R., ROSENGAUS,
M., ET AL. Metodologia para investigar tendencias espacio-temporales en eventos me-
teorolégicos extremos: caso durango, México. Tecnologia y ciencias del agua 5, 6 (2014),
25-39.

CASTILLO, E., HADI, A. S., BALAKRISHNAN, N., AND SARABIA, J. M. Extreme value and
related models with applications in engineering and science. John Wiley Sons, Inc.,
Hoboken, New Jersey, 2005.

COLES, S., BAWA, J., TRENNER, L., AND DORAZIO, P. An introduction to statistical mod-
eling of extreme values, vol. 208. Springer, 2001.

COOLEY, D., NAVEAU, P, AND PONCET, P. Variograms for spatial max-stable random
fields. In Dependence in probability and statistics. Springer, 2006, pp. 373-390.

COOLEY, D., NAVEAU, P, AND PONCET, P. Variograms for spatial max-stable random
fields. In Dependence in probability and statistics. Springer, 2006, pp. 373-390.

CRESSIE, N. Statistics for spatial data, vol. 4. Wiley Online Library, 1992.

DAVISON, A. C., PADOAN, S. A., AND RIBATET, M. Statistical modeling of spatial ex-
tremes. Statistical Science 27,2 (2012), 161-186.

DE HAAN, L. A characterization of multidimensional extreme-value distributions.
Sankhya: The Indian Journal of Statistics, Series A (1978), 85-88.

DE HaAN, L. A spectral representation for max-stable processes. The annals of proba-
bility 12, 4 (1984), 1194-1204.

DE HAAN, L., AND FERREIRA, A. Extreme Value Theory. An Introduction. Springer Sci-
ence & Business Media, 2007.

DURANONA, V. Extreme wind climate of Uruguay. PhD thesis, Facultad de Ingenieria -
UdelaR - FI-IMFIA, 2015.

EM-DAT, C. The ofda/cred international disaster database. universite catholique de
louvain, brussels, belgium. 2016.

Florencia Santifiaque Pag. 100



Tesis de Maestria 2019 REFERENCES

(16]

(17]

(18]

(19]
(20]

(21]

(22]

(23]

(24]

(25]

(26]

(27]

(28]

(29]

(30]

(31]

(32]

FERNANDEZ, L. I., AND PARNAS, V. B. E. Andlisis de métodos de vientos extremos para
calcular las velocidades bdsicas. Revista Cubana de Ingenieria 7, 2 (2016), 15-25.

FISHER, R. A., AND TIPPETT, L. H. C. Limiting forms of the frequency distribution of the
largest or smallest member of a sample. In Mathematical Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society (1928), Cambridge University Press, pp. 180-190.

FRIEDMAN, J., HASTIE, T., AND TIBSHIRANI, R. The elements of statistical learning.
Springer series in statistics New York, 2001.

GAETAN, C., AND GUYON, X. Spatial statistics and modeling, vol. 81. Springer, 2010.
GALAMBOS, J. The asymptotic theory of extreme order statistics. Elsevier, 1977.

GELFAND, A. E., DIGGLE, P.,, GUTTORP, P,, AND FUENTES, M. Handbook of spatial statis-
tics. CRC press, 2010.

GNEDENKO, B. Sur la distribution limite du terme maximum d’une serie aleatoire. An-
nals of mathematics (1943), 423-453.

GNEDENKO, B. V., ALEKSANDR, I., AND KHINCHIN, A. An elementary introduction to the
theory of probability, vol. 155. Courier Corporation, 1962.

GREENWOOD, J. A., LANDWEHR, J. M., MATALAS, N. C., AND WALLIS, J. R. Probabil-
ity weighted moments: definition and relation to parameters of several distributions
expressable in inverse form. Water resources research 15, 5 (1979), 1049-1054.

HERNANDEZ, A., GUENNI, L., AND SANSO, B. Caracteristicas de la precipitacién extrema
en algunas localidades de Venezuela. Interciencia 36, 3 (2011), 185-191.

HOSKING, J. R. M., WALLIS, J. R., AND WooD, E. E Estimation of the generalized
extreme-value distribution by the method of probability-weighted moments. Techno-
metrics 27, 3 (1985), 251-261.

HSING, T., HUSLER, J., AND LEADBETTER, M. R. On the exceedance point process for a
stationary sequence. Probability Theory and Related Fields 78, 1 (1988), 97-112.

[ZENMAN, A. ]J. Modern multivariate statistical techniques. Springer, 2008.

JAMES, G., WITTEN, D., HASTIE, T., AND TIBSHIRANI, R. An introduction to statistical
learning, vol. 112. Springer, 2013.

JENKINSON, A. F. The frequency distribution of the annual maximum (or minimum)
values of meteorological elements. Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society
81, 348 (1955), 158-171.

KALEMKERIAN, J. A truncated Cramér-von Mises test of normality. Com-
munications in Statistics-Theory and Methods (2019), 48:16, 3956-3975, DOI:
10.1080/03610926.2018.1465093.

KALEMKERIAN, J., AND FERNANDEZ, D. An Independence Test Based on Recurrence
Rates. arXiv preprint arXiv:1908.03305 (2019).

Florencia Santifiaque Pag. 101



Tesis de Maestria 2019 REFERENCES

(33]

(34]

(35]

(36]

(37]

(38]

(39]

(40]

(41]

(42]

(43]

(44]

[45]

[46]

(47]

(48]

KAUFMAN, L., AND ROUSSEEUW, P. Finding Groups in Data: An Introduction to Cluster
Analysis, vol. 344. John Wiley & Sons, 2009.

KAUFMAN, L., AND ROUSSEEUW, P. J. Partitioning around medoids (program pam).
Finding groups in data: an introduction to cluster analysis (1990), 68-125.

LAosS, J. A. M. La verosimilitud perfil en la Inferencia Estadistica. PhD thesis, Centro de
Investigacion en Matematicas, 2008.

LONG, C. S. Noaa, national weather service, national centers for environmental predic-
tion. Ultraviolet Index Verification Report-Indications of Surface Ultraviolet Radiation
Observation Characteristics. Climate Prediction Center Report (1996).

MACQUEEN, J. B. Mathematical statistics and probability.

MATHERON, G. Suffit-il, pour une covariance, d’étre de type positif. Sciences de la Terre,
série informatique géologique 26 (1987), 51-66.

MORENO, L. Precipitaciones Mdximas en el Estado de Guanajuato, México. PhD thesis,
Facultad de Ingenieria - UdelaR, 2013.

MUNDIAL, E E. World economic forum. Obtenido de Informe de Riesgos Mundiales:
https://es.weforum.org/reports/the-global-risks-report-2019, 2019.

NAVEAU, P, GUILLOU, A., AND COOLEY, D. Modelling pairwise dependence of maxima
in space. Biometrika 96, 1 (2009), 1-17.

PORTUGUES, S. B., SERRANO, S. M. V., AND MORENO, J. I. L. Distribucién espacial y
estacional de los eventos de precipitacion en la rioja: intensidad, magnitud y duracién.
Zubia (2008), 169-186.

R CorE TEAM. R: A language and environment for statistical computing. Vienna, Aus-
tria, 2019.

RESNICK, S. I. Heavy-tail phenomena: probabilistic and statistical modeling. Springer
Science & Business Media, 2007.

RouUsSEEUW, P. J. Silhouettes: a graphical aid to the interpretation and validation of
cluster analysis. Journal of computational and applied mathematics 20 (1987), 53—-65.

RusTIcuCcCI, M., MARENGO, J., PENALBA, O., AND RENOM, M. An intercomparison of
model-simulated in extreme rainfall and temperature events during the last half of the
twentieth century. part 1: mean values and variability. Climatic Change 98, 3-4 (2010),
493-508.

SCHLATHER, M. Models for stationary max-stable random fields. Extremes 5, 1 (2002),
33-44.

SMITH, R. L. Maximum likelihood estimation in a class of nonregular cases. Biometrika
72,1 (1985), 67-90.

Florencia Santifiaque Pag. 102



Tesis de Maestria 2019 REFERENCES

(49]

(50]

[51]

[52]

(53]

(54]

[55]

[56]

SMITH, R. L. Max-stable processes and spatial extremes. Unpublished manuscript 205
(1990).

TEAM, R. C., ET AL. R: Alanguage and environment for statistical computing.

TENCER, B., AND RUSTICUCCI, M. Analysis of interdecadal variability of temperature
extreme events in argentina applying evt. Atmdsfera 25, 4 (2012), 327-337.

UCLouVAIN, CRED, U. Natural disasters 2018: An opportunity to prepare.

VANNITSEM, S., AND NAVEAU, P. Spatial dependences among precipitation maxima
over belgium. Nonlinear Processes in geophysics 14, 5 (2007), 621-630.

VINOD, H. D. Integer programming and the theory of grouping. Journal of the American
Statistical association 64, 326 (1969), 506-519.

VON MISES, R. La distribution de la plus grande de n valuers. Rev. math. Union inter-
balcanique 1 (1936), 141-160.

WIKIPEDIA. El nifio (fenémeno) — wikipedia, la enciclopedia libre. 2019. [Internet;
descargado 25-agosto-2019].

Florencia Santifiaque Pag. 103



	I Introducción
	Introducción
	Antecedentes
	Objetivos
	Climatología de precipitaciones en Uruguay

	II Metodologías
	Teoría de valores extremos
	Introducción
	Inferencia para las distribuciones GEV
	Estimación por máxima verosimilitud
	Estimación por verosimilitud perfil
	Estimación por método de los momentos ponderados
	Test de bondad de ajuste de la distribución GEV 

	Diagnóstico de la estimación de modelos GEV
	Gráfico de probabilidad: P-P plot
	Gráfico de cuantiles: Q-Q plot
	Estimación de niveles de retorno

	Dependencia de valores extremos
	Indice extremal

	Valores extremos multivariados
	Procesos max-estables
	Familias de Procesos Max-Estables
	Dependencia en el contexto multivariado


	Análisis de clusters
	Introducción
	Análisis de clusters jerárquico: Ward
	Análisis de clusters no jerárquico: K-means y PAM
	K-means
	PAM

	Análisis de clusters PAM aplicado a valores extremos
	Test de independencia basado en ratios de recurrencia


	III Resultados
	Datos
	Análisis de la base de datos
	Estimación de la distribución GEV 
	Estimación de parámetros
	Cálculo de intervalos de confianza
	Test de bondad de ajuste de la distribución GEV de cada estación
	Gráficos de diagnóstico
	Niveles de retorno estimados

	Análisis de clusters
	Clusters de parámetros estimados GEV
	Clusters de máximos anuales

	Test de independencia
	Procesos max-estables

	IV Conclusiones
	V Apéndice A
	Estimación de parámetros en el contexto multivariado

	VI Apéndice B
	References


