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1. Introduccidon

1.1. Lineas generales

En este trabajo se construyen grafos aleatorios de 2000 nodos que en
algiin sentido imitan las redes de contactos entre individuos. Luego se simu-
lan epidemias en dichos grafos siguiendo el cldsico modelo SIR (Susceptible-
Infectado-Removido).

La idea central de esta tesis es que cada simulaciéon puede verse como
la realizacién de un proceso estocastico al cual asociaremos determinadas
funciones como descriptores. Aplicando herramientas de Machine Learning
a dichos descriptores podremos clasificar las epidemias segin las funciones
utilizadas para describirlas (aquellas realizaciones o epidemias con descripto-
res similares seran clasificadas como del mismo tipo), permitiendo hacer una
suerte de agrupamiento o clustering de las mismas.

Esto permite no solamente comparar procesos estocasticos (epidemias)
entre si, sino que también brinda la posibilidad de adelantar como seria el
comportamiento de una epidemia “media”o “tipica’sobre una red determi-
nada, fijados ciertos parametros.

Organizaciéon de este trabajo

» En este capitulo (secciones 1.2 y 1.3) se muestra la vinculacién en-
tre epidemias y redes y se introduce el modelo epidémico SIR en su
formulacion clasica.

s El capitulo 2 muestra una sintesis de las herramientas utilizadas para
modelar epidemias sobre redes asi como los distintos tipos de redes
que emergen como adecuadas para modelar redes sociales. Se muestran
definiciones de medidas para caracteristicas globales y locales de redes.

s El capitulo 3 muestra una sntesis de los elementos de la teoria del
Machine Learning (Statistical Learning, Aprendizaje Automético).

» Los capitulos 4 y 5 introducen las técnicas y algoritmos utilizados para
la generacion de grafos aleatorios asi como para la simulacién epidemias
sobre los mismos.

= En el capitulo 6 simulamos epidemias con distintos grados de virulencia
en tres grafos aleatorios distintos para luego usar arboles de clasificacion
y regresion con los cuales agrupar las distintas epidemias segun sus



curvas de cantidad de casos en funcién del tiempo y de distribucién de
frecuencias de los grados de los nodos afectados. Asimismo probaremos
distintas estrategias de inmunizacién o vacunacion.

» El capitulo 7 contiene las conclusiones asi como algunas lineas de tra-
bajo a seguir.

1.2. Epidemias y Redes

Las redes ocupan hoy dia un lugar predominante. Vivimos en un mundo de
redes, y cualquier sistema complejo puede ser modelado o pensado como una
red, donde los elementos del sistema representan vértices o nodos y las aristas
representan las interacciones entre dichos elementos. Ejemplos provenientes
de la biologia, ciencias sociales, ingenieria, etc. atestiguan la versatilidad y
potencia del concepto de red o grafo como sustrato matematico de los mismos.

De particular relevancia son las redes sociales, donde cada individuo se
representa mediante un nodo y sus relaciones con otros individuos mediante
aristas que conectan dicho nodo con los nodos que representan a los otros
individuos.

Muchas de las enfermedades que se propagan en poblaciones, presupo-
nen el contacto o cercania entre individuos infectados (portadores del agente
que provoca la enfermedad) e individuos susceptibles (quienes no han teni-
do todavia dicha enfermedad, pero podrian adquirirla). El patrén de estos
contactos causantes de contagio puede modelarse mediante una red.

La mayoria de los modelos matematicos clasicos suponen que la poblacion
estd homogéneamente mezclada (“fully mixed”). Esto es, cualquier individuo
infectado es igualmente capaz de contagiar a cualquier otro individuo de la
misma poblacién (asumiendo que el individuo contactado sea susceptible).

En poblaciones de gran tamano (los modelos suponen poblaciones cuyo
tamanio tiende a infinito), esto permite escribir sistemas de ecuaciones di-
ferenciales no lineales para describir por ejemplo la evolucion temporal del
numero de infectados, nimero de susceptibles, etc. Usualmente existe un um-
bral en el espacio de parametros del modelo, que separa el estado donde la
enfermedad no prospera (no logra infectar a una fracciéon apreciable de la
poblacién) del estado donde se declara una epidemia.

Cuando hablemos de epidemia nos estaremos refiriendo a brotes epidémi-
cos que afectan a una fraccién no nula de la poblacién cuando el tamano de
ésta tiende a infinito (esto es, los individuos infectados son una parte consi-



derable de la poblacién atin en poblaciones muy grandes). Usaremos indis-
tintamente el término brotes o brotes epidémicos para aquellos que no
llegan a afectar a una fraccién apreciable de la poblacién (o que afectan una
fraccién que tiende a cero cuando el tamano de la poblacién tiende a infinito).

Tipicamente el pardmetro Ry, llamado tasa reproductiva (la cantidad de
contagios que un infectado medio puede lograr) es quien hace de umbral.
Cuando Ry < 1, no hay epidemia. Aunque con estos modelos que presupo-
nen un mixing total se pueden hacer muchas cosas, no toman en cuenta la
topologia de la red: un individuo no tiene igual probabilidad de contactar al
resto de la poblacién, contacta con mayor frecuencia a unos que a otros.

Usualmente cada individuo tiene contactos solamente con una muy pe-
quena fraccién de la poblacién, y la cantidad de contactos “cotidianos ”varia
de individuo a individuo. Desde el advenimiento de Internet y los virus in-
formaticos, estos modelos mostraron discrepancias entre sus predicciones y la
realidad ([21]). Aparecen epidemias informaticas con valores de Ry muy infe-
riores al valor critico de uno, lo que hizo se prestara atencién a la topologia
de la red subyacente.

En anos recientes se ha acumulado cada vez més evidencia sobre la im-
portancia de la topologia de la red sobre la cual esta discurriendo el proceso
epidémico en cuestién. En particular se han estudiado los dos modelos més
célebres: el modelo SIS (Susceptible-Infectado-Susceptible) y el modelo SIR
(Susceptible-Infectado-Removido) ([22]).

1.3. El modelo SIR clasico

Probablemente la clase de modelos epidémicos mas estudiada es la clase de
modelos SIR (Susceptible-Infectados-Removidos). Bosquejaremos la versién
original, formulada por Lowell Reed y Wade H. Frost en la década de 1920.
En ésta, los individuos solo pueden existir en uno de tres estados: Susceptible
(S), Infectado (I) y Removido (R). Esta tltima categoria representa a aquellos
individuos que adquieren inmunidad luego de recuperarse de la enfermedad.

En este modelo los individuos infectados o infecciosos (dado que inme-
diantamente pueden contagiar a los susceptibles) tienen contactos al azar
con otros individuos (de cualquiera de los tres estados) a una tasa media
por unidad de tiempo (3, y se recuperan y adquieren inmunidad a una tasa
media por unidad de tiempo . Si el individuo contactado por un infectado
es un susceptible, resulta contagiado y pasa a ser infectado. Describiremos el
modelo a grandes rasgos, siguiendo [13].
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Para una poblacién suficientemente grande, el modelo puede describirse
mediante el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

;I_ﬂis
—Z:ﬁis—vi
gt

_T_ .

at "

donde s(t) = S(t)/n,i(t) = I(t)/n,r(t) = R(t)/n son las proporciones de
la poblacion que se encuentra en cada estado en el instante t. La ultima
ecuacion puede omitirse por cuanto s +1i+r =1 ([13]).

El modelo supone la incidencia estdndar y recuperacién (salida de I) a

1
razén de v— individuos por unidad de tiempo. Esto nos dard un tiempo
n

1
de espera (o tiempo de permanencia en la clase ) de e 7 con media —.
7
Puesto que dicho periodo de tiempo es corto, el modelo no tiene dindmica

vital (nacimientos y muertes naturales), por lo que sélo resulta adecuado
para describir enfermedades de rapido desarrollo y conclusion, que ademés
confieren inmunidad a quien la ha padecido, como la influenza.

Asimismo, se supone que la poblacién esta totalmente mezclada (los in-
dividuos con los que un susceptible tiene contacto son elegidos al azar entre
la poblacién). También se supone que todos los individuos tienen aproxima-
damente el mismo ntmero de contactos en el mismo tiempo, y que estos
contactos transmiten la enfermedad con la misma probabilidad. Al quitar la
ultima ecuacién, obtenemos

d—i = —Qis s(0) =s9>0
gt (1.1)

5 = Bis =i i(0) =ig 20

Podemos adelantar algunas conclusiones de caracter cualitativo sobre s(t)
e i(t) a partir del estudio del plano de fases ([13]) :

1. como s(t)+i(t) <1Vt y s(0)+1i(0) =1, las curvas (s(¢),i(t)) partiran
ent = 0 de la recta © = 1 — s, y para tiempos posteriores estaran
contenidas en el tridngulo "= {(s,i): s>0;1>0; s+i <1}

2. §/(t) < 0, de modo que las abcisas se mueven hacia la izquierda.
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3.7 = 0 sii Bsi = ~i, esto es, si s = % El signo de 7' es negativo

a la izquierda de s = % y positivo a la derecha, y como partimos

desde la derecha (la recta s+ i = 1), primero i crece a medida que s

Y .
decrece, hasta que alcanzamos el valor s = —. Luego, a medida que s

: : : . 0
sigue decreciendo, ¢ también decrece, por lo que en el punto s, = 3
tendremos un méaximo para .

La Figura 1 ilustra lo anterior.

Figura 1:

Diagrama de fase para el modelo SIR clasico
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Notemos que é es la tasa de contacto # multiplicada por la duracién

media — del periodo de infeccion, de modo que podemos interpretarlo como



el nimero medio de contactos adecuados de un infeccioso tipico durante su
periodo infectivo.

1
Llamemos 0 = —, por lo que S, = —. Entonces, si llamamos R(t) a
o

la tasa media a la que un infectado tipico contacta a los susceptibles (esto
es, el nimero medio de contagios que logrard); al comienzo de la epidemia
R = 0s(0) = Ry que es la tasa media de contactos o contagios del primer
infectado (el caso cero).

Si dividimos la segunda ecuacién de (1.1) entre la primera, obtendremos

difds = —1+1/(0s)
resolviendo dicha ecuacion tenemos

i(s) + s = (log(s)) /(o) = 1(0) + 5(0) — (log(s(0)))/ ()

1 1
di/ds = 0 cuando s = —, y el signo de di/ds es negativo para s < — y
o o

. 1 : : 1 :
positivo para s > —. Esto muestra que ¢ crece si s > —, y decrece si s < —.
o o)

o
Por tanto, el comportamiento de las soluciones (s(t),i(t)) de (1.1) puede
resumirse como sigue:

1. Si 0s(0) < 1 entonces i(t) decrece a cero cuando t — +00.

2. Si 0s(0) > 1, entonces i(t) primero crece hasta alcanzar su maximo,

1 1 0
imae = 1(0) + s(0) — P M, y luego decrece a cero cuando

t — +00

3. La fraccion final de susceptibles, s, sera la raiz de la ecuacion

5o 290) ) 4 (0 — 109(5(0)

o o

(1.2)

La Figura 2 muestra las soluciones del sistema 1.1 para =3y v = 1.
Observaciones

1. El modelo no toma en cuenta nacimientos o muertes, lo cual supone que
describen la situacién durante un periodo de tiempo corto. La notacién
t — 400 debe entenderse como un periodo de tiempo muy grande en
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Figura 2:

Soluciones del modelo SIR clasico para beta = 3, gama =1
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comparacion con —. De modo que solamente explicara razonablemente

aquellas enfermedades con tiempo medio de infecciéon muy corto (del
orden de dias) en relacién con el periodo de tiempo en el cual podemos
despreciar los nacimientos y las muertes que ocurren en la poblacién y
que nada tienen que ver con la enfermedad.

Si el tiempo medio de infeccion no es muy pequeno comparado con el
tiempo en el cual podemos despreciar nacimientos y muertes, entonces
lo razonable es tomar los resultados hasta el tiempo

tf . S(tf) = Smazx ’L(tf) = imax

(si os(0) > 1).



3. La fraccién de susceptibles s(t) siempre decrece, pero su valor limite s,
es positivo. La epidemia se apaga puesto que cuando s cae por debajo

1
de —, entonces os se hace menor que 1. Esto tiene sentido, dado que a

megida que s decrece, llega un momento en que los infecciosos contactan
casi enteramente a otros infecciosos, o a individuos recuperados, por
lo que el nimero de reemplazo R se hace menor que 1. Esto es, en
promedio cada infeccioso no consigue contagiar ni a un solo susceptible,
por lo que al no haber nuevos contagios y recuperarse los existentes se
termina la epidemia.

4. Aparece aqui un umbral, Ry = 0s(0), que separa el comportamiento
del sistema segiin estemos a un lado o al otro de él.

1.4. Descripcién del problema

El comportamiento de epidemias SIR sobre grafos se ha estudiado en
varios trabajos ([18],[19],[20]). Mediante técnicas de percolacién se obtienen
expresiones explicitas para el umbral Ry, la distribucién de probabilidades
del tamano final del brote epidémico, etc.

Simulaciones hechas sobre grafos del tipo small-world (grafos con didme-
tros pequenos extensamente estudiados en [18],[19],[20],[22]) avalan dichas
predicciones. Dichos grafos tienen como caracteristica distribuciones de gra-
dos del tipo potencial o exponencial (Seccién 2.3). Sin embargo para pobla-
ciones humanas, parece mas apropiado una distribucién unimodal similar a
la gaussiana, pero asimétrica, con cola a la derecha.

Esto es, si pensamos una red donde los nodos representan individuos y las
aristas entre nodos representan contactos entre individuos, la mayoria de los
mismos tiene contactos con un nimero relativamente reducido de individuos
(la gente con la que uno trata cotidianamente), y sélo unos pocos indivi-
duos tienen habitualmente contacto con muchos (p. ej. docentes, choferes de
émnibus, etc.).

Se pretende pues modelar una epidemia en grafos donde las distribuciones
de grados, si bien tienen colas a la derecha, no son las tipicas de las redes
small-world.

Cada simulacién puede verse como la realizacion de un proceso estocasti-
co, al cual podemos asociar determinados descriptores que serviran para ca-
racterizar al proceso. Por ejemplo: las gréficas del niimero de casos en funcion



del tiempo, la distribucion de frecuencias de los grados de los nodos afectados,
contribucién de cada grafo en el tamano de la epidemia, imdgenes formadas
con la distribucién espacial del ntimero de casos etc.

Esto permitira aplicar a dichos descriptores las técnicas de machine lear-
ning para clasificacion y regresion. En este trabajo se caracterizard cada
epidemia mediante los dos primeros atributos mencionados, a saber: graficas
del nimero de casos en funcion del tiempo y la distribuciéon de frecuencias
de los grados de los nodos afectados. Se usaran arboles de clasificacion y de
regresién para datos con atributos funcionales.

Mediante los arboles de clasificacion veremos si epidemias distintas en
cuanto a duracion y virulencia son efectivamente reconocidas como distintas
(lo que avalara la eleccién de los descriptores elegidos). Con los drboles de
regresion estudiaremos el tipo de realizacion mas frecuente y tendremos una
suerte de proceso epidémico “medio”.

En el capitulo 2 veremos una sintesis de las herramientas matematicas
utilizadas para modelar epidemias sobre redes. También veremos los distintos
tipos de redes que surgen como adecuadas para modelar redes sociales y
definiremos medidas para caracteristicas globales y locales de las mismas.
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2. Enfoque clasico : Percolacién y epidemias
en redes

2.1. Introduccion

En la vida real dificilmente se cumplan los presupuestos en los que se basa
el modelo SIR anteriormente descripto. Los individuos en una poblacién no
hacen contactos al azar, y la mezcla homogénea debe reemplazarse por una
red de conexiones entre individuos a través de los cuales se dan los contactos
contagiantes. En este capitulo se sigue ([18],[19],]20]).

Las aristas de la red o grafo representan aquellas parejas de individuos
predispuestas a tener contactos contagiantes, pero no los garantizan. Para
cada nodo, las aristas de las que participa representan el conjunto de personas
con las cuales el individuo asociado a dicho nodo tiene contacto durante el
tiempo que dura la enfermedad (personas con las que convive, companeros
de trabajo o de estudio, desconocidos que viajan a su lado en el émnibus,
etc.)

Podemos variar la cantidad de contactos o aristas de cada nodo eligiendo
cualquier distribucién de grados para la red. Recordemos que el grado de un
nodo es la cantidad de aristas de las cuales participa, y mide la cantidad
de contactos habituales del individuo, la gente con las que se relaciona con
mayor frecuencia.

Tampoco es realista suponer que la probabilidad de contagio entre parejas
de individuos sea la misma para todos. Es posible que algunas parejas tengan
mayor probabilidad de tener contactos contagiantes que otras.

Consideremos dos individuos o nodos %, j que estan conectados. Supon-
gamos que el individuo i € I (infectado) y que 7 € S (susceptible) y que la
tasa media por unidad de tiempo a la que se producen contactos contagian-
tes entre ambos es r;; y que el individuo 7 permanece infectado durante un
periodo de tiempo 7;.

Llamemos C;; al evento “el individuo 7 contagia al individuo j 7,y T}; a la
probabilidad de dicho evento. Dividamos el intervalo de tiempo de longitud 7;

en subintervalos de longitud At (tenemos % subintervalos). La probabilidad

de que no ocurra contagio en un subintervalo es 1 — r;; At.
Suponiendo que la probabilidad de contagio en una unidad de tiempo es
independiente de lo ocurrido antes, tenemos que

1—Ejg(1—TZjAt)XX(l—T’ZJAt>

11



i Ti ;o
— veces, o sea 1 — T;; = (1 —r;;At)3r. Tomando limite cuando At — 0,

A

queda 1 —T;; = e "™,

Entonces la probabilidad de que el individuo j sea contagiado por el i es
T;; =1—e " Para el caso de tiempo discreto (como en las simulaciones,
donde At = 1), tenemos T;; = 1 — (1 — r;;)™, donde 7; se mide en pasos de
tiempo.

En general r;; y 7; varfan de un individuo a otro. Supongamos inicialmente
que son variables aleatorias iid, r;; ~ F,, 7, ~ F.. Entonces T;; también es
una variable aleatoria. Como 7;; no tiene por qué ser simétrica (pensemos
por ejemplo que ¢ es el servidor de un sitio web, j un usuario, entonces la
tasa a la que 7 envia paquetes de datos a j va a ser mayor que la tasa a la
que j los envia a i), tampoco lo sera T;;. La probabilidad a priori de contagio
entre dos individuos cualesquiera es la esperanza de T;;.

Llamemos 71" a dicha esperanza, entonces

+o0o +o0o
T=FE(l—e"M)=1—-FElm)=1-— / fr(r)f-(m)e”"dr dr
0 0

Para el caso de tiempo discreto

T:1—/0 otor(r)PT(T)(l—r)Tdr

Este pardametro T' € [0, 1] (llamado transmisibilidad de la infeccién), puede
interpretarse como la probabilidad de que un infectado tipico contagie a un
susceptible tipico.

El que las probabilidades de contagio puedan variar entre individuos no
supone diferencia alguna, dado que en la poblacién considerada como un
todo la enfermedad se propagara como si todas las probabilidades de trans-
mision fueran iguales a T'. Esta hipdtesis “mean-field”es la que permite tener
soluciones explicitas.

Para el caso de periodos de latencia (el individuo infectado todavia no es
infeccioso), como Tj; es la probabilidad integrada en el tiempo de transmisién
de la enfermedad entre dos individuos, cualquier variacion sera suavizada.

Entonces el comportamiento temporal preciso de 7;; u otras variables no
importa. Por tanto este modelo podra tratar con cualquier variacién temporal
en la infectividad de los individuos infectados, y la transmisién podra repre-
sentarse mediante el parametro T

12



Imaginemos ahora que observamos un brote epidémico, el cual comienza
en un individuo (nodo) y comienza a diseminarse por la red. Si marcamos u
ocupamos cada arista del grafo a través de la cual se ha propagado la enferme-
dad (lo que ocurre con probabilidad T'), el tamano final del brote epidémico
serd la cantidad de nodos del subgrafo (que crece en forma arborescente)
formado por las aristas ocupadas.

Esto equivale a un modelo de percolacién sobre la red que representa los
contactos de la poblacién, donde la probabilidad de ocupacion de cada arista
es T. Este vinculo entre epidemias y percolacién fue de hecho una de las
motivaciones originales del modelo de percolacién en si ([6],[12]).

Por ello seran de interés las distribuciones de probabilidad de las variables
aleatorias que describen el grado de un vértice elegido al azar (cuya funcién
generatriz llamaremos Gjy), el nimero de nodos vecinos de dicho vértice que
se alcanzan al seguir una arista al azar de las que salen del mencionado nodo
(cuya funcién generatriz denotaremos G1), el tamano del subgrafo formado
por los nodos que pueden alcanzarse siguiendo una arista que sale de dicho
vértice elegido al azar (cuya generatriz denotaremos Hy) y el tamano total de
todos los subgrafos como el anterior, o sea grafos formados por aquellos vérti-
ces alcanzables desde el vértice elegido al azar (cuya generatriz denotaremos
H()).

En lo que sigue supondremos un grafo aleatorio con una distribucién de
grados prefijada. Se ha observado que en las redes sociales dichas distribu-
ciones no son simétricas, sino que exhiben colas hacia la derecha. La mayoria
de los individuos tienen unos pocos contactos, pero existe un pequeno nume-
ro con gran cantidad de contactos que pueden tener un gran efecto en la
propagacion de la epidemia.

2.2. Herramientas matematicas

La distribucién de los grados de los nodos puede describirse a través de
la probabilidad p; de que un nodo elegido al azar tenga grado k. Se pretende
encontrar el comportamiento medio de un grafo con dicha distribucién de
grados bajo el proceso de percolacion de enlaces con probabilidad de ocupa-
cién de enlaces 7.

n
Llamando n; a la cantidad de vértices de grado k, entonces p, = b

Zzo n;
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Definicién 2.1. La funcion generatriz de la sucesion {po,p1,.-.,Pn,---} €S
[o.¢]
k=0

Para el caso en que {Po,---,Pn,---} es una distribucién discreta de pro-

babilidad, Gy (1 Z e = 1.

La funcién generatrlz contiene toda la informacién sobre dicha distribu-
cién de probabilidad. Por ejemplo podemos recuperar la distribucion a partir
de la funcién generatriz derivando la misma tantas veces como haga falta

1 d*G
PE = Tk 0 |x —o (por ello se dice que la funcién generatriz genera a la dis-
tribucién).

Las funciones generatrices poseen varias propiedades que las vuelve atrac-
tivas para trabajar con ellas en lugar de hacerlo directamente con los objetos
que ellas generan. En particular destacan dos de ellas:

1. Si la distribucién de probabilidad de una cierta propiedad p de un obje-

to es generada por una funcién generatriz G,, entonces la distribucién
de probabilidad de la suma de p sobre m realizaciones independientes
del objeto estard generada por (G,)™.
Por ejemplo, si elegimos m nodos al azar en un grafo cuya distribucién
de probabilidad para los grados de los nodos estd generada por Gy,
entonces la distribucién de probabilidad para la suma de los grados de
dichos vértices estard dada por (Go(z))™.

2. La esperanza de la distribucion de probabilidad generada por una fun-
cién generatriz esta dada por la derivada primera de dicha funcién
evaluada en x = 1.

Asi, el grado medio de un nodo en una red estard dado por < k >=

Z kpy = . Los momentos de orden mayor se obtienen derivando

sucesivamente : < k" > Zk”pk = {(az%) Go(x)}
=1

Mientras que Gq genera la distribucion del grado de un nodo elegido al
azar, precisamos otra funcion GG; que genere la distribucién del grado de los
nodos alcanzados al seguir una arista elegida al azar.
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Si elegimos una arista al azar y la seguimos hasta uno de los nodos que to-
ca, entonces es mas probable que dicho nodo tenga grado alto que si elegimos
un nodo al azar, dado que los nodos de mayor grado son los que participan
de mas aristas.

Como la probabilidad de elegir una arista que toca a un nodo de grado

kpk|G 1 N 1 i
bes Z p]ﬁ]‘%\g| - <k >kpk = (P, donde ¢ = kS pr = kp, la funcion
k
~ k k G/
generatriz s ¢ Fia = Z<k e xGZEﬁ

k
Como queremos contar la cantidad de maneras de salir de un vértice

excluyendo la arista a través de la cual llegamos a él (el grado del vértice
menos uno), entonces debemos dividir la funcién hallada entre x, lo que nos

da
_ Gyla) _ Yy hpeat!
Gy(1) <k>

Ahora veamos la distribucién de probabilidad para los tamanos de las
componentes conexas del grafo aleatorio. Esto es, elegimos una arista al azar
y la seguimos haciendo una busqueda a lo ancho Esto es, seguimos la arista
hasta un nodo, luego seguimos cada arista que sale de dicho nodo hasta los
respectivos nodos en los que terminan, y repetimos el procedimiento (algorit-
mo BFS, [11]). En el contexto epidémico serd la descendencia originada por
un nodo infectado.

Llamemos H;(z) a la funcién generatriz de la distribucion de los tamanos
de las componentes conexas finitas (descendencias) asi formadas. El caso de
descendencias infinitas (esto es, que tienden a infinito cuando la cantidad
de nodos tiende a infinito, componente gigante en la jerga de percolacién)
sera tratado luego.

G1 (SL’)

Hy(x) =) P.(n)2"

donde P.(n) es la probabilidad de que la componente conexa tenga n nodos.
Entonces x Hy () = Z P.(n)z"t = Z P.(m —1)2™, donde P.(m—1) es la
=0 m=1

probabilidad de que qa componente conexa generada a partir del nodo padre
tenga m — 1 nodos, con lo que el total contando al padre es (m—1)+1=m
nodos. Cuando elegimos una arista al azar y la seguimos, el nodo al que
lleguemos tendra grado n = 0,1,2,... Sea g a la probabilidad de que dicho
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nodo tenga k aristas a seguir (ademds de la empleada para llegar hasta él,
de modo que ¢, es la probabilidad de que dicho nodo tenga grado k + 1).

Usando la regla de la suma, tenemos que dicha arista puede conducirnos
a un nodo terminal (esto es, un nodo sin ninguna otra arista a excepcién
de la usada para llegar a él) con probabilidad ¢y, a un nodo con una aris-
ta por la cual seguir (que producird una componente cuya distribucién de
tamarnios esta generada por Hy(z)) con probabilidad ¢, a un nodo terminal
con dos aristas por las cuales seguir, (cada una de las cuales producird una
componente con distribucién generada por Hi(x)) con probabilidad gs, etc.
Asumiendo que para grafos con muchos nodos los tamanos de dichas compo-
nentes son independientes (hipétesis discutible en algunas redes), podemos
aplicar la propiedad de potencias de las funciones generatrices.

En virtud de la primera de las dos propiedades destacadas de las funciones
generatrices, la distribucion de la suma de tamanos de cada uno de esos casos
estard dada por las potencias de Hi(x), por lo que

Hy(z) = 2qy + vqi Hy (7) + 2qo H () + . ..
y como gy es el coeficiente de z* en la funcién generatriz G4 (), tenemos que
Hy(z) = 2G1(H:(z))

Si partimos de un vértice infectado elegido al azar y vemos su descen-
dencia, tendremos una componente al final de cada arista que sale de dicho
nodo, por lo que con los argumentos utilizados para H; tenemos que la fun-
cién generatriz para el tamano total de la descendencia sera

Ho(z) = 2Go(H:(z))

Por tanto, si conocemos las funciones Go(z) y Gi(z), podemos hallar
H(x) y con ella Hy(z). Podemos por ejemplo calcular la probabilidad de
que un vértice elegido al azar pertenezca a una componente de tamano s
calculando la derivada de orden s de Hy. Si P es la distribucién de probabi-
lidad para los tamanos s de los brotes epidémicos (descendencias), entonces

<o
Hy(z) = Z Pa®.
s=0
<oo

Supongamos que hay una componente gigante, de modo que Z P’ =

s=0
1 — .5, donde S es la fraccién de la poblacion de nodos perteneciente a la
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componente gigante. Llamemos u a la fraccién de nodos del grafo que no
pertenecen a la componente gigante. Podemos interpretar a u como la pro-
babilidad de que un nodo elegido al azar no pertenezca a la componente
gigante, que es tambin la probabilidad de que ninguno de sus vecinos perte-
nezcan a la componente gigante, que es u* si el nodo tiene grado k. Por tanto
u debe cumplir (cuando la cantidad de nodos es muy grande)

u = Zpkuk = Go(u) (2.1)

Ahora bien, en los calculos anteriores se supuso que si un vértice infectado
tenfa una arista con otro susceptible, el contagio era seguro. Si tomamos
en cuenta que existe una probabilidad de contagio u ocupacién de la arista,
debemos tomar en cuenta la transmisiblidad.

Llamemos Go(z,T") a la funcién generatriz de la distribucién del nimero
de aristas ocupadas que tocan a un nodo en funcién de la transmisibilidad
T. De modo similar, sea G1(z,T) la funcién generatriz de la distribucién de
probabilidad de las aristas ocupadas que salen de un nodo al que se lleg6 si-
guiendo una arista elegida al azar, como funcion de T.

Para obtener Go(x,T'), notemos que la probabilidad de que un nodo de
grado k tenga exactamente m de sus aristas ocupadas estd dada por la distri-
bucién binomial (¥ )T™(1—T)*~™ (alcanza con considerar la variable aleato-
ria X que cuenta la cantidad de aristas ocupadas para cada nodo, que tiene
distribucién ~ Bin(k,T)), y por tanto la distribucién de probabilidad de X

estd generada por Go(z,T) Z Z pk — T)k=mgm =

k=0 m=0

00 k
= Zpk Z(fn)(a:T)m(l — T)"™ =(usando la férmula del binomio)=
k= m=0

ipk — T +2T)* Zpkl—i- (x — DT = Go(1 + (z — 1)T)

De modo similar la dlstrlbumon de probabilidad para la cantidad de aris-
tas ocupadas que tocan a un nodo al que se llegd a través de una arista
elegida al azar tiene como funcién generatriz a Gy (z,T) = G1(1+ (z — 1)T).

Esto se debe a que la variable aleatoria que cuenta la cantidad de aris-
tas ocupadas en este caso es X ~ Bin(k — 1,T), y por tanto Gy(z,T) =
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o k-1 ]{7 [ /fp
Pk kl m k—1-m_m k
1 -7 =
k

k=0 m=0 k=0 r
0o ]{Z 00
que es igualaz<k>(1—T+xT Z<£k>(1—|- (x— DT =

k=0 k=0

Observemos que Gy(z, 1) = Go(x), Go(1,T) = Go(1), Gy(1,T) = TG{(1),
donde G{(z, T) representa la derivada de G respecto a su primer argumento,
de modo similar para Gj.

Repitiendo argumentos anteriores, tenemos que

Hl(l',T) = l’Gl(Hl(l’,T),T)

Hy(x,T) = 2Go(Hy(x,T),T) = Y P(T)a’
El tamano medio < s > de un brote epidémico (o descendencia de un infec-
tado) estd dado por < s >= H|(1,T) =1+ Gy(1,T)H{(1,T).
Por otro lado H{(1,T) = 1+G'(1,T)H{(1,T),de donde H{(1,T) =

Entonces

1-G(1,T)

GLT) | TGy

1-Gy(1,T) 1-TG(1)
Notemos que < s >— oo cuando T'G’(1)  1.Teniendo en cuenta que
Go(1
ayn) = S0
S G . . .
medio de primeros vecinos, donde los segundos vecinos son los vecinos de los
primeros vecinos ), obtenemos que existe una transmisibilidad media critica
por encima de la cual el brote epidémico medio explota (los nodos infectados
forman una componente gigante en la jerga de percolacién). Este valor critico

es o)
_ Yo
©Gg(1)
Cuando T' / T,, tenemos una epidemia (< s >— +00).
En este dltimo caso aparece un brote o componente gigante (afecta a

una fraccién no nula de la poblacién, el brote tiene un tamano que tiende a
infinito cuando el tamano de la poblacién total tiende a infinito), tenemos que

<s>=1+

(nimero medio de segundos vecinos/grado medio o nimero
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<oo
ZPS(T )=1—95(T), donde S(T) es la fraccién de la poblacién de nodos
k=0

perteneciente a la componente gigante.
Tenemos entonces S(T') =1— Ho(1,T) =1 — Go(H,(1,T),T).

Si ahora llamamos u a la probabilidad de que una arista elegida al azar
nos lleve a un nodo que no forma parte de la componente gigante (o sea que
permanezca susceptible durante una epidemia), por un argumento anlogo al
que nos llevé a la ecuacion (2.1), tenemos que u debe cumplir u = Gy (u, T,
oseau= H(1,7T).

Observacién : Aun cuando exista una epidemia (esto es, existe un brote
que afecta a una fraccion significativa de la poblacién), pueden existir brotes
que solamente afecten a una fraccién despreciable de la poblacién (esto es,
dicha fraccién tiende a cero cuando la poblacién total tiende a infinito).

Esto contrasta con los modelos clasicos “fully-mixed”’segtin los cuales
cualquier brote provoca una epidemia cuando se supera el umbral critico.
En el modelo de percolacion la probabilidad de que un brote devenga en una
epidemia para una transmisibilidad 7" dada es S(T').

La probabilidad de que un vértice no resulte infectado a través de una de
sus aristas es v = 1 —=T+Tu (la suma de la probabilidad 1—T" de que la arista
no esté ocupada y la probabilidad Tu de que esté ocupada pero conecte con
un vértice no infectado). Si el vértice tiene grado k, la probabilidad total es
vk,

La probabilidad de que un vértice tenga grado k, dado que no ha sido

p0*  pro® Go(vz)
> kvt Go(v) Go(v) -
Si derivamos y evaluamos en = 1 tendremos el grado medio de los vértices
vGo(v)  vGi(v)  u[l =T + Ty
Go(v) — Golv) -~ 1-§
De modo similar, la distribucién de los grados de los nodos infectados

Go(z) — Go(vx)

infectado es , cuya funcién generatriz es

no infectados, z,; =

esta generada por , de donde obtenemos el grado medio para

1-— Go(’U)
1-— 1—ull—-T+T
dichos vértices, z;, = 1 _Ug)l((:))z = ul 5 + Tl z, donde z =< k >.

Observaciones:

1. Como todos los coeficientes de Go(x,T) son por definicién positivos
(forman una distribucién de probabilidad), tenemos que

1-95(T) =Go(u, T) <u
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2. Todas las derivadas de Gy(x,T) son no negativas, por lo que es una
funciéon convexa.

3. Zni < 2 < Zin
4. La probabilidad de que un vértice de grado k sea infectado es

1— ,Uk: —1— 6—k10g(l/v)

tendiendo exponencialmente a uno cuando el grado aumenta.

5. Pese a la potencia de estos resultados, esta teoria describe el estado o
resultado al finalizar la epidemia. No nos brinda una descripcién de la
dindmica temporal del proceso : el tiempo esta ausente.

2.3. Tipos de redes

Supongamos una poblacion de n individuos que forman una red social
con m contactos en total y un grafo G = (V, F) donde |V| =n y |E| = m.
Existen en total Cj,_yy,, grafos posibles con n vértices y m aristas que
podrian describir dicha red. Entre ellos destaca el grafo completo K, con
m = n(n — 1)/2, donde todos contactan con todos (lo més cercano a la
situacién de fully mixed population), y puede ser usado como una suerte de
referente, de hipdtesis nula.

Cualquier grafo con menos aristas que K, puede obtenerse mediante el
algoritmo desarrollado por Erdos y Réyni ([9]) para generar grafos aleatorios.
Este algoritmo parte de los n vértices y elige (en forma aleatoria) aristas de
un conjunto de posibles aristas. Esto permite modelar poblaciones donde los
contactos son al azar (homogeneous random mixing).

Estos grafos aleatorios tienden a tener un diametro pequeno, dado que
la conexion al azar entre vértices conecta todas las partes de la red con
igual frecuencia. También suelen tener pocos ctimulos de vértices, pues la
probabilidad de que un vértice se conecte con un vecino de su vecino no es
distinta a la de conectarse con cualquier otro vértice de la red.

En el otro extremo tenemos los reticulados o lattices, grafos altamen-
te regulares que también pueden usarse para generar grafos aleatorios. Los
reticulados tienen un alto grado de cumulacion o clusterizacion: un vértice
tiene mas chance de estar conectado al vecino de su vecino que en un grafo
aleatorio.
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Esta estructura tan regular se traduce en grandes didmetros, tiene cami-
nos mas cortos promedialmente largos respecto de los grafos aleatorios con
igual cantidad de vértices y aristas, dado que algunas regiones de la red seran
topologicamente remotas respecto de otras.

La estructura de contactos en poblaciones reales son marcadamente no-
homogéneas ([10]) y se ha visto que incluso pequenos niveles de heterogenei-
dad (tanto social como espacial) puede tener grandes efectos en por ejemplo
la propagacién de epidemias ([2]).

2.3.1. Redes “Small World”

En el mundo real existen restricciones que operan sobre las redes. Cada
arista tiene un costo, lo que lleva a que progresivamente sea mas dificil anadir
aristas a un nodo dado. Cada vértice tiene asi, una cierta capacidad maxima
en cuanto a la cantidad de aristas de las que participa. Asi, se originan redes
que ni son totalmente regulares, ni son totalmente aleatorias.

También existe el envejecimiento de los nodos, que hace que su capacidad
de interactuar con sus vecinos vaya decreciendo, pudiendo llegar a cero. En
este caso, aunque el nodo sigue participando en las estadisticas de la red, no
juega un papel activo en el proceso que discurre sobre la misma, ni aumenta
su grado.

Estas restricciones operan para que las redes aleatorias observadas en el
mundo real sean significativamente distintas de los grafos aleatorios o de los
reticulados, produciendo redes llamadas “small-world”, que estan “a medio
camino”de ambos extremos.

La experiencia sugiere ([1]) que la distribucién de los grados de los vértices
en este tipo de red puede agruparse en tres casos :

1. Redes “Scale-free”, caracterizadas por una distribucion de grados que
decae potencialmente. Este tipo de redes emerge en contextos de redes
que crecen y donde las nuevas aristas se conectan preferentemente a los
vértices de mayor grado.

2. Redes “Single-scale”, caracterizadas por una distribucién de grados con
colas que decaen rapido, exponencialmente.

3. Redes “Broad-scale”. Estas tltimas presentan un decaimiento poten-
cial, seguido por un abrupto corte exponencial. Algo asi como una mez-
cla de los dos tipos anteriores, con un neto predominio en los grados
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bajos del tipo “Scale-free”, pasando a ser “Single-scale ”en los grados
altos.

2.3.2. Eficiencia local y global

Los conceptos de eficiencia local y global ([15]) permiten describir carac-
teristicas locales y globales de grafos. Seguiremos el desarrollo de ([15]). Si
pensamos las aristas o links de la red como canales a través de los cuales
circulan cosas (informacién, vehiculos, contactos entre personas, etc.), cobra
relevancia el poder medir la eficiencia de la red a ese respecto. Precisemos el
alcance de dicho concepto.

Sea un grafo o red G = (V, E) donde |V| = n y |E| = m. Supongamos
que G no es ponderado (todas las aristas tienen el mismo peso o importancia,

. . . n(n—1)
no hay aristas preferidas), y que es disperso o ralo, esto es m << ———=.
También supondremos que G es conexo: entre cualquier par de nodos existe
un camino que los conecta en un numero finito de pasos.

Podemos representar a G mediante su matriz de adyacencia . Esta es
una matriz A,, donde la entrada a;; vale uno si existe una arista entre el
nodo i y el nodo j, y cero sino. Asi, el grado del nodo (cantidad de aristas
de las cuales participa) i puede obtenerse sumando los unos de la fila i-sima.
Como ya vimos en la seccién 2.2, el grado medio de un nodo es

2
<k‘>:Zk‘pk:7m
k

A partir de la matriz de adyacencia se puede construir otra matriz D
donde en cada entrada d; ; se encuentra la longitud del camino mads corto entre
los nodos i, 7. Dicho camino puede hallarse usando por ejemplo el algoritmo
de Dijkstra ([11]). Como G es conexo, las entradas de D seran no negativas
y finitas. Para cuantificar las propiedades estructurales o topolédgicas de G,
en ([23]) se proponen dos medidas, una de cardcter global y la otra local

1. La longitud caracteristica L, que es el promedio de las longitudes de
los caminos méas cortos entre nodos:

1
L=——- E d; 5
_ 1 7‘7.]
n(n—1)
con d; j la longitud del camino mas corto entre los nodos 7, j. Es claro
que L mide una caracteristica global de G: si elegimos dos nodos i, 7 al
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azar, el valor esperado de la longitud del camino més corto entre ellos
es L.

2. El coeficiente de cumulacion
1
C —_ — Cz
n

2| Eil
ki(k; — 1)
grafo GG; formado por los nodos conectados con el nodo i (los vecinos
de 1), dividido el méximo de aristas que tendria G; si fuera un grafo
completo. Esto es, C; mide que tan lejos estda G; de ser Kj,. Es claro
que C; es una caracteristica local de GG, siendo C' el promedio de las
mismas.

donde C; = es la cantidad de aristas que existen en el sub-

Para grafos regulares tales como reticulados, se observan valores grandes

de Ly de C
n C_3</<:>—2

L~ S —
<k>’ 4<k>-1
([15])-
En el otro extremo, para grafos aleatorios se observan valores mas bajos,
I In(n) o <k>
In(< k> —1) n

(3L,[5])-

Sin embargo entre medio se observa un comportamiento mixto: el grafo
tiene un alto indice de cumulacién similar al de los reticulados, y por otra
parte tiene longitudes caracteristicas pequenas, como en los grafos aleatorios.
Esta conducta es otra forma de caracterizar los grafos o redes llamados small-
world. En [15] se propone un enfoque mds general a través del concepto de
eficiencia, mediante el cual puede describirse el comportamiento small-world
y asignarle sentido fisico. Bosquejaremos dicho enfoque.

Representaremos una red real mediante un grafo G, el cual puede ser no
conexo y no necesariamente disperso. Precisaremos dos matrices: la matriz
de adyacencia A ya vista, y una matriz L = ((I;;)) de distancias “fisicas”.
Esto es, [; ; puede ser una distancia geografica entre 7, j, o una medida de la
interaccién entre los nodos 7, j (el tiempo que demanda mandar un paquete
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de datos entre routers, la probabilidad de contactar al otro nodo, etc.). Su-
pondremos que [; ; es conocido aunque no exista una arista entre los nodos
i,7 (esto es, a;; = 0).

Si el grafo no es ponderado, tendremos [; ; = 1V, = 1...,n si existe una
arista que conecta los nodos i, j.

La longitud de un camino entre los nodos ¢, j serd la suma de las distan-
cias [ de las aristas que forman el mismo, y la longitud d; ; del camino mas
corto sera la del camino entre 4, j que minimice dichas sumas.

Por tanto la matriz D = ((d; ;)) de caminos més cortos se construye utilizan-
do las matrices A y L. Es claro que d;; > [, j, y que la igualdad sélo se da
cuando existe una arista entre el nodo i y el nodo j (esto es, son vecinos).

La eficiencia e; ; en la comunicacién o interaccién entre los nodos %, j se

define como )

€ij i
Notemos que cuando no existe un camino entre dichos nodos (por ejemplo
porque pertenecen a distintas componentes conexas de ), es d; j = +o00, por
lo que ¢; ; = 0. Ademas 0 < e¢; ; < 1.

La eficiencia media de G se define como

G p— :

1 1 -
nln—1)  nln—1) 2 d,
Para normalizar esta cantidad la dividimos entre su maximo valor, que es
el que se alcanza cuando G = K, donde d;; = [;;Vi,7 = 1,...,n. Este
maximo es ] ]
E = —
fows = Ly S

Definimos pues la eficiencia global de un grafo G
Definicién 2.2. (Eficiencia global)

G
Efg10b(G) = gjj;iai (se cumple [0 < Efo14(G) < 1)) (2.2)

Asi, tenemos una medida global definida atin cuando G es no conexo. Para
cada nodo 7, podemos usar esta medida restringida al subgrafo G; formado
por los vecinos de i y tener asi una medida local de la conectividad del entorno
o vecindario de 1.

Definamos la eficiencia local (recordemos que G = (V, E)):
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Definicién 2.3.

(Eficiencia local)

Efioc = % Z Efglob(G) (2.3)

eV

Esta medida juega un rol muy similar al del indice de cumulacion, y
como i ¢ Gy, Ef], mide la resistencia o tolerancia del grafo G a fallas (fault
tolerance). Esto es, cudn eficiente es la comunicacién entre los nodos vecinos
al nodo i cuando éste es removido de la red. Al igual que antes, se tiene que
0< Efjge < L.

Asi, usando un tnico concepto (la eficiencia) podemos medir caracteristi-
cas globales y locales de una red o grafo, inclusive si es no conexa y no es
dispersa.

Puede entonces redefinirse una red small-world en términos de su eficiencia
para facilitar el flujo a través de sus aristas: Una red small-world es aquella
que tiene alta eficiencia global y alta eficiencia local.

Para el célculo de la eficiencia global se programé un algoritmo que utiliza
Dijkstra para fabricar la matriz D, luego se utiliza (2.2). La eficiencia local se
calcula mediante un algoritmo que, para cada nodo i primero halla G;, luego
usa Dijkstra para hallar la matriz D; asociada a G;. Por tltimo se utiliza (2.3).

En el capitulo 3 daremos una sintesis de los elementos de la teoria de

Machine Learning (Statistical Learning, Aprendizaje Automatico) utiliza-
da en este trabajo.
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3. Elementos de Machine Learning

3.1. Definiciones y resultados
3.1.1. Clasificadores y error

Sean (X,Y') variables aleatorias, X a valores en un espacio X (habitual-
mente X = R? salvo que expresamente digamos lo contrario), Y a valores
en {0,1}. Las X son observaciones con un objeto Y (conocido) asociado.
Cuando llegan nuevas observaciones X, deseamos predecir o asignarle el co-
rrespondiente Y.

Si bien luego trabajaremos con Y a valores en {1,...,m}, el uso arboles
binarios permite reducir todo al caso de valores {0, 1}.

Sean p: u(A)=P(X € A)yn:n(z)=PY =1X =2)=EY|X =x).
Entonces p, n describen la distribucién del par (X,Y).

En efecto, V C' C RY x {0,1} podemos escribir

C=(Cn R x{0})U(Cn R x {1}) = (Co x {0}) U (C1 x {1})
por lo que
PH(X,)Y)eC})=P{X eCy,Y=0}H+P(XeC,Y=1)=

( si C es Borel-medible )

:/0(1—7;(:[;))u(d:c)+/ n(z)p(dz)

C

Entonces la pareja (u,n) determina la distribucién de (X,Y).
La funcién 7 : R? — [0, 1] suele llamarse probabilidad a posteriori.

Definicién 3.1. (Clasificador o funcién de decision)
Llamaremos asf a cualquier funcién g : R? — {0, 1}.
Definicién 3.2. La probabilidad de error

o simplemente error de g es

L(g) = P({9(X) #Y})
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De particular relevancia es el clasificador de Bayes,

1 sin(z) >3
g"(x) =< 0 sino

dado que es el que minimiza la probabilidad de error. Esto es:
Teorema 3.3.

Para todo clasificador g : RY — {0, 1} se tiene que

P{g"(X) #Y}) < P({g(X) #Y})

O sea que g* es la mejor funcion de decision, es optimal. La demostraciéon
puede verse en [8].
De la prueba del enunciado anterior surge que para cualquier clasificador
g:
L(g) = 1 — E(Iyo=1n(X) + Ligx=0p (1 — n(X)))

En particular para el clasificador de Bayes,

L*=P({g"(X) #Y}) = 1= E(l x> 1yn(X) + Ly <1y (1= n(X))

A la probabilidad de error L* se le llama error de Bayes o riesgo de
Bayes.

La probabilidad a posteriori n(z) = P{Y = 1|X = z}) = E(Y|X = x)
minimiza el error cuadratico cuando Y es predicho por alguna f : R — R.

Esto es,
E((n(X)=Y)*) < E((f(X)-Y)?)

La prueba puede encontrarse en [8].

3.1.2. Clasificadores Plug-in

Dada la observacién X, la mejor prediccion para Y esta dada por la
funcién de decision de Bayes,

1 sin(z)>1 Wi o
g"(x) =< 0 sino = g*(z) = { 1 n(z) >1—n(z)



La funcién 7 es en general desconocida. Supongamos que tenemos funcio-
nes no negativas 7, 1 —1 que aproximan a 1 y 1 —n respectivamente. Entonces
es natural usar los clasificadores plug-in:

1 sin(z) >3
g(x) =< 0 sino

como aproximacion a g*.
El siguiente teorema establece que si 77(x) esta cerca de n(z) en la norma
Ly, entonces L(g) estard cercano a L(g*).

Teorema 3.4.

Sea g el clasificador plug-in definido arriba, entonces

L(g) - —2/ In(x H{g(X;eg x)p(dz)

ademas,

L(g) <2/ n(z) = n(x)|p(de) = 2E(|n(X) — n(X)])

La prueba de este teorema puede consultarse en [8].
Cuando el clasificador g es de la forma

L sip(z) = o(x)
g(x) =< 0 sino

donde 71 (x) y 7o(z) son aproximaciones de n(x) y 1 — n(x) respectivamente,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5.

Para el clasificador g definido arriba, se tiene que
Lio) = Llg") < [ 10 =) ~itolutde) + [ lnfe) = o)t
R
(ver [8])
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3.1.3. Consistencia

Supongamos una secuencia de datos de entrenamiento
Dn = {(X1> )/1)> sy (Xm Yn)}

donde las X forman una muestra aleatoria simple. Lo ideal en un clasificador
es que alcance la probabilidad de error de Bayes, L*. Aunque no podemos
esperar dicho resultado ideal, si podemos construir una secuencia de clasi-
ficadores {g,} (también llamada regla de decision) de modo tal que la
probabilidad de error pueda estar arbitrariamente cerca del éptimo L* con
gran probabilidad (esto es, para la mayoria de los D,,).

Mas precisamente, sea L, = L(g,) = P({gn(X, Dy) # Y|D,}).

Definicién 3.6. (Consistencia débil y fuerte)

Una regla de decisiéon es consistente en sentido débil para una distribu-
cién del par (X,Y) si

B(L,) = P({gu(X.D,) £ Y}) — L'
Una regla de decisién es fuertemente consistente si
lim L, = L*

con probabilidad 1.

Observacioén:

La consistencia débil es pues la convergencia de E(L,) a L*. Como L, es
una variable aleatoria a valores entre L* y 1, esta convergencia equivale a la
convergencia de L,, a L* en probabilidad. Esto es,

Ve >0, lim P({L, — L* > €}) =0

Como la convergencia casi segura (convergencia en un conjunto de probabili-
dad 1) implica la convergencia en probabilidad, tenemos que la consistencia
fuerte implica la consistencia débil.

Una regla de decision consistente garantiza que incrementando el niimero
de datos, la probabilidad de que la probabilidad de error esté cerca del éptimo
alcanzable (el riesgo de Bayes), puede acercarse a 1 tanto como uno quiera.
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Intuitivamente, la regla puede eventualmente aprehender al clasificador
optimo a partir de un gran nimero de datos con alta probabilidad. La con-
sistencia fuerte nos dice que si usamos mas datos, la probabilidad de error
tiende al riesgo de Bayes para cualquier secuencia de datos de entrenamiento,
excepto un subconjunto de probabilidad 0.

Una regla de decision puede ser consistente para una cierta clase de distri-
buciones del par (X, Y") pero no para otras. Claramente es deseable tener una
regla que sea consistente para tantas distribuciones como se pueda. Como en
muchas situaciones no tenemos informacién previa sobre la distribucion, es
fundamental una regla que tenga buena performance para cualquier distri-
bucién. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.7. (Consistencia universal)

Una regla se dice universalmente (fuertemente)consistente si es
(fuertemente) consistente para cualquier distribucién del par (X,Y).

La consistencia de las reglas de clasificacion puede deducirse de la consis-
tencia de la estimacién en regresion. Es claro que

n(x) = PHY =1|X =2} = E(Y[X = 1))

es la regresion de Y en X. En muchos casos la probabilidad a posteriori
n(z) se estima a partir de los datos de entrenamiento D,, por una funcién
() = n(z, Dy).
En este caso, la probabilidad de error L(g,) = P({g.(X) # Y|D,}) del
clasificador plug-in
0 sin(z) <
gn(z) = ¢ 1 sino

1
2

es una variable aleatoria, y por el teorema 3.4 tenemos:
Corolario 3.8.

La probabilidad de error del clasificador g,(z) definido arriba satisface

L(gn) = L* <2 » n(x) = (@) |plde) = 2E(|n(X) — 1u(X)[[Dn)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz surge este otro corolario:

Corolario 3.9.
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Si g, es el clasificador definido arriba, su probabilidad de error satisface

P({gn(X) #Y|Dn}) = L* < 2\//Rd n(z) = nu(2)?p(de)

La consecuencia més interesante del teorema 3.4 es que la mera existencia
del estimador 7, de la funcién de regresion n, para el cual

[ @) = mao) ) = 0

en probabilidad (o con probabilidad uno), implica que la regla de decisién
plug-in g,, es consistente (o fuertemente consistente).

A partir del teorema 3.5 podemos obtener un corolario analogo al coro-
lario 3.8 cuando las probabilidades ny(z) = P{Y = 0|X = z}) y m(x) =
P({Y = 1|X = x}) se estiman a partir de datos mediante algunas 7o, y 71,
respectivamente. La consistencia de la regla de clasificacion habitualmente
se prueba escribiendo la regla como plug-in y estableciendo la convergencia
de 7o ¥ T.n @ 1o ¥ m1 respectivamente en L.

3.1.4. Reglas de Particiéon o Split

Muchas reglas de clasificaciéon (en particular los drboles) particionan a
R? en subconjuntos disjuntos A;, As,... y clasifican en cada uno de ellos
segun el voto mayoritario entre las etiquetas de los X que habitan el mismo
subconjunto. Esto es :

0 s ZHW:UH{X&A(I)} < ZH{YiZO}H{XiEA(x)}

gn(gj) = ) =1 =1
1 sino

donde A(z) es el subconjunto que contiene a x.

Las particiones pueden cambiar con n, también pueden depender de los
puntos Xi,...,X,, pero supondremos que las etiquetas no juegan ningun
rol en la construccion de la particion. El siguiente teorema es un resultado
general de consistencia para tales reglas de particiéon. Las mismas deberdn
cumplir dos propiedades :
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1. Los subconjuntos deben ser lo suficientemente pequenios como para
poder detectar cambios locales de la distribucién.

2. Los subconjuntos deben ser lo suficientemente grandes como para con-
tener una cantidad de puntos tal que el promediado entre etiquetas sea
efectivo.

Si llamamos diam(A) al didmetro de A (esto es, diam(A) = sup ||z —yl|),
T,yeA
sea

N(w) = njin(Alx) = " Lo

la cantidad de X que caen en el mismo subconjunto que x. Las condiciones
para el teorema requieren que este subconjunto aleatorio (elegido segin la
distribucién de X), tenga didmetro pequeno y contenga muchos puntos, con
alta probabilidad.

Teorema 3.1.3

Consideremos una regla de clasificacién que particiona a R? como arriba.
Entonces E(L,) — L* si:

1. diam(A(X)) — 0 en probabilidad
2. N(X) — +o0 en probabilidad

La prueba puede verse en [8].
El siguiente teorema (Stone, 1977) nos permite deducir la consistencia
universal de varias reglas de clasificacion.

Teorema 3.10. (Teorema de Stone)

Supongamos que para cualquier distribucién de X los pesos satisfacen las
siguientes tres condiciones:

1. Existe una constante c tal que para cualquier funcién no negativa medi-
n

ble f con E(f(X)) < oo se cumple E ZWM(X)f(XZ)) < cE(f(X))

i=1

2. Para todo a > 0, lim E(Z Wm(X)I[{Xi—X||>a}> =0

n—o00 -
=1
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3. limE(méXWm-(X)> =0

n— o0 1<i<n

Entonces g, es universalmente consistente. La prueba puede consultarse
en [8].
Veamos un ejemplo : sea la regla

n

() = Z TymyWai() =) Vil ()

i=1

donde los pesos W;(x) = Wy(x, Xy,...,X,) son no negativos y ademds

ZWm(x) = 1.

La regla de clasificacion es

gn(gj) = ) =1 =1
1 sino

o lo que es lo mismo

El estimador 7, es un promedio ponderado. Intuitivamente parece razo-
nable esperar que las parejas (X, Y;) donde X; estd cerca de x provean mayor
informacién sobre n(x) que las lejanas. Por tanto los pesos seran tipicamente
mayores en las cercanias de X, por lo que podemos interpretar a 7, (x) como
la frecuencia relativa con que aparecen los X con etiqueta 1 entre los puntos
cercanos a X, un estimador del promedio local. Por su parte g, seria un voto
mayoritario ponderado localmente.

3.2. Arboles
3.2.1. Generalidades

Los arboles son modelos estadisticos que predicen una respuesta (una
etiqueta o clase en caso de clasificacién, un numero o vector Y en caso de
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regresiéon) dado un conjunto de variables explicativas X, ..., X,. A partir
de un conjunto de observaciones D,, estos modelos particionan al espacio X
y predicen la respuesta ¥ mediante un modelo que es una funcién constante
en cada subconjunto de la particion u hojas.

Dado un nuevo dato (X) se le asigna un Y (o se predice Y) como el
valor de la respuesta asociado a la hoja o miembro de la particion al que
pertenece X. Este valor puede ser la etiqueta mayoritaria en la hoja a la
que pertenece X (si estamos haciendo clasificacion), o el promedio de los Y;
correspondientes a los X; pertenecientes al elemento de la particion al que
pertenece X (si estamos haciendo regresion).

Los arboles particionan al espacio X (por lo general X = R%), usualmen-
te en hiperrectangulos paralelos a los ejes. De particular relevancia son los
arboles binarios, donde cada nodo da origen a dos subnodos o hijos. En un
arbol de clasificacién cada nodo representa un subconjunto de RY, el cual
puede o no ser vuelto a partir (cada nodo tendra 2 hijos o ninguno). Si un
nodo u representa al conjunto A y sus hijos u’, u” representan a A’, A” res-
pectivamente, entonces A = A'UA” con A/NA” = ¢. El nodo raiz representa
a todo el espacio, mientras que los nodos terminales u hojas constituyen una
particion del espacio; cada clase estard asociada a una hoja.

Dado z = (2!,...,2%) € A, las preguntas que performan dicha particién
suelen ser del tipo:

1. ;2* < a? Esto nos lleva a los drboles binarios, los cuales particionan a
R? en hiperrectdngulos.

2. ja1xt + -+ agx? < a? Esto nos lleva a los 4rboles oblicuos. En este
caso cada split insume mas tiempo, pero la particiéon del espacio en
poliedros convexos es més flexible (aunque més dificil de interpretar).

3. illr—z|| < a? (Aqui z € R? puede cambiar en cada nodo). Esto induce
una particion en bolas, de donde a dichos arboles se les llamara arboles
esféricos.

4. i(xz) > 07 Donde 1 es una funcién no lineal, distinta en cada nodo.
De hecho todo clasificador puede escrbirse asi, puesto que decidimos
mandar al punto z a una clase u otra segin ¥ (x) > 0 0 no para una
cierta ¢. Sin embargo dichos arboles son de dificil interpretacién a la
hora de entender relevancia de las variables y posibles causalidades.
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Definicién 3.11. (Clasificador natural)

Si una hoja representa una regién A, diremos que el clasificador
(drbol) g, es natural si

Lsi Y V> > (1-Y), z€4
. X;EA . X;EA

gn(2) = 0 sino

Esto es, en cada regién (u hoja) tomamos el voto mayoritario sobre todas
las parejas (X;,Y;) con X; en dicha regién. Los empates se fallan a favor de
una clase (por lo general de forma pesimista, asignandolos a la clase menos
conveniente para nuestros fines).

3.2.2. Impureza

Si A es la region a ser partida en A’ y A”, definamos

Al(A o) ={(X;,Y)): X; € A, X; < a}

AV (A ) ={(X;,Y;) : X; € A,X} > a}
(esto es, los conjuntos de parejas que caen en los hijos izquierdo y el derecho
respectivamente cuando la decisién se toma mirando a la componente i-sima).
Llamemos N/(A,«a) = |Ai(A, o) vy N/'(A,a) = |AY(A, a)| a la cantidad de
dichas parejas, y contemos entre ellas las que tienen etiquetas cero o uno
mediante

Nio(A,a) = {(X,Y) € Aj(A,a) : Y =0}
N (Aa) = {(X)Y) € Aj(A,0) : Y =1}

(A a) = [{(X)Y) € A/(A, @) : Y =0}
N (A o) = [{(X,Y) € A(A,a) 1 Y = 1}]

Definicién 3.12. (Funcidén de impureza)

Definamos una funcién de impureza para un posible split (7, @) como
N/ N/ N/ N/
]Z'(A,Oé) _ w( 2,0 ’ 7,1 ) NZ/ +¢ ( 2,0 : 1,0 ) NZ//
Nig+Niy Nig+ N, Nip+ Niii” Nilo+ Ny

Donde 9 es una funcién no negativa que satisface los siguientes requerimien-
tos:
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2. ¥(0,1)=1(1,0)=0

3. ¥(p,1 — p) es creciente en [0, %] y decreciente en [%, 1]

De todas las particiones posibles de A en A’, A” elegiremos aquella que
minimiza la impureza de A’, A”. Esto es, la que hace mayor la diferencia
entre la impureza del padre y las impurezas sumadas de los hijos. Pero esto
de por si no garantiza la consistencia del estimador, a menos que la regla de

particién basada en la disminucién de la impureza cumpla las hipétesis del
teorema 3.8.

3.2.3. Consistencia de un arbol

Siguiendo la notacién de 3.1.4, sea D,, = {(X1, Y1), ..., (Xn, Ys)} un con-

junto de datos, sean Ay, ..., Ay (donde N puede ser aleatorio) las hojas del

arbol construido a partir de D,,. Dichas hojas conforman una particion del
N

espacio de las X. Sea N; la cantidad de X € A; (de donde ZNj =n).
j=1

Recordemos que diam(A;) es el didmetro de A;, esto es, la maxima distan-
cia entre dos puntos de A;. La clasificacion se hace por voto mayoritario, de
modo que si z € A;, la regla es

Lsi Y Vi> ) (1-Y), z€4
i:XiEAj i:XiEAj

gn() = 0 sino

Denotemos por A(x) el A; donde cae z, y N(x) la cantidad de X que caen
en A(x). El teorema 3.8 nos dice que si

1. diam(A(X)) — 0 en probabilidad
2. N(X) — +oo en probabilidad

entonces E(L}) — L*.
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3.3. CART para datos funcionales

Daremos una descripcién de la herramienta CART (acrénimo de Classi-
fication And Regression Trees). Los datos funcionales aparecen como forma
dominante en virtualmente toda disciplina cientifica. En medicina por ejem-
plo, cada paciente tiene una historia clinica que contiene datos tanto de
naturaleza cuantitativa como cualitativa, varios de los cuales aparecen bajo
la forma de series de tiempo o graficos.

Un dato funcional A consiste en una lista de valores (ay,...,a,) (gene-
ralmente ordenados cronoldgicamente), donde a; (o A(t;)) denota la medida
(ti, A(t;)) en tiempo i. Como en general dichos datos son series de tiempo,
de aqui en adelante los llamaremos TS.

Un conjunto de datos D,, consiste de n individuos o ejemplos {es, ..., e,}
(las Xi,..., X, de antes). Cada ejemplo e; tiene K atributos A, 1,..., A; x
y una etiqueta de clase m; que denota la clase a la que pertenece el ejemplo
(hasta ahora sélo teniamos dos valores posibles, 0 y 1). De ahora en més
llamaremos D,, al conjunto formado por las antiguas X's, sin las correspon-
dientes Y's. Los atributos que pertenecen a una misma clase deben tener la
misma longitud.

Construiremos un clasificador basado en D,,, el cual sera usado luego para
predecir la clase a la cual pertenece un nuevo ejemplo o individuo e (en el
caso de clasificacion), o asignarle un determinado valor u objeto (regresion).

Por ejemplo, D,, puede ser un archivo médico con registros de pacientes
e1,...,6e, cuya evolucion es conocida. Entonces, cuando aparece un nuevo
ejemplo e, parece natural buscar en D,, para hallar el caso mas parecido para
asi realizar una prediccién (j y un tratamiento !) basado en dicha informacién.

Dicho esto, el problema que surge es la comparacion entre datos que co-
rresponden a series de tiempo o a la evolucion temporal de ciertos parametros,
para decidir si lucen similares o no.

El arbol clasificador construido a partir de la muestra de entrenamiento
tiene un atributo en sus nodos internos, y produce la particién (split) basado
en la similitud entre parejas de dicha muestra.

Para dicho split test elegimos al “mejor”individuo que existe en los datos
(el individuo que produce la particién m&ds homogénea entre quienes se le
parecen y quienes no) mediante una bisqueda exhaustiva entre los individuos
del nodo ([24]).
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3.3.1. Introduccién

La entrada (muestra de entrenamiento) es una matriz donde cada fila co-
rresponde a un individuo. Las primeras cuatro columnas contienen el niimero
y la clase o valor que caracterizan al individuo (“sano”, “enfermo”, proba-
bilidad de padecer cierta enfermedad, tipo de epidemia, ano lluvioso o seco,
etc.). En este trabajo cada individuo es el resultado de simular una epidemia,
y como etiqueta de clase usaremos los parametros (u, o) de la distribucién
normal utilizada para sortear los tiempos de vida como infecciosos de los
nodos (individuos) contagiados.

Las restantes columnas contienen los atributos que serdan utilizados. Su-
pongamos que el primer atributo es un vector de n; componentes, el segundo
de ny componentes, etc. Las columnas desde la 5 hasta la 5 + n; contienen
las medidas que forman el primer atributo, las columnas desde la 5+ ny 4+ 1
hasta la 5 +n; + 1 + ny contienen el segundo atributo, etc.

Usaremos dos atributos: la distribucién de frecuencias de los nodos segin
su grado (cantidad de aristas que lo involucran, o cantidad de nodos con los
cuales comparte una arista), que serd el atributo 1. Como atributo 2 usaremos
la curva cantidad de casos/tiempo (cantidad de infectados por unidad de
tiempo).

Un split-test st(e, A, 0) consiste de un ejemplo standard e, un atributo A y
un umbral . Sea el valor e(A) para el ejemplo e en el atributo A, y la medida
de disimilaridad (que no tiene por qué ser una distancia) d((e(.A)), (¢/(.A)))
entre T'S, entonces el split-test divide el nodo actual en dos conjuntos disjun-
tos Si(e, A,0), Sa(e, A, 60). Sy es el conjunto de ejemplos €’ para los cuales
d((e(A)), (€'(A))) <6,y Sy es el complemento.

A continuacién una vista global del algoritmo:

1. Dado el conjunto de ejemplos actual (nodo), hallar su mejor particion.
Para eso, repetir :

a) Para cada ejemplo e en el nodo actual : para cada atributo A,
ordenar los otros ejemplos €’ en el nodo usando d(e(.A), €'(A)).

b) Para cada €' tomar 0 = d(e(A),e¢'(A)) y construir el correspon-
diente split Si(e,A,0"), Sa(e, A, 0').

c¢) Elegir la mejor particién Si,Ss del nodo actual (implica una me-
dida para la bondad de la particién).
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d) Si el split es aceptado, anadir los nuevos dos nodos a la lista de
nodos que esperan inspeccién para split (decidir si se parten o no).

2. Repetir (a) con el siguiente nodo en la lista.

La salida es una lista con los ejemplos o individuos e, los umbrales 6, los
atributos A y las etiquetas o valores de los individuos que forman cada hoja.

3.3.2. Medida de disimilaridad

Dadas dos muestras de entrenamiento A y B, una forma muy simple de
compararlas es el uso de la distancia Euclidea entre parejas (a;, b;).

Sin embargo esta el caso en que las dos secuencias tienen aproximada-
mente la misma forma general, pero no estan verticalmente alineadas en el
eje X (usualmente eje temporal).

Para medir la similaridad entre secuencias debemos permitir deformacio-
nes en el eje X de una o ambas secuencias para tener el mejor alineamiento.

El Dynamic Time Warping (DTW)([14]) es una técnica para lograr esto,
la cual intenta explicar la variabilidad en el eje Y deformando el eje X.
Bosquejaremos la versiéon més simple de la DTW, que es la aplicada en este
caso.

Sean A = (ay,...,a,), B = (by,...,b,) y una distancia d. Para alinear
dichas secuencias usando DTW, construimos una matriz Dy g = ((d; ;)), ¢ =
1...,n; j=1...m de tamano n x m , donde d; ; = d(a;, b;) (tipicamente d

es la distancia Euclidea en R?).

Cada d;; corresponde al alineamiento entre los puntos a; y b;. Un war-
ping path W es un conjunto de elementos de la matriz “diagonalmente conti-
guos”’que definen un mapa entre A y B. El k-ésimo elemento de W se define
como wy, = (di, j)g, y por tanto tenemos :

W =wy,wa, ..., W, ..., wg, con max(n,m) < K <n+m+1
W esta sujeto por lo general a varias restricciones.

1. Condiciones de borde: w; = dy; y wx = d, . Esto significa que el
warping path comienza y termina en celdas de las esquinas diagonal-
mente opuestas de Dy p.

2. Contigiiidad : Dado wy, = d; ;, entonces wy1 = dy j, donde i —¢' <1
and j — j' < 1. Esto restringe los pasos factibles en el warping path a
celdas adjacentes, incluyendo celdas diagonalmente adyacentes.
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3. Monotonia : Dado wy = d;; entonces wy_y = dy ;7 donde 0 < i — ¢’
y 0 < j —j'. Esto fuerza a los puntos en W a estar mondtonamente
espaciados en el tiempo (eje X).

En cierto modo los warping paths juegan el rol de los Q-Q plots en es-
tadistica. Existen muchos warping paths que satisfacen las condiciones men-
cionadas, estaremos interesados en el camino que minimiza el costo

K
4w
DTW (A, B) = min V2o

K

(El denominador K compensa el hecho de que los warping paths pueden
tener distintas longitudes)

Este camino 6ptimo puede hallarse usando programacion dindmica para
evaluar la siguiente recurrencia, la que define la distancia acumulada ~(i, )
como la distancia d; ; hallada en la celda actual y el minimo de las distancias
acumuladas de los elementos adyacentes.
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3.3.3. Eligiendo el mejor split
Clasificacion
Sea D,, un conjunto de ejemplos (individuos) que toman valores sobre m

clases posibles F, ..., F,, v {A1,..., Ak} un conjunto de atributos.
Para cada atributo A;, definamos

| Dn N £
p.o=1=" -J
T 1Dl
-Y P,
j=1

donde

» P; es la probabilidad de ocurrencia de cada clase I} en el conjunto
D,, de ejemplos, definida como la proporcién de ejemplos en D,, que
pertenecen a la clase Fj.

» [(D,) Es la entropia del conjunto (una medida de la aleatoriedad de la
distribucion de los ejemplos entre las m clases o etiquetas, su grado de
desorden).

= p es el numero de valores posibles del atributo Ay.

» |D,;| es el nimero de ejemplos en D,, que toman el valor V; para el
atributo Ay.

|D,,| es el niimero de ejemplos en el nodo.

Los conjuntos D,, 1, ..., D, , forman una particiéon de D,, generada por los
p valores de Ay mientras que I(D,,;) mide la aleatoriedad de la distribucién
de los ejemplos en el conjunto D,, ; sobre las clases posibles y estd dado por

p
I(Dy;) = = _Pjli logy(Pjli)

j=1
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|D n,i n FJ|

|D n,i|

E(Ag, D,,) es por tanto la informacién esperada al partir el conjunto D,
usando Aj. Esta informacién esperada es el promedio ponderado sobre los p
valores del atributo A, de las medidas I(D,, ;).

La siguiente férmula (ganancia de informacion de Quinlan) mide la in-
formacion ganada al partir usando los valores del atributo Ay, :

donde Pjl|i =

Definicién 3.13. (ganancia de informacion de Quinlan)

G(Ag, D,) = I(D,) — E(Ag, D,,)

esto es, mide la diferencia en la aleatoriedad de la distribucién de ejemplos
en D, sobre las m clases posibles Fi, ..., F,, y sobre las p clases provocadas
al partir segin los valores del atributo Aj.

El atributo seleccionado es el que maximiza dicha ganancia (disminucién
en la aleatoriedad, aumento de la homogeneidad).

Sin embargo, esta medida estd sesgada hacia los atributos con mayor
nimero de valores. Para compensar esto, Quinlan introduce la siguiente mo-

dificacién: Sea »
| Dyil | D il
Vil = =2 5,1 5 1,
i=1 " "

que es la entropia de la particion de D,, provocada por los p valores del
atributo Ay. Entonces IV (Ay) mide el contenido de informacién del atributo
mismo, y define el Cociente de Ganancia

Definicién 3.14. (Cociente de ganancia)

G(Ag, Dy)
IV (Ay)

G'r es una medida mejor que G, pero tiene las siguientes limitaciones :

Gr(Ak, Dy) =

= Puede no estar bien definida (el denominador puede ser cero).

» Puede elegir atributos con un muy bajo IV (A) antes que otros con
alto G(Ay, Dy,).
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Siguiendo [16], sea Py la particién {C4,...,Cy,} del conjunto D,, en sus
m clases, y sea Pp la particién {D,1,..., D, ,} generada por los p posi-
bles valores del atributo Aj. La interseccion de ambas produce una nueva
particion de D,,, para cada etiqueta ¢ = 1,...,m tenemos a los individuos
particionados segun el valor que presentan en el atributo Aj.

Definamos CAD
Py =P(CiN Dy ) = %

(proporcién de ejemplos con la etiqueta ¢ que toman el valor V; del atributo
Ay). La entropia de dicha particién es

I(Pon Pp) ==Y Y Pyjlog,(P)
g
y la entropia condicional es

I(Pp|Pc) =1(PpN Po)—I(Pc)

Entonces la medida d(Pg, Pp) = I(Pc|Pp) + I(Pp|Pc) es una distancia,

Peo, P,
y la normalizacion dy(Pg, Pp) = ﬁ es una distancia en el intervalo
[0, 1].
Puede probarse que
G(Ag, Dy)
1—dn(Po,Pp) = ———~%
N( (o} D) I(PDHPC)

de modo que trabajaremos con esta versiéon del gain-ratio en lugar de la de
Quinlan. En este caso, el denominador I(Pc N Pp) no puede ser cero si el
numerador es diferente de cero.

Regresion

Para el caso de regresién, a cada individuo se le asigna ya sea un valor o
una funcién, y en lugar del gain ratio se utiliza como medida de impureza de
un nodo el grado de dispersion de sus individuos respecto de una medida de
centramiento.

Si a cada individuo se le asigna un valor (por ejemplo el méximo pico
epidémico), si usamos la media como centro y si el nodo contiene individuos
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n

con valores ¥, . . ., Y, la dispersién se mide como E (y; — 7)%, donde 7 es el
i=1
promedio de los n valores ;.
Si usamos la mediana como centro, la dispersién se medira como

med{|y; —y|},i=1...n

donde ¥ es la mediana de los n valores y; y med{|y; — 7|} es la mediana del
conjunto de diferencias.
Cuando a cada individuo se le asigna una funcién en vez de un valor

n
numérico, se puede usar como medida de dispersién E llyy; — 7||?, donde
i=1

b
llyl|* = / (y)®. Esto es, y es la observacion de una respuesta funcional
a

aleatoria Y perteneciente a un espacio de Hilbert con soporte [a,b] , YV €
L?[a,b] y la norma es la inducida por el producto interno habitual

b
< fig>= / F(H)g(t)dt
()

3.3.4. Bondad del split

Una vez que tenemos el mejor split, éste puede ser aceptado o no. Para
decidirlo usamos la medida de impureza llamada indice de Gini (si estamos
haciendo clasificacién): Dado un conjunto de ejemplos (individuos, nodos) ¢,
la impureza o diversidad de clases contenida en t se define como

m m

I(t)= Y PitPjlt=1-Y (Pj|t)’

i.j=1,i#j] =1

(Pilt y Pj|t como en la seccién 3.3.3).
Sea s una particién del nodo ¢ en dos nodos t;,tg , entonces la diferencia
entre las impurezas de t y t1,tg se mide mediante

A(S, t) = [(t) — pL](tL) — pRI(tR)

donde py, pr es la proporcion de los individuos en ¢ que van a ty,tg respec-
tivamente.
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Para el caso de regresion, en lugar del indice de Gini se utiliza la devian-
za, por lo que I(t),I(ty),I(tg) seran las devianzas de los nodos t,t; y tg
respectivamente.

Asi, un split s del nodo ¢ es aceptado si A(s,t) es satisfactoria (esto es,
mayor que una cierta tolerancia) y las hojas resultantes contienen una can-
tidad de individuos mayor o igual que un minimo prefijado.

En el capitulo 4 introduciremos las técnicas y algoritmos utilizados para

la generacion de grafos aleatorios asi como para simular epidemias sobre los
mismos.

45



4. Técnicas utilizadas, descripcion

Se generan varios grafos aleatorios, cada uno de ellos con una distribucién
de grados prefijada (algoritmo grafoaleatoriosparse). Estos grafos serdn luego
partes de una red (o las ciudades que luego se interconectaran, si pensamos
en poblaciones humanas). Nos referiremos a estos grafos o ciudades como
componentes cuasi-conexas, por cuanto inicialmente la cantidad de aristas
entre componentes es mucho menor que la existente dentro de cada una.

Pensando que cada nodo es un individuo, el mismo tendrd una suerte
de legajo donde conste el estado en cada iteracion de variables tales como
en cual grafo o ciudad se encuentra en ese momento, su estado sanitario, la
cantidad de nodos con los que se conecta, etc. Una vez generados los distintos
grafos, se procede a modelar la epidemia como sigue :

1. El programa principal (Simulavarios) llama a la subrutina Estocasticoredes
que es la que hace cada corrida o simulacién. Simulavarios es meramente
un ciclo para repetir n veces el programa Estocasticoredes y almace-
nar los resultados. La subrutina Estocasticoredes a su vez llama a las
siguientes subrutinas principales: Iniciales-Cambiasitio-Contagioredes-
Remocion, en ese orden. Estocasticoredes es el que hace para cada
valor de t = 1,...,T (T es la duracién total de la epidemia, fijado por
el usuario), los ciclos Inicializar-Viaje-Contagio-Remocion.

2. Para cada t entre 1 y T', dentro del programa principal estocasticoredes
hacemos Iniciales — Cambiasitio — Contagioredes — Remocion, y actua-
lizamos las poblaciones de cada sitio, cantidades de infectados y pro-
porciones infectados/susceptibles. La cantidad de ciclos o tiempo (7)
es introducida por el usuario, aunque el algoritmo puede terminar antes
si en un tiempo dado la cantidad de infectados es cero. A continuacion
una breve descripciéon de las subrutinas involucradas:

a) Iniciales: Crea la configuracién inicial: esta configuracién es una
lista con una fila por nodo (son 10000 nodos, 2000 por cada grafo
o ciudad). Dicha lista tiene ocho columnas, las cuales se actualizan
para cada t:

1) La primera tiene el nimero del nodo en la poblacién total (un
nimero del 1 al 10000).

2) La segunda su status sanitario (0=susceptible, -1=removido,
k=tiempo de vida que le queda como infeccioso).
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3) La tercera columna dice en cual red esta actualmente (para
cada t) el nodo (red 1,2,3.4 0 5).

4) La cuarta columna tiene el ntimero de la red original a la
que pertenece el nodo (si pensamos en personas, su ciudad de
residencia habitual, el lugar donde vive).

5) La quinta columna tiene el niimero del nodo en su red natal
(su documento de identidad local).

6) La sexta columna tiene el tiempo en que se contagia (lo que
permite medir el tiempo transcurrido desde que el nodo se
volvié infeccioso).

7) La séptima columna tiene el tiempo de duracién de su perédo
de contagio.

8) La octava columna el grado del nodo.

Se eligen al azar los individuos que seran los infectados iniciales.

A cada uno se le sortea un tiempo de vida como infectado (duran-
te el cual podra contagiar) con una cierta distribucién prefijada
de antemano, asi como un perfil de infectividad que controla la
evolucién temporal de la probabilidad de que un contacto en di-
cho periodo entre el nodo infectado y otro nodo susceptible resulte
en un contagio. Para el tiempo de vida se eligié un valor sorteado
de la distribucién normal de pardmetros u, o, por cuanto parece
razonable suponer que la mayoria de los infectados debe tener un
tiempo de vida similar, con colas simétricas. Para evitar tiempos
negativos se toma el maximo entre dicho tiempo y cero.

Cambiasitio: En cada ciclo (o sea para cada t entre 1 y T') sortea
para cada nodo si permanece en su red (ciudad) o se conecta
con otra (viaja a otra ciudad). La probabilidad de dicho evento
estd dada por una matriz P, donde P, ; es la probabilidad que tiene
un nodo de la red ¢ de ser conectado con un nodo cualquiera de la
red j. Si pensamos en ciudades e individuos, es la probabilidad de
que un habitante de la ciudad ¢ viaje a la ciudad j. Se elige al azar
un porcentaje igual a P;; de nodos de la red ¢ y en la columna
correspondiente (la tercera) se le asigna el valor correspondiente
de la red a la cual serd conectado (o de la ciudad a la cual viajard).

Contagioredes: Para cada nodo infectado sortea (usando un pro-
ceso de Poisson de intensidad A, donde A se elige uniformemente
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entre cero y el grado del nodo) a cuantos nodos contactard duran-
te su tiempo de vida como infeccioso. Sea n; el resultado de dicho
sorteo. Si el nodo esté en su red original, se eligen n; de sus vecinos,
si estd conectado a otra red que no es la suya original, el sorteo se
hace entre todos los nodos de la red donde se encuentra. Si el no-
do contactado es susceptible, se sortea si serd contagiado o no. La
probabilidad depende del perfil de infectividad del nodo infectado.
Este perfil se le asigna a cada nodo cuando es contagiado. Esto
es, junto con el tiempo que durara su estado como infectado se le
asigna una funciéon “bump”o meseta, de modo que al comienzo la
probabilidad de contagiar es baja, luego va creciendo y sobre el
final de su perfodo como infectado decrece nuevamente (figura 5).
Recordemos que en la lista de todos los nodos, la sexta columna
tiene el tiempo transcurrido desde que el nodo se infectd, lo que
nos permite saber en que parte del perfil de infectividad estamos
y por tanto ajustar la probabilidad de que dicho nodo contagie a
Sus vecinos.

d) Remocion: Al final de cada ciclo actualiza (bajando en una unidad)
el tiempo remanente de los nodos infectados, cambiando su status
a removidos cuando dicho tiempo expira.

3. La salida del programa principal son graficas mostrando la evolucion
temporal del nimero de nodos infectados en cada red, la contribucion
de cada red en la epidemia total de la mega-red, y la distribucién de
grados de los nodos afectados y de los no afectados.

Asi, cada simulacién de una epidemia puede verse como la realizacion de
un proceso estocastico que origina una trayectoria o un vector de trayectorias
por cada red. El algoritmo permite asimismo simular epidemias sobre un
solo grafo sustituyendo la matriz de probabilidades de viaje por la matriz
identidad. Esto es, la probabilidad de viajar es cero.

Para analizar el algoritmo, simulamos cien veces la misma epidemia: esto
es, sobre el mismo grafo (si simulamos la epidemia en un grafo aislado) o
conjunto de grafos (si simulamos la epidemia en un conjunto de grafos inter-
conectados) y con los mismos pardmetros corremos 100 veces la simulacién.

Cuando tenemos un solo grafo, tenemos entonces un conjunto de datos con
los resultados de las cien corridas. Cada dato contiene la evoluciéon temporal
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del niimero de casos, la distribucion del grado de los nodos afectados y una
etiqueta asociada al grado de virulencia de la epidemia.

Cuando tenemos un conjunto de grafos interconectados con cierta proba-
bilidad, tendremos un conjunto de cien datos donde ahora aparece para cada
grafo la informacién anteriormente citada, asi como la evolucién temporal
del porcentaje que los infectados de cada grafo representan sobre el total de
infectados en dichos grafos.

Utilizando algoritmos CART (Classification And Regression Trees) para
datos con atributos funcionales (en este caso concreto, la evolucién temporal
de la cantidad de casos para cada sitio, asi como las distribuciones de fre-
cuencias de grados de los nodos infectados y los no infectados), se construyen
arboles de clasificacién y regresion.

Dichos algoritmos fueron programados en lenguaje R junto con Ariel Ro-
che bajo supervisiéon de Badih Ghattas en el marco del curso de maestria
“Machine Learning y sus Aplicaciones "por él dictado en la Facultad de In-
genieria, UDELAR en el segundo semestre de 2007.

Usando parte de los datos como muestra de entrenamiento y otra parte
como muestra de testeo, se pueden construir arboles de clasificacion para
agrupar las epidemias ocurridas sobre el mismo sustrato (red o conjunto de
redes) en clases (y segtn sea el sustrato y los pardmetros investigar cudntas
clases surgen). Asimismo se pueden construir arboles de regresién a partir de
los cuales construir epidemias “tipicas”’o “epidemias medias”.

En el caso de poblaciones humanas, esto plantea la posibilidad de ajustar
el modelo a la red de ciudades y pueblos. Si se logra capturar la red social
tipica de nuestras ciudades y pueblos (lo que implica contar con datos que
deben ser fruto de un trabajo interdisciplinario), se pueden generar grafos
aleatorios con la estructura de dichas redes.

Usando pardmetros conocidos sobre la enfermedad bajo estudio se podra si-
mular una epidemia tipica, asi como los escenarios o realizaciones de menor
probabilidad, investigar estrategias de control, etc.

En el capitulo 5 daremos una descripcion general de los algoritmos utili-
zados para generar los grafos aleatorios, asi como la matematica subyacente.
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5. Generacion de casos de prueba

5.1. Comentarios generales

Se generaron varias secuencias de grados distintas de 2000 elementos.
Para tener una distribucion de frecuencias con unos pocos vértices de grado
alto y que no sea puramente potencial o exponencial, se usé la distribucién
Gamma. En la Figura 3 se muestran histogramas para secuencias de 2000
nodos, con el grado (eje horizontal) versus la cantidad de nodos (eje vertical).

Figura 3: Histogramas para secuencias de 2000 nodos
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5.2. Algoritmos

Definicién 5.1. (Secuencia grdfica)

Dada una secuencia {dy, ...,d,} de enteros no negativos, diremos que la
misma es grafica cuando existe algin grafo G = (V, E), con |V| = p y nodos
{v1,...,v,} tal que grado(v;) =p; Vi=1...p

Una condicion necesaria y suficiente para que una tal secuencia sea grafica
es la de Havel-Hakimi:

Teorema 5.2. (Havel-Hakimsi)

Una secuencia {dy, ...,d,} de enteros no negativos con d; > dy > -+ >
dy, p > 2, dy > 1, es grafica si y solo si la secuencia s; = {dy — 1,d3 —
1,...,dg+1 — 1,dg 4o, ..., dy} es gréafica. [7]

Basado en el teorema se programé un algoritmo (Dictamen) que permite
determinar cuando una secuencia de enteros no negativos es grafica. ([7]).
Algoritmo “Dictamen”

Dada una secuencia de enteros no negativos dy,...,d,, p > 1:

1. Si alguno de los enteros de la secuencia es mayor a p — 1 o negativo, o
si la secuencia suma un nimero impar, la secuencia no es grafica. Sino,
siga al paso 2.

2. Si todos los enteros de la secuencia son cero, la secuencia es grafica.
Sino, siga al paso 3.

3. Si hace falta, reordene la secuecia de mayor a menor y siga al paso 4.

4. Elimine el primer nimero (digamos n) de la secuencia y reste 1 a los
siguientes n nuimeros de la secuencia. Vuelva al paso 2.

Una vez que disponemos de una secuencia de grados grafica, el siguiente
paso es crear un grafo aleatorio cuyos vértices tengan dicha secuencia de
grados. Para ello nos basamos en ([4]).

Supongamos que tenemos una secuencia d = {di,ds,...,d,} de ente-
p

ros no negativos que es grafica, con E d; = 2m y un conjunto de vértices
i=1
{v1,...,v,}. Entonces existe al menos un grafo simple con esos grados.
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Algoritmo “Grafoaleatoriosparse”

1. Sea E el conjunto de aristas, d = {0?1, e ,cfp} una secuencia de enteros.
Inicializamos £ =@, d =d

2. Elijamos dos vértices v;,v; € V' con probabilidad proporcional a

A A

dd,

1d.(1 —
didl( Am

)
entre todos los pares 4,j con i # j y (v;,v;) ¢ E. Reduzcamos d; y OZ]-
en una unidad.

3. Repitamos el paso anterior hasta que no se puedan anadir mas aristas
a k.

4. Si|E| < m reportar error y comezar de nuevo. Sino la salida es el grafo

G=(V,E)

Este algoritmo genera grafos aleatorios con probabilidad uniforme (es-
to es, de todos los grafos aleatorios que tienen dicha secuencia de grados,
produce uno que es resultado de un sorteo donde todos tienen la misma
probabilidad).

Con dichas secuencias se construyeron grafos aleatorios que las realizan.
Si pensamos en los nodos como individuos de una poblacién, entonces el
grafo aleatorio representa la red de contactos de dicha poblacion. Cada grafo
puede pensarse como una entidad (una ciudad, si pensamos en poblaciones
humanas). Generamos asi varios grafos de 2000 nodos.

Estos grafos luego se conectan aleatoriamente. Esto es : para cada tiempo
t, cada vértice o habitante tiene una cierta probabilidad de conectarse con
vértices de otro grafo (modelando el viajar a otra ciudad).

Dicha conexién se hace al azar, segin sea la probabilidad de viajar de
una ciudad a otra. Los grafos originales pueden pensarse como componentes
cuasi-conexas del mega-grafo o red de ciudades y pueblos asi formado.

En el capitulo 6 simularemos epidemias con distintos grados de virulencia
en tres grafos aleatorios distintos y luego pondremos a prueba la idea de
usar arboles de clasificacién y regresién para agrupar las distintas epidemias
segun sus curvas de cantidad de casos en funcion del tiempo y de distribucion
de frecuencias de los grados de los nodos afectados. Asimismo probaremos
distintas estrategias de inmunizacién o vacunacion.
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6. Casos construidos

6.1. Repaso

Recordemos como trabajan los arboles, tanto en clasificaciéon como en
regresion (seccién 3.3.1): Cada realizacién (corrida o simulacién de una epi-
demia sobre un grafo) tiene dos atributos : la gréfica de la distribucién de
frecuencias de los grados de los nodos afectados (para cada grado nos dice
que porcentaje del total de nodos afectados representan los nodos con dicho
grado), y la curva con la evolucién temporal del niimero de afectados o casos
(atributos 1 y 2 respectivamente).

Si simulamos 100 veces una epidemia sobre el mismo grafo, tendremos 100
realizaciones que conformaran el nodo raiz del arbol. Luego se prueban distin-
tas particiones de dicho nodo: para cada atributo de los dos ya mencionados
se comparan estas realizaciones mediante la DTW (seccién 3.3.2)). Aquellas
realizaciones con graficas similares del atributo en cuestién quedaran en el
mismo subconjunto de la particién (irdn para el mismo lado, dado que cada
particién es binaria).

Se elige la mejor particién (la que parte al nodo padre en dos nodos hijos
de modo tal que los hijos sean lo mas homogéneos o puros posible). Para los
arboles de clasificacién se asigna a cada corrida o realizacion la etiqueta con la
pareja (u, o) correspondiente (los pardmetros de la distribucién normal usada
para sortear los tiempos de vida como infecciosos, que dan una idea de la
virulencia de la epidemia). En este contexto, donde cada realizacién tiene una
etiqueta o tipo, un nodo puro sera aquel que solamente tenga realizaciones
del mismo tipo o etiqueta.

En regresion no hay etiquetas, sino que a cada realizacién se le asocia un
valor y (por ejemplo el méximo valor del atributo 2, que es la funcién n° de
casos vs. tiempo). Este médximo se usa como caracteristica de cada corrida
para implementar arboles de regresion sobre dichos datos. Puede decirse que
y es una etiqueta, la diferencia con la clasificacion es que no tenemos muchas
realizaciones y pocas etiquetas, sino que cada uno tiene su propia etiqueta,
es una clase en si mismo. Por tanto la pureza de cada nodo se mide segun el
grado de dispersién de dichos valores respecto de la media para el nodo ( ver
seccion 3.3.3).

Se repite el proceso de particiéon para cada nodo obtenido hasta que o
bien se llega a un nodo puro (si estamos haciendo clasificacién), o se llega
a un nodo cuyo grado de pureza es aceptable (ya no ganamos gran cosa en
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homogeneidad si lo seguimos partiendo), o se llega a un nodo con demasiado
pocas realizaciones.

Una vez que tenemos el arbol hecho, cada nueva realizacion es asignada
a la hoja donde se encuentran las realizaciones que més se le parecen. Si
estamos haciendo clasificacién, a dicha realizacién se le asignara la etiqueta
o clase correspondiente a la hoja a la que fue asignada. Si se trata de regresion
se le asigna como valor y el promedio de los valores de las realizaciones que
forman dicha hoja.

6.2. Simulaciones en grafos aleatorios de 2000 nodos

Trabajaremos con tres grafos aleatorios de 2000 nodos en dos escenarios
0 paisajes :

1. Grafos aislados (sin interconexiones entre ellos).

2. Cinco grafos de 2000 nodos cada uno con interconexiones aleatorias
entre ellos.

Sobre cada uno de estos escenarios se simularan epidemias variando el
lugar de aparicién de los infectados iniciales, asi como el tiempo medio de
duracion del periodo durante el cual cada nodo infectado puede contagiar.

Se construyeron tres grafos aleatorios de 2000 nodos tomando las secuen-
cias de grados cuya distribucion de frecuencias se muestran en la Figura 4.

Luego se realizaron simulaciones de epidemias de distinto grado de viru-
lencia sobre los mismos. Dicho grado de virulencia esta dado por la duracion
del periodo de infectividad para cada individuo (nodo), la cual fue sorteada
usando la distribucién normal de pardmetros (p, o), con u = 2,3,5,10,20 y
tomando el maximo entre dicho valor y cero.

La cantidad de contactos que un individuo o nodo tendra durante dicho
lapso se sortea usando la distribucion Poisson de media A, donde A se elige con
probabiliad uniforme discreta en el nimero de sus vecinos. Una vez elegidos
(i, 0), se realizan 100 simulaciones de la epidemia, en cada una de ellas el
tiempo durante el cual un individuo infectado es capaz de contagiar es una
variable aleatoria cuya distribucién es normal de pardmetros (u, o).

La capacidad de contagiar durante dicho periodo no tiene porqué ser cons-
tante, por lo que a cada individuo que se contagia se le asigna un potencial
infectivo. Si por ejemplo un individuo permanece infectado entre ¢t = a y
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Figura 4:

Distribucion de frecuencias de los grados
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t = b, su potencial infectivo estard dado por f(t) = ¢~ &Nt . Esta es una
funcién que crece, luego tiene una meseta y por ultimo decrece. Se muestra
un ejemplo en la Figura 5, con a =1, b= 6.

Se eligié un conjunto de pardmetros con u = 2,3,5,10,20yoc =1 (6 =5
en un solo caso), generando las etiquetas {(2, 1), (3, 1), (5, 1), (10, 1), (10, 5), (20, 1) }.
Esto es, a cada simulacién de una epidemia sobre un grafo donde los lapsos
de tiempo en que cada infectado puede contagiar se sortean de la distribucion
normal de pardmetros (u, o), se le asigna la etiqueta (u, o). El tiempo total
en cada corrida se fijé en 300 iteraciones y se tomaron 100 corridas de los
tipos (2,1),(3,1),(5,1),(10,1), (20, 1).

Comentarios

En cada corrida se guarda la distribucion de frecuencias de los grados de
los nodos afectados, la cantidad de nodos infectados en funcién del tiempo, y
la etiqueta ((p, o) si vamos a hacer clasificacion o el maximo pico epidémico
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Figura 5:

Perfil de infectividad tipico
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de la anterior funcién si vamos a hacer regresion). De este modo por ejemplo
para el grafo 2000B cada corrida se guarda como un vector con 12+300+1
lugares (12 porque es el grado maximo del grafo, 300 por las iteraciones y 1
por la etiqueta).

A continuacién mostramos los resultados para el grafo “2000B”

»m 4 = 2, ¢ = 1. Se hicieron 100 corridas. El ntimero de iteraciones
(tiempo) es de 300, pero todas las trayectorias se anulan antes de t=65.
Si por epidemia entendemos la afectacién de una fracciéon apreciable de
la poblacion, podriamos decir que no llega a darse ninguna epidemia.
Como puede apreciarse en la Figura 6, las trayectorias son altamente
disimiles entre si, y en la mayoria de las corridas se extinguen antes de
t=15, como muestra la Figura 7.

» 1 =3, 0 = 1. El comportamiento es similar al caso anterior (Figura
8), aunque ahora la proporcién de corridas donde ocurren epidemias
es mayor. Se muestran la mediana y la media. Observamos que esta
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Figura 6:

100 corridas (Mu=2,Sigma=1)
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ultima sigue siendo fuertemente afectada por aquellas corridas donde
no hubo epidemia.

i =5, 0 = 1. El nimero de iteraciones (tiempo) se fijé en 50, dado
que en cada corrida la epidemia concluye entre t=35 y t=40 (fig.9).
Aunque para este caso se hicieron 200 corridas, luego se eligieron 100.
Notemos que las trayectorias son mucho més regulares que en el caso
anterior, aunque parecen agruparse en dos conjuntos. En la FiguralO
mostramos la epidemia “media”junto con las bandas de confianza al
95 %.

u =10, 0 = 1. También en este caso las trayectorias son muy similares
entre si, formando un tnico grupo. Todas las trayectorias se anulan
antes de t=120 como puede verse en la Figura 11.

u = 10, o0 = 5. De nuevo las trayectorias son regulares, como puede
apreciarse en la Figura 12. Al ser mayor la dispersion ¢ en los tiempos
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Figura 7:

9 Velocidad de decaimiento de las trayectorias (MU=2, Sigma=1)

% de trayectorias que se anulan

16

de vida sorteados a los nodos al infectarse, tenemos tiempos de vida
mas variados entre los nodos infectados, pero el resultado medio no
presenta cambios sustanciales respecto del caso anterior.

= =20, o = 1. Se observa un comportamiento similar al caso anterior
(Figura 13). Los tiempos de extincién son mayores y comienzan a apa-
recer picos de menor cuantia sobre el final, de un modo similar a lo que
ocurre en el modelo SIR con demografia ([13]).Se nota una tendencia
creciente en el valor de los picos epidémicos al aumentar p (Figura 14).
Esto es razonable, por cuanto el infeccioso promedio tiene un periodo
infectivo de duracion cada vez mayor, lo que hace méas probable que
pueda contagiar una mayor cantidad de sus vecinos.

= 1 =20, 0 =5 Similar al caso anterior, comentarios similares al caso
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Figura 8:

100 corridas, Mu=3, Sigma=1
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(10,5).

= En la Figura 15 se muestran las epidemias medias para los casos ante-
riores con o = 1.

Observaciones

1. Al aumentar la duracién del periodo durante el cual el individuo puede
contagiar, las trayectorias se van haciendo mas regulares, la variabilidad
disminuye.

2. Los picos epidémicos de las epidemias medias van aumentando en ta-
mano.

3. En tiempos avanzados aparecen brotes secundarios. Al no haber demo-
grafia, una explicaciéon es la siguiente: Luego del crecimiento explosivo
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Numero de casos

Figura 9:

200 simulaciones con mu=>5, sigma=1
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inicial, se llega a una saturacion, en el sentido que cada individuo infec-
tado contactara mayormente realizaciones también infectados o removi-
dos. Sélo unos pocos podran contactar los pocos individuos susceptibles
remanentes, dando lugar a un pequeno brote epidémico sobre los nodos
restantes.

El caso (u, o) = (10, 5) se descarté por cuanto no presentaba diferencias
relevantes respecto del caso (10,1). Asimismo, todas las graficas de
todas las corridas de todos los casos fueron recortadas a t = 100 para
acortar los tiempos de cémputo. Puede sospecharse que esto vaya en
detrimento de la capacidad de distinguir entre los casos (10, 1) y (20, 1),
que son los que tienen tiempo de extincién superior a t = 100. Esto es,
como vamos a comparar similitudes entre graficas muchas de las cuales
valen cero antes que otras, al remover las colas de aquellas graficas que
tardan mas en anularse estamos dejando fuera algo que puede contribuir
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Figura 10:

Epidemias media y mediana con I.C. 0.95 para el caso (5-1)

1500 AP media |
5 g mediana
------- IC 0.95

1250 ff -\ - IC0.95 |-
(%2}
0

&L 1000 -
(&)
)
ko]

o 750 ,
()
S
>

Z 500 i

250 R

0 ot ) 1 1 1 s e RN L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo

a diferenciarlas de las otras. Sin embargo veremos que ello no sucede.

6.2.1. Clasificacién

La idea central de asociar a cada corrida o realizacion del proceso es-
tocastico “epidemia’una salida susceptible de ser tratada con técnicas de
machine learning, se somete a prueba usando drboles de clasificacion (sec-
cién 6.1). Para ello se realizan 500 corridas (100 para cada una de las parejas
de pardametros (u, o) citados) en dos grafos aleatorios distintos (2000B y
2000d).

A cada epidemia se la etiqueta segin la pareja (i, o), teniendo cinco
tipos: (2,1),(3,1),(5,1),(10,1) y (20,1). Podemos pensar a dicha epidemia como
un punto de un cierto espacio S, al que asociamos dos funciones (la que
describe la cantidad de infectados por unidad de tiempo, y la distribucion
de frecuencias de los grados de los nodos infectados), estamos asignando a
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Figura 11:

100 corridas con media e IC 0.95 (Mu=10,Sigma=1)
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s € S un vector (s, 82) € R? x RY, donde d = 100 es la longitud del atributo
2 (curva cantidad de infectados vs. tiempo) y g = {12,16,21} (segin sea el
grafo en el cual simulamos la epidemia) es la longitud del atributo 1 (grados
de los nodos afectados).

Entonces el clasificador (drbol) induce una particién en R? x RY, la que a
su vez induce una particion en S, de modo que dos realizaciones del proceso
llamado epidemia iran a la misma clase o subconjunto de S si sus vectores
(s1, 82) asociados van a la misma clase en R? x R9.

Para el grafo 2000B, se usé la técnica de validacién cruzada (ten-fold
cross-validation): se parte la poblacién en 10 muestras de aproximadamente el
mismo tamano, se construye un arbol de clasificaciéon con 9/10 de la poblacién
y se testea con el décimo restante.

El error de clasificacion cometido (esto es, se etiqueta erréneamente a la
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Figura 12:

100 corridas con media y mediana (Mu=10, Sigma=5)
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realizacién asignandole una etiqueta que no es la suya) se guarda. Se repite
esto 10 veces variando el décimo usado para testear y se promedian los errores
de clasificacién cometidos cada vez.

Para el pardmetro hojamin = 4 (recordemos que hojamin es la cantidad
minima de realizaciones que puede tener una hoja, por lo que un nodo cuya
particién provoque hijos con menos realizaciones que hojamin, no serd par-
tido, sin importar cudn impuro pueda ser), el error de clasificacién medio es
de 0.076, con un desvio estandar de 0.029.

Como la muestra L es grande (aproximadamente 450 realizaciones), pro-
bamos con hojamin = 50 y hacemos nuevamente crossvalidation. En este caso
el error de clasificacién medio es de 0.07 y el desvio estandar es 0.034.

Para evaluar la performance con muestras de menor tamano, se eligen al
azar 85 realizaciones de entre la poblacién de 500. Se extraen 75 de ellas al
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Figura 13:

Media e IC 0.95 (Mu=20, Sigma=1)
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azar para conformar la muestra de entrenamiento L, las 10 restantes serdn
utilizados como muestra test T.

Al hacer un arbol de clasificacién sobre L (la cantidad minima de rea-
lizaciones de un nodo se fija en 4), obtenemos que el algoritmo agrupa co-
rrectamente las epidemias similares. Los casos mas borrosos como era de
esperar son las epidemias mds suaves, de parametros (2,1) y (3,1), cuyas
descriptores son muy similares, con una proporcién menor de epidemias de
pardmetros (5,1) (éstas forman una suerte de grupo de transicién entre los
tipos (2, 1), (3,1) y los tipos (10, 1), (20, 1)).

Para medir el error de clasificacion se utilizaron tres criterios distintos:

1. “Error duro”: Si la realizacién recibe una etiqueta distinta a la de su
tipo real, se contabiliza un error.
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Figura 14:

Media e IC 0.95 (Mu=20, Sigma=5)
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2. “Error ponderado”: Cuando el arbol de clasificacién tiene hojas que
no son puras, por ejemplo un 49 % de realizaciones del tipo (2,1), el
resto (3, 1), puede suceder que un dato (realizacién) del tipo (2,1) sea
asignado a dicha hoja, con lo cual sera clasificado como (3,1). En vez
de incrementar el contador de errores en una unidad, lo incrementamos
en 0.51 unidades, por cuanto el algoritmo no estuvo tan errado.

3. “Error suave” En este caso se cuenta un error solamente cuando la rea-
lizacion va a dar a una hoja donde no hay nadie de su mismo tipo.

A continuacion los resultados sobre los datos reservados para testear para
los grafos 2000B y 2000d.

Grafo 2000B : Por ejemplo, el arbol construido con la muestra L (Figura
16, parametro hojamin = 4) tiene 6 hojas, 5 de las cuales son puras. Excepto
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Figura 15:
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en un nodo, siempre se utiliza el atributo 1 para partir. La raiz se divide en
los nodos 2 y 3.

El nodo 2 se divide en la hoja 4 (pura, 15 realizaciones del tipo (5,1) y
el nodo 5, el cual tiene mezcla de realizaciones (10,1) y (20,1) .

El nodo 3 se divide en la hoja 6 (pura, 18 realizaciones del tipo (3,1)) y
el nodo 7, el cual tiene mezcla de realizaciones (2,1) y (3,1).

El nodo 5 se divide en las hojas 10 (pura, 14 realizaciones del tipo (10, 1))
y 11 (pura, 9 realizaciones del tipo (20, 1)).

El nodo 7 se divide en las hojas 14 (7 realizaciones, 57.1 % tipo (2, 1), el
resto (3,1)) y 15 (pura, 10 realizaciones del tipo (2,1)).

De los 10 datos de la muestra de testeo T, 9 de ellos son correctamente
clasificados. El tnico error es en un individuo del tipo (2,1) , que es correc-
tamente etiquetado en la hoja 14 como (2, 1), pero como dicha hoja tiene un
42.9% de casos (3,1), el contador de errores ponderados se incrementa en
0.429. El saldo final es: error duro 0, error ponderado 0.0429, error suave 0.
Otras corridas muestran performances similares.
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Figura 16:
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Grafo 2000d: Construimos un arbol (Figura 17) con la correspondiente
muestra L con 75 realizaciones y hojamin = 4. Dicho arbol tiene 6 hojas, tres
de las cuales son puras, otra casi pura y las dos restantes con dos poblaciones
en proporciones 60/40. El atributo elegido para partir siempre es el 2 (grafica
cantidad de casos vs. tiempo).

La raiz se divide en los nodos 2 (33 realizaciones, impureza=0.48) y 3 (42
realizaciones, impureza= 0.53).

El nodo 2 se divide en los nodos 4 (hoja con 20 realizaciones, 95 % tipo
(2,1) y el resto (3,1)) y 5 (hoja pura con 13 realizaciones tipo (3,1)).

El nodo 3 se divide en los nodos 6 (19 realizaciones, impureza=0.18) y 7
(23 realizaciones, impureza=0.15).

El nodo 6 se divide en los nodos 12 (hoja pura con 14 realizaciones tipo
(5,1)) v 13 (hoja con 5 realizaciones, 2 del tipo (10,1) y 3 del tipo (5,1)).
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El nodo 7 se divide en los nodos 14 (hoja pura con 18 realizaciones del
tipo (10,1)) y 15 (hoja con 5 realizaciones, 3 del tipo (10,1) y 2 del tipo
(20,1)).

De los 10 datos de la muestra de testeo, 9 son correctamente clasificados.
El tnico error es un (3,1) que es clasificado como (5, 1). Los errores duro,
ponderado y suave son respectivamente 0.1, 0.005 y 0.

Figura 17:

Raiz (75 casos)
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Agregacion de predictores
Pequenos cambios en la muestra L pueden producir arboles muy distintos,
los cuales daran predicciones distintas sobre a cual hoja debe ir un nuevo
dato (fenrheno conocido como inestabilidad). Dada la inestabilidad del arbol
, se emplea el método Bagging ( Bootsrapagregating) para tener un predictor
estable: Una vez elegidas L y T, fabricamos muestras bootstrap (remuestras
con reposicién) de L con las cuales hacemos los correspondientes arboles de
clasificacion. Se asignan los datos de T a las hojas correspondientes usando
cada arbol y luego se da una asignacién final usando voto mayoritario.

Grafo 2000B: Las remuestras se toman de L (75 realizaciones) y el
testeo se hace con T (10 realizaciones). Los datos mal clasificados por voto
mayoritario suelen ser aquellos correspondientes a epidemias (2,1), (3,1) (al
ser muy parecidas entre si es de esperar ese tipo de errores) y eventualmente
(5,1), las que por ser una suerte de transicion entre las epidemias “suaves”y
las mas “virulentas”, puede llegar a clasificarse erréneamente como (10,1) o
(20,1).

A modo de ejemplo, ejecutando 5 veces el método Bagging con 10 corridas
cada vez, los errores de clasificacién por voto mayoritario en c¢/u de las 5
ejecuciones son respectivamente 0.20, 0, 0, 0 y 0, dando una media de 0.04 .
Esto muestra que 10 corridas ya producen un buen resultado.

Sin embargo observemos que cada vez que ejecutamos el Bagging cambian
la muestra L de la cual luego se toman remuestras, asi como la muestra T que
se usa para testeo. Repetimos ahora las 5 ejecuciones del Bagging pero con
20 corridas cada uno, en cada una de las cuales las remuestras se hacen sobre
la misma L, y los testeos con la misma T. El error de clasificacién medio por
voto mayoritario es de 0.06.

Grafo 2000d: Las remuestras se toman sobre una muestra L de 70 rea-
lizaciones, el testeo se hace sobre una muestra T de 30 realizaciones. El
parametro hojamin se fij6 en 10. Esto provoca que muchos de los arboles
tengan cuatro hojas, y como son cinco etiquetas esto implica que las reali-
zaciones de la muestra T que posean una etiqueta para la cual no hay hoja
con la misma etiqueta seran todas mal clasificadas.

Cuando hacemos 20 iteraciones, obtenemos una tasa de error de 0.1 : dos
realizaciones del tipo (2, 1) que son clasificadas como (3, 1) y una realizacion
(20,1) clasificada también como (3,1). Tanto el atributo 1 como el 2 son
utilizados, algunos con mayor frecuencia segtn el arbol. En algunos arboles
se usa casi exclusivamente el atributol, en otros se usa casi exclusivamene el
atributo 2.
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Observaciones

1. El algoritmo reconoce los distintos tipos de epidemias y las agrupa
razonablemente bien, a pesar de lo exigiio de la muestra de entrena-
miento (75 casos de 500). Asimismo clasifica razonablemente bien los
casos para testear.

2. Esto alienta la idea central de asociar a un proceso estocdastico un vector
de funciones como descriptor.

6.2.2. Regresion

Ejemplo 1): Comentaremos el caso de parametros y = 5, o = 1, por ser
una suerte de caso “intermedio”entre las epidemias suaves y las més virulen-
tas. Los resultados para una muestra de entrenamiento de 100 realizaciones
se ven a continuacion (ocurrieron epidemias en 94 casos). Se fijé el tamano
minimo de una hoja (hojamin) en 12 realizaciones, de modo que el algoritmo
elige agrupar realizaciones minimizando la impureza pero se detiene si dicha
disminucién entrana subdividir un grupo en subgrupos de menos de 12 rea-

lizaciones, o si la ganancia en disminucién de la impureza es menor a 0.05.
n

Como medida de impureza se tomé Z(yl —7)2
i=1

De los 100 realizaciones de la raiz, 24 van a parar al nodo 2 (que es una
hoja) y los restantes van al nodo 3. Se muestra el nodo 2 (Figura 18) con un
valor promedio para el maximo de y = 1497
El nodo 3 se parte segtin el atributo 2 en los nodos 6 (hoja con 22 realizaciones
e y = 1486, Figura 19) y el nodo 7.

El nodo 7 a su vez se subdivide en los nodos 14 y 15 (hoja con 19 realiza-
ciones e Y = 1459). La Figura 20 muestra las realizaciones de la hoja 15. El
nodo 14 se subdivide en las hojas 28 (14 realizaciones e y = 1485, Figura 21)
y la 29 (18 realizaciones e y = 1473, Figura 22). Se muestran ambas hojas,
siempre con las realizaciones media y mediana. Notemos que el algoritmo
reconoce subgrupos entre los 100 casos “(5-1)”.

Ejemplo 2): Ahora haremos una regresién con una muestra L confor-
mada por 75 realizaciones de los 5 tipos ((2,1),(3,1),(5,1), (10,1) y (20, 1)).
La muesta T consta de otras 10 realizaciones. El tamano minimo de un nodo
se fij6 en 8 realizaciones. La devianza (dispersion) inicial del nodo raiz es de
44.980.125. Este nodo raiz se divide en los nodos 2 y 3, con devianzas de
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Figura 18: Hoja 2
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1.402.055 y 3.097.483 respectivamente. El atributo segun el cual se efectia
el split es el 1 en casi todos los casos.

El Nodo 2 (44 realizaciones) se parte en los nodos 4 (hoja) y 5 mediante
el atributo 1. La devianza del nodo 4 es 4.837, tiene 14 realizaciones y el
valor promedio del pico epidémico es y=1.483,7.

El nodo 5 (27 realizaciones) tiene una devianza de 55.984, y se parte
segtn el atributo 1 en los nodos 10 y 11, ambos hojas. La hoja 10 tiene una
devianza de 679, 17 realizaciones y un valor y=1.807. La hoja 11 tiene una
devianza de 80, 10 realizaciones e y=1.901.

El nodo 3 (31 realizaciones) se parte en los nodos 6 (hoja) y 7 mediante
el atributo 1. La devianza del nodo 6 es 6.300, tiene 9 realizaciones e y=705.

El nodo 7 (22 realizaciones) tiene devianza 7.266,5 y se parte mediante
el atributo 2 en los nodos 14 y 15, ambos hojas. La devianza del nodo 14 es
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Figura 19:

Hoja 6 con realizaciones media y mediana
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11, tiene 13 realizaciones e y=1,61, mientras que la devianza del nodo 15 es
4.948,2, tiene 9 realizaciones e y=22,44.

Notemos las fuertes caidas de la devianza en cada particion, siempre de
al menos un orden de magnitud. El proceso de partir cada nodo se detiene
por el requerimiento de poblacién minima de 8 casos por nodo antes que por
la pureza del mismo.

Con este arbol testeamos los 10 realizaciones de la muestra T. Recordemos
que en regresion a cada realizacién se le asigna como etiqueta el valor del
maximo de su curva casos vs. tiempo. La tabla 6.2.2 muestra los valores de
los picos de las realizaciones (yindiv), el valor medio del pico de la hoja a la
que fue asignado (yhoja) y el numero de dicha hoja.
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Figura 20:

Hoja 15 con realizaciones media y mediana
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Figura 21:

Hoja 28 con realizaciones media y mediana
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6.2.3. Vacunacion

Los mejores blancos para vacunar deberian ser aquellos grupos de nodos
con mayor participacion en cuanto a aristas en el total de aristas del grafo. Si
ademads fuera importante el tamafio de la poblacién a vacunar (por disponerse
de una cantidad limitada de vacunas, por ejemplo), parece razonable preferir
- entre grupos con igual peso en cuanto a aristas - al de menor peso en cuanto
a nodos.

Una medida para comparar grupos teniendo en cuenta ambos aspectos
puede ser el cociente entre el aporte de aristas del grupo y el aporte de nodos
del mismo. Un grupo porcentualmente menor en cuanto a realizaciones pero
con gran participacion de aristas tendrd un cociente mayor que otro grupo
con mas nodos pero mas ralo en cuanto a aristas.

Sin embargo no importa solamente la cantidad de aristas, también la “ca-
lidad” de las mismas. Esto es, si un grupo de nodos tiene muchas aristas pero
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Figura 22:

Hoja 29 con realizaciones media y mediana
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estas son mayoritariamente “internas”o “locales” (vinculan nodos del mismo
grupo de modo que dicho grupo estd muy cerca de conformar un grafo com-
pleto), entonces el vacunar a dichos nodos no va a minar la estructura de
aristas del grafo en la medida en que lo podria hacer otro grupo de nodos cu-
yas aristas fueran mayoritariamente hacia nodos de otros grupos (ver seccién
2.3.2).

Es como tener un grupo cerrado de individuos que solamente se relacionan
entre si. Aunque la cantidad de contactos (aristas) entre ellos pueda ser alta,
son aristas internas o endogamicas, por lo que la remocién del citado grupo
no afectara de manera perceptible al resto del grafo.

Es de esperar que los nodos de grado mas alto participen mas de la epide-
mia que los nodos de grado mas bajo, pero en las epidemias mas virulentas, si
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comparamos el grado de los nodos infectados con los de la poblacién entera,
la distribucion de frecuencias no parece ser muy distinta.

La epidemia no parece preferir a los nodos con un gran niimero de aristas
(grado), por cuanto el porcentaje de los mismos respecto de la poblacién
infectada es practicamente el mismo que el de todos los nodos con igual
grado respecto de la poblacién total antes de la epidemia (Figuras 23 y 24).

Surge entonces la duda sobre si no sera la fuerza de la epidemia la que
al contagiar a casi toda la poblacion produce ese efecto igualitario, segin el
cual el grado de los nodos no parece ser relevante (aunque si podria serlo la
topologia del grafo).

Podria pensarse que en lugar de vacunar a la poblacién con mayores
contactos (los nodos de grado més alto), una alternativa podria ser enfocarse
en la poblacion que representa la mayoria de los nodos infectados, por cuanto
si se elige un individuo al azar, es mas probable que pertenezca a dicho grupo.

La epidemia se propaga por las aristas, pero la vacunacion tiene lugar en
los nodos. Desde el punto de vista de minar la estructura de aristas del grafo
,dard lo mismo eliminar un cierto porcentaje de las mismas inmunizando
los nodos de mayor grado que si lo hacemos con nodos de grado mas bajo?
Cabe pensar que si el costo de vacunar no es relevante, es mejor juntar dicho
porcentaje de aristas entre los nodos de grado méas bajo (que son los mas
numerosos) que entre los de grado alto (que son menos).

Investigaremos el punto mediante simulaciones en los grafos 2000B y
2000d. Aplicaremos dos estrategias de vacunacion distintas. Primero vacu-
naremos todos los nodos de grado mas alto, hasta detectar en que momento
dejan de ocurrir epidemias.

A continuacion calculamos el porcentaje de aristas que dichos nodos re-
presentan en el total de aristas del grafo, y vacunamos una parte del grupo
mayoritario (en frecuencia) hasta igualar el aporte de aristas.

Luego corremos 100 simulaciones de cada caso y comparamos la epide-
mia media de cada caso con la media cuando no hay vacunacién alguna.
Haremos esto para epidemias desde las méas virulentas hasta las més suaves.
Hasta lo mejor de mi conocimiento este tipo de comparaciéon de estrategias
de vacunacion y su relacién con la topologia del grafo, introducen un enfoque
alternativo en el estudio de este tema.

Grafo 2000B
En el grafo 2000B, la distribucion de nodos y otras caracteristicas segin su
grado se recoge en la tabla 6.2.3:
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Tabla 6.1.4
Grado Nro.nodos | frec.nodos | Nro.aristas | frec.aristas | frec.aristas/frec.nodos
1 212 0.1060 212 0.0301 0.2840
2 446 0.2230 892 0.1267 0.5682
3 486 0.2430 1458 0.2071 0.8523
4 338 0.1690 1352 0.1920 1.1361
5 235 0.1175 1175 0.1669 1.4204
6 144 0.0720 864 0.1227 1.7042
7 74 0.0370 518 0.0735 1.9865
8 35 0.0175 280 0.0397 2.2686
9 16 0.0080 144 0.0204 2.5500
10 11 0.0055 110 0.0156 2.8364
11 1 0.00055 11 0.00156 2.8364
12 2 0.0010 24 0.0034 3.4000
Efglobal 0.1707 Eflocal 0.0026

Los pesos relativos de cada grupo de nodos de igual grado respecto del

total de nodos del grafo, asi como de las aristas de dicho grupo en el total de
aristas del grafo se ven en la Figura 28.

Los nodos de grado alto pesan mas en cuanto a aristas que en cuanto a
nimero. El grupo mayoritario en ntimero de nodos es también el que tiene
mayor peso individual en aristas.

Si inmunizamos a todos los nodos de grado mayor o igual a 5, entonces
no ocurren epidemias. Lo mismo ocurre cuando inmunizamos a todos los de
grado mayor o igual a 6 (representan el 14.15% de la poblacién de nodos y
el 27.68 % de la de aristas). Recién comienzan a ocurrir epidemias cuando
inmunizamos a todos los nodos de grado mayor o igual a 7.

Esto ya nos dice el importante rol jugado por el conjunto de nodos de
grado mads alto: Los nodos de grado mayor o igual a 6 son 283 (el 14.15% de
la poblacién), con cuya inmunizacién no ocurren epidemias.

Si por el contrario inmunizamos 283 nodos del grupo mayoritario (el
30.36 % de los nodos de grado 2 y 3 y el 14.15% del total) y corremos
100 réplicas de la epidemia, observamos en primer lugar que ocurren epi-
demias. éstas son de menor cuantia, comparables e incluso menores al caso
de pardmetros (10, 1) como se aprecia en la Figura 29 (el pico epidémico de
la epidemia media es de 1805 casos). Esto sugiere que a igual peso en cuanto
a cantidad de realizaciones, es mas eficiente vacunar a aquellos de grado mas
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alto (no ocurrieron epidemias en las 100 corridas).

Ahora vacunaremos grupos iguales en cuanto a peso en aristas. Para for-
zar la epidemia, inmunizaremos a los nodos de grado mayor o igual a 7. Los
mismos son 139 nodos con 1087 aristas que representan el 6.95% del total
de nodos y el 15.44 % del total de aristas. Para igualar el peso en aristas en
los dos grupos mayoritarios en cuanto a nodos (los de grado 3 y 2 respectiva-
mente), inmunizamos el 46.25 % de los mismos (431 nodos, el 21.55% de la
poblacién) y corremos 100 simulaciones de cada caso con pardmetros (20, 1).
Las epidemias medias se muestran en la Figura 30.

La epidemia media para la vacunacién del grupo de grados 2 y 3 es menor
aunque se inmunizé al 21.55 % del total de nodos frente al 6.95% que repre-
sentan los nodos de grado mayor o igual a 7. Tenemos una diferencia de 97
casos (un 5.40 % menos) contra el triple de realizaciones vacunados. Ahora
veamos el comportamiento en el caso de pardmetros (10, 1) (Figura 31).

En epidemias menos virulentas, donde el efecto igualador de la fuerza de
la epidemia es menor, la diferencia a favor de vacunar los nodos de mayor
grado deberia ser mayor.

Veremos para el caso de pardametros (5,1) (Figura 32).

Notamos que la diferencias entre los resultados de ambas politicas de
vacunacion es ahora menor que en el caso (20, 1). Cuando vacunamos dentro
del grupo mayoritario de realizaciones (los nodos de grados 3 y 2) el pico
epidémico se da antes que cuando vacunamos los nodos de grado més alto.
Esto sugiere que la conectividad del grafo se ve menos afectada en el primer
caso que en el segundo.
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Grafo 2000B: Distintas estrategias de vacunacion

2000

1900 —

1800 —

1700~

1600 —

1500 —

1400 —

1300

1200 —

1100 —

1000~

900 —

800 —

700 —

600 —

500 —

400 —

300—

200 —

100 —

Rojo: epidemia media de 100 corridas con parametros (20-1)
vacunando los 139 nodos de grado mayor o igual a 7

(6.95% de los nodos,15.44% de las aristas)

Azul: epidemia media de 100 corridas con parametros (20-1)
vacunando 431 nodos de grados 2y 3

(21.55% de los nodos, 15.44% de las aristas)

Verde: epidemia media de 100 corridas con parametros (20-1)
sin vacunacion

1800

Tiempo

Grafo 2000B: Distintas estrategias de vacunacion

100

1700

1600 —

1500 —

1400 —

1300—

1200~

1100~

1000~

900 —

800—

600 —

500 —

300—

200—

100 —

Rojo: epidemia media de 100 corridas de parametros (10-1)
vacunando los 139 nodos de grado mayor o igual a 7

(6.95% de los nodos, 15.44% de las aristas)

Azul: epidemia media de 100 corridas de parametros (10-1)
vacunando 431nodos de grados 2 y 3 (21.55% de los nodos, 15.44%
de las aristas)

Verde: epidemia media de 100 corridas de ‘pardmetros (10-1) sin
vacunacion

83
Figura 31:

100



Figura 32:
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Ahora el caso de pardmetros (3,1) (Figura 33).

Notamos que a medida que la epidemia es menos virulenta, la estrategia
de vacunar los nodos de grado mas alto es cada vez mas efectiva frente a la de
vacunar nodos de los grupos mayoritarios. Asimismo la curva media cuando
vacunamos al grupo mayoritario suele tener su maximo en tiempos anteriores
al de la media, mientras que al vacunar el grupo con mayor grado los tiempos
se retrasan. La epidemia avanza y concluye antes para la primera estrategia
que para la segunda. Esto sugiere que el grafo queda mas desconectado al
remover un porcentaje de aristas a través de nodos de grado alto que el
mismo porcentaje a través de nodos de grado bajo.

Grafo 2000d En el grafo 2000d, la distribucion de nodos y otras carac-
teristicas segun su grado se recoge en la tabla 6.1.5

Tabla 6.1.5
Grado Nro. nodos | frec.nodos | Nro.aristas | frec.aristas | frec.aristas/frec.nodos

1 2 0.0010 2 0.0001 0.1000
2 48 0.0240 96 0.0069 0.2875
3 135 0.0675 405 0.0291 0.4311
4 249 0.1245 996 0.0717 0.5759
5 316 0.1580 1580 0.1137 0.7196
6 290 0.1450 1740 0.1252 0.8634
7 249 0.1245 1743 0.1254 1.0072
8 173 0.0865 1384 0.0996 1.1514
9 153 0.0765 1377 0.0991 1.2954
10 119 0.0595 1190 0.0856 1.4387
11 92 0.0460 1012 0.0728 1.5826
12 64 0.0320 768 0.0553 1.7281
13 35 0.0175 455 0.0327 1.8686
14 31 0.0155 434 0.0312 2.0129
15 14 0.0070 210 0.0151 2.1571
16 14 0.0070 224 0.0161 2.300
17 12 0.0060 204 0.0147 2.4500
18 0 0 0 0 0

19 2 0.0010 38 0.0027 2.700
20 0 0 0 0 0

21 2 0.0010 42 0.0030 3

Efglobal 0.2565 Eflocal 0.0079
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Los pesos relativos de cada grupo de nodos de igual grado respecto del
total de nodos del grafo, asi como de las aristas de dicho grupo en el total de
aristas del grafo se ven en la Figura 34.

De nuevo en el caso mas virulento (= 20,0 = 1) no ocurren epidemias
si removemos los nodos de grado mayor o igual a 6 (que ahora representan el
62.5 % del total de nodos y el 77.85 % del total de aristas). Si removemos los
nodos de grado mayor o igual a 7 (920 nodos con 9081 aristas, que representan
el 48 % del total de nodos y el 65.33 % del total de aristas),entonces ocurren
epidemias. Esto implica un fuerte grado de conexién en el grafo, mayor que
el del grafo 2000B.

Para igualar el porcentaje de nodos acudiendo a los nodos de los grupos
mayoritarios en frecuencia, miramos los nodos de grados 4 al 7, (1104 nodos
con 6059 aristas que representan el 55.2 % del total de nodos y el 43.59 % del
total de aristas).

Marcamos como removidos 920 nodos de dicho grupo (83.33 % del gru-
po, 48 % de la poblacién total) y corremos 100 réplicas de la epidemia. Los
resultados se muestran en la Figura 35, junto con la epidemia media cuando
no hay vacunacion.

Al igual que en el grafo 2000B, la estrategia de vacunar los grupos mayo-
ritarios en cuanto a nodos ofrece mejores resultados que vacunar los nodos
con mayor cantidad de aristas, siempre en el contexto de forzar la epidemia.
Es claro que si vacunamos todos los nodos de grado mayor o igual a 6, no
ocurren epidemias.

Una posible explicacion puede ser que aunque los nodos de grado mayor
o igual a 7 representan mas aristas que los nodos de grados 4 al 7, muchas de
estas aristas son de caracter “interno ”, por lo que su eliminacién mediante
la vacunacion de los nodos correspondientes no mina tanto la conectividad
del grafo como cuando removemos los nodos de grados 4 al 7.

Claramente la disminucién es mas espectacular cuando removemos 920
nodos elegidos entre aquellos pertenecientes a los grupos de mayor frecuencia
(los de grado 4 al 7) que si removemos la misma cantidad exclusivamente
entre los de grado 7 en adelante. Esto sugiere que los nodos de grado mas
alto tienden a conectarse entre ellos, por lo que gran parte de las aristas
eliminadas al inmunizar a dichos nodos serian aristas “internas”.

Para epidemias de pardmetros (10, 1), de nuevo al remover todos los nodos
de grado mayor o igual a 6 no ocurren epidemias. Las mismas comienzan
a darse cuando removemos todos los nodos de grado mayor o igual a 7.
Repetimos las estrategias de vacunacion: removemos todos los nodos de grado
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mayor o igual a 7, y removemos el 83.33% de los nodos de grado 4 al 7,
comparando ambas estrategias. Los resultados se muestran en la Figura 36.

Para epidemias de parametros (5,1) obtenemos la Figura 37.

El panorama es similar al caso anterior, lo que era de esperarse si en
efecto la topologia es la causante. Recién para epidemias menos virulentas
(donde el grafo formado por los nodos infectados y las aristas por las cuales
se dan los contagios difieren mas del grafo preexistente sobre el cual se da la
epidemia), cabe esperar que la influencia de la topologia sea menor.

Para los casos de parametros (3,1) y (2, 1), las Figuras 38 y 39 nos mues-
tran los resultados.

En la medida que la epidemia es menos virulenta y la influencia de la
topologia del grafo es menor, la estrategia de vacunar los nodos de mayor
grado pasa a ser mas eficiente que la de vacunar en los grupos mayoritarios.

Grafo 2000 la distribucién de nodos y otras caracteristicas segin su

grado se recoge en la tabla 6.1.6.

Tabla 6.1.6
Grado nro. nodos | frec.nodos | nro.aristas | frec.aristas | frec.aristas/frec.nodos

1 38 0.0190 38 0.0038 0.1998
2 194 0.0970 388 0.0388 0.3996
3 324 0.1620 972 0.0971 0.5994
4 345 0.1725 1380 0.1379 0.7992
5 374 0.1870 1870 0.1868 0.9990
6 272 0.1360 1632 0.1630 1.1988
7 196 0.0980 1372 0.1371 1.3986
8 123 0.0615 984 0.0983 1.5984
9 59 0.0295 531 0.0530 1.7982
10 28 0.0140 280 0.0280 1.9980
11 25 0.0125 275 0.0275 2.1978
12 11 0.0055 132 0.0132 2.3976
13 4 0.0020 52 0.0052 2.5974
14 4 0.0020 56 0.0056 2.7972
15 0 0 0 0 0

16 3 0.0015 48 0.0048 3.1968

Efglobal 0.2158 Eflocal 0.0043

Los pesos relativos de cada grupo de nodos de igual grado respecto del
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Grafo 2000d : Distintas estrategias de vacunacion
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Figura 38:

Grafo 2000d: Distintas estrategias de vacunacion
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Figura 40:

Grafo 2000: Pesos relativos de nodos y aristas
02
I I I I I
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total de nodos del grafo, asi como de las aristas de dicho grupo en el total de
aristas del grafo se ven en la Figura 40.

En el caso més virulento (pardmetros (20, 1)), cuando removemos todos
los nodos de grado mayor o igual a 5 no ocurren epidemias. Estos nodos
(1099, un 54.95% del total de nodos) tienen 7232 aristas, un 72.25 % del
total de aristas. Si removemos 1099 nodos de los grupos mayoritarios (los
nodos de grados 3 al 6, que son 1315) y corremos 100 simulaciones para el
caso de pardmetros (20, 1), obtenemos el resultado medio que se aprecia en
la Figura 41.

Cuando removemos todos los nodos de grado mayor o igual a 6, ocurren
epidemias. En este panorama forzado estos nodos (725 nodos, un 36.25%
del total), representan 5362 aristas, un 53.57 % del total de aristas. También
removeremos 725 nodos de los grupos mayoritarios, los nodos de grados 3 al
6 (el 55.13 % de ellos, con aproximadamente 3227 aristas). Los resultados se
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Figura 41:

Grafo 2000 : Diferentes estrategias de vacunacion
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aprecian en la siguiente Figura 42.

Repetimos para parametros (10, 1) (Figura 43).

Ahora para pardmetros (5,1) (Figura 44).

Al igual que en los casos anteriores, en la medida que la epidemia es
menos virulenta la diferencia entre las dos estrategias se va atenuando. De
nuevo puede interpretarse como sintoma de una gran proporcién de aristas
internas entre los nodos de mayor grado.

Para el caso de parametros (3, 1) la Figura 45 muestra los resultados.

Y para el caso (2,1), la Figura 46 muestra los resultados.

6.2.4. Conclusiones

Si bien la estrategia de remover aquellos nodos con mayor ntmero de
aristas es la mas efectiva, no lo es tanto como cabria esperar. El éxito de la
estrategia alternativa, donde se remueven los nodos mayoritarios en niimero
y no tanto en contribucion de aristas al grafo, puede explicarse en base a la
baja eficiencia local de los tres grafos aleatorios considerados.

Esta caracteristica, mas propia de grafos puramente aleatorios que de re-
des small-world (ver seccién 2.3.2) nos dice que dichos grafos son altamente
sensibles a la remocién de vértices, sin importar demasiado el grado del mis-
mo. Cuando la epidemia es menos virulenta, el peso de la topolgia subyacente
a la red disminuye, y entonces la estrategia de remover los nodos con mayor
grado vuelve a ser efectiva.

6.3. Simulaciones en una red de grafos aleatorios
6.3.1. Descripcion

Ahora formamos una red de 5 grafos aleatorios (2000B,2000d,2000,20008,2000)
a los que llamaremos Sitio 1, Sitio 2, Sitio 3, Sitio 4 y Sitio 5 respectivamen-
te. En cada iteracion existe una probabilidad de que un nodo de un grafo se
conecte aleatoriamente con un nodo de otro grafo (si pensamos en ciudades
e realizaciones, es la probabilidad que tiene un individuo de viajar a otra

ciudad).
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La matriz de probabilidades es

0,9970 0,0007 0,0010 0,0007 0,0006
0,0007 0,9910 0,0017 0,0050 0,0017
0,0010 0,0017 0,9948 0,0013 0,0013
0,0007 0,0050 0,0013 0,9922 0,0008
0,0006 0,0017 0,0013 0,0008 0,9957

Corremos 100 simulaciones para cada uno de los cinco casos. Esto es, se
introduce un infectado (caso cero) elegido al azar entre los 10000 nodos (o sea
elegido al azar en una de las 5 redes o ciudades), con un tiempo de vida como
infeccioso sorteado de la distribucién normal de parametros (u, 1) donde p
toma los valores 2,3,5,10,20. Se toma el méaximo entre dicho valor y cero
para evitar tiempos de vida negativos.

Ahora cada realizacién es el resultado de simular una epidemia sobre
una red formada por 5 grafos interconectados, al cual le asociaremos como
descriptores las graficas numero de infectados vs. tiempo para cada grafo. De
este modo cada realizacion tiene 5 atributos que son la evolucién temporal
de la epidemia en cada grafo.

Como las trayectorias para cada grafo en general se extinguen ya para t =
60 (Figura 48), truncamos los 5 atributos y los dejamos de longitud 60. Cons-
truimos arboles de clasificacién, donde ahora la similitud entre realizaciones
estara dada por la suma de las similitudes para cada atributo. La figura 47
muestra una realizacién para cada uno de los casos (2,1),(3,1), (5,1), (10, 1)
y (20, 1), mientras que la figura 48 muestra todas las realizaciones.

Esto es, dos realizaciones seran similares si la suma de las DTW ( ver
seccidn 3.3.2) entre sus correspondientes atributos es pequena. De este modo
para que dos corridas (realizaciones) sean similares, la evolucién temporal de
la epidemia en el grafo 1 tiene que haber sido similar en ambas corridas, lo
mismo en el grafo 2, etc.

Asi, no alcanza con que en dos corridas se haya observado una conducta
similar en alguno o algunos de los 5 grafos, sino que pediremos un parecido
global, parecido en cada grafo. Si pensamos que cada corrida es una fotografia
de 5 ciudades, querremos que dos fotos sean similares si son similares en cada
ciudad. En la Figura 49 se muestran dos realizaciones del tipo (3,1).

La poblacién consiste de 500 realizaciones, cada uno con 5 atributos de
longitud 60. Tomamos una muestra al azar de 100 realizaciones con la cual
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hacemos Bagging (seccién 6.2.1). Recordemos que partimos a la poblacién
en una muestra L de entrenamiento y otra muestra T de testeo.

Hacemos n remuestras de L y con cada una de ellas fabricamos el pre-
dictor (arbol de clasificacién). Luego usamos dicho arbol para clasificar a los
realizaciones de la muestra T (la que permanece fija) y contamos los errores
de clasificacién (usamos el error duro, seccién 6.2.1). Luego promediamos los
errores.

Por ejemplo, para L y T con 65 y 35 realizaciones respectivamente, si
repetimos 10 veces el procedimiento anterior (n = 10) , con el pardmetro
hojamin = 10 (esto es, si un nodo es tal que al partirlo resulta uno de sus
hijos con menos de 10 hojas, no se le parte). El error duro promedio es de
0.028 (una realizacién del tipo (3,1) que es erréneamente clasificada como
(2,1)). Algunos de los 10 arboles que votaron se muestra en las Figuras 50 y
51.

Si ahora tomamos L y T con 70 y 30 realizaciones respectivamente, n = 15
y hojamin=10, el error duro promedio es de 0.066 (dos realizaciones de tipo
(2,1) que son clasificadas como (3,1)). Las Figuras 52, 54 y 57 muestran
algunos de los 10 arboles que votaron.

6.3.2. Observaciones

A pesar de lo exigiio de las muestras y de que en este caso pedimos que
para considerar similares a dos realizaciones los 5 atributos de uno de ellos
se parezcan uno a uno a los correspondientes atributos del otro, encontra-
mos que el clasificador agrupa correctamente los distintos tipos de epidemias.
Los errores de clasificacién (estamos usando el error duro) son entre reali-
zaciones de tipos similares, la agregacion de predictores o “comité de exper-
tos” (seccién6.2.1) formado por los n clasificadores no confunde las epidemias
suaves con las fuertes.

En el capitulo 7 brindaremos las conclusiones finales de este trabajo en ba-
se a los resultados experimentales obtenidos. Introduciremos ademés algunos
puntos a tener en consideracion como trabajo futuro; puntos que considera-
mos relevantes para enriquecer la linea de investigacion aqui establecida.
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Figura 54:

Figura 55: Arbol con L = 70, hojamin = 10
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7. Conclusiones

Los resultados (tanto de clasificacién como de regresiéon) validan la idea de
asociar a un proceso estocastico un vector de atributos o descriptores funcio-
nales a los cuales se puede aplicar luego herramientas de machine learning.
Esto permite hacer grupos (clusters) de epidemias, asi como predicciones
mediante regresion.

Los resultados muestran que los descriptores utilizados (distribucién de
los grados de los nodos infectados y numero de casos/tiempo) son adecuados
para describir y caracterizar una epidemia sobre un grafo aislado, al menos
si la topologia de la red permanece fija durante el proceso.

La topologia de la red juega un rol fundamental. Una explicacion del éxito
relativo de vacunar tomando como poblacién objetivo los nodos mas abun-
dantes en vez de aquellos con mayor grado es la combinacién de eficiencias
globales altas y eficiencias locales bajas (seccién 2.3.2).

En particular, como la mera distribucién de frecuencias de los grados de
los nodos no alcanza para caracterizar la topologia, es necesario contar con
algoritmos que permitan generar grafos aleatorios cuya estructura local refleje
adecuadamente diversos tipos de redes sociales, con alta eficiencia global y
local.

Asimismo las herramientas utilizadas muestran una buena performance
al utilizarlas para comparar epidemias cuando en lugar de un grafo aislado
tenemos varios grafos con una interconexién aleatoria.

Como trabajos a futuro quedan la aplicaciéon y profundizacién de estas
herramientas, asi como el desarrollar algoritmos que permitan generar grafos
aleatorios que no solamente tengan una distribucién de grados prefijada, sino
también caracteristicas tales como la eficiencia global y local, permitiendo
capturar mejor las diversas caracteristicas de redes reales.

En la medida que las redes sociales reales puedan ser adecuadamente
modeladas por grafos aleatorios, las simulaciones permitiran estudiar las ver-
siones virtuales de epidemias reales. Esto permitird ensayar medios de pre-
vencién y control, insumo indispensable para disenar estrategias adecuadas.
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