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Resumen

En este trabajo realizaremos una demostracion del Teorema de la Variedad FEstable, para
difeomorfismos C* Anosov, f : M — M, en variedades (M) riemanianas, conexas, com-
pactas. Las técnicas serdn del tipo de las usadas en [1], el método se basard fundamen-
talmente en el uso de formas cuadrdticas y funciones de Lyapunov asociadas al cardcter
Anosov del difeomorfismo y a la condicion de compacidad de la variedad M , a diferencia
de las demostraciones tradicionales basadas en métodos analiticos.
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1. Introduccion 2

1. Introduccion

Dada una variedad M , C*°, riemaniana , conexa y compacta y f : M — M un difeo-
morfismo C", r > 1, Anosov, realizaremos una demostraciéon del Teorema de la Variedad
Estable.

Definimos conjunto estable de x como :
W (@) = (e € M/ lim d(f"(z), "(z.)) = 0}

En el mencionado teorema se establece que W#(z) es una sub-variedad C* de M y
T.W*(z) = S,

Donde S, corresponde a la Definicién 2.1 (ver 2. DEFINICIONES) al subfibrado S en
el punto z.

Las demostraciones tradicionales de este teorema implican el uso de alguna condicion
invariante cumplida por la érbita de los puntos del conjunto Estable, en el método de
Hadamard se utliza el Teorema del Punto Fijo de Brouwer en un espacio funcional apropi-
adamente construido (se trata de demostrar la existencia de un grafico invariante bajo f
aplicando el mencionado teorema a un operador conveniente, mas conocido como Trans-
formacién de Graficos , o en inglés Graph Transform), también existe el llamado método
de Perron, el mismo aplica sobre un operador no lineal que actia sobre un cierto espacio
funcional el Teorema de la Funcién Implicita.

En nuestro caso el hilo de la demostracién es fundamentalmente geométrico utilizandose
técnicas similares a las desarrolladas en [1].

Trabajaremos con la suspensiéon M =(M, f) y con el flujo ¢ de la misma, llamaremos
M;=¢,(M). Las propiedades de las funciones de Liapunov que derivan de la calidad Anosov
de f, o sea una funcion real, continua V definida en un entorno de la diagonal en M x M,
tal que V(z,2)=0 , v € M y V(f(z), f(y))-V(z,y)>0 para cada (z,y) en ese entorno,
con x # y (asi como de la compacidad de M), y que son extensibles a la suspension M,
asegurandonos la existencia de funciones de Liapunov para el flujo de la suspensién ¢, o
sea funciones reales diferenciables, V' definidas en un entorno de la diagonal U;M; x M;,
con V(x,2)=0, con V(x,y) y V(z,y) positivas para z # y, siendo V la derivada de V a lo
largo de ¢, nos permitiran caracterizar el comportamiento dindmico de los puntos que en
las suspension se mantienen en las cercanias de la érbita de un punto cualquiera x de M.
Trabajando en la suspension M definimos conjuntos del tipo :

Ki(z) = {y € M/ V((é(x,1),y) < k}. (1.1)
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Figura 1: El “tubo ”C

Donde V' es una funciéon de Liapunov asociada a la suspension M:(M, fly k>0
convenientemente elegido. A medida que transcurre el tiempo ¢, podemos pensar que los
K, forman un “tubo ”C alrededor del flujo de x.

Para fijar ideas, manejémosnos por un instante como en R”.

El eje de la demostracion es:

Dado x € M , para todo y del subespacio estable de x , en las cercanias de x, existe
un tnico z en el subespacio inestable de y que se mantiene en el tubo C para todo t > 0.
La demostracién de la existencia del tal z, se hace por el absurdo. Si dado y no existiera el
tal z, entonces todos los puntos del subespacio inestable de y se salen del tubo C en algin
momento. Consideremos ese tiempo de salida para todos esos puntos. El mismo es una fun-
cion continua de la posicién inicial de cada punto con respecto a x, nos permitira construir
una contraccién entre la Bola y la esfera, arribando a un absurdo y por lo tanto quedando
probada la Existencia.

Con respecto a la Unicidad del tal z, la prueba consiste en suponer que para un y sufi-
cientemente cercano a x, existen dos z en el subespacio inestable de y, tales que sus flujos
permanecen en el tubo C, digamos z; y 29. Si B es la forma cuadratica que caracteriza
a f (debido a su condicién Anosov, [1]), se cumple que para todo y en un entorno de x
es B,,(z2 — z1) > 0. Como B es creciente [1], esto implica que z; y z2 se alejan entre si,
lo cual es absurdo dado que por hipdtesis de absurdo se mantienen ambos en el tubo C
para todo t > 0. De esta forma, encontramos una correspondencia biunivoca y continua
entre los vectores del Subespacio Vectorial Estable S, C T,M y los puntos del conjunto
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estable de x en M, W#(x), la que nos permitird concluir que el mismo es homeomorfo a
RP, p=dim(S,), y por lo tanto es una subvariedad de M.

Finalmente y una vez mas usando las propiedades de las funciones de Liapunov de-
mostraremos que T, W?#(z)=S5,.
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2. Definiciones.

Consideremos M una variedad C'*°, riemaniana , conexa y compacta. Y sea f : M — M
un difeomorfismo C”, r > 1, denotaremos el mapa tangente de f como f’.

Definicién 2.1 f es Anosov si se cumplen las siguientes condiciones:

» Kl fibrado tangente T'M admite una descomposicién en suma directa de dos sub-
fibrados Sy U , TM = S @& U invariantes bajo f’.

= Existen ntmeros positivos A, K, 0 < A< 1, tal que Vn >0 :
1) ()l < KAM[|s[| Vs € Sy, [[(F7) ()] < KA [Jul| Vu € U

Definicién 2.2 Una funcién B : TM — R se llamara forma cuadrdtica si B, = Blr, s €s
una forma cuadratica en el espacio vectorial T, M.

Definicién 2.3 Diremos que B es no degenerada si para cada x € M, B, es no degenerada.
Definicién 2.4 B es positiva , B > 0 si B,(v) >0Wv e T,M ,v#0yVe e M.

Definicién 2.5 PullBack, f*(B) eslaforma cuadrdtica definida por : f*(B),(v) =By f'(v)
,xeM,veTl,M

Definiciéon 2.6 Sea M:Mf la suspension de (M, f) bajo la funcién constante 1, ¢ es el
flujo de la suspension , asumimos que M también estd dotada de una métrica riemaniana.
Identificamos M con p(M x {0}) siendo p la proyeccién de M x R sobre la suspensién
M, le llamamos M, a la variedad M,=¢,(M). M se obtiene de M x [0,1] identificando
pares de puntos de la forma (z,1) y (f(z),0) para x € M , el flujo de la suspension ¢,
estd determinado por el campo ”vertical” 5 ‘5 en M.

Definicién 2.7 Decimos que V definida en un entorno de la diagonal U;M; x M; es
una funcion de Liapunov para el flujo ¢ definido en 2.6 , si es una funcién real , con-
tinua con V(z,2) = 0 y tal que la derivada de V a lo largo del flujo ¢ , V(z,y) =
limyo 1V (é(2, 1), d(y,t)) — V(x,y) existe y es continua.

Notation 2.8 Sea V/(x,y) una funcién continua, anotamos V(z, ) a la primera diferencia

en (z,y): V(x,y)=V(f(2), f(y)) = V(z.y).

Definicién 2.9 Decimos que una funcién V' real continua, definida en un entorno de M X
M es de Liapunov para f si V(z,x) =0Vx € M y V(z,y) > 0six #y.
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Definicién 2.10 Mapa exponencial: exp, : 4 C T, M — M dado por exp,(v)=~(1) ,
donde v es la geodésica con v(0)=z , ¥(0)=v ( ver [3])

Notation 2.11 Dados dos puntos x e y en M, anotaremos P, al transporte paralelo desde
x hasta y a través de la geodésica v entre esos puntos , P, : T, M — T, M.
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3. Resultados previos

3.1 Sea f: M — M difeomorfismo Anosov. Entonces existe un entero positivo m tal que
Vee M ,YoeTM, ||v]#0,|[(f") ()| > 2|v|] para algin n con |n| = m.

3.2 Sea f: M — M difeomorfismo C", r > 1.
Entonces f es Anosov si y solo si existe una forma cuadrativa continua no degenerada
B:TM — R tal que f*(B) — B >0
Obs.: Durante la demostracién del directo, se ve que la siguiente expersién para la
B cumple con el enunciado: B(u) = > ||(f™") ul||* — ||(f!)'||* Esta forma cuadratica
induce otra forma cuadratica A , definida positiva y tal que f*(A) — A = B.
La demostracién del reciproco se basa en demostrar que los subespacios

Sy ={veT,M/B(f")v<0;n>0}

U,={veT,M/B(f")v>0;n<0}

Son los subespacions del T, M invariantes bajo la aplicaciéon tangente y que cumplen
con las propiedades de 2.1

3.3 Sea f : M — M difeomorfismo C", r > 1 , Anosov. Entonces existe un nimero real
£ > 0y una funcién real , continua V' definida en :

A={(x,y) e M x M/x,yeMt,tE]R,dist(x,y) < p}

Tal que V(z,z) =0, V(x,y) > 0si z # y y tal que

V(z,y) = lim - (V(o(z.1), (y.1) — V(1))

t—0 t

V(o) =t 1 (V0o 0).0(0.1) = Vi)

t—0

son continuas y tienen las siguientes propiedades:

3.3.1 V(z,y) >0siz #y.

3.3.2 Existen p > 0 y para cada x € M subespacios gx , Ux , S’m é Ux =T,M,
para x € M,; continuos en z y tal que si v € S, (U,) , 0 < ||v]] < p entonces

V(z,exp,v) <0 (resp. > 0).
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3.3.3 Se cumplen adicionalmente una cualquiera de las siguientes dos condiciones

(Condicién de Regularidad):
= Para cada x € M , S, intersecta trivialmente al espacio tangente en x € M,
de cualquier variedad contenida en {y € M,;/V (z,y) > 0}.

= Paracadaz € M , U, intersecta trivialmente al espacio tangente en x € M,
de cualquier variedad contenida en {y € M;/V (z,y) < 0}.

En [1] , pags. 201 y 202 , durante la demostraciéon del Lema 4.2 | se realiza una con-
struccion que permite afirmar que siempre podremos encontrar una funcién con todas las
caracteristicas de 3.3 , lo que haremos en este trabajo es repasar una posible obtencion de
la V' en la suspensién M.

Esta sera la funciéon V' que interviene en el Lema de Existencia.

Como f : M — M es Anosov, sabemos que exiten las formas cuadraticas B y A , segun
3.2.

Consideremos A, entorno de la diagonal de M x M | supongamos que existe V : Ay — R,
continua, tal que: V(z,2) =0y V(x,y) > 0si z #y.

Definimos A como en 3.3 y consideremos p la proyeccion en la suspension definida en
2.6.
Nos valdremos de una funcién real, C* | creciente , ¢(s) definida en 0 < s <1 tal que:

q(0) = 0, q(1) = 1, ¢™(0) = ¢™(1) =0, n = 1,2... , a los efectos de definir una
funcion auxiliar W A R de la siguiente forma:

W (z,y) = W(p(zo,t), p(yo,t)) = (1 — q(t))V(zo,y0) + q¢(#)V(f(0), f(y0))

W es continua y para x # y suficientemente cercanos se cumple que :

W(qb([[), 1)7 ¢(yv 1)) - W([L‘,y) >0

si observamos que

W(e(z,1),é(y, 1)) = W(z,y) = (1 = q(t))V(zo, y0) + a(t)V(f (o). f(v0))
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Lema 3.1 Sea U: A — R Si U(z,y) = fol W(p(x, —s), d(y, —s))ds =

U($a y) = W(l‘,y) - W(qb(l” _1)a ¢(y7 _1))

Demostracion:
Segun 3.3:
Ule,y) = lim o (U6, 6(.1) — Ulr,y))
- g%l W((a,t — 5), 6yt — 5)) — W (d(x, —5), d(y, —s))ds
_ / Wi L 6(y, —s))ds
= W(o(x,—s), 6(y, —s))|!

Definamos entonces V : A — R, V(z,y) = U(z,y), por 3.1, es V(x,y) > 0si z # y.

Consideremos la funcién V' : A — R definida de la siguiente forma:

Vp(a, s),p(y, ) = V(z,y) + / V(b ), oly, 1) dt

v V(xo,y0) = Asott + Ap-1,,(f 1) u ,con u = exp,yo€ Ty La definicion de V(zo,yo) ¥
el hecho de que V(z,y) > 0 si & # y, nos aseguran que V(z,y) > 0si z # y y que V sea
definida positiva en A.

Nos sera de utilidad obtener una expresion para V(:co, Yo)-

V(wo, o) = / W ({0, ), b0, —5))ds
- / WO (w0). 1 — ), (" (90), 1 — 5))ds
- / (1= q(u))V(F ™ (@o). f~w0) + 2(u)V (20, yo)du

0

V(. p) / (1 — q(u))du¥ (o), £~ ()
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Sustituyendo esta expresién de V(zo,40) y la correspondiente de V(¢(xo, s), d(vo, 5))
en

/0 V(60 5), Sy, 5))ds = V(6(0,2), dlyos 1)) — V(0. 30)

se obtienen las siguientes expresiones para V(z,y) :

Vo) = VO, o) + | (1 g(u))du + / 1 d(0)u]| 7). )
+ {/th(u)dul V (2o, %0)

y también:

Vi) = Vi) 1) = [ [ aies [0 - atwan] FGon)
= [ 0= gt 9 . )
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Veamos cémo definir los subespacios invariantes mencionados en 3.3.2:
Observamos que si v = ea:p;(lxo)f(yo) € Sty = V(f(xo), f(yo)) <0

= V(xo, expy (1) (v) < 0 = V (2, exprt(f1)'(v) <0

~

= definiendo S,, = (f71)'St(z0) ¥ coherentemente §¢_t(x0) = ¢S4

obtenemos los subespacios que cumplen que si o € S, = V(x, exp,v) <0 (3.3.2).
Ambas definiciones son consistentes con S,, ® U,, = T, M o lo que es lo mismo:

FUsr a0y © (F ) Spao) = Tee M
Pues si asi no fuera, existirfa v € T,yM v # 0y v € f'Up-1309) N (1) Stao)
Sea w = f'v € Ty M
= W € Sf(mo) N (f2)/Uf—l(x0) =dze Uf—l(zo) /w = (fQ)IZ.
2 € Us-1(z9) = Bf-1(z)(2) > 0 = como B es creciente

= Bi(20)((f?)'2) = By(z)(w) > 0 pero esto es absurdo ya que es w € Sp(zy).

De aqui en mds llamaremos S, ( U,) a S, ( U,)cuando trabajemos en la suspension ,
a los efectos de no entorpecer la notacion y tendremos como hipétesis general:

M una variedad C'*°, riemaniana , conexa y compacta y f : M — M un difeomorfismo C",
r > 1, Anosov.
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4. Lemas

Lema 4.1 Euxiste I' entorno de x € M /¥y € I y para cualesquiera z; y zo € I’ con uy y
uy € Uy (u; = exp, 2,1 =1,2) y con a = exp,'z = B.,(a) > 0.
Demostracion:

Caso 4.2 y==x

Como B es continua , tiene un minimo pu, en la Bola Unidad en U,

B Ug — Up
[z — |
— por la continuidad de B , 3T, entornode x € M /sip e ', = % > Ly, €N

particular si z; € ', sera
B, (UQ - Ul)

>
uz — w2~

Si adicionalmente I', C en un entorno totalmente normal (o sea tal que es normal para
cada uno de sus puntos, o lo que es lo mismo exp. es un difeo en todos ellos) de x, si
z9 € I';, nos estaremos asegurando la identificacion de us — u; = u con a a través de un
homeomorfismo como sigue:

Sean g: U, - U, y h:U, = T, M definidas de la siguiente forma:

g(u) = exp;1z1 +u

h= exp;ll 0 exp, o g

Vemos que con b y g asi definidas: h(u) = a, h(0) = 0 y como (dexp,)o = Id
— (dh)o = (dexpz_l1>21 . (dexpat)qu . (dg)o = Id + ¢

Por lo que para I, suficientemente pequeno : h(u) = u + 6(u) con ||0(u)|| < ||u|.
En esas condiciones siendo ® la forma bilineal asociada a B:

B.,(a) = B., (u+0(u)) = B, (u) + B, (0(u)) + 20(u, 0(u))

Podemos asegurar que B, (6(u)) + 2®(u, 0(u)) > §||ul|* , para 21, 29 en T, con § suficien-
temente pequerio de forma que y, + 8 > 0 = B, (a) > (pz + 0)|lul* > 0, cqd.
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Caso 4.3 y#x:

Como los subespacios inestables U son continuos, 3 I, entorno de x en M / Vy € I,
se cumple que el minimo de B en la bola unidad de U, es > pu, — ¢ con € > 0 pequeno,
por lo tanto si considero I' = I', N[, podemos hacer el mismo razonamiento que en el caso
anterior cuando 21 y 29 € I' con u; € U, , sustituyendo p, por p, — €.

Lema 4.4 de Unicidad

_ Parareyen M, seaV:MxM— R una funcion continua, tal que : V(z,z) =0,
V(z,y) = V(f(2), f(y)=V(z,y) > 0siz £y, seak >0yK,(z) ={pe M/V(f"(z),p) <

k} con k /| Ky C en un entorno totalmente normal de x.

H:3z yzekKy/f"(z) eK,Vn>0 i=1,2, V(z1,29) >0
T: 21 = 29.

Demostracion:

Consideremos para cualquier n la diferencia

V(" (21), ["(22)) = V(e 22) = V(f"(21), f(22)) = V(" (=), /77 (22)
+ V" =) S (z2) = V(S (1), f(22))
— V(Zl,ZQ) >0

Por lo tanto V(f"(z1), f™(22)) > V(z1, z2) > 0 por H = por la continuidad de V, 3 p > 0
Jdist(f"(z1), f"(22)) > p ¥ n > 0.

Ademas por H, f"(z;) € K, (z)¥n > 0, consideremos entonces la diferencia

V(™ (), /" (21)) = V(f"(x), ["(22))]

Asumiendo para fijar ideas que V(z, z5) < V(z, 21), se cumple que

V(™ (), ["(21)) = V(["(2), [ (22)] < [k = V(z, 2)| =
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Por lo tanto existe € > 0 tal que dist(f™(z1), f"(22)) < e Vn > 0.

Sea m = min {V(x,y)} con (z,y) € {M x M , p < dist(z,y) < e} = m > 0 ya

que V(z,y) > 0siz #y.

Considero nuevamente

V(f”(»’«“l)»f”(%))

V(™ (1), ["(22)) = V("7 (z1), [ (22)
V(" =) f7 7 (z2) = o = V(f(21), f(22))
V(f(21), f(22)) = V(z1, 22) + V(z1, 22)
V(z1,2)+m-(n—1) >0

v + +

= limy—0o V(f"(21), f"(22)) = o0 lo cual es absurdo ya que V estd acotada en A, entorno
de la diagonal de M x M. Por lo tanto z; = z5 cqd.
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5. Demostracion del Teorema

Teorema 5.1 Sea M una variedad C*°, riemaniana , conexa y compacta y f : M — M
un difeomorfismo C", r > 1, Anosov. Definimos conjunto estable de x:

W) = {a. € M : lim d("(@). f"(x.)) = O}

Entonces:
W?(z)es una sub-variedad inmersa de M (5.1)

T,W*(z) = S, (5.2)

Coémo vamos a probar 5.1:
Sea V' la funcion definida en un entorno de la diagonal de la suspensién de M, tal como
se establece en 3.3, V : A — R. Definimos K;(z) = {y € M/V(¢(z,t),y) < k} con k
elegido convenientemente para que Ky esté totalmente contenido en un entorno de z en M
que nos asegure las condiciones de unicidad requeridas en la presente demostracion. Para
demostrar que W?*(z) es una variedad, realizaremos los siguientes pasos:

» Veremos que los puntos de Ky que permanecen en K; V. ¢t >0 € W¥(x).

» Consideraremos U,, el subespacio inestable en 7T),M , de un punto cualquiera y € K
con wy, = exp, 'y € S,.Demostraremos que en la proyeccién sobre K, via exp, de U,
hay un tnico punto z tal que ¢(z,t) € KVt > 0.

= Lema de Existencia : Demostraremos para cada y en un entorno de x , la existencia
del tal z.

= Unicidad: Demostraremos para cada y en un entorno de x , la unicidad del tal z.

» Concluiremos que W*(z) es una sub-variedad de M, ya que es el grifico de una
funcién continua y es por lo tanto homeomorfo al dominio de la misma.

Lema 5.2 de Existencia:
Para un punto cualquiera y € Ky con Wy = exp;ly € S,, queremos probar que 3z € Ky
con exp,'z =u € Uy, /¢(2,t) € K;Vt >0
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Figura 2: obtencion de z

Demostracion:
Sea vy = exp, 'z. Haremos esta demostracién por el absurdo .
La negacién de la condicién de Existencia implica que para todos los y € Ky con w, € S,
todos los puntos z € Ky con exp, '2 = u € U, en algtin momento abandonan K;.
Sea 7 = 7(vg) ese instante, veremos que es una funcién continua que vale cero si z € § K.
LLamamos v, = exp;(lw)qb(z, 7), llevamos v, a T, M via ¢’ _, lo proyectaremos sobre
U, segin P,S,, construiremos asi una funcién a en T, M que nos permitird llegar a una
retraccion entre la Bola y la Esfera, lo cual es absurdo.
Con lo cual quedara probada la existencia del tal z.

Instante de Salida

Sean B, = {ve T,M/V(x,exp,v) <k} y B, ={u e U,/ V(x,expyu) <k}
Definicion del instante de salida:
(z,t) e Ky 0<t<rT

¢
7 =T(w)/ o(z,t) € Ky t>T1

= Si Vg € 0B, :>7'(U0) =0
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" @)
(Z2,Z,27) (Z" @)

VAR ERANE B

Figura 3: 7

Consideremos F(s) = V(é(z,s),d(z,5)) = F(0) = V(z,2) > 0 , adicionalmente si
y=x ,8iug € 0B, = Ju, = minvoeanV(x,z) > 0.
Por la continuidad de V, 3 entorno de /Yuyg € 6B, es V(y,z) > iz, para K, conveniente,
= F(0) > 0 = F(s) no tiene méximo en s = 0 = F(s) > k para s > 0= 7(vy) = 0 cqd.

» Sivy € B, — 6B, = V(¢(x,t), d(2, 1)) < ksit<T1(vg)

Siwvy € B, —0B, = V(z,2) < k = como V > 0, quiere decir que hasta 7(vy), ¢(z,1)
se mantuvo en Ky, o sea V(¢(z,t),d(z,t)) < k si t < 7(vp).

En cualquiera de los dos casos, la continuidad de 7 es una consecuencia inmediata de
la continuidad del flujo ¢.

Definicién de la Proyeccién sobre U, segin FP,S,

Podemos definir A, : U, — U,, homeomorfismo, de la siguiente forma: dado v € U,,
hy(u) = >, uj(uj, Py(u)) con {u}} base de U,
Definamos

E={velT,M/v=uv &vy,v1 €PSy,va=hy(u),u U}

P:E— E,P(v) =vy = hy(u)
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Figura 4:

Construccién de o

Para uy € By sea a : B, — E, a(uy) = P(P,¢" v;) + (Id — P)P,vy, a no se anu-
la nunca, para eso basta ver que P(P,¢’ v;) no se anula nunca, esto es asi, pues de lo
contrario

d)/_T’UT €S, = v, € S¢(x,7) = V(gb(l‘, 7—)7 ¢(Z7T)) <0

pero V(¢(x,7),p(z,7)) = k y vimos que si t < 7 = V(¢(z,1),¢(2,t)) < k por lo tanto
hemos llegado a un absurdo puesto que V > 0.

Adicionalmente « es continua, ya que IP es una proyeccién , 7 es continua , ¢’ es continua
pues ¢ es el flujo de la suspension de f que es C”

A través del transporte paralelo de a(ug) desde y hasta x a lo largo de la geodésica que los
une (P, ") obtenemos un vector o(ug) en T, M.

Haciendo exp, ' o exp, 0o (ug) obtenemos ((ug) € Ty,M —{0} y como § : B, — T,M —{0}
es continua y es tal que si uy € B, es B(ug) = uy (ya que en ese caso es 7 = 0), =
podemos en funcién de 8 construir una retracciéon entre la bola y la esfera tal como sigue
y por lo tanto llegando a un absurdo.
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Construccién de retraccion entre la bola y la esfera

En efecto, si d = diam(B,) , considero en T, M la bola B’ de centro y y radio d' > d
elegido lo suficientemente grande para que g : B’ — B’ esté bien definida:

g9(u) = { 51(3) Z ;gy Sea entonces r : B' — T, M — {0}, /r(u) =d’ -

retraccién de la bola B’ en su borde, lo cual es absurdo, por lo que queda demostrado el
5.2.

es una
||g ||

Lema 5.3 de Unicidad SiVy € Ko, con exp,'y € S,, Iz € Koy con exp,'z € U,/ ¢(z,t) €
K, ¥t > 0 entonces z es unico.

Demostracion:
Supongamos por el absurdo que existen dos puntos z; y z3 en las condiciones del Lema de
Existencia.
Si definimos V(z,y) = B,(exp,'y) , por Lema 1 = B, (a) = V(z1, z2) > 0.
Ademss , V(z,y) > 0siz # y.
Como por hipétesis ¢(z;,t) € KVt > 0 = Vn > 0 se cumple que V(f"(x), f"(z)) < k
Como

V(™ (@), f*(z) = V(" @), [ (=) +/0 V(o(f" " (x), 8), o(f" (21), 8))ds < k

V(N @), S (=) + QU2 (@), 77 (=0)) + QU ), S (=)
<k—V(" V), f”*l(zi))

Siendo Q = f L[y a(w)du]ds y, @ = fo fo w)du — [ q(u)dulds.
Py S
Llaméndole K!, = {f"(z) € M/V(f"(z), f"(2)) < k'}
= si ¢(z;,t) € KVt > 0 = f"(z) € K ¥n > 0 = podemos aplicar el lema de Unicidad
(Lema 2) concluyendo que z; = 2.
Queda entonces bien definida una funcién j : S, — M, entre los w, € S, y los puntos
ze Ky [o(zt) e Ky ¥Vt >0, lamisma estd dada por j(w,) = exp,u.
Tal como comentamos al inicio de la demostracion, si z € K es tal que

o(z,t) € KVt > 0=z € W¥(x)
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En efecto, si d(f"(z), f"(2)) - 0 = 3 p > 0 tal que d(f"(z), f*(z)) > p¥n > ny, como
¢(z,t) € KyVt > 0 = por la continuidad de V', existe € > 0 /d(f"(x), f*(z)) <e ¥Vn >0.
Si

m = min{V(x,y), (z,y) € M x M/p < d(z,y) < e}

llegamos a que V(f"(z), f*(z)) > V(z,z) + m(n — 1) y por lo tanto V(f"(x), f*(z)) = oo
cuando n — oo lo cual es absurdo por def. de z.

El conjunto de los z es el grafico de la funcién j, que es continua ( dada un sucesién
wy,, — w, esto implica necesariamente que j(w,,) — j(w,) porque si asi no fuera
estarfamos en contradiccién con la unicidad de z ya demostrada.

Por lo tanto W*(z) N Ky es homeomorfo a R? N exp,' Ky (¢ = dimS,), por lo tanto W*(x)
es una subvariedad de M .
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5.2: T,W3(x)=25,.
Demostracion:

Sea z € Ko/ ¢(z,t) € K; ¥Vt >0 = como Vie,y)>0siz#y
= V(f*(z), ["(2)) <0Vn > 0.
Recordemos la expresion de V' :

V(™). () = V(). f(2)) — / (1 - q(w)duV (" (), f*(2))
De donde: )
VO (o), £ (=) + / Q) duV (" (z), f7 () < 0

Definamos V(z,y) = B,(exp,'y).
Consideremos entonces una sucesién convergente a x de puntos z;, con v; y vy, unitarios,
colineales con exp;'z; y exp;(lx) f(z) respectivamente.

Siz; — x, = vy, = f'v; +0(v;), en tales condiciones entonces serd Bya—1(,)(f" 1) v; <0
para 0 < n < n,.

Sea m > 0 , fijo , cualquiera.
Cuando v; = v, m < n; Vi suficientemente grande y en ese caso sera Bfm—l(x)(fm_l)lvi <0,
= lim; oo Bpm-10)(f™")'v; <0, 0lo que es lo mismo Bym—1,)(f"')v <0, = v € S,
el que como se establece en [1] varfa continuamente con z.
Con lo que queda demostrado.
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