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Resolución del problema de radiosidad
utilizando matrices de rango bajo

Resumen

Esta tesis estudia la resolución del problema de radiosidad utilizando
matrices de rango bajo. Los métodos de radiosidad forman parte de
las técnicas de iluminación global, que tratan el problema de la gene-
ración de imágenes que contemplan la reflexión de la luz en los objetos
de una escena gráfica tridimensional. En el problema de radiosidad, se
considera que la reflexión de las superficies es exclusivamente lamber-
tiana -superficies opacas que reflejan la luz de manera uniforme en todas
direcciones-. Los métodos de radiosidad son utilizados en el diseño ar-
quitectónico, en las animaciones digitales y en el diseño de escenarios
tridimensionales para videojuegos, entre otras aplicaciones. Para re-
solver el problema de radiosidad existen múltiples técnicas, basadas
principalmente en la resolución de un sistema lineal de grandes di-
mensiones. El componente de la matriz del sistema que expresa las
propiedades de la escena es una matriz densa, por lo que su construc-
ción, almacenamiento y utilización al resolver el problema de radiosidad
plantea problemas informáticos de relevancia. En este trabajo se plantea
la sustitución del componente mencionado por una aproximación de
rango bajo, con la finalidad de simplificar la construcción del sistema
lineal, reducir el volumen de información almacenada y reducir la com-
plejidad de la resolución del sistema lineal. La propiedad de coherencia
espacial permite deducir que la matriz sustituida tiene rango numérico
bajo. La tesis presenta un relevamiento de técnicas para la construcción
de aproximaciones de rango bajo y propone dos algoritmos eficientes con
tal fin. Asimismo, se proponen metodoloǵıas iterativas y directas para
la resolución del nuevo sistema lineal para escenas en blanco y negro,
en color, estáticas –donde sólo vaŕıan las fuentes de luz– y dinámicas
–que incluyen el movimiento de objetos–. El análisis experimental de
los nuevos algoritmos muestra que los planteos realizados posibilitan el
desarrollo de aplicaciones interactivas en tiempo real que utilicen las
técnicas de radiosidad de rango bajo.

Palabras Clave: Radiosidad, tiempo real, coherencia espacial, matri-
ces de rango bajo
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2.2. Radiosidad: aspectos f́ısico-matemáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2.1. Consideraciones básicas de la luz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.2. Unidades f́ısicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.3. La interacción de la luz con los objetos . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.4. Las ecuaciones integrales de la luz . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3. Resolución de la ecuación de radiosidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3.1. Integración basada en reglas de cuadratura . . . . . . . . . . . . 14
2.3.2. Integración basada en elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.3. Integración basada en Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4. Aplicación del método de Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4.1. Cálculo de los factores de forma . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4.2. Propiedades de R y F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5. Resolución de la ecuación matricial de radiosidad . . . . . . . . . . . . . 26
2.5.1. Métodos de relajación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.5.2. Métodos no estacionarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.5.3. Métodos jerárquicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.6. Trabajos relacionados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.6.1. Antecedentes de coherencia en computación gráfica . . . . . . . . 34
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de vida Mariela, que ha sido la base de la familia mientras yo andaba distraido (más
distraido), haciendo garabatos en hojas sueltas, de mal humor y llevando la compu a las
vacaciones, entre otros desaires ingratos. Como hijo de una familia con padre, madre,
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en todo momento a pesar de ya no estar.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En los últimos treinta años, la computación gráfica ha tenido un importante de-
sarrollo potenciado por tres fuerzas principales: la facilidad intŕınseca de las personas
de comprender y manipular elementos visuales; el incremento a tasas exponenciales de
la potencia gráfica de las computadoras; y el desarrollo de metodoloǵıas y algoritmos
gráficos eficientes. Entre las metodoloǵıas y algoritmos gráficos desarrollados, poseen
relevancia aquellos que buscan resolver o simular la iluminación global de una escena,
es decir, generar imágenes que contemplen la reflexión de la luz en los objetos de una
escena, el transporte de la luz en medios participativos, etc. Los métodos de iluminación
global a su vez pueden dividirse entre aquellos f́ısicamente realistas, que están asentados
sobre principios f́ısico-matemáticos extraidos de la realidad, y aquellos que logran re-
sultados efectistas que a “simple vista” parecen realistas, pero que adolecen de defectos
importantes.

El método de radiosidad es una de las técnicas pioneras de iluminación global
f́ısicamente realistas. El método surgió como una variante de las técnicas empleadas para
el estudio de la transferencia de calor a través de la radiación térmica. En el método
de radiosidad se propone una formulación general de la iluminación global, donde las
superficies poseen reflexión difusa lambertiana y se excluyen aquellas superficies que
tienen componentes de reflexión especular. Esta restricción no ha invalidado su uso en
diversas áreas como el diseño arquitectónico, el desarrollo de peĺıculas animadas y el
diseño de escenarios tridimensionales para videojuegos.

Formulado como un problema matemático, el problema de radiosidad para una
escena implica hallar la función solución de una ecuación integral de Fredholm de se-
gunda especie. Una ecuación de Fredholm puede ser transformada en una ecuación con
operadores lineales, que en su versión discreta se transforma en un sistema de ecuaciones
lineales. Con estas transformaciones, el cálculo de la radiosidad de una escena pasa a
ser el cálculo de la incógnita de un sistema lineal.

Transformar el problema de radiosidad continuo en un sistema lineal tiene carac-
teŕısticas particulares, surgiendo inconvenientes propios de la técnica. La transformación
de la escena cont́ınua en otra compuesta por poĺıgonos (parches) con caracteŕısticas espe-
ciales debe contemplar la minimización del error inherente al proceso de discretización,
obligando a utilizar entre miles y millones de parches en escenas sencillas. Por otra parte,
las matrices que se construyen a partir de ecuaciones integrales suelen contener del orden
de n2 números de punto flotante no nulos, siendo n el número de parches utilizados para
discretizar la escena, lo que obliga a un manejo cuidadoso de la memoria principal y
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otros recursos computacionales. Otro inconveniente importante resulta de la resolución
de sistemas lineales de grandes dimensiones. El empleo de métodos iterativos para la
resolución de estos sistemas es un reto computacional en śı mismo. Todas estas dificul-
tades se agudizan desde un punto de vista computacional cuando se pretende resolver
el problema de radiosidad en menos de 1

20 de segundo para incluir la radiosidad en apli-
caciones gráficas interactivas que funcionan en tiempo real. Por ejemplo, en el ámbito
de la arquitectura, los iluminadores, escenógrafos, decoradores y arquitectos se benefi-
ciaŕıan con aplicaciones gráficas interactivas que les permitan experimentar con cientos
de configuraciones de luz para una arquitectura dada, sin tener que esperar algunos
segundos para el cálculo de cada radiosidad. Por último, en la búsqueda del realismo
visual la satisfacción del usuario nunca se alcanza por completo. La imagen realista de
hoy será mañana una caricatura de la realidad, por lo tanto, siempre se requerirán más
parches y menor tiempo de cálculo.

En este contexto, las técnicas de radiosidad de rango bajo proponen un enfoque nove-
doso para el tratamiento de los inconvenientes planteados. Partiendo de una geometŕıa
cualquiera, generan un sistema lineal que ocupa relativamente poca memoria y resuelven
el problema de radiosidad en tiempo real en escenarios con cientos de miles de parches.
Algunos trabajos que han incluido consideraciones sobre el rango bajo de las matrices
involucradas son los de Ashdown [2] y más recientemente los trabajos de Hašan et al.
[40] y Hašan [39].

Los trabajos previos no han aplicado métodos sistemáticos para reducir el rango de
la matriz de radiosidad, como medio para reducir la memoria necesaria para resolver el
problema de radiosidad, mejorar la eficiencia de los métodos existentes y para desarrollar
aplicaciones de tiempo real. Por lo tanto, está abierta la posibilidad de contribuir en
esta ĺınea de investigación proponiendo métodos que trabajen con información reducida
y permiten calcular iluminaciones realistas aún para escenas complejas y de grandes
dimensiones.

Esta tesis propone la sustitución del sistema lineal del problema de radiosidad por
otro sistema lineal donde la matriz densa es reemplazada por una aproximación de
rango bajo. La resolución del sistema lineal resultante posee una complejidad lineal en
escenarios con geometŕıa fija, donde sólo vaŕıan la configuración de los parches emisores.

Las principales contribuciones del trabajo son:

1. El estudio de las técnicas de radiosidad de rango bajo y un análisis de los trabajos
relacionados.

2. El estudio de las técnicas de factorización existentes para el cálculo de aproxima-
ciones de rango bajo a matrices.

3. La propuesta de dos algoritmos para realizar aproximaciones de rango bajo es-
pećıficas para las matrices surgidas del problema de radiosidad.

4. La propuesta de unas metodoloǵıas directas e iterativas para la resolución eficiente
del problema de radiosidad, para escenarios estáticos y dinámicos.

5. El análisis experimental de las técnicas propuestas, que demuestra la capacidad de
los nuevos métodos para resolver el problema de radiosidad en pocos milisegun-
dos con cientos de miles de parches, lográndose de esta manera la resolución del
problema de radiosidad en tiempo real.
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El contenido de la tesis se estructura de la siguiente manera. El caṕıtulo 2 presen-
ta una introducción al problema de radiosidad. Comienza con una descripción de los
aspectos f́ısico matemáticos de la luz más relacionados con la tesis, y continúa con la
exposición de las metodoloǵıas más generales para la resolución del problema de ra-
diosidad. A partir de la utilización de elementos finitos se establecen estrategias para
la construcción de los elementos del sistema lineal de radiosidad (llamado ecuación ma-
tricial de radiosidad). Luego de construido el sistema lineal, se desarrollan algunos de
los métodos más relevantes para la resolución de la ecuación matricial de radiosidad.
El caṕıtulo culmina con la exposición de un relevamiento de aquellos desarrollos más
relacionados con esta tesis. El caṕıtulo 3 desarrolla los conceptos principales alcanzados
en el curso de este trabajo de investigación. Comienza exponiendo el concepto de rango
bajo numérico y desarrollando algunas de las formas más utilizadas para aproximar una
matriz de dimensión n×n por otra de rango bajo. Continúa explicando una propuesta
de formulación matricial alternativa para el problema de radiosidad, basada en el uso de
matrices de rango bajo, llamada . Esta propuesta surge de la propiedad de coherencia
espacial de las escenas, que se manifiesta en el rango numérico bajo de la matriz de
radiosidad. Luego se exponen nuevas metodoloǵıas para la resolución eficiente del prob-
lema de radiosidad, incluyendo métodos iterativos y directos, que son luego ampliados
para escenas con superficies coloreadas y escenas con geometŕıa variable. Las últimas
secciones del caṕıtulo 3 están dedicadas a explicar los conceptos sobre los que se puede
desarrollar una aproximación alternativa de rango bajo a la matriz de radiosidad. Por
último se desarrollan dos algoritmos para generar aproximaciones de rango bajo a la
matriz de radiosidad. El caṕıtulo 4 está dedicado al análisis experimental, realizándose
evaluaciones de los conceptos desarrollados en el caṕıtulo 3. Se estudia la relación entre
la emision y reflexión para una escena genérica, y se realiza un análisis comparativo
de las aproximaciones calculadas por los algoritmos y las basadas en descomposiciones
tradicionales. Luego se evalúa la eficiencia computacional de uno de los métodos imple-
mentados para el cálculo de la ecuación RRB para escenas con geometŕıa fija y donde
la luz puede variar su posición. Por último, se realiza un análisis de la variación de la
matriz de radiosidad cuando la geometŕıa de la escena es modificada, y se realiza el
cálculo de la radiosidad de la escena. En el caṕıtulo 5 se exponen las conclusiones de la
investigación aśı como las principales ĺıneas de trabajo futuro.





Caṕıtulo 2

El problema de radiosidad

2.1. Introducción

La generación de imágenes realistas es el proceso informático de creación de imágenes
que son indistinguibles de aquellas surgidas de la realidad [44]. Las primeras técnicas de-
sarrolladas para la generación de imágenes realistas estaban limitadas por la tecnoloǵıa
de su tiempo y no eran más que un conjunto de “trucos” que resolvian algunos temas
puntuales. La determinación de las superficies visibles desde el punto de vista del obser-
vador, el cálculo de la incidencia directa de la luz en los objetos y los primeros cálculos
de sombras fueron grandes avances, que fueron realizados en la década de 1970 y prin-
cipios de la década de 1980 [24]. Luego, con el advenimiento de las técnicas de traza de
rayos (ray tracing) y radiosidad (radiosity), la śıntesis digital de imágenes comenzó a
generar simulaciones basadas en la f́ısica con un grado de realismo apreciables. Las
técnicas de traza de rayos y de radiosidad existieron con anterioridad a su utilización
en computación gráfica: la traza de rayos era utilizada en óptica y la radiosidad en los
problemas de transferencia de calor [15].

Las técnicas de iluminación global son aquellas que calculan la difusión de la luz
contemplando las particularidades de las escenas sobre las que actua. Con estas técnicas
se pretende lograr una precisa predicción de la luz en cada punto de una escena. Diversos
algoritmos de iluminación global se han desarrollado, la mayoŕıa de ellos basados en dos
técnicas principales ya mencionadas: las técnicas de muestreo de puntos a partir de
la traza de rayos y las técnicas de elementos finitos para el problema de radiosidad.
También existen técnicas h́ıbridas que combinan ambos métodos.

Las técnicas de traza de rayos emiten rayos infinitesimales a través de la escena.
Las primeras técnicas exitosas, desarrolladas por Whitted en 1980 [73], emiten rayos en
sentido inverso desde el observador a las fuentes de luz. Con estas técnicas, sólo se pueden
considerar reflexión y refracción en superficies especulares. Para calcular la iluminación
indirecta proveniente de superficies de reflexión difusa, cáusticas y reflexiones brillosas
(glossy) se amplió la traza de rayos de manera de incluir a los métodos de Monte Carlo,
en los que los rayos se distribuyen de manera estocástica para considerar todos los
caminos posibles de la luz [45, 49].

Esta tesis está basada en las técnicas de radiosidad, por lo tanto, en este caṕıtulo
se desarrollan sus principales conceptos básicos y se profundiza en algunos aspectos
espećıficos. El caṕıtulo comienza con una breve introducción de los aspectos f́ısicos de
la luz y de las ecuaciones integrales, que son la base del método de radiosidad. Luego
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se describen algunas soluciones a la ecuación de radiosidad, en especial explicándose
los detalles de la construcción de un sistema lineal que aproxime a su solución. Por
último, se establecen algunas metodoloǵıas para la reducción del rango de la matriz de
los factores de forma, empleadas en algunos métodos de iluminación global.

2.2. Radiosidad: aspectos f́ısico-matemáticos

Cohen et al. [15] y Glassner [28] han escrito excelentes referencias en los aspectos
f́ısico-matemáticos de la radiosidad y de la śıntesis digital de imágenes. Esta sección no
pretende abarcar la generalidad de esta temática, sino aquellos aspectos necesarios para
comprender los conceptos presentados en el resto de la tesis.

2.2.1. Consideraciones básicas de la luz

La luz es un tipo de enerǵıa electromagnética. Como tal, sus propiedades pueden ser
interpretadas de dos maneras: como ondas y como part́ıculas. Muchas de las propiedades
de la luz se pueden comprender al utilizar la metáfora de la luz como una onda que viaja
a 3×108 m/s. Algunas otras propiedades pueden ser comprendidas si se considera a la
luz como un conjunto de part́ıculas (fotones) que se desplazan por el espacio.

La luz se emite desde fuentes luminosas como el Sol, algunas reacciones qúımicas,
objetos calientes, etc. Los objetos, dependiendo de las propiedades del material, pueden
absorber, reflejar o refractar la luz que incide en ellos. Cuando la luz es absorbida por
un objeto se transforma generalmente en calor.

Cada fotón contiene una cantidad de enerǵıa que está relacionada directamente con
su frecuencia. A partir de los trabajos de Planck y Einstein [52] se puede deducir que una
lámpara de 100 Watts emite como máximo unos 2,5 × 1020 fotones por segundo. Este
número es muy alto como para realizar una simulación computacional realista de las
interacciones entre los fotones y las superficies, y es uno de los motivos del surgimiento
de la computación gráfica como el conjunto de técnicas que generan imágenes realistas
a partir de recursos computacionales limitados.

Luego de emitido un fotón, puede interaccionar con uno o más objetos y posterior-
mente, puede arribar al ojo del observador. En una escena con un observador, solo una
parte muy pequeña de todos los fotones emitidos arriba a sus ojos. De esos fotones a
su vez sólo una pequeña porción corresponde al rango de frecuencias comprendido entre
380 y 770 nanómetros, que es el rango en que el ojo es sensible a la luz. A partir de la
reacción de los ojos ante la presencia de la luz, comienza un proceso muy complejo en el
que interviene el sistema nervioso, que interpreta las señales recibidas y las transforma
en colores, formas, texturas, sensación de profundidad, etc.

No toda la enerǵıa electromagnética es percibida por la vista, y señales muy diferentes
pueden ser percibidas como iguales por el ojo humano. A continuación se brinda el
conjunto de unidades f́ısicas más representativas de la luz. Estas unidades contemplan
la luz como fenómeno f́ısico y la luz como fenómeno sensorial humano. Las unidades
a exponer son radiométricas cuando están basadas en la radiometŕıa (la ciencia que
estudia la medición f́ısica de la enerǵıa electromagnética) y fotométricas cuando están
basadas en la fotometŕıa (la ciencia que estudia la medición psicof́ısica de la sensación
visual humana producida por el espectro electromagnético) [15].
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2.2.2. Unidades f́ısicas

Existe un conjunto de unidades radiométricas y fotométricas que ayudan a medir
distintos aspectos de la luz [15, 44].

Las unidades radiométricas de enerǵıa radiante y potencia radiante (o flujo radiante)
son joules [J = kgm2/s2] y watts [W = J/s] respectivamente, en cambio la unidad
fotométrica de potencia luminosa es el lumen y la unidad fotométrica de enerǵıa luminosa
es el talbot. Una de las diferencias más notorias entre las unidades radiométricas y las
fotométricas está en que el ojo es más sensible a la luz de 550nm (color verde), que a
otras frecuencias, siendo casi insensible cerca de los extremos del espectro visible. Para
la misma cantidad de watts hay más lumens a 550nm que en otras frecuencias.

La radiancia [W/m2sr] mide la cantidad de luz que pasa a través de o es emitida por
un área particular y se emite en direcciones contenidas dentro en un ángulo sólido dado.
Se mide en watts por estereorradianes por metro cuadrado. La radiancia se utiliza para
indicar cuánta de la potencia emitida por una superficie va a ser recibida por un sistema
óptico que mira desde determinada posición. La radiancia y su equivalente fotométrico
la luminancia son buenos indicadores de cuán brillante el objeto parecerá al observador.

La irradiancia [W/m2] es la potencia radiante por unidad de área que incide so-
bre una superficie. El equivalente fotométrico es la iluminancia que se mide en lux
[lumens/m2sr].

La radiosidad [W/m2] es muy similar a la irradiancia. La diferencia es que radiosi-
dad es la potencia por unidad de área que deja una superficie. La radiosidad también es
llamada exitancia radiante. El equivalente fotométrico es la luminosidad, que también
se mide en lux.

La intensidad radiante [W/sr] es una medida de intensidad en la radiación elec-
tromagnética. Se define como potencia por unidad de ángulo sólido. El equivalente fo-
tométrico es intensidad luminosa y se mide en candelas=lumens/sr.

2.2.3. La interacción de la luz con los objetos

Cuando la luz interacciona con un objeto, es absorbida por éste o se difunde [44].
Cuando se difunde dentro del objeto, recorre parte de su interior antes de salir nue-
vamente a la superficie y continuar su recorrido (véase la Figura 2.1 (a)). Esto ocurre
principalmente en objetos translúcidos como el mármol o la piel. Se puede realizar una
simulación de este fenómeno a través de la función Bidirectional Scattering Surface Re-
flectance Distribution Function o (BSSRDF) cuya expresión se presenta en la Ecuación
(2.1), que relaciona el diferencial de radiancia reflejada en el punto x en dirección ~w
(dLr(~x, ~w)), con el diferencial de flujo incidente en el punto ~x′ y desde la dirección ~w′,
(dΦi(~x′, ~w′)). Las dos direcciones y las dos posiciones son datos de entrada, y la salida
es el cociente entre los diferenciales de radiancia reflejada y de flujo incidente.

BSSRDF (x, ~w, ~x′, ~w′) =
dLr(~x, ~w)
dΦi(~x′, ~w′)

(2.1)

La función BSSRDF es costosa de evaluar por lo que suele ser sustituida por una fun-
ción más simple, comúnmente utilizada en computación gráfica, llamada Bidirectional
Reflectance Distribution Function o (BRDF) cuya expresión se presenta en la Ecuación
(2.2).

BRDF (x, ~w, ~w′) =
dLr(~x, ~w)
dEi(~x, ~w′)

(2.2)
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La función BRDF asume que la luz incidente y la reflejada parten del mismo punto,
y establece cuál es la relación existente entre la radiancia reflejada (dLr(x, ~w)) y la
potencia recibida por unidad de área o irradiancia (dEi(x, ~w′))(véase la Figura 2.1 (b)).

(a) BSSRDF. (b) BRDF.

Figura 2.1: Modelos de interacción entre la luz y las superficies. La piel y el mármol
están mejor representados en (a) y los metales y materiales dieléctricos en (b).

Las funciones BSSRDF y BRDF brindan grandes libertades en el modelado de la
interacción de la luz con los objetos. De todas las interacciones posibles entre la luz y
los objetos, la reflexión difusa y la reflexión especular agrupan a la mayor parte de
las interacciones existentes. La reflexión difusa ocurre cuando la luz se refleja en todas
direcciones una vez que un rayo incide en una superficie, y se da principalmente en
superficies rugosas o en superficies donde la luz se difunde por debajo de la superficie
(véase la Figura 2.3 (a)). Un caso especial de reflexión difusa es la reflexión lamber-
tiana, donde la reflexión es igual en todas direcciones (véase la Figura 2.3 (b)). En la
reflexión lambertiana la radiancia es constante en todas direcciones y su valor de la ra-
diancia es proporcional a la irradiancia. El ángulo de incidencia de la irradiancia influye
debido a que cada rayo de luz incide en un área que vaŕıa de tamaño según el ángulo
de incidencia. Un haz de luz con sección igual a un diferencial de área dA interseca una
superficie con área dA/ cos θ (véase la Figura 2.2). Para un haz luminoso incidente, la
potencia luminosa que incide por unidad de área es proporcional a cos θ.

Figura 2.2: Haz de luz con área de sección dA y área de intersección dA/ cos θ.
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La reflexión especular ocurre cuando la luz incide sobre una superficie suave metálica
o dieléctrica (como el agua o el vidrio). Debido a las imperfecciones de la superficie, un
material especular refleja la luz en un pequeño cono alrededor de la dirección especular
ideal, brindando una reflexión brillante o glossy (véase la Figura 2.3 (c)). Si la superficie
es perfectamente lisa, entonces la reflexión es perfectamente especular: el rayo incidente
se refleja en la dirección simétrica respecto a la normal de la superficie, como un espejo
(véase la Figura 2.3 (d)).

(a) Reflexión difusa. (b) Reflexión lambertiana.

(c) Reflexión glossy. (d) Reflexión especular.

Figura 2.3: Distintos tipos de reflexión. Los dos tipos superiores corresponden a superfi-
cies rugosas o con difusión debajo de la superficie. Los dos tipos inferiores corresponden
a superficies metálicas o dieléctricas, como el agua y el vidrio.

En el problema de radiosidad se asume que todas las superficies de la escena tienen
exclusivamente reflexión lambertiana. Los otros tipos de reflexión son ignorados por las
técnicas de radiosidad, eliminando de esta manera la necesidad de incluir el punto de
vista del observador en la resolución de la iluminación de la escena. Por lo tanto, el uso
de la reflexión lambertiana simplifica la formulación del problema de radiosidad, como
observa en la siguiente sección. Si hay superficies con otros tipos de reflexión en una
escena, éstas son tratadas por otras técnicas y luego combinadas para generar la imagen
final.

La cantidad de luz reflejada por una superficie con reflexión lambertiana depende
exclusivamente del ángulo de incidencia de la luz y del coeficiente de reflexión difusa de
la superficie (en el caso de superficies coloreadas el coeficiente vaŕıa según la frecuencia
de la luz). El coeficiente de reflexión es un valor entre cero y uno, donde cero significa
que el objeto es un cuerpo negro que no refleja luz y uno significa que es un objeto
blanco que refleja absolutamente toda la luz que recibe.
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2.2.4. Las ecuaciones integrales de la luz

Una ecuación integral es aquella en la que existe una función incógnita dentro de
una integral. En la práctica, unas pocas estructuras generales de ecuaciones integrales
capturan la mayoŕıa de los modelos matemáticos de la naturaleza, incluyendo la ecuación
de radiosidad.

Según Glassner [28], la Ecuación (2.3) tiene la estructura general más útil para la
śıntesis de imágenes.

y(t) = g(t) + λ

∫ b

a
k(t, u)y(u)du (2.3)

En la Ecuación (2.3), la incógnita es y(t), una función real de la variable independiente
y real t. La función g(t) es llamada término libre. El valor λ es en general un número
complejo. La función k(t, u) es una función real de dos números reales y es llamada el
núcleo de la integración.

Existe una taxonomı́a de ecuaciones integrales. Por ejemplo, si g(t) = 0 en el dominio,
entonces la ecuación es homogénea. Si la integral es lineal en y(t), entonces la ecuación
es lineal. La ecuación integral es de Fredholm si la cota superior del dominio es algún
número real b, y es de Volterra si la cota superior del dominio es el punto de evaluación
t. La ecuación integral es de primera especie si la función incógnita aparece sólo dentro
de la integral y es de segunda especie si la función incógnita aparece dentro y fuera
de la integral. En iluminación global, las ecuaciones más utilizadas son las ecuaciones
integrales de Fredholm de segunda especie, lineales y no homogéneas.

La ecuación de rendering es considerada la ecuación de iluminación global más
general. Es una ecuación de Fredholm de segunda especie, publicada por primera vez
por Kajiya en 1986 [46] y que tiene la expresión presentada en la Ecuación (2.4).

I(x, x′) = g(x, x′)
[
ε(x, x′) +

∫
S
ρ(x, x′, x′′)I(x′, x′′)dx′′

]
(2.4)

En la Ecuación (2.4), el término I(x, x′) está relacionado con la intensidad de la luz que
va de manera directa del punto x′ al punto x; g(x, x′) es un término geométrico (si x
y x′ se ven vale 1/r2 donde r es la distancia entre x y x′, y vale 0 en caso contrario);
ε(x, x′) está relacionado con la intensidad de la luz emitida por x′ en dirección hacia x;
ρ(x, x′, x′′) es una expresión de la función BRDF, donde se relaciona la intensidad de
luz proveniente de x′′ que incide en x′ y se refleja en dirección a x. Las reflexiones en
las superficies consideradas en la Ecuación (2.4) no están limitadas, dado que no hay
restricciones respecto al tipo de función que debe ser ρ(x, x′, x′′).

La ecuación de radiosidad es un caso particular de la ecuación de rendering, desa-
rrollado para el caso en que las superficies de la escena tienen exclusivamente reflexión
lambertiana [15]. Al ser la reflexión lambertiana de igual intensidad en todas direcciones,
es posible simplificar la ecuación de rendering. No tiene sentido el cálculo espećıfico de la
intensidad de luz que va desde el punto x′ en dirección hacia cada x de la escena (como
en la ecuación de rendering) debido a que su intensidad es igual en todas direcciones.
Alcanza con saber cuál es la radiosidad emitida/reflejada por cada punto.

La ecuación de radiosidad tiene la expresión general presentada en la Ecuación
(2.5), que es una ecuación de Fredholm de segunda especie, donde B(x) es la radiosidad
del punto x, E(x) es la emisión del punto x y ρ(x) es la reflectividad difusa en x.

B(x) = E(x) + ρ(x)
∫
S
B(x′)G(x, x′)dA′ (2.5)
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El término G(x, x′) expresa la visibilidad y la distancia entre x y x′, de acuerdo a la
expresión de la Ecuación (2.6) donde la función V (x, x′) vale 1 si los puntos x y x′ son
mutuamente visibles y vale 0 si no lo son, y el resto de la expresión establece la relación
existente de la intensidad radiada entre los puntos, que está en función de los ángulos y
de la distancia existente entre ellos (véase la Figura 2.4).

G(x, x′) = G(x′, x) = V (x, x′)
cos θ′ cos θ
‖x− x′‖2

(2.6)

Figura 2.4: Elementos considerados para el cálculo de la función G(x, x′).

Las ecuaciones de rendering y de radiosidad expresan la conservación de la enerǵıa
luminosa en todos los puntos de una escena: la enerǵıa reflejada, absorbida y transmitida
por cada superficie y volumen de la escena debe ser igual a la enerǵıa recibida.

2.3. Resolución de la ecuación de radiosidad

La ecuación de radiosidad es dif́ıcil de calcular anaĺıticamente para la mayoŕıa de las
escenas. En las publicaciones sobre transferencia de calor existen tablas con fórmulas
complejas que expresan la transferencia de enerǵıa entre cientos de configuraciones posi-
bles de pares de elementos. Como referencias cabe mencionar a los trabajos de Siegel et
al. [64], Howell [42], y Lienhard y Lienhard [52]. En la Figura 2.5 se presenta el diagrama
y la fórmula anaĺıtica de la interacción 3D entre objetos perpendiculares.

Figura 2.5: Ejemplo de fórmula anaĺıtica exacta para la transferencia de radiosidad entre
dos objetos (figura extraida de Lienhard y Lienhard [52]).
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La utilización de las metodoloǵıas anaĺıticas en escenas con muchos elementos resulta
poco práctica. En la actualidad, los métodos anaĺıticos han sido superados por métodos
aproximados, que resuelven problemas de integración numérica utilizando la capacidad
de cálculo de las computadoras.

Para la resolución de las ecuaciones de Fredholm de segunda especie por métodos
numéricos, se han desarrollado tres ĺıneas metodológicas principales: la integración basa-
da en reglas de cuadratura, la integración basada en elementos finitos y la integración
basada en los métodos de Monte Carlo. En los métodos de integración basados en reglas
de cuadratura y en elementos finitos, se lleva la ecuación integral a un sistema lineal
que luego hay que resolver. En la integración basada en los métodos de Monte Carlo
existen heuŕısticas que eliminan la necesidad de conocer los términos del sistema lineal
para hallar la radiosidad de la escena.

A continuación se desarrollan los principios básicos de los métodos de integración
basados en reglas de cuadratura, en elementos finitos y en Monte Carlo. Luego se pre-
sentan las principales técnicas para la resolución del sistema lineal resultante.

2.3.1. Integración basada en reglas de cuadratura

La integración de la Ecuación (2.3) utilizando reglas de cuadratura o reglas de inte-
gración numérica [60] transforma la ecuación integral en un sistema lineal. Al resolver
el sistema lineal se halla una aproximación a la función incógnita (en la ecuación de
radiosidad, la función B(x)). Resulta entonces la Ecuación (2.7), donde los términos wj
son los pesos de la regla de cuadratura utilizada para el cálculo de la integral.

y(t) = g(t) + λ
N−1∑
j=0

wjk(t, uj)y(uj) (2.7)

Luego de realizada esta simplificación, se calcula la ecuación paraN puntos en t (Ecuación
(2.8)), obteniéndose un sistema de N ecuaciones presentado en la Ecuación (2.9), donde
Y contiene las incógnitas y(ti), I es la matriz identidad, K contiene los términos wjk(ti, uj)
y G se compone de los términos g(ti).

y(ti) = g(ti) + λ

N−1∑
j=0

wjk(ti, uj)y(uj), i ∈ 0 . . . N − 1 (2.8)

(I− λK)Y = G (2.9)

Este sistema de ecuaciones está generalmente bien condicionado, salvo cuando λ es muy
cercano a un valor propio de K. En el caso de la ecuación de radiosidad, λ es 1 y
el máximo valor propio de K es menor que 1 debido a la absorción de enerǵıa de las
superficies (cuanto más reflectivas sean las superficies, será más cercano a 1) [15].

Björck [9] sugiere utilizar como regla de cuadratura la regla de Gauss-Legendre,
debido a que posibilita una mayor precisión, empleando menos puntos que otras cuadra-
turas. Como la resolución del sistema lineal involucra O(n3) operaciones, donde n es la
cantidad de puntos, cualquier reducción de puntos afecta notoriamente los tiempos de
resolución del problema.
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Si el núcleo K no posee singularidades y vaŕıa suavemente en su recorrido, se fa-
cilita la obtención de resultados de buena precisión con un número reducido de puntos
utilizando reglas de cuadratura. Si, por ejemplo, K poseyera algunas discontinuidades,
éstas debeŕıan reflejarse en los puntos elegidos para su discretización, dado que debeŕıan
concentrarse los puntos cercanos a la discontinuidad para realizar un buen relevamiento
de sus propiedades. En la ecuación de radiosidad, la función K puede variar brusca-
mente y poseer singularidades, debido a la existencia de esquinas, aristas y uniones en
la mayoŕıa de las superficies de una escena. Por lo tanto, las reglas de cuadratura no son
una buena metodoloǵıa para aplicar en el problema de radiosidad.

Una vez calculados los valores y(ti) en los puntos ti, puede ser de interés calcular y
para cualquier t. En lugar de utilizar cualquier función interpolante tradicional (como
Lagrange, Hermite, splines, etc. [18]), se sugiere utilizar el método de Nyström [60]. El
método de Nyström consiste en utilizar la Ecuación (2.7) como fórmula interpolatoria.
A partir de la resolución del sistema lineal, se conocen los valores de y(uj) utilizados en
la Ecuación (2.7) y por lo tanto se conoce por completo la expresión a la derecha de la
igualdad en (2.7), con la que se puede calcular y para todo t.

En la ecuación de radiosidad no resulta tan sencillo utilizar Gauss-Legendre ni el
método de Nyström debido a que en lugar de una variable t unidimensional se trabaja
con una variable x de dos dimensiones, si se consideran sólo las superficies de la escena y
de tres dimensiones si hay medios participativos -como el humo y la niebla, que ocupan
una porción del espacio y sus puntos interiores reflejan y transmiten luz-. También hay
problemas respecto a la suavidad del recorrido de K, en especial en las aristas y uniones
de las superficies. Por lo tanto, para resolver la ecuación de radiosidad se sugiere aplicar
otros métodos, por ejemplo aquellos basados en elementos finitos.

2.3.2. Integración basada en elementos finitos

Los métodos basados en elementos finitos (MEF) son útiles en general para
el tratamiento de problemas f́ısicos basados en ecuaciones diferenciales. Han mostrado
ser útiles cuando el dominio del problema tiene una estructura compleja o cuando las
funciones involucradas se comportan de maneras distintas en las diferentes partes del
dominio. En MEF, el dominio se representa como la unión de un número finito de sub-
dominios de estructura simple (por ejemplo, triángulos). En computación gráfica a cada
subdominio se los denomina parche. En cada subdominio las funciones involucradas se
aproximan por funciones continuas, solamente definidas en ciertos puntos a partir del
valor de la función y eventualmente de alguna de sus derivadas. Estos puntos se llaman
nodos y pertenecen al interior o a la frontera del subdominio [74].

Al aplicar el método de elementos finitos al problema de radiosidad, una escena se
transforma en otra aproximada compuesta por parches, y la función B de la ecuación
de radiosidad se aproxima por otra función B̃(x) continua dentro de cada parche pero
discontinua entre parches [15]. Por lo tanto, se puede formular B̃(x) mediante la expre-
sión de la Ecuación (2.10), donde n indica el total de parches e i es el ı́ndice de cada
parche, donde Bi es el pesos por el que está multiplicado Ni, y donde

Ni(x) = { p(x), polinomio de bajo orden, cuando x esta dentro del parche i
0 cuando x está fuera del parche i

B(x) ≈ B̃(x) =
n∑
i

BiNi(x) (2.10)
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Al aplicar estas transformaciones a una escena y a la ecuación de radiosidad, resulta
dif́ıcil que se cumpla la igualdad B(x) = B̃(x) en todos los puntos de la escena. En
la Ecuación (2.10) B̃(x) es una combinación de los polinomios Ni(x), aspecto que en
general no se cumple para una función B(x) que cumple con la ecuación de radiosidad.
Para poder salvar este inconveniente, se define la ecuación de residuo (2.11) y, en
lugar de exigir r(x) = 0 ∀x, se busca una función B̃(x) que minimice su valor según
cierta métrica.

r(x) = B̃(x)− E(x)− ρ(x)
∫
S
B̃(x′)G(x, x′)dA′ (2.11)

Por ejemplo, una posibilidad es tratar de encontrar un B̃(x) tal que cumpla r(xi) = 0
∀i, siendo xi los puntos nodos de la escena. Otra posibilidad es hallar un B̃(x) tal que
el r(x) resultante sea ortogonal a las funciones Ni(x). La primera de las posibilidades se
llama método de puntos de colocación (point collocation method) y la segunda método
de Galerkin. Ambas técnicas se presentan a continuación.

Integración basada en el método de puntos de colocación

En el método de puntos de colocación, se cumple que

r(xi) = B̃(xi)− E(xi)− ρ(xi)
∫
S
B̃(x′)G(xi, x′)dA′ = 0,∀i (2.12)

Sustituyendo B̃ por su formulación en la Ecuación (2.10), resulta

r(xi) =
n∑
j

BjNj(xi)− E(xi)− ρ(xi)
∫
S

n∑
j

BjNj(x′)G(xi, x′)dA′ = 0, ∀i (2.13)

Luego, agrupando por Bi, que es una constante (independiente de x y x′), se obtiene

r(xi) =

 n∑
j

Bj

[
Nj(x)− ρ(xi)

∫
S
Nj(x′)G(xi, x′)dA′

]− E(xi) = 0,∀i (2.14)

Esta ecuación puede ser replanteada simplemente como un conjunto de n ecuaciones

r(xi) =
n∑
j

BjKij − E(xi) = 0, ∀i (2.15)

donde

Kij = Nj(x)− ρ(xi)
∫
S
Nj(x′)G(xi, x′)dA′, ∀i, j (2.16)

o matricialmente como

KB = E, con K = {Kij}, B = {Bj}, E = {E(xi)} (2.17)
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Integración basada en el método de Galerkin

Como se expresó anteriormente, en el método de Galerkin los residuos deben ser or-
togonales a las funciones Ni(x). Galerkin es un caso particular del método de los weighted
residuals, donde el residuo debe ser ortogonal a ciertas funciones Wi predefinidas. La
ortogonalidad entre las n funciones Ni y r se define como

〈Ni(x), r(x)〉 =
∫
S
Ni(x)r(x)dA = 0, ∀i (2.18)

Utilizando la expresión (2.13) para expandir r(x) resulta

∫
S
Ni(x)

 n∑
j=1

BjNj(x)− E(x)− ρ(x)
∫
S

n∑
j=1

BjNj(x′)G(x, x′)dA′

 dA = 0, ∀i (2.19)

Finalmente, agrupando por Bj se obtiene n∑
j=1

Bj

[∫
S
Ni(x)Nj(x)dA−

∫
S
Ni(x)ρ(x)

∫
S
Nj(x′)G(x, x′)dA′dA

]
−
∫
S
Ni(x)E(x)dA = 0, ∀i

(2.20)

La Ecuación (2.20), al igual que la surgida del método de los puntos de colocación,
también puede aproximarse a un sistema lineal

KB = E (2.21)

donde

Kij =
∫
S
Ni(x)Nj(x)dA−

∫
S
Ni(x)ρ(x)

∫
S
Nj(x′)G(x, x′)dA′dA, ∀i,∀j (2.22)

y Ei es el promedio de emisión por unidad de área en el parche i.

Ei =
∫
S
Ni(x)E(x)dA (2.23)

Integración basada en Galerkin con Ni constante

Si las funciones Ni(x) expresadas en (2.3.2), se simplifican de manera tal que

Ni(x) = { 1 cuando x está dentro del parche i
0 cuando x está fuera del parche i

(2.24)

la Ecuación (2.20) se simplifica considerablemente [15]. En primer lugar, se cumple la
Ecuación (2.25) siendo Ai el área del parche i.∫

S
Ni(x)Nj(x)dA = Aiδij ,∀i, j (2.25)
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En segundo lugar, la Ecuación (2.23) se transforma en∫
S
Ni(x)E(x)dA = EiAi (2.26)

donde Ei es el promedio de emisión por unidad de área en el parche i. En tercer lugar,
si se asume que la reflectividad ρ(x) es igual a la constante ρi dentro de cada área i, se
tiene que∫

S
Ni(x)ρ(x)

∫
S
Nj(x′)G(x, x′)dA′dA = ρi

∫
Ai

∫
Aj

G(x, x′)dA′dA,∀i, j (2.27)

Con estas simplificaciones, la Ecuación (2.20) se transforma en n∑
j=0

Bj

[
δijAi − ρi

∫
Ai

∫
Aj

G(x, x′)dA′dA

]− EiAi = 0, ∀i (2.28)

que a su vez se puede expresar como n∑
j=0

Bj [δij − ρiFij ]

 = Ei, ∀i (2.29)

donde Fij es llamado factor de forma, que se calcula mediante la fórmula en la
Ecuación (2.30).

Fij =
1
Ai

∫
Ai

∫
Aj

G(x, x′)dA′dA (2.30)

Un factor de forma Fij indica qué fracción del total de la enerǵıa luminosa que
abandona el parche i llega al parche j. Los factores de forma tienen siempre valores no
negativos (tienen un valor positivo o valen cero si los parches no se ven entre śı). Los
factores de forma fueron calculados anaĺıticamente previamente al advenimiento de las
computadoras, para posibilitar los cálculos de radiación de enerǵıa calórica en problemas
de termodinámica. Como ejemplo, las fórmulas presentadas en la Figura 2.5, refieren a
la expresión anaĺıtica de los factores de forma entre dos placas perpendiculares entre śı,
en 3D.

La Ecuación (2.29) se expresa también como

Bi = Ei + ρi

n∑
j=0

FijBj ,∀i (2.31)

o como un sistema lineal de ecuaciones, que fuera presentado por primera vez por Goral
et al. [30] 

1− ρ1F11 −ρ1F12 · · · −ρ1F1n

−ρ2F21 1− ρ2F22 · · · −ρ2F2n
...

...
. . .

...
−ρnFn1 −ρnFn2 · · · 1− ρnFnn



B1

B2
...
Bn

 =


E1

E2
...
En

 (2.32)
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La Ecuación (2.32) también puede ser expresada a través de la Ecuación (2.33),
donde I es la matriz identidad de dimensión n×n, R es una matriz diagonal con los
ı́ndices de reflectividad ρi, F es una matriz con los factores de forma Fij , B es un
vector con los valores de radiosidad de cada parche Bi y E es un vector donde Ei es la
emision promedio por unidad de área del parche i. En este trabajo, la Ecuación (2.33)
es llamada ecuación matricial de radiosidad con el fin de distinguirla de la ecuación
de radiosidad (2.5).

(I−RF)B = E (2.33)

2.3.3. Integración basada en Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo [55, 47] comprenden una clase de algoritmos com-
putacionales que son utilizados para la resolución de problemas genéricos, interpretándo-
los como problemas probabiĺısticos, considerando como incógnita el valor esperado de
un conjunto de variables aleatorias.

El tratamiento de un problema como probabiĺıstico puede realizarse independiente-
mente de si el problema original es probabiĺıstico. Por ejemplo, la integración basada en
los métodos de Monte Carlo evalúa la función a integrar en una muestra aleatoria de
puntos y estima la integral en base a esas evaluaciones [60]. La integración basada en los
métodos de Monte Carlo es útil cuando las funciones a integrar tienen muchas dimen-
siones, cuando no hay picos en regiones pequeñas, cuando la estructura de la función es
compleja o cuando no se requiere precisión extrema en los resultados. Los métodos de
Monte Carlo no son muy eficientes en relación a su precisión, debido a que la precisión
en el valor calculado de la incógnita es inversamente proporcional a la raiz cuadrada del
número de puntos de la muestra.

La utilidad de los métodos de Monte Carlo en las ecuaciones de Fredholm y de
radiosidad surge de que éstas se pueden representar como integrales múltiples de infinitas
dimensiones. En efecto, en el caso de la ecuación de radiosidad se tiene la expresión en
la Ecuación (2.5) donde, expandiendo de manera iterativa el término B se tiene que

B(x) = E(x) + ρ(x)
∫
S

[
E(x′) + ρ(x′)

∫
S
B(x′′)G(x′, x′′)dA′′

]
G(x, x′)dA′

... (2.34)

B(x) = E(x) + ρ(x)
∫
S

[
E(x′) + ρ(x′)

∫
S

[
E(x′′) + . . .

]
G(x′, x′′)dA′′

]
G(x, x′)dA′

Cada paso de la iteración representa una emisión o una reflexión de los rayos de luz.
La Ecuación (2.34) expresa la radiosidad de x, generada por la luz emitida por x o por
la luz reflejada por x proveniente de otras partes.

Una propiedad interesante de la luz, es que aquella luz que ha realizado muchas
reflexiones suele influir poco en la radiosidad final de la escena. Si las superficies no son
extremadamente reflectoras, en unas pocas reflexiones la luz pierde significativamente
su intensidad, influyendo poco en la radiosidad final. Esta propiedad posibilita limitar el
número de integrales de la Ecuación (2.34). Por ejemplo, si se establece como máximo dos
reflexiones, entonces los términos en la expansión se sustituyen por cero en la Ecuación
(2.34). La luz emitida en algún punto x′′ sólo se reflejará en x si previamente se reflejó en
algún x′ visible desde x.
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La Ecuación (2.34) es una integral múltiple, y por lo tanto es una de las ecuaciones
para las que los métodos de Monte Carlo son relativamente eficientes. Entre los métodos
de Monte Carlo más exitosos se encuentran los de caminata aleatoria (random walk)
[63], que explicitan el camino recorrido por los rayos de luz entre las fuentes emisoras y
las superficies de la escena. En los métodos de caminata aleatoria, se simulan los caminos
que recorre una part́ıcula de luz de acuerdo a las leyes f́ısicas de emisión y difusión. Se
lanzan rayos desde las superficies emisoras en todas direcciones y cada rayo cambia de
dirección cada vez que interseca una superficie o mientras se desplaza por un medio
participativo, siguiendo un comportamiento aleatorio basado en la f́ısica. La radiosidad
de cada parche está relacionada fuertemente con la suma de la potencia del total de los
rayos con los que interaccionó.

Como se mencionara en la sección 2.2.1, una lámpara de 100 Watts de potencia
emite del orden de 1020 fotones por segundo. Para evitar lanzar 1020 rayos para obtener
imágenes realistas, se deben tener en cuenta los siguientes aspectos [68]:

Muestras densas: Tomar muestras que cubran densamente todo el espacio de
caminos de luz, para no ignorar posibilidades importantes de transferencia de luz.

Muestreo de importancia (importance sampling): Concentrar el cómputo en aque-
llos caminos de luz que transporten potencia luminosa significativa.

Reutilización: Aprovechar la información obtenida al recorrer otros caminos de
luz, en lugar de comenzar cada vez la búsqueda de los caminos de luz importantes.

Sobre las estrategias de recorrido de los caminos en los métodos de iluminación
global, las dos principales son las estrategias denominadas depth-first search y breadth-
first search [68]. La estrategia depth-first-search sigue un camino de luz por vez hasta
que el rayo encuentre el ojo o cámara que capta la imagen, la potencia del rayo sea muy
debil o hasta que el número de reflexiones llegue a un valor preestablecido. Por otra
parte, en la estrategia breadth-first search se lanzan todos los rayos a la vez y se siguen
todos los caminos simultaneamente, agregándose un paso por vez en cada camino.

Para aplicar cualquiera de estas técnicas al problema de radiosidad donde las super-
ficies son de reflexión difusa, se divide la escena en parches (siguiendo los conceptos de
elementos finitos) y se almacena en cada paso de cada camino en qué parche incide el
rayo y cuánta potencia contiene el rayo reflejado por el parche. La imagen final se genera
a partir de los valores que cada parche tiene como potencia radiada, que se corresponde
a la potencia emitida más la potencia reflejada.

2.4. Aplicación del método de Galerkin

En la sección anterior se introdujeron algunos de los métodos existentes para resolver
el problema de radiosidad. En la resolución basada en elementos finitos utilizando el
método de Galerkin se llegó a la formulación de un sistema lineal presentado en la
Ecuación (2.32), cuya matriz tiene entre sus componentes a los factores de forma Fij

que se calculan a través de una integral doble presentada en la Ecuación (2.30).
Los aspectos de mayor dificultad al aplicar el método de Galerkin son el cálculo de los

factores de forma y la resolución del sistema lineal. En esta sección se describen algunos
de los principales enfoques para resolver la construcción de los factores de forma. Se
detallan las principales propiedades de la matriz F y de la matriz (o producto matricial)
RF. La resolución del sistema lineal generado es tratada en la sección 2.5.
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2.4.1. Cálculo de los factores de forma

El cálculo de los factores de forma es relativamente complejo debido a la necesidad
de resolver una integral doble (véase la Ecuación (2.30)) y a que es necesario calcular la
visibilidad entre los diferenciales de área de los parches, para determinar la obstrucción
visual entre pares de puntos debida a los parches de la escena. A esta complejidad se
añade que hay que calcular n2 factores de forma, siendo n la cantidad de parches, por
lo que resulta imprescindible encontrar un método de cálculo eficiente.

Los factores de forma generan la matriz F, que suele ser densa, sobre todo en espacios
geométricos amplios. En los espacios geométricos amplios, cada punto de la escena puede
observar una gran parte del resto de los puntos de la escena. En esta situación, existe
una probabilidad alta de que dos parches i y j cualesquiera se vean y que los factores de
forma asociados (es decir Fij y Fji) no valgan cero. Si este razonamiento se extiende a
todos los pares de parches posibles, resulta probable que la matriz generada sea densa.
Es común encontrar art́ıculos donde se ha trabajado con escenas que contienen del orden
de millones de poĺıgonos [7, 40]. Por lo tanto, no resulta extraño hablar de órdenes de
1012 factores de forma para una escena. Estos órdenes de magnitud son un llamado de
atención sobre la imposibilidad de generar todos los factores de forma e incentivan la
búsqueda de metodoloǵıas que se basen en la utilización de sólo algunos factores de
forma o, mejor aún, de ninguno.

A continuación se mencionarán algunos conceptos básicos relacionados con los fac-
tores de forma, aśı como algunas de las técnicas más exitosas para su cálculo.

Analoǵıa de Nusselt

La analoǵıa de Nusselt es un argumento geométrico para el cálculo de los factores
de forma tal como está expresado en la Ecuación (2.30), entre un diferencial de área y
un área (sin incluir visibilidad). Su representación gráfica se presenta en la Figura 2.6.

(a) Analoǵıa de Nusselt. (b) Áreas con el mismo factor de
forma.

Figura 2.6: Cálculo geométrico de factores de forma (extraidas de Cohen et al. [15]).
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La Figura 2.6 (a) muestra una esfera de radio 1, centrada en un diferencial de super-
ficie, que contiene un parche proyectado sobre un hemisferio de radio 1. Esa proyección
está proyectada ortogonalmente a la base del hemisferio. La fracción del área de la base
que está cubierta por la proyección del parche es igual al valor del factor de forma entre
el diferencial de área y el parche, es decir, es igual a la porción de potencia emitida del
diferencial de área hacia el parche.

La Figura 2.6 (b) muestra otra propiedad interesante: cualquier objeto que cubra
la misma área en el hemisferio tendrá el mismo factor de forma, por ocupar el mismo
ángulo sólido.

Los factores de forma son no negativos. Si sobre un parche i cualquiera se genera un
hemisferio de radio 1 y se proyectan todos los parches visibles desde i, la suma de todos
los factores de forma obtenidos no puede ser mayor a 1 (Ecuación (2.35)). Esto se debe
a que todos los parches visibles se proyectan en áreas disjuntas en la base del hemisferio,
y por lo tanto, la suma de todas las áreas no puede ser superior al área de la base.

n∑
j1

Fij ≤ 1,∀i (2.35)

Algoritmo del hemicubo

Para incluir la visibilidad entre parches en el cálculo de los factores de forma, se puede
utilizar la técnica desarrollada por Catmull [12, 24], denominada algoritmo de Z-buffer.
Este algoritmo agrega información en cada ṕıxel, de la distancia (en el eje Z) que hay
entre el centro de proyección (el ojo del observador) y el poĺıgono proyectado en él. Dado
un poĺıgono proyectado sobre una ventana de un dispositivo gráfico (un plano de vista),
cada ṕıxel contiene información sobre el color del poĺıgono en la zona abarcada por el
ṕıxel, y el Z-buffer almacena la distancia promedio (en Z) entre esa zona del poĺıgono y
el centro de proyección. Si hay varios poĺıgonos dibujados y éstos se superponen, en cada
ṕıxel se ve el poĺıgono más cercano, aśı como la distancia más cercana. El algoritmo de
Z-buffer está implementado en la mayoŕıa de las tarjetas gráficas actuales.

Utilizando el algoritmo de Z-buffer, Cohen et al. desarrollaron el algoritmo del
hemicubo [14] (véase la Figura 2.7).

Figura 2.7: El hemicubo (figura extraida de Cohen et al. [15]).
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El algoritmo del hemicubo, centrado en un parche i cualquiera, calcula los factores
de forma Fij con todos los parches j de la escena. El algoritmo de Z-buffer se basa en
realizar cinco proyecciones de los parches de la escena en las cinco superficies de un medio
cubo, con proyecciones que utilizan el algoritmo Z-buffer. Al final del proceso, cada ṕıxel
del hemicubo contiene la información de los parches que son visibles desde el diferencial
de área. Para cada ṕıxel del hemicubo se calcula el factor de forma correspondiente, y
se lo almacena en una tabla para su posterior utilización. Entonces, el factor de forma
entre el parche i y un parche j cualquiera es aproximadamente igual a la suma de los
factores de forma de los ṕıxeles en los que está proyectado.

El algoritmo del hemicubo ha resultado muy exitoso y es ampliamente utilizado en
las técnicas de radiosidad que implican el cálculo de los factores de forma.

Un problema de esta técnica son los artefactos de discretización o aliasing que se
puedan generar al trabajar con ṕıxeles. Por ejemplo, pueden haber objetos pequeños
de tamaño inferior al ṕıxel que no queden registrados en el hemicubo, pero que emitan
cantidades de luz significativas como para influir en la escena. Otro problema importante
del algoritmo del hemicubo está relacionado con el costo de realizar cinco proyecciones
por cada parche (una por cada cara del hemicubo). Este problema fue estudiado entre
otros por Coombe et al. [16] quienes propusieron cambiar la proyección en un hemicubo
por una proyección estereográfica, que permite proyectar todo el hemisferio visible en
una superficie acotada, al estilo de la analoǵıa de Nusselt. Otra proyección reportada
es la proyección parabólica, donde la escena se proyecta sobre un paraboloide. Esta
proyección fue desarrollada por Heidrich y Seidel [41] y originalmente fue pensada para
su aplicación en la construcción de los environment maps [10].

Cálculo de los factores de forma con los métodos de Monte Carlo

Un método usualmente utilizado para el cálculo de los factores de forma está basado
en la utilización de la integración de Monte Carlo. En este método, dados dos parches
i y j entre los que se quiere calcular el factor de forma Fij (véase la Figura 2.8), se
toman al azar n pares de puntos [xi(k), xj(k)], donde xi(k) pertenece al parche i y xj(k)
pertenece al parche j. Se evalúa si hay visibilidad entre ellos, y si hay visibilidad se
calcula el factor de forma mediante la Ecuación (2.36), siendo θxi(k) y θxj(k) los ángulos
entre las normales de los parches i y j en xi(k) y xj(k) respectivamente, y el vector
(
−−−−−−−−→
xi(k), xj(k)), r es la distancia entre xi(k) y xj(k), Aj es el área del parche j y n es

el total de pares de puntos. Este algoritmo puede ser mejorado tomando muestras de
pares de puntos que estén distribuidos de manera no uniforme y adaptativa (para más
detalles véase el trabajo de Cohen et al. [15]).

Fij = Aj
∑

[xi(k),xj(k)] visibles
cos θxi(k) cos θxj(k)>0

cos θxi(k) cos θxj(k)

πr2 + Aj
n

(2.36)

Además de los métodos basados en el uso de los hemicubos y en los métodos Monte
Carlo, otros métodos anaĺıticos y numéricos han sido desarrollados para hallar los fac-
tores de forma. Existen métodos que hallan los factores de forma entre áreas y otros
que los hallan entre diferencial de área y área; hay métodos basados en Monte Carlo,
metodos jerárquicos, métodos basados en integrales de contorno, etc. Cohen et al. [15]
han propuesto una amplia taxonomı́a para los métodos existentes.



24 El problema de radiosidad

Figura 2.8: Cálculo de factores de forma con Monte Carlo.

2.4.2. Propiedades de R y F

La ecuación matricial de radiosidad, obtenida a partir de la ecuación de radiosidad,
tiene como componentes importantes a las matrices R y F. La matriz R se calcula
a partir de la información disponible de las superficies de la escena, y la matriz F se
compone de factores de forma, que se calculan según los conceptos vistos en la sección
anterior.

A continuación se presentan las propiedades de R y F que serán útiles en el desarrollo
de los conceptos de radiosidad de rango bajo, que se presentan en el Caṕıtulo 3.

1. R y F son matrices n×n donde n es el número de parches de la escena.

2. R es una matriz diagonal positiva.

3. 0 ≤ Rii = ρi ≤ 1, donde ρi indica el ı́ndice de reflexión del parche i.

4. F es una matriz densa (con relativamente pocos valores nulos) y positiva. El espacio
necesario para almacenar F es O(n2) números de punto flotante, especialmente en
espacios geométricos abiertos (véanse las propiedades de Fij). La matriz F puede
no ser densa en casos especiales, como por ejemplo en un laberinto de túneles
donde la iluminación de cada parche sólo afecte a unos pocos parches cercanos.

Si la escena se compone de varias habitaciones incomunicadas entre śı, entonces
la matriz es diagonal por bloques, con tantos bloques como habitaciones incomu-
nicadas haya, y el sistema lineal se puede separar en varios sistemas lineales que
pueden resolverse en forma independiente.

5. Fij es un factor de forma e indica la porción de radiosidad que incide en el parche
j del total de la radiosidad emitida y reflejada por el parche i.

6. Si Fij 6= 0 entonces Fji 6= 0. Si el parche i “ve” al parche j entonces también j
“ve” a i, y por lo tanto siempre hay intercambios de enerǵıa luminosa en ambos
sentidos. En la práctica, al generar los factores de forma puede suceder que esta
propiedad no se cumpla, debido a errores inherentes al método de generación.
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7. 0 ≤ Fij ≤ 1,∀i, j dado que, según la analoǵıa de Nusselt, se puede calcular como
un cociente entre una porción del área de la base del hemisferio y el área total de
esa base.

8. Fii = 0 en la mayoŕıa de las escenas, debido a que se utilizan parches planos. Dos
diferenciales de área pertenecientes a un mismo parche plano no se ven entre śı ni
intercambian radiosidad.

9. 0 ≤
∑n

j=1 Fij ≤ 1,∀i. La sumatoria permite calcular cuál es la proporción de
toda la enerǵıa emitida por el parche i que incide en el resto de los parches. La
sumatoria es menor estricto que 1 para algún parche i cuando parte de la enerǵıa
emitida por este no incide en ningún parche, “perdiéndose” en el espacio.

10. AF es una matriz simétrica, donde A es una matriz diagonal y Aii es el área del
parche i. En la práctica, la simetŕıa sólo se cumple de manera aproximada, debido
a que F se calcula a través de métodos que pueden tener importantes valores de
error. La distancia ‖AF − (AF)T ‖ podŕıa ser utilizada como un indicador de la
calidad de F. A partir de una matriz F se puede hallar otra F∗ tal que AF∗
sea simétrica, si se aplica la Ecuación (2.37). En ese caso hay que cuidar que se
sigan cumpliendo las otras propiedades de la lista, en especial 0 ≤ Fij ≤ 1 o
0 ≤

∑n
j=1 Fij ≤ 1, que al no cumplirse comprometen la resolución del sistema

lineal (véase el siguiente ı́tem).

F∗ =
1
2
A−1(AF + (AF)T ) (2.37)

11. La matriz de radiosidad, definida en la Ecuación (2.38), es diagonal dominante,
es decir, se cumple la relación presentada en la Ecuación (2.39), que implica que
la matriz es invertible [29] y por lo tanto en la ecuación matricial de radiosidad
existe una única solución B por cada E, como la f́ısica sugiere.

K = (I−RF) (2.38)

|Kii| >
n∑

j=1,j 6=i
|Kij |, ∀i (2.39)

Desde el punto de vista teórico podŕıa ocurrir la igualdad |Kii| =
∑n

j=1,j 6=i |Kij |
para algún i, como por ejemplo cuando ρi = 1, Fii = 0 y

∑n
j=1 Fij = 1. Cuando

esta igualdad se cumple, es posible que K tenga uno o más valores propios iguales
a 0 (véase el teorema de Gershgorin en Saad et al. [62]). Bajo estas hipótesis la
matriz K no seŕıa invertible y por lo tanto la ecuación matricial de radiosidad
(2.33) no tiene solución. El que la matriz K sea diagonal dominante posibilita la
resolución del sistema lineal por los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel
(véase la Sección 2.5).

12. ‖RF‖ < 1 para alguna norma. Esto se debe a que el radio espectral de RF es
menor que 1. El radio espectral de una matriz es igual al máximo valor propio
en valor absoluto. Si una matriz tiene un radio espectral menor que 1, se puede
demostrar que siempre existe una norma menor que 1 para esa matriz [62]. Esta
propiedad es fundamental para la propiedad del cálculo de la inversa de la matriz
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de radiosidad utilizando la serie de Neumann. F́ısicamente hablando, cuanto más
cercano a uno sea el radio espectral de RF, la luz reflejará más veces antes de ser
absorbida por las superficies [15].

13. (I−RF)−1 =
∑∞

i=0(RF)i (serie de Neumann). Esta igualdad se cumple debido a
que

(I−RF)
∞∑
i=0

(RF)i =
[
I + RF + (RF)2 + . . .

]
−
[
RF + (RF)2 + . . .

]
= I (2.40)

por lo tanto, existe un método iterativo de calcular la inversa de la matriz de
radiosidad (2.38). La serie

∑∞
i=0(RF)i converge siempre, porque el radio espectral

de RF es menor que uno. La norma de la serie está acotada por

‖
∞∑
i=1

(RF)i‖ ≤
∞∑
i=1

‖RF‖i =
1

1− ‖RF‖
(2.41)

que es un valor positivo para aquellas normas en que ‖RF‖ < 1.

14. Según Cohen et al. [15], la matriz I − RF está generalmente bien condicionada,
o sea que el cociente entre el mayor y el menor valor propio (en valor absoluto)
no es en general un número grande. Al resolver un sistema lineal por un método
numérico con notación de punto flotante, el que la matriz esté bien condicionada
implica que la solución calculada no es muy sensible a los errores que puedan surgir
de la perturbación de los datos.

Dadas las caracteŕısticas de la matrices R y F, muchas propiedades de F son cum-
plidas por RF. Por ejemplo, en la lista anterior las propiedades 1, 4, 6, 7, 8 y 9 son
cumplidas por F y por RF.

2.5. Resolución de la ecuación matricial de radiosidad

Luego de hallados los factores de forma se tienen todos los elementos necesarios para
resolver el sistema lineal expresado en las ecuaciones de radiosidad (Ecuaciones (2.31),
(2.32) y (2.33)). Esta sección presenta una breve exposición de algunas ideas básicas y
métodos clásicos para la resolución de sistemas lineales.

Los principales inconvenientes que tiene el sistema lineal generado para el problema
de radiosidad, están relacionados con el número de parches (n) que involucra el mo-
delado de escenas de la vida real. Como se mencionara en la sección 2.4.1, los parches
pueden llegar a ser millones y los factores de forma billones. Almacenar un billon de
números de punto flotante en memoria principal y resolver sistemas lineales densos por
métodos directos (al estilo de la escalerización gaussiana) es sólo posible en clusters
de computadoras. La escalerización gaussiana, al tener una complejidad de O(n3) [29],
implica un costo del orden del exaflop (1018 flop) cuando se trabaja con millones de
parches. Para evitar estos inconvenientes, se han desarrollado metodoloǵıas que, a un
costo computacional relativamente bajo, hallan soluciones aproximadas al problema de
radiosidad. Las soluciones aproximadas son habitualmente suficientes para simular el
comportamiento de la luz en los escenarios utilizados.
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2.5.1. Métodos de relajación

En esta sección se desarrollan algunos conceptos de los principales métodos iterativos
para la resolución iterativa de la ecuación matricial de radiosidad. Estos métodos son los
métodos iterativos (también llamados métodos de relajación) y los métodos de relajación
estocástica, que eliminan la necesidad de calcular los factores de forma.

Métodos iterativos

Los principales métodos para la resolución de la ecuación matricial de radiosidad son
los métodos iterativos. Los métodos iterativos más populares son el método de Jacobi,
el método de Gauss-Seidel y la sobrerelajación sucesiva (SOR)[29, 8].

Los métodos iterativos más utilizados proponen transformar el sistema Ax = b en
otro sistema x = Cx + d, para resolverlo mediante las iteraciones xk+1 = Cxk + d a
partir de cierto xk preestablecido. Para que xk converja a la solución, el radio espectral
de C tiene que ser menor que uno.

La matriz C y el vector d se pueden construir de diferentes maneras. Construyendo
un par de matrices M y N tal que M −N = A, para que el sistema lineal se pueda
expresar como Mx = Nx+b y por lo tanto x = M−1Nx+M−1b. Los métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel y SOR son sólo algunos métodos populares entre todos los posibles. Su éxito
radica en que las matrices M involucradas son facilmente invertibles.

Dada la matriz A se define la igualdad A = D − L − U, donde D se compone
de la diagonal de A, y −L y −U contienen respectivamente las partes estrictamente
triangular inferior y superior de A.

Jacobi cumple que M = D y que N = L + U. Cada paso de la iteración es

xk+1
i =

1
aii

bi −∑
j 6=i

aijx
k
j

 , i = 1, . . . , n (2.42)

Gauss-Seidel cumple con M = D− L y con N = U. Cada paso de la iteración es

xk+1
i =

1
aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

 , i = 1, . . . , n (2.43)

Como se puede apreciar, cada valor xk+1
i calculado sustituye inmediatamente al valor

previo xki .
SOR asume que xk+1

i = wxk+1
i + (1− w)xki cumpliéndose que

C = (D− wL)−1 [(1− w)D + wU)] , d = w (D− wL)−1 b

donde w es un parámetro a ajustar que vale entre 0 y 2 (cuando w = 1, SOR es igual al
método de Gauss-Seidel). Cada paso de la iteración consiste en

xk+1
i = (1− w)xki +

w

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
k+1
j −

n∑
j=i+1

aijx
k
j

 , i = 1, . . . , n (2.44)
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En los métodos presentados, las iteraciones continúan hasta que ‖xk+1 − xk‖ o la
norma del residuo sean menores a ciertos valores prefijados. Al residuo rk se lo define
como b−Axk. Una variante del método de Gauss-Seidel, llamado método de Southwell,
en lugar de calcular todos los xki en secuencia para i = 1, . . . , n, establece en qué valor
de i se halla el mayor residuo rki , y calcula el correspondiente xki . El cálculo del valor
del residuo se realiza de forma incremental a partir del valor anterior. Aśı, el cálculo de
cada nuevo residuo tiene una complejidad O(n), como ocurre en cada paso de Jacobi
y Gauss-Seidel. Al igual que en Gauss-Seidel, el nuevo valor hallado de xki sustituye
inmediatamente al valor anterior.

A su vez, el método de Southwell posee una variante denominada refinamiento pro-
gresivo, que es aplicada a la resolución de la ecuación de radiosidad con el fin de permitir
la visualización de los cambios luego de cada paso del proceso iterativo. El método de
refinamiento progresivo brinda retroalimentación inmediata en su proceso iterativo. En
lugar de modificar el vector r por cada Bi hallado, se modifica el vector B. Según Cohen
et al. [15], el vector B obtenido en cada paso de refinamiento progresivo es igual al vec-
tor B + r en el método de Southwell. Más información sobre el método de refinamiento
progresivo se puede consultar en los trabajos de Cohen et al. [13, 15].

Relajación estocástica

Los métodos de relajación estocástica son una combinación entre los métodos de
relajación tradicionales (Jacobi, Gauss-Seidel, etc.) y los métodos de Monte Carlo. Como
se observara en las Ecuaciones (2.42), (2.43) y en (2.44), en los métodos de relajación se
realizan sumas del tipo

∑
j aijxj . En la ecuación matricial de radiosidad, los coeficientes

aij son de la forma (δij − ρiFij) (Ecuación ( 2.29)) y las sumas tienen la forma

Bi − ρi
∑
j

FijBj (2.45)

donde x es sustituido por B. La idea básica de la relajación estocástica es la de estimar
esas sumas utilizando Monte Carlo, sin tener que calcular cada coeficiente aij .

Para el caso de la ecuación matricial de radiosidad, la relajación estocástica hace
posible la resolución del sistema lineal sin conocer los factores de forma. Para lograr este
objetivo, se utiliza la Ecuación (2.46).

ĺım
N→∞

(∑N
k=1BPk
N

)
=

n∑
j=1

FijBj (2.46)

La igualdad de la Ecuación (2.46) se cumple porque los Pk son puntos distribuidos
uniformemente en la base del hemisferio de Nusselt y BPk es la radiosidad proyectada
según la analoǵıa de Nusselt en cada punto Pk (como en la Figura 2.9). Por lo tanto, en
el ĺımite se obtiene la radiosidad promedio de la base del hemisferio. Del lado derecho
de la igualdad se tiene la sumatoria de la radiosidad Bi de cada parche multiplicada
por la porción del área que el parche ocupa en la base del hemisferio (que es Fij por
la analoǵıa de Nusselt). El resultado de esta última sumatoria es también la radiosidad
promedio de la base del hemisferio.
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Figura 2.9: Representación gráfica del método de Malley.

Para calcular (
∑N

k=1BPk)/N de forma eficiente y con la suficiente cantidad de puntos
como para tener una varianza pequeña, se utiliza el método de Malley [54]. Este método
parte de los puntos Pk de la base del hemisferio y los proyecta hacia el espacio, haciendo
el recorrido inverso al propuesto por Nusselt. Los rayos se dirigen hacia la escena y por
cada rayo se recoge el valor de radiosidad BPk correspondiente al poĺıgono más cercano
que interseca el rayo.

2.5.2. Métodos no estacionarios

Los métodos de relajación presentados en la subsección anterior también son cono-
cidos como métodos estacionarios. Este nombre proviene de que en estos métodos, salvo
el vector x (B en el caso de radiosidad), los términos utilizados permanecen constantes
a lo largo del proceso iterativo. Por el contrario, los métodos no estacionarios involucran
información que cambia en cada iteración [6].

Hay una variedad mayor de métodos estacionarios que de métodos no estacionarios.
En esta última categoŕıa se encuentran los métodos de Gradiente Conjugado (CG), los
de residuos mı́nimos (MINRES ), los de residuos mı́nimos generalizados (GMRES ) y la
iteración de Chebyshev.

Para la resolución de la ecuación matricial de radiosidad se han presentado desarrollos
basados en Chebyshev [3], hay trabajos que utilizan GMRES [56], y otros que utilizan
a MINRES [2], entre otros. La poca utilización de los métodos no estacionarios para la
resolución de la ecuación matricial de radiosidad quizá se deba al éxito conseguido con
los métodos estacionarios.
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2.5.3. Métodos jerárquicos

El principal reto en los métodos que utilizan factores de forma para resolver la
ecuación de radiosidad, radica en la relación existente entre la precisión de la solución y
la cantidad de factores de forma utilizados. Para generar soluciones con buena precisión
es necesario tener un número elevado de parches. La cantidad de factores de forma al
utilizar la matriz F es cuadrática en relación al número de parches. Esto implica que
cuanto mayor sea la precisión buscada, existirá un mayor consumo de memoria y mayores
costos asociados al cálculo de los factores de forma y a la resolución del sistema lineal.

Para afrontar estos problemas se han desarrollado métodos jerárquicos. Estos méto-
dos surgieron como inspiración de los algoritmos desarrollados por Esselink [21], Barnes
y Hut [4], y Greengard y Rokhlin [36], quienes presentaron algoritmos con O(n log n)
para el problema de los n cuerpos (n-body problem). El problema de los n cuerpos
trata sobre la descripción de la dinamica de n objetos en movimiento, atraidos entre
śı por fuerzas gravitatorias. Este problema tiene una complejidad O(n2) si se consideran
las fuerzas gravitatorias entre todos los pares de cuerpos, pero la complejidad puede
reducirse hasta O(n log n) si los objetos cercanos entre śı se consideran como un único
cuerpo al interaccionar con objetos lejanos. Hanrahan et al. [38] observaron que puede
desarrollarse una variante del problema de los n cuerpos que en lugar de operar con la
fuerza gravitatoria de cada cuerpo considere la radiosidad de cada cuerpo.

A continuación se realiza una breve introducción al método de radiosidad jerárquica
(hierarchical radiosity) y se mencionan los puntos principales de la radiosidad basada
en wavelets (wavelets radiosity).

Radiosidad jerárquica

Para conocer la interacción de enerǵıa luminosa existente entre un parche A y el resto
de la escena (véase la Figura 2.10 (a)) se comienza calculando los factores de formas
entre pares de parches. Luego, con algún criterio se decide dividir o no a los parches de
la escena. Se comienza con una escena con parches grandes (por ejemplo, con los parches
A, B, C y D) y estos se van dividiendo según las necesidades que surjan en la escena.

Las divisiones de los parches se pueden hacer a la medida de cada interacción. Por
ejemplo, en las Figuras 2.10 (b) y (c) se observa que una división eficiente de A realizada
para analizar su interacción con B, es diferente a la división que se debe hacer de A
para analizar su interacción con C. En la Figura 2.10 (d) se observa que no hace falta
dividir los parches A y D, por estar muy alejados entre śı.

Para evaluar si un parche A se debe dividir o no, Hanrahan et al. [38] propusieron
un método que primero estima los valores de los factores de forma a través de una
fórmula sencilla. La estimación no considera la oclusión por otros parches, entre otras
simplificaciones que aceleran considerablemente la velocidad de cálculo. A pesar de estas
simplificaciones, el método permite obtener buenos resultados.

Cuando se calcula la relación del parche A con el parche B, en primer término se
estima el factor de forma FBA, que indica la porción de enerǵıa que incide en A del total
emitido por B. Si este valor es mayor a un umbral predeterminado, entonces se divide
el parche A. Luego, se estima el factor de forma FAB para saber si es necesario dividir
al parche B.
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(a) Parches iniciales. (b) Division de parches A-B.

(c) Division de parches A-C. (d) Division de parches A-D.

Figura 2.10: División del parche A para reflejar mejor el intercambio de enerǵıa con cada
parche de la escena.

La conveniencia de dividir parches está dada porque, si el factor de forma FBA es
grande, la radiosidad que emite B puede no incidir de manera uniforme en A. Entre las
zonas más cercanas de A y B hay mayor intercambio de enerǵıa que entre las zonas más
alejadas, por lo tanto, resulta conveniente dividir ambos parches para disminuir el error
de la distribución de radiosidad.

Los parches se pueden dividir siguiendo una estructura jerárquica de quadtree. Ge-
ométricamente, un quadtree consiste en la división de un parche en cuatro partes iguales.
Cada parte se la considera como un nuevo parche y por lo tanto es pasible de ser tam-
bién dividida. Como estructura de datos, un quadtree es un árbol donde el nodo raiz
es el parche original y cada nodo tiene cuatro hijos. Las sucesivas divisiones de parches
generan un conjunto de quadtrees, un quadtree por cada parche original.

Para optimizar el número de factores de forma calculados, conviene realizar en cada
parche una división diferente según contra qué parche se está evaluando su interacción.
En la Figura 2.10 se muestra que no es necesario calcular los factores de forma entre las
hojas de A y las hojas de B, C o D, sino que casi siempre alcanza con calcular factores
de forma para los nodos superiores. En la figura se aprecia que, dada la distancia entre
A y D, alcanza con calcular los factores de forma entre los nodos raices de A y D
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para obtener un buen resultado. En este caso son innecesarios los nodos de los quatrees
asociados a A y D. En cambio, los factores de forma entre los nodos raiz de A y B tienen
valores muy altos y por lo tanto conviene calcular los factores de forma correspondientes
a otros nodos en cada árbol.

Debido a estas particularidades, para realizar un cálculo eficiente de los factores de
forma resulta conveniente almacenar en cada nodo de cada quadtree una lista de los
nodos de los otros quadtrees con los que interactúa. En la Figura 2.10 (d) es el nodo
ráız de A el que interactúa con el nodo ráız de D.

En la Figura 2.11 se ejemplifica la división de dos parches cercanos.

(a) Parches originales. (b) Primer nivel de división.

(c) Segundo nivel de división. (d) Tercer nivel de división.

Figura 2.11: División de dos parches cercanos para reflejar correctamente el intercambio
de radiosidad existente entre ellos.

Como se mencionara, los factores de forma entre dos parches no deben superar un
umbral. Si el umbral de un factor de forma es superado, entonces el parche destino es
dividido en cuatro. En la Figura 2.11, las ĺıneas punteadas negras unen parches cuyos
factores de forma superaron el umbral (son parches que hay que dividir) y las lineas
azules continuas unen parches cuyos factores de forma están por debajo del umbral
(donde la división no es necesaria). Por ejemplo, en la Figura 2.11 (a) hay dos parches
ortogonales cuyos factores de forma son mayores al umbral, por lo tanto deben ser divi-
didos. En la Figura 2.11 (b) se muestra cómo la mayoŕıa de los factores de forma están
por debajo del umbral establecido, salvo en las dos interacciones entre los pares de par-
ches más cercanos. Por lo tanto, se dividen esos cuatro parches (y los parches resultantes
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de la división sólo se utilizan para el cálculo de los factores de forma faltantes). En la
Figura 2.11 (c) se tienen los nuevos factores de forma hallados. En estos factores de
forma ocurre lo mismo que en 2.11 (b) a otra escala, lo que obliga a una nueva división
y nuevos cálculos de factores de forma (véase la Figura 2.11 (d)). El proceso continúa
hasta que los nuevos parches sean menores a un área prefijada o cuando los factores de
forma sean menores a un valor preestablecido. En la Figura 2.12 se visualiza el quadtree
asociado a uno de los parches de la Figura 2.11.

Figura 2.12: Quadtree de uno de los parches de la Figura 2.11.

La lista de nodos de los otros quatrees que se incluye en cada nodo está representado
en las ĺıneas continuas de la Figura 2.11. Para que el cálculo de factores de forma sea
eficiente y se eviten los cálculos innecesarios, sólo hay que calcular los factores de forma
asociados a esas ĺıneas continuas. Según Hanrahan et al. [38] la cantidad de factores de
forma que se calculan de esta manera es proporcional al número de nodos de los árboles
y no al cuadrado del número de nodos. Esta es una ventaja fundamental del método de
radiosidad jerárquica respecto a otros métodos basados en el cálculo de la matriz F: la
reducción en un orden de la información que es necesario almacenar para el cálculo del
sistema lineal.

Una vez calculados todos los factores de forma se está en condiciones de evaluar la
radiosidad de la escena. El cálculo se realiza de forma iterativa, donde en cada paso de la
iteración se realizan dos procesos para cada nodo de cada quadtree. Un primer proceso
acumula en cada nodo toda la enerǵıa proveniente de cada link ya definido. Luego, un
segundo proceso transmite la radiosidad recibida en cada nodo hacia sus hijos, y la
transmite también hacia su padre (en este último caso se la pondera por el cociente
entre el área del parche y el área del parche padre).

Radiosidad basada en wavelets

Gortler et al. [34] establecieron que el proceso de construcción de una estructura
jerárquica de parches como la recién mostrada, es un caso particular de la aproximación
de los factores de forma a wavelets.

Las wavelets son bases funcionales, como las transformaciones de Fourier, pero
que a diferencia de éstas, que sólo vaŕıan en frecuencia, vaŕıan en frecuencia y tiempo.
Existen múltiples bases funcionales del tipo wavelet, las más comunmente utilizadas son
la wavelet de Haar y la wavelet del tipo sombrero mejicano.
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En la Figura 2.13 (a) se observan los primeros miembros de la base ortonormal de
Haar (que tiene infinitos elementos). Como se observa, cada miembro de la base tiene
una escala (relacionada con la frecuencia) y actúa sobre un área o peŕıodo de tiempo
espećıfico. En la Figura 2.13 (b) se observa el resultado de aproximar una función a
través de una combinación lineal de los primeros miembros de la base de Haar.

(a) Base Haar. (b) Función aproximada.

Figura 2.13: Primeros miembros de la base de Haar y aproximación de una función por
esos primeros miembros.

Cuando se aproxima una función a través de una base de wavelets cualquiera, a cada
miembro de la base le corresponde un peso diferente. La esencia del uso de wavelets
consiste en seleccionar (utilizando algún método sencillo) la combinación de las funciones
base que mejor modelan la variación de los factores de forma.

Si se modela la función de los factores de forma entre dos puntos cualquiera de la
escena, la mayoŕıa de los elementos de una base wavelet serán muy cercanos a cero [34].
Por lo tanto una matriz F de factores de forma se puede aproximar esencialmente por
una matriz dispersa, lográndose el objetivo de calcular unos pocos factores de forma,
almacenarlos y utilizarlos para la resolución de la ecuación de radiosidad de rango bajo,
cuya solución es cercana a la solución de la ecuación matricial de radiosidad.

2.6. Trabajos relacionados

En esta sección se reseñan brevemente algunos trabajos relacionados con las pro-
puestas de esta tesis. Se analizan los trabajos que fueron fuente de inspiración para
las ideas propuestas y aquellos que buscan objetivos similares (eficiencia, reducción de
información, tiempo real) pero utilizando otros medios.

2.6.1. Antecedentes de coherencia en computación gráfica

El término coherencia ha sido muy utilizado en la comunidad gráfica, pese a lo cual
resulta dif́ıcil encontrar una definición precisa del concepto. Uno de los primeros trabajos
que utilizaron el concepto de coherencia espacial fue el de Sutherland et al. [67], quienes
realizaron un análisis de diez algoritmos para la determinación de superficies visibles en
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una escena. En dicho trabajo el término coherencia refiere al grado en que el medio
ambiente o su imagen es localmente constante. Luego se distingen distintos tipos de
coherencia que cumplen los objetos, de forma tal que posibilite el ahorro de trabajo a
los algoritmos para la determinación de superficies visibles.

Entre los algoritmos para la determinación de superficies visibles se destaca el algo-
ritmo de Z-buffer [12, 24] -que es utilizado en el algoritmo del hemicubo- que aprovecha
la coherencia de cada poĺıgono para acelerar el cálculo de profundidad en cada ṕıxel.

En radiosidad, el término coherencia ha sido utilizado para el desarrollo de algunos
conceptos básicos. Cohen y Wallace [15] mencionan la coherencia en la geometŕıa de las
superficies visibles para el cálculo eficiente de los factores de forma, la coherencia entre
celdas cercanas de la matriz y en las propiedades de las coordenadas de vista de los
hemicubos.

Los algoritmos basados en los métodos de Monte Carlo aprovechan las propiedades
de coherencia espacial para que la reducción del tamaño de las muestras relevadas no
perjudique la calidad de las imágenes generadas. Como se expusiera en este caṕıtulo, los
métodos de Monte Carlo son utilizados en radiosidad para el cálculo de los factores de
forma y la resolución de la ecuación matricial de radiosidad.

En las técnicas de iluminación global basadas en la traza de rayos también se uti-
lizan conceptos relativos a la coherencia espacial. Como ejemplos se pueden mencionar
las técnicas de photon-mapping [44] e irradiance caching [70]. En photon mapping,
la cantidad de rayos lanzados -y de fotones almacenados- depende fuertemente de las
propiedades de coherencia espacial de las superficies. En irradiance caching se aprovecha
la coherencia espacial entre rayos para reducir el costo del muestreo de radiancia. Esto es
verdadero en la iluminación indirecta, que vaŕıa suavemente. Por otra parte, en la técni-
ca de radiance caching [50] se almacenan además muestras de la radiancia direccional
utilizando armónicos esféricos.

Para el estudio de definiciones y usos de la coherencia en computación gráfica, es
relevante el trabajo de Gröller [37], quien realizó un estudio exhaustivo de algoritmos y
de estructuras de datos que explotan la coherencia espacial en el área.

2.6.2. Antecedentes en el uso de matrices de rango bajo en radiosidad

Ashdown [2] utilizó la propiedad de que el producto matricial AF = G genera una
matriz simétrica, donde A es una matriz diagonal con el área de los parches y F es la
matriz de los factores de forma, para transformar la ecuación matricial de radiosidad
en otra que incluya una matriz simétrica. Ashdown se basó en trabajos anteriores que
realizaron un análisis experimental de casos donde la matriz F es simétrica, observando
que unos pocos de sus valores propios tienen valores significativamente altos. El análisis
de Ashdown mostró que en muchas escenas la matriz G posee una cantidad pequeña de
valores propios significativamente grandes. En base a estos conceptos, propuso un méto-
do iterativo que calcula soluciones aproximadas a B a partir del uso de los principales
valores propios de G.

En Hašan et al. [40] y Hašan [39] se define la matriz unidades de superficie×luces,
donde cada fila contiene información sobre la iluminación que una unidad de superficie
recibe de todas las luces y cada columna contiene información sobre iluminación que una
luz env́ıa a todas las unidades de superficie. Esta matriz, que está muy emparentada
con la matriz de factores de forma, posee un rango numérico bajo, por lo que puede ser
convenientemente aproximada por matrices de rango bajo.
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2.6.3. Antecedentes de algoritmos de iluminación global de tiempo real

La búsqueda de algoritmos de iluminación global que generen imágenes a velocidades
compatibles con el tiempo real (al menos 20 imágenes por segundo) ha sido una constante
en el área de computación gráfica. En los últimos años, el advenimiento de unidades de
proceso gráfico con cientos de procesadores impulsó nuevas lineas de investigación en la
temática. Entre las ĺıneas de investigación desarrolladas se destacan las siguientes:

El trabajo de Keller [48] sobre instant radiosity, basados en la idea de convertir la
iluminación de manera aproximada en un número enorme de puntos de luz gene-
rados automáticamente. Las implementaciones realizadas en tiempo real tienen el
inconveniente de ignorar la interreflexión de la luz entre los objetos.

El trabajo de Sloan et al. [65] propone el precómputo de la transferencia de la
radiancia (precomputed radiance transfer). La técnica se basa en la idea de realizar
el precómputo y la compresión de los efectos de iluminación y sombreado que luces
distantes provocan en la escena, utilizando los resultados para el cálculo eficiente
de la iluminación global de la escena ante cambios de luz. La principal limitación
de este enfoque es que solamente trabaja con luces distantes.

El trabajo de Dachsbacher y Stamminger [17] sobre mapas de sombra reflectivos
(reflective shadow maps). Los mapas de sombra son considerados fuentes de luz
indirecta, con el objetivo de lograr la generación de iluminación indirecta, pero se
niega la existencia de múltiples interreflexiones de luz entre las superficies.

El trabajo de Nijasure et al. [57] basados en el uso de procesadores gráficos que
realizan un muestreo de la radiancia incidente en grillas uniformes tridimensionales.
En estos trabajos no se generan imágenes de buena calidad debido a la necesidad
de utilizar mallas de baja resolución para conseguir velocidades compatibles con
el tiempo real.

El trabajo de Gautron et al. [27] sobre radiance cache splatting, basados en la
técnica de radiance caching y en el uso de imágenes para recoger la radiancia final
de la escena. Si bien los métodos son rápidos, ignoran oclusiones en la etapa final
del algoritmo, las cuales son importantes para la producción de sombras indirectas.

El trabajo de Ritschel et al. [61] sobre mapas de sombra imperfectos (imperfect
shados maps), que evaluan mapas aproximados de sombra de muchos puntos de
luz en un solo paso de la unidad de procesamiento gráfico (GPU), mejorando
notablemente la velocidad de cómputo. Al igual que en las técnicas de radiosidad,
los métodos de Ritschel et al. sólo son adecuados para superficies difusas y tienen
la desventaja de ser métodos iterativos, por lo que la implementación de múltiples
reflexiones tienen un costo computacional importante.

El trabajo realizado por Wang et al. [69] sobre la implementación de la técnica de
mapas de fotones (photon mapping) en GPU, generando imágenes a velocidades
cercanas al tiempo real (entre 1 y 5 imágenes por segundo).
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2.6.4. Conclusiones de los trabajos relacionados

Del análisis del relevamiento realizado surge en primera instancia que, la coherencia
es un concepto comúnmente utilizado como herramienta para formulación de algoritmos
y estructuras de datos gráficas. Pero, cuando se trabaja con la matriz F de radiosidad,
no se han encontrado trabajos relevantes que relacionen la coherencia espacial a la exis-
tencia de pocos valores singulares significativos. Los resultados encontrados son basados
principalmente en evidencia experimental y no están acompañados por una teoŕıa que
los explique. Además, son escasos los trabajos que utilizan algún tipo de descomposición
o aproximación de matrices en los algoritmos de iluminación global. De los trabajos rele-
vados, ninguno aprovecha la reducción de información y la simplificación de las matrices
para deducir un cálculo directo de la iluminación global en escenarios con geometŕıa fija.

Las ĺıneas de trabajo actuales proponen el desarrollo de algoritmos de iluminación
global en tiempo real que en su mayoŕıa siguen siendo iterativos. Aquellos que no lo
son en realidad utilizan la ejecución de procesos iterativos de un solo paso, reduciendo
el realismo de la imagen calculada. Por otra parte, a pesar del componente algebraico
impĺıcito en la resolución del problema de radiosidad, pocas propuestas se basan en el
uso de bibliotecas de algebra lineal. Existen desarrollos como CUBLAS [58], donde se
aprovecha la capacidad de los procesadores gráficos de realizar cómputos en paralelo, que
podŕıan se utilizadas por la comunidad gráfica para la resolución de sistemas lineales.

En este trabajo se propone un retorno a las ĺıneas de investigación pioneras en ra-
diosidad, donde se definió al problema de radiosidad como un problema de álgebra lineal
y donde se combinaron métodos gráficos (como el algoritmo del hemicubo) con métodos
surgidos del álgebra y de los métodos numéricos (como Gauss-Seidel) para su resolu-
ción. En este sentido, el aporte de esta propuesta se centra en la sustitución de la matriz
RF -una matriz densa, de dimensiones potencialmente enormes, de costosa creación y
manejo- por una matriz aproximada de rango bajo. Para ello, se comienza realizando
un análisis teórico para establecer si existen aproximaciones cercanas a RF para rangos
relativamente bajos. Luego, a partir de esta sustitución, se proponen metodoloǵıas que
reducen la complejidad de los cálculos y los órdenes de memoria utilizados para la res-
olución del problema de radiosidad. La propuesta continúa introduciendo dos algoritmos
para la generación de las matrices de rango bajo que sean cercanas a RF, debido a que
el análisis de los métodos existentes -cuyos resultados se presentan en el Caṕıtulo 3-
no brindó resultados satisfactorios. Se realiza un análisis experimental de las propues-
tas realizadas donde se confirman las hipótesis planteadas. Y se observa que las GPU
posibilitan el cálculo de radiosidad en tiempo real, en escenas con geometŕıa estática y
cientos de miles de elementos.





Caṕıtulo 3

Radiosidad de Rango Bajo

3.1. Introducción

Este caṕıtulo introduce las técnicas de radiosidad de rango bajo (RRB), que se
centran en la sustitución de la matriz RF por una aproximación de rango bajo. El
caṕıtulo comienza explicando las bases teóricas de la propuesta y continúa realizando
una nueva formulación del problema de radiosidad, donde la sustitución mencionada es
aplicada. Luego se estudian fórmulas directas e iterativas para la resolución de la nueva
formulación. En el resto del caṕıtulo se desarrollan los conceptos de coherencia espacial
y otros que son utilizados para el cálculo de nuevas aproximaciones de rango bajo a
la matriz RF. El caṕıtulo culmina con el desarrollo de dos algoritmos que construyen
aproximaciones de rango bajo a RF.

3.2. Aproximación de rango bajo a una matriz n×n

El rango de una matriz es la dimensión del espacio definido por sus columnas [29]. Si
una matriz tiene rango k, todas sus columnas se encuentran en un espacio de dimensión
k y se pueden expresar como combinación lineal de k de ellas.

Desde el punto de vista numérico, el rango de una matriz es dif́ıcil de calcular. Cuando
en una matriz n×n las columnas pertenecen a un subespacio de dimensión k más una
pequeña perturbación de orden ε, el rango de la matriz puede ser n, no reflejando que
la matriz se encuentra a un ε o menos de ser de rango k. Para lidiar con este problema
se ha desarrollado el concepto de ε-rango o rango numérico [29, 9], definido por la
expresión en la Ecuación (3.1).

rango(A, ε) = mı́n
‖A−B‖2≤ε

rango(B) (3.1)

Con la definición precedente, si los datos de A tienen un error menor a 0,001, entonces
se debe buscar rango(A, 0,001n) [9].

El cálculo de una aproximación de rango bajo a una matriz ha sido utilizado fre-
cuentemente como técnica de compresión de información con pérdida. Si una matriz
A de dimensión n×n puede ser aproximada por el producto de dos matrices Uk y Vk

de dimensión n×k, con n � k, entonces pueden sustituirse los n2 números de punto
flotante de una matriz A por los 2nk números de punto flotante de la aproximación, con
el consiguiente ahorro de memoria.

39
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En esta sección se desarrollarán los conceptos principales de la descomposición en
valores singulares, la descomposición CUR, la descomposición basada en transformada
discreta de Fourier, la basada en la transformada discreta de wavelets y las basadas en
matrices ortonormales.

3.2.1. Descomposición en valores singulares (SVD)

Una de las factorizaciones más utilizadas para hallar una aproximación a una matriz
A expresable como el producto de dos matrices, es la descomposición en valores
singulares (descomposición SVD). La descomposición SVD factoriza a una matriz A
de dimensión m×n en el producto de tres matrices A = UDVT , donde U es una matriz
con columnas ortonormales y de dimensión m×n, D es una matriz diagonal de dimensión
n×n (los elementos de la diagonal son del tipo σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0), y V es una
matriz con columnas ortonormales y de dimensión n×n [29]. Para llevar de tres matrices
a dos, alcanza con multiplicar la matriz D por la matriz U o la matriz VT .

Otra forma de expresar el producto matricial es

A =
n∑
i=1

σiUiV
T
i

donde Ui y Vi son las i-ésimas columnas de las matrices U y V respectivamente. Da-
da esta expresión y sabiendo que los σi están ordenados de mayor a menor y son no
negativos, una aproximación de rango k de la matriz A es

A ≈ Ak =
k∑
i=1

σiUiV
T
i (3.2)

La proximidad entre A y Ak depende de qué tan grandes sean los σi de los términos
no incluidos en la sumatoria (aquellos donde i > k). Si esos σi son nulos entonces am-
bas matrices son iguales entre śı. Si los σi no son nulos, sus valores permiten medir la
norma de la diferencia ‖A −Ak‖ para algunas normas. Para norma-2 y norma Frobe-
nius las normas de la diferencia tienen los valores expresados en las Ecuaciones (3.3)
y (3.4), respectivamente [66]. Con ambas normas basta conocer el último σk utilizado
para construir Ak, para acotar superiormente la norma del error.

‖A−Ak‖2 = σk+1 ≤ σk (3.3)

‖A−Ak‖Frobenius =

√√√√ n∑
i=k+1

σ2
i ≤ σk

√
n− k − 1 (3.4)

Otro resultado importante sobre la matriz Ak es que es la matriz de rango k que mejor
aproxima a la matriz A. Este teorema es llamado de Eckart y Young y alternativamente
de Schmidt y Mirsky [66] y se lo suele expresar mediante la Ecuación (3.5).

mı́n
rank(B)=k

‖A−B‖ = ‖A−Ak‖ (3.5)

El resultado previo se cumple para todas las normas que son invariantes a transforma-
ciones unitarias, en particular la norma-2 y la norma Frobenius [66]. La importancia
de este resultado ha motivado la búsqueda de algoritmos eficientes para el cálculo de la
descomposición SVD. La complejidad de ejecución del algoritmo básico de la descom-
posición SVD es O(mı́n{mn2, nm2}) [26]. Este orden elevado ha orientado la búsqueda
hacia métodos que calculen soluciones aproximadas con menor complejidad.
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3.2.2. Descomposición CUR

La descomposición CUR [20, 53] o CGR [33], se basa en la selección de k filas y k
columnas de la matriz A para encontrar una factorización de rango k que se aproxime a
la matriz A. Esta factorización es utilizada cuando es importante conocer el significado
de sus componentes. En diversos campos de investigación los resultados de la descom-
posición SVD no resultan satisfactorios para los investigadores, quienes prefieren utilizar
factorizaciones con información más comprensible, como las filas y columnas más signi-
ficativas (según algún criterio) de una matriz.

La descomposición CUR se expresa como A = CUR, donde la matriz C posee di-
mensión n×k y está compuesta por k columnas de la matriz A, y la matriz R posee
dimensión k×n y está compuesta por k filas de la matriz A. La matriz U posee dimen-
sión k×k y se puede construir de diversas formas, entre las que se destacan dos que se
definen a continuación: 1)U es la pseudoinversa de la matriz W (donde W es la inter-
sección de las columnas C con las filas R); 2)U es la pseudoinversa de CTART ). Para
seleccionar las filas y columnas de la matriz A que forman las matrices C y R se suele
utilizar el método denominado de volumen máximo, desarrollado por Goreinov et al.
[32, 31], que busca la combinación de filas y columnas que maximicen |det(W)|. Existen
heuŕısticas con complejidad O(n), que hallan una buena combinación de columnas y
filas sin necesidad de disponer de todas las columnas y filas de una matriz [11, 59].

3.2.3. DFT, DWT y otras factorizaciones con matrices ortonormales

La descomposición basada en la transformada de Fourier (o DFT por sus siglas en
inglés), puede ser expresada de forma matricial si se construye una matriz W (véase la
Ecuación (3.6)) de dimensión n×n, donde la celda (k, l) contiene el complejo e

2πi
n
kl.

W =



e
2πi
n · · · e

2πil
n · · · e

2πin
n

...
...

...
e

2πik
n · · · e

2πikl
n · · · e

2πikn
n

...
...

...

e
2πin
n · · · e

2πinl
n · · · e

2πin2

n


(3.6)

Aplicando la matriz W a una matriz cualquiera A, el equivalente a la transformada
de Fourier en dos dimensiones se resuelve realizando el producto WAWT . El resultado
del producto es una matriz de dimensión n×n, que si tiene un conjunto pequeño de ele-
mentos con valores relativamente grandes, puede ser sustituida por una matriz dispersa
que sólo contenga dichos elementos.

Cuando se tiene una matriz ortonormal N (que posee columnas ortogonales cuya
norma-2 vale uno), se pueden aplicar los mismos razonamientos utilizados en la descom-
posición SVD para hallar una aproximación de rango bajo a una matriz A. Como se
viera en la descomposición SVD, una matriz A se factoriza como el producto de tres
matrices UDVT , donde U y V son matrices ortonormales. En particular si se realiza el
producto AV se obtiene por resultado a UD debido a la ortonormalidad de V. Luego
es posible seleccionar las k columnas con mayor norma AV y construir la misma matriz
Ak expresada en la Ecuación (3.2). Si en lugar de utilizar la matriz V se utiliza una
matriz ortonormal N y se hallan las k mayores columnas de AN, también se puede
hallar A(N)

k que es la mejor aproximación de rango k de la matriz A utilizando N, como
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se observa en la Ecuación (3.7), donde (AN)j y Nj representan a las j-ésimas columnas
de las matrices AN y N respectivamente.

A =
n∑
j=1

(AN)jNT
j ≈

k�n∑
j=1

‖(AN)j‖≥‖(AN)j+1‖,∀jε{1...n−1}

(AN)jNT
j = A(N)

k (3.7)

Un caso particular de matriz ortonormal es la matriz N = W/
√
n, donde W es

la matriz definida en la Ecuación (3.6). La ventaja de utilizar la transformada DFT
radica en que las operaciones AW/

√
n y WAWT pueden realizarse con un complejidad

y O(n2 log n). Este resultado surge de los trabajos pioneros de Danielson y Lanczos [60],
quienes descubrieron la técnica denominada Fast Fourier Transformation.

Los razonamientos anteriores basados en DFT, también se pueden realizar con la
transformada discreta de wavelets (o DWT por sus siglas en inglés), con la que se pueden
construir una variedad infinita de matrices W y donde los productos matriciales también
pueden ser llevados aO(n2 log n). Para la construcción de W, en lugar de utilizar e

2πi
n
kl se

utiliza una familia de funciones llamadas wavelets, que poseen una variedad mucho más
amplia de propiedades y caracteŕısticas que las surgidas de Fourier. Con la transformada
DWT también pueden realizarse cálculos con O(n2 log n). Las wavelets están presentadas
en los trabajos de Daubechies [19] y de Press et al. [60].

Como resumen, se puede establecer que una factorización basada en DFT o DWT
tiene una complejidad menor a aquella basada en la descomposición SVD o en un matriz
ortonormal cualquiera. Por otra parte, un inconveniente de la utilización de una matriz
ortonormal genérica como las que surgen de DFT o DWT radica en que dichas matrices
no fueron generadas para factorizar espećıficamente a la matriz A (a diferencia de la
descomposición SVD donde V vaŕıa según la matriz). Por lo tanto, nada asegura que
estas nuevas factorizaciones puedan encontrar buenas aproximaciones con rango bajo
(k � n).

3.2.4. Notación para las matrices de rango bajo

Si bien existen aproximaciones de rango bajo a una matriz que se expresan como el
producto de tres matrices -donde la matriz interior del producto suele ser más pequeña
que las otras- a lo largo de la tesis se utiliza la fórmula

A ≈ UkVT
k (3.8)

donde A es una matriz cuadrada de dimensión n×n (como la matriz de radiosidad)
y Uk y Vk son matrices de dimensión n×k, con k � n. Las matrices surgidas de las
descomposiciones SVD, CUR, DFT, DWT y las matrices ortonormales, pueden llevarse
a un producto de dos matrices como las mencionadas.

3.2.5. Conclusiones de las aproximaciones relevadas

Salvo la descomposición CUR, todas las factorizaciones mostradas en esta sección
(SVD, DFT, DWT y cualquiera basada en el uso de matrices ortonormales genéricas)
parten de la hipótesis de que se dispone por completo de la matriz a factorizar. Esto
resulta en un inconveniente cuando la matriz contiene una gran cantidad de números de
punto flotante. La descomposición CUR surge como la opción más prometedora entre
las evaluadas.
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En la sección 3.6 se presenta el desarrollo de una metodoloǵıa novedosa que permiten
el cálculo de aproximaciones de las matrices F y RF que evitan su almacenamiento
previo en memoria. Esta nueva aproximación combina propiedades de la descomposición
CUR y de las descomposiciones basadas en matrices ortonormales (SVD, DFT, DWT,
etc.). La matriz Uk contiene columnas muy cercanas a las columnas de la matriz original
(en CUR las columnas de la matriz Uk son iguales a las de la matriz a aproximar) y
la matriz Vk es ortonormal (como en SVD, DFT, DWT) y dispersa, posibilitando un
mejor uso de memoria que el de las otras factorizaciones.

Por último, resulta importante destacar que al sustituir el producto matricial RF
por alguna factorización UkVT

k en la ecuación matricial de radiosidad, el objetivo final
es la reducción de la memoria necesaria para operar con la matriz del sistema lineal. Este
ahorro de memoria puede ser superfluo si el cálculo del sistema lineal sigue requiriendo
una memoria temporal de n2 números de punto flotante (como ocurriŕıa al utilizar la
eliminación gaussiana), pero es relevante cuando se utilizan métodos de cálculo más
eficientes. También resulta importante conocer la relación entre el error relativo de B̃
(valor aproximado de B) y la distancia ‖RF−UkVT

k ‖, y si es posible acelerar el tiempo
de cálculo B̃ con respecto al tiempo de cálculo de B. Estos puntos se verán en las
secciones siguientes.

3.3. Nueva formulación del problema de radiosidad

En esta sección se establecen las bases de la utilización de matrices de rango bajo
para la resolución de la ecuación de radiosidad. Comienza introduciendo el concepto de
coherencia espacial en el problema de radiosidad, llegando a la conclusión que la matriz
RF suele tener un rango numérico bajo y culmina mostrando una nueva formulación del
problema de radiosidad, en donde la matriz RF es sustituida por otra de rango bajo.

3.3.1. Coherencia espacial y su influencia en el rango numérico de RF

La coherencia espacial es el grado en que las partes de una escena exhiben simili-
tudes locales. Esta propiedad es utilizada por Sutherland et al. [67] para la determinación
de superficies ocultas, y también puede ser utilizada en la radiosidad de una escena con
superficies lambertianas. La existencia de coherencia espacial en la radiosidad de una
escena presupone que para buena parte de las superficies los valores de radiosidad entre
puntos cercanos son también cercanos. Si se cumple la coherencia espacial en radiosidad,
no existen marcadas diferencias (o discontinuidades) de los valores de radiosidad entre
puntos cercanos de una misma superficie. Esta es una propiedad clave para el desarrollo
de las técnicas de RRB, ya que, complementada con técnicas de interpolación, posibili-
ta el desarrollo de algoritmos que realicen ahorros significativos en el almacenamiento
información y en la complejidad de los cálculos de radiosidad.

Si en lugar de considerar puntos cercanos se consideran parches cercanos, también se
aplica el concepto de coherencia espacial: en dos parches cercanos i1 e i2 la irradiancia
recibida del resto de la escena es similar y la radiosidad reflejada hacia la escena se
distribuye de forma similar. Esta propiedad garantiza que en la matriz de factores de
forma F los elementos de las filas asociadas a los parches i1 e i2 cumplen que, Fi1j ≈
Fi2j∀j. La filas se consideran parecidas si se cumple esta aproximación, verificándose
que ‖Fi1 − Fi2‖ ≈ 0.



44 Radiosidad de Rango Bajo

En la Figura 3.1 se observa cómo dos parches cercanos i1 e i2 “ven” prácticamente
la misma escena (las vistas se representan a través de dos hemicubos). Los parches ven
aproximadamente los mismos otros parches y cualquier parche j ocupa aproximadamente
la misma área en ambos hemicubos. Con estas áreas se determinan los factores de forma
Fi1j y Fi2j .

(a) Dos parches resaltados. (b) Vista desde el parche i1. (c) Vista desde el parche i2.

Figura 3.1: Dos parches resaltados en (a) y la escena vista desde ellos ((b) y (c)).

El fenómeno presentado previamente puede duplicarse en los miles de pares de par-
ches cercanos que hay en una escena. Tener miles de filas parecidas trae como conse-
cuencia la reducción del rango numérico de F (y de RF).

Experimentalmente se observa que en general las matrices RF asociadas a las escenas
tienen un rango numérico bajo: la mayoŕıa de sus valores singulares son pequeños y sólo
algunos son relativamente grandes (véase la Figura 3.2 (a)). Hašan et al. [40] obtuvieron
resultados similares para las matrices de unidades de superficies×luces.

(a) RF. (b) I−RF.

Figura 3.2: Descomposiciones SVD de RF y de I−RF.
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El rango numérico bajo de RF no afecta a la resolución del sistema lineal. El rango
numérico de una matriz está fuertemente asociado a su número de condición, y por
tanto, a las dificultades para resolver un sistema lineal que la contenga. En la ecuación
matricial de radiosidad, la matriz del sistema es (I − RF) y esta matriz no posee un
rango numérico bajo debido a que la mayoŕıa de sus valores singulares están cercanos a
uno (véase la Figura 3.2 (b)).

Al existir muchas filas y columnas parecidas en RF, su rango numérico es bajo y
por lo tanto puede aproximarse a una matriz de rango bajo, que puede construirse como
el producto UkVT

k . Las técnicas RRB tienen utilidad para aquellas escenas en que se
logran buenas aproximaciones a RF con valores de 2k notoriamente inferiores a n.

3.3.2. Ecuación de radiosidad de rango bajo

Como se expresó en la sección anterior, es probable que la matriz RF tenga un rango
numérico bajo, por lo que es posible hallar una buena aproximación de rango bajo UkVT

k .
Al sustituir RF por su aproximación de rango bajo en la ecuación matricial de radiosidad
se obtiene la ecuación de radiosidad de rango bajo (ecuación RRB, presentada en
(3.9)), donde la incognita ya no es B sino una aproximación B̃.(

I−UkVT
k

)
B̃ = E (3.9)

Esta nueva formulación del problema de radiosidad plantea un ahorro importante
de memoria, debido a que la matriz densa y que ocupa una memoria de n2 números de
punto flotante es sustituida por dos matrices que en total ocupan una memoria de 2nk
números de punto flotante. Esta supuesta ventaja puede no ser tal si no se dispone de
un método eficaz para resolver la ecuación RRB. Como se mencionara, si para resolver
la ecuación RRB se utiliza el algoritmo de eliminación gaussiana, es necesario realizar el
producto UkVT

k para generar la matriz de entrada del algoritmo. Esto implica que tem-
poralmente se necesite utilizar memoria para almacenar n2 números de punto flotante y
que el costo computacional total sea de O(n3). Como consecuencia, se requieren méto-
dos eficientes que saquen provecho de las nuevas estructuras matriciales para reducir la
memoria utilizada y reducir los tiempos de resolución.

Otro tema importante a evaluar es la estimación del error que surge de sustituir la
ecuación matricial de radiosidad por la ecuación RRB. Los valores de B̃ pueden estar
muy alejados de B, a pesar que la aproximación de UkVT

k a RF sea muy buena. Ambos
temas son tratados a continuación.

3.4. Resolución de la ecuación de radiosidad de rango bajo

En esta sección se plantean dos metodoloǵıas para la resolución de la ecuación RRB:
una metodoloǵıa iterativa y otra directa. La metodoloǵıa iterativa está basada en el uso
de la serie de Neumann, tradicionalmente utilizada en el problema de radiosidad [15]. La
metodoloǵıa directa está basada en la fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury, aspecto
novedoso para el problema de radiosidad. Luego de calculada la solución, se realiza la
estimación del error respecto a la solución de la ecuación matricial de radiosidad. A
continuación se presentan dos extensiones a la resolución de la ecuación de radiosidad
de rango bajo: se extiende la resolución al caso de la radiosidad en colores y al caso en
que la geometŕıa de la escena varia. Por último, se plantean algunas conclusiones de la
radiosidad de rango bajo.
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3.4.1. Resolución iterativa de B̃

La serie de Neumann es una generalización de la serie geométrica que es utilizada
para el cálculo de la matŕız (I−T)−1 [66]. Su expresión general es

(I−T)−1 = I + T + T2 + · · · (3.10)

Una condición suficiente de convergencia de la serie de Neumann es que el radio
espectral de T sea menor que uno. Esta condición es también suficiente para asegurar
que (I−T) sea una matriz no singular [66].

La serie de Neumann puede ser utilizada de forma directa para la resolución de la
ecuación RRB. A través de esta serie, la inversa de la matriz de la ecuación RRB se
descompone en una sumatoria de matrices que se multiplican por el vector E para hallar
el vector de radiosidad B̃, cuya expresión se presenta en la Ecuación (3.11).

B̃ =
(
I−UkVT

k

)−1
E =

(
I + UkVT

k +
(
UkVT

k

)2
+ . . .

)
E (3.11)

La serie de la Ecuación (3.11) se expresa de forma iterativa mediante la fórmula

B̃n+1 = E + Uk

(
VT
k B̃n

)
con B̃0 = E (3.12)

ya que

B̃1 =
(
I + UkVT

k

)
E

B̃2 =
(
I + UkVT

k +
(
UkVT

k

)2)
E

:
B̃∞ =

(
I + UkVT

k +
(
UkVT

k

)2
+ . . .

)
E

Los paréntesis en la Ecuación (3.12) indican la precedencia de las operaciones. De esta
manera se evita la realización del producto matriz-matriz UkVT

k (que genera una matriz
de dimensión n×n) y sólo hay productos del tipo matriz-vector. La complejidad de cada
iteración es O(nk).

La serie de la Ecuación (3.11) converge siempre que el radio espectral de UkVT
k

es menor que uno. Esta condición no está asegurada aunque RF cumpla que su radio
espectral es menor que uno. Si se impone la condición más estricta de que ‖RF‖2
sea menor que uno se asegura también que ‖UkVT

k ‖2 sea menor que uno, cuando las
matrices se hallan con la descomposición SVD de RF. De esta forma, ambos productos
de matrices comparten el mismo máximo valor singular, que es el valor de la norma-2
[66] y que por lo tanto es menor que uno.

3.4.2. Resolución directa de B̃

La resolución iterativa de la ecuación RRB logra buenos ordenes de complejidad y
de uso de memoria, pero no es la única alternativa de resolución. A partir de la ecuación
RRB se deduce la expresión de la Ecuación (3.13).

B̃ =
(
I−UkVT

k

)−1
E (3.13)
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A continuación se desarrolla una serie de razonamientos que concluyen en una expre-
sión que permite calcular B̃ de forma directa y con costos computacionales más bajos
que los que implica el cálculo de la inversa de la matriz en la Ecuación (3.13). La expre-
sión resultante se puede deducir a través de la fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury
[29], o a través de la serie de Neumann. La fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury es
una fórmula general que se debe simplificar para utilizarse en el problema de radiosidad.
La serie de Neumann permite deducir la solución de la ecuación RRB de una forma más
intuitiva. A continuación se desarrollan ambos razonamientos.

Fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury en la resolución directa de B̃

La fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury (SMW) se utiliza para el cálculo incre-
mental de (A + UVT )−1, cuando se conoce A−1 y las matrices U y V tienen dimensión
n×k, por lo tanto su producto UVT es una matriz de rango máximo k.

La fórmula de SMW expresa que el cálculo de (A + UVT )−1 se puede realizar con
las operaciones que se presentan en la Ecuación (3.14) donde Ik es una matriz identidad
de dimensión k×k.(

A + UVT
)−1

= A−1 −
[
A−1U

(
Ik + VTA−1U

)−1
VTA−1

]
(3.14)

En la Ecuación (3.14), el término a la derecha de la igualdad es más simple de
calcular que el término de la izquierda. La inversa de la izquierda tiene una complejidad
O(n3) y el término de la derecha tiene una complejidad O(n2k).

La formula SMW puede aplicarse al cálculo de B̃ en la Ecuación (3.13). Si en la
Ecuación (3.14) la matriz A se sustituye por I y la matriz UVT se sustituye por UkVT

k

la Ecuación se simplifica, resultando la expresión de la Ecuación (3.15).(
I−UkVT

k

)−1
= I +

[
Uk

(
Ik −VT

k Uk

)−1
VT
k

]
(3.15)

La Ecuación (3.15) tiene una expresión aún más simple, que se presenta en la Ecuación
(3.16), donde la matriz Yk tiene dimensión n×k.(

I−UkVT
k

)−1
= I−YkVT

k , con Yk = −Uk

(
Ik −VT

k Uk

)−1
(3.16)

Serie de Neumann en la resolución directa de B̃

Si se aplica la serie de Neumann al cálculo de
(
I−UkVT

k

)−1 se obtiene la serie de
la Ecuación (3.17).(

I−UkVT
k

)−1
= I +

(
UkVT

k

)
+
(
UkVT

k

)2
+ · · · =

∞∑
i=0

(
UkVT

k

)i
(3.17)

La serie de la Ecuación (3.17) también se puede expresar mediante

I + Uk

(
Ik +

(
VT
k Uk

)
+
(
VT
k Uk

)2
+ · · ·

)
VT
k = I + Uk

( ∞∑
i=0

(
VT
k Uk

)i)
VT
k

donde Ik es la matriz identidad de dimensión k y donde se puede aplicar nuevamente
Neumann para eliminar la serie, resultando en la expresión de la Ecuación (3.18).

I + Uk

( ∞∑
i=0

(
VT
k Uk

)i)
VT
k = I + Uk

(
Ik −VT

k Uk

)−1
VT
k (3.18)
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Por lo tanto, a través de este razonamiento se llega a la igualdad presentada en la
Ecuación (3.19), idéntica a la Ecuación (3.15).(

I−UkVT
k

)−1
= I + Uk

(
Ik −VT

k Uk

)−1
VT
k (3.19)

Esta igualdad se cumple independientemente de si las series intermedias utilizadas en
la deducción convergen o no. La única restricción que debe cumplirse es que la matriz(
Ik −VT

k Uk

)
sea no singular [29].

Cálculo de B̃

Una vez hallada la Ecuación (3.19) puede aplicarse en la Ecuación (3.13) para sim-
plificar el cálculo de B̃, obteniendose la expresión de la Ecuación (3.20).

B̃ =
(
I + Uk

(
I−VT

k Uk

)−1
VT
k

)
E (3.20)

Para un cálculo eficiente de B̃ conviene operar con los paréntesis de la Ecuación
(3.20), de lo contrario el costo se puede elevar a un uso temporal de memoria O(n2) y una
complejidad O(n2k). Con la representación alternativa de la Ecuación (3.20) presentada
en la Ecuación (3.21), el cálculo de B̃ tiene una complejidad O(nk2) y precisa una
memoria O(nk).

B̃ = E + Uk

((
I−VT

k Uk

)−1 (
VT
kE
))

(3.21)

Cuando en una escena sólo vaŕıa la iluminación, en la ecuación de radiosidad sólo
vaŕıa el término independiente E, por lo tanto la matriz Yk en la Ecuación (3.16)
permanece constante y puede calcularse una única vez. En consecuencia, el cálculo de
B̃ se simplifica aun más, resultando en la Ecuación RRB con geometŕıa fija (3.22)
donde todas las operaciones incluidas en el cálculo de Yk se realizan una sola vez,
obteniéndose una complejidad final O(nk) y un consumo de memoria O(nk).

B̃ = E −Yk

(
VT
kE
)

(3.22)

La expresión de la ecuación RRB con geometŕıa fija resulta muy similar a la expresión
de la Ecuación (3.12), utilizada para un paso de la iteración. Ambas expresiones tienen
una complejidad similar (realizan dos productos matriz-vector de idénticas dimensiones y
luego una suma vectorial). Cuando la geometŕıa es constante conviene utilizar el método
directo, debido a que tiene la misma complejidad que una única iteración del método
iterativo. En cambio, cuando la geometŕıa es variable, una vez conocido Uk y Vk el
método directo puede no ser el más conveniente si el método iterativo converge en pocos
pasos, debido a las O(nk2) operaciones que se requiere para calcular Yk. Debe estudiarse
en cada caso cuál de los métodos es el más conveniente. Véase la sección 3.4.5.

3.4.3. Estimación del error relativo de B̃

La ecuación RRB se puede expresar como una versión de la ecuación matricial de
radiosidad, pero con la matriz perturbada. En efecto, si εk es la perturbación resultante
de sustituir RF por UkVT

k , entonces εk = RF−UkVT
k y por lo tanto

E = (I−RF + εk) B̃ =
(
I−RF +

(
RF−UkVT

k

))
B̃ =

(
I−UkVT

k

)
B̃ (3.23)
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Según Golub y Van Loan (pags. 80 y 81 de [29]), en un sistema Ax = b perturbado
de forma paramétrica por δ tanto en su matriz como en su término independiente se
cumple que

(A + δG)x(δ) = b+ δf, con x(0) = x

donde G es una matriz de igual dimensión que A y f es un vector de igual dimensión
que b. La incógnita x es sensible a δ según la cota del error relativo de x, presentada en
la Ecuación (3.24).

‖x(δ)− x‖
‖x‖

≤ |δ|‖A−1‖
(
‖f‖
‖x‖

+ ‖G‖
)

+O(δ2) (3.24)

Aplicando la expresión anterior a la Ecuación (3.23), se tiene que A = I −RF, δ = 1,
G = εk y f = 0, resultando la expresión de la Ecuación (3.25).

‖B̃ −B‖
‖B‖

≤ ‖ (I−RF)−1 ‖‖εk‖ (3.25)

A su vez, como ‖RF‖ es menor que uno, se puede acotar ‖ (I−RF)−1 ‖ (véase el lema
2.3.3 en Golub y Van Loan [29]), dando por resultado la cota del error relativo de B̃,
expresado en la Ecuación (3.26).

‖B̃ −B‖
‖B‖

≤ ‖εk‖
1− ‖RF‖

(3.26)

En las Ecuaciones (3.25) y (3.26), ‖εk‖ es la única variable que se puede ajustar
con libertad para reducir la cota del error. La matriz RF se deduce de los datos y es
de esperar que su norma no vaŕıe demasiado, independientemente de cómo haya sido
construida. Si se utiliza norma-2, el menor valor posible de ‖εk‖2 para un valor dado de
k es el valor singular σk+1 de RF. Este valor singular se alcanza sólo si Uk y Vk son las
correspondientes matrices asociadas a la descomposición SVD.

Un caso más general, utilizado en el método de radiosidad de rango bajo, es aquel en
que se emplea una matriz ortonormal M diferente de V. La matriz U asociada no tiene
por qué ser ortonormal y se calcula como U = RFM debido a que UMT = RFMMT =
RF. La matriz Uk está compuesta por las k columnas con mayor norma-2 de la matriz
U. Para este caso el valor de ‖εk‖ está acotado por

‖εk‖ = ‖(I−RF)− (I−UkTT
k )‖

= ‖UTT −UkTT
k ‖

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1‖Uj‖≥‖Uj+1‖

UjT
T
j −

k∑
j=1‖Uj‖≥‖Uj+1‖

UjT
T
j

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣⇒

‖εk‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
j=k+1

‖Uj‖≥‖Uj+1‖

UjT
T
j

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

n∑
j=k+1

‖Uj‖≥‖Uj+1‖

‖Uj‖ (3.27)



50 Radiosidad de Rango Bajo

Consideraciones finales sobre el error

Las cotas de error expresadas en esta sección pueden ser muy elevadas respecto a
los valores experimentales hallados en las escenas. No es extraño que la estimación del
error sea de un orden de magnitud superior al error real [22].

Una de las causas probables de este fenómeno es que en ninguna parte de los razo-
namientos anteriores se considera la restricción de que E y B̃ no deben poseer valores
negativos (dado que f́ısicamente no existe la radiosidad negativa). Si se considera dicha
restricción, las cotas superiores podŕıan tener valores menores. En efecto, en los casos
testeados en experimentos no formalizados, las cotas superiores son alcanzadas para
vectores E y B que contienen valores negativos.

Otra de las posibles causas de la diferencia entre la teoŕıa y la práctica es que los
vectores E que provocan la mayor diferencia entre B y B̃ poseen configuraciones de
parches emisores muy particulares, que no suelen darse en la práctica.

En conclusión, hallar buenas cotas de error para los métodos RRB es una tarea que
requiere de mayores esfuerzos de investigación. Esta sección ha presentado tan solo una
introducción a la temática.

3.4.4. Radiosidad en colores

Cuando las superficies emisoras y reflectoras de la escena están coloreadas, las solu-
ciones realistas de la ecuación de radiosidad y de la ecuación matricial de radiosidad
deben incluir el fenómeno de “sangrado” (bleeding), en donde la reflexión de la luz en
un objeto coloreado “tiñe” del mismo color a los objetos cercanos. Por ejemplo, en la
Figura 3.3 (a) se aprecia que la pared cercana al cubo rojo está también teñida de rojo.
La Figura 3.3 (b) ha sido generada sin incluir el efecto de sangrado.

(a) Con sangrado. (b) Sin sangrado.

Figura 3.3: Una misma escena con dos implementaciones de radiosidad en colores.
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Para generar el efecto de sangrado se deben resolver tres sistemas lineales distintos,
uno por cada color primario (rojo, verde y azul). En los tres sistemas lineales se comparte
la matriz F, que depende únicamente de la geometŕıa de la escena, y se difiere en los otros
componentes de la ecuación matricial de radiosidad (R, E y B). Como se expresó en la
sección 2.4.2, la matriz diagonal R contiene el ı́ndice de reflexión de cada parche. A un
parche i de color rojo puro, le corresponde el color (1, 0, 0), y por lo tanto las matrices R
asociadas con cada color contienen en la diagonal los valores: Rr(i, i) = 1, Rv(i, i) = 0
y Ra(i, i) = 0. Similares razonamientos se pueden realizar con el vector de emisión E,
que se transforma en los vectores Er, Ev y Ea, y con el vector de radiosidad B, que se
transforma en los vectores Br, Bv y Ba. Por lo tanto, la ecuación matricial de radiosidad
se transforma en tres sistemas de ecuaciones independientes:

(I−RrF)Br = Er

(I−RvF)Bv = Ev

(I−RaF)Ba = Ea

Para simplificar, se unifican las tres ecuaciones con sub́ındices r,v y a en una sóla
con sub́ındice c (que significa “color”), y por lo tanto cada ecuación con sub́ındice c
representa en realidad a tres ecuaciones, una por cada color.

(I−RcF)Bc = Ec (3.28)

Siguiendo esta convención, la ecuación RRB se transforma en(
I−RcUkVT

k

)
B̃c = Ec (3.29)

Para evitar el uso innecesario de memoria, conviene factorizar la matriz F en lugar
de las matrices RF como ocurre en la ecuación RRB. Las matrices Rc son diagonales,
ocupando en memoria 3n números de punto flotante, en cambio las matrices Uck =
RcUk son densas, ocupando en total 3nk números de punto flotante.

Resolución iterativa y directa de la radiosidad en colores

Como consecuencia de mantener las matrices Rc, deben reformularse las Ecuaciones
(3.12), (3.20) y (3.21) para la resolución iterativa de la ecuación RRB y el calculo de B̃,
y la ecuación RRB con geometŕıa fija para la resolución directa de la ecuación RRB.

Para el caso iterativo, la ecuación RRB se sustituye por las ecuaciones

B̃c,n+1 = Ec + Rc

(
Uk

(
VT
k B̃c,n

))
con B̃c,0 = Ec (3.30)

Para el caso directo, las Ecuaciones (3.20), (3.21) y la ecuación RRB con geometŕıa
fija se sustituyen respectivamente por las Ecuaciones (3.31), (3.32) y (3.33), donde Mc =(
I−VT

k RcUk

)−1 son matrices k×k, y las matrices Rc son diagonales n×n.

B̃c =
(
I + RcUk

(
Ik −VT

k RcUk

)−1
VT
k

)
Ec (3.31)

B̃c = Ec + Rc

(
Uk

((
Ik −VT

k RcUk

)−1 (
VT
kEc

)))
(3.32)

B̃c = Ec + Rc

(
Uk

(
Mc

(
VT
kEc

)))
(3.33)
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Las tres Ecuaciones (3.33) son las ecuaciones RRB en colores con geometŕıa
fija y se pueden aplicar en escenas donde la geometŕıa no vaŕıa, dado que las matri-
ces Mc se calculan una única vez al principio del proceso. Estas ecuaciones tienen una
complejidad O(nk) y ocupan una memoria O(nk). Cada Ecuación (3.33) tiene un costo
computacional un poco superior a la del caso acromático expresado en la ecuación RRB
con geometŕıa fija, debido a que debe incluirse el producto matriz-vector que involucra
a la matriz Mc y que posee un costo O(k2). Por lo tanto, en comparación con el caso
acromático, el costo de operar con las tres Ecuaciones (3.33) es poco más de tres ve-
ces superior. En cuanto al uso de memoria, la principal diferencia es la existencia de las
matrices Mc y Rc y los vectores Bc y Ec en las Ecuaciones (3.33). Esto implica un incre-
mento de 3k2 + 6n números de punto flotante a almacenar en memoria, en comparación
con su contraparte acromática, siendo un incremento relativamente bajo si k � n.

Como conclusión, todas las ecuaciones RRB que contemplan color tienen un costo
computacional un poco mayor a tres veces el de sus contrapartes acromáticas, pero sólo
implican un volumen de memoria levemente superior.

3.4.5. Ecuación RRB en escenas con objetos en movimiento

Si la escena cambia debido al movimiento de algunos objetos que pasan de un estado
inicial I a un estado final F , cambian las distancias y otras relaciones entre algunos
parches de la escena, principalmente los parches pertenecientes a los objetos que han
sido movidos y los parches cercanos a la posición inicial y final de los objetos movidos.
El movimiento de los objetos cambia la matriz FI que contiene los factores de forma de
la escena en el estado I, generando la matriz FF que contiene los factores de forma de la
escena en el estado F . El movimiento de los objetos probablemente altere también a la
matriz UIVT

I que haya sido generada como aproximación de rango bajo a FI , generando
la matriz UFVT

F que es la aproximación de rango bajo a la matriz FF .
Las modificaciones a las matrices FI y UIVT

I no se dan de forma aleatoria, sino
que se concentran en las filas y columnas relacionadas con los parches más influenciados
por el movimiento de los objetos. Si la diferencia entre UIVT

I y UFVT
F (o entre FI y

FF ) se pudiese aproximar a una matriz de rango bajo U∆VT
∆ de forma que cumpla con

las relaciones establecidas en la Ecuación (3.34), entonces la ecuación de radiosidad de
rango bajo (I−UFVT

F )B̃F = E que está asociada al estado final de la escena se puede
aproximar a las ecuaciones que contienen matrices de rango bajo (3.35) y (3.36), donde
B̂F ≈ B̃F ≈ BF .

UIVT
I + U∆VT

∆ ≈ UFVT
F ≈ FF ≈ FI + U∆VT

∆ (3.34)

(I−UIVT
I −U∆VT

∆)B̂F = E (3.35)

B̂F = (I−UIVT
I −U∆VT

∆)−1E (3.36)

Estas ecuaciones se pueden resolver utilizando métodos iterativos o directos.

Resolución iterativa

Utilizando la Ecuación (3.12) y partiendo del radiosidad B̃I calculada en el estado
inicial I, se puede formular la resolución iterativa de la Ecuación (3.35) a través de la
Ecuación (3.37), donde la matriz [UI |U∆] contiene las matrices UI y U∆, y la matriz
[VI |V∆] contiene las matrices VI y V∆.
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B̂
(n+1)
F = E + [UI |U∆]([VI |V∆]T B̂(n)

F ), con B̂
(0)
F = B̃I (3.37)

Cada iteración tiene una complejidad de orden n(k+ k∆), en donde k es el rango de
las matrices UI y VT

I y k∆ es el rango de U∆ y VT
∆.

Resolución directa

En la Ecuación (3.36), la inversa de la matriz puede ser hallada utilizando la fórmula
de Sherman-Morrison-Woodbury, generando la Ecuación (3.38), donde Y, W y Z se
hallan respectivamente por las Ecuaciones (3.39, 3.40 y 3.41).

(I−UIVT
I −U∆VT

∆)−1 = (I−YVT
I − ZWT ) (3.38)

Y = −UI

(
Ik −VT

I UI

)−1
(3.39)

W = V∆ −VI(YTV∆) (3.40)

Z = −
(
I−YVT

I

)
U∆

(
Ik∆
−WTU∆

)−1
(3.41)

Al aplicar la Ecuación (3.38) en la Ecuación (3.36), se obtiene la ecuación

B̂F = (I−YVT
I − ZWT )E

cuya expresión más simple de calcular es

B̂F = E −Y(VT
I E)− Z(WTE) (3.42)

Si se ha calculado previamente B̃I (radiosidad de la escena en el estado inicial I),
entonces se puede aprovechar ese resultado para acelerar el cálculo de B̃F . Para ello se
utiliza la ecuación RRB con geometŕıa fija para eliminar algunos términos de la Ecuación
(3.42), obteniéndose

B̂F = B̃I − Z(WTE) (3.43)

La complejidad del cálculo de B̃F a partir de la Ecuación (3.43) depende principal-
mente de la complejidad del cálculo de la matriz inversa contenida en el cálculo de Z
(véase la Ecuación (3.41)), que a su vez depende del cálculo de W (Ecuación (3.40)).
La complejidad total es O(nkk∆), con n� k y n� k∆.

3.4.6. Conclusiones sobre los métodos de radiosidad de rango bajo

Cuando la geometŕıa de la escena es fija, se puede establecer que las ecuaciones
RRB con geometŕıa fija y RRB en colores con geometŕıa fija son fuertes candidatas a ser
utilizadas en cualquier algoritmo de radiosidad en tiempo real. El ahorro de memoria que
implican, el orden de complejidad, aśı como las posibilidades de aplicación de técnicas
de computación paralela para mejorar el desempeño del producto matriz-vector, las
habilitan a ser utilizadas en estaciones de trabajo portátiles, con o sin tarjetas gráficas.
Por otra parte, los procesos iterativos expuestos en las Ecuaciones (3.12) y (3.30) tienen
buenos órdenes de complejidad y uso de memoria. Cuando la geometŕıa es fija, las
matrices Uk, Vk e Yk, necesarias para la utilización de las ecuaciones mencionadas
pueden ser calculadas previamente, mejorando la eficiencia computacional del cálculo
de radiosidad. En el Caṕıtulo 4 se analizan experimentos realizados para evaluar la
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pertinencia de la utilización de la ecuación RRB con geometŕıa fija para el cálculo de
radiosidad en tiempo real.

Cuando la geometŕıa es variable, las dificultades principales se encuentran en la
construcción de las matrices U∆, V∆, Z y W. Para el cálculo de las matrices U∆

y V∆ queda pendiente el desarrollo de metodoloǵıas que eviten el cálculo previo de
las matrices UF y VF , o de la matriz FF . Si estos inconvenientes fueran superados,
entonces los órdenes de complejidad de los métodos indican que si el método iterativo
converge en unas pocas iteraciones entonces resulta ser más conveniente que el método
directo. Luego, como ya se mencionara en la sección 3.2.5, el cálculo de las factorizaciones
SVD, DFT y DWT es complejo y costoso en memoria, por lo tanto resulta necesaria
la búsqueda de formas alternatvias de construcción de matrices de rango bajo para la
matriz de radiosidad. Esta tarea es abordada en las secciones 3.5 y 3.6.

3.5. Bases para el cálculo de nuevas aproximaciones de
rango bajo de RF

En esta sección se desarrollan tres ideas centrales de la tesis respecto a una propuesta
espećıfica de generación de aproximaciones de rango bajo (UkVT

k ) de la matriz RF.
Estas ideas son utilizadas en la sección 3.6 para el desarrollo de dos algoritmos eficientes
para el cálculo de radiosidad.

La primera idea clave es el reconocimiento de que, en el problema de radiosidad, la
coherencia espacial hace que la radiosidad reflejada por la escena sea poco sensible a las
perturbaciones en la emisión de la escena. La segunda idea clave es la construcción de
dos mallas para una misma escena y la definición de su interrelación: una malla de grano
fino compuesta por elementos y otra malla de grano grueso compuesta por parches. Por
último, la tercer idea clave es el análisis y śıntesis de propiedades interesantes, a los
efectos de la tesis, de los factores de forma de parche a elemento y de elemento a parche.

3.5.1. Influencia de la coherencia espacial en la emisión y la reflexión

En el problema de radiosidad, dada una emisión E y una escena se calcula una
radiosidad B, que está compuesta por la emisión E más la reflexión C de la escena
(B = C +E). Como E es un dato del problema, en el cálculo de la radiosidad B lo que
interesa conocer es la reflexión C. En esta sección se muestra que debido a la coherencia
espacial, el cálculo de C es poco sensible a las variaciones de E. Esta propiedad puede
ser aprovechada para generar buenos valores de C partiendo de una emisión E poco
precisa representada en una malla de grano grueso. En la sección 3.6 se aprovecha esta
propiedad para el cálculo de aproximaciones de rango bajo de la matriz RF.

Existe una relación biuńıvoca entre la emisión y la reflexión de una escena, dado
que por cada vector E de emisión, existe un único vector C de reflexión posible. En
la práctica, esta relación biuńıvoca teórica resulta dif́ıcil de vivenciar. La coherencia
espacial lleva a que emisiones E1 y E2 que sean sensiblemente diferentes se correspondan
con reflexiones C1 y C2 muy parecidas (véase la Figura 3.4), practicamente indetectables
por un ojo o una cámara. Aunque las diferencias sean detectables, también es necesario
establecer cuál emisión corresponde a cuál reflexión.
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Matemáticamente, la relación entre C y E se define a partir de la ecuación matricial
de radiosidad. Dada la relación existente entre B, C y E, se puede sustituir B en la
ecuación matricial de radiosidad, obteniéndose (I − RF)(C + E) = E. Una ecuación
equivalente es la Ecuación (3.44), la ecuación matricial de la radiosidad reflejada.

(I−RF)C = RFE (3.44)

En la Ecuación (3.44), hallar C conociendo E es un problema similar al problema de
hallar B en la ecuación matricial de radiosidad. Los sistemas lineales tienen la misma
matriz (I−RF) y difieren en que el término independiente de la Ecuación (3.44) es el
vector RFE y en la ecuación matricial de radiosidad es el vector E. Como ya se analizó en
la propiedad 14 de la sección 2.4.2, estos problemas suelen estar bien condicionados.

Si se utiliza la Ecuación (3.44) para el cálculo de E a partir de C, el problema no
está bien condicionado. En la Ecuación (3.44), la matriz del sistema lineal es RF, que
tiene un rango numérico bajo. Al ser un problema mal condicionado, es muy sensible
a las variaciones del término independiente: pequeñas variaciones de C (y por lo tanto
de (I − RF)C) provocan grandes variaciones de E. El mal condicionamiento de RF
(provocado por la coherencia espacial de la escena) es la causa principal de la dificultad
existente en establecer una correspondencia biuńıvoca entre C y E.

Existe una diferencia notoria entre la reflexión C real y la percibida por el ojo, por
varios motivos: porque la pupila regula la intensidad de luz percibida, por existir una
sensibilidad bastante limitada a la percepción de intensidades luminosas, porque el ojo
está más orientado a detectar diferencias de intensidad y no tanto valores absolutos
de intensidad luminosa, etc. [71]. Algunos de estos problemas son compartidos con las
cámaras, escáneres y otros periféricos de entrada de información gráfica. Dados estos
errores de percepción, existe una diferencia entre la reflexión C percibida y la real. En la
Figura 3.4 se aprecia la correspondencia entre dos vectores E y C con valores reales ER
y CR (puntos oscuros). Los valores de C percibidos por el usuario tienen un margen de
error que se expresa por el área circundante. Dentro de esa área existen otros vectores
C alternativos CP1 y CP2 que son indistinguibles de C por el usuario y que determinan
emisiones EP1 y EP2 notoriamente diferentes a la real. Por lo tanto, al usuario le resulta
practicamente imposible establecer relaciones biuńıvocas claras entre ambas variables.

Figura 3.4: Pequeñas variaciones en C implican grandes variaciones en E.
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La Figura 3.5 ejemplifica la insensibilidad de la reflexión con respecto a perturba-
ciones en la emisión. Se muestran dos emisiones E1 y E2 y sus correspondientes reflex-
iones C1 y C2. Las dos emisiones son claramente diferentes entre śı, donde la emisión
E1 cubre un área mayor y posee una geometŕıa más sencilla que la de la emisión E2. En
cambio las reflexiones C1 y C2 son muy parecidas más allá de pequeñas diferencias. Si
se intercambian las Figuras 3.5 (b) y (d) el resultado es indiferente para el usuario.

(a) E1. (b) C1.

(c) E2. (d) C2.

Figura 3.5: Dos E sensiblemente diferentes generan dos C prácticamente iguales.

La Figura 3.6 ejemplifica la extremada sensibilidad de la emisión respecto a cambios
pequeños en la reflexión. Se muestran dos reflexiones que surgen de una misma reflexión
C mostrada con distinta precisión (16 d́ıgitos de precisión en (a) y 3 d́ıgitos de precisión
en (c)). Las diferencias entre ambas son irreproducibles por ningún dispositivo gráfico
y aunque lo fueran, seŕıan imperceptibles por el ojo humano. En cambio, las emisiones
asociadas son extremadamente diferentes, generándose en el segundo caso radiosidades
de emisión con valores negativos.
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(a) C1 = C con 16 d́ıgitos de precisión. (b) E1.

(c) C2 = C con 3 d́ıgitos de precisión. (d) E2. Parches azules ≡ radiosidad negativa.

Figura 3.6: Dos reflexiones muy parecidas generan emisiones extremadamente distintas.

La dificultad de determinar cuál es la relación entre la emisión y la reflexión en
radiosidad puede ser aprovechada para generar aproximaciones de rango bajo a la matriz
F, donde la geometŕıa de la emisión E es simplificada a través del uso en la escena de
una malla de grano grueso, pero donde la geometŕıa de la reflexión C y de la radiosidad
B es calculada con una malla de grano fino.

En lo que resta de la sección 3.5 y en la sección 3.6 se desarrolla una propuesta
basada en la coherencia espacial para la generación de matrices Uk y Vk, cuyo producto
genera una aproximación de rango bajo a la matriz F. En la sección 4.2 del caṕıtulo de
análisis experimental se muestran los resultados de algunas experiencias realizadas con
distintos vectores de emisión y reflexión, donde se compara la diferencia en norma entre
ellos y se muestran escenas generadas, entre otros resultados.
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3.5.2. Malla gruesa y malla fina de una escena

Para el desarrollo de la nueva propuesta de aproximación de RF por matrices de
rango bajo, se parte de la generación de dos mallas para la misma escena: una malla
de grano grueso (mg), compuesta por k parches grandes, y una malla de grano
fino (mf ), compuesta por n parches pequeños denominados elementos. La cantidad
de elementos y parches de las mallas determinan las dimensiones n y k de las matrices.
Los elementos y parches cumplen que:

1. Los elementos de mf no se superponen. Lo mismo ocurre para parches de mg.

2. Cada elemento de mf está completamente contenido en un único parche de mg.

3. Cada parche de mg está cubierto por completo por elementos de mf de igual área.

Se dice que dos mallas mg y mf son compatibles si cumplen con las propiedades ante-
riores. La forma de los parches y de los elementos puede ser muy variada, dependiendo
de la técnica utilizada para su generación. Por ejemplo, un conjunto de elementos puede
formar un rostro humano y la unión de esos elementos conformar un único parche. Por
lo tanto, la forma de cada parche mg puede ser muy irregular, existiendo incluso la
posibilidad de armar parches a partir de elementos no conexos.

3.5.3. Factores de forma de parche a elemento y de elemento a parche

En esta sección se describen los conceptos básicos utilizados en la construcción de
las matrices Uk y Vk.

Como se expresara en la sección 3.3.1, la existencia de coherencia espacial en la escena
está relacionada con que haya pares de filas parecidas en F. Si las filas son parecidas
(Fi1j ≈ Fi2j∀j) y las áreas de los elementos asociados son iguales (Ai1 = Ai2), como AF
es simétrica (propiedad 10 de la sección 2.4.2), las columnas de F también son parecidas
entre śı, es decir se cumple que

AjFji1 = Ai1Fi1j ≈ Ai2Fi2j = AjFji2∀j, por lo tanto Fji1 ≈ Fji2∀j

Cuando las mallas son compatibles, los elementos pertenecientes a un mismo parche
tienen áreas iguales y si poseen filas parecidas en la matriz F (la cercańıa existente entre
los elementos posibilita la coherencia espacial), se concluye que las columnas de la matriz
F pertenecientes a elementos de un mismo parche también son parecidas.

Para ahorrar espacio en memoria, en lugar de almacenar un conjunto de columnas
parecidas entre śı asociadas a los elementos de un parche se puede almacenar una única
columna representante del parche. La columna representante puede ser el promedio del
conjunto o ser la mejor columna del conjunto, seleccionada según algún criterior.

Cada columna representante expresa los factores de forma entre cada elemento de mf
de la escena y un parche de mg. La técnica desarrollada calcula k columnas representantes
(una por parche) de forma tal que cada columna de F se parezca al menos a una de
ellas. Estas columnas constituyen la matriz Uk, cuya dimensión es n×k por tener tantas
filas como elementos mf y columnas como parches mg tiene la escena. Cada columna
de la matriz Uk está asociada a un parche mg.

Al disponer de la matriz Uk, se puede construir una matriz F̃ parecida a F, dupli-
cando cada columna p de Uk en las columnas de F̃ asociadas a los elementos de p. Para
lograr este objetivo, se construye una matriz Vk de forma que el producto UkVT

k genere
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la matŕız F̃. Por construcción, la matriz Vk es dispersa. En la Figura 3.7 se ejemplifica
el razonamiento. Se muestran dos columnas densas de Uk y las correspondientes dos
filas de VT

k . Las celdas no nulas en las filas de VT
k contienen unos. Cada columna de

VT
k contiene una única celda distinta de cero (que vale uno). En el ejemplo de la figura,

las dos filas de VT
k contienen cuatro unos cada una. En el producto UkVT

k se observa
cómo cada columna de Uk se repite cuatro veces en F̃.

Figura 3.7: Producto matricial de dos columnas de Uk por dos filas de una matriz VT
k

dispersa. Cada columna de Uk se replica cuatro veces en la matriz producto.

Cálculo de los factores de forma de parche a elemento

A partir de las Ecuaciones (2.6) y (2.30) se puede deducir que el factor de forma entre
un parche y un elemento está definido por la expresión en la Ecuación (3.45), donde Ap
es el área del parche p, θp es el ángulo entre la normal a dp y la dirección hacia de, θe
es el ángulo entre la normal a de y la dirección hacia dp, r es la distancia entre de y dp,
y Vpe indica la visibilidad entre de y dp (véase la Figura 3.8).

Fpe =
1
Ap

∫
p

∫
e

cos θp cos θe
πr2

Vpededp (3.45)

Dado que las áreas de los elementos del parche p son disjuntas, se pueden realizar
las siguientes operaciones presentadas en la Ecuación (3.46) donde cp es la cantidad de
elementos pertenecientes al parche p y epi es el i -ésimo elemento del parche p. A partir
de este razonamiento se concluye que el factor de forma entre un parche p y un elemento
e es igual al promedio ponderado por el área, de los factores de forma entre todos los
elementos constituyentes del parche p y el elemento e.
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Figura 3.8: Elementos que determinan el factor de forma entre dos áreas.

Fpe =
1
Ap

∫
⋃cp
i=1 e

p
i

∫
e

cos θp cos θe
πr2

Vpededp

=
1
Ap

cp∑
i=1

∫
epi

∫
e

cos θepi cos θe
πr2

Vepi edede
p
i

=
1
Ap

cp∑
i=1

Aepi Fepi e
(3.46)

Por otra parte, dado que las áreas Aepi de todos los elementos del parche p son iguales
entre śı en mallas mg y mf compatibles, la fórmula se simplifica aun más, resultando

Fpe =
1
cp

cp∑
i=1

Fepi e
(3.47)

De esta manera, se determina que el factor de forma entre un parche p y un elemento
e es igual al promedio de los factores de forma entre los elementos contenidos en p y el
elemento e.

Cálculo de los factores de forma de elemento a parche

Los factores de forma Fep entre un elemento e y un parche p se calculan como la suma
de los factores de forma Feepi

entre el elemento e y los elementos epi pertenecientes al
parche p. Como AF es una matriz simétrica, se puede expresar Fij mediante la Ecuación
(3.48) para todo elemento (i, j) de la escena.

Fij =
Aj
Ai

Fji (3.48)
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En particular, para el elemento e y el parche p se puede establecer que

Fep =
Ap
Ae

Fpe (3.49)

por lo tanto, aplicando la Ecuación (3.48) en la Ecuación (3.46), se deduce

Fpe =
1
Ap

cp∑
i=1

Aepi Fepi e
=

1
Ap

cp∑
i=1

Aepi
Ae
Aepi

Feepi
=
Ae
Ap

cp∑
i=1

Feepi

y combinando las dos ecuaciones previas, se concluye que

Fep =
cp∑
i=1

Feepi
(3.50)

De esta manera se determina que el factor de forma entre un elemento e y un parche
p es igual a la suma de los factores de forma entre el elemento e y cada uno de los
elementos epi contenidos en el parche p.

Parches con coherencia espacial

Un parche p de mg es un parche con coherencia espacial si todos los elementos
pertenecientes a p observan prácticamente la misma escena, es decir, que si se toma un
elemento e cualquiera perteneciente a mf se cumple siempre que todos los factores de
forma Feepj

son parecidos entre śı. Esto implica que podŕıa comprimirse la información
de los factores de forma, guardando un único número por elemento y parche. En efecto,
la Ecuación (3.51) muestra que al conocer los Fep para un parche p y ∀e, se conocen de
manera aproximada todos los Feepj

, donde los elementos epj son aquellos pertenecientes
a p.

Fep

cp
=

∑cp
i=1 Feepi

cp
≈ Feepj

,∀e y ∀epj ∈ p (3.51)

Si esta propiedad se extendiese a todos los parches de mg, podŕıa reducirse sus-
tancialmente la información a almacenar para generar una aproximación a la matriz F
de factores de forma entre elementos. En lugar de almacenar los n2 números de punto
flotante correspondientes a los Feiej ∀i y ∀j, alcanza con almacenar los nk números de
punto flotante correspondientes a los Fep ∀e y ∀p.

Mallas mg y mf con coherencia espacial

Se define a dos mallas mf y mg como mallas con coherencia espacial si ambas
mallas son compatibles y si todos los parches de mg son parches con coherencia espacial.
El que todos los parches posean coherencia espacial implica que existen relaciones iguales
a las expresadas en (3.51) entre todo elemento de mf y todo parche de mg. Cuando las
mallas mf y mg son mallas con coherencia espacial, es posible construir una matriz F̃
aproximada a F si se dispone únicamente de los factores de forma Fep. Esta posibilidad
permite ahorrar memoria, debido a que existen n×n factores de forma de elemento a
elemento y existen sólo n×k factores de forma de elemento a parche.
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En la sección 3.6.1 se desarrollan estos conceptos para la construcción de dos matrices
Uk y Vk cuyo producto sea una aproximación a F cuando hay mallas con coherencia
espacial. Luego, en la sección (3.6.3) se desarrolla un algoritmo para la construcción
de mallas con coherencia espacial. Las matrices Uk y Vk construidas poseen dimensión
n×k, donde n es la cantidad de elementos de mf y k la cantidad de parches de mg. La
matriz Vk es dispersa y la matriz Uk es densa y contiene todos los factores de forma de
elemento a parche Fep.

La ventaja de que la matriz Vk sea dispersa es que su utilización ahorra memoria,
ahorro que se mantiene cuando se la utiliza en el cálculo de B̃ al emplear las ecuaciones
directas: (3.21), (3.22), (3.32) y (3.33), o iterativas: (3.12) y (3.30).

3.6. Algoritmos 2MF y 2MCE

En esta sección se exponen dos algoritmos que generan un nuevo tipo de aproxima-
ciones UkVT

k a la matriz F. Estas aproximaciones se componen de una matriz Uk, cuyas
columnas están fuertemente vinculadas a las columnas de F (de forma similar a lo que
ocurre en la descomposición CUR), y de una matriz Vk que entre sus propiedades se
destaca el ser ortonormal (como ocurre en las aproximaciones basadas en SVD, DFT y
DWT) y ser dispersa. Los algoritmos desarrollados utilizan una memoria temporal que
vaŕıa según el caso entre O(nk) y O(n2), y poseen una complejidad que también vaŕıan
entre O(nk) y O(n2).

Se proponen dos algoritmos de cálculo:

1. El algoritmo 2MF, que presupone que mf y mg son mallas con coherencia espacial.

2. El algoritmo 2MCE, que genera dos mallas mf y mg con coherencia espacial.

Ambos métodos generan matrices Vk dispersas, permitiendo un ahorro de memoria
que posibilita la realización de aproximaciones competitivas con aquellas basadas en la
descomposición SVD.

3.6.1. Algoritmo 2MF: existencia de mallas con coherencia espacial

En esta sección se explica el algoritmo 2MF (2 Mallas Fijas) en el que, partiendo
de dos mallas con coherencia espacial se generan dos matrices Uk y Vk de dimensión
n×k, cuyo producto UkVT

k es una aproximación de rango bajo de la matriz F.
Como se expresó en la sección anterior, si se conocen todos los factores de forma Fep

entonces, a partir de la Ecuación (3.51) es posible construir una buena aproximación de
F a través del producto UkVT

k con Vk dispersa (véase la Figura 3.7).
Al asumir que mf y mg son mallas con coherencia espacial no es necesario modifi-

carlas para construir aproximaciones de rango bajo de F. La evaluación para determinar
si son mallas con coherencia espacial se trata en la sección 3.6.2 y el cálculo de mallas
mf y mg que cumplan con la coherencia espacial se trata en la sección 3.6.3.

Asumiendo que, para cualquier par e y p, todos los factores de forma Feepi
son

parecidos entre śı, basándose en la Ecuación (3.51) se puede establecer la expresión de
la Ecuación (3.52) para todo par de elementos ei y ej . La función P (e) devuelve el parche
al que pertenece cualquier elemento e.

Feiej ≈
FeiP (ej)

cP (ej)
= F̃eiej (3.52)
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Por lo tanto, si se conocen todos los factores de forma Fep, con la expresión (3.52) se
puede construir la matriz F̃ que es aproximada a F y con rango k.

La construcción de la matriz F̃ también puede ser realizada construyendo dos ma-
trices Uk y Vk, de dimensión n×k, siendo n el número de elementos y k el número de
parches, y calculando el producto UkVT

k . A continuación se definen ambas matrices y
luego se muestra que su producto es una aproximación a la matriz F.

La matriz Uk contiene en cada celda (e, p) el valor del factor de forma Fep/cp:

Uk(e, p) = Fep/cp (3.53)

La matriz Vk es una matriz dispersa que pasa la emisión de la malla fina a la malla
gruesa. Se construye de forma que cada fila asociada al elemento e tiene solamente un
uno en las columna P (e) (otra forma de definir a Vk consiste en establecer que cada
columna p sólo tiene unos en las filas asociadas a los elementos epi ).

Vk(P (e), e) = 1 (3.54)

El resto de las celdas valen cero. Dado que cada elemento pertenece a un único parche,
cada fila de Vk contiene un único uno.

Con estas definiciones, el producto UkVT
k = F̃ es similar a F, ya que para todo F̃eiej

se cumple que

F̃eiej =
m∑
p=1

Uk(ei, p)VT
k (p, ej) (3.55)

En todos los términos de la sumatoria VT
k (p, ej) es nulo salvo cuando p = P (ej),

donde vale uno por definición de Vk. La sumatoria se reduce a un único término, per-
mitiendo obtener (basándose en las Ecuaciones (3.53), (3.54) y (3.52)):

F̃eiej = Uk(ei, P (ej))VT
k (P (ej), ej) =

FeiP (ej)

cP (ej)
1 ≈ Feiej (3.56)

Por lo tanto, el producto UkVT
k de las matrices calculadas en esta sección permite

construir una matriz F̃ aproximada a F.
Como se observa en la Ecuación (3.53), la matriz Uk se construye directamente a

partir de la matriz de dimensión n×k con los factores de forma Fep. La formulación para
calcular estos factores de forma se expone en el siguiente punto.

Cálculo de Fep

El algoritmo del hemicubo (véase la Sección 2.4.1) se centra en un elemento ei y
calcula los factores de forma Feiej∀ej . Este algoritmo puede ser utilizado como base
para la construcción de los factores de forma Fep entre elementos y parches. Para la
generación de estos factores de forma existen dos metodoloǵıas claramente distinguibles:

1. Para cada elemento e se realizan las siguientes operaciones:

se calculan todos los factores de forma Feepi
. Los elementos epi son todos

los elementos de la malla mf, representados de forma de poderlos asociar al
parche al que pertenecen.
se realiza el cálculo de Fep utilizando la Ecuación (3.50).
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Como ventaja destacable de esta metodoloǵıa se tiene la exactitud teórica del
cálculo de los Fep debida a la Ecuación (3.50) -si no se tienen en cuenta los errores
de redondeo y el aliasing del algoritmo del hemicubo-. Entre las desventajas se
destaca la lentitud de la metodoloǵıa, debido a que implica el cálculo de n2 fac-
tores de forma. El cálculo de los n2 factores de forma no implica que deban estar
almacenados. De hecho, sólo n factores de formas calculados con el algoritmo del
hemicubo se encuentran en memoria al mismo tiempo.

2. Para cada parche p se realizan las siguientes operaciones:

se calculan los factores de forma Fpe para todos los elementos e de mf.

se realiza el cálculo de Fep utilizando la Ecuación (3.49).

Como ventaja destacable de esta metodoloǵıa se tiene la velocidad de cómputo,
debido a que implica el cálculo de sólo nk factores de forma. Son sólo n los factores
de formas calculados con el algoritmo del hemicubo que se almacenan en memoria
al mismo tiempo. Como desventaja de la metodoloǵıa se destaca su relativa im-
precisión, debido a que el algoritmo del hemicubo puede cometer errores mayores
a los deseados en el cálculo de los factores de forma Fpe, cuando el parche p es
grande.

Rango del cálculo de Uk y Vk

Como se observara en el punto anterior, la complejidad del cálculo de la matriz
Uk vaŕıa entre nk y n2 operaciones, dependiendo de la metodoloǵıa empleada, pero en
ambos casos la memoria utilizada tiene O(nk) debido al tamaño de la matriz final.

El cálculo de la matriz Vk tal como está expresado en la Ecuación (3.54) tiene una
complejidad O(n) y utiliza también una memoria O(n).

3.6.2. Evaluación de la existencia de mallas con coherencia espacial

La construcción de las matrices Uk y Vk depende de cómo se distribuyen los n
elementos de mf en los k parches de mg. Además de cumplir con las tres propiedades
de la sección 3.5.2, la ecuación (3.51) indica que es necesario la existencia de mallas con
coherencia espacial.

Para que estas propiedades se verifiquen, en general basta con tomar parches re-
lativamente pequeños respecto a la escena. Debido a la coherencia espacial, es común
que los valores de los factores de forma sean cercanos en los elementos de cada parche.
Lamentablemente, la coherencia espacial no siempre se cumple. Un caso donde no se
cumple ocurre cuando hay discontinuidad en las superficies, como la existente entre la
pared y el piso de una habitación. En estas superficies se da el caso en que cuanto más
cercano a la pared se encuentre un punto del piso, su radiosidad está influida por áreas
más pequeñas de la pared. Esta propiedad de las superficies puede provocar singula-
ridades en los factores de forma obteniéndose como resultado la pérdida la coherencia
espacial. Por ejemplo, en la Figura 3.9 (a) se observa que la influencia que ejerce el
área A5 sobre la radiosidad de P5, es la misma que ejerce A1 sobre P1, por compartir el
mı́smo ángulo sólido. Dado que el área A1 es 256 veces más grande que A5, una variación
en la radiosidad emitida por A5 influirá mucho más en el punto P5 que del punto P1,
contradiciendo la propiedad de coherencia espacial.
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Para que estos fenómenos no influyan demasiado en la radiosidad final calculada para
la escena, se deben construir mallas con parches cada vez más pequeños a medida que se
acercan a la discontinuidad problemática (véase la Figura 3.9 (b)). Este tipo de mallas
fue desarrollado por Hanrahan et al. en su trabajo sobre radiosidad jerárquica [38]. Como
regla práctica, se define un área mı́nima por debajo de la cual no se construyen parches,
a pesar que la geometŕıa indique lo contrario. De cualquier manera, los errores que se
pueden cometer al aplicar esta regla práctica tienen poca influencia en el resultado global
de la radiosidad de la escena.

En esta subsección se muestra cómo pueden ser evaluados los parches para decidir
sobre la conveniencia de dividirlos, y se determina un algoritmo que utiliza la evaluación
de parches para generar una malla mg que cubra toda la escena.

(a) (b)

Figura 3.9: Entre la pared y el piso se pierde coherencia espacial, forzando a generar
mallas especiales.

Tipos de evaluación.

Para saber si se requiere dividir un parche p es necesario evaluar si la Ecuación (3.51)
se cumple para todos los factores de forma Feepi

entre todos los elementos e de la escena
y todos los elementos epi incluidos en p. Para ello, dado un parche p es necesario hallar
n valores Fep (uno por cada elemento e) realizando las sumatorias (3.50) y luego, con
alguna métrica, medir la distancia de los Feepi

al correspondiente promedio Fep
cp

. Si esta
distancia está siempre por debajo de un umbral preestablecido, entonces se cumple la
Ecuación (3.51) y no es necesario subdividir al parche p.

La evaluación de cada parche p puede realizarse de forma completa o parcial respecto
a la cantidad de elementos utilizados, y estricta o amplia considerando la distribución
de los factores de forma.

Respecto a la cantidad de elementos utilizados, la evaluación de parches puede ser:

evaluación completa es aquella que utiliza todos los valores Feepi
,∀e y ∀epi del

parche p.

evaluación parcial es aquella que trabaja con una muestra significativa de ele-
mentos e y/o con una muestra significativa de elementos epi del parche p.
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Considerando la distribución de los valores de los factores de forma, la evaluación
de cada parche puede ser:

evaluación estricta es aquella en que basta que algún Feje
p
i

tenga un valor alejado

de Fep
cp

más allá de cierto umbral, para que se subdivida el parche.

evaluación amplia es aquella en que la subdivisión del parche se determina a
partir de una métrica global única que involucra a elementos e de la escena y
elementos epi del parche p, y donde se observa prioritariamente la relación de toda
la escena con el parche sobre la de cada elemento de la escena con el parche.

La combinaciones dos a dos de estas clasificaciones (completa y estricta, parcial y
estricta, completa y amplia, parcial y amplia), agrupan a las evaluaciones en cuatro
categoŕıas.

En cuanto a la complejidad de cada categoŕıa, resulta claro que evaluar todos los
parches de una escena con una metodoloǵıa completa y estricta es más costoso que
evaluarlos a través de una metodoloǵıa parcial y amplia. La primera evaluación implica
el cálculo de n2 factores de forma, y realizar al menos n2 operaciones con esos factores
de forma. La segunda evaluación posibilita operar con una fracción representativa de los
factores de forma.

En cuanto a la calidad de los resultados, argumentos estad́ısticos permiten asegurar
que utilizando una evaluación parcial y amplia que tome muestras representativas y
trabaje con métricas adecuadas, se pueden obtener resultados similares a los de una
evaluación completa y estricta.

Implementación de los tipos de evaluación.

Para realizar una evaluación completa de cada parche p se utiliza la Ecuación (3.50)
para calcular los factores de forma Fep.

Una posible evaluación estricta y completa del parche p está basada en el cálculo
del máximo de las desviaciones estándar de los factores de forma Feepi

agrupados
por cada elemento e de la escena

evalec(p) = máx
∀e∈escena

√√√√ 1
cp

cp∑
i=1

(
Fep

cp
− Feepi

)2

(3.57)

En esta evaluación, una desviación estandar mayor al umbral en un único elemento
e alcanza para dividir un parche.

Una posible evaluación amplia y completa del parche p está basada en el cálculo
del promedio de las desviaciones estandar de los factores de forma Feepi

agrupados
por cada elemento e de la escena

evalac(p) =
1
n

∑
∀e∈escena


√√√√ 1
cp

cp∑
i=1

(
Fep

cp
− Feepi

)2
 (3.58)

En esta evaluación, tienen que existir un número considerable de desviaciones
estandar mayores al umbral para que el resultado final también lo sea.
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Si en lugar de evaluación completa se realiza una evaluación parcial entonces, en
vez de utilizar la Ecuación (3.50) para calcular Fep, se pueden tomar muestras de mp

elementos por parche y aplicar la Ecuación (3.59) para calcular una aproximación F̃ep.

F̃ep =
cp
mp

mp∑
m=1

Feepim
(3.59)

La Ecuación (3.59) es utilizada en el cálculo de las siguientes evaluaciones parciales:

Una posible evaluación estricta y parcial del parche p está basada en el cálculo
del máximo de las desviaciones estándar de los factores de forma Feepi

consideran-
do una muestra mescena de los elementos de la escena y una muestra mp de los
elementos del parche

evalep(p) = máx
∀e∈mescena

√√√√√ 1
|mp|

∑
∀epi∈mp

(
F̃ep

cp
− Feepi

)2

(3.60)

Una posible evaluación amplia y parcial del parche p está basada en el cálculo del
promedio de las desviaciones estandar de los factores de forma Feepi

considerando
una muestra mescena de los elementos de la escena y una muestra mp de los ele-
mentos del parche, debiendo estar uniformemente distribuidos los elementos de la
escena y los del parche.

evalap(p) =
1

|mescena|
∑

∀e∈mescena


√√√√√ 1
|mp|

∑
∀epi∈mp

(
F̃ep

cp
− Feepi

)2
 (3.61)

El análisis de las fórmulas precedentes muestra que se pueden reducir las n2 opera-
ciones de la Ecuación (3.57) (dado que

∑k
p=1 cp = n), ya que la implementación de (3.61)

requiere k|mp||mescena| operaciones, que es una fracción de n2 si k � n, |mp| � cp y
|mescena| � n.

3.6.3. Algoritmo 2MCE: generación de mallas con coherencia espacial

En esta sección se explica el algoritmo 2MCE (2 Mallas con Coherencia Espacial),
que incluye un método recursivo. En este algoritmo, dada una escena se generan dos
mallas de diferente nivel (una fina y otra gruesa) con coherencia espacial. Luego de
generadas ambas mallas se está en condiciones de generar dos matrices Uk y Vk, cuyo
producto UkVT

k es una aproximación de rango bajo a la matriz F.
El algoritmo parte de una malla inicial de grano grueso mg inicial, compuesta por

parches de aproximadamente el mismo tamaño. La malla inicial es lo suficientemente
gruesa como para que no haya necesidad de generar parches más grandes a partir de
la unión de los parches iniciales, pero śı puede haber necesidad de dividir a algunos de
ellos para lograr que las mallas tengan coherencia espacial.

La malla de grano fino mf se construye subdividiendo la malla inicial mg, para que
ambas mallas sean compatibles entre śı (véase la sección 3.5.2). Todos los parches de la
malla inicial mg se dividen en igual cantidad de elementos y todos los elementos dentro



68 Radiosidad de Rango Bajo

de un parche son de igual tamaño. La malla mf se considera lo suficientemente fina
como para que no exista la necesidad de subdividir a ninguno de sus elementos.

El algoritmo 2MCE mantiene fija a la malla mf y modifica la malla mg dividien-
do aquellos parches cuya coherencia espacial se encuentra por encima de un umbral
preestablecido.

En el algoritmo 2MCE se realiza una evaluación amplia y parcial de los parches (véase
la Ecuación (3.61)). En la implementación utilizada en análisis experimental presentada
en el Caṕıtulo 4 las muestras son de dimensiones |mescena| = n y |mp| = 4. Se utiliza
una evaluación amplia debido a que las evaluaciones estrictas pueden terminar generando
muchos parches (incrementando el valor de k) y generar radiosidades de calidad mayor a
la deseable (con el consiguiente costo computacional). El valor de |mescena| es n porque
para el cálculo de Uk se requiere disponer de Fep para todos los elementos de la escena.
En la implementación desarrollada del algoritmo 2MCE se trabaja con |mp| = 4 como
resultado de la experiencia y debido a la forma en que se dividen los parches (en un
número de subparches potencia de cuatro).

Generación del nivel inicial de parches

El primer paso del algoritmo consiste en la generación de un nivel inicial (nivel cero)
de parches que cubran toda la escena. Se parte de una escena compuesta por triángulos,
que pueden ser muy grandes para ser considerados como parches. Por ejemplo, bastan
dos triángulos para definir la pared de una habitación (véase la Figura 3.10 (a)). Por
lo tanto, para obtener resultados realistas es necesario subdividirlos hasta que cada
triángulo resultante tenga un tamaño relativamente pequeño y sea útil para las técnicas
de radiosidad (véanse las Figuras 3.10 (b) y (c)). No habrá parches más grandes que
estos tŕıangulos y probablemente muchos no pasen la evaluación de coherencia espacial,
por lo que será necesario subdividirlos.

(a) escena (k = 36). (b) malla gruesa (k = 216). (c) malla gruesa (k = 864).

Figura 3.10: En (a) los triángulos de la escena son muy grandes. En (b) y (c) se representa
la misma escena con mallas gruesas de distintas densidades.

Conviene que los parches generados tengan tamaños similares entre śı. En tal caso,
si cada parche tiene igual cantidad de elementos y éstos son de igual área, todos los
elementos de la escena también tendrán tamaños similares.
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Generación de una estructura jerárquica de parches y elementos

Una vez definido el nivel cero de parches se está en condiciones de generar la malla
de elementos. Como se observó en la sección 3.5.2, para que las mallas de parches mg
y de elementos mf sean compatibles los elementos que cubren un parche tienen que
tener igual área, no deben superponerse entre śı y deben ser parte de un único parche.
En el método propuesto, para lograr la compatibilidad entre las mallas de elementos y
parches se subdividen los parches de nivel cero en cuatro triángulos iguales, éstos en
cuatro nuevamente y aśı sucesivamente hasta llegar a un tamaño de triángulo adecuado
considerando la calidad de la imagen, el uso de memoria, etc. (véase la Figura 3.11).

Figura 3.11: Cinco niveles de subdivisión de un parche.

A medida que se generan los triángulos se crea una estructura jerárquica compuesta
por árboles, donde se almacenan todos los triángulos que se van obteniendo. Los parches
de nivel cero son los nodos ráız de los árboles en la estructura jerárquica. El parche
p está asociado al p-ésimo arbol, del cual es raiz. El resto de los nodos de cada árbol
almacenan todos los triángulos obtenidos en las subdivisiones del parche correspondiente.
Un triángulo que se divide en cuatro triángulos se representa en el árbol como un nodo
con cuatro hijos. Las hojas del árbol p son todos los elementos epi que cubren la superficie
del parche p (y que es nodo raiz de ese árbol) (véase la Figura 3.12).

Aśı como el nivel cero de triángulos es una versión inicial de la malla gruesa mg de
la escena, todas las hojas de la estructura jerárquica representan la malla fina mf que
contiene todos los elementos de la escena. Las dos mallas mg y mf pueden ser suficientes
para generar resultados de radiosidad satisfactorios en escenas variadas, como se muestra
en los trabajos del autor [22, 23] donde se trabaja con este tipo de mallas sin evaluar
los parches.
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(a) árboles. (b) trapezoide de jerarqúıa.

Figura 3.12: Dos representaciones de la estructura jerárquica. En (a) cada parche nivel
cero genera un árbol. En (b) sólo se aprecia la jerarqúıa.

La cantidad de nodos de la estructura jerárquica es de O(4
3(n − i)), donde n es el

número de elementos de la malla fina (y el número de hojas de la estructura), e i es el
número de nodos del nivel inicial de la estructura.

Como se verá en el siguiente punto, la estructura jerárquica es conveniente debido
a que facilita la tarea de saber cuál es el parche al que pertenece cada elemento, a que
simplifica la tarea de dividir un parche en recoger información de los hijos de un nodo
y a que facilita toda la algoritmia necesaria para la construcción de Uk y Vk.

El cuadro de la Figura 3.13 presenta la estructura de datos requerida para imple-
mentar el algoritmo de generación de la estructura jerárquica de parches y elementos.

nodo:
poĺıgono
conjunto de punteros a nodo: hijos
puntero a nodo: padre
entero: nivel
booleano: tieneparches
vector de n números de punto flotante: ff (factores de forma)

entero: maxnivel, nivelhojas
número de punto flotante: ε
conjunto de punteros a nodo: árboles, parches

Figura 3.13: Estructura de datos para implementar el método jerárquico.

Generación final de la malla mg

En la estructura de datos utilizada en el algoritmo 2MCE (véase la Figura 3.13),
cada nodo tiene una variable booleana tieneparches, que indica si ese nodo o algún
descendiente es parche. En un principio está en Falso. Para simplificar el funcionamiento
del algoritmo y mantener la forma triangular de los parches, si el hijo de un nodo es
parche o contiene parches, entonces los tres hijos restantes pasan a ser parches.
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Un esquema del algoritmo 2MCE se presenta en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo 2MCE.
1 parches=∅
2 Defino maxnivel
3 Defino umbral
4 para cada (nodo ∈ árboles / nodo.nivel==0) hacer
5 HalloParches(nodo)
6 fin

Los pasos del algoritmo 2MCE involucran:

Inicializar parches como una lista vaćıa de punteros a nodo.

Determinar maxnivel, que define hasta qué nivel se desciende en el árbol para
generar los parches. Como se observara en la sección 3.6.2 y especialmente en la
Figura 3.9, donde hay discontinuidad en las normales de las superficies se requieren
parches infinitesimales para salvar la coherencia espacial de estos, pero también es
cierto que el costo de tener muchos parches pequeños no compensa el efecto final
en la radiosidad generada. Por lo tanto, resulta necesario establecer un tope de
nivel máximo en el que puede estar ubicado un parche.

Determinar el umbral que no debe superar la evaluación de parche (véase la sección
3.6.2).

Invocar a la rutina HalloParche por cada nodo nivel cero que exista en árboles.

La rutina HalloParches es el componente principal del algoritmo 2MCE. Su entrada
es un nodo de la estructura jerárquica árboles y su salida afecta la estructura jerárquica
y otras variables globales. El objetivo de HalloParches es hallar los parches de mg que
son hijos de un nodo. La rutina es recursiva: comienza en la raiz de todos los árboles
(nivel cero), baja hasta el máximo nivel (maxnivel), y luego sube evaluando los nodos
y asignándolos como parches si corresponde.

La rutina HalloParches determina qué nodos descendientes de nodo son parches
o contienen parches. Para cumplir con este objetivo, el algoritmo realiza las siguientes
operaciones:

Como primer tarea, dado nodo el algoritmo se invoca a śı mismo para determinar
si sus hijos son parches o contienen parches. Si algún hijo es o contiene parches,
entonces el resto de sus hijos que no sean ni contengan parches pasan a ser parches
y son incluidos en la lista parches (véase la Figura 3.14 (a)).

Si ningún hijo del nodo es o contiene parches, entonces los hijos tienen coherencia
espacial. Resta saber si el propio nodo cumple con la coherencia espacial, por lo
tanto se evalúa la coherencia espacial de nodo (determinando si la Ecuación (3.61)
evaluada en el nodo es menor que el umbral). Si la coherencia espacial de nodo es
superior al umbral, entonces nodo no cumple con la coherencia espacial y no puede
ser parche, ni tampoco sus ancestro. Como sus hijos śı cumplen la coherencia
espacial, ellos determinan el mayor nivel que cumple la coherencia espacial y por
lo tanto se los designa como parches (véase la Figura 3.14 (b)).
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Por completitud, para cubrir toda la escena con parches los nodos de nivel cero que
no tienen hijos con parches y que tienen buena coherencia espacial se los designa
como parches (véase la Figura 3.14 (c)). Con este ı́tem se asegura que los parches
cubran toda la escena.

En los nodos de nivel maxnivel se calculan los factores de forma utilizando hemicu-
bos u otra técnica. Estos factores de forma son necesarios para evaluar la coherencia
espacial de sus padres, utilizando la ecuación (3.61). No corresponde verificar si sus
hijos tienen parches (porque no hay parches en el nivel siguiente) ni corresponde
evaluar la coherencia espacial (porque el parche no será subdivido en caso que no
pase la evaluación).

Un esquema de la rutina HalloParches se presenta en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo recursivo HalloParches.
1 HalloParches(nodo)
2 si el nivel del nodo < maxnivel
3 para cada hijo del nodo hacer
4 HalloParches(hijo)
5 fin
6 hallar ff del nodo a partir de los ff de los hijos (Ec. (3.50))
7 si ∃ hijos del nodo que posean parches (tieneparches == True)
8 asignar tieneparches = True en el resto de los hijos del nodo
9 incluir en parches al resto de los hijos del nodo
10 asignar tieneparches = True en el nodo
11 sino si la coherencia espacial del nodo > umbral (Ec. (3.61))
12 poner tieneparches = True a todos los hijos del nodo
13 incluir en parches a todos los hijos del nodo
14 fin
15 si el nivel del nodo = 0 y ningún hijo tiene parches
16 asignar tieneparches = True en el nodo
17 incluir en parches al nodo
18 fin
19 sino si el nivel del nodo = maxnivel
20 hallar ff del nodo (por ej. utilizando hemicubo)
21 tieneparches = False en el nodo
22 fin
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(a) Si alguno de los hijos del nodo es o contiene parches, el
resto de sus hijos pasa a ser parche.

(b) Si el nodo tiene coherencia espacial superior
al umbral, todos sus hijos pasan a ser parches.

(c) Un nodo de nivel cero que no contenga
parches ni su coherencia espacial sea mayor al
umbral, pasa a ser parche.

Figura 3.14: Acciones que se realizan en cada nodo de la estructura jerárquica.

Con el algoritmo 2MCE se cubre toda la escena con parches. En la Figura 3.15 se
muestra cómo podŕıan quedar distribuidos los parches de la escena luego del algoritmo.
Se observa que los parches se distribuyen entre el nivel cero y maxnivel y que cubren
toda la escena, ya que todos los elementos están debajo de algún parche.

Figura 3.15: Los parches se distribuyen entre el nivel cero y maxnivel. Estos nodos
aśı como sus ancestros (que están en la zona de color gris claro) pertenecen a la categoŕıa
tieneparches.

En la Figura 3.16 se muestran dos representaciones de los parches de la escena. La
Figura 3.16 (a) fue generada utilizando maxnivel = 1 por lo que incluye sólo dos niveles
de parches. La Figura 3.16 (b) fue generada utilizando maxnivel = 2 por lo que incluye
tres niveles de parches. Se puede observar que alĺı donde el piso se encuentra con la
pared o con los objetos se acumulan parches pequeños (ubicados en maxnivel) y cómo
en superficies más aisladas los parches son más grandes, tendiendo al nivel cero.
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(a) maxnivel=1. (b) maxnivel=2.

Figura 3.16: Parches generados al aplicar el algoritmo 2MCE

La recorrida y cálculo de todos los factores de forma Fe,nodo entre elemento y nodo,
tiene una complejidad máxima de n4i

3 · 4
maxnivel, donde n es el número de hojas en la

estructura, i es el número de nodos en el nivel inicial y 4i
3 · 4

maxnivel es el número de
nodos entre el nivel inicial y maxnivel inclusive, si cada nodo tiene cuatro hijos. Para
que se cumpla que k � n y entonces sea conveniente utilizar el algoritmo, maxnivel debe
estar dos o más niveles por encima del nivel de las hojas. En esta situación se cumple
que 4

3
n
16 = 1

12n ≥
4i
3 · 4

maxnivel y la complejidad del algoritmo 2MCE está acotada por
1
12n

2. Esta cota puede ser elevada en comparación con la complejidad del algoritmo en la
práctica, ya que corresponde al peor caso, en que todos los parches están en el máximo
nivel. Aun aśı es sensiblemente inferior a la del cálculo de SVD. Como ejemplo, para
una matriz con n = 3500, el algoritmo 2MCE es diez veces más rápido que SVD.

Construcción de Uk y Vk

Luego de ejecutar el algoritmo 2MCE, dado un elemento e se puede saber a qué parche
p pertenece, recorriendo sus ancestros hasta encontrar uno que pertenezca a parches.
Como se observó en la sección 3.6.1, conociendo el parche al que pertenece cada elemen-
to, se puede construir Vk (véase la Ecuación (3.54)), que es utilizado para transformar la
emisión de malla fina en emisión de malla gruesa (véanse las Figuras 4.4 y 4.5 del Caṕıtu-
lo 4). Por otra parte, dado que por cada parche p de la escena se tienen almacenados
los correspondientes Fep, aplicando la Ecuación (3.53) se construye Uk.

El cálculo de las matriz Uk tiene complejidad O(nk) y el cálculo de la matriz Vk

tiene complejidad O(n). Ambas matrices se calculan mediante el algoritmo cuyo esquema
se presenta en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 Algoritmo para construir U y V
1 n =cantidad de elementos
2 k =cantidad de parches
3 Generar la matriz U n×k con ceros
4 para cada nodo que sea parche hacer
5 En U poner en la columna del (́ındice del parche) los (ff del nodo)/cparche
6 fin
7 Generar la matriz V n×k con ceros
8 para cada nodo que sea hoja en árboles hacer
9 Hallar el ancestro del nodo que sea parche
10 V((́ındice de nodo),(́ındice del parche ancestro))= 1
11 fin

3.7. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo se planteó el ecuación de radiosidad de rango bajo (RRB). Se expli-
caron sus bases teóricas y las consecuencias de sustituir la matriz RF por una matriz de
rango bajo. Utilizando esta sustitución se observó que se facilita el cálculo de la radiosi-
dad con un error acotado, lográndose órdenes competitivos para el cálculo en tiempo
real si la geometŕıa es estática. Cuando la geometŕıa vaŕıa, el problema principal se en-
cuentra en el cálculo en tiempo real de las matrices de rango bajo cercanas al producto
matricial RF. Se desarrollaron los conceptos necesarios para calcular nuevas aproxima-
ciones de rango bajo que permitan mejorar la eficiencia computacional del método. Por
último, se desarrolló una metodoloǵıa basada en la utilización de dos niveles de malla de
la escena: una de grano grueso compuesta por parches, y otra de grano fino compuesta
por elementos.

En base a los conceptos presentados, se desarrollaron algoritmos para radiosidad
de rango bajo que poseen en general una complejidad de O(nk) y un uso de memoria
O(nk), donde k es la cantidad de parches de la malla gruesa y n la cantidad de ele-
mentos de la malla fina. Estos órdenes son muy inferiores a aquellos que resultan de las
descomposiciones SVD, DFT y DWT, y son similares a los de CUR.

En el Caṕıtulo 4 se analizan y comparan diversos resultados de este caṕıtulo.





Caṕıtulo 4

Análisis experimental

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan los principales resultados del análisis experimental,
relativos a la resolución del problema de radiosidad utilizando matrices de rango bajo.

En primer término se exponen algunos resultados que brindan una primer validación
a los desarrollos realizados sobre la relación entre la emisión y la reflexión de la escena.
El caṕıtulo continúa realizando comparaciones del error de la radiosidad generada por
diversas implementaciones del algoritmo de radiosidad de rango bajo, donde se compara
la solución exacta con las soluciones que surgen de la utilización de aproximaciones
de rango bajo calculadas a partir de las descomposiciones SVD, CUR, 2MF y 2MCE.
Luego, prosigue con la comparación de los tiempos de ejecución de la ecuación RRB con
geometŕıa fija en CPU y GPU. Por último, para el caso en que la escena contiene objetos
en movimiento, se evalúa la validez de la hipótesis que considera que las modificaciones
de la matriz F pueden aproximarse por matrices de rango bajo.

4.2. Relación entre la emisión y la reflexión

En esta sección se presentan análisis experimentales con el objetivo de probar la
validez de los conceptos desarrollados en la sección 3.5.1 sobre las relaciones existentes
entre la emisión E y la reflexión C. Para obtener resultados concluyentes se deberán
realizar cálculos con escenas de geometŕıa diversa. En particular, se deberá establecer
en qué tipo de escenas es más factible que se cumplan las hipótesis planteadas para la
matriz de factores de forma F y por lo tanto, cuándo es conveniente utilizar los métodos
desarrollados en este trabajo. Los resultados de esta sección son útiles para evaluar la
insensibilidad de la radiosidad de la escena respecto a la emisión inicial, aśı como la
efectividad de la nueva factorización en sacar provecho de esa caracteŕıstica para reducir
el volumen de información contenida en las matrices Uk y Vk.

4.2.1. Evaluación de la sensibilidad entre la emisión y la reflexión

En un primer paso, se realizan pruebas de sensibilidad de la reflexión ante pertur-
baciones en la emisión para una geometŕıa con 896 parches (véase la Figura 4.1).

77
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Figura 4.1: Esquema de una escena con 896 parches.

Para realizar las pruebas de sensibilidad se toman dos configuraciones de parches
emisores (E1 y E2) que son notoriamente diferentes (véanse las Figuras 4.2 (a) y (b)).

En la configuración mostrada en la Figura 4.2 (a) los parches emisores cubren parcial-
mente un cuadrado superior de la escena, y en la configuración mostrada en la Figura 4.2
(b) los parches emisores cubren totalmente el cuadrado superior. Las dos configuraciones
de parches emisores pueden verse como dos representaciones de la misma iluminación
pero con diferente nivel de granularidad. En la Figura 4.1 hay 32 triángulos en el cuadra-
do emisor, con los que se puede generar la emisión representada en la Figura 4.2 (a).
Si, en cambio, el cuadrado emisor no tiene divisiones, entonces sólo se puede generar la
emisión representada en la Figura 4.2 (b).

En ambas configuraciones de emisión se iguala la potencia lumı́nica. Como la ra-
diosidad es la potencia lumı́nica por unidad de área, para igualar la potencia emisora
se debe cumplir la igualdad ET1 A = ET2 A, donde A es un vector columna con las áreas
de los parches. Luego se calculan los valores de radiosidad reflejada por los parches en
ambas escenas (que equivale al cálculo de C1 y C2 con Ci = Bi−Ei). Posteriormente se
calculan las diferencias relativas (en norma) ‖E1−E2‖2/‖E1‖2 y ‖C1−C2‖2/‖C1‖2. Por
último, se generan las imágenes correspondientes a la reflexión de los parches (véanse
las Figuras 4.2 (c) y (d)) y la diferencia entre ellas (véase la Figura 4.2 (e)). La Figura
4.2 (f) es la representación de las reflexiones con interpolación de Gouraud [35].

Del análisis de los resultados se extrae que, en la escena utilizada y con emisiones
testeadas, la distancia entre ambas emisiones es mucho mayor a la distancia de las
reflexiones resultantes.

‖E1 − E2‖2
‖E1‖2

= 0,7746 (4.1)

‖C1 − C2‖2
‖C1‖2

= 0,0332 (4.2)
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(a) Emisión E1. (b) Emisión E2.

(c) Reflexión C1 asociada a E1. (d) Reflexión C2 asociada a E2.

(e) 20 · |C2 − C1|. (f) Casos (c) y (d) con Gouraud.

Figura 4.2: Diferentes imágenes que muestran el comportamiento de la reflexión de los
parches ante emisiones diferentes. En (a) y (b) se muestran las emisiones, en (c) y (d)
las reflexiones correspondientes, en (e) se muestra la diferencia entre ambas reflexiones
amplificadas por un factor de 20, y en (f) cómo se ven las reflexiones si son interpoladas
con Gouraud (por ser muy parecidas sólo se muestra una de las interpolaciones).
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Se observa que la diferencia relativa de las emisiones genera diferencias unas 20 veces
menores en las reflexiones. Desde punto de vista perceptual, una persona puede percibir
claramente las diferencias las emisiones E1 y E2 (Figuras 4.2 (a) y (b)), pero le resulta
extremadamente dif́ıcil percibir diferencias entre las reflexiones C1 y C2 (Figuras 4.2 (c)
y (d)), cuyas diferencias (|C1−C2|) se muestran, amplificadas por un factor de 20, en la
Figura 4.2 (e). Por lo tanto, dos emisiones sensiblemente diferentes pueden generar dos
conjuntos de reflexiones muy parecidas.

El problema inverso es aun más interesante. Si se parte de un vector de reflexión C y
se halla el vector de emisión E a partir de la ecuación matricial de la radiosidad reflejada,
se observa que el resultado es muy sensible a la cantidad de d́ıgitos de precisión de C.
Por ejemplo, para llegar a E con un d́ıgito de precisión se necesita conocer C con nueve
d́ıgitos de precisión. Esto se debe a que el número de condición de la matriz RF, que es
la matriz del sistema que permite hallar E a partir de C, es del orden de 109. Cuando C
se genera a partir de un dispositivo -como la captura de pantalla, o una cámara en una
escena real- no se tienen 9 d́ıgitos de precisión y por lo tanto resulta imposible calcular
la ubicación correcta de los parches emisores, o la configuración del vector E.

Si, con el fin de lograr mayor precisión, se generan más parches a partir de la sub-
división de parches (por ejemplo, subdividiendo en los parches de la Figura 4.1), la
coherencia espacial hará que se produzca el efecto inverso, debido a que las filas de F se
parecerán entre śı aun más, incrementando el número de condición de la matriz RF y
dificultando aún más el cálculo preciso de E. Otro resultado notable es que los vectores
E hallados a partir de C pueden tener muchos valores negativos grandes. Este resul-
tado es inconsistente con la realidad, ya que la radiosidad sólo puede ser no negativa.
En conclusión, resulta complejo establecer la correspondencia entre las emisiones y las
reflexiones de una escena.

Resultados f́ısicamente más realistas se obtienen si se agrega la restricción de que el
E calculado a partir de C debe ser un vector con valores no negativos. En este caso se
deben aplicar técnicas de optimización lineal. En experimentos no formalizados realiza-
dos con sistemas lineales de 896 variables, el tiempo empleado para el cálculo de E con
restricciones resultó ser unas mil veces superior al empleado en la resolución del sistema
lineal sin restricciones.

El ejemplo desarrollado muestra cómo el cambio de la emisión E de los parches
implica cambios mucho menores en la radiosidad C reflejada por los parches. A su vez,
se observan las dificultades que conlleva deducir la emisión E de una escena a partir de
valores de reflexión C relevados de la escena.

La propuesta de aproximación de la matriz RF utilizando dos mallas con coherencia
espacial implica la simplificación de la geometŕıa de emisión en la escena, dado que se
la aproxima por una emisión de grano grueso que utiliza menos parches. Los resultados
presentados en esta sección indican que esta simplificación es conveniente debido a que
tiene resultados poco perceptibles en el cálculo de la reflexión C y la radiosidad B =
E + C.

Se deben realizar estudios exhaustivos con un abanico amplio de escenas y configura-
ciones de parches emisores para relevar problemas que puedan surgir de la simplificación
de la emisión. Esta investigación se propone como una de las ĺıneas de trabajo futuro.
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4.2.2. RRB basada en mallas con coherencia espacial

En esta sección se ejemplifica el funcionamiento del método de radiosidad de rango
bajo cuando la aproximación a la matriz RF surge de los algoritmos 2MF o 2MCE. Se
observa que la emisión E definida en una malla fina es reemplazada por otra aproximada
que está definida sobre una malla gruesa compatible con la malla fina. Luego de realizado
el reemplazo se calcula la radiosidad de la escena. Para la implementación del ejemplo,
se parte de una escena sobre la que se genera una malla de grano fino con n = 13312
elementos y una malla de grano grueso compatible con la anterior que contiene única-
mente k = 559 parches (véanse las Figuras 4.3 (a) y (b)). Como consecuencia, se genera
una aproximación con matrices Uk y Vk de dimensión 13312×559.

(a) Malla de grano fino. (b) Malla de grano grueso.

Figura 4.3: Mallas de grano fino y grano grueso utilizados en el cálculo de la aproximación
UkVT

k de la matriz RF.

En primera instancia se analiza el método directo de radiosidad expresado en la
ecuación RRB con geometŕıa fija y luego se realiza un análisis similar con el método
iterativo desarrollado en la Ecuación (3.12).

Análisis del método directo de radiosidad

En la ecuación RRB con geometŕıa fija, la primer operación a realizar es el producto
E(k) = VT

kE
(n) que transforma la emisión E(n) de malla fina a otra emisión de malla

gruesa E(k). El vector E(k) tiene dimensión k = 559 y cada valor E(k)(i) posee el valor
de emisión del i-ésimo parche de la malla de grano grueso. La emisión E(n) inicial es
representada en la Figura 4.4 (a). Como en la figura sólo se observan los parches emisores,
no se aprecian sombras ni reflejos. Sólo se aprecia un óvalo formado por muchos parches
emisores que se encuentran en la pared izquierda de la escena. La emisión E(k) resultante
del producto matricial se muestra en la Figura 4.4 (b).

El segundo producto matriz-vector de la ecuación RRB con geometŕıa fija, es el
que se realiza con la operación −YkE

(k), que genera el vector C̃ con la reflexión final
aproximada de todos los parches en malla fina. El resultado se observa en la Figura 4.4
(c). Finalmente se calcula la radiosidad aproximada B̃ al realizar la suma E + C̃ (véase
la Figura 4.4 (d)).
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(a) Emisión en mf E(n). (b) Emisión en mg E(k) = VT
k E(n).

(c) C̃ = UkE
(k). (d) B̃ = C̃ + E(n).

Figura 4.4: Etapas del método directo de radiosidad basado en la ecuación RRB con
geometŕıa fija, con la aproximación a RF basada en mallas con coherencia espacial.

Análisis del método iterativo de radiosidad

Se analiza cada paso del método desarrollado en la Ecuación (3.12), estudiando el
reemplazo de la emisión en malla fina por la de malla gruesa. Se toma como base la
Ecuación (3.12) mostrándose algunos pasos de la iteración.

La primera iteración comienza con la asignación de la emisión En como el valor
de radiosidad inicial B̃(n)

0 . Luego se realiza el producto B̃
(k)
0 = VT

k B̃
(n)
0 , con el que se

transforma la radiosidad en la malla fina a una equivalente en malla gruesa. Las Figuras
4.5 (a) y (b) son representativas de estas operaciones. El resto de la iteración consiste en
el cálculo B̃(n)

1 = E(n)+UkB
(k)
0 , donde se obtiene la primer aproximación a la radiosidad

de la escena (Figura 4.5 (c)).
Las siguientes iteraciones consisten en repetir el proceso mencionado, para calcular

en cada paso la radiosidad B̃(n)
i+1 partiendo de B̃(n)

i (Figuras 4.5 (d) a (g)). Las iteraciones
convergen a la solución de la ecuación de radiosidad de rango bajo. Las Figuras 4.5 (h)
e (i) muestran la solución final de radiosidad para la malla gruesa y fina.
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(a) B̃
(n)
0 = E(n). (b) B̃

(k)
0 = VT

k B̃
(n)
0 . (c) B̃

(n)
1 = E(n) + UkB̃

(k)
0 .

(d) B̃
(k)
1 = VT

k B̃
(n)
1 . (e) B̃

(n)
2 = E(n) + UkB̃

(k)
1 . (f) B̃

(k)
2 = VT

k B̃
(n)
2 .

(g) B̃
(n)
3 = E(n) + UkB̃

(k)
2 . (h) B̃

(k)
∞ . (i) B̃

(n)
∞ .

Figura 4.5: Etapas del método iterativo de radiosidad. En (a) se muestra la emisión
inicial y en (b) se realiza el pasaje de la emisión de malla fina a malla gruesa. En (c) se
culmina la primera iteración. De (d) a (g) se realizan los pasos dos y tres de la iteración.
En (h) e (i) se muestra el resultado final en malla gruesa y malla fina respectivamente.

4.3. Comparación de las factorizaciones

Para comprobar la eficiencia de los algoritmos 2MF y 2MCE, se los compara con las
descomposiciones SVD y CUR estudiando su capacidad para hallar aproximaciones de
bajo rango de la matriz F y el error generado cuando las aproximaciones son utilizadas
para calcular la radiosidad B̃. Se utiliza la descomposición SVD debido a que genera las
mejores aproximaciones a una matriz para un rango dado y se utiliza la descomposición
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CUR porque tiene un orden de complejidad similar al de los algoritmos 2MF y 2MCE
dado que las tres metodoloǵıas relevan sólo algunas filas de la matriz para sus cálculos.

Para realizar la comparación se generaron las escenas Cb1 y Cb2 (véanse las Figuras
4.6 (a) y (b)).

(a) Escena Cb1. (b) Escena Cb2.

Figura 4.6: Escenas generadas para evaluar las factorizaciones de la matriz F.

En las escenas Cb1 y Cb2 se trabajó con una cantidad de parches relativamente
pequeña (3584 parches en Cb1 y 3312 parches en Cb2) para posibilitar especialmente la
realización de la factorización SVD, dado que los costos en tiempo y memoria en escenas
con más parches pueden ser prohibitivos.

Para cada escena se generó la ecuación matricial del problema de radiosidad con la
finalidad de hallar soluciones de buena precisión, que a los efectos del análisis experi-
mental se consideran exactas. Para cada matriz F (de dimensión n×n) generada a partir
de las escenas se calcularon las siguientes aproximaciones:

factorización generada utilizando el algoritmo 2MF,

factorización generada utilizando el algoritmo 2MCE,

factorización generada basada en la descomposición en valores singulares,

factorización generada a partir de la descomposición CUR por el método de máxi-
mo volumen.

El objetivo principal de la comparación entre factorizaciones es evaluar la convenien-
cia de las factorizaciones (o aproximaciones) basadas en los algoritmos 2MF y 2MCE con
respecto a otras factorizaciones para sustituir a la matriz F del problema de radiosidad,
permitiendo aśı ahorrar memoria y hallar buenas aproximaciones a la radiosidad B. Esta
comparación se realiza de dos maneras: evaluando el error de los B̃ hallados cuando las
factorizaciones tienen igual rango, y comparando B̃ cuando las factorizaciones tienen
igual cantidad de información. El cálculo de B̃ se realiza a partir de un mismo conjunto
de emisiones E.
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Cuando se comparan las factorizaciones con igual rango k, cada factorización calcula
matrices Uk y Vk de rango k (de dimensión n×k). En la comparación de factorizaciones
con igual cantidad de información, para cada factorización se halla un producto de
matrices cuya representación en memoria tenga aproximadamente la misma cantidad de
números de punto flotante.

En el caso de la comparación para igual cantidad de información, la dimensión k
de las matrices Uk y Vk puede variar, según la factorización utilizada. Por ejemplo,
en una matriz dispersa se considera información significativa aquella que indica sólo
los valores y la ubicación de los términos distintos de cero. Como las factorizaciones
SVD y CUR contienen matrices densas y dado que en las factorizaciones 2MF y 2MCE
hay una matriz dispersa, el manejo de cantidades iguales de información implica que la
cantidad de columnas (o rango) de las matrices Uk y Vk será menor en SVD y CUR
que en 2ME y 2MCE. En las factorizaciones SVD y CUR el rango de las matrices debe
ser apenas mayor a la mitad de las columnas empleadas en las factorizaciones 2MF y
2MCE. Por lo tanto, en la comparación para igual cantidad de información, el rango de
la aproximación a F basado en las factorizaciones SVD y CUR es aproximadamente la
mitad del rango de las factorizaciones 2MF y 2MCE.

En base a estos conceptos, se generaron las factorizaciones indicadas por “Śı” en los
cuadros correspondientes de la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Factorizaciones realizadas para evaluar la conveniencia de 2MF y 2MCE con
respecto a SVD y CUR.

La Tabla 4.1 indica cuáles factorizaciones fueron evaluadas considerando distintos
rangos (valores de k) y diferentes metodoloǵıas (SVD, CUR, 2MF y 2MCE) para las
escenas Cb1 y Cb2. Se realizaron factorizaciones con todas las metodoloǵıas para los
rangos 224 y 896 en la escena Cb1, y para los rangos 228 y 828 en la escena Cb2. Estas
factorizaciones permiten comparar los errores en el cálculo de B̃ para todas las factori-
zaciones cuando éstas comparten un mismo rango. Además, se realizaron factorizaciones
en SVD y CUR para los rangos 114 y 450 en la escena Cb1, y para los rangos 116 y
416 en la escena Cb2. Estas factorizaciones son utilizadas para realizar comparaciones
de los errores en el cálculo de B̃ cuando las factorizaciones comparten aproximadamente
el mismo volumen de información. Como se mencionara en el párrafo anterior, a igual
volumen de información el rango de las factorizaciones SVD y CUR debe ser aproxi-
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madamente la mitad del rango de las factorizaciones 2ME y 2MCE. Por lo tanto, para
estudiar los errores entre factorizaciones con igual volumen de información para la esce-
na Cb1 se comparan entre śı SVD y CUR con rango 114 y 2MF y 2MCE con rango 224,
y también se comparan entre śı SVD y CUR con rango 450 y 2MF y 2MCE con rango
896. Un argumento similar se utiliza para las comparaciones de la escena Cb2, con los
rangos correspondientes.

Los valores de k elegidos para las escenas Cb1 y Cb2 surgen de las factorizaciones
2MF y 2MCE, donde las mallas utilizadas deben ser compatibles (para el caso 2MCE
también deben ser mallas con coherencia espacial) y por lo tanto, donde los valores
de k son un resultado de las factorizaciones. En consecuencia, en primer instancia se
realizaron las factorizaciones 2MF y 2MCE, que determinaron los rangos k, y con esos
valores se calcularon las factorizaciones SVD y CUR de rango k y rango (≈ k/2).

4.3.1. Generación de las factorizaciones surgidas de 2MF y 2MCE

En la factorización 2MF la cantidad de parches de la malla de grano fino es por
lo general un múltiplo de la cantidad de parches de la malla de grano grueso. En los
experimentos realizados se utilizaron valores de k iguales a n

4 y a n
16 . Luego de fijar estos

valores de k, se estuvo en condiciones de hallar las otras factorizaciones.
Para el cálculo de una factorización 2MCE se parte de una malla gruesa relativamente

uniforme y otra fina tal que ambas sean compatibles entre śı, y se decide qué parches de la
malla gruesa conviene dividir para lograr que ambas mallas tengan coherencia espacial.
Para el proceso de evaluación de parches se utiliza alguna de las métricas señaladas en
la sección 3.6.2. El parche se divide si la métrica da un valor que se encuentra dentro de
un intervalo determinado, con el objetivo de que el valor de k sea el mismo que el del
algoritmo 2MF. Para lograrlo, se realiza un proceso iterativo donde se ajusta el intervalo
para llegar al valor de k preestablecido.

4.3.2. Generación de las factorizaciones SVD

Como se trabaja con matrices F pequeñas, para calcular la factorización SVD se
utilizó el comando svd de Matlab, que utiliza la biblioteca LAPACK [1].

El comando [U,D,V]=svd(F) genera tres matrices resultantes de la factorización y
de dimensión n×n. Para hallar aproximaciones a F de rango k se toman los k mayores
valores singulares y las k primeras columnas de U y V, mediante los comandos

Usvdk = U(:,1:k); Dsvdk = D(1:k,1:k); Vsvdk = V(:,1:k);

Por último, se calcula el producto Usvdk = Usvdk*Dsvdk; para reducir la facto-
rización a dos matrices densas.

4.3.3. Generación de las factorizaciones CUR

Como se trabaja con matrices relativamente pequeñas, se toma la matriz F y se
aplica el algoritmo de volumen máximo de Goreinov y Tyrtyshnikov [32], para obtener
la matriz que maximiza el determinante de la matriz W.
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4.3.4. Generación de las emisiones de prueba

El vector E en el sistema lineal debe tener valores no negativos, por contener la
emisión de radiosidad de todos los parches. Se podŕıan realizar experimentos generando
un conjunto aleatorio de vectores de prueba Ej que se empleen en los cálculos de B̃j
y también en el cálculo exacto de Bj . El problema de este enfoque es que un vector
aleatorio de emisión genera reflexiones poco intuitivas al observador humano y por lo
tanto de dif́ıcil comprensión. Para evitar este problema se generaron 70 vectores de
emisión para cada escena, equivalentes a la iluminación con una linterna de un recorrido
a través de la escena.

Para la generación de los vectores de emisión se utiliza una proyección de perspectiva
donde el centro de proyección atraviesa la escena. Se relevan los parches de emisión
proyectados sobre el plano de proyección y se cuenta la cantidad de ṕıxeles que ocupa
cada parche en la proyección. La cantidad de ṕıxeles correspondientes a cada parche
se encuentra en relación directa con la potencia luminosa que recibe cada parche de la
linterna. En la Figura 4.7 se muestran algunas de las imágenes generadas.

(a) Malla. (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Figura 4.7: En (a) se muestra una vista de la escena. El resto de las figuras muestran
distintas vistas de la escena, durante un recorrido que atraviesa la escena. Cada parche
tiene un color único que permite generar un vector E por imagen.

En la Figura 4.7 cada imagen representa lo que se ve desde una luz spot que ilumina
una escena, y en ellas se observa un conjunto de parches iluminados, donde cada parche
está representado con un color identificatorio. Un algoritmo cuenta los ṕıxeles de cada
color que se ven en la imagen. La cantidad de ṕıxeles en cada color está en relación directa
con el valor de la emisión E de sus parches. Por ejemplo, si el color c1 se encuentra en
100 ṕıxeles y el color c2 se encuentra en 20 ṕıxeles, entonces el parche asociado a c1

emite cinco veces más luz que el parche asociado a c2.
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4.3.5. Cálculo del error relativo de radiosidad

Para cada factorización f y para cada vector de emisión Ej se calcula un vector
de radiosidad B̃fj , utilizando la Ecuación (3.21). Los vectores B̃fj se comparan con la
solución exacta para cada emisión Bj , calculándose el error relativo en norma Frobenius

εfj =
‖B̃fj −Bj‖Fro
‖Bj‖Fro

(4.3)

Como métrica para evaluar el error relativo de cada factorización se emplea el prome-
dio de los errores asociados a cada vector de emisión

εf =

∑
j
‖Bfj−Bj‖Fro
‖Bj‖Fro
|j|

(4.4)

4.3.6. Resultados obtenidos

La Tabla 4.2 presenta los resultados obtenidos en el cálculo de los errores relativos
de radiosidad al aplicar cada factorización a las dos escenas Cb1 y Cb2, calculando el
promedio de los errores para los vectores de emisión.

Tabla 4.2: Promedio de los errores de radiosidad para cada factorización en norma de
Frobenius.

Para cada una de las factorizaciones estudiadas, el error relativo disminuye al aumen-
tar el rango k de la aproximación a F. Estos resultados son coherentes con el concepto de
que aumentando el rango de las aproximaciones a F aumenta la información disponible
sobre F y se pueden construir aproximaciones más cercanas.

Comparando las factorizaciones se aprecia que, salvo en un caso, para un mismo k
la factorización SVD siempre tiene los menores valores de error. El caso anómalo ocurre
en la escena Cb1, donde la factorización 2NF tiene menor error cuando k = 224.

En la Tabla 4.3 se evalúa la distancia en norma Frobenius entre la matriz F y las
diversas aproximaciones de rango bajo calculadas con las distintas factorizaciones f para
diferentes rangos k y escenas s: ‖F−UfksVT

fks‖Fro.
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Tabla 4.3: Distancia de las factorizaciones a las matrices F evaluadas.

La Tabla 4.3 muestra que para un mismo rango k la mejor aproximación es la surgi-
da de la descomposición SVD, seguida de la CUR. Las factorizaciones 2MF y 2MCE
intercambian la tercera y cuarta posición en las escenas Cb1 y Cb2 para los k utilizados
(896 y 828 respectivamente). Cuando se comparan las factorizaciones con un volumen de
información similar, las distancias de las aproximaciones a la matriz F mantienen el mis-
mo orden, a pesar que el rango de las aproximaciones SVD y CUR es aproximadamente
la mitad de los rangos de las aproximaciones 2MF y 2MCE.

Resulta exraño que las factorizaciones CUR generen mejores aproximaciones a F
que las que se generan con 2MF y 2MCE, pero que al utilizar estas aproximaciones
en la ecuación de radiosidad de rango bajo, los B̃ asociados a CUR posean mayor
error que los asociados a 2MF y 2MCE. Se podŕıa suponer que en un sistema lineal
aproximado donde el error se encuentra en la matriz, cuanto menor es el error en los
datos también es menor el error de la solución. Sin embargo, esta suposición no se cumple
para estos casos. Se requiere un mayor análisis de las factorizaciones desarrolladas para
sacar conclusiones sobre este comportamiento y establecer por qué no se cumplen los
supuestos mencionados.

La Tabla 4.4 muestra el cociente de los errores relativos del cálculo de B̃ de las
factorizaciones CUR, 2MF y 2MCE dividido el error relativo de la factorización SVD.

Tabla 4.4: Comparación de factorizaciones con aproximadamente la misma cantidad de
información para una misma escena. Se comparan los errores relativos del cálculo de B
en las factorizaciones CUR, 2MF y 2MCE con respecto al error en la factorización SVD
con rango ≈ k

2 .
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En la Tabla 4.4, en las factorizaciones comparadas se mantiene aproximadamente la
misma cantidad de información. La comparación muestra los siguientes resultados: la
factorización CUR genera errores superiores a los de la factorización SVD (el cociente de
errores vaŕıa entre 3,4 y 18,6); la factorización 2MF genera errores comparables a los de
la factorización SVD (el cociente de error vaŕıa entre 0,3 y 1,13); la factorización 2MCE
genera errores comparables a los de la factorización SVD pero con una variabilidad un
poco mayor (el cociente de error vaŕıa entre 0,37 y 2). En tres de los cuatro casos la
factorización 2MF tiene errores relativos menores a los de la factorización SVD. En
cuanto a la factorización 2MCE, dos de los cuatro casos poseen valores inferiores a los
de la factorización SVD.

Es importante destacar que cuando se trabaja con volúmenes similares de infor-
mación, el uso de la factorización 2MF para el cálculo de B̃ puede obtener mejores
resultados que los obtenidos cuando se utiliza la factorización SVD. Esto sucede aunque
la aproximación 2MF esté mas alejada de F que la factorización SVD. Las Tablas 4.3
y 4.4 brindan resultados concluyentes para el caso en que k = 896 (y se utiliza 2MF) y
k = 450 (y se utiliza SVD).

4.4. Evaluación de eficiencia computacional en CPU y GPU

Esta sección compara la eficiencia computacional del cálculo de radiosidad utilizando
la ecuación RRB con geometŕıa fija mediante una implementación secuencial de CPU y
una versión paralela en GPU, y utilizando como software versiones de la biblioteca BLAS
[51] adaptadas a cada arquitectura. Los principales objetivos del análisis experimental
que se reportan en esta sección son: experimentar con una arquitectura de hardware
novedosa que se relaciona directamente con el procesamiento de gráficos (GPU) y la
evaluación de un algoritmo paralelo para analizar la mejora de desempeño en procura
de lograr el objetivo de procesar las imágenes en tiempo real.

Las factorizaciones se asumen conocidas y en los experimentos no se evalúa la pre-
cisión de los resultados ni se consideran las ventajas de trabajar con la matriz Vk

dispersa.

4.4.1. Hardware y Software

El hardware utilizado es un computador con procesador Pentium Dual-Core CPU
E5200 de 2.50GHz, con 2 GB de memoria RAM. El computador tiene instalada una
tarjeta gráfica NVIDIA 9800 GTX+, con 512Mb de memoria. El software utilizado
consiste en dos versiones de la biblioteca BLAS desarrollada para ejecutar sobre CPU y
GPU.

Para el cálculo de la ecuación RRB con geometŕıa fija se realizan dos llamadas con-
secutivas a la subrutina XGEMV de BLAS, que computa el producto matriz-vector. La
versión para CPU utiliza la implementación de BLAS realizada por el proyecto ATLAS
[72], optimizada para el equipo utilizado. El código implementado tiene la estructura
que se presenta en el Algoritmo 4.
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Algoritmo 4 Cálculo de B̃ con BLAS en la CPU.
Cargar las matrices Yk y Vk, y los vectores E en la memoria RAM

for all i de 1 a CantE do
Tomar un vector E
Aplicar XGEMV dos veces para obtener el vector B̃
Almacenar B̃ en la memoria RAM

end for

En el Algoritmo 4 se cargan las matrices Yk y Vk y los vectores E en la memoria
RAM del equipo. Luego se ejecuta un loop tantas veces como vectores E haya, donde se
calcula el B̃ asociado a cada E. Una vez que se calcula un vector B, éste es almacenado
en la memoria RAM.

La versión para GPU utiliza la implementación de BLAS desarrollada sobre arqui-
tectura CUDA denominada CUBLAS [58] versión 2.0. El código implementado tiene la
estructura que se presenta en el Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Cálculo de B̃ con CUBLAS en la GPU.
Cargar las matrices Yk y Vk, y los vectores E en la memoria RAM
Pasar las matrices Yk y Vk a la memoria de la GPU

for all i de 1 a CantE do
Pasar un vector E a la memoria de la GPU
Aplicar XGEMV dos veces en la GPU para obtener el vector B̃
Enviar el vector B̃ de la memoria de la GPU a la memoria RAM

end for

En el Algoritmo 5 se cargan las matrices Yk y Vk de rango bajo y los vectores E en
la memoria RAM. Luego se pasan las matrices a la memoria de la GPU. A continuación
se ejecuta, tantas veces como vectores E existan, un proceso que transfiera el vector E a
la GPU y aplicar XGEMV para calcular el producto matriz-vector. Por último, el vector
B̃ resultante de los cálculos es transferido a la memoria de la CPU.

La principal diferencia entre la versión secuencial y paralela del cálculo de B̃ es
que la implementación de XGEMV es paralela y permite sacar provecho de los múlti-
ples recursos de cómputo de la arquitectura GPU. El ciclo que procesa los vectores de
emisión no se paraleliza para contemplar el caso de cómputo en tiempo real, donde los
vectores E no son conocidos de antemano. La estrategia que aplique paralelismo a los
vectores de emisión puede ser válida en otros contextos donde los vectores E se dispon-
gan previamente, por ejemplo en el caso de generación de imágenes para una peĺıcula
animada.

El tiempo promedio de cálculo de B̃ se determina evaluando el tiempo insumido
por el ciclo que procesa los vectores E y normalizándolo respecto a la cantidad de
iteraciones realizadas. Tanto la versión para CPU como la versión para GPU utilizan
precisión simple en los cálculos.
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4.4.2. Casos de prueba

En el diseño de los casos de prueba para evaluar los tiempos de ejecución se tomó una
geometŕıa de la escena similar a una Cornell Box y se construyeron mallas finas con
distintas cantidades de elementos n. Luego se realizó la factorización 2MF de la matriz
RF para distintos valores de k, que son submúltiplos de n.

La ecuación RRB con geometŕıa fija tiene una complejidad O(nk) debido a que se
compone de dos productos matriz-vector con complejidades O(nk) y de una suma de
dos vectores con una complejidad O(n).

Se escogieron valores de n y k de modo que cumplan con las siguientes premisas:

Que el producto nk abarque un rango amplio, contemplando aśı distintos niveles
de exigencia del hardware.

Que las combinaciones de pares n y k se puedan agrupar en conjuntos de igual
producto. Con esta premisa se pretende brindar una primera aproximación a la
evaluación de si hay diferencias notables en los tiempos de ejecución dentro de una
misma complejidad teórica.

Que las mismas matrices puedan ser evaluadas en los distintos equipamientos uti-
lizados, sin que haya limitaciones de memoria ni de capacidad para realizar las
operaciones expresadas en la ecuación RRB con geometŕıa fija.

Los valores elegidos de n y k se muestran en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5: Combinaciones posibles de n y k consideradas en los experimentos.

En la Tabla 4.5 se observa que ciertas combinaciones no fueron consideradas en los
experimentos debido a problemas en la memoria de la tarjeta gráfica. Por ejemplo, para
almacenar una matriz en simple precisión con n = 221184 y k = 864 se requiere una
memoria de unos 730 Mbytes. Este valor es superior al disponible en la tarjeta gráfica.

Las diagonales compuestas por celdas rellenas con el mismo color gris son aquellas
que comparten el mismo producto nk. La celda con bordes punteados indica un caso
especial, en el que la factorización no aporta ninguna ventaja en memoria, pero se la
consideró para aśı completar dos diagonales con tres celdas.

4.4.3. Resultados de eficiencia computacional

La Tabla 4.6 describe los diferentes casos de prueba generados. Por cada caso se
presenta el total de parches, el total de elementos, el producto nk y la memoria usada
en Uk y Vk.
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Tabla 4.6: Números de punto flotante y memoria utilizada en cada uno de los casos
considerados en los experimentos.

La Tabla 4.7 presenta los tiempos obtenidos al evaluar las versiones para CPU y para
GPU del cálculo de B̃ sobre los casos de prueba estudiados. Se reportan los tiempos del
cálculo de B̃ en CPU y GPU, los tiempos de transferencia de E y B̃ hacia y desde la
GPU y el speedup de la GPU respecto a la CPU. El speedup evalúa la aceleración al
utilizar un algoritmo paralelo, calculando el cociente entre el tiempo de ejecución de la
versión secuencial y la versión paralela [25].

Tabla 4.7: Tiempos de ejecución para el cálculo de B̃.

Observando los resultados de la Tabla 4.7 se pueden establecer las siguientes conclu-
siones preliminares:

El speedup CPU/GPU vaŕıa entre 1,7 y 6.

El tiempo de cálculo de B̃ en CPU es proporcional al producto nk. Los tiempos
de ejecución son similares para cada franja nk, y entre franjas consecutivas los
tiempos cambian de escala por un factor de entre tres y cinco.

El tiempo de cálculo de B̃ en GPU es más irregular. Existen dos grupos de casos:
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aquellos en que k = 216 y aquellos en que k 6= 216. Con la informacion disponible,
se observa que los tiempos de ejecución son proporcionales a nk.

Para el cado en que k = 216, el speedup es unas tres veces inferior al otro grupo.
Esta singularidad fue observada en los trabajos de Igual et al. [43] y Barrachina et
al. [5], quienes plantean que las dimensiones matriciales deben ser múltiplo de 32
debido a temas relacionados con la arquitectura de las tarjetas gráficas. De todos
los n y k considerados, sólo 216 no es múltiplo de 32.

Los tiempos de transferencia de E y B̃ son proporcionales a n.

El tiempo de cálculo de B̃ en la GPU es entre 10 y 120 veces mayor que el tiempo
de transferencia de E y B̃.

El cálculo y la transferencia de B̃ en la version implementada en GPU se puede
realizar a 20 imágenes por segundo, y a mas de 60 imágenes por segundo si no
se considera el caso 9, que tiene 216 parches. Estos valores son similares a los
empleados por las aplicaciones interactivas [71].

4.5. Escenas con objetos en movimiento

En esta sección se presentan resultados para el caso en que las escenas incluyen el
movimiento de un objeto. El análisis experimental se realizó sobre una escena basada en
una Cornell box que contiene un pequeño cubo, además de otros objetos, y se procede
a mover el cubo de una posición inicial a otra posición final. Ese movimiento provoca
cambios en la matriz F de factores de forma, aśı como en sus aproximaciones de rango
bajo. Imágenes con el objeto en su posición inicial y final se pueden apreciar en las
Figuras 4.8 (a) y (b).

(a) Imagen con el cubo en su posición inicial. (b) Imagen con el cubo en su posición final.

Figura 4.8: Una escena donde un cubo se mueve de una posición inicial a otra final.



4.5 Escenas con objetos en movimiento 95

A la escena con el objeto en su posición inicial le corresponde la matriz de factores
de forma FI y a la escena con el objeto en su posición final le corresponde la matriz FF.
La matriz diferencia es ∆F = FF − FI.

Esta tesis no propone ninguna técnica eficiente para hallar los cambios en la matriz
F al mover el objeto. Esta tarea se propone como trabajo futuro. En la propuesta
desarrollada en esta sección, se parte de las celdas de F que fueron modificadas por
el movimiento del objeto y se propone una técnica para el cálculo de la iluminación a
partir de la selección de aquellas filas y columnas con cambios más significativos.

Al mover un objeto en la escena, las celdas de la matriz F (o RF) se pueden catalogar
en cuatro tipos:

1. aquellas filas y columnas asociadas a los parches del objeto en movimiento;

2. aquellas filas y columnas asociadas a parches cercanos a la posición inicial o final del
objeto, cuya visibilidad cambia debido al movimiento del objeto (muchos factores
de forma de esas filas y columnas se ven afectados);

3. aquellas celdas aisladas asociadas a pares de parches cuya visibilidad es alterada
por el movimiento del objeto;

4. las celdas que no sufrieron ningún cambio.

Cualquier heuŕıstica que pretenda encontrar en tiempo real las celdas que cambian a
raiz del movimiento de los objetos depende en gran medida de que las celdas cambiadas
sean un porcentaje bajo del total de las celdas de la matriz.

En la Figura 4.9 (a) se cataloga en rojo, verde, azul y blanco a las celdas de la matriz
∆F asociadas a los tipos 1, 2, 3 y 4 respectivamente. Sólo el 3.5 % de las celdas sufre
modificación cuando se mueve el objeto. En la Figura 4.9 (b) se aprecia la escena con
el objeto en su posición final y los parches catalogados según pertenezcan al objeto (en
rojo), según hayan sido muy afectados por el movimiento del objeto (en verde), poco
afectados (en azul) o afectados (negro).

(a) Celdas de ∆F catalogadas según el tipo de modifi-
cación de sus celdas.

(b) Parches de la escena catalogadas según el
tipo de modificación de sus celdas.

Figura 4.9: La matriz ∆F y los parches de la escena con el cubo en su posición final.
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4.5.1. Definición de ∆(RF) y ∆(R̃F)

En la sección anterior se definó la matriz ∆F como la resta de dos matrices de
factores de forma FF y FI . Si a esta matriz se la multiplica por R se obtiene una matriz
que se define como ∆(RF) = RFF −RFI .

El cálculo de ∆(RF) es costoso dado que se debe disponer de las matrices de factores
de forma. Si se sustituyen las matrices FF y FI por aproximaciones de rango bajo UFVT

F

y UIVT
I , se puede generar otra matriz ∆(R̃F) = RUFVT

F −RUIVT
I . Como resultado

se obtiene una matriz de rango bajo. Si el rango de las matrices UF , VF , UI y VI es
k, y el rango de la matriz diagonal R es n, el rango de la matriz resultante es como
máximo 2k. Este rango máximo es mayor al esperado, porque si la matriz de factores de
forma de una escena pudo ser reducida a una matriz de rango k, es de esperar que una
pequeña modificación de ésta pueda ser representada con una matriz de rango mucho
menor. En la Figura 4.10 se observa la matriz ∆(R̃F) obtenida a través de la resta de
dos factorizaciones 2MF (RU2MF,FVT

2MF,F −RU2MF,FVT
2MF,I), con k = 860 en ambos

casos.

Figura 4.10: Matriz ∆(R̃F) que surge de la resta de dos aproximaciones de rango k = 860
RUFVT

F −RUIVT
I .

Por lo tanto, independientemente de si se utiliza ∆(RF) o ∆(R̃F), estas matrices
tendrán algunas filas y columnas con muchos elementos distintos de cero (las asociadas
a las celdas de tipos 1 y 2) y muchas otras filas y columnas con pocos elementos distintos
de cero (las asociadas a las celdas de tipo 3 y 4). Una matriz es la aproximación de la
otra y en consecuencia se las considerará en las próximas subsecciones como la misma
matriz, y se las agrupará bajo la expresión ∆(RF), independientemente de cual sea su
origen.
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4.5.2. Reducción del rango de ∆(RF)

En esta subsección se expone un método que aproxima a la matriz ∆(RF) por otra
que sólo incluye las celdas de tipos 1 y 2 según la clasificación presentada previamente.
Este procedimiento tiene sentido dado que las celdas tipo 1 y 2 contienen a la mayoŕıa
de las celdas distintas de cero de la matriz ∆(RF), y estas celdas se agrupan conve-
nientemente en unas pocas filas y columnas (véase la Figura 4.9 (a)). Por lo tanto, se
parte de la matriz ∆(RF) e independientemente de cómo haya sido generada, se pueden
crear dos nuevas matrices U∆ y V∆ tal que su producto contenga las filas y columnas
de mayor norma de la matriz ∆(RF).

El Algoritmo 6 presenta el pseudocódigo del método propuesto para el cálculo apro-
ximado de ∆(RF).

Algoritmo 6 Cálculo de U∆ y V∆.
------------ Cálculo de U∆c y V∆c ------------

1 Calcular ı́ndices I de ubicación de las k∆ mayores columnas de ∆F
2 Hallar U∆c con las columnas I de ∆F
3 Crear la matriz V∆c de dimensión n×k∆ e inicializarla con ceros
4 Para cada i entre 1 y k∆ hacer
5 V∆c(i, I(i)) = 1
6 fin

------------ Cálculo de U∆r y V∆r ------------
7 Realizar ∆F = ∆F - U∆cVT

∆c

8 Calcular ı́ndices I de ubicación de las k∆ mayores filas de ∆F
9 Hallar V∆r con las filas I de ∆F
10 Crear la matriz U∆r de dimensión n×k∆ e inicializarla con ceros
11 Para cada i entre 1 y k∆ hacer
12 U∆r(i, I(i)) = 1
13 fin

------------ Cálculo de U∆ y V∆ ------------
14 Hallar U∆ concatenando las columnas de U∆c y U∆r

15 Hallar V∆ concatenando las columnas de V∆c y V∆r

En el Algoritmo 6, en primer instancia se generan las matrices U∆c y V∆c, cuyo
producto contiene a las columnas de mayor norma de la matriz ∆F. A conti-nuación
se eligen las k∆ columnas con mayor norma y se almacenan en U∆c. La matriz V∆c es
dispersa y almacena información sobre la posición que ocupa cada columna de U∆c en la
matriz original ∆(RF). En la Figura 4.11 (a), se observa un ejemplo de las matrices U∆c

y V∆c. En segunda instancia se calculan las matrices U∆r y V∆r, cuyo producto contiene
a las filas de mayor norma de la matriz ∆F −U∆cVT

∆c (véase la Figura 4.11 (b)). Por
último, se agrupan las matrices halladas obteniendose U∆ y V∆, cuyo producto genera
la aproximación de rango k∆ a la matriz ∆RF (véase la Figura 4.11 (c)), de acuerdo a
la expresión de la Ecuación (4.5).

∆̃RF = U∆cVT
∆c + U∆rVT

∆r = (U∆c|U∆r)(V∆c|V∆r)T = U∆VT
∆ (4.5)
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En el ejemplo de la Figura 4.11, la matriz ∆RF tiene 420722 elementos distintos de
cero y de ellos 358908 elementos (el 85 %) son incluidos en ∆̃RF para un k∆ = 200.

La elección de k∆ depende de la memoria disponible y de la precisión buscada. En
la próxima subsección se analiza cómo el no contemplar a todos los elementos distintos
de cero de ∆RF puede alterar sensiblemente a las sombras generadas por los objetos,
en especial cuando son sombras alargadas.

(a) U∆c, VT
∆c y su producto. (b) U∆r, VT

∆r y su producto. (c) ∆̃RF = U∆cV
T
∆c + U∆rv

T
∆r.

Figura 4.11: Generación de la matriz aproximada a ∆RF a partir del producto de
matrices de rango bajo.

4.5.3. Cálculo de B̂F luego de conocer ∆̃(RF)

Para calcular la radiosidad BF , la matriz de radiosidad es sustituida por alguna
aproximación que facilite el cómputo y ahorre memoria. Si se dispone de UF y VF ,
en lugar de calcular BF se calcula una aproximación B̃F . Esta aproximación se halla
mediante la aplicación directa de la Ecuación (3.21). Si no se dispone de UF ni de VF ,
pero śı se dispone de UI , VI , U∆ y de V∆, se calculaŕıa una aproximación diferente a
B̃F , que llamaremos B̂F . El cálculo de B̂F puede ser realizado a través de la ecuación de
Sherman-Morrison-Woodbury, según su formulación en las Ecuaciones (3.42) y (3.43).

4.5.4. Algunos resultados del cálculo de B̂F

En la Figura 4.12 se ejemplifica el resultado final del cálculo de BF exacto y los
cálculos aproximados de B̃F y de B̂F , aśı como el error en la radiosidad de cada parche.
La Figura 4.12 muestra diferentes resultados de la radiosidad de la escena, cuando el
objeto se encuentra en la posición final. En (a) se muestra el resultado exacto, generado
con el uso de la ecuación matricial de radiosidad y la matriz F. En (b) y (d), se muestran
los resultados de radiosidad, cuando la matriz F es reemplazada por las matrices UFVT

F

y UIVT
I + U∆VT

∆ respectivamente. Por último, en (c) y (e) se observan las diferencias
entre la radiosidad real y la aproximada para cada parche.

La Figura 4.12 muestra que al calcular B̂F , a los errores de B̃F se agregan los errores
de las sombras en las posiciones inicial y final del objeto, provocados por los elementos
de ∆(RF) que no fueron considerados para el cálculo de U∆VT

∆. Cuando la iluminación
genera sombras alargadas en los objetos en movimiento, el error de B̂f es más evidente,
dado que las sombras pueden extenderse sobre parches cuyas filas y columnas no han
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sido consideradas en la aproximación a ∆(RF). En (d) se observa que la sombra del
cubo está truncada. En (e) se observan zonas blancas en la parte inferior izquierda de
la imagen, indicando una diferencia importante en la radiosidad de algunos parches
alejados del cubo, sobre los que se debe proyectar su sombra. La magnitud de estas
diferencias dependerá del valor k∆ elegido.

(a) Bf .

(b) B̃f . (c) 20 ∗ |B̃f −Bf |.

(d) B̂f . (e) 20 ∗ |B̂f −Bf |.

Figura 4.12: Cálculo de Bf , B̃f y B̂f para una iluminación dada.





Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Esta sección presenta las conclusiones del trabajo de investigación relativo a la resolu-
ción del problema de radiosidad utilizando matrices de rango bajo. También se formulan
las principales ĺıneas de trabajo futuro que surgieron durante el desarrollo de esta tesis.

5.1. Conclusiones

Esta tesis investigó la resolución del problema de radiosidad utilizando matrices de
rango bajo. En las últimas tres décadas ha habido un avance importante en los algorit-
mos de iluminación global, durante el cual las técnicas desarrolladas para la resolución
de la ecuación de radiosidad han tenido una importancia sustantiva. Entre los objetivos
actuales en el área de computación gráfica se encuentra el desarrollo de aplicaciones in-
teractivas en tiempo real que resuelvan problemas de iluminación global. Las soluciones
propuestas al problema de radiosidad requieren volumenes de memoria importantes y
los algoritmos desarrollados están basados principalmente en métodos iterativos com-
putacionalmente costosos.

En este contexto, se abordó el problema de aproximar las matrices RF en la ecuación
matricial de radiosidad utilizando matrices de rango bajo, con los objetivos de lograr
ahorros importantes en el uso de memoria y procurar resolver el sistema lineal en tiempo
real.

Con respecto a las posibilidades de generar buenas aproximaciones a la matriz RF, se
estudiaron sus propiedades utilizando el concepto de coherencia espacial en las escenas,
llegándose a la conclusión de que para la mayoŕıa de las escenas las matrices asociadas
poseen rango numérico bajo.

Para aproximar la matriz RF mediante una matriz de rango bajo se comenzó reali-
zando un relevamiento de las técnicas existentes para la creación de aproximaciones de
rango bajo. En particular, se relevaron las descomposiciones SVD y CUR, el uso de las
transformadas discretas de Fourier y aquellas basadas en wavelets. El relevamiento per-
mitió concluir que todas las técnicas estudiadas (salvo CUR) poseen deficiencias serias
en cuanto al volumen de memoria necesaria y a los órdenes de los tiempos de cálculo de
las aproximaciones.

A continuación, se propuso la ecuación de radiosidad de rango bajo como alternativa
a la ecuación matricial de radiosidad y se desarrollaron métodos para su resolución. Se
propusieron métodos iterativos y directos para escenas en blanco y negro, para escenas en
colores y escenas con objetos en movimiento. Todos estos métodos poseen complejidad

101
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O(nk) en al menos una de sus variantes (iterativo o directo) y utilizan un volumen
de memoria O(nk), siendo n el número de elementos de la escena y k el rango de la
aproximación a RF. Además, se llevó a cabo un estudio del error en el cálculo de
la radiosidad cuando se utiliza la ecuación de radiosidad de rango bajo en lugar de
la ecuación matricial de radiosidad. Los resultados indicaron que el error relativo en
el cálculo de la radiosidad es linealmente proporcional a la distancia entre RF y su
aproximación de rango bajo.

Por último, se abordó el problema de construcción de aproximaciones de rango bajo
espećıficas para la matriz RF, encontrándose que en el problema de radiosidad la re-
flexión de los parches es muy poco sensible a los cambios en la emisión. Este problema
se debe a la coherencia espacial y queda explicitado al desarrollar la ecuación matricial
de la radiosidad reflejada. Esta observación se puede aprovechar para la construcción
de aproximaciones de rango bajo a la matriz RF. En consecuencia, se desarrolló una
metodoloǵıa basada en la generación de dos mallas: una malla gruesa encargada de sim-
plificar las emisiones de las escenas y una malla fina utilizada para modelar la reflexión
de la escena. Se definieron los conceptos de mallas compatibles, parche con coherencia
espacial y mallas con coherencia espacial, a partir de los cuales se desarrollaron los al-
goritmos 2MF y 2MCE para la construcción de aproximaciones de rango bajo de RF.
El algoritmo 2MF presupone que las mallas fina y gruesa empleadas poseen coherencia
espacial, y permite construir la matriz Uk con complejidades O(nk) u O(n2) según la
variante utilizada para su implementación. El volumen de memoria necesario para el
algoritmo 2MF es O(nk). Por otra parte, el algoritmo 2MCE construye las mallas finas
y gruesas para que posean coherencia espacial. Este algoritmo posee una complejidad
aproximada O(n2) y utiliza una memoria O(n2).

El análisis experimental realizado en este trabajo de investigación se enfocó en cuatro
aspectos principales: (i) el estudio de la coherencia espacial de las escenas y su influ-
encia en la emisión y reflexión de sus superficies, (ii) en la comparación del error en la
radiosidad calculada dependiendo de la factorización utilizada, (iii) en la comparación
de la eficiencia computacional de implementaciones sobre CPU y GPU del cálculo de ra-
diosidad basado en la ecuación RRB con geometŕıa fija, y (iv) el estudio de las matrices
resultantes de modelar escenas que incluyen objetos en movimiento.

Respecto al análisis de la coherencia espacial de las escenas, los resultados experi-
mentales confirman que la reflexión de la escena es muy poco sensible (relación de 20
a 1) a las perturbaciones en la emisión. El problema inverso, hallar la emisión a partir
de la reflexión, es extremadamente sensible a las perturbaciones en los datos, debido al
rango bajo de la matriz RF. Estas observaciones confirman que la utilización de dos
mallas, una gruesa para modelar las emisiones y una fina para modelar las reflexiones,
es una solución válida para resolver el problema de radiosidad.

Respecto al análisis del error de los valores calculados con la ecuación de radiosidad
de rango bajo respecto a la solución exacta de la ecuación matricial de radiosidad, los
resultados experimentales se detallan a continuación. Si se comparan ecuaciones de ran-
go bajo con matrices de igual rango, las mejores aproximaciones a B se obtienen con
las ecuaciones que utilizan aproximaciones basadas en SVD, seguidas de aquellas que
utilizan 2MF, 2MCE y CUR. Más destacables resultan los resultados si se comparan
ecuaciones de rango bajo que contienen matrices con aproximadamente el mismo volu-
men de información (la importancia de esta comparación radica en que 2MF y 2MCE
generan siempre matrices Vk dispersas mientras que SVD y CUR no lo hacen). En este
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caso, las mejores aproximaciones a B se obtienen con las aproximaciones 2MF en 3 de las
4 instancias experimentales, seguido de SVD, 2MCE y CUR. Por último, se realizaron
comparaciones de la distancia entre las aproximaciones de rango bajo y las matrices RF
y los mejores resultados (sin considerar SVD, dado que se puede demostrar que genera
los resultados óptimos) se obtienen por la aproximación basada en la descomposición
CUR. Esta última conclusión es reveladora de que no alcanza con disponer de méto-
dos que generen buenas aproximaciones a la matriz RF para hallar buenas soluciones
al problema de radiosidad, dado que CUR produce buenas aproximaciones a RF que
generan errores grandes en el cálculo de la ecuación de radiosdiad de rango bajo.

Respecto al análisis de la eficiencia computacional de los métodos de radiosidad de
rango bajo implementados en CPU y GPU para resolver escenas con geometŕıa fija, los
resultados indican que es posible lograr tiempos menores a los 15 ms en GPU (corres-
pondientes a procesar 67 imágenes por segundo) para geometŕıas de 55296 elementos y
864 parches. En escenas con hasta 221184 elementos y 216 parches los tiempos llegaron
a los 45 ms en GPU (correspondientes a procesar 22 imágenes por segundo). El speedup
de la versión implementada en GPU respecto a la versión en CPU tuvo valores entre 2 y
6 para las matrices utilizadas. En ambas arquitecturas se realizaron cálculos de simple
precisión lograndose resultados de calidad indistinguible de los que se pueden obtener
con doble precisión. Un resultado no esperado generado durante la etapa de análisis fue
la comprobación de que la implementación de la radiosidad de rango bajo con geometŕıa
fija es extremadamente sencilla en CPU y GPU si se utiliza la biblioteca BLAS.

Respecto al análisis de las matrices resultantes para una escena que incluye objetos en
movimiento, los resultados indican que al mover un objeto los cambios en la matriz RF
se concentran en unas pocas filas y columnas, y que esos cambios se pueden aproximar
por matrices de rango bajo. Se desarrolló una metodoloǵıa para generar la matriz que
contiene los cambios y se evaluaron las ecuaciones desarrolladas para el cálculo de B en
escenarios que contienen objetos en movimiento, obteniendose resultados satisfactorios.

En resumen, las principales contribuciones de la investigación que se reporta en esta
tesis son:

El avance en el estudio del rango de las matrices F y RF y de las consecuencias
que un rango numérico bajo tiene en la resolución del problema de radiosidad.

La jerarquización de la importancia de la coherencia espacial como causa principal
del rango numérico bajo de la matriz RF y de la insensibilidad de la reflexión de
la escena a las perturbaciones en la emisión que la posicionan como una propiedad
deseable para las mallas de una escena.

La propuesta e implementación de varios algoritmos (iterativos y directos) basados
en el uso de aproximaciones de rango bajo a las matrices RF, para el cálculo de
radiosidad en diferentes contextos (escenas en blanco y negro, escenas con color,
escenas con objetos en movimiento). Varios de estos algoritmos poseen complejidad
O(nk), con k � n, posibilitando la implementación de código eficiente para el
cálculo de la radiosidad, intentando lograr el objetivo de cálculo en tiempo real.

La verificación de que la ecuación RRB con geometŕıa fija posibilita el desarrollo
de algoritmos muy sencillos para el cálculo de la radiosidad, que utilizando ar-
quitecturas basadas en GPU son capaces de hallar la radiosidad de una escena a
velocidades compatibles con el tiempo real.
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El desarrollo de algoritmos de complejidad O(nk) para el cálculo de aproxima-
ciones de rango bajo de la matriz RF que sean competitivas con las calculadas
a partir de la descomposición SVD en términos de la memoria utilizada para su
almacenamiento.

El desarrollo de los conceptos de mallas compatibles, parches con coherencia es-
pacial y mallas con coherencia espacial, utilizados para el cálculo de nuevas apro-
ximaciones de RF, y el desarrollo de un algoritmo para el cálculo de mallas con
coherencia espacial.

La verificación experimental de que los cambios en las matrices RF debidos al
movimiento de objetos pueden aproximarse a matrices de rango bajo.

La investigación desarrollada generó dos art́ıculos publicados en congresos interna-
cionales:

Low-Rank Radiosity [22], Eduardo Fernández, publicado en los Proceedings of
IV Iberoamerican Symposium in Computer Graphics, Isla Margarita, Venezuela,
julio de 2009 (texto en inglés).

En este trabajo se expone el concepto de coherencia aplicado al problema de ra-
diosidad y su correspondencia con el rango numérico bajo de la matriz RF. Como
principales aportes se deduce el método directo basado en la ecuación RRB con
geometŕıa fija y un método iterativo basado en la serie de Neumann. Además, se
realiza una estimación del error relativo de radiosidad y se expone una variante
del algoritmo 2MF para el cálculo de aproximaciones de rango bajo a RF.

Implementación en GPU del algoritmo de radiosidad de rango bajo
[23], Eduardo Fernández, Pablo Ezzatti, Sergio Nesmachnow, publicado en los
Anales del XVIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones, Tandil,
Argentina, noviembre de 2009.

En este trabajo se introducen los conceptos principales de la ecuación de radiosidad
de rango bajo y la ecuación RRB con geometŕıa fija. Luego se presentan imple-
mentaciones de la ecuación RRB con geometŕıa fija en CPU y GPU, utilizando la
biblioteca BLAS. Se realizan análisis experimentales comparativos de ambas im-
plementaciones en escenas que vaŕıan de 3500 a 220000 elementos, comprobándose
que la eficiencia computacional en GPU es hasta 6 veces superior a la de la im-
plementación en CPU. El método en GPU registró tiempos de 15 ms para escenas
con más de 50000 elementos, lo que posibilita el desarrollo de aplicaciones gráficas
que realizan cálculos de iluminación global en tiempo real.

5.2. Trabajo futuro

A lo largo de la investigación, varios aspectos han presentado cuestiones interesantes
que merecen una profundización. En este contexto, las principales ĺıneas de trabajos
futuros se comentan a continuación.

Para comparar los resultados de este trabajo con otras propuestas de radiosidad e
iluminación global que también tienen como objetivo el procesamiento en tiempo real,
como primer aspecto, se debe extender el análisis experimental de los algoritmos desa-
rrollados, considerando escenas estándares desarrolladas por la comunidad académica.
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Con respecto a la conveniencia de las técnias RRB, se deben realizar estudios que
muestren la relación existente entre k, n y el error relativo de B̃. Al aumentar n o k
es de esperar que el error de B̃ baje debido principalmente al aumento de tamaño y
de la información contenida en las matrices. Debe investigarse si ésta y otras hipótesis
similares son ciertas y deben cuantificarse las relaciones, intentando definir fórmulas que
contemplen los resultados del análisis experimental.

Respecto al uso de mallas compatibles, para contemplar el uso de mallas irregulares
se debe estudiar la sensibilidad de los resultados visuales a la variación en el tamaño de
los elementos dentro de los parches.

Respecto a los algoritmos estudiados, el análisis experimental mostró que el algoritmo
2MF obtiene mejores resultados que el algoritmo 2MCE. Éste es un resultado un tanto
extraño, debido a que se espera que cuando hay mallas adaptadas a la escena y con
coherencia espacial se generen mejores resultados que cuando las mallas son uniformes y
no contienen ninguna consideración sobre las caracteŕısticas de la escena. Por tanto, se
debe extender el análisis experimental a otras escenas para comprobar si la tendencia se
mantiene y se deben estudiar formas alternativas de generación de mallas con coherencia
espacial que permitan obtener mejores resultados.

Asimismo, deben realizarse análisis detallados de las caracteŕısticas de las aproxima-
ciones CUR que calculan los diversos algoritmos existentes, para comprender los altos
valores de error obtenidos, aún cuando el algoritmo CUR genera muy buenas aproxima-
ciones a la matriz F.

Hasta el momento de publicación de esta tesis, sólo se ha utilizado a la ecuación
RRB con geometŕıa fija y matrices densas para el estudio de eficiencia computacional y
speedup entre códigos implementados para GPU y CPU. Por lo tanto, se deben analizar
nuevas implementaciones de la ecuación RRB con geometŕıa fija. También se debe ex-
tender el estudio de eficiencia y speedup entre códigos para GPU y CPU a los demás
resultados de la tesis, que incluyen los algoritmos de generación de aproximaciones de
rango bajo y las implementaciones basadas en las demás ecuaciones desarrolladas para
el cálculo de radiosidad en diferentes contextos.

En el estudio de escenas con objetos en movimiento, debe profundizarse el análisis
teórico de las principales caracteŕısticas de las matrices RF∆ con el fin de proponer
algoritmos para su generación e implementaciones que puedan ejecutarse en tiempo
real, contemplando el procesamiento de escenas en aplicaciones interactivas.

Por último, los métodos propuestos en este trabajo pueden extenderse a otras áreas de
conocimiento distintas a la computación gráfica. Las ecuaciones de Fredholm se encuen-
tran en múltiples áreas de la f́ısica y los modelos numéricos surgidos de ellas contienen
sistemas lineales de gran dimensión cuya generación y resolución contienen problemas
similares a los de la radiosidad. Por otra parte, la necesidad de analizar y manipular
matrices y tensores con billones de elementos es una realidad en muchas áreas de cono-
cimiento. Por tanto, resulta conveniente explorar si las aproximaciones calculadas con
los algoritmos 2MF y 2MCE son útiles para otras comunidades cient́ıficas.
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[12] E. Catmull. “A subdivision algorithm for computer display of curved surfaces.”
Tesis Doctoral, The University of Utah (1974).

[13] M. Cohen, S. Chen, J. Wallace y D. Greenberg. A progressive refinement
approach to fast radiosity image generation. En “Proceedings of the 15st Annu-
al Conference on Computer Graphics and Interactive Techniques”, páginas 75–84
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ceedings of Graphics Interface 2004”, páginas 161–168. Canadian Human-Computer
Communications Society (2004).

[17] C. Dachsbacher y M. Stamminger. Reflective shadow maps. En “Proceedings
of the 2005 Symposium on Interactive 3D Graphics and Games”, páginas 203–231,
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[18] G. Dahlquist y Å. Björck. “Numerical Methods in Scientific Computing: Vol-
ume 1”. SIAM, Philadelphia, PA, USA (2008).

[19] I. Daubechies. “Ten Lectures on Wavelets”. CBMS-NSF Regional Conference
Series in Applied Mathematics. SIAM (December 1992).

[20] P. Drineas, M. Mahoney y S. Muthukrishnan. Subspace sampling and
relative-error matrix approximation: column-row-based methods. En “Proceed-
ings of the 14th conference on Annual European Symposium”, páginas 304–314,
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[45] H. Jensen, J. Arvo, P. Dutré, A. Keller, A. Oven, M. Pharr y
P. Shirley. Course 44, Monte Carlo Ray Tracing. En “ACM SIGGRAPH 2003
Full Conference (DVD-ROM)” (2003).

[46] J. Kajiya. The rendering equation. En “Proceedings of the 13th annual conference
on Computer graphics and interactive techniques”, páginas 143–150, New York, NY,
USA (1986). ACM.

[47] M. Kalos y P. Whitlock. “Monte Carlo methods. Vol. 1: basics”. Wiley-
Interscience, New York, NY, USA (1986).

[48] A. Keller. Instant radiosity. En “Proceedings of the 24th annual conference
on Computer graphics and interactive techniques”, páginas 49–56, New York, NY,
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páginas 1–8, New York, NY, USA (2009). ACM.

[70] G. Ward, F. Rubinstein y R. Clear. A ray tracing solution for diffuse inter-
reflection. En “Proceedings of the 15th annual conference on Computer graphics
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[72] R. Whaley, A. Petitet y J. Dongarra. Automated empirical optimizations
of software and the atlas project. Parallel Computing 27(1-2), 3 – 35 (2001).

[73] T. Whitted. An improved illumination model for shaded display. Communications
of the ACM 23(6), 343–349 (1980).

[74] O. Zienkiewicz y R. Taylor. “The finite element method”. Butterworth-
Heinemann, Oxford (2000).


