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Abstract

In this monographic work we study the Wiener process, how to make the
construction of such process, and its application on one kind of stochastic
differential equations. Once we finish with the differential equation part, we
use this knowledge in order to study the harmonic oscillator with white noise
as an example.

Resumen

En esta monografia haremos la construccién del proceso de Wiener para
luego fundamentar la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas. Y de
este hecho estudiar el oscilador armonico con ruido blanco como ejemplo de
una dindmica estocastica.
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Capitulo 1

Introduccion

Antes de escribir esta monografia ya sabia aproximadamente el tema del
que queria aprender y escribir: “Dindmica Estocastica”. Pero... ;Qué signifi-
can estas dos palabras combinadas? Cuando hablamos de un sistema dinami-
co, estamos hablando de un sistema que varia bajo una transformacién T;
con t un indice arbitrario, y T} representa la ley de dicha transformacion al
tiempo, o paso, t. O sea, hablamos de estudiar como varia un sistema con
unas determinadas hipdtesis bajo una transformacién de dicho sistema. Por
eso lo “Dinamico”. El ejemplo mas clasico es el de las ecuaciones diferen-
ciales, donde para cada condicién inicial xq tengo Tyxg = x4, v T; depende
de la ecuacion diferencial. Si estamos bajo las hipdtesis de Picard, entonces
estara bien definida esta funcién. Otro ejemplo interesante y sencillo es el de
componer. Por ejemplo, si nos situamos ahora en el plano complejo, podemos
definir la siguiente regla:

o € C la condicion inicial
zo = 0 La posicion inicial
2
Znt1 = 2, T Xo

En el fondo, sigue existiendo una transformacién T, tal que T,xo = z,.
Este bello ejemplo es donde aparece el famoso conjunto de Mandelbrot, el
conjunto de los xq tales que su orbita, i.e {T,,x¢}, no tiende a infinito cuando
n tiende a infinito. O sea, oo no es un atractor de esa orbita.

Ahora, ;Qué entendemos por ‘Estocéastico’? Mejor dicho: ; Qué es un pro-
ceso Estocastico? Este término entra dentro de la teoria de la probabilidad, y
se refiere a una familia de variables aleatorias { X;} indexadas por un conjun-
to de indexacién arbitrario. Pero a diferencia de los sistemas dinamicos que
nombré anteriormente, no tienen porque estar relacionadas, es mas, en Es-
tadistica es normal tomar una sucesion de variables aleatorias independientes
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entre ellas. Por ejemplo podemos tener una sucesion { X, } sucesién de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, por ejemplo, en
el caso de un muestreo aleatorio donde tomamos un montén de muestras, y
si tienen segundo momento finito, se llega a conclusiones tan bonitas como
la siguiente:

lim P Z?Xn_n]EXlgz :/Z 1 eédx
n nVar(Xy) _oo V2T

El famoso teorema central del limite, que justifica gran parte de la es-
tadistica utilizada en otras ciencias y muestra que, si tenemos una suce-
sién de variables aleatorias centradas, con varianza 1, e independientes en-
tre ellas, entonces cuando n es suficientemente grande, la distribucién de
S, = X1+ ...+ X, se aproxima mucho a una normal estandar. En proba-
bilidad el objetivo es conocer distribuciones y medidas de probabilidades, ya
que el factor aleatorio, es lo que hace imposible determinar, en el caso de una
variable aleatoria, el valor de X, y por lo tanto lo interesante no seré pensar a
X como una indeterminada que adopta valores, sino como una indetermina-
da que puede tomar un montén de valores con una cierta distribucion. Y un
lector poco acostumbrado a esta rama, debe dejar de pensar a las variables
como numeros, sino como funciones con una cierta distribucién.

Cuando hablamos entonces de ‘Dindmica Estocastica’ combinaremos am-
bos mundos en uno solo. Habra una ley de cambio 7} y una distribucion de
probabilidad asociada. O lo que serd, un proceso estocastico {X;} con las
variables relacionadas en algin sentido, y con alguna condicion inicial Xj.
Veamos un ejemplo de dindmica estocdstica en la circunferencia S* pensada
como el intervalo R modulo 1:

Xy es una v.a uniforme
Xpi1=X,+0(mod 1) R

En el caso de que 6 sea irracional, entonces si tomamos un conjunto
medible A C S!, con medida positiva, entonces:

P(En/X, € A) =1
Y esto es claro, una vez que se sabe que la orbita serd irracional para el
valor que X tome. Otro ejemplo de una posible ‘Dinamica Estocéstica’ es el
paseo al azar, donde a tiempo cero Xy = 0, y lanzo una moneda equilibrada
para decidir la siguiente posicion, si sale cara le sumo 1 a X, si sale cruz, le
resto 1. Y por lo tanto:
1

P(Xi=1)=3=P(X =-1)
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Y hago lo mismo en cada paso. En esta dinamica se pueden obtener
resultados interesantes como que:

P(3n/X, > M >0)=1VYM >0

O sea, casi seguramente cualquier trayectoria del proceso superara cual-
quier barrera.

En esta monografia tocaremos dos formas de dinamica estocastica, en el
capitulo 2 estudiaremos el famoso movimiento Browniano, o también conoci-
do como proceso de Wiener, uno de los procesos estocasticos mas importantes
y seguin Britannica.com es el proceso mas importante de la teoria de la pro-
babilidad. Su comportamiento es idéntico a la de un paseo aleatorio, pero
en tiempo continuo, y con trayectorias continuas. La idea primigenia de esta
dindmica fue de Robert Brown en 1827 al observar el movimiento irregular
de particulas en determinadas condiciones. Y Wiener en 1923 le dio un tra-
tamiento matematico mas riguroso a los modelos que ya estaban circulando
en esa época sobre ese movimiento. Este proceso cumple una propiedad muy
interesante, al pasar de tiempo discreto del paseo aleatorio, a un tiempo con-
tinuo, que es su no derivabilidad en todo punto casi seguramente. Ademéds
de otras que veremos en dicho capitulo. Por tanto, nuestro objetivo en la
primera parte serd construir el proceso de Wiener y luego estudiar sus pro-
piedades que seran fundamentales para el capitulo 4: donde se estudiaran
las ecuaciones diferenciales estocasticas, nuestra segunda forma de dinamica
estocastica. El proceso de Wiener es muy util para agregarle ruidos aleatorios
a ecuaciones diferenciales ya conocidas por el lector. En el capitulo 4 veremos
como definir una ecuacion diferencial estocastica, sobre sus soluciones, una
version estocastica del teorema de Picard, ejemplos y mucho mas. Para fina-
lizar la monografia veremos en el capitulo 5 un ejemplo concreto de dinamica
estocéstica: el oscilador arménico con ruido blanco. Uno cuando estudia el
oscilador armoénico puede estudiar la dindamica cuando agrega una fuerza
externa continua y arbitraria, en este caso la fuerza serd una perturbacion
aleatoria. Al agregar dicho factor aleatorio se termina obteniendo propieda-
des asintoticas muy interesantes que desembocan en propiedades ergodicas
con las que finalizaremos la monografia. Por iltimo, las imdgenes presentadas
son meramente ilustrativas y para hacer mas bonita a la monografia.

1.1. Prerequisitos

Este documento estd orientado a una persona con estudios avanzados en
matematica. Los conocimientos recomendados necesarios son:



1. Calculo diferencial e integral en varias variables
2. Teoria de la medida e integracién

3. Teoria de la probabilidad

4. Ecuaciones diferenciales

Y serd mas interesante y de mayor provecho para un entendimiento mas
completo para aquellos que ya tienen conocimientos en:

1. Topologia y espacios métricos
2. Andlisis funcional
3. Procesos estocésticos

Sera fundamental conocer como se define la esperanza condicional a partir
de la derivada de Radon-Nykodim, se puede ver més en [7], en las primeras
paginas de las notas. O al menos conocer las propiedades que cumple la espe-
ranza condicional, que también se pueden ver en [7]. Y sobre los conocimien-
tos de teoria de la medida, a cuanto mas conocimiento mejor se entendera,
principalmente conocer como a partir de una premedida definida en un alge-
bra, se puede obtener una medida definida en la o-dlgebra generada por el
algebra.

1.2. Un aviso personal

Antes de que empieces a leer esta monografia me gustaria contarte como
me gustaria que la encares. Siendote muy sincero, mi querido lector, yo desde
que entré a la licenciatura me senti de la misma forma que Harry se sintio
al llegar a Hogwarts. Por mis venas recorrian pasién y magia. jEra impre-
sionante! Solo con mi capacidad deductiva, y ordenando mis pensamientos
creando buenas definiciones, podia deducir resultados impresionantes y muy
poco naturales (para mi, en dicho entonces). Cada libro que me devoraba,
y cada curso por el que pasaba, me sentia como un explorador, un aventu-
rero indagando por tierras ocultas; un nino investigando una mansién con
pasadizos ocultos, un mago aprendiendo nuevos hechizos. Cuando aprendia
mas por mi cuenta, sentia que entendia més en profundidad los resultados
del curso, era como aprender magia oculta.

Y es con esta pasion que me gustaria que leyeras. Poniendote en la piel
de ese joven estudiante que eligié ser matematico por la pasion, por el amor
a esta ciencia y por el goze que genera aprender y entender mas.
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Capitulo 2

Movimiento Browniano

2.1. Introducciéon

Tomemos como ejemplo el famoso paseo aleatorio simple, donde X (n) con
n natural, es la posicion a tiempo n de la particula. Y cumple la siguiente
propiedad: Sea o1, ...,0,,... sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con P(o, = i) = 1,-1p+1,=_1(1—p). Entonces:

X(n):=01+... 40, (2.1)

25

20

Aok

A5 |

20

-25

0 10 20 50 40 50 &0 Ta &0 €0 100

Esta particula es un movimiento en los niimeros enteros que parte desde
el valor 0. A tiempo 1 hay una probabilidad p de que esté en la posicién 1,
y una probabilidad 1 — p de estar en —1. Se puede ver que X (n) cumple la
propiedad de que, si conocés X (n — 1), entonces X (n) tiene probabilidad p
de ser X(n — 1)+ 1. Si pedimos p = % entonces se tiene que:
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EX(n)=0 Var(X(n)) =n

Y cumple propiedades muy interesantes, por agregarle el factor ‘aleatorio’
a la dindmica. Cuando tenemos una dinamica determinista en un sistema,
por ejemplo en el caso de una ecuacion diferencial, el sistema por comple-
to queda determinado por sus condiciones iniciales, pero en el caso de un
sistema con dinamica estocastica las condiciones iniciales determinan parte
del comportamiento, pero no todo. Y por lo tanto, sistemas como el anterior
pueden cumplir propiedades como la “pérdida de memoria”, esto es que pa-
ra conocer el comportamiento de X (n) solo te basta con conocer X(n — 1),
propiedad que en el caso determinista no tiene sentido de enunciar. Ademés
de esta ultima propiedad cumple la de tener incrementos independientes, o
sea:

X(n) — X(m) L X(n') — X(m)) (2.2)

Si se cumple que (m,n) N (m',n’) = 0 y ademés:

Var[X(n) — X(m)]=n—m (2.3)

Lo que motiva la siguiente pregunta: Tenemos un paseo aleatorio con
tiempo discreto, jPodemos construir un “paseo aleatorio”w(t) con tiempo
continuo, o sea, indexado en los reales? O sea, un proceso estocastico que
cumpla las siguientes propiedades:

1. Ew(t) =0 Var(w(t)) =t

2. w(t) —w(s) Lw(r) —w(z)si(s,t)N(z,r)=10
3. Varjw(t) —w(s)] =t —s

4. los trayectos w son continuos

La respuesta es que si se puede, y la distribucién de w(t) tiene que ser
Gaussiana centrada en 0 y con varianza t. Y a este “Paseo al azar continuo”se
le llama Movimiento Browniano o Proceso de Wiener. Y en este capitulo vere-
mos la construccién de este proceso a partir de las Gaussianas. Mientras que
al final del siguiente se vera una justificacion porque hacemos la construccion
con Gaussianas.



2.2. Construccion del Proceso de Wiener

151

a 10 14 20 25

Construiremos el proceso para R, pero la construccién en R™ es analoga
solo que con algunos detalles a méas que veremos al final del capitulo.

Consideremos primero el espacio C'(R) de las funciones de w : R — R
continuas. La construccién del movimiento Browniano consiste en definir una
probabilidad en este espacio en la o—algebra de los borelianos considerando
la topologia producto de R restringida en las funciones continuas. Para esto
tomaremos el algebra de los tubos en C'(R) y definiremos una premedida de
probabilidad. Cabe notar que si p'(z) y p*(z) son densidades Gaussianas,
centradas y con varianza t y s respectivamente, cumplen que: p' * pi(x) =
p'5(x) (* es la convolucién). Esto serd importante para la construccion.

En este espacio podemos definir las siguientes funciones de dos variables:
z:R"xC(R)—R"
Ttrty..tn (W) = (W(t1), w(ta), ..., w(tn))

SeaC={z;*(B):n €N, t=(ti,tg,....tn) ER" t1 <ty <...<t,y
B € Bor(R")}
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C es el dlgebra que genera la 0 —élgebra de Borel en C'(R) y por lo tanto si
definimos la premedida de probabilidad en el algebra y vemos que es o0 —finita,
quedara univocamente determinada en la o—4élgebra generada.

Para definir la probabilidad primero definiremos:
(t,x,y) = ! 67(355)2 t,D>0 z,y e R
g Y ) y \/m ) Y y

Observacion. Notar que si dejamos el z fijo entonces esta familia de funciones
son las densidades de gaussianas centradas en x. Seria por asi decirlo, la
probabilidad de que la particula este en y a tiempo ¢ partiendo desde = en

tiempo 0.
Sea C € C — 3AB € Bor(R")/C =2, (B) t = (t1,ta, ..., t,)
Entonces definiremos:

P(C) = / g(t1,0,21)g(ts — t1,21,22) .. g(tn — tn_1, Zn_1, 2n)dz1dzs . . . dz,
B

Lemma 2.1. P, es una probabilidad en x;'(Bor(R"))

Demostracion. Para ver que esta bien definida basta notar que si
v, {(B1) = 2, '(Bz) = Bi = By
Para ver la aditividad basta notar las siguientes propiedades:

;7 (By)Na; ' (By) =0 — BiNBy=10

vy (B Uy ' (Ba) = 2, (B1 U By)

Y haciendo esta ultima cuenta:

1 —y2 1
t,x,y)dy = 2/ et dy = 2/
/Rg( y)dy r+ V4r Dt Y R+ V21

2
—U
e 2 du=

Usando que:
/ e dy = VT

R
Entonces se concluye que P;(z; *(R")) = 1
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Lemma 2.2. P, coincide con Py en z7'(Bor(R™)) sis Ct ym es el nimero
de coordenadas el multiindice s

Demostracion. Primero veremos lo siguiente:

/ g(t -5, x07$1)g<57x1; xQ)d'rl = / g<t — 8,%p, 1 + T2 — $2>g<57x1; I‘Q)dxl
R R
U= — Xy — du = dx;

= /]Rpt_s(u — (22 — 20))p° (u)du = p'(x9 — x0) = g(t, 70, T2)

Tomemos ahora C = =z

;%gtg...tn(Bl) = x;%gtn<B2> Bl € BOT(]R,TL)
By € Bor(R™1)

Pt1t2t3~~-tn (C>

= / g(t1,0,21)g(ta — t1, x1, x2)g(ts — ta, 2, T3)
(Il,xg,lg,...,xn)EBl

o g(ty —tn1,Tp_1,xy)dxrdas . . . dxy,

x2€R

= / g(t1707$1)d$1/ g(tQ —tl,x17x2)g(t3 _t27x27x3)
(I17I37--~7In)632

gty — th1, 1, Tp)dxs .. dzy,

= / g(th 0; I1)g(t3—t1, x1, .I'g) . g(tn—tn_h Tn-1, xn)dlé ce dl’n
(1,3,..,%n)EBa

= Pt1t3...tn<C>

Y aplicando induccién en la cantidad de variables queda demostrado el
lema. O

Lemma 2.3. P definido en C de la siguiente forma, para el t multiindice
correspondiente:

P(C) = R(C)

Es una premedida.

12



Demostracion. Solo bastaria demostrar que si C;, C C son disjuntos 2 a 2 y
la unién pertenece a C, entonces:

P(Jc.) =>_ P(Cy) (2.4)

La demostracién completa es un tanto engorroza y se encuentra en [2],
pero dare una idea de como funciona:

Demostrar 2.1 es analogo a demostrar que si Cy,41 C C,)Vny (), Cn = 0,
entonces:

n—o0

P(()Cy) = lim P(C,) =0 (2.5)

El primer paso es demostrar el contrarreciproco de esta afirmacion, el
cual seria:

lim P(Cp) >¢; >0 — [Co#0 (2.6)
n—oo
Y la idea es, si C), = z;, '(B,), aproximar B, por un compacto K,

de tal forma que PN}, 2, (K)) > 0 asf se puede concluir que para to-
do n: N 2, (Km) # 0. Como los C, estdn encajados, se cumple que
tm C t, m < n. Luego, como la interseccién de los compactos es no vacia

para todo n, podemos tomar una sucesién que cumpla las siguientes propie-
dades:

{a(s):set} t=|Jta (2.7)

{z(s):set,} € K, (2.8)

El segundo paso esta en demostrar que esta sucesion se puede exten-
der a una funcién continua en [0, +00), y como esta funcién pertenecerd a
N, 2. (K,) € ), Cn y la demostracién quedara completa. O

Por lo tanto tenemos definido en el espacio (C(R),C) una premedida de
probabilidad P de la siguiente forma:

P(C) = PB(C) CecC

Y por los lemas anteriores, queda bien definida y se puede extender a los
borelianos de las funciones continuas. Y a la 3-upla (C(R), Bor(C(R)), P)
le llamaremos: movimiento Browniano estandar empezando en 0, y a P la
medida de Wiener.
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Tomemos a € R y definamos:

P,(C) = / g(ti,a,z1)g(te —t1,21,20) ... g(ty — tu_1, Zn_1, 2n)dz1d2o . . . dz,
B

Como g(t,a,z) = g(t,0lx — a|) se cumple:

P,(C)=PFP(w+acC)
Pfa(C) = Pa<_w S C)

Observacion.
. 1
Pulu(0) = a] = Afw(0) = 0] = lim lim Py[lu(f)] < ]
t%n’l ;”2
— lim fm?2 € =1
n—oo t—0 0 A /27'('

Observacion. Con esta coleccién de procesos estocdsticos [(C(R), Bor(C(R)), P,) :
a € R| tenemos el denominado movimiento Browniano o también conocido
como proceso de Wiener.

2.3. Movimiento browniano: propiedades

Ahora que ya vimos la construccién del movimiento Browniano unidimen-
sional. Veamos sus propiedades mas importantes.

Empecemos viendo las propiedades basicas:

E(z(t) =0 wvar(z(t)) = El2?(t)] =t

2.3.1. Propiedad de Markov simple

Del lemma 2.1 se deduce lo siguiente:
/ Bule(ty) € d(a(t))] Poaola(t — ) € db] d(z(t1)) = Pule(t) € b
z(t1)eER

Donde P,[z(t) € db] := g(t,a,b)dby t > t;
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Entonces:
Byt (P [2(t — 1) € B)]) = Fulz(t) € B] = E(Lz@)en(w))

Tomando esperanza condicional de ambos lados respecto a x(t;)

Pla(t) € B [z(t)] = E(Lz@esy(2) [/2(th)) = Pauylz(t — 1) € B)]

Un argumento por induccién permite probar a partir de esto lo siguiente:

Pua(t) € dbla(ty), a(ts), ..., 2(tn)] = Poew(t—t,) € db] = Py[x(t) € dblz(t,)]

La idea es volver a hacer el procedimiento anterior reiteradas veces y usar
la propiedad demostrada en el lema 2.1 de la convolucién de dos gaussianas.
En definitiva, lo que se llama propiedad de Markov simple es lo siguiente:

Pu[a(ty) € db |By,] = Poeyylx(ts — t1) € db)

Donde By, es la o — subalgebra generada a partir de los eventos
(w:a<x(s) <b)(s <t)

Comentando un poco esta propiedad del movimiento Browniano, se ve que
si condicionamos en el presente x(t;) = b entonces la trayectoria futura x(t +
t1)(t > 0) es un movimiento Browniano empezando en b independiente del
pasado z(t). Por lo tanto, el movimiento tiene pérdida de memoria. Veamos
ahora algunas consecuencias de esta propiedad:

Lemma 2.4. (Diferencias independientes) x(t) — x(s) L x(t') — z(s') si
(s,t) N (s',t) =10

Demostracion. Probaremos primero en el caso s = 0 y como casi segura-
mente z(0) = 0 supondremos este el caso:

P(z(t) —xz(s) € B, z(t') € B") = P(z(t') € B")P[x(t) — x(s) € B |z(t)]

= P(a(t) € BBy Pla(t) —a(s) € B [a(t), x(s)

P(z(t') € B")P(x(t) — x(s) € B)

Ahora en el caso s’ no necesariamente 0:
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Ef(z(t) — 2(s)) (z(t) —x(s)] =0
Y las variables aleatorias Gaussianas centradas en 0 son independientes
si su covarianza es 0.

Lemma 2.5. (Covarianza del movimiento)
E(z(t)z(s)) = s ANt = min{s,t}

Demostracion. Supongamos s At = s entonces:

Lemma 2.6. (Covarianza de las diferencias)
Elz(t) — 2(s)]fx(t) — x(s)] = (s, 1) N (5", 1)

Demostracion. Para el caso donde la interseccién es vacia es trivial. Supon-
gamos entonces que la interseccién es no vacia. Entonces, supongamos sin
pérdida de generalidad ' < s <t <t

|(s,t)N (", 1) =t —s
Elz(t)—z(s)][z(t")—2(s")] = Elz(t)z(t")]+E[z(s)z(s)]-Elz(s)2(t")] - E[z(t)z(s')]

=t+s—s—s=t—5s

2.3.2. Definicion del Movimiento Browniano

En las secciones anteriores nos tomamos el trabajo de construir el proceso
de Wiener y asi deducir las propiedades que cumple. Por lo tanto estamos en
capacidad de hacer la siguiente definicion:

Definicién 2.3.1. (Movimiento Browniano Unidimiensional)
Un proceso aleatorio {x;} es un proceso de Wiener, si se verifican las
siguientes propiedades:

16



1. El proceso parte del origen casi seguramente, o sea: P(zo =0) =1
2. Las trayectorias {x;} son funciones continuas casi seguramente
3. Tiene incrementos independientes

4. Dado 0 < t < t + h, la variable aleatoria z;,, — x; tiene distribucion
normal con esperanza nula y Var(z;, — ;) = h

Observacion. Todas las propiedades de la seccion anterior se pueden deducir
de esta definicién. Y por lo tanto es una buena sintesis de la construccion que
hicimos. Y como es tipico en probabilidad, nos podemos olvidar del espacio
de probabilidad, y nos centraremos en que existe este proceso.

Definicién 2.3.2. (Parametro de varianza) Si tomamos x; el proceso de la
anterior definicion, y ¢ un nimero real no nulo, entonces ox; es una variable
aleatoria que cumple los puntos 1,2 y 3 de la definicién anterior, pero:

Var(ox,) = ot (2.9)

Luego, llamamos a un proceso g; un proceso de Wiener con factor de
varianza o2, a un proceso que cumple los puntos del 1 al 3, y que en vez de
4 cumple 2.6

Definicién 2.3.3. (Proceso de Wiener multidimensional)

Un proceso aleatorio {x;} es un proceso de Wiener de dimensién n con
n o2

generador infinitesimal ) 3 ;5.7 definido positivo [Ver capitulo 3], si se
10T
verifican las siguientes propiedades:
1. El proceso parte del origen casi seguramente
2. zy(w) € R

Las trayectorias {x;} son continuas casi seguramente

- W

Tiene incrementos independientes

5. Dado 0 < t <t + h, la variable aleatoria x;,, — x; tiene distribucion
normal con esperanza nula y la matriz de covarianza es (2a;;h);;

Observacion. La existencia de este proceso se puede hacer con una cons-
truccion parecida a la del proceso unidimensional, solo que en este caso la
densidad p; serda una gaussiana con esperanza nula y matriz de covarianza

(2aijt)ij-
Veamos dos ejemplos para dejar mas claro lo anterior
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. . . 2 2
1. Tomemos un proceso de Wiener en dos dimensiones con %% + %;—yz

el generador infinitesimal del proceso. Entonces z; = (z},2?) es un

proceso de Wiener en dos dimensiones con z; y x? procesos de Wiener
unidimensionales e independientes.

2. Si ahora la matriz de covarianza es

t Lt
( a1, v ) (2.10)
V2

Entonces los procesos z; + 27 y ¥} — x? son independientes.

Definicién 2.3.4. (Proceso de Wiener a dos lados) Si tomamos z; y a7
dos procesos de Wiener independientes definidos en {2, podemos construir un
proceso x; con t pudiendo tomar valores negativos también, de la siguiente
forma:
1
=z, 1>0
ry=a22, t<0
To(w) =0 w e

En estas condiciones a x; se le llama proceso de Wiener a dos lados.

Lemma 2.7. Si x; es el proceso de Wiener a dos lados, entonces se cumple
que:

Elz, — z[xy — zg] = |(s,t) N (s, ¢)] (2.11)
En el caso de que el proceso tenga un factor de varianza o se cumple:
Elz, — z)[ry — xy] = 0°|(s,t) N (s, )] (2.12)

2.3.3. Construccion con una serie estocastica

Otra construcciéon del movimiento Browniano que podemos hacer es la
que fue hecha por Wiener con una serie estocastica. No lo haremos con exac-
tamente la misma serie que se puede ver en [6] paginas [140 - 162], el capitulo
9 del libro donde habla de funciones aleatorias. Tomemos {g, },>0 sucesion
de variables aleatorias gaussianas idénticamente distribuidas con distribucion
normal estandar. Definimos el siguiente proceso:
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x(t) = %90 + Z Z_ \/gsm]ikt) Ik (2.13)

n>1 g=2n—-1

Veamos primero que converge uniformemente en 0 < t < 7 casi segura-
mente. Para esto tomemos:

n—1 .
Syunlt) = Sm]ikt)gk b = 10 [S,00(1) (2.14)
= <t<
Entoneces se tiene:
P n—1 6z‘ktg 2 _ n—1 g_l% +2n—z:m—1 n_l_1M
T osisw | ek ol =k’ = | = I +1)
E(tm,)® < E(t2,,) (2.15)

Por la desigualdad de Jensen tenemos 1.15 y luego usando otra vez la
desigualdad de Jensen, se obtiene 1.16:

1
2 2
9539541

2 5G40 (2.16)

< @”Z E

Usando la hipotesis de independencia de las Gaussianas y que
Eg;g;+1 < 1 se obtiene:

n—1 1 n—m—1 /n—Il-1 1 %
SZ@—FQ Z (JX: ]2(7—4‘1)2) (2.17)

< nﬂ;m +2(n —m) (”_m); (2.18)

Por lo tanto: E(t,, 2m) < \/§m_i entonces se concluye directamente que:

E

Zt%lm] < E(ty-190) < +00 (2.19)

n>1 n>1

Por lo tanto:

P

thn—l’zn < 400

n>1

=1 (2.20)
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De lo que se concluye que converge uniformemente casi seguramente. En-
tonces casi todos los caminos x(t)(t < m) son continuos. Y como el limite
de gaussianas es gaussiana, entonces x(t) tiene distribucién gaussiana con
esperanza 0. Se puede ver usando la independencia de las gaussianas g, que:

ts 2 sin(kt)sin(ks)
E(xz(s)x(t) = — + — =sAt 2.21
(a(s)a(t) = = + 2 37 02 (221)

s
k>1

Esto se deduce usando la teoria de series de Fourier, haciendo las siguien-
tes cuentas: sea t fijo:
ts
fi(s)=tANs—— (2.22)
T

Esta funcién en [—m, 7] es impar, luego f; en series de Fourier no tendra
representacion en cosenos, solo en senos.

=2 [ aspsinthsys = - [ (5= Zpsinthoyas+ L [T~ ysintrsgas
™ Jo ™ Jo t n

" " (2.23)
2 sin(kt)
=== (2.24)

Y por lo tanto se puede ver que z(t) en [0, 7] es un movimiento Browniano
y tomando otra sucesién de variables aleatorias {u,} idénticamente distri-
buidas con distribucion normal estandar e independientes de la anterior, y
extiendo z(t) al intervalo [0, 27| de la siguiente forma:

x(t):%ng i \/gsmlikt)gk tefo,n]  (2.25)

n>1 k=2n—1
t— 2 sin(k(t— 1))
= x(m) + po+ > > \/i—ﬂk t € (m2n] (2.26)
\/7_T n>1 g=2n—1 g k

Inductivamente se puede definir el movimiento browniano en todo R, to-
mando una sucesion de sucesiones de variables aleatorias gaussianas [{u} }x>0]n>0
todas independientes entre si y con distribuciéon normal estandar:

t—mn /2 sin(k(t —mn))
x(t) = x(mn)+ o+ \/i i t € (mn,2mn]

(2.27)
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2.3.4. Derivabilidad en ningin punto

a” ('(:S(b"ﬁf'] 0.8 \NP/\/W/
v\ VAL
’ |

!

[
‘w«*i N M\;N “v“

]2

1) =

Otra de las propiedades interesantes del movimiento Browniano es que
casi seguramente los caminos son no derivables en todo punto.

Si z es diferenciable para algtin tiempo 0 < s < 1 entonces se cumple:

|z(t) — x(s)| < U(t —s) s<t<s+% Yn >m

Para un cierto [ > 1ym > 1
Entonces si E es el evento de los caminos en C(R) que son derivables en
al menos un punto entre 0 y 1 esta incluido dentro de este evento:

ool () == (513

Jgun u

I>1 m>1 n>m 0<i<n+2 i<k<i+3

Y ademas se cumple:

@

P

U M

0<i<n+2 i<k<i+3

()= () <7)

< (n+2)P {

(5)

(2.28)
= (n+2) (/|<|<;% md{) L0 n— oo (2.29)

Es importante notar donde utilizamos los conocimientos y propiedad an-
teriormente citadas sobre el movimiento Browniano. En la desigualdad 2.25
utilizamos la independencia de los incrementos y luego en la igualdad 2.26 un
cambio de variables lineal. Tiende a 0 obviamente porque la integral en todo
el dominio estd acotada, y utilizando L’Hopital se ve el limite. Ademas, solo
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para comentar y dejarlo mas claro, E esta incluido en dicho evento, porque
que x sea derivable en un punto s entonces en un entorno de ese tiempo las
diferencias estan acotadas.

Otra propiedad y resultado interesante del movimiento Browniano, es
que, para todo intervalo, tiene casi seguramente variacion infinita.
Antes de ver este resultado veamos una definicién previa:

Definicién 2.3.5. Sea [s,t] un intervalo, entonces dado una sucecion de
particiones:

N={s=1t] <ty <...<tp, =t}

decimos que estan encajadas si: A" C \**! y ademds definimos la norma
como:

A" =sup{ti , —tyk=1,...,k(n)}

Teorema 2.8. Sea x el proceso de Wiener, y A\, una sucesion de particiones
definidas en un intervalo [s,t] tal que su norma tiende a 0 cuando n — 0.
Entonces se verifica:

k(n)
Vo = Z |x(tiv1) — x(t;)| > 00 c.s n— 0
=1

Demostracion. Primero, como las particiones son crecientes, V,, < V,,11. Que-
remos demostrar que P(V,, — oo) = 1. La demostracion de esto es equivalente
a verificar que dado K > 0 se cumpla:

P(D ﬁ Vp(w) > K) =1 (2.30)

n=1m=n

Y esto se cumple si y solo si:

P(ﬁ D Vin(w) < K) =0 (2.31)

n=1m=n

Como la sucecion V,, es no decreciente se tiene:

P(() | Valw) < K) < P(|J Vilw) < K) = P(V,(w) < K)  (2.32)

n=1m=n m=n
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Dejando esto en stand-by por un segundo, y tomando en cuenta que los
incrementos del movimiento Browniano son independientes, se tiene:

Var(V, ZVar|:1c () —a(t] |<ZE|;L~ (7 ) —z(t)]* = [t—s| (2.33)

Ademds E|x(t}, ) — z(t})] = /i — GE|Z] = \/t} 1 — tn\/7

Donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estdandar. Sa-

biendo que: /17, — 7 > (t}., —t})/+/|A"| se tiene:

k(n)
" 2 - _ _ |t —=s|E|Z|
BV, = § Elx(t}y1) (tk)‘_\/;E ey — 1 EW—H}O
k=1
(2.34)

Por lo tanto, para un n suficientemente grande se obtiene EV,, > K. Entonces
se tiene:

P(V, < K) < P(|V,, — EV,| > EV, — K) (2.35)

Yaque V, < K=V,—-EV,<K-EV,=EV,-V,>EV, — K >0
Y utilizando la desigualdad de Chebishev:

P(Vo—EV,|>EV,-K)< —— VarV, =

& — 0 (2.36)

m
Corolario 2.8.1. Euxisten funciones continuas no derivables en todo punto.

Demostracion. Tomando z(t) la funcién estocdstica construida en la seccién
2.3.3, vimos que es un movimiento browniano, entonces existe un w que hace
a z(t)(w) una funcién continua para todo ¢ y no derivable en ningin punto
por lo visto en esta seccion 1.3.4 O

Observacion. La demostracion vista del corolario 1.8.1 solo utiliza los conoci-
mientos de la teoria de la medida, y la construccién de sucesiones de variables
aleatorias gaussianas normales estandar e independientes entre ellas. Una via
bastante indirecta para demostrar este resultado pero que atun asi lo dejo a
modo de curiosidad.
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2.4. Algunos resultados en problemas de ba-
rrera para el proceso de Wiener

Definicién 2.4.1. (Proceso de Wiener con tendencia)
Sea x el proceso de Wiener, dado 6 € R, entonces definimos el proceso
de Wiener con tendencia como el siguiente proceso:

X, = z(t) + 0t (2.37)

Lemma 2.9. El proceso X; definido anteriormente cumple las siguientes
propiedades:

1. EX;, =0t

2. Var(Xy) =t

3. X, tiene diferencias(incrementos) independientes.
Demostracion. 1. EX; = Ex(t) + E6t = 0t

2. Notar que X; — EX; = x(t)

3. Xy — Xg=ux(t) —x(s) +0(t — s)

Cov[ X, — X[ Xy — Xy] = Cov[z(t) —x(s)][x(t") —z(s)] = |[s, t]N[s', ']
O
Observacion. Se puede ver que X; cumple la propiedad de Markov simple.

Definicién 2.4.2. Dado a € R decimos que X;(w) alcanza la barrera de
nivel « en el intervalo [t1, t5] si existe ¢t € [t1, 5] tal que X;(w) > a. Esto es
equivalente a la siguiente desigualdad:

ax X
JQ%Q H(w) >«

Se denomina entonces: el problema de barrera con tiempo finito, al cdlculo
de la siguiente probabilidad:

P ( max X; > a) = P (3t € [t1,t2]/ X; > ) (2.38)

11<t<t2
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O sea, el calculo de la probabilidad de que el proceso X; alcance la barrera
de nivel « en el intervalo [tq,?s]. Andlogamente se puede definir el problema
con tiempo infinito al calculo de la siguiente probabilidad:

P <méXXt > a) = P(Et>0/X, > a) (2.39)

0<t

El siguiente teorema no serd demostrado porque su demostracion sobre-
pasa los limites de esta monografia, pero su resultado sera utilizado en el
siguiente capitulo:

Teorema 2.10. (Problema de barrera con tiempo finito).
Sea X, el proceso estocastico definido anteriormente. Entonces:

) B —a+ 0t 20an [ —C— 01

Donde ®(z) es la distribucion normal estandar.

Demostracion. De igual forma en [3] se puede encontrar una demostracion
de este teorema. O

Corolario 2.10.1. (Principio de Reflexion de D’Andre)

—

P (52%&;(5) > a) — 20 <W) = 2P (2(t) > a) (2.41)

Observacion. (Problema de barrera para el valor absoluto del proceso de
Wiener)
Se concluye del Corolario anterior lo siguiente:

P (méx l2(s)| > a) —Pp (méx 2(s) > a) +P (ml’n z(s) < —a)

0<s<t 0<s<t 0<s<t

Y sabiendo lo siguiente:

P (min z(s) < —a) =P (— min x(s) > a) =P (méx —x(s) > a> =P <méx x(s) > a>
0<s<t 0<s<t 0<s<t 0<s<t

Y por lo tanto:

P (ggggt |z (s)| > a) =2P (ggé%ctx(s) > a) =4P (z(t) > «a)
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Corolario 2.10.2. (Orden cuando t — 0)

P (£§é|x(s)| > a) —o(t") (t—0) Vn

Demostracion.

> 1 2 R I
Pl max|z(s)| >a ) =4P (z(t) > o) =4 e2 duy=4 e 2 d
(il > ) =120 > @) =1 [ " a1 [ —Fay
\/E;‘IQ
— e 2t
«

Vit

< = o(t") (t—0) Vn

]

Otra consecuencia del teorema 2.10 es la resolucion del problema de ba-
rrera para tiempo infinito, ya que los sucesos:

{X;>a:t<N}N=1,...)

Forman una sucesion creciente en N, que tiene como limite el suceso del
problema de barrera en tiempo infinito. Por lo tanto:

P (méXXt > a) = P(3t>0/X,>a) = lim P(3t < N/X,>a) (242)
—00

o<t
Corolario 2.10.3. 570 > 0 se cumple:

P <mzixXt > a) —1 (2.43)
0<t
Demostracion. Basta hacer el limite en el teorema 2.10 OJ

Observacion. En particular se tiene:

P <1E13§<x(t) > a) =1 (2.44)

O sea, el movimiento Browniano en algiin momento va a superar cualquier
barrera.

Corolario 2.10.4. Otro caso muy interesante es cuando 6 < 0, ya que en-
tonces si a > 0:

P <méxXt > a) = 20 (2.45)

0<t
Y en este caso la variable aleatoria maxg; X, tiene distribucion exponen-
cial con pardmetro —260 y por lo tanto:
—1 1

Emix X; = — Var(max X;) =

0<t 26 0<t 462 (2'46)
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Capitulo 3

Unicidad del proceso de Wiener

3.1. Introduccion

Son dos los objetivos de este capitulo, el primero es demostrar lo que he
bautizado como “Teorema de Unicidad del proceso de Wiener”, y el capitulo
entero va enfocado en demostrar los resultados necesarios para concluir este
teorema al final. Basicamente el teorema dice que, si tenemos una familia de
probabilidades {P'};~q que cumplen:

1. Pty Ps = Pt
2. P'(A) = P'(—A) con A € Bor(R)
3. Pl{x:|z| >e>0}) =0o(t) t =0 Ve>0

Entonces bésicamente P! es una Gaussiana centrada con varianza o2t
para alguna constante o2 > 0.

El segundo objetivo de este capitulo es introducir los conceptos de Se-
migrupo markoviano de contraccién, generador infinitesimal, etc. Que seran
utiles y necesarios para el capitulo siguiente cuando estudiemos ecuaciones
diferenciales estocasticas. Este capitulo es, a mi parecer, el que tiene me-
nos cuentas pero el mas pesado a nivel tedrico. Antes de pasar al siguiente
es recomendable al menos entender que es un semigrupo markoviano y su
generador infinitesimal.

3.2. Definiciones previas

Definicion 3.2.1. Espacio de Banach Decimos que X es un espacio de
Banach si es un R o C espacio vectorial normado y completo en la métrica
inducida por su norma.
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Para nosotros en este capitulo los espacio de Banach seran sobre R pero
algunas de las definiciones abajo son analogas para los complejos.

Definicién 3.2.2. Semigrupo de contraccion Sea X un espacio de Ba-
nach, un semigrupo de contraccion en X es una familia de transformaciones
lineales acotadas P* de X en si mismo con ¢ un valor real positivo y de tal
forma que se cumpla:

1. PP =1
2. Ptps = ptts Vt,s 0 <t,s <oo
3. ||Pf—=f]l—0 t—0 VieX

4. ||P <1 vt

Definicién 3.2.3. Generador infinitesimal Sea P’ semigrupo de contrac-
cién en X el generador infinitesimal de P! se define como:

En el dominio D(A) de todas las f donde el limite existe.

Definido estos tres conceptos me gustaria remarcar que C(X) lo notaré
como el espacio de Banach de todas las funciones continuas de X en R con
X un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto, f tendiendo a 0 en
el infinito y con la siguiente norma:

IfIl = sup | f(z)|
reX

Observacion. Decimos que f tiende a 0 en el infinito si Ve > 0 dK C
X compacto tal que Yxr € X\K — |f(z)] <e

Observacion. Dejo como ejercicio al lector demostrar que efectivamente C'(X)
es un espacio de Banach con esa norma.

También voy a escribir X para la compactificacién de X por un punto.
A su vez notaré C% (R") la clase de todas las funciones C? con soporte

compacto en R" y a C*(R") a su completacién en esta norma:

AT = 11,1+
i=1

Anélogamente se define C2(R") como la completacién de C2,
detalles en [1]

n

2

ij=1

0
oxt

0% f
0xt0xI

(R"). Ver
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Definicién 3.2.4. Semigrupo Markoviano Sea P! semigrupo de contrac-
cién en C'(X) decimos que es un semigrupo Markoviano en C'(X) si

1. f>0 implica P'f >0 0<t<oo

2. Vee X y vVt 0<t< oo se cumple :

sup P'f(x) =1

0<f<1 feC(X)

En el caso de que X sea compacto, la tltima condicion es equivalente a
pedir P11 =1Vt 0 <t < oo.

Observacion. Por el teorema de Riesz, existe una tnica probabilidad p(x, -)
regular definida en los borelianos tal que

Pf(x) = / )P (. dy)

Para toda funcién con soporte compacto. Y a p! se le llama el nticleo de
Pt

3.3. Resultados importantes el teorema de uni-
cidad

Habiendo visto las definiciones anteriores, es momento de nombrar algu-
nos resultados previos para nuestra construccion del proceso de Wiener.

Teorema 3.1. Sea P* un semigrupo markoviano en C(R™) conmutando con
la traslacion y sea A el generador infinitesimal de P'. Entonces se cumple

C*(R") C D(A)

Para demostrar este teorema utilizaré el siguiente lema que dejaré como
ejercicio para el lector. La prueba no es complicada y se puede ver en [1]. De
igual forma daré una idea de por donde sale:

Lemma 3.2 (Aproximacién en un denso). Sea X un espacio de Banach real,
f € X y D subespacio lineal denso de X. Y sea ademds uy, ..., u, funcionales
lineales continuos en X. Entonces: Yo > 0 dg € D tal que:

ur(f) = w1(g), - un(f) = un(g)
|f—gll <9
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Idea de la demostracion: La prueba sale por induccién. Y basta con demos-
trar que, si X es un espacio de Banach real, D denso y convexo subconjunto,
M un hiperplano afin y cerrado, entonces D N M es denso en M.

Entonces el caso general queda resuelto por induccion, ya que los nicleos
de cada operador lineal tiene co-dimensién 1, luego la interseccién de todos
esos nucleos tendra co-dimensién finita.

]

Demostracion del teorema 3.1: Para empezar tenemos que notar lo siguiente:
como P! conmuta con la traslacién, entonces

P'(C*(R")) € C*(R")

O sea, el semigrupo markoviano se puede restringir a C?(R"). Ahora bien,
para demostrar esto haremos sin pérdida de generalidad la demostracién para

el caso de R: Sea f € C*(R)

P'fx+h) = Pf(x) T,P'f(x)—Pf(x) PThf(z)—Pf(x)

Y . . (3.1)
:Pﬂ&%ih@%Pvm)h%O (3.2)
Por lo tanto:
(P'f) (x) = P'f (x) (3.3)
Con un argumento analogo:
(Pf)" (x) = P'f (x) (3.4)

Veamos que es continua:

" " " "

P'f" (x+h)—P'f"(x) = T,P'f'(z)—P'f () = P'Ty,f (x)—P'f"(z) (3.5)

=P f — fl(x) >0 h—0 (3.6)

Esto tltimo sale por la continuidad de f”. Luego (P'f)" es continua y queda
demostrado que se puede restringir el semigrupo a las funciones con segunda
derivada continua.

Bien, notemos ahora A* el generador infinitesimal de P’ en C?(Rn), cla-
ramente A* es la restriccién de A en C?(R™) por lo tanto es evidente que:

D(A*) € D(A). Y como el dominio de un generador infinitesimal es siempre
denso, se tiene que: D(A) N C?*(R") es denso en C?*(R™).
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Usaremos esto para probar que toda funcién en 02(R”) tiene generador
infinitesimal.

Para esto sea ¢ € C2(R") tal que ¢ = ||z|* en un entorno de 0 y ¢ = 1
en un entorno de infinito con 1 estrictamente positiva en R — {0}

Ahora aplicaremos el Lema anterior. Si tomamos como X al espacio
C?(R") y al subespacio lineal denso como: D(A)NC?(R™) y a nuestra funcién
f del lema como . Si juntamos a los siguientes operadores lineales:

¢ — ¢(0)

Oy .
o — o, (0) i e{1,...,n}

2

O . ,

Estamos dentro de las hipétesis del lema, por lo tanto Vo > 0 dp €
D(A) N C%(R") tal que:

o~ vl < 3.1

#(0) = 0(0) = 52(0) = 0 (39
D% .

iz, (0) = 2dij (3.9)

Sabiendo que:

p — w (e — 1)

o — I = llp - wn+§jH 2 EZ\aQ%U

Veamos que existe un intervalo [0, d;] tal que, si § € [0,0;] entonces ¢

es estrictamente positiva fuera del 0. Para esto usaremos fuertemente que

acotar ||¢ — ¢||" no solo implica acotar ||¢ — 9| sino que también controlar

las derivadas primera y segunda. Esto combinando que v es una funcion

cuadratica cerca del 0 nos permitird demostrar esto. Empecemos viendo los
siguientes tres puntos;

H <d (3.10)

1. 9B bola centrada en 0 donde |5 = ||z||?
2. 3B’ bola centrada en 0 tal que ¥|ze = 1

3. B’ — B es compacto
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De los que concluimos de cada uno:

L |[¢||*>2en B
2. ||9||* > 1 en B

3. ||[Y||F > minxegiBzD(x) >0

Por lo tanto si tomamos § < min{3, mm””EB;*B e }, entonces si ¢ cumple
lo —]|" luego sera estrictamente positiva fuera del cero. La tnica regién
del espacio donde no es trivial es en B. Y es porque tenemos que utilizar la
hipdtesis extra de que coinciden las derivadas primera y segunda en cero, y

justamente por esto 3By C B una bola centrada en 0 donde:

.. 93
lelsall” > 5 (3.11)

Y por lo tanto si existiera un punto xz; € B donde (1) < 0 significaria
que alguna derivada parcial se volvio negativa en algiin momento, pero esto
no puede pasar ya que ||¢ —||" < § implica que las diferencias entre las
derivadas segundas no puede ser mayor a ¢ y por lo tanto no pueden ser
negativas en B. Luego ¢ es estrictamente positiva fuera del cero.

Ahora fijemos : Sea ahora € > 0y f € C?(R") y los mismos funcionales
de antes, entonces existe una funcién g € D(A) N C?(R") que cumple la tesis
del Lema y la siguiente desigualdad:

If—gl" <e

Queremos ver que se tiene |f(y) — g(y)| < ep(y). Sea 6 > 0 tal que para
y € B(0,0) se tiene:

p(y) = 2llylI* + H(y) (3.12)
Donde H satisface la desigualdad |H (y)| < 0||y||*. Obtenemos, por lo tanto:

(o) — 2yl = H ()| < Ol (3.13)
~Ollyll* < oly) — 2yl < Bl (3.14)
p(y) = (2 0)llyll? (3.15)
Y por lo tanto:
o) > (2= B)llgl = Il < 5= e(9) (3.16)
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Ahora bien, si denotamos por DJ% la matriz Hessiana, se tiene por el
teorema de Taylor:

. €
W)=l < |< Di(61)y.y > = < Di(Ba)y,y >| < [IDF=DgIIllyl* < 5—5(y)
(3.17)
Supongamos que y € B(0,0)¢, entonces ¢ esta acotado inferiormente por

min.cp(,9)c ¢(2). De esta forma:

¢ €
fly) —gy)| < e = — min z) < — Y
/() W)l min.epo,0) (2) 2€B(0.0)° #lz) M€ B(0,0)° SO(Z)SD( )
(3.18)
Y como 6 solo depende de ¢ entonces se tiene que € = méx{m, )

tiende a 0 cuando € tiende a 0. Y ademaés:

() =gl <cely) Yy (3.19)
Ahora que tenemos este resultado, se sigue lo siguiente:

/

+ 15w = g 0.5 < 5 [ ol 0.0

Si observamos atentamente, y tenemos bien claro las hipdtesis, nos acor-
damos que ¢ € D(A), y ademas ¢(0) = 0 por lo que se concluye que el lado
derecho de la desigualdad tiene limite cuando t — 0, luego es un O(t), o sea,
si lo multiplicamos por t el limite tiende a 0.

Sabiendo esto y haciendo un par de cuentas, es inmediato que:

) (GORN O
% / (9(y) — 9(0))p'(0, dy)

Difieren en un O(t). Y como g € D(A) tiene limite cuando ¢t — 0 . Luego
se concluye que, como € es tan pequefio como se quiera, tiene limite cuando
t — 0. Por lo tanto, si t es muy chico, esta acotado.

Como esto es verdad para toda f € C2(R), por el principio de la cota
uniforme, existe una constante K tal que, para toda f € C*(R") y ¢t > 0

(P - D) < K7

Ahora, si hacemos unas cuentas:
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H(Ptﬂx) - @)

' Lp - )| = _ ’%(Tth 7(0) = T,.£(0))

Lptr - o >' < KA
]

Teorema 3.3. Sea P' un semigrupo markoviano en C(R") no necesaria-
mente conmutando con la traslacion tal que C%,_ (R™) C D(A) donde A es el
generador infinitesimal de P?.

St para todo x € R™ y para todo € > 0

play:ly—zl>e) =ot) t =0

Entonces se cumple:

sz 8:1:1 Z 89(:28:173( 2

7.]_

Para todo f € COm(R”) donde a” y b son funciones reales y continuas y
para todo x la matriz a”(x) es de tipo positivo.

Observacion. La matriz a” es de tipo positivo en el caso de que para todo
nimero complejo (; se cumple

> G, 20

ij=1
Ademss, si P! conmuta con la traslacién entonces a* y b son constantes.
Esto 1ltimo se entendera porqué una vez veamos la demostracion.

Demostracién. Sea f € C2 (R") y supongamos que su primera y segunda
derivada se desvanecen en xy, y puedo asumir sin pérdida de generalidad que

f(z9) =0
Sea ahora g € C?

> m(R™) positiva y que para un cierto entorno B de z la
funcién vale:

g=|y—m> Yy e B

Seae >0y U ={y:|f(y)| <eg(y)} por la hipétesis anterior sobre las
derivadas de f, se deduce que es un entorno de x.
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Afirmo lo siguiente: p'(z, R™ — U) = o(t). Esto es claro ya que existe un
d>0tal que R" —U C {y: |xr —y| > ¢} y por lo tanto

PR =U) <p'(z.{y: |z —y| > d})

De esto ultimo se deduce:

—|/f ZE(),dy | <= /|f |p (20, dy) <||f]]oo— / (mo,dy) — 0 cuando t = 0

U

Y por lo tanto

!Af(xo)!—hm—l/f xo,dy\—hm—!/f (o, dy)| < Jim /|f Vo (2, dy)

€
< lfm - g(y)pt(xo,dy) = eAg(zo)

T t—o0t+ T

Notar que tomamos una g ﬁJa y este resultado es Ve > 0, luego:

Cabe notar que a partir de este resultado se deduce que si las derivadas
parciales primeras y segundas de f y g coinciden en xy entonces:

Af(xo) = Ag(zo)

Por lo tanto dado un = € R fijo y arbitrario podemos definir ~, en

C? (R™) de la siguiente relacién de equivalencia:

[~z g <> las derivadas primera y sequnda de f y g coinciden en x

A partir de ahora trabajaremos con ese z fijo.

Ahora notare f* a un representante arbitrario de la clase de equivalencia
de f respecto a la relacion anterior. Por la observacién dada anteriormente

Af*(x) estd bien definido.

Dicho esto, notare (y; — z;)* a un representante arbitrario de la clase de
equivalencia de todas las funciones f € C% (R™) que coinciden sus primeras

y segundas derivadas con la funcién (y; — x;)* en x.
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Entonces si ahora f € C7, (R") tomamos, motivados por Taylor:

com

Hwy) = f6)- 1) -3 -2 2L )+ 3w e i

i=1 1,j=1

Entonces para cada z fijo, llamemos G,(y) = H(z,y), como funcién en
la variable y entra dentro de las hipotesis anteriores, luego:

AG,(z) =0

=3 A~ >§f () + Y Allys — )" (y; - W%“)

1,j=1

Podemos ver por la definicién de A y de que las funciones tienen derivada
primera y segunda continua, que b;(z) y a;;(x) son funciones continuas.

Si ademas suponemos f(x) = 0 entonces g]; (x)=0

0< lim - /f2 Nz, dy) = AfQ(x)—ia()anQ() Qia()
T ot ot Y _i,jzl R R L A =

. . d
Notar que de la definicién de los a;; se tiene que a;; = aj; y como 3 Jf; (x)
puede tomar cualquier valor real Vj € 1,...,n entonces se deduce que la
matriz de los a;; es de tipo positivo.
Veamos ahora porque si P* conmuta con la translacién entonces b; y a;

son funciones constantes. Esto sale de las siguientes cuentas:

Notemos primero, dado z, 7 el vector que vale 0 en todas las coordenadas
excepto en la i-esima, donde toma el mismo valor que z. Y notare :z:_l; al vector
que vale 0 en todas las coordenadas excepto en la i-esima y j-esima, donde

en esas coordenadas toma el mismo valor que z.

Entonces tenemos la siguiente situacion:
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bi(w) = Ay — 2,)"(x) = ATz ()" () = T_z A(y:)" (v) = A(y:)" (z — )

= A(y:)*(0) = b:(0)

aij(v) = Al(yi—z:) (y; =) (2) = AT 52 [(y:) (y)]" () = Tz Al(%:) (y;)]" ()

= Ally) ()] (x — T35) = Al(yi) (9)]"(0)
O

Teorema 3.4. Sea P' un semigrupo markoviano en C(R™) conmutando con
la traslacion y sea A el generador infinitesimal de P'. Entonces:

C*(R") € D(4)
y Pt esta determinado por A en C2 (R")

com

Demostracion. Por el teorema 3.1 se tiene que C%(R") € D(A) luego C*(R™) C
D(A) y ademds A es continua como funcién de C2 (R") en C*(R"). Enton-
ces A queda determinada en C*(IR™) por los valores que toma en C2% (R")

com
por continuidad.
Como P! conmuta con T}, entonces deja C*(R™) invariante.

Afirmo ahora lo siguiente:
Sea A > 0 entonces (A — A)C?(R™) es denso en C(R")

Supongamos por absurdo lo contrario, entonces 3z # 0 un funcional lineal
tal que

A(A=A)f) =0 V[ e C*R")

Esto se puede ver tomando w € [C(R™) — (A — A)C?*(R")]° y definiendo
el siguiente funcional en z(w) = 1y 2((A — A)C?(R"™)) = {0}. Este funcional
existe como consecuencia del Teorema de separacién (o la versién geométrica
del teorema de extensién de Hahn-Banach).

Como C?(RR™) es denso en C'(R") entonces dg € C*(R") con 2(g) # 0
Entonces:

%Z(Ptg) = z(AP'g) = z(AP'g)
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Luego como P'g € C?*(R") se puede resolver esta ecuacién diferencial y
se obtiene que z(P'g) = eMz(g). Que no esta acotado, y esto es una contra-
diccion, ya que z es continuo, y toda funcion lineal definido con dominio y

codominio seminormados, es acotado.

Luego si tengo Q' otro semigrupo con generador infinitesimal B de tal

forma que A = B en C2 (R") entonces

A=B)'=MA-A)"tvYA>0

Pero estas son las transformadas de Laplace de los semigrupos Q! y P!

y por el teorema de unicidad de las transformadas de Laplace se tiene P! =

Q'. Esto se puede ver mds en el apendice, en la seccién de Semigrupos y
generadores infinitesimales.

O

Observacion. Con todos estos teoremas ahora estamos listo para demostrar
el teorema mas importante de este capitulo. La demostracién la haré para
una dimension, pero existe una versiéon para mas de una dimensién y la
demostracion es un poco mas complicada.

3.4. Teorema de Unicidad del Proceso de Wie-
ner

Teorema 3.5. (Teorema de Unicidad del Proceso de Wiener) Sea
pt, 0 <t < oo una familia de medidas de probabilidad en R tal que:

s

prap®=p™, 0<ts<o0

donde * es el producto de convolucion, y para todo € positivo se tiene

Pz :|x] >¢€})=o0(t) t =0

Y ademds p' es invariante bajo la transformacién x — —x.
Entonces se tiene lo siguiente:

D >0/ p'(z) =
Y se cumple la ecuacion de difusion:

apt 82pt

X _D

ot 0x?
Y ademds p° = &y, la delta de Dirac en 0

t>0
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Antes de empezar esta prueba empezare dando un repaso y resumen rapi-
do sobre transformadas de Fourier, que seran muy utiles para demostrar este
teorema, ya que, resolveremos un sistema de ecuaciones en derivadas parcia-
les.

Enunciare primero que es una transformada de Fourier y luego enlistare
algunas propiedades. Las necesarias y ttiles que usare en la demostracion.

Definicién 3.4.1. Transformada de Fourier
Sea f € L'(R) entonces la transformada de Fourier de f, que notaremos
f*, queda definida de la siguiente forma:

o) = /R f(@)e ™ ds 4 € R

Y si tanto f como su transformada son integrables en el sentido de Le-
besgue, entonces a partir de f* se puede volver a obtener f mediante:

f(z) = /R £ () F Ty

Lemma 3.6. de la Paridad Si | es una funcion par e integrable entonces
su transformada de Fourier también serd una funcion par.

Lemma 3.7. Sobre la transformada de una funcion dilatada Si | es
una funcion integrable y g(x) = f(dx) con § € R — {0}, entonces se cumple:

¢ =55(0)

Lemma 3.8. Transformada de Fourier de una Gaussiana Si f(zr) =

e~ entonces fF=1f

Lemma 3.9. Transformada de la derivada Si f es una funcion inte-
grable, entonces se cumple:

(f)" () = 2miv f*(v)

Lemma 3.10. Transformada del producto de convolucion dos fun-
citones Si [ y g son inlegrables entonces:

(fx9)"(v)= (g (7)
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Demostracion. Sea f € C2 (R™) Definiremos P'f(z) = /f(x —y)p'(dy).

Es facil ver que definiéndolo asi P! es un semigrupo markoviano definido en
C(R™).

Lo primero que tenemos que checkear es que conmute con la traslacion.

zpvu»=P7u+a=1/f@+x—ym%ww3/ﬂj@—ym%@>=PWJ@»

Entonces por los teoremas anteriores se tiene que el generador infinitesi-
mal tiene la siguiente forma:

AF(@) = b0 D () + ala) T )

Con b y a constantes. Ademds, si usamos la invarianza de p' bajo la
reflexién © — —x entonces b = 0 por lo siguiente:

[ rowtan) = [ up-in = [ -uptan = [ et

Y usando que

Entonces b =0

Luego
d*f
Af(z) = a@(iﬂ)
Haciendo un cambio de notacién, notaré D en vez de a
d*f
Af(z) = D5 (x)
u(t,z) = P'f(x)
_ Pt+t0 _ Pt
O, ) gy W P03 i) PS) - P
ot to—0 to to—0 to

0%u

= AP'f(x) = Au(t,z) = D@(t, x)

Luego tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
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ou 0*u

u(0,z) = f(x)

Si le aplicamos la transformacion de Fourier en la variable x entonces
tenemos un nuevo sistema de ecuaciones:

ou* .
E(tﬁ) = —4D7y*u*(t,7)

u(0,7) = f*(7)

Para cada v fijo tenemos un sistema de ecuaciones en la variable ¢ y una
unica solucién.

Se ve entonces facilmente que la solucién tnica es:

w(ty) = fr(y)e T

Como las funciones f y gaussiana son integrables, entonces se puede apli-
car el teorema de inversion de la transformada de Fourier y se tiene lo si-
guiente:

f)y =1
1 .2

= € 4Dt

VAar Dt

Y usando que la transformada de la convolucién es el producto de las
transformadas, aplicando el teorema de inversién se tiene que la transformada
inversa del producto es la convolucién de las transformadas inversas, esto es:

(6—47rD72t) —%

* 747rD'yQt —% ) = 1

Y como P! queda determinado por C2
1

2
_T .z . .z , .
N T Es claro ver que cumple la ecuacién de Difusion, asi que lo dejare
para el lector curioso y desconfiado.

/f(l‘ — y)ebida

(R™) entonces se tiene que p' =

]
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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas

S

— k3 b

dx(t) = —x(t)dt + odw(t)

4.1. Introduccién

Si queremos estudiar sistemas dindmicos lo mas natural histéricamente es
estudiar sistema de ecuaciones diferenciales. Estos sistemas tienen un fuerte
interés en fisica, ya que, jla mayoria de los sistemas son dinamicos! Desde,
por ejemplo, soltar una piedra a una altura determinada, analizar cual es el
camino mas eficiente entre dos puntos a diferentes altitudes para que una
particula llegue lo més rapido posible, como es el movimiento de un cuerpo
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rigido, etc. Estos estudios utilizan fundamentalmente la teoria de las ecuacio-
nes diferenciales, ya que, en ella se puede poner en un sistema de ecuaciones a
la posicion, la velocidad y la aceleracion de una particula en relacién mutua.
Por ejemplo:
z(t) = —ka(t) (4.1)
Nos transmite que la aceleracién depende de la posicién de la particula.
Este es un sistema que se encuentra en una particula atada por un resorte
sin rozamiento y sin fuerza externa. El simple hecho de conocer esta relacion
entre aceleracién y posicién nos permite conocer el comportamiento total
del sistema. Si conocemos la posicién y velocidad inicial, entonces tendremos
x(t) y v(t) univocamente determinados. Ahora surge la pregunta: ;Y si agrego
una fuerza externa y aleatoria? El proceso de Wiener nos permitird definir
una clase de ecuaciones diferenciales (mds bien integrales) estocésticas de la
siguiente forma: Tener una ecuacién diferencial como 4.1 es lo mismo que
tener la siguiente ecuacion integral:

’ ’

z(t)==z

(0) — /ﬁ/0 x(s)ds (4.2)

Y si F(t) es una fuerza externa, entonces resolver = (t) = —rx(t) + F(t)
es equivalente a resolver:

z(t) =z (0) — /{/0 x(s)ds +/0 F(s)ds (4.3)

Y como F(t) = 2E(t) con P(t) el momento de la particula asociado a esa

fuerza:
2 (t) =2 (0)— /{/0 z(s)ds+ P(t)— P(0) = z (t) = z (0) —/{/ z(s)ds+ AP
(4.4)

=2(0) - m/ot:p(s)ds + /Ot dP(s) (4.5)

Ahora, si cambio P por w, el proceso de Wiener, claramente me queda
una ecuacion diferencial estocastica:

() = 2 (0) — /i/otx(s)ds + /Ot duw(s) == 2 (0) — K/Otm)ds +w(t) — w(0)
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Y nuestro objetivo al resolverla no serd encontrar z(t) y ' (t) como nor-
malmente uno esta acostumbrado a hacer con una ecuacion diferencial, sino
encontrar la distribucién de z(t) y z'(t). En este sencillo ejemplo veremos
que las distribuciones son normales, y la media es exactamente el movimien-
to deterministico. Antes de empezar a resolver ecuaciones, primero daremos
sentido a la siguiente expresion:

/ F(s)duw(s)

Con F € L*(R) A la que llamaremos Integral de Wiener. Que a diferencia
de la integral que estamos acostumbrados, en vez de ser una funciéon que toma
valores reales, sera una funcion que toma valores en variables aleatorias. Por

lo tanto [ F(s)dw(s) serd una variable aleatoria. Empecemos viendo como

definirla y luego pasemos a la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas.

4.2. Integral de Wiener

Teorema 4.1. Sea (Q el espacio de probabilidad de las diferencias del proceso
de Wiener a dos lados. Entonces existe un unico operador isométrico

T : L*(R,o%dt) — L*()
T(f) = / f(t)dw(t)
R
De tal forma que si —o0 < a < b < 0o entonces se tiene:
b
/ ]l[mb}d’w(t) = w(b) — ’LU(CL) = / dw<t>
R a

Demostracién. Claramente w(b) — w(a) estd en L?(Q). Entonces definamos
esta integral como siempre se define una integral:

Sea f =", ¢ilj,p) una funcién escalén. Entonces definimos:

n

/}R F(O)dw(t) = /R ici]l[ai,bi](t)dw(t) = clwb) — wan)] € LA(Q)

=1

Ahora tomemos otra funcién escalén:
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9= Z €jlic; 4]
j=1

E[/R F(t)dw(t) / g(®)dw(®)] = B[S ex(w(b)—w(a) S e;(w(ds)—wl(c;))]

=1

7j=1
=53 cieso?lfanh 1 e |—a/f

=1 j=1

Por lo tanto tengo una funcién definida en las funciones escalones y que es
continua en ese dominio (por la isometria demostrada) y por lo tanto, como
el dominio es denso en L%*(R,0?dt) tiene una extensién isométrica. Y como
el limite de variables aleatorias gaussianas es gaussiana, entonces la variable

aleatoria:
| saut)
R

Es Gaussiana O

I /R F(t)duw(t)) =

Var( [ fauw(o) = [ 0t =171

Por lo tanto se concluye:

Observacion.

/R F()dw(t) ~ N0, ][ f]z2)

Este argumento anterior se puede replicar para una version mas general,
pero por razones didacticas no lo enunciare en esta monografia, ya que no
utilizaremos esa generalidad acd, para el lector curioso se puede ver en el
capitulo 7 en [1].

Veremos ahora un teorema interesante y 1til para el siguiente apartado,
que utiliza la hipotesis de que f sea de variacién acotada, e incluso absolu-
tamente continua.

Teorema 4.2. Sea f de variacion acotada en R con soporte compacto. En-
tonces:
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[ roe) == [ war) es

En el caso de que f sea absolutamente continua en [a,b] entonces se tiene:

/f )du(t /f Bt + fOw) — f(a)w(a) cs

Demostracion. Veamos primero que funciona el argumento para las funciones
escalon:

El casi seguramente viene de que para que tenga sentido esta integral
usamos que el movimiento Browniano es continuo casi seguramente.

Si ahora tomamos una sucesién de funciones escalén {f, }nez+ tal que
fn — f en L? entonces veamos si g € C} (R) entonces es diferenciable en
casi todo punto y se cumple:

/R 9(@)dfa(x) = — /R () ()

Esto se puede ver de lo anterior, ya que dg(x) = ¢'(x)dx. A partir de esta
observacién se puede ver qué df,, —*" df ya que:

[ s@atu@) = = [ d@)ptarin = [ g @ = [ sy e Cl,®)

Y como C (R) es denso en las funciones de variacién acotada, entonces se

tiene que df,, —*" df. Entonces tendriamos que:

/}R fa(@)dw(z) = — /}R w(2)dfn(2) —neo — /R w(z)df (z) c.s
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| h@ytut@) = [ rayao
Entonces:

/]Rf(x)dw(x) = —/}Rw(x)df(a:) c.s

Y ademas si f es absolutamente continua en [a, b] entonces es derivable
en casi todo punto, luego se tiene: df (x) = f'(x)dx y se cumple:

b
/ F(t)dw(t) = - /R W(t)d L f (1)dt = — / w(t) (Ot + FOJwb)—fa)wla) cs

R

O

4.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

A partir de ahora consideraremos el proceso de Wiener en R! con gene-
rador infinitesimal:

Lo o2
C=2. ¢ D20z

ij=1

En este caso vale recordar que entonces w(t) — w(s) son Gaussianas in-
dependientes cuando los intervalos temporales son disjuntos, esperanza 0 y
matriz de covarianza 2¢¥|t — s

Con esto vayamos a un teorema de ”Picard”pero versién estocastico:

Teorema 4.3. Sea b:R' — R! una funcion globalmente Lipschitz. Sea w el
movimiento Browniano en R' con generador infinitesimal C. Entonces para
todo xy € R! existe un tnico proceso estocdstico x(t) tal que para todo t se
cumple:

x(t) = xo + /0 b(x(s))ds + w(t) — w(0)

En este caso diremos que z(t) es el proceso solucion de la siguiente ecua-
cion diferencial estocdstica:

dz(t) = bz (t))dt + dw(t)

Y ademds el proceso es continuo con probabilidad uno.
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Demostracion. Con probabilidad uno los caminos son continuos, entonces
basta probar la existencia de dicho proceso y la unicidad. Bastara con fijar
w una funcién continua en t.

Sea A > k > 0, con k la constante de Lipschitz de b y sea X el espacio de
Banach de todas las funciones continuas con dominio [0,t] y codominio R y
con la siguiente norma:

¢l = sup e*[¢(s)] V¢ € X
0<s<t

Definimos ahora el siguiente mapa no lineal 7' : X — X de la siguiente
forma:

TC(s) = C(0) + / B(C()dr + w(s) — w(0)

El argumento siguiente es muy similar al que se hace para demostrar
Picard:

17¢ = Tl < 1¢(0) = n(0)| + sup ™| /Os[b(C(r)) = b(n(r))]dr|

0<s<t

< 1¢(0) — n(0)] + sup e x / 1¢r) — () dr

0<s<t

< 1¢(0) = n(0)] + sup ek / ¢ — aldr

0<s<t

= 1¢(0) = n(O)] + 51I¢ = nl

Entonces si admitimos solo las funciones que coinciden en 0, entonces
para cada xo tenemos:

Xy = {C € X/¢(0) = o}

Si restringimos 1" a este espacio, es claramente una contraccién, y como
X, es completo con la norma que venimos trabajando, entonces dz € A,
punto fijo de T’ O]

Observacion. Tambien diremos que un proceso solucién de esta ecuacién
dz(t) = b(x(s))ds + dw(t) es un proceso que cumple:

z(t) — x(s) = / b(x(r))dr + w(t) — w(s)
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Lemma 4.4. z(t) el proceso solucion de dz(t) = b(x(s))ds+dw(t) con condi-
cion iicial xo y las mismas hipotesis sobre b, cumple la propiedad de Markov
simple de perdida de memoria, esto es:

Plit)e A | x(r) 0<r<s)=Px(t)e A | z(s))

Demostracion. Por unicidad de la solucidn, existe el proceso z(t) es de la
forma:

x(t) = z(s) +/ b(x(r))dr + w(t) — w(s)

Entonces como el proceso queda univocamente determinado solo por
cuanto vale z(s), entonces solo depende de los tiempos s < r < t y con

esto queda demostrado.
O

Teorema 4.5. Sea x solucién a dx(t) = b(x(s))ds+dw(t) con x(0) = zg € R
con las mismas hipotesis del teorema anterior.
Si definimos P'f(zo) = E[f(z(t))] f € C(RY) entonces se cumple lo si-

guiente:
1. Pt C(RY — C(R!) es un semigrupo Markoviano en C(R!)
2. C?

com

3. Af =b-vf+Cf VfeC?

om

(RY) € D(A) con A el generador infinitesimal de P'
(R')

Demostracion. Tomando T la misma contraccion del teorema anterior, w
continuo y fijo , y aplicando induccién a la desigualdad obtenida se obtiene
facilmente la siguiente desigualdad:

77 =Tl < [+ 5 o ()7 1160) = () 4+ ()"l =l (4.7)

Mas atn: x = lim,,_,.o T"xg
Entonces por 4.7 tenemos:

K

K Koy "
1T"z0 = T yoll < [L+ 5 + -+ ()" 2o — ol + ()"0 — woll
A A A
Aplicando limite de ambos lados:
lo =31l < | =] 0 - o (48)
=Yl = P Lo — Yo .
1—(%)
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Poniendo £ = [1_;(5)] se tiene de la ecuacion 4.8:
A

[2(t) — y(t)] < e Blwo — yol (4.9)

Tomemos ahora f Lipschitz en R! con constante s entonces se tiene:

[f(2(t) = fy())] < ke Blag — yol

Como esto es cierto para cada w fijo y continuo (tienen probabilidad 1)
entonces se cumple:

P! f(z0) — P'f(yo)| < weBlao — yol (4.10)

Y por lo tanto podemos deducir que si f € C(R!) es Lipschitz, entonces
P!f es una funcién continua, y acotada. Esto tiltimo sale de hacer memoria
de que las funciones que estan en C(RR') son las que tienden a 0 en el infinito.

Las funciones Lipschitz son densas en C'(R!) por lo tanto P! es un opera-
dor lineal y acotado, luego continuo. Veamos ahora que manda a C(R') en si
mismo, esto es 1o mismo que mostrar que P'f(x) = 0 x — oo Veamos eso:

Para todo s tal que 0 < s <ty con t tal que st < 1

x(t) = z(s) +/ b(x(r))dr + w(t) — w(s)

t

z(t) —2(s)] = [ | [b(x(r)) = b(z(t))]dr + (¢ = s)b(x(t)) + w(t) — w(s)]

S

t

< [ I(a(r) = 2(Oldr + b ()] + [w(t) - w(s)

< K(t—s) Sup |z(r) — z(t)] + tb(x(t))] + S [w(t) — w(r)]

Como esta desigualdad es para cualquier s que cumple 0 < s < t entonces
se tiene lo siguiente:

sup [z(t) —2(s)] < w(t—s) sup [x(r) —z(t)[+t{b(z(t))[+ sup |w(t) —w(r)|

0<s<t 0<r<t 0<r<t

< nit sup |z(s) —z(t)] + tb(z()] + sup [w(t) —w(r)]
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Y despejando esta ecuaciéon se obtiene:

s Jo(t) =260 < | ] [dbGeto) ]+ sup wlo) ~w)l]  (21)

0<r<t

Es importante notar que en esta desigualdad usamos que kt < 1. Hara
un cambio de notacion para facilitar y llamaré v = [1—;@] De 4.11 se ve que
en particular:

ww—xdévPMﬂm%prmmwﬂdﬂ@ (1.12)

0<r<t

Una vez obtenida la ecuacién 4.12 tomemos f € C.om(R!) y sea
6 = SUD, csopp( ) |0(20)]. Entonces se cumple que f(z(t)) = 0 a menos que:

inf |20 — xo| <y [td+ sup |w(t) —w(r)|

zo€s0pp(f) 0<r<t

Ya que si:

inf |29 — x0| >y [td+ sup |w(t) —w(r)]

20€s0pp(f) 0<r<t

Entonces si supongo que z(t) € sopp(f) por 3.6 se tiene el siguiente
absurdo:

|z(t) — xo| <7 |10+ sup [w(t) —w(r)]

< iInf |z — x| < |x(t) — 20|
0<r<t )

zo€sopp(f

Tomemos ahora:

A={we C'R): inf |z—m0| <7 [t5—|— sup |w(t) —w(r)||}

zo€sopp(f) 0<r<t

={weC'(R): inf |z0— 20| <7[té+ M,]}

zo€sopp(f)

Con M, una constante que depende de w.
Entonces se cumple:

P(A) =0 zyp— o0

Esto se deduce usando que P(sup, |w(t) —w(s)| > M) — 0 cuando M —
oo. Como f esta acotada entonces:
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Bf () = [ fla@)ir+ [ famap

Siw e A — f(z(t)) = 0 luego se deduce que:

Ef(x(t)) = / F((t)dP < [|f]lwP(4) =0 g — oo

Ptf(ivo) —0 xyg— o0

Por lo tanto P'f € C(R!) cuando f € C.om(R!). Usando que P! es un
operador lineal y continuo y que Ceppn(RY) C C(R!) es denso, entonces P!
manda C(R!) en si mismo. Y queda entonces bien definido como operador
de C(R') en si mismo.

Cabe notar que atin tenemos la restriccién de kt < 1 pero esto no importa
ya que veremos que P! es un semigrupo a continuacion:

E[f(z(t) | 2, 0<r <s]=E[f(2(t) |z] =P~ f(x(s)) Vf € C(R)) 0< s <t

P f(wo) = B E[f(a(t +5) |2(s))] = EP'f(x(s)) = PP f(x0)

Cuando noto E,, estoy integrando respecto a esa variable. Por lo tanto,
queda claro que es un semigrupo y por lo tanto la hipétesis inicial de skt < 1
no es perdida de generalidad. Es ademas claro que:

sup P'f(zg) =1 Voo € R’ V¢
0<f<1
Ahora demostraremos el punto 3 del teorema, con f € C2 (R!) y co-
mo este espacio es denso en C(R!) esto implicard que P'f — f cuando
t—0 Vfe Oy porlo tanto quedars demostrado que P es un semi-
grupo markoviano.

Sea f € C%2 (R!) y K C R! compacto y tal que sopp(f) C K°. Haciendo
las mismas cuentas que hicimos para obtener 4.12 se puede obtener:

() — wol < |tlb(a(x0))| + sup [w(0) — w(r)] (4.13)

0<r<t

Simplemente agregando una suma y una resta del factor b(xy) en vez
de b(z(t)). Asumiremos otra vez que st < 1. Sea ahora xy € K¢, entonces

f(zo) =0y f(x(t)) # 0 solo si:
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d(K*, sopp(f)) < [a(t) — |

Haciendo un cambio de notacién para facilitar € = d(K¢, sopp(f)) sucede
lo siguiente:

P(e <A[t|b(z(zo))| + sup |w(0) —w(r)|]]) =o(t") t—0VYn  (4.14)

0<r<t

Esto sale de que:

P(e < Aftb(a(z0)) [+ sup [w(0)—w(r)[]) = P(=—tb(x(zy))| < sup |w(0)—w(r)])

0<r<t Y 0<r<t

= P(%—t|b(x(x0))| < sup |w(r)]) < P(M < sup |w(r)|]) =o(t") t—0 Vn

0<r<t 0<r<t

Esta M es una cierta constante que acota inferiormente. Ya que la funcién
t|b(z(xo))| esta acotada, de igual forma que £.Y la dltima igualdad se vio en
el capitulo 2 cuando se hablé del principio de reflexiéon de D’Andre. Por lo
tanto, como f esta acotada, P'f es uniformemente o(t") Vxy € K¢, ya que:

Ef(z(t)) < [[fllecP(e < [tb(z(20))| + sup [w(0) —w(r)]])

0<r<t

Y por lo tanto:

Ptf(a:o)t— fl@o) b(wo) T f(x0) + Cf (o) (4.15)

Ahora, sea xg € K, entonces:

P'f(xo) = Ef(x(t)) = Ef [mo +/O b(x(s))ds + w(t) — w(0)
Aplicando Taylor a f(xg + /Ot b(z(s))ds + w(t) — w(0)):
= fan) + 9 f(a0) | bals))ds + 7 an) - fult) = w(0)]

2

+% %:[wi(t) —w'(0)][w’ (t) — w’(0)] ax(?axj f(@o) +r(?)
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t

Ahora agregamos la siguiente cuenta: th(xg) — / b(xg)ds. Entonces la
0
igualdad anterior la ponemos de la siguiente forma:

= f(wo) + 7 f(x0) - tb(wo) + V f(w0) - [w(t) — w(0)]

2

+3 >l )~ w0 e) = 0] 5o f ) + R0

Y ahora R(t) = 0(/0 [b(z(s)) — b(wo)]ds) + o(|w(t) — w(0)?)
Ademés E(Jw(t) — w(0)]?) <t Y ademés:

B sup [1 [ tote)) — taollas] < B sup [ [ o) — sulas]

roeEK roeK

< E sup sy {t[b(xo)] + sup |w(s) — w(0)|] —-0t—0
roEK 0<s<t

Entonces :

P f (o) — (o)
t

= 7 f(w0) o) + 1 7 Fzo) - Efw(t) — w(0)]

+ > Bl () = w0l () - w 0] g 20+ EARC)

= () - baw) + Cf (o) + JBIRO)] = . (w0) - bao) + Cf () ¢ =0
[

Teorema 4.6. Sea A : R' — R! lineal, sea w un movimiento Browniano en
R! con generador infinitesimal C, y sea f : [0,00) — R! continua. Entonces
la solucion de:

dx(t) = Az(t)dt + f(t)dt + dw(t) , x(0) = xg
Para todo t > 0 es:

t t
z(t) = e ~|—/ A=) £(s)ds +/ A du(s)
0 0

o4



Demostracion. Primero, una solucion de esa ecuacion existe por el teorema
anterior, es unica y de la forma:

z(t) = xo —I—/0 Azx(s)ds + /0 f(s)ds +w(t) — w(0)

Tomemos por otro lado:

t t
y(t) = ety ~|—/ =9 f(s)ds + / A9 du (s)
0 0

t t t
/ A9 du(s) :/ Ael=w(s)ds+ e Dw(s)]] :/ Ael"™w(s)ds+w(t)—ew(0)
0 0 0

Luego y(t) — w(t) es una funcién derivable.

d

() —w(t) = A fro—w(0)}+- / A f(s)ds / ATy (s)ds

t t t
i/ A f(s)ds = ieAt/ e f(s)ds = AeAt/ e f(s)ds+eMe M f(t)

— ! A(t—s)
A/O A9 £(5)ds + F(1)

d [t d u [ t
G [ A s = Gett [ acus)ds = act [ aetu(s)ds A
dt 0 dt 0 0
Entonces:
d
@(y(t) —w(t)) = Az(t) + f(t)
Luego

y(t) = y(0) + /0 Az(s) + f(s)ds + w(t) — w(0)
(t)

Y por unicidad: y(t) =z
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Corolario 4.6.1. Supongamos que x(t) es el proceso del teorema anterior.
Entonces:

E[z(t)] = ez + /t eA=2) f(s)ds
0

O sea, la esperanza del movimiento es el movimiento deterministico.
Ysit>s:

E [(z(t) — Bx(t))(x(s) — Bx(s))"] = A=) /Os eAr20e  dr

Demostracion. Primero, cuando escriba [z(t) — Ex(t)] sera un vector colum-
na. Y [z(t) — Ez(¢)]” un vector fila. La covarianza esta dada por:

B [(2(t) — Ba(t))(a(s) — Ba(s))T] = E [ / A1) | eA@—Sﬂdw(sl))T]

=[E

/O Z(GA(t_tl))kdwk(tl)(/os Z(eA(S_SI))hdwh(SQ)T]

Esto da una matriz de covarianza, analicemos la fila k£ y la columna h:

Exi(t)xn(s)—Exg(t) Exy(s) = E {/Ot(eA(t_tl))kdwk(tl) /OS(BA(S_Sl))hdwh(sl)}

:/ (eA(tr))kzckh(eA(sr))th:(eA(ts)/ GATQC(BATTdT)kh
0 0

[]

4.3.1. Ejemplos de ecuaciones diferenciales estocasti-
cas

Veremos tres ejemplos sencillos de ecuaciones diferenciales estocasticas y
en el capitulo siguiente profundizaremos mas en otro ejemplo, un poco més
delicado.

Al final de cada ejemplo incluiré una grafica de la posicién media Ez(t)
en rojo. Y en negro se podra ver Ex(t) £ /Var(z(t)), para asi tener una
idea visual de por donde andaran los caminos con mayor probabilidad, ya que
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la probabilidad de que a tiempo ¢ un camino se encuentre a una distancia
++/Var(z(t)) de Ez(t) es de 0.68 aproximadamente. Para tener un 0.95 de

probabilidad basta tomar +2+/Var(x(t)).

1. dz(t) = tdt+dw(t) El proceso solucion se consigue facilmente integran-
do ambos lados de la expresion:

t2
Por lo tanto z(t) tiene ley N (zq + %, t) En el caso que zg = 0 se puede
ver en la siguiente grafica en rojo el camino medio y en negro el camino
medio mas la raiz de la varianza.

2. dx(t) = —x(t)dt + dw(t) El proceso solucién es también sencillo de
encontrar aplicando los resultados obtenidos en esta seccién:

x(t) = zpe”" +/0 e 'dw(s) (4.17)

. _ —2t
En este caso z(t) tiene como ley N <xoe t,% — & )
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3. dx(t) = v(t)dt y dv(t) = —x(t)dt + dw(t) Oscilador arménico sin ro-
zamiento con ruido blanco. Este ejemplo es genial para ver en accion
todo lo visto anteriormente. Primero veamos el sistema como queda si
lo vemos como vectores:

(1) = () (Daeeluty) o

Y como sabemos que:

e<'P1 é) _( cos(t) sin(t)
( )

—sin(t) cos(t)

Se obtiene que el camino medio de x(t) y v(t) es:

Ex(t) = xocos(t) + vosin(t) (4.19)
Ev(t) = —xgsin(t) + vocos(t) (4.20)

Haciendo las cuentas correspondientes para obtener la matriz de cova-
rianza, se llega a que:

VW@a»Z%—”ﬁ%) (4.21)
Var(v(t)) = % + sinft) (4.22)

Y por lo tanto, la grafica para 2o = 1 y vg = 0 de z() es la siguiente:
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4.4. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Teorema 4.7. Sea D y [ constantes positivas, w proceso de Wiener en R
con el parametro de varianza: 23%D. Entonces la solucién para t > 0 de:

dv(t) = —pu(t)dt + dw(t)  v(0) = v

Con:

Eu(t) = e Py,
Elv(t) — Ev(t)][v(s) — Ev(s)] = 8D [e—ﬂ\t—SI _ e—ﬂ(t+8)}

Y u(t) son variables aleatorias de un proceso de Markov en R con gene-
rador infinitesimal:

d2
dv?

Demostracion. La demostracion de esto es la aplicacion directa de todos los
teoremas vistos en este capitulo. Veré el caso de la covarianza por ser el
menos trivial: Sea t > s

t s s
E [eﬁt/ sﬁtldw(tl)eﬁs/ sﬁsldw(sl)] = eﬁ(t“)/ e?ratdr
0 0 0

d
—Bv— + B°D
dv
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26

— o Blt+s = 8D [efﬁlt*S\ _ e*ﬁ(tJrS)}

]

Observacidn. Cabe notar que C2 (R) C D(A) y el nicleo del semigrupo P*
esta dado por:

_ (vfe_ﬁt'uo)2

p'(vo, dv) = [27BD(1 — eﬁt)]ée{ m]dv

Al v(t) ser Gaussianas basta con conocer su esperanza y varianza para
que p' quede tinicamente determinado. Ademés la distribucién limite de p
cuando t — oo es la siguiente:

= [27T6D]’%e[_2ﬁv%]dv

Y cumple ademds que (P*)*(u) = po P! = (lim,_,oo P¥)o P! = lim, ., P51 =
p. O sea, es invariante al operador (P')*.

Definicién 4.4.1. Al proceso v se le llama el proceso de Ornstein-Uhlenbeck
de la velocidad, con coeficiente de difusién D y de relajacion 571.

El correspondiente proceso de la posicién de Ornstein-Uhlenbeck, x, es el
siguiente:

Teorema 4.8. Sea v(t) el proceso de Ornstein-Uhlenbeck de la velocidad,
entonces, sea:

z(t) = xo + /Otv(s)ds

Se cumple que x(t) es un proceso Gaussiano con media:

1—e Pt

Ex(t) = 29 -+ 6

Vo

Y Covarianza:

D
cov(x(t), z(s)) = 2Dmin(t, s) + E(_Z + 2e7Pt 4 2e7Fs — g Altmsl _ o=BltH))

Demostracion. La demostracion se la dejaré al lector, ya que solamente basta
integrar. 0
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Capitulo 5

Oscilador Armonico con ruido
blanco

Para terminar esta monografia me gustaria aplicar todos los resultados
anteriores a este capitulo para el siguiente ejemplo. Trataremos con el Osci-
lador Armoénico con ruido blanco:

dv(t) = —w?z(t)dt — Bu(t)dt + dw(t)
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5.1. Oscilador Armonico sin ruido blanco

Empezare primero analizando el caso del Oscilador Arménico sin el ruido
blanco como primer paso para entender la dindmica de este sistema. Las
ecuaciones son las mismas, solo que sin el movimiento Browniano:

dv(t) = —w?z(t)dt — Bu(t)dt

O poniéndolo de forma matricial:

(D-(L )0

En este caso no hay una fuerza externa al sistema, simplemente estan
actuando: w? la constante de restitucién y S la constante de amortiguamiento.
En el caso de un resorte, se puede pensar en w? la constante de restitucion del
resorte mientras que 3 seria por ejemplo el rozamiento de un fluido ambiente
del sistema, considerando una particula con masa m = 1.

Esta es una ecuacién homogénea de segundo orden, luego la solucion
empieza encontrando las raices de la ecuacion caracteristica de la matriz de
5.1

i = =38+ (3 — )} (52
o = 36— (367 — )} (53

Entonces hay tres posibles casos:
1. 8 > 2w caso sobreamortiguado, donde p; # pus € R
2. B = 2w el caso del amortiguamiento critico

3. B < 2w amortiguamiento débil o subcritico, en este caso hay oscilacion
ypuy pe €C

Analicemos el primer caso:

[1 > 2 son constantes negativas, y la solucion del sistema de ecuaciones
diferenciales 4.1 sera:

z(t) = are!’ + aget?! (5.4)
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Con a; y as constantes que dependen de la condicion inicial del siste-
ma. Ya se puede ver por la forma de la solucién que habra un decaimiento
asintotico. El sistema tiende a la posicién 0 cuando ¢ — co. Poniendo 5.4 en
5.1 se puede obtener:

) = _ ToH2 — Vo ay = ToM1 — Vo
M — M2 M1 — M2

El diagrama de fases de arriba se puede ver el comportamiento del sistema

sobreamortiguado.

(5.5)

Supongamos ahora 1, us € C el caso de amortiguamiento debil.En este
caso ju1 es el conjugado de ps. En este caso habra una oscilacion que asinto-
ticamente convergera a 0. La soluciones seran de esta forma:

=Bt

z(t) = e [cre" + cpe M)

Con p = y/w? — }152 y c1,c0 € C
Es mas, haciendo unas cuentas que se escapan de esta monografia, se
puede obtener:

z(t) = Ae cos(ut + ¢)

Donde A y ¢ son constantes que dependen de las condiciones iniciales.
Como se puede ver, en este caso si hay oscilacion.

En el caso {/w? — }1 5% = 0 se tiene que las soluciones son de la forma:

z(t) = (e + czt)e’gt = [xo + (vo + gxg)t]e’gt Donde tiene un comporta-
miento parecido al sobreamortiguado.

5.1.1. Oscilador Armonico con fuerza externa

En la seccién anterior estudiamos el comportamiento dindmico del osci-
lador arménico sin una fuerza externa. Pero ahora resolveremos el siguiente

sistema:
o(TY (% ) () ae () G0

En este caso el sistema de ecuaciones diferenciales ya no es homogéneo,
y el método que tendremos que utilizar es el de variaciéon de constantes.
Estudiaremos el caso del oscilador sobreamortiguado. Entonces supondremos
que las soluciones son de esta forma:
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z(t) = ar(t)e"" + ay(t)e! (5.7)

Pero en este caso a; y as son funciones en el tiempo, en vez de constantes.
Y que ademas cumplen la siguiente ecuacion:

dal 1t da a2 uzt
7t + — 7 =0 (5.8)

De la ecuaciéon 5.8 haciendo un par de cuentas previas, se puede obtener
sin dificultad:

dCLQ

day
pat et —= = [(t 5.9
pet = -+ e o (t) (5.9)
Despejando estas ecuaciones se obtiene:
d 1 d 1
—al — —efiultF(t) _CLQ — ——€7u2tF(t>
dt [ — o] dt (1 — o]

Integrando de ambos lados:

ay = aip +

1 t 1 t
[Ml - ,Uz] /o e_’“tF(t)dt 2= 0 [Ml - Mz] /0 e‘“th(t)dt
(5.10)

Con a9 vy agg constantes que dependen de los valores iniciales xg e vy. Mas
en especifico, evaluando la ecuacion 5.7 en t = 0 y sabiendo 5.10 se obtiene:
Tol2 — Vo Tol1 — Vo
ajypg————"—"" aop = —— (51].)
M1 — 2 H1 — H2
Y con esto obtenemos totalmente la solucién a la ecuacién diferencial:

a(t) = (zopr — vo)e"?* — (zopt2 — vo)eH?! / s (512)

M1 — M2

_ pat _ pat

o(t) = 2 (zoptr — vo)e"! — i (zopz — vo)e / S F()ds  (513)

M1 — p2

Donde:
1 —S —S
P(s) = - [e’“(t ) — 2t )} (5.14)
1

¢(s) = i — (e 79 — pper(=] (5.15)

1= M2

Se puede verificar sin mayor dificultad que z(t) y v(¢) son solucién de 5.6
y por el Teorema de Picard entonces es la tinica solucion.
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5.2. Solucion a la ecuacion diferencial estocasti-

ca

Ser solucién de la ecuacion diferencial 4.6 implica ser solucion de la ecua-
cion integral correspondiente. Por lo tanto, el proceso solucion de la siguiente
ecuacion:

d( ﬁg; ) - ( o _15 ) ( jjg; >dt+d( B(Zt) ) (5.16)

Con B(t) el proceso de Wiener. Entonces el proceso solucién, utilizando
lo visto en la seccién anterior con 1 # ps, es el siguiente:

_ pat _ — uzt
o(t) = (Zop “O)eul _L“;OM? vo)e / b(s)dB(s (5.17)
— pot _ — pat
o(t) = p2(Topin Uo)eul - //Z(l'oﬂz vp)e / 6(s)dB(s (5.18)

Y por lo visto en el capitulo anterior:

(zopn — wo)et2" — (wopy — vo)e?!
M1 — M2

Ez(t) = -0 t—o00 (5.19)

po(Top — vo)er?t — py (zopo — vo)et?*

Eu(t) = M1 — M2

-0 t—o0 (5.20)

Ademas la varianza y covarianza del proceso quedara determinada por
las siguientes integrales:

Var(v /¢ ds  Var(z /¢ ds oov(g;(t),v(t)):/

(5.21)

Se puede obtener una expresién explicita de cada una de esas integrales,
pero prefiero dejar esta referencia y las cuentas para el lector curioso, ya que
poco aporta mas que dolores de cabeza, ya que las integrales quedan de la
siguiente forma:
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[ws)as = - 1) (5:22)
i P*(s)ds = % —g(t) (5.23)
(s)Y(s)ds = h(t) (5.24)

0

Con f(t), g(t), h(t) funciones que tienden a 0 cuando ¢t — +oo. Esto inclu-
so es cierto para el caso iy = g, dejare mas informacion en esta referencia.
Por lo tanto, tenemos en resumen lo siguiente:

z(t) ~ N ((ﬂcom — vg)ert — (xoug — vg)et2! / w >

M1 — M2

v(t) ~ N (M(Iom —vg)er?t — py(wope — vg)et2t / ¢ )
M1 — M2

Y asintoticamente x y v tienden a lo siguiente:

1
x(400) ~ N (0, m)
1
v(+00) ~ N(0, ﬁ)

y ademas lim;—, 1o Cov(z(t),v(t)) = 0 Y en el infinito tienden a ser dos
Gaussianas independientes.

5.3. Propiedades Ergddicas

Consideremos la medida Gaussiana p < N(0,3(w?, B)). Donde hemos
definimos la matriz

1 0
e = |5 L
0 %
Esta medida resulta ser la medida invariante de proceso Gaussiano (z(t), v()).

Ya hemos visto este suceso cuando vimos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
pero veamos con mas detalles en este caso. Hemos definido el semigrupo:

B() (@, y) = By f (), 0())] (5.25)
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Por dualidad podemos introducir el semigrupo dual P}, actuando sobre
las medidas finitas de R? denotadas por M(R?), de la siguiente manera:

P M(R2) — M(R?)

< [, P (v) >=< P(f),v>,Vf e C(R?) y v e M(R?).

Veamos que P;(1) = p y de alli el nombre de medida invariante. En
efecto para toda f continua y acotada se tiene:

< f,Fn>= /

R2

([ £ Corom), o )i ) don, )

Aplicando la convergencia de p; a

= lim ( - < ]R2f(xmyz)pt((xhyl)a($27y2))d$2dyz> ps((3,y3), (71, 91))dz1dys

§—00

=t ([ oo ([ plonn), (oa (). (on ), ) dosde

5§—00

Usando la propiedad de semigrupo:

= lim f($2792)pt+s((9€37y3)7 ($2, ?JZ))d%dyQ =< f,pu>.

§—00 R

Esta ultima igualdad se obtiene usando nuevamente la convergencia p; a
1. Por lo que se obtiene el resultado de que u es la medida invariante.

Lemma 5.1. Si la distribucion de (z(0),v(0)) es la ley p, entonces el proceso
(x(t),v(t)) es estacionario, i.e la ley de (x(t),v(t)) es p para todo t.

Demostracion. En efecto, para f continua se tiene:

E[f(z(t), v(t))] = /R Eay) [f(2(t),v(1))|2(0) = , v(0) = yldu(z, y) =< Pi(f), n >
(5.26)

< [ P =< fop e /R ) y). (5.27)

]
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Para ubicar este desarrollo dentro del Teorema Ergddico, debemos estu-
diar la convergencia cuando t — oo de la funcional

F@=%Af@®w®w&

Supondremos que partimos con la ley invariante u. Esto significa que el pro-
ceso X (t) = (z(t),v(t)) es estacionario. Como consecuencia:

BIFW)] = 1 [ ELfG().0@s =Bl = [ fodutzy).  (6523)

Por otra parte

Var(F(t)) = 2/0 (t — s)Cov(f(0,0), f(z(s),v(s))ds. (5.29)

Para esta igualdad hemos usado la estacionaridad, Fubini y un cambio de
variables. El vector cuatro dimensional (z(0),v(0), z(s),v(s)) es Gaussiano y
centrado con matriz de covarianza A := A(s). Entonces

Cov(£(0,0), f(x(s), v(s)) = E([f(x(o),U(O))—Eu(f)][f(x(é’),v(S))—Eu((éf;)]g)-
Supondremos, sin pérdida de generalidad, y para aligerar la notacion, .que
E,[f] = 0. De esta forma tenemos que

Entonces

tVar(F(t)) < Const||f|? /t(l — ;)p(s)ds — Const||f]? /tp(s)ds < 00.
0 0

(5.33)
Hemos demostrado asi que Var(F(t)) — 0 cuando ¢ — oo. De lo que se
desprende
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Teorema 5.2. (Teorema Ergddico con convergencia en probabilidad)
t [ S [ e =Bl 63
R
Un resultado més fino que es cierto es el siguiente:
Teorema 5.3. (Teorema Ergddico con convergencia casi sequra)
{ [ i S [ epien =Bl 655
R
Por lo tanto como corolario tenemos lo siguiente:

Corolario 5.3.1.

1 ¢ C.S 1 ¢ C.S
—/ z(s)ds =0 —/ v(s)ds = 0 (5.36)
tJo t Jo

1 t 2 C.S 1 1 t 2 C.S 1

Z/o x*(s)ds = 5073 ¥/0 ve(s)ds = 35 (5.37)

69



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Desigualdad de Arcones

Recordemos la funcién generatriz de los polinomios de Hermite

etw—é — = Hk(m)tk
k!

k=0

Observando la serie de la derecha, resulta ser la serie de Maclaurin de la

2
s _ =
funcién e~z . De esta forma

2 dk 2
Hy(z) = em_%h:o =1 y ademés Hy(z) = ﬁem_%h:o.
:)22
Se puede demostrar que Hy(z) = (—1)Fe’T 2—1(6’7). Probémoslo por

induccién. Supongamos la formula vélida para k. Entonces

korl 2 dk d t—ﬁ dk 2
PR— 2 ) =

tx

N LG B G [CE))

k .
dk J I*ﬁ d’ dk tiﬁfﬁ dk_l txfﬁ
:Zo() a7 ) g ) = e =) = R (),
Evaluando la expresion anterior en t = 0 obtenemos

Hy1(z) = xHy(x) — kHy_1(x),

sustituyendo y usando la hipotesis de induccion se obtiene

Hk;+1 = (—1) e 2

dpF (e7=).
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Los polinomios Hj, resultan ser ortogonales en el I.2(o(x)dx), donde ¢ denota
la densidad de la Gaussiana estandar. Ademads su norma en ese espacio es

|| = /R H2(2)p(x)dz = E[HZ(X)] = kL

En la linea de arriba X es una v.a. Gaussiana estandar. Ademas estos
polinomios resultan ser un conjunto ortogonal completo tal que para toda
f € L*(¢(z)dz) el siguiente desarrollo es convergente en norma

fla) = - F0 @), F0) = 5 [ f@H e = GEFCOR(XL

k=0

Observemos que f (0) = E[f(X)]. La funcién generatriz nos sirve para de-
mostrar estas relaciones de ortogonalidad. En efecto

x5 =3 B

k!
k=0

2
Tomando esperanzas y al usar que E[e¥] = e2 tenemos

= B[O

L= !

k=0

Esto implica que E[H(X)] = 0. No olvidemos que Hp(z) = 1. Ademds
si (X,Y) es un vector Gaussiano con coordenadas estandar y correlacion p
tenemos

E[eththzY] _ e%(t§+t§)€p(t1t2)_
Asi despejando obtenemos

142 1,2
E[eth_§t1€t2y_§t2:| — @p(t1t2).

desarrollando la exponencial del lado derecho y usando la definicién de la
funcién generatriz del lado izquierdo se obtiene

2 K B[Hy, (X)Hy, V)]t th SN (ptts)?
ZZ[() Y] :Z(p)‘

)N |
o T ]{1 .kg . =0 q:

[gualando términos en la expansion se obtiene
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E[Hy(X)H)(Y)] = 0 k! p", (6.1)

donde d;; denota la delta de Kronecker. En particular si X =Y entonces
E[Hp(X)H(X)] = 0x k!

ortogonalidad que habiamos afirmado. Podemos ahora utilizar la relacion
(6.1) para obtener la covarianza entre dos funciones no lineales de Gaussianas.
En efecto sean f, g dos funciones de I.*(¢(z)dr) y supongamos sin pérdida
de generalidad que E[f(X)] = E[g(Y)] = 0 para X e Y Gaussianas estandar.
Suponemos que el vector Gaussiano (X,Y") posee correlacién p. Entonces se
tiene

k=1

Cov(f(X),9(Y)) =D > f(ki)g(ka)E[Hy, (X)Hiy (V)] = Y kLf(k)g(k)p"

De esta manera
|Cov(f(X),g(Y))| < pllfl|gl]-

Para obtener esta desigualdad hay que usar la desigualdad de Cauchy—Schwarz
y que

£ =D KL (R).
k=0

Vamos a demostrar la desigualdad de Arcones. Previamente calcularemos los
momentos de los polinomios de Hermite evaluados en un vector Gaussiano
cuatro dimensional. Supondremos ahora que (Xj, X, X3, X4) es un vector
Gaussiano centrado y con matriz de covarianza

1 0 13 Ti4

0 1 17og 19y
13 7923 1 0
14 To4 0 1

A:

Si calculamos su transformada de Laplace obtenemos

1it
st At‘

E[et1X1+t2X2+t3Xs+t4X4] —e

Donde hemos puesto t = (1, ts, 3, t4). Procediendo de la misma manera que
antes obtenemos
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i i i i E[Hy, (X1) Hy, (X2) Hiy (X3) Hy, (Xa) |17 85285715
k1'ko!kslky!
=0 ko=0 k3=0

k4=0

[e.o]

_ Z (ristits + riatits + rostots + rogtaty)?
q! '

(6.2)

q=0
Y ademas la serie del lado derecho es

l1,.02 .03 .14

o
— § § T13r14r23T24tll+l2tl3+l4tl1+l3tl2+l4
111511311 4!

q=0 l1+la+Il3+1l4=¢q 120220304

De aqui se desprende que la esperanza es cero salvo si
(H), h+lo=Fky, I3+ 1y =ko, I +13=Fks, lo + g = ky.
Se ve también que
ky +ky =ks+ ks =q. (6.3)
Si denotamos por
Z(q, k1, ko, ks, ka) = {(l1, 12, l3,14) - 1; > 0y verifica (H)}.

E[H, (X1) Hiy (Xo) Hiy (X3) Hi, (Xa)] T YT
k' ko ksl ky! LN 5N,

Z(q,k1,k2,k3,k4)

Y usando las relaciones (6.3) finalmente obtenemos

I 02,03, .14

IBTYEVIR YA
B[ Hy, (X1) Hy gy (Xo) Hiy (Xs) Hy gy (X)) = (g — R s!(q — kg)! Y —2-E224(6.4)
S [1115!151,!
q,R1,R3

donde hemos definido Z(q, ki,ks) = Z(q,k1,q — ki1, ks, q — k3). Esta igualdad

es la misma que aparece en el libro de Azaiz & Wschebor ”Level sets and

extrema of random processes and fields”, Capitulo 10 pagina 269, solo se ha

cambiado alguna notacion.

Consideremos ahora una funcién de dos variables perteneciente a L2(R?, (1) p(z2)dzids).
Entonces como Hy, (z1)Hy,(x2) es una base ortogonal para ese espacio se tie-

ne

f(@1,22) Z Z Chy gy iy (21) Hory (22),

q=0 k1+ka=q
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donde la serie converge en norma y ademas

1

Chiky = 7 | (@1, 22)0(21)p(22) Hy,y (1) Hyy (22)d1ds,
Fnllea! s

observemos que ¢y = E[f(X1, X2)] donde (X7, X5) es un vector Gaussiano
estandar. Ademaés

AP =" D Gawkilla — k).

q=0 k1+ka=q

Para un vector Gaussiano (X, Xs, X3, X;) como el definido arriba, que-
remos encontrar una cota para la |Cov(f (X1, Xa), f(X3, X4))|. En principio
la desigualdad de Cauchy—Schwarz implica trivialmente

|Cov(f(X1, Xa), f( X3, X0))| < || f]

Miguel Arcones en el articulo: “Limit theorems for non linear functionals
of a stationary sequence of Gaussian vectors” Annals of Probability Vol. 22
No. 4 2242-2274 (1994), precisé esta acotacién. En lo que sigue daremos una
demostracion algo distinta y menos general.

|Cov(f(Xy1, X2), f( X3, X4))|

SZ Z Z |Ck17¢I—klck‘3,q—k3‘|E[Hk‘1(X1>Hq—k1(XQ)Hks(X3>Hq—k3(X4)]|‘

q=1 k1+ka=q k3+ks=q

Arriba hemos usado las relaciones de ortogonalidad. Luego al utilizar (6.4)
se obtiene

I 02,03, .14

> [T rasT
YYD ki gk Chy g | R gk ksl (g—ks)! > W

q=1 k1+ko=q k3+ks=q Z(q,k1,k3)

Podemos ahora acotar

|Chy gt Chsq—tes K1 (g =R )i (q—K3)!] < = (R, g py (Ba!(q—FK1) )+, 4k, (K3l (a—ks)1)?).

DN | —

De esta forma debemos considerar solo uno de los términos de esta suma el
segundo es completamente similar. Esto es

U, 0o, I3, 1s

> Y
> Y ek 3 AT

q=1 k1+k2=q Z(g,k1,k3)
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Sea ¥ = (|ri3] + |r1a| + |r23]| 4 |724]), entonces la expresion de arriba es menor
o igual a

|r13] " [14]"2 [ros]'®|ra |
Z Z Ckl q— kl kl q - kl Z Z llllgl l3'l4' (65)

q=1 k1+ko=q ks+ka=a Z(q k1 k3)

Usemos ahora que l; + I3 = k3 y ademas Il + Iy = ky = q — k3.

Z |ry3|" ros|'3 ~ (|rus] + |ra])"s . Z 7142 roq | (sl + |roq)7 e

l1!l3! N k?3' l2'l4' n (q — ]{?3)'

11+13=k3 lo+la=ky

Entonces (6.5) es

3 (|r13| + |ras])*2 (|r1a| + |roa])9 52
<Y Al -k 3 sl el Rl +ra)

(0 — |
q=1 k1+ko=q ks+ki=q k"?’(q k3)
S Y g alla— k) W<Z > G ala —k))y"
q=1 k1+ka=q q=1 k1+ka=q

Concatenando las desigualdades para cada uno de los términos de la suma
obtenemos

Cov(f(X1,Xa), f(Xs, X)) <> Y e ukallg — k)l =0l fI]>

q=1 k1+ka=q

Esta desigualdad lleva el nombre de desigualdad de Arcones.
Veamos una aplicacion directa. Sea (X (t), Xo(t)) un proceso Gaussiano,
centrado y estacionario. Supongamos ademads que para t fijo

L(X1(t), Xa(t)) = N(0, I2),

donde I, es la matriz identidad. Definamos r;;(t) = E[X;(0)X;(t)]. Al igual
que antes pongamos ¥ (t) = |r11(t)| + |r12(¢)| + 721 (¢)| + |r22(t)|. Aplicaremos
la desigualdad de Arcones al vector (X;(0), X2(0), X1(t), Xa(1)).

Sea f perteneciente a L%(R2, ¢(x1)p(x2)dz1drs) entonces la siguiente
igualdad es inmediata al aplicar la de Arcones

Cov(f(X:1(0), X(0)), f(X1(t), Xo(1)))] < 20(0)]| fI]>.

Supongamos que ¢ € LY(RT) y E[f(X1(t), Xo(t))] = E[f(X1(0), X2(0)))] =
0, entonces si definimos

1 T
-7 /O F(X2(5), Xa(s))ds.
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Var(C(T)) = 7 / / E[f(X,(s), Xa(s)) f (X1 (1), Xo(u))|dsdu
2

Para esta igualdad hemos usado la estacionaridad, Fubini y el cambio de
variable s — u = t. Asi tenemos

(T = w)E[f(X1(0), X2(0)) F (X (), Xa(t))]dt.

TVar(((T)) = / (1~ TEL7(X(0), Xa(0)) F(Xa (1), Xa(t)) et

La funcién dentro de la integral la podemos acotar por

t

(1= Z)ELf (X1(0), X2(0)) f(Xa(8), Xao(D)]] < 20(0)]1f|7

Por otra parte

lim (1_%)E[f(X1(O)>XQ(O))f(X1<t>7X2(t))] = E[f(X1(0), X5(0)) f(X1(t), Xa(1))].

T—o0

Por consiguiente el Teorema de la Convergencia Dominada permite concluir

T—o0

ltm TVar(((T)) = 2 / T RLF(X0(0), Xa(0)) F(X (1), Xolt) )t

Para la aplicacién a nuestro proceso recordemos que para t fijo X (t) y X'(t)
son independientes, pero no tienen varianza uno. Si ¢?, i = 1,2 son las res-
pectivas varianzas escribamos

C(T):%/O f(le(lj(ls),UQX2(S))ds:l/o f(Xl_(S)’XQ_(S))dS.

g9 T 01 02

Hemos puesto f (1, 22) = f(0121, 095). Podemos aplicar Arcones y obtener

Jim TVar(¢(T)) =2 /0 b E[ f(X:T(lO), Xz(zo) )f ij(ls), Xff;) )]dt.
Pero
gL Xel0)y 5 X0l8) Xal8)y gy, 0), X,(0)) £(X0 (1), Xal))].
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6.2. Sobre semigrupos y generadores infinite-
simales

Denotemos por C(R™) el espacio de las funciones continuas de R" — R,
provisto de la norma supremo. Consideremos P, un semigrupo de Markov
definido en ese espacio. También sea A su generador infinitesimal y denotemos
por D(A) su dominio. Definiremos el resolvente del semigrupo G,, al operador

Galf) () = / e By () ()t

Para darle sentido a la integral podemos considerar la funcién v : R x R¢ —
R definida por u(t,z) = P(f)(z). Esta funcién es continua asi que existe la
integral

/ et 2)dt = Gol(f)(x).
0
Ademas, asi es inmediato demostrar que G, es un operador acotado y que

1
1Gall < —~.
(0%

Veamos una propiedad importante de este operador. Consideremos f € D(A)

lim - e—at PtJrhf(x) _ Ptf(x)
h—0 0 h

dt = /Oo e P(Af)(x)dt = /OO ey (t, x)dt
0 0

Integrando por partes se obtiene que esta integral es igual a

—u(0,z) + a/ e “u(t,x)dt = —f(x) + oz/ e " P,(f)(z)dt.
0 0
De aqui se ve que

Ga((A—al)f)(z) = — f(x). (6.6)

Veamos el reciproco. En primer lugar consideremos

Pu(Galf))(@) = Ga(Pu(f))() = / et B(P(f)) (w)dt — / et B () (2)dt

:/ e =P (f)(z)dt = eo‘s/ e ™ P,(f)(x)dt = .
Consideremos ahora

PoGalf))(@) = Galf)(@) _ €™ —1 / "B ()t - / e B(f) ()

S S

77



Tomando limite cuando s — 0 obtenemos

i PGl @) = Gal)(@)

t—0 t

A(Ga(f)) = = aGa(f)(x) - f(2).

De aqui se desprende que G,(f) € D(A)

(A —al)(Ga(f)) = —f().

Esto implica que Im G, C D(A). Sea «, una sucesién que tiende a cero y
definamos tGan y sabemos que Uy G, C D(A). Consideremos f € C(R")

Lo (H@) = i/ooo e_;ntPt(f)(:v)dt:/Oooe_tPant(f)(:v)dt—)f(a:).

Qp  on Oy

Esto demuestra que U°,G,, = C(R"). Por lo tanto D(A) = C(R"). Y de
aqui

Go=—(a— A"

Ahora enunciaremos el teorema de unicidad para la transformada de Laplace.
Recordemos la definicion de la transformada de w una funciéon continua y
acotada u : Rt — R.

(o) = /0 ettt

Teorema 6.1. Sean uy; y us dos funciones acotadas y continuas. Si las
transformadas de Laplace de esas funciones uy(a) y Us(a) coinciden para
un o > ag > 0. Entonces ui(t) = us(t).

Este teorema se aplica a las funciones ui(t,x) = Py(f)(x) y us(t,z) =
Q:(f)(x) con generadores A y B respectivamente. Suponemos que

(@ =A)7(f) = (= B)"'(f),
esto implica

/ e_o‘tul(t,x)dt:/ e “uy(t, x)dt,
0 0

entonces por el teorema de unicidad se tiene u(t,z) = us(t,x) para todo
t >0y todo x € R", luego P; = Q.
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