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Resumen

En una red en la que los enlaces estdn sujetos a fallas aleatorias e independientes la
confiabilidad mide la probabilidad de que el conjunto de nodos terminales esté conec-
tado por enlaces operativos. El pardmetro de confiabilidad didmetro acotada extiende
el concepto de confiabilidad clésica, estableciendo restricciones en el largo de los cami-
nos que comunican a los nodos terminales dos a dos. En general el célculo exacto de
la confiabilidad didmetro acotada tiene complejidad NP-Hard. En estos casos se recurre
a aproximaciones basadas en la simulacién Monte Carlo. En el contexto de redes alta-
mente confiables técnicas tradicionales como el método Monte Carlo Crudo no logran
un buen desempenio en la estimacion de la medida de confiabilidad didmetro acotada.
Una alternativa es aplicar métodos de reduccién de varianza que mejoran la precisién
de las estimaciones respecto al método Monte Carlo Crudo. En este trabajo se propo-
ne la comparacion de dos modelos de reducciéon de varianza aplicados al cédlculo de la
confiabilidad diametro acotada considerando dos nodos terminales: Muestreo por Im-
portancia y Método Recursivo de Reduccién de Varianza. Para el método de Muestreo
por Importancia se consideran dos estrategias de seleccién de conjuntos de corte y un
algoritmo de eliminacién de aristas irrelevantes. Para el Método Recursivo de Reduccion
de Varianza se requiere también un algoritmo de seleccién de conjuntos de corte. Se
presentan ejempos numéricos en los que se verifica la mejora en la performance global
respecto al Monte Carlo Crudo y se comparan las caracteristicas y el desempeno de los
métodos propuestos.



Capitulo 1

Introduccion

La confiabilidad de una red es una medida que indica la probabilidad de éxito en la
conexiéon de un conjunto de nodos de interés. Es aplicable a diferentes ambitos, desde el
diseno de carreteras hasta los sistemas eléctricos. En telecomunicaciones es relevante ya
que permite evaluar la permanencia del servicio de la red cuando las lineas o los termi-
nales estdn sujetos a fallas. En el caso por ejemplo de las video conferencias se agrega
una complejidad extra porque la conexién depende de los rezagos.

Se define la confiabilidad de una red como la probabilidad de que se encuentre operativa;
decimos que la red esta operativa cuando un conjunto de nodos de interés denominados
nodos objetivo se encuentran comunicados a través de enlaces operativos. Una generali-
zacion de esta medida es la confiabilidad didmetro acotada en la que los nodos objetivo
deben estar conectados dos a dos por caminos de largo no mayor a un cierto valor dado [1].

En el modelo tedérico empleado para el cdlculo de la confiabilidad la red es represen-
tada mediante un grafo no dirigido G = (V, E) donde V' = {v1,v9,...,v,} es el conjunto
de nodos y FE = {e1, ea, ...,en} el de aristas. El abordaje del cdlculo de la confiabilidad
admite diferentes alternativas respecto al funcionamiento de enlaces y nodos: en el mo-
delo arista confiabilidad se asume que los nodos son perfectos y las aristas fallan con una
probabilidad dada, en nodo confiabilidad las aristas son perfectas y los nodos fallan con
una probabilidad dada y en nodo-arista confiabilidad fallan tanto nodos como aristas. En
el presente trabajo se considera el modelo arista confiabilidad y se representa el estado
de las aristas mediante variables aleatorias binarias. En relacién a los nodos objetivo se
distinguen tres clases: el caso general K terminal con K C V', s-t terminal con K = {s, ¢},
s,t € V y All terminal con K = V. Se denomina Rx(G) a la confiabilidad en su versién
clasica y Ux(G) = 1 — Rk (G) a la anticonfiabilidad definida como la probabilidad de
falla de la red. La confiabilidad con cota de didmetro D la denominamos Ry (G, D) y la
anticonfiabilidad diametro acotada Uk (G, D) =1 — Rk (G, D).



El célculo exacto de la confiabilidad tiene complejidad exponencial en el niimero de
aristas con lo cual se vuelve impractico en redes de gran porte [2]. En estos casos se re-
curre a aproximaciones basadas en la simulacion Monte Carlo. La formulacién estandar
del método Monte Carlo, también denominada Monte Carlo Crudo, aplicada al calculo
de la confiabilidad consiste en la generacién aleatoria de replicaciones independientes
del grafo y la contabilizacién de aquellas que corresponden a estados operativos de la
red. Este abordaje es inapropiado para el caso de redes altamente confiables ya que
se requiere un tamano de muestra elevado para obtener una precisién aceptable. Una
mejor aproximacién para este tipo de problemas donde se desea evaluar la ocurrencia
de un evento raro, en este caso la falla de la red, es a través de métodos de reduccion
de varianza. Estos métodos logran reducir la varianza respecto a Monte Carlo Crudo
empleando técnicas de muestreo maés sofisticadas. Existen diversas técnicas de reduccién
de varianza, algunas son de alcance general como el Muestreo por Importancia [3] y
otras estan disenadas especificamente para la confiabilidad de redes como la Reduccién
Recursiva de la Varianza [4].

En el Muestreo por Importancia se genera una muestra de estados de la red a partir
de una nueva distribucion en la que se le asigna mayor probabilidad a la falla de la red.
Los resultados obtenidos se corrigen multiplicando por el cociente de verosimilitudes de
modo que el estimador sea insesgado. En este documento se presenta una formulacion
basada en el Muestreo por Importancia adaptada a la estimacion de la confiabilidad
diametro acotada en el caso s — ¢ terminal. En el modelo aplicado, el muestreo es se-
cuencial y la probabilidad de falla de una arista depende del estado de las aristas ya
sorteadas. Se establece un esquema tedrico de muestreo de varianza cero bajo el cual
el sistema siempre falla. No se aplica la version exacta del esquema ya que la nueva
distribucién depende del parametro a estimar. En el modelo implementado se aproxima
dicho valor con la probabilidad maxima de un corte minimal de la red.

Si se consideran restricciones en el largo de los caminos la identificacién del conjun-
to de corte de maxima probabilidad deja de ser un problema de tiempo de cémputo
polinomial [5]. Como aproximacién se plantean dos alternativas de seleccién de conjun-
tos de corte para el problema de didmetro confiabilidad. Una alternativa es un algoritmo
de aproximacion al Primal Dual del problema de Flujo Maximo y Corte Minimo y otra
la seleccién de conjuntos de corte triviales.

El método Recursivo de Reduccién de Varianza RVR segin su sigla en inglés (Recursive
Variance Reduction) consiste en el muestreo aplicado sobre una particién del espacio de
estados de la red. Se establece la recursion de forma tal de estimar la anticonfiabilidad
en grafos mas pequenos cuyo estado es deterministico. En la formulacién presentada en
este trabajo la técnica de muestreo considerada es el muestreo multinomial y el criterio
de seleccién del conjunto de corte requerido para definir la particién es el algoritmo de
aproximacion al problema de Flujo Maximo y Corte Minimo.



En este trabajo se aplican los métodos Muestreo por Importancia y RVR para estimar
la confiabilidad didmetro acotada en el caso s —t terminal en redes altamente confiable.
Los métodos son comparados entre si y se evalia la mejora de su eficiencia respecto al
método Monte Carlo Crudo. En los resultados numéricos se verifica un mejor desempeno
de los métodos Muestreo por Importancia y RVR respecto a Monte Carlo Crudo aunque
no alcanzan la estabilidad con los tamanos de muestra considerados.

Este documento estéd estructurado de la siguiente forma, en el Capitulo 2 se presentan:
el concepto clasico de confiabilidad, el de didmetro confiabilidad, métodos de célculo
exacto de la confiabilidad y métodos aproximados. En el Capitulo 3 se presenta un esti-
mador basado en el Muestreo por Importancia y uno basado en el método Recursivo de
Reduccién de Varianza aplicados al calculo de la anticonfiabilidad con cota de didmetro.
FEn el Capitulo 4 se presentan los resultados numéricos para los métodos AZVIS y RVR
y se evalua la precision a partir del error real y la robustez a partir de la funcién de
cobertura. Por ultimo se presentan las conclusiones.

1.1. Notaciéon general

» G = (V,E): Grafo no dirigido.

» V ={vy,...,u,}: Conjunto de nodos de G.

» F={ey,...,en}: Conjunto de enlaces de G.

= K: Conjunto de nodos objetivo, terminales de la red.
= Dg: Didmetro del grafo G.

= m y n: Numero de aristas y nodos respectivamente

» $(X): Funcién de estructura, ®(X) = 0 si la red estd operativa y ®(X) = 1 en
caso contrario.

» Ri(G): Confiabilidad de G.



Uk (G) =1 — Rg(G) Anticonfiabilidad de G.

Rk (G, D): D-Confiabilidad de G.

Uk(G,D) =1—- Rg(G, D): D-anticonfiabilidad de G.

Uk (G, D): Estimacién de Uk (G, D).

N: Tamano de muestra.

X = (X1, ..., Xin): Vector aleatorio de estados de E.

x = (Z1,...,Tm): Vector de estados observados de E.

p; = P(X; = 1): Probabilidad de que la arista i esté operativa.
gi =1 —p; = P(X; = 0): Probabilidad de que la arista 7 falle.

L(X): Cociente de verosimilitudes.

Ui(x1,...,xi—1, D): Anticonfiabilidad didmetro acotada de G condicionada al estado
de las aristas {e1, ..., €;—1}.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Confiabilidad de redes

2.1.1. Medida clasica de confiabilidad

Una red de comunicacién puede ser modelada a través de un grafo simple no dirigido
G = (V,E) con V = {v,v2,...,u,} un conjunto de nodos y E = {e1, g, ...,y } un con-
junto de aristas. Existen diferentes modelos probabilisticos desarrollados para el estudio
de la confiabilidad de una red, dependiendo de los componentes a los que se les asigna
aleatoriedad de funcionamiento:

= Arista confiabilidad: Se asumen nodos perfectos y aristas sujetas a fallas con una
cierta probabilidad dada.

= Nodo confiabilidad: Se asumen aristas perfectas y nodos sujetos a fallas con una
cierta probabilidad dada.

= Nodo-Arista confiabilidad: Se asume que tanto nodos como aristas estan sujetos a
fallas con una cierta probabilidad dada.

En el presente trabajo se considera el modelo de arista confiabilidad. Sea G =
(V,E) un grafo simple no dirigido con V' = {wvy,vs,...,v,} un conjunto de nodos y
E ={ey,e2,...,emn} un conjunto de aristas o enlaces, se define a la confiabilidad Rx(G)
como la probabilidad de que un subconjunto K C V', llamado conjunto de nodos objetivo,
estén conectados entre si luego de remover las aristas que fallan. Se denomina anticonfia-
bilidad Uk (G) a la probabilidad de falla de la red y se expresa como Uk (G) = 1— Rk (G).



La medida mas general es la K-confiabilidad en la que el conjunto de nodos objeti-
vo K C V. Existen dos casos particulares dependiendo de la conformacién de K, la
confiabilidad s-t terminal y la confiabilidad All terminal con K = V.

Definicién 1. Confiabilidad s-t terminal: Dado G = (V, E) y {s,t} € V la confiabili-
dad s —t terminal Rs¢(G) se define como la probabilidad de que los nodos s y t estén
conectados luego de remover los enlaces que fallan.

Definicién 2. Confiabilidad All terminal: Dado G = (V, E), la confiabilidad All terminal
Ry (G) se define como la probabilidad de que todos los nodos de V' estén comunicados
entre st, luego de remover los enlaces que fallan.

Se representa una configuracién de la red a través de un vector de estado de las aris-
tas X = (X4,..., X;n). Cada elemento del vector es una variable aleatoria binaria X; que
vale 1 si la arista ¢ se encuentra operativa y 0 en caso contrario. {2 es el conjunto espa-
cio de todas las configuraciones de GG, y dado que cada arista tiene dos estados posibles
2 ={0,1}"y |£2| = 2™. Las aristas de G para el modelo considerado son independientes
y tienen asociada una probabilidad de falla definida de la siguiente forma:

P(X;=1)=p;
PXi=0)=1-pi=q

Px=z)= [ » [I @

i/xi=1 i/x;=0

Para representar matematicamente si una red se encuentra operativa se utiliza la funcién
de estructura ®() que se aplica sobre una configuracién del grafo. Segun la expresion
tradicional, la funcién ®(X) vale 1 si el grafo inducido por X estd operativo y 0 en caso
contrario. El grafo inducido por X es aquel que resulta de remover las aristas en estado
de falla. Para simplificar la notacion, en este documento se emplea la expresién opuesta
de la funcién de estructura, ®(X) = 0 corresponde a un estado operativo de la red y
®(X) = 1 a un estado de falla. Esta simplificacién obedece a que en este trabajo se
considera el caso particular de redes altamente confiables y por lo tanto se formulan los
métodos en términos de Ux (G, D) en lugar de Rk (G, D).

1, si el grafo inducido por X no esta operativo
= d(X) =

0, en caso contrario

Una funcién de estructura ®(X) es una funciéon monétona cuando verifica las siguientes
condiciones:



1. ®(X)(0,0,...,0) =1
2. &(X)(1,1,..,1) =0

3. 0(X)<p(Y)si X >Y

Con X = (X1, Xs,...,X;n) e Y =(Y1,Ys,...,Y,,). Decimos que X <Y siVi € {1,2,...m}
X; <Y,y3die{l,..,m} tal que X; <Y;. En general la funcién de estructura no cumple
con las condiciones de monotonia en los modelos de nodo-confiabilidad mientras que si lo
hace en los modelos de arista confiabilidad. En la nodo confiabilidad no es cierto que
todo superconjunto de un estado operacional de la red es un estado operacional de la
red. Dado G = (V,E) y S C V, S es un estado operacional si el grafo inducido por
S es conexo. En el grafo G = (V, E) con V = {v1,va,v3,04} y E = {(v1,v2), (v1,v3)}
S1 = {v1,v2} es un estado operacional y Sa = {v1,v2,v4} no lo es.

V4 V4
o) °

V2 -\'/o V3 V2 \'/o (OR}
U1 U1

Figura 2.1: Estado operativo y no operativo de G' en nodo confiabilidad

La confiabilidad de una red puede definirse en términos de la funcién de estructura
como su valor esperado.

Uk(G)=1- Re(Q) = Ep(X)] = Y o)X =] (21)
ze{0,1}™

Ejemplo 1. Sea G1 = (V, E) el grafo de la Figura 2.2 con E = {e1,ea,e3,€e4,€5} y
K = {s,t}, el vector de estado = = [1,0,0,1,0] corresponde a un estado operativo de la
red mientras que x = [1,0,0,0, 1] corresponde a un estado no operativo. En la Figura 2.2
se representa con una linea continua a las aristas que funcionan y con una linea punteada
las que fallan.

€1 €4 €1 €4
| | RES
S 1 es t se 1 €3 et

N -

~ | -
ex~4es €2~ 67es

Figura 2.2: Estado operativo y no operativo de G en arista confiabilidad



Una forma alternativa de expresar Ry (G) es en términos de conjuntos camino o
pathsets y conjuntos de corte o cutsets.

Definicién 3. Pathset: Sea G = (V, E), un pathset es un subconjunto de E tal que si
todas las aristas en P estan operativas la red se encuentra en estado operativo. Decimos
que P es un minpath si ningun subconjunto propio de P es un pathset.

Propiedad 1. Propiedad de Coherencia: todo superconjunto de un pathset es un pathset.

La propiedad de coherencia indica que para identificar los pathsets es suficiente con
determinar los minpaths.

Ejemplo 2. Sea Go = (V, E) el grafo representado en la Figura 2.3 con E = {e1, ez, €3,¢€4,€5}

y {s,t} los nodos objetivo. El conjunto P, = {e1,e4} es un minpath de G. Los nodos ob-
jetivo {s,t} se comunican si las aristas {e1,e4} estan operativas, esto significa que toda
configuracion del espacio de estados con las aristas ey y eq operativas corresponderd a
un estado operativo de la red sin importar el estado del resto de las aristas. También son
minpaths Py = {e2,e5} y P3 = {es}.

Figura 2.3: minpath de G

Para el caso en que las confiabilidades elementales son iguales para todas las aristas,
es decir, p; = p Vi € {1,...,m}, es posible expresar Rx(G) en términos de p. Esta
formulacién requiere conocer los pathsets que conectan a los nodos objetivo. Sea N; el
numero de pathsets de ¢ aristas, la expresion polinomial de la confiabilidad es la siguiente:

Ri(G,p) =) Np'(1—p)™" (2.2)
i=1

Seay ={P,..., PM} el conjunto de todos los minpaths de un grafo G que comunican
al conjunto K de nodos objetivo. El grafo G se encuentra operativo si para algin F;
i =1,..,|y| todos los enlaces funcionan. Sea P¥ el evento donde todas las aristas de P;
estan operativas.

1]
Rk (G) =P J PP (2.3)
i=1
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La dificultad en este caso reside en identificar el conjunto de todos los minpaths que
comunican a los nodos objetivo del grafo y calcular la probabilidad de la unién de los
eventos PF.

Ejemplo 3. Sea G2 = (V, E) el grafo del ejemplo 2 y P|X; = 1] =p Vi € {1,...,|E|}.
El conjunto de minpath ~y estd formado por: v = {(e3), (e1,e4), (€2,€5)} vy Rx(G) =
p+p*(1—p) +20°(1 = p)* +p*(1 —p)*.

Definicién 4. Cutset: Sea G = (V, E) decimos que C C E es un cutset de G si el grafo
resultante de remover todas las aristas de C no es conexo. Si ningun subconjunto propio
de C' es un cutset entonces C es un mincut.

Ejemplo 4. Sea G = (V,E) el grafo en la Figura 2.4 entonces el conjunto C; =
{e1,e2,e3} es un mincut de G. Todas las configuraciones del espacio de estados en los que
las aristas {e1,ea,es} fallan corresponden a estados no operativos de la red sin impor-
tar lo que suceda con el resto de las aristas. También son conjuntos de corte minimales
Cy = {es,eq,e5} y C3 = {er,e3,e5} y Cy = {ea,e3,e4}. La arista es estd incluida en
todos los mincuts, ya que si estd operativa el grafo también lo estard.

Figura 2.4: mincut de G

Sea ¢ = {C4, ..., C)¢|} el conjunto de todos los mincuts de un grafo G que interrumpen
la conexién del conjunto K de nodos objetivo. El grafo G se encuentra no operativo si
para al menos uno de los mincuts C; todos los enlaces fallan. Sea CZE el evento donde
todas las aristas de Cj fallan, entonces:

I<]
Uk(G) = P[|  CF]
=1

Anélogamente a lo que sucede con los pathsets, es posible expresar Ry (G) en términos
de los cutsets. El cédlculo implica identificar el conjunto de cutsets de G y calcular la
probabilidad de la unién de los eventos CZE .

Para el caso en que las confiabilidades elementales p; son iguales para todas las aristas,
existe una expresion polinomial para Ri(G). Sea N; cantidad de cutsets con i aristas,

Ri(G,p) = 1—-Uk(G,p) =1->Y  Nip™ (1 —p)’ (2.4)
=1



Ejemplo 5. Sea G = (V, E) el grafo de la Figura 2.4 y P X; = 1] =p Vi € {1,...,|E|}
el conjunto ¢ de todos los mincut de G es

¢ = {(e1,e2,e3), (e3,e4,¢5), (e1,e3,¢e5), (€2, e3,e4)}. Por lo tanto: Ux(G) = (1 — p)? +
3(1—p)*p® +2(1 - p)'p.

En la implementacién de métodos de calculo de la confiabilidad se consideran ope-
raciones sobre el grafo que permiten reducir los tiempos de computo. A continuaciéon
presentamos la eliminacién y contraccion de aristas, la reduccion en serie y la reduccién
en paralelo.

Definicién 5. Eliminacion de aristas: Dado G = (V, E), la eliminacion de una arista
e € E consiste en removerla del grafo original obteniendo un nuevo grafo (G —e) =
(V,E — e). Las aristas de un grafo pueden ser relevantes o irrelevantes para conectar
a los nodos objetivo, la eliminacion de una arista irrelevante no altera el cdlculo de la

confiabilidad del grafo.

€2 €4

615€3t

Figura 2.5: Eliminacién de una arista

Definicién 6. Aristas irrelevantes: Dado G = (V, E), decimos que una arista e € E es
wrrelevante si no pertenece a ningun pathset que conecte a los nodos objetivo.

En la Figura 2.5, la arista e; es irrelevante ya que no pertenece a un pathset que
conecte a los nodos objetivo {s,t} y al eliminarla se obtiene un grafo equivalente al
original en términos de la confiabilidad. No sucede lo mismo con la arista es.

Definicién 7. Contraccion de aristas: Dado G = (V, E), la contraccion de la arista
e = {uwv} € E consiste en la eliminacion de la arista e y la fusion de sus nodos adyacentes
u y v. Sea w el nodo que resulta de la fusion de u y v, las aristas incidentes a v y a
v salvo e son incidentes a w. La confiabilidad del grafo G * e resultante de contraer la
arista e se relaciona con el grafo G de la siguiente manera Ri(G) = Rg/(Gx*e).p. donde
K’ el conjunto de nodos objetivo luego de la contraccién de aristas.

10



T t x t
e
U v
Yy z Y z

Figura 2.6: Contraccién de la arista e

Definicién 8. Reduccion en serie: Sea G = (V, E), dos aristas ey y ea € E estan en serie
st son adyacentes y el nodo que comparten es de grado 2 y no pertenece a K. La reduccion
en serie consiste en sustituir las aristas e; = uv y e = vw con P(Xe;, = 1) =p1 y
P(Xe, = 1) = p2 por una tnica arista ¢ = uw con P(Xy = 1) = p1 - pa. Con este ajuste
en las probabilidades elementales no se altera el cdlculo de la confiabilidad global.

€1 ) e
U v U

Figura 2.7: Reduccidn en serie de las aristas {e1, es}

Definicién 9. Reduccion en paralelo: Sea G = (V, E), dos aristas e; y es estin en
paralelo si tienen los mismos extremos. La reduccion en paralelo en el ejemplo de la
Figura 2.8 consiste en sustitwir las aristas e; = uv y e = uv por una unica arista
¢ =wv. Si P(Xe, =1) =p1 y P(Xe, = 1) = p2 entonces P(Xe = 1) = p1 +p2 —p1 - pa.
Con este ajuste en las probabilidades elementales no se altera el calculo de la confiabilidad
global.

€2
N ¢
o————O
u v u v
€1

Figura 2.8: Reduccién en paralelo de las aristas e; y es

Dada su importancia en la simplificacién de la topologia de los grafos se desarrollan
algoritmos para detectar aristas irrelevantes y reducir grafos. Algunos métodos de calculo
exacto como el método de Factorizacién y métodos aproximados como el de Reduccion
Recursiva de la Varianza se basan en este tipo de operaciones.
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2.1.2. Confiabilidad didmetro acotada

El concepto de “didmetro confiabilidad” fue introducido por Petingi y Rodriguez [1].
La didmetro confiabilidad extiende la medida clasica de confiabilidad considerando como
parametro el largo méximo aceptado para los caminos que conectan dos a dos a los
nodos objetivo. En el modelo matematico la red es representada por un grafo no dirigido
G = (V, E) donde los nodos son perfectos y los enlaces fallan con una cierta probabilidad
dada. Las definiciones formales de didmetro y didmetro confiabilidad son las siguientes:

Definicién 10. Didmetro de G: Dado G = (V,E), con K C V el conjunto de nodos
objetivo se define el Didmetro de G Dk (G) como la mdxima distancia entre cualquier
par de nodos de K.

Definicién 11. Confiabilidad didmetro acotada: Dado G = (V, E), se define a la con-
fiabilidad didmetro acotada Ry (G, D) como la probabilidad de que todo par de modos
objetivos en K estén comunicados exitosamente entre si por al menos un camino de
largo menor o igual a D luego de remover las aristas que fallan.

Noétese que la medida clasica de la confiabilidad es un caso particular de la confiabili-
dad didmetro acotada, Rx(G) = Rk (G, D) con D = |V|— 1. La medida de anticonfiabi-
lidad didmetro acotada Uk (G, D) representa la probabilidad de falla de la red cuando los
caminos que comunican dos a dos a los nodos de K tienen como largo maximo admitido

D.

Ux(G,D) =1- Ri(G,D)

La didmetro confiabilidad admite la misma clasificacién que la version clasica res-
pecto al conjunto de nodos objetivo; podemos hablar de confiabilidad didmetro aco-
tada K-terminal Ry (G, D), confiabilidad didmetro acotada s-t terminal Ry (G, D) con
K = {s,t} y confiabilidad didmetro acotada All-terminal Ry (G, D) con K = V.

Definicion 12. En términos de la didmetro confiabilidad la red estd operativa si los
nodos terminales estan conectados dos a dos por caminos de largo menor o igual a D.
El camino resultante que conecta a todas los nodos terminales es un D-pathset. Decimos
que un D-pathset es un D-minpath si eliminando cualquier componente deja de ser un
D-pathset.

Definicién 13. D-cutset: Sea G = (V,E) decimos que C C E es un D-cutset de G
si en el grafo resultante de remover todas las aristas de C' no existen pathsets de largo
menor o igual a D que conecten a los nodos de K. Si quitando cualquier elemento de C
el conjunto deja de ser un D-cutset entonces C' es un D-mincut.

Ejemplo 6. Los D-minpath P;(D) y D-mincut C;(D) del grafo G de la Figura 2.9 son:
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s Para D =1 Pi(D) = {es} C1(D) = {es}

s Para D 2 2 Pl(D> = {63}, PQ(D) = {61,64}, Pg(D)

= {e2,e5}, C1(D) =
{e1,ea2,e3}, Ca(D) = {es,eq,e5}, C3(D) = {e1,e3,e5}, Ca(D) =

{e2,e3,€4}

La confiabilidad clédsica es equivalente a la D-confiabilidad con D = |V|—1, en el
ejemplo 6 los D-minpath y D-mincut para D > 2 coinciden con los de la confiabilidad
clasica porque no existen pathsets de largo mayor a 2 que comuniquen a s y t.

Figura 2.9: Grafo G con K = {s,t}

En el modelo clasico de arista confiabilidad es posible realizar operaciones sobre G
obteniendo un grafo equivalente. Los conceptos sobre operaciones de simplificacion de
grafos para el modelo cldsico de confiabilidad no se extienden de manera completa al
modelo de didmetro confiabilidad. La eliminacién de aristas irrelevantes y la reduccion
en paralelo no implican modificaciones en el largo de los caminos y por lo tanto pueden
aplicarse de la misma forma que en el modelo clasico con la tnica salvedad que serdn
aristas irrelevantes aquellas que no pertenezcan a ninglin camino que conecte a algin
par de nodos objetivo de largo menor o igual a D.

La contraccién y la reduccién en serie alteran el largo de los caminos y como consecuen-
cia también la medida de diametro confiabilidad del grafo. Existen algunas alternativas
respecto a la fusién de aristas en el modelo de didmetro confiabilidad que presentamos
a continuacién:

Definicion 14. Aristas incidentes a un terminal: si todas las aristas incidentes a un
nodo terminal estdn operativas se contraen todas y se evalia la confiabilidad con un
nuevo didmetro D' = D — 1.

Definicidon 15. Reduccion path-terminal: Se aplica en el modelo s —t terminal e implica
la modificacion de los nodos objetivo. Consiste en una reduccion en serie de un camino
© que verifica las siguientes condiciones:

1. Uno de los nodos extremos es un nodo terminal s de grado 1
2. El camino conecta al nodo s con un nodo v

13



3. Los nodos intermedios del camino son de grado 2, grado(u;) =2 i =1,...,|¢|.

Sea p = {(s,u1), (u1,u2), ..., (U4|—1,v)} un camino entre s y v entonces:
Rs1(G,D) = Ryt (G',|D — ¢ = 1) [[ e, e con
G = (V - {S,’Lbl, -"7u|tp|}>E - (70)

2.2. Meétodos de calculo exacto

La complejidad del cdlculo exacto de Ry (G) depende del tamafio de la red consi-
derada, el tiempo de computo es mayor en redes de gran porte. Es posible reducir el
tiempo de cémputo para evaluar Ri(G) y Rk (G, D) si se consideran operaciones como
la eliminacién de aristas irrelevantes, reducciones en serie y en paralelo a partir de las
cuales se obtiene un grafo de menor tamano y equivalente en términos de confiabilidad.

El cémputo de la K-confiabilidad Rx (G) en el caso general es un problema NP-Hard [6],
esto también se verifica para el caso de la confiabilidad s-t terminal R,:(G) [7] v la
confiabilidad All terminal Ry (G) [8].

La didmetro confiabilidad segun fue demostrado por Cancela y Petingi [2] puede ser
determinada en tiempo polinomial en el caso s-t terminal si D = 2 mientras que para
D > 3 el problema es NP-Hard. Este resultado se extiende para cualquier ntmero fijo
de nodos objetivo [2].

En algunas topologias especificas el cédlculo exacto es trivial, un ejemplo es el de una
red con al menos uno de los nodos objetivo aislado. Para algunas clases de grafos exis-
ten algoritmos de célculo eficientes para el célculo de la confiabilidad clésica. Este es el
caso del Grafo Completo cuando las probabilidades elementales son idénticas. Sea K, el
Grafo Completo con p. = p V e € E se presenta una féormula de calculo recursivo para
R.+(G), Rv(G) y Rk (G). Esta formulacién no es vélida para el calculo de la didmetro
confiabilidad.

Figura 2.10: Grafo Completo K,,—4

Caso All terminal: Sea A,, = Ry (K,,) entonces:
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n—1
A, =1-— Z C;?:ll quj(n—j)
j=1

Caso s-t terminal: Sea B,, = Rs_;(K,,) entonces:

n—1
B, = Z 057:22 A/ )
j=2

Caso K terminal: Sea S,, = Rx(K,) entonces:

n—1
ij=k

Ademids de las férmulas para grafos particulares, existen métodos generales de calcu-
lo de la confiabilidad. En las Secciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3 se presentan tres métodos
de célculo exacto que a diferencia de la formulacién anterior son aplicables a todas las
topologias de red.

2.2.1. Método de Enumeracion Completa

El método de Enumeracion Completa de los estados, también denominado método
de Fuerza Bruta es el método mas elemental de calculo de confiabilidades. Consiste en
la enumeracién de todos los estados posibles de G, y la suma de la probabilidad de
ocurrencia de aquellos que corresponden a un estado operativo global de la red. Esto es
equivalente a calcular la probabilidad de todos los posibles pathsets. La formulacién es
aplicable tanto para Ri(G) como para Rk (G, D). Sea X = (X1, ..., X,,) el vector de
estado de las aristas de G, para el célculo de Ry (G) se requiere:

= Enumerar todos los posibles X en € el espacio de estados de G
= Calcular Y-, cq (2= P(X = 2)

Ejemplo 7. Sea G = (V, E) el grafo de la Figura 2.11 con E = {ej,e2,e3}, K = {s,t}
y P(X; = 1) = p, el espacio de vectores de estado Q estd compuesto por:
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Las primeras cinco columnas corresponden a estados operativos de la red. Sumando las
probabilidades de dichos estados se obtiene Rs(G) = p® + 3p*(1 — p) + p(1 — p)*.

€1 €2

€3

Figura 2.11: Grafo G con K = {s,t}

2.2.2. Meétodo de Inclusion Exclusion

El método de Inclusion Exclusion consiste en expresar R (G) como la probabilidad
de que al menos uno de los minpaths de G se encuentre operativo, esta probabilidad se
calcula como la unién de eventos no disjuntos. La formulaciéon del método es analoga
para calcular R (G, D).

Sean {P,..., Py} el conjunto de minpaths de G, E; el evento todas las aristas de P;
estdn operativas y P(FE;) la probabilidad del evento E; podemos expresar Rx(G) como
la probabilidad de que al menos un evento E; ocurra, con ¢ = 1,...,h. Dado que los
eventos E; no son disjuntos entonces:

h

Ri(G) =) (-1)/*' > P(E)

i=1 I1C{1,.0h}1]=j

con By = c; Bi

Para obtener esta férmula se considera la expresion de célculo de la probabilidad de
la unién de eventos no disjuntos.

h h
Ri(G)=P(| JE;) =) P(E) - _ P(EE;)+ ..+ (-1)""'P(E\E,...Ey)
hi:l i=1 i<j (2.5)
=> (-1 Y P(E))
j=1 IC{1,....h}1|=]
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El desempeno del método de Inclusion Exclusion mejora si se considera el signo de
la dominancia del grafo.

Definicion 16. Una i-formacion de un grafo es un conjunto de i minpaths cuya union
es el propio subgrafo. Una i-formacion serd par o impar sequn i sea par o impar respec-
tiwamente.

Definicién 17. Se define Signed Domination de un grafo G o SDom(G) al nimero de
formaciones pares menos el nimero de formaciones impares de G.

Las formaciones pueden aparecer con signo positivo o negativo en la ecuacion 2.5,
las formaciones pares tienen signo positivo y las impares negativo, la contribucién neta
es equivalente a la Signed Domination. Considerando estas propiedades se define [9]:

Rk(G)= > SDom(H)P(H) (2.6)

donde H varia en los estados de G y P(H) es la probabilidad de que todas las aristas
en H se encuentren operativas.

Esta expresién también es valida para Ry (G, D) [10].

Ri(G,D)= > SDom(H)P(H) (2.7)
HCG

Si bien la formulacién presentada significa una mejora en el desempernio respecto al
método de Fuerza Bruta requiere un esfuerzo computacional importante, en especial
para conocer SDom(H) para cada H.

2.2.3. Meétodo de Factorizacion

El método de Factorizacion fue introducido por Moskowitz [11], a diferencia de los
métodos anteriores el método de Factorizacion toma en consideracion la topologia de
la red. Consiste en evaluar Ry (G) a través de una férmula recursiva, llamada férmula
de factorizacién, basada en los estados posibles de una arista: falla u opera, la primera
equivale a la eliminacién de la arista y la segunda a la contraccion.

RK(G) =Te- RK/(GE) + (1 — 7“6) . RK(G — 6) (2.8)

donde G, representa el grafo que resulta de contraer la arista e en G y G — e el grafo
que resulta de eliminar la arista e.
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Esta recursion equivale a la enumeracién de todos los estados posibles con compleji-
dad exponencial aunque puede computarse en menor tiempo. A menudo ocurre que con
la eliminacién de una arista el grafo resultante no es conexo o con la contraccién quedan
comunicados los nodos objetivo sin importar el estado de las aristas que no han sido
consideradas como pivot. En la formula se consideran explicitamente las operaciones de
reduccién y contraccién de aristas pero también se consideran otras clases de simpli-
ficaciones como las reducciones en serie y en paralelo. Las modificaciones en el grafo
generadas por la contraccién y eliminacién de aristas producen estructuras que admiten
estas reducciones.

El primer paso del algoritmo de factorizacion es verificar si pueden realizarse reducciones
serie paralelo de GG para su simplificacién, los conceptos de reduccion en serie y en para-
lelo estan definidos en la Seccién 2.1.1. El segundo paso es verificar si se trata de un grafo
cuya confiabilidad puede obtenerse de manera trivial, si es asi se evalia directamente
Rk (G). El calculo de la confiabilidad es trivial si el grafo no es conexo o si es un K-Arbol.

Definicién 18. Un K-Arbol es un conjunto minimal de aristas de G que forman un
subgrafo en el cual el conjunto K de nodos objetivo estdn conectados. Un K-Arbol es
minimal, st al eliminar cualquier arista los nodos de K dejan de estar conectados.

Si no es posible realizar un célculo trivial de Ri(G) se elige una arista pivot para
aplicar la factorizacion. Una adecuada eleccién de la arista pivot acelera el tiempo de
céomputo del método. Los criterios y algoritmos para una seleccién éptima de la arista
pivot pueden consultarse en [12]. Una vez elegida la arista pivot se ejecuta la eliminacién
y contraccién de la arista. Si los grafos resultantes de la eliminacién y contraccién son
triviales se calculan las confiabilidades asociadas y se asigna su valor en la formula de
factorizacion, de los contrario continia el proceso recursivo.

Algorithm 1 Algoritmo de Factorizacién para Ri(G)
Require: N, G = (V,E), K,y p= (pi,--p|g|)

1: Mientras G no es irreductible realizar reducciones serie-paralelo
2: if G no es conexo then

3 RK(G) =0

1: else if G es un K-Arbol then

5: RK(G) - HeEE Te
6
7
8
9

. else

Elegir una arista pivot e
. Rg(G)=71rFACT(G.)+ (1 —r.)FACT (G — e)
: end if

Para evaluar R (G, D) se utiliza el mismo principio de factorizacién pero se introdu-
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cen modificaciones en el algoritmo de célculo [13]. En primer lugar se requiere computar
previamente las variables que se detallan a continuacién para simplificar los calculos y
porque las operaciones de eliminacion y contraccién afectan el largo de los paths.

Notacién

= a,b: se representan de esta forma a los pares de nodos de K.

= P,4(D): paths de largo méximo D entre a y b para todos los terminales de K.

» P(D): conjunto unién de todos los P, (D).

» P(e): Conjunto de paths que incluyen a la arista e.

» NP, ;: Nimero de paths de largo méximo D entre a y b en G.

= NAristasp: Numero de aristas no perfectas en P.

= Factiblep: Variable Booleana, marca Verdadero si el camino entre a y b tiene aris-
tas que fallan y Falso en caso contrario.

= Conexo, p: Variable Booleana, marca Verdadero si a y b estan conectados por algin
path perfecto de largo maximo D.

s NParesConexos: Ntimero de pares de nodos en K conectados por caminos perfectos
de largo méaximo D.
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Algorithm 2 FACT(G, D) Algoritmo de Factorizacién para Ri (G, D)
Require: G = (V,E), K, D, p = (pi, .--pg|); Pap(D), P(D), P(e), NP,p, NAristasp,
Factiblep, Conexo, j, NParesConexos

1: Rcont =0

2: Rgpiv =0

3: Elegirec E /0 <pe <1

4: Computar G * e y obtener RoonT

5: if RoonT < 1 then

6: RconT = FACT(G * e, D)

7. else

8:  Computar G — e y obtener Rgrm
9: end if

—_
e

RK(G7 D) = peRco]\/T + (1 - pe)RELIM

En la operacién Contraer GG x e se considera el criterio: si todos los enlaces de P dis-
tintos de e estan operativos entonces a y b estan conectados, si todos los pares de nodos
(a,b) de K estan conectados por paths perfectos entonces la red es siempre operativa. Si
al menos uno de los enlaces de P no es perfecto, el proceso recursivo debe continuar.

Algorithm 3 G xe
Require: G = (V,E), K, D, e, P,y(D), P(D), P(e), NP,p, NAristasp, Factiblep,
Conexo, p, NParesConexos

1: fori=1:|P(e)| do

2 P = PZ(C)

3 if Factiblep =VERDADERO then

4: NAristasp =NAristasp — 1 {Reducir el niimero de aristas no perfectas}

5 if Conexo,,=FALSO and NAristasp = 0 then

6 Conexo,p, =VERDADERO

7 NP, = NP, + 1 {Aumentar el nimero de caminos perfectos entre a y b}
K|(|K|-1

8: if NParesConexos:M then

9: Rcont = 1 {Si todos los pares de nodos en K estdn comunicados por

caminos perfectos el estado global de la red es operativo}
10: end if

11: end if
12: end if
13: end for

Para el proceso de Eliminacion G — e se considera el criterio: si todos los enlaces de
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P distintos de e fallan, entonces P no es factible, si falla al menos una arista de todos
los P que conectan al par (a,b) entonces el par (a,b) no es conexo. Si cualquiera de los
pares de nodos de K no es conexo entonces la red falla. Si no todos los paths P entre a
y b fallan entonces la recursién continda.

Algorithm 4 G —e
Require: G = (V,E), K, D, e, P,y(D), P(D), P(e), NP,p, NAristasp, Factiblep,
Conexo, p, NParesConexos
1: fori=1:|P(e)| do
2 P = PZ(C)
3:  if Factiblep =VERDADERO then
4
5

Factiblep=FALSO
NP, = NP,,—1{El path P entre a y b deja de ser factible porque se elimina

e}

6: if NP,, =0 then

T: Rerrv = 0 {No existen paths que comuniquen a los nodos a y b de K}
8: else

9: Rernrvm :FACT(G—G,D)

10: end if

11:  end if

12: end for

El costo computacional del método es como méximo de orden O(2™|K|%§) con 6 el
grado méximo de G [13]. El esfuerzo computacional puede reducirse gracias a las sim-
plificaciones efectuadas sobre G.

Si bien existen métodos que mejoran el desempeinio respecto al método de Fuerza Bruta,
el tiempo de computo del calculo exacto de la confiabilidad se vuelve prohibitivo para
grafos de gran tamano. Para estos casos la alternativa es recurrir a métodos aproximados
o trabajar con cotas. En la Seccién 2.3 se presentan tres métodos aproximados basados
en la simulaciéon de Monte Carlo.

2.3. Meétodos de calculo aproximado

El célculo exacto de la medida de confiabilidad de una red es un problema de com-
plejidad NP-Hard [2]. En la préctica, la resolucién analitica de la confiabilidad se vuelve
computacionalmente prohibitiva para grafos de gran tamafno. Esto motiva la aplicacién
de métodos aproximados basados en la simulacién de una muestra de estados de la red.
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El método Monte Carlo Crudo es de facil implementacién pero se vuelve poco apropiado
cuando la probabilidad de falla de las aristas es cercana a cero y la falla de la red es
un evento raro. Para la estimacion de la confiabilidad de redes altamente confiables se
aplican técnicas de reduccién de varianza basadas en la simulacién Monte Carlo.

En esta seccién se describen las siguientes técnicas: Método Monte Carlo Crudo, Mues-
treo por Importancia y Reduccion Recursiva de la Varianza.

2.3.1. Método Monte Carlo Crudo

Consideremos la estimacién de la anticonfiabilidad de una red en la que los enlaces se
encuentran sujetos a fallas y los nodos son perfectos. La formulacién estandar del método
Monte Carlo [14] para estimar la anticonfiabilidad consiste en generar en forma aleatoria
un cierto numero N de vectores de estado de la red independientes y computar el nime-
ro de realizaciones que corresponden a estados globales no operativos. El estimador de
la anticonfiabilidad se define como la proporcién de los estados sorteados en los que el
grafo inducido no es conexo. La formulacién para la medida de anticonfiabilidad con co-
ta de didmetro Qi p(G) es analoga a la de la medida clasica de anticonfiabilidad Q (G).

Sea G = (V,E) con V = {vy,..,u,} vy E = {e1,...,em}, X = {X1,...., X;n} es una
configuracién del espacio de estados de G. En X se representan los estados de los en-
laces, X; = 1 si e; estd operativo y 0 en caso contrario. En este esquema se utiliza
directamente la distribucién de probabilidad P planteada en el modelo teérico. Cada
replicacién se genera sorteando el estado de cada arista del grafo a partir de las confia-

bilidades elementales; este proceso se repite N veces y se acumulan los estados de falla
de la red.

Para cada arista se sortea W una variable Uniforme en [0,1] definida de la siguiente
forma:

1, st w < p;
0, st w > p;
conj=1,.,N,i=1,..,|E|y X ) realizacién j-ésima del vector de estado.

La funcién de estructura ®(X) indica si el grafo inducido por la configuracién X estéd o
no en estado operativo, ¢(X) = 1 cuando la red no estd operativa y ¢(X) = 0 si lo esta.
De acuerdo a esta definicién, ®(X) es una variable Bernoulli de pardmetro Ux (G).

El pardmetro a estimar es la anticonfiabilidad Uk (G) = E[¢(X)]. El estimador de Uk (G)
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bajo el esquema de Monte Carlo Crudo se define como:

N ()
bty - T2

El estimador representa la proporcion de estados de falla de la red sorteados en las IV
replicaciones.

A continuacion se presenta la expresién para la esperanza y la varianza del estimador.
Para su deduccién se asume que las replicaciones son independientes y que ¢(X) es una
variable Bernoulli de pardmetro Uk (G), con lo cual E[¢(X)] = Ux(G) y Var[p(X)] =
Uk(G)(1 = Uk(G)).

. S o(XY) S Elo(X W)
B[Ux(G) = B[= =] = = 09)

= NU];\?(G) =Uk(G)

Zle (X))
#]
Y Varlp(x D)
B N2 (2.10)
_ NUR(G)(1 - Uk(G))
— e
_ Uk(G)(1 - Uk(G))
N

Var[lUk(G)] = Var|

Un estimador insesgado de Var[Ug (G)] es:

Var[lUk(G)] = (2.11)

En el Algoritmo 5 se presenta un pseudocédigo para el Método Monte Carlo Crudo
que tiene como pardmetros de entrada el grafo en cuestién y la cantidad de replicacio-
nes; y como parametros de salida la estimacién de Uk (G) y la varianza empirica del
estimador.

En el comienzo del algoritmo se inicializa la variable S que acumula la cantidad de
estados no operativos de la red ocurridos en las N replicaciones. Entre los pasos 3 y
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Algorithm 5 Método Monte Carlo Crudo
Require: N, G = (V,E), K,y p = (pi,---D|E|)
1: S =0 {Se inicializa S}
2: for j=1:N do
3 for i=1:m do
4 w = Uniforme(0,1) {Se sortea X7 ~ P}
5 if w < p; then
6: X, =1
7
8
9

else
X;=0

end if
10:  end for
1. S=5+¢X)
12: end for
13: U (G) = S/N {Estimador puntual de Ug (G)}
14: V(Uk(Q)) = Uk (G)(1 = Ug(G))/N {Estimador puntual de la varianza de Ug (G)}

15: return Ux (G) V(Ux(G))

10 se sortean las N variables X () independientes y con probabilidad p. En el paso 4
se genera una Uniforme (0,1) por cada enlace del grafo, si el valor obtenido es menor o
igual que la probabilidad de que la arista esté operativa se fija la arista como operativa
de lo contrario se fija su falla. En el paso 11 se evalua la funcién de estructura para la
replicacién generada del grafo y se acumula su valor en S. En el paso 13 se calcula el
estimador y en el paso 14 se estima la varianza de U Kk (G).

El tiempo de computo de Monte Carlo Crudo es lineal con el ntimero de aristas del
grafo. El esquema del método consiste en el sorteo del estado de cada arista con com-
plejidad O(|E|) y la evaluacién del estado resultante de la red. Este proceso se repite N
veces, con lo cual la complejidad global es de orden O(N|E]). Esto significa una reduc-
cién del tiempo de cémputo respecto a los métodos de calculo exacto cuya complejidad
es exponencial en el nimero de aristas [2].

La base tedrica del método se encuentra en dos teoremas, la Ley Débil de los Gran-
des Ntumeros y el Teorema Central del Limite. El primero estd asociado al valor de la
diferencia entre el estimador bajo el método Monte Carlo y el pardametro de interés, es
decir, entre la suma normalizada de las ®(X #)) observadas y el valor esperado de ®(X).
El segundo refiere al comportamiento de la distribucién asintética de esta diferencia y
permite computar un intervalo de confianza para E[¢(X)]. En la practica no se verifi-
can las condiciones de estos teoremas, en primer lugar porque se trata de propiedades
asintoticas del estimador y en segundo lugar porque en la implementacién del método se
contemplan nimeros seudo aleatorios que presentan ciclos y comprometen la condicién
de independencia [15].
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El estimador U k(G) es insesgado, una medida apropiada para evaluar su precisién es
el error relativo definido como el cociente entre el ancho del intervalo de confianza y el
valor del parametro a estimar. El error relativo es mejor medida de la precisiéon que la
varianza dado que se calcula en términos del valor del propio parametro.

Intervalo de confianza para Ug (G):

A

(Uk(G) = zay2\| Var(Uk(G)), U (G) + za/2\/ Var(Uk (G))) (2.12)
Intervalo de confianza estimado para Ug (G):

A~

(Uk(G) = 2a20/ Var(Uk(G)), Uk (G) + 2421/ Var(Uk (G))) (2.13)

Expresién del Error relativo exacto:

- _ 2a2/Ukr(G)1 - Uk(G))/N 1 - Uk(G)
Expresién del estimador del error relativo
N 1-Uk(G
ERUK(G)) = zaj2| S i) (2.15)

NUK(G)

Cuando Uk (G) tiende a cero el error relativo tiende a infinito con N fijo. En redes
altamente confiables se requiere un nimero elevado de replicaciones para obtener una
precisién aceptable. Para obtener un error relativo menor a 1 se necesita un ntimero de
replicaciones del orden de Uy (G).

Un mejor abordaje para estimar la anticonfiabilidad cuando la falla de la red es un
evento raro es a través de métodos de reduccién de varianza. Estos métodos logran redu-
cir la varianza o el tiempo de calculo respecto a Monte Carlo Crudo empleando técnicas
de muestreo mas sofisticadas. Existen diferentes técnicas de reduccién de varianza, al-
gunas son generales y pueden aplicarse a distintos problemas de simulacién, como el
Muestreo por Importancia; otras son disenadas particularmente para la confiabilidad de
redes como el método Recursivo de Reduccién de Varianza.
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2.3.2. Método de Muestreo por Importancia

En la actualidad existen redes cuya falla es un evento poco probable, pero su ocu-
rrencia puede ocasionar riesgos importantes con lo cual resulta relevante su estudio.
Cuando la falla de la red es un evento raro el método Monte Carlo en su formulacién
estandar se vuelve poco apropiado para la estimacién de la confiabilidad ya que para ob-
tener una precisién aceptable se requiere un niimero elevado de replicaciones. Lo anterior
se traduce en un esfuerzo computacional importante y tiempos prohibitivos de ejecucién.

El tiempo total empleado por un algoritmo depende del esquema general y de la cantidad
de replicaciones requeridas. Una disminucion de la varianza permite que se alcance una
cierta precision con un menor nimero de replicaciones. Las técnicas que emplean este
mecanismo de mejora de la eficiencia se las denomina técnicas de reduccion de varianza.
Se basan en el Método Monte Carlo y logran disminuir la varianza mediante la modifica-
cion del esquema de muestreo. La referencia para evaluar la reduccion de la varianza y la
mejora de la eficiencia es el propio Método Monte Carlo Crudo. Esta referencia permite
comparar las bondades de las diversas técnicas.

En este punto se profundiza sobre el método de Muestreo por Importancia, IS segin
su sigla en inglés (Importance Sampling), que consiste en una modificacién de la Ley
de probabilidades considerada en el muestreo con el objetivo de reducir la varianza del
estimador [3], [16].

El Muestreo por Importancia es una técnica de uso general aplicable a la simulacion
y la inferencia probabilistica. Su version para la estimacion de la confiabilidad de una
red consiste en generar la muestra de estados a partir de una nueva distribucién de pro-
babilidad en la que se asigna mayor probabilidad a la falla de la red. De aqui su nombre,
con la nueva distribucién se le asigna mayor “importancia” al evento falla que ocurre
con mayor frecuencia que con la Ley original. La reduccion de la varianza se logra a par-
tir de la modificacién de la Ley de probabilidad con la que se generan los estados de la red.

A continuacién se presenta la formulaciéon del IS aplicada al problema de la estima-
cién de la anticonfiabilidad Uk (G) para un modelo de falla de aristas y nodos perfectos.
La formulacién es anédloga para Uk (G, D).

La medida Uk (G) puede expresarse como:

Uk (G) = E(®(X)),

con X una variable aleatoria discreta, que representa el vector de estado de las aristas
de G, con funcién de cuantia P.

Cabe aclarar que en este caso se plantea la funcién de estructura ®() de forma opuesta
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a como se la conoce normalmente con el fin de simplificar la notacién. La funcién ®(X)
vale 1 si la red no esta operativa y 0 si lo esta.

Si X € R" y las observaciones X; son i.i.d. de distribucién Fx, el valor esperado de
® cumple:

E(®(X))= Y ®)P(X =u), (2.16)

z€QG

con )¢ el espacio de los vectores de estado de G.

La ecuacion 2.16 puede reescribirse de la siguiente forma:

P(X =)
BE@(X) = Y o@)P(X =)~ _
= 3 @(@)L(@)P(X = ) = E(®(X)L(X)) (2.17)

z€QG

donde P es una nueva funcién de densidad de X, E el valor esperado bajo Py L(x) =
P(X=zx)
P(X=x)

es el ratio de verosimilitud de P y P.

Un estimador insesgado de E(®(X)) es su media,
A 1 .
_ = ()
E(®(X)) = N E O(zV) (2.18)

donde N representa el tamafio de muestra y () la j-ésima realizacién del vector de
estado de G.

De acuerdo con la ecuacion 2.17 el siguiente también es un estimador insesgado de
E(®(X)) y como consecuencia de Ux (G):

Uk(@) = BO(X) = - 3 #) LD, (219)

7j=1
Donde los valores de () se obtienen a partir de la distribucién P.

En este planteo el sesgo introducido por la nueva distribucién es corregido en el es-
timador por el factor L(X).

La varianza asociada a P es:

(2.20)
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La varianza asociada a P es:

o2(B(X)L(X)) = (2.21)

La distribucién éptima de P es aquella que minimiza la ecuacién (2.21), dicho minimo
se alcanza para:

E[(®(X)L(X))*] = Uk (G) (2.22)

Los cambios de medida que cumplen con la condicién (2.22) dan lugar a los estima-
dores de varianza cero.

La dificultad del método IS reside en encontrar la distribucion P que resulte en una
reduccién de la varianza. Si bien la elecciéon de P depende del problema abordado existe
un cambio de medida éptimo [3] que se define como:

Cuando ®(z) > 0 es sencillo verificar que este cambio de medida cumple con la condicién

(2.22).

X)P(X)E(®
(X)P(X)

El(@()L(x))) = B2 )2 _ p2a(x)) (2.23)

En el Algoritmo 6 se presenta el pseudocédigo del método IS que tiene como pardme-
tros de entrada el grafo GG considerado, el conjunto de nodos objetivo K, las confiabi-
lidades elementales originales p, las confiabilidades elementales asociadas al cambio de
medida establecido por el método p y el tamano de muestra N. El algoritmo computa
la estimacién de la anticonfiabilidad Ug (D) y la estimacién de la varianza de Uk (G).

El algoritmo comienza inicializando la variable S en la que se acumula el niimero de
estados de falla observados ponderados por la razén de verosimilitudes y S5 que acumula
el cuadrado de las fallas ponderadas para la estimacién de V(U (G)). En el paso 4 se
sortea una variable aleatoria X () con probabilidad P. En el paso 5 se calcula la razén
de verosimilitudes de P y P. En el paso 6 se evalta la funcién de estructura ®() para el
vector de estado sorteado y se acumula su valor ponderado por el ratio de verosimilitudes
obtenido en el paso anterior. Este proceso se repite IV veces. Finalmente se calcula el
estimador Ug (G) y se estima su varianza.
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Algorithm 6 Método de Muestreo por Importancia

Require: N, G = (V,E), K, P = (p1,...,pm) Yy P = (D1, .-, Pm)
1: §1=0
2: Sy = 0 {Iniciamos S}
3: for j=1:N do
4:  Sortear X ~ ]? )
N PXY)
LX0)) = B0
Sp =81+ ¢(XU)L(XW))
Sy =8+ (H(XV)L(XD))?
end for
. U (G) = 81 /N {Estimador puntual de Ug(G)}

R _ Q2
VOk(E) =

o

© ® 2

1 {Estimador puntual de la varianza de Ug(G) }

o

2.3.3. Meétodo Recursivo de Reduccion de Varianza

El método Recursivo de Reduccién de Varianza (RVR) fue introducido por Cancela
y El Khadiri en 1994 [17]. Se basa en la particién del espacio de estados de G defini-
da en funcién de mincuts o de minpaths y el calculo de la confiabilidad en subgrafos de G.

Dado un grafo G = (V, E), el método plantea la particién P de Qg y el calculo de
la anticonfiabilidad expresada en funcién de P. La particién

P ={Ao, Ap, Ap,w € W}

se define considerando componentes que contienen estados deterministicos de la red Ap
y Ap y componentes que contienen estados aleatorios de la red A,, con w € W .

Ap: Contiene estados operativos de la red

Ap: Contiene estados de falla de la red

A,,: Contiene estados aleatorios de la red

Los componentes de la particién son disjuntos y exhaustivos de 2. La particién puede
definirse en funciéon de minpaths o de mincuts, plantearemos la formulacién en funcién

de estos ultimos.

Sea Cg,x = {e1, ;€0 ;| } un mincut de G entonces:

] AOZ®
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» Ap: Estados en los que todas las aristas de C , fallan.
= A,: Opera la w-ésima arista de Cg i y las w—1 anteriores fallan, w € {1, ..., |Cq x|}

Las probabilidades asociadas a Ap y A, son las siguientes:

P(X € Ay) = H;‘Uz_ll(l - Qj)Qw

Dada la particién P puede definirse Uk (G) de la siguiente forma:
Uk(G) = P(Cg,x) + (1 = P(Ce.x)) * P(¢(X) = 1/E¢,, ) (2.24)

donde E¢,,  es el evento al menos una arista de Cg, i funciona, P(Cq k) = Hej €Cox (1—

Ge;) ¥ P(#(X) = 1/EE,, ) es la probabilidad de falla de la red condicionada al evento
G,K

El célculo de P(Cg k) es trivial pero no sucede lo mismo con P(¢(G) = 1/E¢, )

y por lo tanto se estima. ’

La ecuacién 2.24 da lugar a una formulacién recursiva para el célculo de Ux (G).

ICa, x| P(A)
Uk(G) = P(Ca.x) + (1 - P(Cak)) > P(Cq i)

=1

UKi(Gi) (2.25)

donde:

» Uk (G): Anticonfiabilidad de G.

» Cg, k: mincut de G.

» P(Cg k): Probabilidad de que todas las aristas de Cg g fallen.

= A;: evento en el que fallan las primeras ¢ — 1 aristas y opera la i-ésima.

» Gt (G—e; —...—e;_1) *e;, grafo G condicionado a A;.
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A partir de la ecuacién 2.25 se define una nueva recursién para estimar Ux (G) en la
que se introduce aleatoriedad en el componente de la particiéon en el que la recursion
continta.

ICq. x| '
F(G,K)=P(Cax)+(1-P(Caxk) Y 1{U€J1}F(Gi,Ki)]%fGlll)()UKi(Gi) (2.26)
=1 )

donde:

» U es una variable aleatoria con distribucién Uniforme(0, 1)

= Jyconl<i<|Cgq, k| una secuencia de intervalos disjuntos de amplitud %

* e,y la indicatriz que determina el intervalo J; de la particién en el que la
recursién continda.

El proceso recursivo se repite N veces y se obtiene una muestra de estados de la red de
tamafnio V. La diferencia con el método Monte Carlo reside en que en RVR se sortea una
muestra de estados condicionados a la falla de un corte de G.

La reduccion de la varianza de RVR respecto a MCC' depende de la eleccién del conjunto
de corte. Una cota inferior de la reduccién de la varianza esta dada por P(Cg i) Uk (G)
lo que motiva a seleccionar conjuntos de corte de maxima probabilidad. El tiempo de eje-
cucién maximo asociado a este método es O((mk)?n) conm = |E| k = |K|yn = |V| [18].
El método puede mejorarse introduciendo en la implementacién reducciones en serie y
en paralelo.

31



Capitulo 3

Métodos de Reduccion de
Varianza para el problema de
Confiabilidad Diametro Acotada

En redes altamente confiables el Monte Carlo Crudo requiere un nimero elevado de
replicaciones para obtener una precisién aceptable, lo que puede significar tiempos de
calculo prohibitivos. El tiempo total empleado por un algoritmo depende del esquema
general y de la cantidad de replicaciones requeridas. Una disminucién de la varianza
permite que se alcance una cierta precisién con un menor nimero de replicaciones. Los
métodos de reducciéon de varianza se basan en el Método Monte Carlo y logran disminuir
la varianza mediante la modificaciéon del esquema de muestreo.

En este capitulo se presentan dos métodos de reduccién de varianza adaptados al pro-
blema de la didmetro confiabilidad s — ¢ terminal. El primer método se presenta en la
seccion 3.1, estd basado en la técnica de Muestreo por Importancia y consiste en una
aproximacion a un esquema de varianza cero. Para su implementacién se requiere la
identificaciéon de D-mincuts de maxima probabilidad, por este motivo se incluyen en la
seccion dos estrategias de identificacién de mincuts, un algoritmo de aproximacién a la
solucion 6ptima presentado en el punto 3.1.1 y una estrategia de seleccién trivial presen-
tada en el punto 3.1.2. El método basado en el Muestreo por Importancia es iterativo y
por lo tanto tiene asociado un tiempo de computo importante, por este motivo se propo-
ne combinarlo con un procedimiento de eliminacion de aristas irrelevantes para reducir
los tiempos de ejecucién; el detalle de este procedimiento se encuentra en el punto 3.1.3.

El segundo método de reduccién de varianza considerado es el Método Recursivo de

Reduccién de Varianza con una formulacién basada en el muestreo multinomial. Este
método se presenta en la seccién 2.3.3 y también requiere la identificacion de D-mincuts
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para su implementacion; la estrategia considerada en este caso es el algoritmo de seleccion
Optima aproximada.

3.1. Muestreo por Importancia

En este punto se desarrolla un modelo basado en el Muestreo por Importancia de
varianza cero para la estimacién de la confiabilidad diametro acotada en el caso s —t ter-
minal. En el Capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos para esta formulacion. El
Muestreo por Importancia (IS) es apropiado para redes altamente confiables en las que
el método Monte Carlo Crudo no logra una precision aceptable. El método IS aplicado
a la confiabilidad de redes consiste en el muestreo de estados de la red a partir de una
nueva distribucion en la que se le asigna mayor probabilidad a la falla de la misma. Los
resultados obtenidos se corrigen multiplicando por el ratio de verosimilitudes de modo
que el estimador sea insesgado.

El método IS se basa en el siguiente planteo:

Ust(G, D) = B(®(X)) = Y (x)L(z)P(X = ) = E(P(X)L(X))

z€QG

P(X=zx)
o ~ P(X=z)
similitud de P y P, E el valor esperado bajo P y ®(X) la funcién de estructura con
®(z) =1 silared falla y ®(x) = 0 si estd operativa.

donde P es una nueva funcién de densidad de X, L(z) = es el ratio de vero-

El estimador de Us (G, D) bajo este esquema se define como:

N
0,.(G. D) = %Z(I)(x(j))L(x(j)), (3.1)

j=1
donde () es la j-ésima realizacién del vector de estado y D la cota de didmetro.

La dificultad del método reside en encontrar P que resulte en una reduccién de va-
rianza del estimador respecto a MCC. El cambio de medida para obtener un estimador
de varianza cero es:

o P(X)(X)
P = "Ha)

En esta formulacién P(X) depende de E[®(X)] y por lo tanto no puede implementarse
su versién exacta.

El cambio de medida adoptado se basa en la formulacién presentada por L’Ecuyer et
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al [19] para el problema de confiabilidad clédsica donde se establece un muestreo secuen-
cial del estado de las aristas. Bajo el esquema tedrico de varianza cero se definen las
confiabilidades elementales de las aristas de acuerdo al siguiente planteo:

UZ'(CL'l, ceey Lj—1, D) == E[@(X)/Xl =, ...,X,L',l == 1’1;1] == Us,t(Gi> D)
donde Gj es el grafo condicionado al estado de las aristas {eq,...,e;—1}.

Ui(z1,....,xi-1, D) = ¢Ui1(21, ..., 2i-1,0, D)

3.2
—|—(1 —qi)Ui+1(aj‘1,...,aj‘i,1,1,D) ( )

La cuantia P definida para sortear el estado de la arista en el paso i es la siguiente:

q} :P[Xi = 0/X1 =1, ...,Xi_l = a:i_l]
~ qiUita1(21, ..., 21,0, D)
- Ui(zy,..,xi_1,D)
pi=1—¢=PX;=1/X1=21,...,Xi—1 = x;_1]
(1 =¢q)Uir1(x1,...,zi—1,1, D)
Ui(z1,...,xi—1, D)

El ratio de verosimilitud resultante de las cuantias Py Pen el paso ¢ es entonces

1—gq qi
T —+ (1 —2;)=
‘1 ( Z)Qi
Ui(l'l,...,l'i_l,D)

Uis1(z1, ..., zi-1, 24, D)

Esta formulacién de muestreo secuencial satisface las siguientes condiciones: ®(X) =
1 con probabilidad 1 y L(X) = Us (G, D) con probabilidad 1. La demostracién de este
resultado puede encontrarse en [19] y es vélida tanto para el modelo cldsico de confia-
bilidad como para el de didmetro confiabilidad. La primera condicién significa que se
generan unicamente estados de falla de la red, lo cual es facilmente verificable en la
ecuacion 3.3.

La version exacta del esquema de varianza cero presentado no puede aplicarse en la
prictica ya que la nueva cuantia P depende de Us+(G,D) el pardmetro a estimar.
La solucién planteada para el modelo cldsico de confiabilidad es aproximar el valor de
Us+(G, D) incluido en la definicién de P con la probabilidad del conjunto de corte de
maxima probabilidad condicionado al estado de las aristas ya sorteadas.

Ui(fb'l, ...,1'1;1) = P[CD(G/:L'l, ...,l’ifl)]
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donde Cp(G/z1,...,x;—1) es un D-mincut del grafo G condicionado al estado de las aris-
tas e, ...,e;—1.

Para el modelo clasico de confiabilidad el problema de identificacién del conjunto de
corte de maxima probabilidad se resuelve en tiempo polinomial; esta propiedad no se
verifica cuando se establecen cotas de didmetro [5]. Para aproximar el valor del mdximo
de la probabilidad del conjunto de corte del grafo inducido por las aristas ya sorteadas se
consideran dos estrategias de identificaciéon de conjuntos de corte. La primera se presenta
en el punto 3.1.1 y se basa en una relajacién del problema de Flujo Maximo y Corte
Minimo en la que se admiten cotas de didmetro. Un segundo criterio es la identificacion
de conjuntos de corte triviales como el de las aristas incidentes a alguno de los nodos
objetivo que se presenta en el punto 3.1.2. Ambos criterios son formulados para el caso
s-t terminal y su desempeiio se evaliia en la Seccion 4.3.

Sea ¢; la probabilidad de falla de la arista i bajo la nueva ley de probabilidad P de-
finida en la ecuacién 3.3; el reemplazo del valor real de U(G, D) por la probabilidad
maxima de un conjunto de corte en ¢;, dan lugar a una nueva versién del método en el
marco de la didmetro confiabilidad. A esta versiéon aproximada se le denominard AZVIS
por su sigla en inglés (Approximate Zero-Variance Importance Sampling). En el Capitu-
lo 4 de andlisis experimental se evalia el desempeno de AZVIS respecto a MCC' y se
compara con el método RVR.

El algoritmo asociado a esta versién es el siguiente:
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Algorithm 7 AZVIS
Require: N, G = (V,E), D, (s,t), P = (p1,...;pm) Yy P = (D1, .-, Pm)
1: $1=0
2: So = 0 {Iniciamos S y Sa}
3: for j=1:N do
4: for i=1:m do

5: Identificar D-mincut(G/z1, ..., zi—1,2; = 1) = C;
6: Calcular P(C;)
T: Identificar D-mincut(G/z1, ..., z;—1) = Ci—1
8: Calcular P(C;—1)
9: Calcular ﬁi.: 1= Z((%i): .
10: Sortear Xi(]) ~ Bernoulli(p;)
11:  end for .
122 L(X0U)) = PX)
P(X)
13 S1=51+ (;S(X(J )L(X W)
14: Sy =Sy + (p(XW)L(X1W))?
15: end for
16: Ust(G, D) = Sl/N {Estimador puntual de U, +(G, D)}
17: V(Us4(G)) = (Nsl/];[ {Estimador puntual de la varianza de U, +(G, D) }

18: return U, (G, D) V(U 4(Q))

En el Algoritmo 7 se sortea el estado global de la red para N replicaciones. En cada
replicacién se muestrea secuencialmente el estado de las aristas a partir de la probabilidad
¢i que depende del estado de las aristas ya sorteadas. Para la estimacién de Us (G, D) la
proporcién de estados de falla de la red se corrige por el ratio de verosimilitudes. En el
comienzo del algoritmo se inicializan las variables S; y S2 donde se acumulan los resulta-
dos para la estimacién de Us +(G, D) y la varianza de V(U +(G)). Para cada replicacién
se sortea el estado de cada una de las aristas; para esto en el paso 5 se identifica un
D-mincut de G condicionado al estado de las aristas ya sorteadas y asumiendo que la
arista e; esta operativa. En el paso 6 se calcula la probabilidad del D-mincut identificado
en el paso 5. En el paso 7 se identifica un D-mincut de G condicionado al estado de las
aristas ya sorteadas y en el paso 8 se calcula su probabilidad. En el paso 9 se calcula p;
la probabilidad de que la arista e; se encuentre operativa bajo la ley de probabilidad P
donde se consideran las probabilidades de los D-mincuts identificados en los pasos 5y 7.
En el paso 10 se sortea el estado de la arista e; a partir de una distribuciéon Bernoulli de
pardametro p;. En el paso 12 se calcula L(X (g )) la razén de verosimilitudes para la j-ésima
replicacién. En los pasos 13 y 14 se acumulan los valores de S y So respectivamente. En
el paso 16 se calcula el estimador de Us +(G, D) y en el paso 17 la varianza estimada de
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V(Us,t(G))

Esta version del método es valida ademés para Uk (G, D), se plantea para el caso de
Us+(G, D) porque los algoritmos para identificar los D-mincuts considerados estan for-
mulados para el caso s — t terminal. Los algoritmos de seleccion de los D-mincuts se
presentan en las Secciones 3.1.1 y 3.1.2.

El método AZVIS es iterativo y tiene asociado un tiempo de ejecucién importante,
de hecho, el tiempo de cémputo de AZVIS es superior al de MCC para un tamano de
muestra dado ya que en cada replicacién se requiere la identificacién de 2|V| D-mincuts.
Por este motivo, en el punto 3.1.3 se presenta un procedimiento de eliminacion de aristas
irrelevantes que permite reducir el tiempo de computo de AZVIS sin alterar su nivel de
precision.

3.1.1. Conjunto de Corte de Maxima Probabilidad: Algoritmo de so-
luciéon 6ptima aproximada

Para la implementacién del método AZVIS se requiere la identificacién de conjuntos
de corte de maxima probabilidad para el caso de didmetro confiabilidad s-t terminal.
FEn esta seccién se presenta un criterio de seleccién del conjunto de corte basado en una
relajacion del problema de Flujo Maximo - Corte Minimo que admite cotas de didmetro.
Los resultados de la implementacién del método AZVIS considerando este criterio de
identificacién de conjuntos de corte se encuentran en la Seccion 4.3.

En el caso general la identificacion del conjunto de corte de méxima probabilidad es
un problema de complejidad polinomial, propiedad que no se cumple si se agrega una
restriccién en el largo de los caminos [5]. La resolucién del problema de Flujo Méxi-
mo - Corte Minimo fue desarrollada por Ford Fulkerson [20], su generalizacién a casos
donde sdlo son validos los caminos de largo acotado es un problema NP-Hard. Cuando
se introducen restricciones en el largo de los caminos la versién continua del problema
tiene complejidad polinomial pero las versiones enteras son polinomiales s6lo cuando
D < 3 [5]. Un algoritmo aproximado para el problema de Flujo Méximo - Corte Minimo
que admite cotas de didmetro y es resoluble en tiempo polinomial fue formulado por
Mahjoub et al [5] para el caso s-t terminal.

Este algoritmo de aproximacion al corte éptimo que denominaremos COA permite iden-
tificar un D-mincut de G en tiempo polinomial. Sea G = (V, E) un grafo con nodos
objetivo s y t, donde cada enlace e tiene capacidad c.. Se define P(D) como el conjunto
de caminos de a lo sumo D enlaces comununicando s con t y xp el flujo en un camino
P € P(D). El siguiente problema Primal equivale a la identificacién del camino P de
flujo maximo que denominaremos max DPF"
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maXZPGP(D) xrp

max DPE¢Y o xp <c.,Ve€ E

\ TP >0,VP € P(D)

Si se agrega la condicion de que xp € Z, el problema se convierte en uno de solucién
entera. Los caminos P pertenecientes a P(D) los denominaremos D-Path y al Flujo de
los D-Path lo denominaremos DPF'. El problema de solucién entera del maximo DPF
serd referido como Int. max DPF.

Sea C' un conjunto de enlaces tal que cada P € P(D) contiene al menos un enlace
de C,CNP #(0VY P e P(D) entonces C es un D-Cut o DC, un conjunto de corte en
el que se establecen restricciones sobre el largo de los caminos entre s y ¢. Al problema
entero de identificar el conjunto C' que minimiza la capacidad de sus enlaces se lo denota
Int. min DC. El Dual de max DPF es una relajacion de la version entera del problema
min DC. El Dual de max DPF tiene una variable y asociada a cada enlace y se define
como:

( ,
min ) . p Ce-Ye

min DCC Y cpye > 1,VP € P(D)

Ye > 0,Ve € E

En esta formulacién se propone una relajacién a la versién entera del problema de
corte minimo bajo restricciones de didmetro, que es el dual de maximizar el flujo de la
red. A partir del Algoritmo 8 se obtiene una aproximacién al problema entero aplicando
el esquema Primal - Dual ya detallado.
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Algorithm 8 Algoritmo COA

z=0

C=10

while C' no es un DC do
Encontrar camino P tal que largo(P) < Dy PNC =10
Aumentar el flujo de P hasta que algin e € P no tenga capacidad remanente
C=CuUe

end while

return C

En el paso 1 del Algoritmo 8 se inicializa la variable & que representa el flujo. En
el paso 2 se inicializa el D-Cut C' como un conjunto vacio. Mientras no se encuentre un
D-Cut en el paso 4 se busca un camino P entre s y t de largo D que no tenga aristas en
comun con C. En el paso 5 se aumenta el flujo en P hasta que alguna arista no tenga
capacidad remanente; dicha arista se agregard a C'.

En la formulacion clasica del problema de Flujo Maximo y Corte Minimo, la solucion
exacta coincide con la solucién entera [20]. Cuando se introducen restricciones en el largo
de los caminos esto ya no se verifica y existe una brecha entre la solucién exacta y la
entera [5]. El ratio de Int. min DC' y min DC es de orden O(D), esto es andlogo para
Int. max DPF [5)].

Int. min DC > min DC = max DPF > Int. max DPF

donde Int. min DC es la solucién entera al problema del corte minimo con cota de
didmetro D, min DC es la solucién continua al problema del corte minimo con cota
de didmetro D, max DPF es la solucion continua al problema de flujo maximo de los
caminos con cota de didmetro D e Int. max DPF' es la solucién entera al problema de
flujo maximo de los caminos con cota de didmetro D.

3.1.2. Conjunto de Corte de Maxima Probabilidad: Seleccion trivial

En este punto se presenta una estrategia alternativa al criterio COA presentada en el
punto 3.1.1 para identificar los D-mincuts requeridos para la implementaciéon del méto-
do AZVIS. Se trata de un criterio de seleccién de cortes triviales que denominaremos
CT que tiene menor costo computacional que COA pero que como contrapartida puede
generar pérdida de precisiéon. A la formulacién resultante de aplicar la estrategia de se-
leccién del conjunto de corte CT en AZVIS la denominamos AZVIScr. Los resultados
de AZVIScr se presentan en la Seccién 4.3.

En la version clasica del problema de calculo de la confiabilidad, la identificacién de
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un conjunto de corte de maxima probabilidad tiene resoluciéon polinomial. Esta propie-
dad no se verifica cuando se consideran restricciones en el largo de los caminos [5]. Por
este motivo se recurre a una estrategia de seleccién de cortes triviales en la que no se
asegura que el mincut identificado sea el de maxima probabilidad. Un ejemplo de con-
junto de corte minimal trivial es el de las aristas incidentes a cualquiera de los nodos
objetivo, este criterio es valido sin importar si existe o no cota de didmetro. En base a
este criterio se desarrolla una estrategia de seleccién de conjuntos de corte minimales
vélido cuando se admiten restricciones de didmetro.

La aplicacién de esta estrategia en AZVIS da lugar a la versiéon AZVIScr. Dado que en
AZVIS el muestreo es secuencial, la identificacién del conjunto de corte debe contemplar
el estado de las aristas ya sorteadas. Esto agrega una complejidad extra ya que existen
estados fijos de algunas aristas, con lo cual el criterio de seleccién planteado en principio
puede no ser suficiente. Este es el caso si en todos los nodos terminales existe al menos
una arista que fue fijada como operativa.

El criterio considerado para la identificacién de un mincut cuando el estado de algu-
nas aristas es fijo es el que se presenta a continuacién.

Sea G = (V, E) y {s,t} el conjunto de nodos objetivo de G entonces:

= Si no existen aristas perfectas entre las aristas incidentes a t entonces el corte tri-
vial es el conjunto compuesto por las aristas incidentes a .

= Si no se cumple lo anterior pero se verifica que no existen aristas perfectas entre
las aristas incidentes a s entonces el corte trivial es el conjunto compuesto por las
aristas incidentes a s.

= Si no se cumple ninguna de las anteriores, se elige uno de los terminales y el corte
trivial es el conjunto compuesto por las aristas no perfectas incidentes al nodo
terminal elegido y las aristas incidentes a los nodos conectados con el terminal
mediantes aristas perfectas. Este proceso continiia hasta que no existan aristas
perfectas entre las aristas incidentes al nodo en cuestion.

Para explicar este criterio se presenta en la Figura 3.1 un ejemplo para un grafo G =
(V,E) con K = {s,t}. Se representa a las aristas operativas con una linea més ancha, las
aristas con una marca en la mitad son las que componen el conjunto de corte. En el primer
caso el corte esta conformado por las aristas incidentes al nodo terminal s, mincut=
{e1,e2}. En el segundo caso la arista e; estd operativa y el mincut estd conformado por

{e2,€e3,¢€4}.
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Figura 3.1: Ejemplo de seleccién del conjunto de corte trivial

A continuacién se presenta el seudocédico para este método de seleccién de corte
trivial.

Notacién:

» Incidentes(v): Conjunto de aristas incidentes a v.

= Operativas: Aristas de G cuyo estado ya fue sorteado y es operativo.

= Cut: mincut de G.

= PCut: Probabilidad de ocurrencia de Cut.
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Algorithm 9 Corte Trivial
Require: G = (V, E), {s,t}, ¢ = (q1, -, Gm)

1: PCuts, =0

2: PCutt =0

3: if Incidentes(s)NOperativas= () then
4:  Cuts =Incidentes(s)

5. PCutg = Heecuts e

6: end if

7: if Incidentes(t)NOperativas= () then
8:  Cut; =Incidentes(t)

9:  PCut; = Heecutt e

10: end if

[y
—

o if Cut(s) # 0 or Cut(t) # 0 then

12:  PCut = Max(PCuts, PCuty)

13:  Cut = Cut(i) con PCut; == PCut i = {s,t}
14: else

15:  Cut =Corte(G, 1)

16:  PCut = [[.cout Qe

: end if
: return [Cut, PCut]

[
[N |

Algorithm 10 Corte(G,t)
Require: G = (V,E), T, ¢ = (q1, ., qm)

1: Cut = []
2: for iin 1:|7| do
3:  Marco T;
4:  if Incidentes(T;) no tiene aristas operativas then
5: Cut = [Cut, Incidentes(T;)]
6: else
7 Determinar 7™ {nodos no marcados asociados a las aristas operativas incidentes
aT;}
8: Cut =[Cut, Incidentes a T; no operativas, Corte(G, T™)]
9: end if
10: end for

11: return Cut

En AZVIS el muestreo de las aristas es secuencial, cuando se sortea el estado de
una arista, el estado de las anteriores ya fue sorteado y es conocido. El estado de las
aristas del grafo puede ser operativo, de falla o desconocido. Las aristas para las que
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el estado sorteado es de falla se eliminan del grafo. En la estrategia del corte trivial si
s o t no tienen aristas incidentes operativas, el conjunto de corte contiene a las aris-
tas incidentes a alguno de los nodos terminales de G. Esta primera opcién de corte
es la que se formula en el Algoritmo 9. Si ambos nodos terminales de G tienen aristas
incidentes operativas se elige s o t arbitrariamente y se define el corte en el Algoritmo 10.

El Algoritmo 9 comienza asignando el valor cero a las probabilidades de los mincuts
asociados a los terminales s y t. En el paso 3 se verifica la condicién de que a ninguna
de las aristas incidentes al nodo s estén operativas, en ese caso en el paso 4 se define el
corte asociado a s como las aristas incidentes a s. Este proceso se repite para el terminal
t en los pasos 7 a 9. En los pasos 11 a 13 se elige el corte de mayor probabilidad entre
los identificados en los pasos 4 y 8. Si no se identifican cortes en 4 ni en 8 porque ambos
terminales tienen aristas incidentes operativas se define el corte en el Algortimo 10 par-
tiendo desde el nodo t.

En el Algortimo 10 se define el conjunto de corte en el caso en que ambos nodos termi-
nales s y ¢ tengan aristas incidentes operativas. Dado un nodo T; el conjunto de corte lo
componen las aristas incidentes a 7; que no estan en estado operativo y las incidentes a
aquellos nodos conectados a T; mediante aristas operativas.

En el Algortimo 10 se inicializa el corte como un conjunto vacio en el paso 1. En el
paso 3 se marca el nodo T; perteneciente a T" a partir del cual se construye el corte y en
el paso 4 se verifica si tiene aristas incidentes en estado operativo. Si T; no tiene aristas
operativas, se agregan al corte las aristas incidentes a T; en el paso 5. Si T; tiene aristas
incidentes operativas, se determina el conjunto 7* de los nodos conectados a T; mediante
aristas operativas en el paso 6. En el paso 7 se agregan al corte las aristas incidentes a
T; que no se encuentren en estado operativo y las aristas que resultan de aplicar este
proceso sobre el conjunto de nodos en T*. Esta secuencia se repite para todos los nodos
en T.

3.1.3. Eliminacién de Aristas Irrelevantes

El método AZVIS es iterativo y cuenta con un tiempo de ejecucién elevado. Aten-
diendo esta dificultad se detalla en este punto un procedimiento de eliminacién de aristas
irrelevantes formulado para el problema de didmetro confiabilidad s —t terminal. La eva-
luacién de la ganancia en términos de tiempo de cémputo al combinar el método AZVIS
con este procedimiento de eliminacion de aristas irrelevantes se presentan en la Seccion
4.4.

Las aristas irrelevantes en el modelo clasico de confiabilidad son aquellas aristas que
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no pertenecen a ningin pathset que conecte entre si a los nodos de K. En el modelo
de diametro confiabilidad, son irrelevantes aquellas aristas que no pertenecen a ningin
D-pathset. Esto significa que ademaés de las aristas irrelevantes en el modelo clasico de
confiabilidad son irrelevantes aquellas que no pertenecen a ningun pathset que conec-
te a un par de nodos objetivo de cardinalidad menor a D. La eliminacién de aristas
irrelevantes no afecta el calculo de la confiabilidad, si e € E es irrelevante en G, enton-
ces, R (G, D) = Rg(G—e, D), lo mismo sucede con la medida clésica de la confiabilidad.

Para identificar y eliminar aristas irrelevantes en el modelo de didmetro confiabilidad
s —t terminal se considera el algoritmo de tiempo polinomial formulado en [22]. Para
identificar aristas irrelevantes en esta formulacién se distinguen dos clases:

= Aristas que no pertenecen a ninguin pathset entre s y t.

= Aristas que sélo pertenecen pathsets entre s y t de largo mayor a D.

Para identificar las aristas irrelevantes en la primera clase se aplica un algoritmo de
tiempo lineal basado en la teoria de biconexidad [23]. El criterio para identificar las
aristas irrelevantes en la segunda clase se basa en la propiedad 2.

Propiedad 2. Sea G = (V, E) un grafo con nodos objetivo s y t, si una arista (u,v)
de G pertenece a un s — t path y cumple: d(s,u) + d(v,t) > D y d(s,v) + d(u,t) > D
entonces (u,v) es irrelevante.

Definicién 19. Se define a la distancia entre dos nodos u y v, d(u,v), como el largo
del path mas corto entre u y v. Si no existe un path entre u y v entonces d(u,v) = oco.
Para calcular la distancia entre dos nodos puede recurrirse al algoritmo de Dijkstra [24]
o al método BFS [25].

Con este criterio no se asegura la identificacién de todas las aristas irrelevantes, las
condiciones establecidas son suficientes pero no necesarias.

En el Algoritmo 11 de implementacién del método se comienza por identificar y eli-
minar las aristas irrelevantes de la primera clase. En el paso 2 se calculan las distancias
de todos los nodos de G con s y t. A partir de esta informacién se identifican y eliminan
las aristas que son irrelevantes porque cumplen con la propiedad 2 y si existen aristas
irrelevantes de la primera clase en el grafo resultante se vuelve al inicio. La complejidad
del método es de orden O(|E|(|E| + |V])) [22].
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Algorithm 11 Eliminacién de Aristas Irrelevantes
Require: G = (V,E),K = {s,t},D
1. Eliminar aristas que no pertenecen a ningin s — ¢t-path {Eliminar las aristas irrele-
vantes de la primera clase}
2: Para cada v € V calcular d(v, s) y d(v,t)
3: Eliminar a las aristas (u,v) tal que d(u,s) + d(v,t) > Dy d(v,s) + d(u,t) > D
{Eliminar las aristas irrelevantes de la segunda clase}
4: if Existen aristas (u,v) que no pertenecen a un s — t-path then
: Volver al inicio
6: end if

El proceso de eliminacién de aristas irrelevantes se combina con métodos de calculo
exacto y aproximado para simplificar el grafo sobre el cual se evalia la confiabilidad y
de esta forma se reduce el tiempo de cémputo. En el algoritmo de AZVIS se incluye
el proceso de identificacién y eliminacion se aristas irrelevantes unicamente al inicio.
Existe la alternativa de incorporarlo dentro del algoritmo, es decir, para cada etapa
del muestreo y cada replicaciéon. Vale aclarar que en cada etapa del muestreo se fija el
estado de una arista y por lo tanto pueden identificarse nuevas aristas irrelevantes en cada
sorteo de estado de aristas. El muestreo de las aristas se desarrolla para cada iteracién,
incluirlo cada vez puede significar un esfuerzo computacional importante que neutralice
la reduccién de tiempo generada por la simplificacién del grafo y hasta aumentar el
tiempo de computo respecto al método AZVIS sin eliminacién de irrelevantes.

3.2. Meétodo Recursivo de Reduccién de Varianza

El método Recursivo de Reduccién de Varianza (RVR) consiste en una descomposi-
cién recursiva basada en particiones del espacio de estados de la red en funcién de los
componentes de un D-mincut de G para estimar Uy, 1} (G, D). En este método se practica
un muestreo condicionado a la particiéon y se calcula la confiabilidad didmetro acotada
en grafos de menor tamano que el original. A diferencia del método IS, el RVR explota
la topologia de la red. La formulacién para el modelo clasico de confiabilidad considera-
do en este caso fue propuesta por Cancela y El Khadiri [4] y ajustada al problema de
didmetro confiabilidad [21]. En esta formulacién se aplica el muestreo Multinomial sobre
Q¢ el espacio de estados de G.

Sea Pg una particién de Qg y C un D-mincut tal que |Pg| = |C] se denota:
C
Ps = U‘k:|1Ak-

Cada componente Ay es un conjunto de subgrafos de G condicionados a que la k—ésima
arista de C opera y las k — 1 anteriores fallan.
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Ademas se define la variable aleatoria N, como el nimero de estados a sortear en Ay.
La variable Ny se distribuye Binomial(N,p(Ag)) y se cumple:

] ]

> Np=N, > p(Ap) =1.
k=1 k=1

Elvector (N1, ..., Nj¢)) se distribuye Multinomial con pardmetros N'y p = (p(A1), ... p(4)c)))-

La recursién se aplica sobre cada componente de Pg de forma que el arbol de la re-
cursién tiene tantas ramificaciones como enlaces tiene C. El proceso continda hasta que
se alcanzan estados deterministicos del grafo.

El desempeno del método depende en gran medida del criterio empleado para la iden-
tificacién del D-mincut. Cuando no existen restricciones en el largo de los caminos la
identificacion del mincut de méxima probabilidad es resoluble en tiempo polinomial con
el algoritmo de Ford Fulkerson [20]. Esto resultado no verifica cuando se introduce una
cota de didmetro [5]. Una alternativa es la seleccién de un conjunto de corte trivial, este
conjunto no necesariamente cumple con la condicién de ser el de maxima probabilidad,
pueden encontrarse resultados de la aplicacion del método RVR con este criterio en [21].
Una segunda alternativa es aplicar como estrategia de seleccion de conjuntos de corte
una aproximacion a la solucion éptima del problema con tiempo de resolucién polinomial
como la presentada en el punto 3.1.1. Los resultados del método RVR con este tltimo
criterio de seleccién del conjunto de corte se presentan en la Seccion 4.5.

Se define U{S7t}(G, D), el estimador de la anticonfiabilidad didmetro acotada como:
NQc + (1 - Qc) X)), S1(Gr, Ne) _ S1

N N’
donde Q¢ es la probabilidad de falla de C', S1(Gg, Ni) = 05 Y2y Y, la j—ésima

realizacion de la muestra de estados sorteados en Ak . El estimador % es insesgado para
U{s,t} (Ga D) [21] :

0{s,t}(Ga D) =

(3.4)

El estimador de la varianza propuesto en [4] es:

- 1 512
V(Ui (G, D)) = NN -1 S2 — <N> ] (3.5)
donde
€]
S2(G,N) = NQ& +2Qc(1 - Qo) > _ S1(Gi, ;)
=1
C]

+H(1 - Q)Y S2(Gi, ;)
=1
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El esquema recursivo no repite ningin célculo, evaluando cada estado de la red por
Unica vez; cuando N crece aumentan las posibilidades de sortear estados de la red que
comparten parte o toda la configuracién de la red [4].

Algorithm 12 Estimacion
Require: G = (V,E), K ={s,t}, D, N
: Ejecutar RVR(G, K, D, N) devuelve S = [S(1), 5(2)]
- Ug(G)=S(1)/N ,
A - N
 Var(Ux(G)) = S ROE
return Uk (G),Var(Uk(G))

= W N =

En el algoritmo 12 se estiman Uy +(G) y Var(Us+(G)) a partir de la salida del algo-
ritmo de RVR.

Algorithm 13 RVR

Require: G = (V,E), K = {s,t}, D, N
1. if |K| == 1 then

2: S = [O, 0}

3: end if

4: if G = (V, E) no es K—conexo then
5: S = [N, N]

6: else

7 Obtener un D-mincut C

8:  Calcular PC = [[;cc(@)

9:  Definir P particién de Qg

10:  Calcular 7
11:  Sortear N ~Multinom(m, N)

122 T =10,0]

13:  fori=1to |C]| do

14: Construir G; = (G —e1 — ... —ej_1) *¢;
15: Determinar K;

16: if N >0 then

17: T:T—FRVR(GZ',NZ-*,KZ',D)

18: end if

19:  end for

20 S(1)=N-PC+(1-PC)T(1)

21:  S(2) = N-PC?+2PC(1 - PC)T(1) +T(2)(1 — PCy)
22: end if

23: return S = [S(1), S(2)]
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En el algoritmo 13 entre las lineas 1 y 5 se definen los casos de célculo trivial de
Us+(G, D). Siel calculo no es elemental se define un D-mincut, se calcula su probabilidad
y se define la particion del espacio de estados en funcion de ese corte. El D-mincut se
obtiene a partir del algoritmo de aproximacién al corte 6ptimo (COA) detallado en la
Seccion 3.1.1. La variable 7 es el vector de probabilidades de los componentes de la
particion P. En la linea 11 se sortea el vector N* con distribucion Multinomial que
depende de N el tamano de muestra y las probabilidades de los componentes de la
particion. Para cada componente de la particién se determina el grafo condicionado
asociado y se acumula en la variable T el resultado de la recursién. Por ltimo, en las
lineas 20 y 21 se calculan los valores S(1) y S(2) requeridos para estimar Us((G) y

Var(Usy(G)).
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Capitulo 4

Analisis experimental

4.1. Marco de comparacion

En esta seccién se presentan los resultados numéricos obtenidos con el método de
Muestreo por Importancia con esquema de Varianza Cero Aproximado (AZVIS) y el
método Recursivo de Reduccién de la Varianza (RVR) aplicados a la estimacién de
Ugs,3 (G, D). La medida Uy 41 (G, D) es la anticonfiabilidad didmetro acotada para el

caso s — t terminal.

Las estimaciones se realizaron sobre topologias cominmente encontradas en la litera-
tura, concretamente: Arpanet, Dodecaedro, Grilla y Grafo Completo y un caso real:
Red Oeste de ANTEL (Administraciéon Nacional de Telecomunicaciones). Para cada
una de estas clases de grafos se consideran distintos valores de confiabilidad elemental
y didmetro. Los algoritmos fueron implementados en la versién 8.0.0.783 de MATLAB,
y los experimentos numéricos fueron realizados en el Cluster de Facultad de Ingenieria-
UDELAR!. Parte de estos resultados fueron presentados en [26].

En esta seccion los resultados se organizan de la siguiente forma: en primer lugar se
presentan los resultados obtenidos para el método AZVIS considerando dos estrategias
de identificacion del conjunto de corte, en segundo lugar se presentan los resultados
obtenidos al combinar el método AZVIS con un algoritmo de eliminacién de aristas
irrelevantes valido para didmetro confiabilidad y por dltimo se presentan los resultados
para el método RVR.

En los experimentos numéricos se evalian la precision y el tiempo de cémputo, tomando
como referencia el método MCC. Concretamente las medidas consideradas para evaluar

"http://www.fing.edu.uy /cluster /index.php
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el desempeno de los métodos son: las estimaciones puntuales de U{ s,13(G, D), la varian-
za estimada correspondiente, el tiempo de computo total en segundos ¢, la desviacién
real porcentual y el coeficiente de eficiencia relativa W. El coeficiente W es una medida
imparcial que permite la comparacién entre diferentes métodos de estimacién tomando
como referencia el método MCC' [27], [16], [28]. Contempla dos dimensiones: tiempo de
cémputo y varianza. Para el método AZVIS se define como:

. Voo -t
W oo Vuece cc
Vazvis -tazvis

con Vazvis v tazyvis la varianza y el tiempo de computo asociados al método (AZVIS)
v con Viyroo v tamoc la varianza y el tiempo de cémputo asociados al método Monte
Carlo Crudo (MCC'). No se computa el valor exacto de W porque no se conoce Vazyrs
y se imputa en su lugar una estimacion. El cédlculo es andlogo para RVR.

. Virco - tu
Woo = McC ™ McC

RVR VRVR - trRVR

La desviacion real porcentual DR es una medida que permite conocer la precision de las
estimaciones y se define como:

~

Us,t(G7 D) - Us,t (G, D)|

|
DR —
R U.1(G, D)

-100

Por otra parte, para cada estimacién se evalda si el valor Uy (G, D) pertenece al inter-
valo de confianza del 95 % lo que permite concluir respecto a la robustez del método. La
expresién para un intervalo de confianza 1 — « para U (G, D) es la siguiente:

IC = Uy 4(G, D) £ 21_02\/ V(Ust(G, D))
con z1_q /2 €l valor que acumula la probabilidad 1—a//2 en una distribucién Normal(0, 1).

Dado que no contamos con el verdadero valor de la varianza se sustituye V (U, (G, D))
por la estimacién obtenida en cada muestra. El nivel de confianza 1 — « refiere a la pro-
porcion de veces en que en teoria el verdadero valor del parametro pertenece al intervalo

para un tamafno de muestra suficientemente grande.

4.2. Casos de prueba

La seleccion de casos de prueba se realizé considerando redes de distinto tamafio y
grado de conectividad, una de ellas, la Red Oeste de ANTEL es una red real, el resto
son redes usualmente tratadas en la literatura [18], [29], [21], [22], [30]. Para estas redes
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se asumen confiabilidades elementales idénticas de las aristas que toman los valores g €
{1072,107%,107%}. También se contemplan diferentes cotas de didmetro. A continuacién
se detallan las topologias consideradas y sus principales caracteristicas.

» Arpanet s - t terminal: |V| =21 |E| =26 |K| =2
e D < {6,10,20}, ¢ € {1072,107*,1076}, Figura 4.1
» Dodecaedro s - t terminal: |[V| =20 |E| =30 |K| =2
e D€ {5,10,19}, ¢ € {1072,107%,1075}, Figura 4.2
= Grillan x n con n € {3,5} s - t terminal: |V| =n? |E| =2n(n —1) |K| =2
¢ Dy—3=>5,D,—5 =8, ¢g¢c {1072,1074,1076}, Figura 4.3
» Grafo Completo: K,, s - t terminal |V| =n |E| = @ |K| =2
o Dc{2,4}, g {1072,1074,107}, Figura 4.4
» Red Oeste de ANTEL s - t terminal: |V| =53 |E| =57 |K| =2
e D=18,¢q<€{1072,107%,107%}, Figura 4.5

o) O— 0y
o I

ey rany
A\ A\ A\ A\

Figura 4.1: Grafo Arpanet

Figura 4.2: Grafo Dodecaedro
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Figura 4.3: Grafo Grillan =3 yn=>5

Figura 4.4: Grafo Completo K,—4
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Figura 4.5: Red Oeste de ANTEL

4.3. AZVIS segin estrategia de seleccion del D-mincut

En la implementaciéon del método AZVIS presentado en la Seccién 3.1 se requiere
el valor de la probabilidad maxima de los D-mincut de G. Para la identificacién de los
D-mincut se consideran dos estrategias, la primera que denominamos estrategia de Cor-
te ()ptimo Aproximado (COA) que consiste en una solucién aproximada al problema
Primal-Dual de Flujo Maximo y Corte Minimo en el que se admiten cotas de diame-
tro. El segundo criterio, denominado Corte Trivial (CT') consiste en la identificacién de
D-mincuts triviales aunque no necesariamente de méaxima probabilidad. En la Subsec-
cién 3.1.1 se presenta un detalle del criterio COA y en la Subseccién 3.1.1 de CT. En
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las Tablas 4.1 a 4.6 se reportan los resultados obtenidos para el método AZVIScoa y
en las Tablas 4.7 a 4.12 los de AZVIScr.

Es esperable que la estrategia de seleccién del conjunto de corte trivial C'T' tenga menor
costo computacional que la aproximacién al conjunto éptimo COA. Parte del andlisis
comparativo consiste en la evaluacién de la ganancia en términos de tiempo de computo
de AZVIScr v si se verifica como contrapartida una pérdida de precisién. La compara-

cién de las medidas W permitira concluir respecto a la estrategia més eficiente.

En las tablas de resultados se presenta la siguiente informacion:

= D: Cota de didmetro del grafo considerado.

= ¢: Anticonfiabilidad de las aristas, en este caso se considera un valor idéntico de
anticonfiabilidad para todas las aristas del grafo.

= N: Tamanio de muestra considerado para la estimacién.

» U: Valor real de U, (G, D) la anticonfiabilidad didmetro acotada para el caso s —¢
terminal.

» U: Estimacién de U (G, D).

s {: Tiempo de cémputo total de la estimacién medido en segundos.

= DR: Desviacién real porcentual de la estimacién respecto al valor exacto del
parametro.

= WW: Coeficiente de eficiencia relativa del método aplicado con respecto a MCC.

» U € IC: Variable que indica si Us (G, D) pertenece al intervalo de confianza del
95 % construido con la estimacion.

54



Tabla 4.1: Resultados numéricos de AZVIScoa en el grafo Arpanet.

D q N U U V(U) t DR W UelC
6 | 1.0E-02 | 10 | 5.850E-02 | 7.028E-02 | 8.537E-05 228 20.1351% | 1.961E-01 Si
6 | 1.0E-04 | 102 | 5.999E-04 | 5.759E-04 | 6.237E-09 205 3.9921% | 3.174E+01 Si
6 | 1.0E-06 | 10? | 6.000E-06 | 5.420E-06 | 4.334E-13 175 9.6668 % | 5.574E+03 Si
10 | 1.0E-02 | 10° | 6.631E-04 | 1.911E-04 | 1.317E-08 638 71.1789 % | 9.896E-+00 No
10 | 1.0E-04 | 10% | 6.007E-08 | 1.330E-08 | 4.058E-17 | 649 77.8592% | 2.865E-+05 No
10 | 1.0E-06 | 10° | 6.000E-12 | 1.700E-12 | 2.413E-25 667 | 71.6672% | 4.612E+09 No
20 | 1.0E-02 | 10 | 6.541E-04 | 2.207E-04 | 1.429E-08 363 66.2524 % | 1.069E+01 No
20 | 1.0E-04 | 10 | 6.006E-08 | 1.551E-08 | 4.256E-17 | 245 74.1701% | 5.052E+05 No
20 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 3.310E-12 | 6.521E-24 | 261 44.8344 % | 2.740E+08 Si
6 | 1.0E-02 | 10* | 5.850E-02 | 5.919E-02 | 5.582E-07 | 17464 | 1.1880% | 3.321E-01 Si
6 | 1.0E-04 | 10* | 5.999E-04 | 6.148E-04 | 6.149E-11 | 18666 | 2.4850% | 3.052E+01 Si
6 | 1.0E-06 | 10 | 6.000E-06 | 6.068E-06 | 5.956E-15 | 18542 | 1.1265% | 3.183E+03 Si
10 | 1.0E-02 | 10* | 6.631E-04 | 5.690E-04 | 6.027E-08 | 66380 | 14.1898% | 3.700E-02 Si
10 | 1.0E-04 | 10* | 6.007E-08 | 2.368E-08 | 5.208E-18 | 52315 | 60.5822% | 3.606E+04 No
10 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 2.223E-12 | 4.068E-26 | 54350 | 62.9507 % | 4.611E+08 No
20 | 1.0E-02 | 10% | 6.541E-04 | 5.048E-04 | 2.610E-08 | 23892 | 22.8228% | 6.714E-02 Si
20 | 1.0E-04 | 10* | 6.006E-08 | 2.593E-08 | 2.135E-17 | 25413 | 56.8276 % | 6.895E+03 No
20 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 2.201E-12 | 6.039E-26 | 24739 | 63.3140% | 2.431E+408 No
Tabla 4.2: Resultados numéricos de AZVIScoa en el grafo Dodecaedro.
D q N U U 1% t DR %4 UelC
5 1.0E-02 | 10% | 3.205E-06 | 1.111E-06 | 7.295E-15 300 65.3411 % | 1.468E4-05 No
5 | 1.0E-04 | 10 | 2.012E-12 | 8.516E-13 | 6.113E-27 | 307 | 57.6735% | 9.188E+10 No
5 | 1.0E-06 | 102 | 2.000E-18 | 1.020E-18 | 8.885E-39 273 49.0019% | 7.124E+16 No
10 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 1.072E-06 | 1.448E-15 511 47.9970% | 3.446E4+05 No
10 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 1.000E-12 | 6.060E-28 | 474 50.0138% | 8.183E-+11 No
10 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 9.800E-19 | 6.020E-40 514 51.0001 % | 7.591E+17 No
19 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 1.128E-06 | 1.889E-14 149 45.3000 % | 4.460E+04 No
19 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 9.700E-13 | 6.980E-28 203 51.5129% | 8.588E-+11 No
19 | 1.0E-06 | 102 | 2.000E-18 | 9.500E-19 | 8.838E-40 205 52.5001 % | 6.639E+17 No
5 | 1.0E-02 | 10* | 3.205E-06 | 1.720E-06 | 1.798E-14 | 24906 | 46.3271% | 4.305E+00 No
5 | 1.0E-04 | 10* | 2.012E-12 | 9.024E-13 | 7.402E-29 | 26313 | 55.1513% | 7.249E+10 No
5 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 8.904E-19 | 6.508E-41 | 25806 | 55.4816% | 8.496E+16 No
10 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 1.020E-06 | 5.146E-16 | 60168 | 50.5179% | 1.756E+04 No
10 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 1.016E-12 | 2.144E-28 | 56168 | 49.2349% | 3.710E+10 No
10 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 1.003E-18 | 5.156E-41 | 56010 | 49.8701% | 1.489E+17 No
19 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 1.031E-06 | 1.217E-15 | 15170 | 49.9870% | 7.366E+03 No
19 | 1.0E-04 | 107 | 2.001E-12 | 9.985E-13 | 2.191E-29 | 16212 | 50.0888% | 3.689E+11 No
19 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 9.952E-19 | 2.396E-41 | 16456 | 50.2401 % | 3.208E+17 No
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Tabla 4.3: Resultados numéricos de AZVIScoa en el grafo Grilla 3.

D q N U U 14 t DR W UelC
5 | 1.0E-02 | 10® | 2.118E-04 | 1.367E-04 | 5.000E-10 | 54 | 35.4689% | 2.146E+02 No

5 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-08 | 1.380E-08 | 4.700E-18 | 56 | 31.0411% | 2.038E+06 No

5 | 1.0E-06 | 10 | 2.000E-12 | 1.180E-12 | 2.189E-26 54 41.0000% | 4.235E+10 No

5 | 1.0E-02 | 10* | 2.118E-04 | 1.787E-04 | 1.954E-10 | 5187 | 15.6273% | 5.306E+00 No

5 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-08 | 2.191E-08 | 1.000E-16 | 5197 | 9.4711% | 1.021E+03 Si

5 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-12 | 1.191E-12 | 5.063E-28 | 5461 | 40.4350% | 1.889E+10 No

Tabla 4.4: Resultados numeéricos de AZVIScoa en el grafo Grilla 5.

D q N U U % ¢ DR W UelC
8 | 1.0E-02 | 10? | 2.041E-04 | 9.325E-05 | 1.049E-11 | 764 | 54.3078% | 4.102E+03 No

8 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-08 | 9.300E-09 | 1.465E-19 | 590 | 53.5081% | 3.727E+07 No

8 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-12 | 9.600E-13 | 9.939E-28 | 545 | 52.0001% | 5.270E+11 No

5 | 1.0E-02 | 10* | 2.118E-04 | 1.787E-04 | 1.954E-10 | 5187 | 15.6273% | 5.306E+00 No

5 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-08 | 2.191E-08 | 1.000E-16 | 5197 | 9.4711% | 1.021E+03 Si

5 | 1.0E-06 | 107 | 2.000E-12 | 1.191E-12 | 5.063E-28 | 5461 | 40.4350% | 1.889E+10 No

Tabla 4.5: Resultados numéricos de AZVIScoa en el grafo Ky.

D q N U U \% t DR W UelC
2 | 1.0E-02 | 10% | 3.960E-06 | 1.822E-06 | 3.935E-14 9 54.0000 % | 5.104E+404 No

2 | 1.0E-04 | 10% | 4.000E-12 | 1.920E-12 | 4.033E-26 10 52.0000% | 5.03TE+10 No

2 | 1.0E-06 | 10% | 4.000E-18 | 1.880E-18 | 4.026E-38 8 53.0000 % | 4.938E+16 No

4 [ 1.0E-02 | 10® | 2.020E-06 | 7.685E-07 | 6.372E-15 13 | 61.9459% | 1.476E+05 No

4 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-12 | 7.301E-13 | 6.436E-27 12 | 63.4997% | 1.677TE+11 No

4 | 1.0E-06 | 10 | 2.000E-18 | 8.900E-19 | 7.252E-39 12 55.5000% | 1.068E+17 No

2 | 1.0E-02 | 10* | 3.960E-06 | 1.964E-06 | 3.921E-16 | 865 | 50.4100% | 5.557E+04 No

2 | 1.0E-04 | 10* | 4.000E-12 | 2.008E-12 | 4.000E-28 | 872 | 49.7900% | 5.768E+10 No

2 | 1.0E-06 | 10 | 4.000E-18 | 2.010E-18 | 4.000E-40 | 869 | 49.7401% | 4.852E+16 No

4 | 1.0E-02 | 10* | 2.020E-06 | 9.622E-07 | 2.175E-15 | 1296 | 52.3558 % | 4.305E+03 No

4 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-12 | 7.442E-13 | 6.910E-29 | 1258 | 62.7950% | 1.469E+11 No

4 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 7.509E-19 | 6.903E-41 | 1252 | 62.4550% | 1.262E+17 No

Tabla 4.6: Resultados numéricos de AZVIScoa en la Red Oeste de ANTEL.

D q N U U \% t DR %4 UelC
18 | 1.0E-02 | 102 | 7.020E-03 | 3.378E-04 | 1.271E-08 | 4354 | 95.1885% | 1.172E+02 No
18 | 1.0E-04 | 10% | 7.199E-07 | 8.180E-08 | 2.816E-15 | 3992 | 88.6366 % | 6.290E+04 No
18 | 1.0E-06 | 102 | 7.200E-11 | 5.660E-12 | 5.264E-24 | 3907 | 92.1389% | 3.488E+09 No
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En los resultados obtenidos al aplicar el método AZVIScoa sobre los casos de prueba
se verifica que AZVIScoa tiene un mejor desempeno que MCC. El coeficiente W indica
una mejora en la eficiencia respecto a MCC para ¢ € {107%,107%}, que se debe al aporte
en términos de varianza. De todas formas, al evaluar la robustez del método se observa
que salvo en el caso del grafo Arpanet, el valor U, (G, D) no pertenece al intervalo de
confianza del 95 % construido a partir de la estimacién. Esto permite concluir que se
requiere un tamaiio de muestra superior a 10% para alcanzar el nivel de estabilidad del
método. Aumentando el tamano de muestra de 10 a 10* se obtienen mejores resultados
en términos de robustez pero sélo para el grafo Arpanet, con ¢ = 107%. En estos casos
en que el método no alcanza la estabilidad la estimacién de la varianza no es confiable
y no aplican los supuestos de normalidad para la estimacién de intervalos de confianza.

Dado que se trata de un método iterativo, el costo computacional es importante y desde
el punto de vista practico se dificulta la ejecucién para un tamano de muestra superior
a 10%. El tiempo de cémputo de AZVISco4 es mayor que el de MCC ya que en el pri-
mero se realiza la seleccién de 2|E| conjuntos de corte de maxima probabilidad por cada
iteracion.

Si bien se verifica que el método no es robusto, los resultados en términos de preci-
sién son aceptables, incluso para N = 102. Sélo se observan valores de desviacién real
porcentual cercanos al 100 % en la Red Oeste de ANTEL. En el 75% de los casos de
prueba la desviacién porcentual estd por debajo del 60%. Al aumentar el tamafio de
muestra de 102 a 10 la precisién del método mejora de manera notoria para el grafo
Arpanet. En el grafo Dodecaedro no se observan cambios y en el resto de los grafos
considerados la precisién mejora aunque en menor medida que en Arpanet.

De la comparacién general entre grafos se deduce que el método AZVIScoa funcio-
na mejor para topologias méas simples y con menor conectividad, como Arpanet.

A continuacién se presentan los resultados del método AZVIS con el criterio de identi-
ficaciéon trivial de D-mincuts.
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Tabla 4.7: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Arpanet.

D q N U U 1% t DR W UelC
6 | 1.0E-02 | 10 | 5.850E-02 | 4.039E-02 | 2.997E-04 190 | 30.9522% | 6.704E-02 Si
6 | 1.0E-04 | 10% | 5.999E-04 | 1.000E-04 | 7.555E-41 196 83.3275% | 2.742E+33 No
6 | 1.0E-06 | 10? | 6.000E-06 | 1.000E-06 | 1.044E-44 196 83.3333% | 2.067TE+35 No
10 | 1.0E-02 | 10° | 6.631E-04 | 6.104E-04 | 5.997E-09 347 7.9446 % | 3.991E+01 Si
10 | 1.0E-04 | 10% | 6.007E-08 | 6.059E-08 | 5.746E-17 | 336 0.8755% | 3.905E+05 Si
10 | 1.0E-06 | 10° | 6.000E-12 | 4.420E-12 | 2.928E-25 317 | 26.3346 % | 7.994E+09 No
20 | 1.0E-02 | 10 | 6.541E-04 | 6.144E-04 | 5.987E-09 155 6.0610% | 5.981E+01 Si
20 | 1.0E-04 | 10 | 6.006E-08 | 6.039E-08 | 6.098E-17 154 0.5575% | 5.612E+05 Si
20 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 6.860E-12 | 6.741E-25 145 14.3312% | 4.783E+09 Si
6 | 1.0E-02 | 10* | 5.850E-02 | 1.939E-02 | 9.296E-07 | 15297 | 66.8562% | 2.277E-01 No
6 | 1.0E-04 | 10* | 5.999E-04 | 4.000E-04 | 3.000E-08 | 16563 | 33.3100% | 7.049E-02 Si
6 | 1.0E-06 | 10 | 6.000E-06 | 1.000E-06 | 7.604E-43 | 16501 | 83.3333% | 2.802E+31 No
10 | 1.0E-02 | 10* | 6.631E-04 | 6.025E-04 | 8.610E-11 | 28605 | 9.1495% | 6.011E+01 No
10 | 1.0E-04 | 10* | 6.007E-08 | 6.023E-08 | 5.915E-19 | 27090 | 0.2729% | 6.133E+05 Si
10 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 6.084E-12 | 5.995E-27 | 26857 | 1.3915% | 6.332E+09 Si
20 | 1.0E-02 | 10* | 6.541E-04 | 6.025E-04 | 8.077E-11 | 11483 | 7.8770% | 4.514E+01 No
20 | 1.0E-04 | 10% | 6.006E-08 | 6.052E-08 | 5.900E-19 | 11153 | 0.7707% | 5.684E+05 Si
20 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 5.994E-12 | 5.872E-27 | 11041 | 0.0951% | 5.603E+409 Si
Tabla 4.8: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Dodecaedro.
D q N U U 1% t DR %4 UelC
5 1.0E-02 | 10% | 3.205E-06 | 2.265E-06 | 8.811E-14 288 29.3186 % | 1.268E-+04 No
5 | 1.0E-04 | 10 | 2.012E-12 | 2.000E-12 | 3.999E-34 | 235 0.5905% | 1.832E+18 No
5 | 1.0E-06 | 102 | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 4.000E-50 235 0.0049% | 1.836E+28 No
10 | 1.0E-02 | 102 | 2.062E-06 | 2.000E-06 | 9.996E-19 578 3.0043% | 4.417E+08 No
10 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 2.000E-12 | 1.004E-34 | 605 0.0304% | 3.87T1E+18 No
10 | 1.0E-06 | 10° | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 9.842E-51 640 0.0003% | 3.734E+28 No
19 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 1.979E-06 | 4.006E-16 177 4.0178% | 1.772E+06 No
19 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 2.000E-12 | 1.010E-34 158 0.0300% | 7.631E+18 No
19 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 9.903E-51 174 0.0003 % | 6.965E+28 No
5 | 1.0E-02 | 10* | 3.205E-06 | 2.290E-06 | 7.940E-15 | 21359 | 28.5418 % | 1.136E+01 No
5 | 1.0E-04 | 10* | 2.012E-12 | 2.005E-12 | 4.716E-30 | 20336 | 0.3727% | 1.472E+12 No
5 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 4.000E-52 | 21141 | 0.0049% | 1.687E+28 No
10 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 2.008E-06 | 3.074E-18 | 62233 | 2.6244% | 2.843E+406 No
10 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 2.000E-12 | 1.000E-36 | 60349 | 0.0300% | 7.405E+18 No
10 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 1.000E-52 | 57722 | 0.0003 % 7.449E+28 No
19 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 4.016E-06 | 4.039E-12 | 17846 | 94.7779% | 1.886E+00 Si
19 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 2.000E-12 | 1.000E-36 | 17477 | 0.0300% | 7.498E+18 No
19 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 1.000E-52 | 16679 | 0.0003% | 7.582E+28 No
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Tabla 4.9: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Grilla 3.

D q N U U 14 t DR w UelC
5 | 1.0E-02 | 10% | 2.118E-04 | 1.941E-04 | 1.178E-11 34 8.3771% | 1.456E+04 No
5 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-08 | 2.000E-08 | 9.771E-27 | 39 | 0.0609% | 1.412E+15 No
5 | 1.0E-06 | 10® | 2.000E-12 | 2.000E-12 | 9.903E-39 30 | 0.0000% | 1.673E+23 Si
5 | 1.0E-02 | 10* | 2.118E-04 | 1.981E-04 | 8.326E-12 | 3391 | 6.4968 % | 1.904E+02 No
5 | 1.0E-04 | 107 | 2.001E-08 | 2.001E-08 | 5.198E-23 | 3592 | 0.0300% | 2.842E+09 Si
5 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-12 | 2.000E-12 | 1.000E-40 | 3519 | 0.0000% | 1.485E+23 Si
Tabla 4.10: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Grilla 5.
D q N U U % ¢ DR W UelC
8 | 1.0E-02 | 10 | 2.041E-04 | 1.721E-04 | 4.870E-11 751 15.6783% | 8.985E-+02 No
8 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-08 | 2.000E-08 | 9.997E-27 | 747 0.0205% | 4.312E+14 No
8 | 1.0E-06 | 10® | 2.000E-12 | 2.000E-12 | 1.008E-38 655 0.0002% | 4.320E+22 No
8 | 1.0E-02 | 10* | 2.041E-04 | 1.778E-04 | 1.650E-11 | 61088 | 12.8692 % | 4.958E~+01 No
8 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-08 | 1.997E-08 | 5.194E-23 | 60134 | 0.1500% | 1.291E+09 No
8 | 1.0E-06 | 10 | 2.000E-12 | 2.000E-12 | 1.000E-40 | 56228 | 0.0002% | 7.239E+22 No
Tabla 4.11: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Ky.
D q N U U \% t DR w UelC
2 | 1.0E-02 | 10% | 3.960E-06 | 2.095E-06 | 1.848E-14 | 5 [ 47.1032% | 2.017E+05 No
2 | 1.0E-04 | 10% | 4.000E-12 | 2.100E-12 | 2.212E-26 5 47.4966 % | 1.993E+11 No
2 | 1.0E-06 | 10% | 4.000E-18 | 1.860E-18 | 2.041E-38 5 53.5000% | 1.738E-+17 No
4 | 1.0E-02 | 10® | 2.020E-06 | 1.065E-06 | 1.016E-14 | 8 | 47.2572% | 1.557E+05 No
4 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-12 | 9.000E-13 | 1.000E-26 8 55.0023 % | 1.698E+11 No
4 | 1.0E-06 | 10 | 2.000E-18 | 1.140E-18 | 9.903E-39 8 | 43.0000% | 1.231E+17 No
2 | 1.0E-02 | 10* | 3.960E-06 | 1.967E-06 | 1.950E-16 | 512 | 50.3186 % | 1.886E+05 No
2 | 1.0E-04 | 10* | 4.000E-12 | 2.029E-12 | 1.999E-28 | 502 | 49.2613% | 2.005E+11 No
2 | 1.0E-06 | 10% | 4.000E-18 | 1.996E-18 | 1.959E-40 | 500 | 50.1100% | 1.720E+17 No
4 | 1.0E-02 | 10* | 2.020E-06 | 9.986E-07 | 1.010E-16 | 763 | 50.5511% | 1.576E-+05 No
4 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-12 | 9.908E-13 | 1.000E-28 | 761 | 50.4625% | 1.678E+11 No
4 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 9.864E-19 | 9.999E-41 | 762 | 50.6800 % | 1.432E+17 No
Tabla 4.12: Resultados numéricos de AZVIScr en el grafo Red Oeste de ANTEL.
D q N U U \% t DR w UelC
18 | 1.0E-02 | 102 | 7.020E-03 | 3.309E-04 | 2.276E-08 | 2884 | 95.2861% | 9.880E+01 No
18 | 1.0E-04 | 10% | 7.199E-07 | 2.688E-07 | 2.325E-14 | 2697 | 62.6562% | 1.127E+04 No
18 | 1.0E-06 | 102 | 7.200E-11 | 2.560E-12 | 6.554E-24 | 2552 | 96.4443% | 4.290E+09 No
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Los resultados para el método AZVIS con seleccion trivial del D-mincut indican un
mejor desempeno respecto al método MCC, la medida considerada en este caso es el
coeficiente de eficiencia relativa W. Este comportamiento se explica por una reduccion
de la varianza de AZVIScor respecto a MCC. La no pertenencia en la mayor parte de los
casos de Us +(G, D) a los intervalos de confianza del 95 % sugiere que el método AZVIScr
no es robusto para los tamanos de muestra considerados. Los indicios de inestabilidad
de AZVIScr son incluso més importantes que en AZVIScoa.

El tiempo de céomputo de AZVIScr es superior al de MCC pero es inferior al de
AZVIScoa porque la estrategia de seleccién del corte de AZVISor es mas sencilla.
La reduccién del tiempo de cémputo de AZVISor respecto a AZVIScoa depende de la
topologia, para el grafo Arpanet se verifica una reduccién del orden del 50 % mientras
que para la Red Oeste de ANTEL y K4 es del 25 %; para el grafo Dodecaedro no se
registra una disminucion del tiempo de cémputo.

En los experimentos realizados no se evidencia una pérdida de precisién de AZVIScr
respecto a AZVIScoa, por el contrario, la desviacién real es menor en el primero. En
particular, para el método AZVIScr en un 76 % de los casos de prueba la desviacion real
es menor al 50 % y en un 57 % menor al 10 %. La precisién de AZVIScr es menor que la
de AZVIScoa en los casos en los que el didmetro tiene un efecto mas importante sobre la
confiabilidad, por ejemplo en el grafo Arpanet con D = 6. Este comportamiento obedece
a que la estrategia de seleccién trivial del conjunto de corte considera al didmetro Uni-
camente al verificar si el grafo inducido obtenido en las diferentes etapas del algoritmo
estd operativo.

Si analizamos las medidas de precisién y robustez en conjunto los mejores resultados
para el método AZVIScr se observan en el grafo Arpanet.

4.4. AZVIS con eliminacién de aristas irrelevantes

Como puede verificarse en los resultados empiricos, el método AZVIS tiene asociado
un elevado costo computacional. Una forma de reducir el tiempo de célculo es a través de
simplificaciones del grafo. En este sentido, se toma como referencia la técnica AZVIScoa
y se combina con el algoritmo de eliminacién de aristas irrelevantes referido en la Sub-
seccion 3.1.1. El proceso de eliminacién de aristas irrelevantes se agrega al comienzo y
por tnica vez en el algoritmo de implementaciéon de AZVISco . Esta modificaciéon no
implica cambios en términos de precisién del método pero si en el tiempo de computo.
Los resultados se detallan las Tablas 4.13 a 4.18.
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Tabla 4.13: Resultados numéricos de AZVIScpa con eliminacién de aristas irrelevantes en el

grafo Arpanet.

D q N U U v t DR %4 UelC
6 | 1.0E-02 | 102 | 5.850E-02 | 7.029E-02 | 8.351E-05 16 20.1553 % | 2.847E-+00 Si
6 | 1.0E-04 | 10 | 5.999E-04 | 5.879E-04 | 4.182E-09 14 1.9908 % | 6.994E-+02 Si
6 | 1.0E-06 | 102 | 6.000E-06 | 7.380E-06 | 9.048E-13 14 22.9998 % | 3.401E+04 Si
10 | 1.0E-02 | 10° | 6.631E-04 | 6.725E-05 | 4.510E-11 651 89.8589 % | 2.835E-+03 No
10 | 1.0E-04 | 102 | 6.007E-08 | 9.804E-09 | 5.023E-18 622 83.6781% | 2.417E+06 No
10 | 1.0E-06 | 10° | 6.000E-12 | 9.400E-13 | 5.168E-26 681 84.3336 % | 2.111E+10 No
20 | 1.0E-02 | 10% | 6.541E-04 | 9.342E-05 | 3.348E-10 357 | 85.7174% | 4.634E+02 No
20 | 1.0E-04 | 10® | 6.006E-08 | 4.286E-08 | 6.946E-16 303 28.6259 % | 2.502E-+04 Si
20 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 1.820E-12 | 5.195E-25 318 69.6672 % | 2.824E+09 No
6 | 1.0E-02 | 10* | 5.850E-02 | 5.895E-02 | 5.457E-07 | 1037 | 0.7725% | 5.723E+00 Si
6 | 1.0E-04 | 10% | 5.999E-04 | 5.932E-04 | 5.722E-11 | 1104 1.1117% | 5.545E+02 Si
6 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-06 | 6.020E-06 | 5.900E-15 | 1098 | 0.3398% | 5.423E+04 Si
10 | 1.0E-02 | 10% | 6.631E-04 | 3.019E-04 | 3.851E-09 | 76234 | 54.4681% | 5.042E-01 No
10 | 1.0E-04 | 10* | 6.007E-08 | 2.015E-08 | 4.145E-18 | 54077 | 66.4537 % | 4.383E+04 No
10 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 2.837E-12 | 1.174E-25 | 54162 | 52.7226 % | 1.603E+08 No
20 | 1.0E-02 | 10% | 6.541E-04 | 3.540E-04 | 7.107E-09 | 25434 | 45.8798% | 2.316E-01 No
20 | 1.0E-04 | 10 | 6.006E-08 | 1.906E-08 | 2.624E-18 | 25336 | 68.2642% | 5.627E+04 No
20 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 1.966E-12 | 3.839E-26 | 24318 | 67.2339% | 3.891E+08 No
Tabla 4.14: Resultados numéricos de AZVIScopa con eliminacién de aristas irrelevantes en el
grafo Dodecaedro.
D q N U U \% t DR w UelC
5 | 1.0E-02 | 102 | 3.205E-06 | 2.363E-06 | 1.113E-12 219 26.2815% | 1.318E-+03 Si
5 1.0E-04 | 10% | 2.012E-12 | 8.820E-13 | 5.682E-27 213 56.1611 % | 1.427E+11 No
5 | 1.0E-06 | 102 | 2.000E-18 | 8.000E-19 | 7.273E-39 225 60.0012% | 1.057TE+17 No
10 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 9.316E-07 | 8.561E-16 580 54.8162% | 5.134E+05 No
10 | 1.0E-04 | 102 | 2.001E-12 | 1.080E-12 | 1.147E-27 | 485 46.0153 % | 4.226E+11 No
10 | 1.0E-06 | 10° | 2.000E-18 | 9.600E-19 | 5.899E-40 522 52.0001 % | 7.629E+17 No
19 | 1.0E-02 | 102 | 2.062E-06 | 9.219E-07 | 7.428E-16 176 55.2866 % | 9.590E+05 No
19 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 1.020E-12 | 8.039E-28 140 | 49.0141% | 1.083E+12 No
19 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 9.700E-19 | 6.980E-40 157 | 51.5001% | 1.096E+18 No
5 | 1.0E-02 | 10* | 3.205E-06 | 2.290E-06 | 7.940E-15 | 21359 | 28.5418 % | 1.136E+01 No
5 | 1.0E-04 | 10% | 2.012E-12 | 2.005E-12 | 4.716E-30 | 20336 | 0.3727% | 1.472E+12 No
5 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 4.000E-52 | 21141 | 0.0049% | 1.687E+28 No
10 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 1.063E-06 | 2.168E-15 | 60624 | 48.4571% | 4.138E+03 No
10 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 1.009E-12 | 8.395E-29 | 56623 | 49.5449% | 9.400E+10 No
10 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 9.930E-19 | 2.896E-41 | 54037 | 50.3501% | 2.748E+17 No
19 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 4.016E-06 | 4.039E-12 | 17846 | 94.7779% | 1.886E+00 Si
19 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 2.000E-12 | 1.000E-36 | 17477 | 0.0300% | 7.498E+18 No
19 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 2.000E-18 | 1.000E-52 | 16679 | 0.0003 % 7.582E+28 No
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Tabla 4.15: Resultados numéricos de AZVIScoa con eliminacién de aristas irrelevantes en el

grafo Grilla 3.

D q N U U % t DR W UelC
5 | 1L.OE02 | 107 | 2.118E-04 | 1.1455-04 | 1.754E-10 | 50 | 45.9349% | 6.589E+02 | No
5 | 1.OE-04 | 107 | 2.001E-08 | 9.901E-00 | 7.166E-19 | 53 | 50.5243% | 1.403E+07 | No
5 | 1.OE-06 | 107 | 2.000B-12 | 1.110B-12 | 1.856E-26 | 53 | 44.5000% | 5.076E+10 | No
5 | LOE02 | 107 | 2.1185-04 | 1.6335-04 | L.452E-10 | 5236 | 22.9319% | 7.071E100 | No
5 | L.OE-04 | 107 | 2.001E-08 | 1.159E-08 | 2.982E-20 | 5509 | 42.0976% | 3.230E+06 | No
5 | 1.OE-06 | 107 | 2.000B-12 | 1.206E-12 | 5.183E-28 | 5357 | 39.6850% | 1.881E+10 | No

Tabla 4.16: Resultados numéricos de AZVIScoa con eliminacién de aristas irrelevantes en el

grafo Grilla 5.

D q N U U |4 t DR w UelC
8 | 1.0E-02 | 10% | 2.041E-04 | 8.624E-05 | 1.599E-11 876 57.7425 % | 2.348E403 No
8 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-08 | 9.500E-09 | 2.096E-19 | 662 52.5084 % | 2.321E+07 No
8 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-12 | 9.100E-13 | 2.039E-27 | 660 | 54.5001% | 2.121E+11 No
8 | 1.0E-02 | 10* | 2.041E-04 | 9.912E-05 | 6.059E-12 | 61351 | 51.4301% | 1.344E+02 No
8 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-08 | 9.251E-09 | 1.617E-21 | 59963 | 53.7533 % | 4.160E+07 No
8 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-12 | 9.270E-13 | 1.619E-29 | 56104 | 53.6501% | 4.482E+11 No

Tabla 4.17: Resultados numéricos de AZVIScoa con eliminacién de aristas irrelevantes en el

grafo Ky.
D q N U U v t DR w UelC
2 | 1.0E-02 | 10? | 3.960E-06 | 1.861E-06 | 3.946E-14 7 53.0000% | 6.761E+04 No
2 | 1.0E-04 | 10% | 4.000E-12 | 1.840E-12 | 4.014E-26 6 54.0000 % | 8.160E+410 No
2 | 1.0E-06 | 10 | 4.000E-18 | 2.080E-18 | 4.034E-38 6 48.0001 % | 6.491E+16 No
4 | 1.0E-02 | 10% | 2.020E-06 | 8.477E-07 | 7.502E-15 | 13 | 58.0250% | 1.282E+05 No
4 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-12 | 8.601E-13 | 7.480E-27 | 12 | 57.0004% | 1.443E+11 No
4 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 5.500E-19 | 5.530E-39 | 13 | 72.5000% | 1.242E+17 No
2 | 1.0E-02 | 10* | 3.960E-06 | 1.990E-06 | 3.921E-16 | 696 | 49.7400% | 6.904E+04 No
2 | 1.0E-04 | 10 | 4.000E-12 | 2.025E-12 | 3.999E-28 | 672 | 49.3700% | 7.484E+10 No
2 | 1.0E-06 | 10* | 4.000E-18 | 1.970E-18 | 3.999E-40 | 672 | 50.7501% | 6.274E+16 No
4 | 1.0E-02 | 10* | 2.020E-06 | 9.868E-07 | 2.376E-15 | 1271 | 51.1388% | 4.019E+03 No
4 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-12 | 7.345E-13 | 6.846E-29 | 1260 | 63.2800% | 1.481E+11 No
4 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 7.485E-19 | 6.875E-41 | 1256 | 62.5750 % | 1.264E+17 No
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Tabla 4.18: Resultados numéricos de AZVIScoa con eliminacién de aristas irrelevantes en el
grafo Red Oeste de Antel.

D q N U U v t DR W UelC
18 | 1.OE-02 | 10% | 7.020E-03 | 1.478E-03 | 2.861E-07 | 2619 | 78.9432% | 8.653E+00 | No
18 | 1.OE-04 | 10% | 7.199E-07 | 6.284FE-08 | 3.462E-16 | 2310 | 91.2704% | 8.843E+05 | No
18 | 1.0E-06 | 10% | 7.200E-11 | 1.142B-11 | 3.302E-23 | 2400 | 84.1388% | 8.810E+08 | No

La eliminacién de aristas irrelevantes se implementa en el método AZVIScpa con
el proposito de reducir el costo computacional. Segtin los resultados obtenidos, esto se
logra en las redes con menor conectividad como Arpanet y la Red Oeste de ANTEL.
En el grafo Arpanet con D = 6 se obtiene un tiempo de cémputo 15 veces menor con la
eliminacién de aristas irrelevantes, mientras que no se observan diferencias sustanciales
para D =10 y D = 20. En la red Oeste de ANTEL se registra una reduccién del orden
del 50 % para D = 18. En el resto de los grafos las diferencias obtenidas son menores.
Dado que este proceso no compromete la precisién del método y en algunas topologias
se logra reducir el tiempo de computo, es conveniente incorporarlo en la implementacion

de AZVIScoa.

4.5. RVR

En esta seccién se reportan los resultados empiricos obtenidos a partir de la apli-
cacién del método RVR presentado en la Seccién 3.2 para la estimacién de Us (G, D).
El desempeno del método RVR se compara con el de AZVIS en términos de precision,
tiempo de ejecucién y robustez. Para la implementacién del método RVR se requiere la
identificacién de un D-mincut al igual que en AZVIS. El criterio de seleccién del corte
considerado para RVR en este trabajo es el de Corte Optimo Aproximado COA pre-
sentado en la Subseccién 3.1.1 y que consiste en una solucién aproximada al problema
Primal Dual de Flujo Maximo y Corte Minimo. Los resultados de la aplicaciéon de un
criterio de seleccién de conjuntos de corte triviales como el presentado en la Seccién 3.1.2
en RVR pueden encontrarse en [21].
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Tabla 4.19: Resultados numéricos de RVR en el grafo Arpanet.

D q N U U v t DR W UelC
6 | 1.0E-02 | 10 | 5.850E-02 | 5.852E-02 | 3.356E-01 | 0.83 0.0339% 1.375E-02 Si
6 | 1.0E-04 | 10% | 5.999E-04 | 5.999E-04 | 3.527E-05 | 0.91 0.0000% | 1.264E4-00 Si
6 | 1.0E-06 | 10 | 6.000E-06 | 6.000E-06 | 3.600E-13 | 0.63 0.0000% | 1.864E+406 Si
10 | 1.0E-02 | 10% | 6.631E-04 | 1.304E-03 | 4.724E-03 | 12.13 | 96.5744% | 1.452E-03 Si
10 | 1.0E-04 | 102 | 6.007E-08 | 1.000E-08 | 9.801E-15 | 3.30 | 83.3514% | 2.335E+05 Si
10 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 1.000E-12 | 9.801E-23 | 2.77 | 83.3336% | 2.731E+09 Si
20 | 1.0E-02 | 10 | 6.541E-04 | 1.041E-04 | 1.161E-06 | 5.91 | 84.0828% | 8.082E+00 Si
20 | 1.0E-04 | 10? | 6.006E-08 | 1.000E-08 | 9.803E-15 | 1.27 | 83.3472% | 4.231E+05 Si
20 | 1.0E-06 | 10% | 6.000E-12 | 1.000E-18 | 9.801E-35 | 1.56 | 100.0000% | 3.050E+21 No
6 | 1.0E-02 | 10* | 5.850E-02 | 5.852E-02 | 3.424E+01 | 1.51 0.0339% 6.279E-05 Si
6 | 1.0E-04 | 10* | 5.999E-04 | 5.999E-04 | 3.597E-03 | 0.88 0.0000 % 1.107E-02 Si
6 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-06 | 6.000E-06 | 3.599E-07 | 1.06 0.0000 % 9.214E-01 Si
10 | 1.0E-02 | 10* | 6.631E-04 | 6.403E-04 | 2.658E-01 | 50.56 | 3.4398 % 1.102E-05 Si
10 | 1.0E-04 | 10* | 6.007E-08 | 1.001E-08 | 1.002E-12 | 9.96 | 83.3414% | 9.849E+02 Si
10 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 2.000E-18 | 3.999E-32 | 2.41 | 100.0000% | 1.056E+19 No
20 | 1.0E-02 | 10* | 6.541E-04 | 6.293E-04 | 2.591E-01 | 22.67 | 3.7938% 7.128E-06 Si
20 | 1.0E-04 | 10* | 6.006E-08 | 3.001E-08 | 2.001E-08 | 5.99 | 50.0333% | 3.121E-02 Si
20 | 1.0E-06 | 10* | 6.000E-12 | 1.000E-12 | 9.998E-21 | 1.70 | 83.3336% | 2.137E+07 Si
Tabla 4.20: Resultados numéricos de RVR en el grafo Dodecaedro.
D q N U U Vv t DR w UelC
5 | 1.0E-02 | 10% | 3.205E-06 | 2.061E-06 | 2.021E-08 | 5.73 | 35.7015% | 2.777E+00 Si
5 | 1.0E-04 | 10% | 2.012E-12 | 1.000E-16 | 9.805E-31 | 1.72 | 99.9950% | 1.022E+17 No
5 | 1.0E-06 | 10 | 2.000E-18 | 2.000E-24 | 3.920E-46 | 1.73 | 99.9999% | 2.548E+26 No
10 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 4.070E-08 | 6.059E-12 | 14.63 | 98.0261% | 2.878E+03 Si
10 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 3.000E-20 | 8.821E-38 | 3.33 | 100.0000% | 7.999E+23 No
10 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 2.000E-30 | 3.920E-58 | 3.62 | 100.0000% | 1.657E+38 No
19 | 1.0E-02 | 10% | 2.062E-06 | 3.000E-08 | 1.990E-12 | 7.33 | 98.5449% | 8.596E+03 Si
19 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-12 | 4.000E-16 | 9.000E-24 | 5.18 | 99.9800% | 2.610E+09 Si
19 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 1.000E-18 | 9.801E-35 | 1.95 | 50.0001% | 6.294E+14 Si
5 | 1.0E-02 | 10* | 3.205E-06 | 7.989E-08 | 6.193E-08 | 13.36 | 97.5072% | 2.329E-03 Si
5 | 1.0E-04 | 10* | 2.012E-12 | 2.000E-12 | 2.000E-16 | 3.12 0.5865% | 2.262E+02 Si
5 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-18 | 1.000E-18 | 9.998E-33 | 1.96 | 50.0025% | 7.282E+12 Si
10 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 4.138E-06 | 4.161E-04 | 49.39 | 100.7016 % | 2.646E-05 Si
10 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 3.000E-16 | 3.000E-24 | 9.48 | 99.9850% | 1.572E+10 Si
10 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 1.000E-30 | 9.998E-57 | 4.13 | 100.0000% | 1.041E+37 No
19 | 1.0E-02 | 10* | 2.062E-06 | 9.978E-07 | 9.901E-07 | 25.52 | 51.6074% | 5.381E-03 Si
19 | 1.0E-04 | 10* | 2.001E-12 | 4.000E-16 | 9.000E-24 | 5.18 99.9800 % | 2.811E+09 Si
19 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 1.000E-24 | 9.998E-45 | 1.99 | 100.0000% | 6.357E+24 No
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Tabla 4.21: Resultados numéricos de RVR en el grafo Grilla 3.

D q N U U 14 t DR w UelC
5 | 1.0E-02 | 10 | 2.118E-04 | 2.060E-04 | 2.020E-04 | 1.07 | 2.7618 % 2.648E-02 Si
5 | 1.0E-04 | 10% | 2.001E-08 | 1.000E-12 | 9.805E-23 | 0.41 | 99.9950 % | 1.322E+13 No
5 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-12 | 1.000E-18 | 9.801E-35 | 0.40 | 99.9999% | 1.285E+21 No
5 | 1.0E-02 | 10* | 2.118E-04 | 2.249E-04 | 2.488E-02 | 2.06 | 6.1544 % 1.050E-04 Si
5 | 1.0E-04 | 10 | 2.001E-08 | 3.000E-12 | 1.001E-16 | 0.55 | 99.9850 % | 9.562E+06 No
5 | 1.0E-06 | 10" | 2.000E-12 | 1.000E-18 | 9.998E-33 | 0.40 | 99.9999% | 1.300E+19 No
Tabla 4.22: Resultados numéricos de RVR en el grafo Grilla 5.
D q N U U \% t DR W UelC
8 | 1.0E-02 | 10% | 2.041E-04 | 9.600E-05 | 9.413E-07 | 19.17 | 52.9598% | 1.822E-+00 Si
8 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-08 | 2.000E-20 | 3.921E-38 | 6.11 | 100.0000% | 1.345E+28 No
8 | 1.0E-06 | 10% | 2.000E-12 | 1.000E-12 | 9.801E-23 | 5.80 | 50.0001% | 5.022E+08 Si
8 | 1.0E-02 | 10* | 2.041E-04 | 2.199E-04 | 2.258E-02 | 90.88 | 7.7522% 2.435E-05 Si
8 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-08 | 3.000E-08 | 3.000E-08 | 17.49 | 49.9900% | 7.687E-03 Si
8 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-12 | 1.000E-12 | 9.998E-21 | 4.29 | 50.0001% | 9.491E+06 St
Tabla 4.23: Resultados numéricos de RVR en el grafo Kjy.
D q N U U v t DR w UelC
2 | 1.0E-02 | 10% | 3.960E-06 | 1.000E-06 | 9.801E-11 | 0.29 | 74.7481% | 1.702E+402 Si
2 | 1.0E-04 | 10% | 4.000E-12 | 1.000E-12 | 9.801E-23 | 0.03 | 74.9975% | 1.786E+09 Si
2 | 1.0E-06 | 10 | 4.000E-18 | 1.000E-18 | 9.801E-35 | 0.03 | 75.0000% | 1.251E+15 Si
4 | 1.0E-02 | 10% | 2.020E-06 | 2.000E-08 | 1.019E-12 | 0.13 | 99.0097 % | 9.061E+02 No
4 | 1.0E-04 | 10% | 2.000E-12 | 1.000E-12 | 9.801E-23 | 0.04 | 50.0050% | 1.765E409 Si
4 | 1.0E-06 | 10? | 2.000E-18 | 1.000E-18 | 9.801E-35 | 0.05 | 50.0000% | 8.695E+14 Si
2 | 1.0E-02 | 10* | 3.960E-06 | 3.050E-06 | 1.031E-04 | 0.16 | 22.9843% | 8.811E-04 Si
2 | 1.0E-04 | 10* | 4.000E-12 | 1.000E-12 | 9.998E-21 | 0.03 | 74.9975% | 1.593E+07 Si
2 | 1.0E-06 | 10* | 4.000E-18 | 1.000E-18 | 9.998E-33 | 0.03 | 75.0000% | 1.347E+13 Si
4 | 1.0E-02 | 10* | 2.020E-06 | 4.010E-06 | 5.960E-04 | 0.22 | 98.5392% | 1.799E-04 Si
4 | 1.0E-04 | 10* | 2.000E-12 | 1.000E-12 | 9.999E-17 | 0.08 | 50.0000% | 8.447E+02 Si
4 | 1.0E-06 | 10* | 2.000E-18 | 1.000E-24 | 9.998E-45 | 0.04 | 100.0000 % | 1.218E+19 No
Tabla 4.24: Resultados numéricos de RVR en el grafo Red Oeste de Antel.
D q N U U % t DR W UelC
18 | 1.0E-02 | 10% | 7.020E-03 | 4.571E-03 | 3.174E-02 | 69.38 | 34.8857% | 1.921E-03 Si
18 | 1.0E-04 | 102 | 7.199E-07 | 4.000E-08 | 1.568E-13 | 12.64 | 94.4429% | 1.982E+04 Si
18 | 1.0E-06 | 10 | 7.200E-11 | 4.000E-12 | 1.568E-21 | 11.53 | 94.4444% | 2.204E+408 Si

El método RVR logra mayor eficiencia que MCC' segun el coeficiente W. Este com-
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portamiento es andlogo al de AZVIScoa y AZVIScr pero la mejora en el desempeinio de
RVR respecto a MCC obedece a una reduccién tanto de la varianza como del tiempo de
céomputo. La indicatriz de pertenencia de U (G, D) al intervalo de confianza del 95 %
sugiere la robustez del método RVR para los tamanos de muestra considerados, salvo en
el grafo Grilla 3.

Los resultados de precisién evaluados en funcién de la desviacién real son mejores para
AZVIScoa y AZVIScr que para RVR salvo en la red Oeste de ANTEL y Arpanet con
D = 6. En la Red Oeste de ANTEL con ¢ = 1072 los métodos AZVIScoa v AZVIScr
conducen a desvios reales importantes, cercanos al 100 % mientras que en RVR es del
orden del 40 %. En la red Arpanet con D = 6y ¢ € {104,106} el valor de la estimacién
obtenida con RVR es el valor real del pardmetro Us (G, D). Por otro lado, la desviacién
real para RVR es mayor al 95% en el 38 % de los casos de prueba.

Al aumentar el tamafio de muestra de 10? a 10* se verifica una mejora en la preci-
sién en los grafos Arpanet y Grilla 5 y se logran mejores resultados de robustez para los
grafos Dodecaedro y Grilla 5. A diferencia de los métodos AZVIScoa y AZVISor no se
observa un deterioro en los indicadores de robustez y precisién a medida que disminuye
q, el valor asignado a las anticonfiabilidades elementales de las aristas.

Si bien la mayoria de los intervalos de confianza contienen a U, (G, D) y esto indica
cierta estabilidad del método RVR se requiere un tamaiio de muestra superior a 10%
para mejorar su precision. Trabajar con un tamano de muestra mayor no es una limitan-
te en RVR ya que el crecimiento del tiempo de ejecucién es sublineal en N. El tiempo
de céomputo de RVR es notoriamente menor a los de AZVIScoa vy AZVIScr que son
iterativos y tienen asociado un tiempo de computo lineal en N.

4.6. Funcion de Cobertura

La funcién de cobertura permite evaluar la robustez del método y definir si ha alcan-
zado la estabilidad para el tamafnio de muestra considerado [31]. En la presentacién de
los resultados se incluye una variable que indica si para la estimacion realizada el valor
real del pardmetro pertenece a un intervalo de confianza del 95 %. Lo esperable para este
intervalo es que en el 95 % de los casos contenga al verdadero valor del parametro cuando
se alcance un tamafio de muestra suficientemente grande. Con la funcién de cobertura
se evalla si el tamano de muestra considerado para las estimaciones es suficiente como
para cumplir con la propiedad asintética antes mencionada.

Sea 7 el coeficiente de cobertura se define n = P(Us¢(G,D) € IC,) = 1 — a donde
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Us+(G, D), la anticonfiabilidad didmetro acotada del grafo G con nodos objetivo s y ¢,
es el parametro que se desea estimar. IC), es el intervalo de confianza de nivel 7 que
depende de los datos observados.

Para el cdlculo de la funcién de cobertura se considera la funcién n* definida de la
siguiente forma:

nx = inf{n € [0,1;Us+(G, D) € IC(n)}

La funcién de distribucién de n es la funcion de cobertura. Por definicién P(nx < n) =
P(Us (G, D) € ICy) = n olo que es equivalente, nx tiene distribuciéon Uniforme en (0, 1).

El intervalo de confianza considerado para la estimacién del pardmetro Us (G, D) es
el siguiente:

1C(n) = Uys(G, D) + 2\ Var (U (G, D))

con z, el valor que acumula probabilidad 7 en la distribuciéon Normal(0,1) y U st(G, D)
la estimacion de U, +(G, D).

El valor resultante de nx para este intervalo es el siguiente:

|Us4(G, D) — Us(G, D)

\Var(U.4(G. D))

con ®() el valor de la distribucién Normal(0,1). En los intervalos de confianza presen-
tados en las tablas de resultados se imputa Var(Us +(G, D)) en lugar de Var(Us (G, D)).

nx = 2P( )—1

Cuando los intervalos de confianza funcionan correctamente la cobertura deseada 7 igua-
la a la cobertura real. Cuando la cobertura real se encuentra por debajo de la deseada
los resultados obtenidos en los intervalos de confianza pueden conducir a conclusiones
erréneas; cuando se encuentra por encima significa que el procedimiento de estimacién
es ineficiente.

La cobertura observada se obtiene a través de la distribucion empirica de la variable
n*. Para evaluar la cobertura en forma empirica se generan n estimaciones independien-
tes del pardmetro de interés, se obtienen los valores n* y se construye la funcién empirica

para los n* observados.
1 n
= — Ip,
5 2 inesa
=1

donde n;* con i = 1, ..., n son los valores observados del coeficiente de cobertura aleatorio
para una muestra de n intervalos de confianza.
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Para evaluar la funcién de cobertura en los casos estudiados en este documento se con-
sidera el método AZVIS con los dos criterios de seleccién de mincuts presentados: el
algoritmo de solucién aproximada COA y la seleccién trivial CT y el método RVR. Para
construir la funcién de cobertura se establecen los tamafios de muestra N = [102, 10%] pa-
ra obtener los intervalos de confianza y n = 1000 replicaciones para obtener la cobertura
empirica de n*. El caso de estudio es el grafo Grilla 3 con D = 5y ¢ = [1072,107%,1079].
No se consideran grafos de mayor porte ya que la funciéon de cobertura requiere un im-
portante tiempo de cémputo.

En las Figuras 4.6 y 4.7 se presentan los resultados para el método AZVIScoa, en

las Figuras 4.8 y 4.9 los resultados para el método AZVISor y en las Figuras 4.10 y 4.11
los de RVR.
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Figura 4.6: Gréfico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,107%,107°], N = 10% y
método AZVIScoa
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Figura 4.7: Grafico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,107%,107°%], N = 10® y
método AZVIScoa
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Figura 4.8: Grafico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,107%,107°], N = 10% y
método AZVIScr
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Figura 4.9: Gréafico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,1074,1076], N = 10® y
método AZVIScr
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Figura 4.10: Gréfico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,1074,107¢], N = 10% y
método RVR
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Figura 4.11: Gréfico de cobertura para la Grilla 3 con D =5, ¢ = [1072,1074,107¢], N = 103 y
Método RVR

En el método AZVIS la cobertura observada no alcanza la cobertura deseada pa-
ra los tamanos de muestra considerados. Esto significa que el método no es robusto,
que no ha alcanzado la estabilidad. En consecuencia, no se verifican los supuestos de
normalidad para construir los intervalos de confianza. La informacién de los intervalos
de confianza y la estimacién de la varianza del estimador de Us (G, D) para estos ca-
sos pueden conducirnos a conclusiones erréneas. Este comportamiento es similar para
los dos criterios de identificaciéon del conjunto de corte contemplados. Trabajar con un
nimero mayor de replicaciones es poco practico dado el costo computacional del método.

Si bien para el método AZVIS en ninguno de los casos la cobertura esperada coincide

con la cobertura deseada, los mejores resultados se alcanzan para N = 103 y ¢ = 1072
Si comparamos entre los criterios de seleccién de los mincuts, en la seleccién 6ptima
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aproximada COA se logran mejores resultados que en la seleccién de cortes triviales CT.

Los resultados de cobertura de la Grilla 3 son mejores para RVR que para AZVIS,
aunque no lo suficiente como para concluir que se alcanzé la estabilidad. Para RVR la
cobertura empirica es similar a la deseada tnicamente para ¢ = 1072, alcanzando el
mejor resultado con N = 103 como es esperable.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se logré la implementacion de dos métodos de reduccién de varianza
para la estimacion de la confiabilidad didmetro acotada en el caso s —t terminal que son
significativamente més precisos y eficaces que el Monte Carlo Crudo (MCC') respecto
a la estimacién de esta medida. Uno de los métodos estd basado en el Muestreo por
Importancia (AZVIS) y el otro es un método Recursivo de Reduccién de la Varianza
(RVR). Parte de los resultados obtenidos para estos métodos fueron publicados en [26].

El método AZVIS consiste en una aproximacién a un esquema de varianza cero con
muestreo secuencial de las aristas. Para la implementacién del método se requiere la
identificacién del D-mincut de maxima probabilidad. En este sentido, se consideraron
dos estrategias: una aproximacién a la soluciéon éptima a través de la relajacion del Pri-
mal Dual del problema de Flujo Méximo y Corte Minimo (COA) y una estrategia de
seleccién arbitraria del conjunto de corte sea éste o no el de maxima probabilidad de
ocurrencia (CT). La primera estrategia fue implementada a partir de la formulacién
desarrollada por Mahjoub en [5] y permite obtener D-mincuts de mayor probabilidad
que con la seleccién trivial considerando ademas el parametro de cota de diametro. Esto
se traduce en mejores estimaciones de la confiabilidad que con la seleccion trivial espe-
cialmente en términos de robustez del estimador. Por otra parte, dado que el método
AZVIS tiene un elevado costo computacional se combind con un algoritmo de elimina-
cién de aristas irrelevantes que considera el largo de los paths que conectan a los nodos
objetivo s y ¢ con el cual se logran reducir los tiempos de ejecucién.

El método Recursivo de Reduccion de Varianza consiste en una descomposicion recursiva
basada en particiones del espacio de estados de la red en funcién de los componentes
de un D-mincut de G y el calculo de la confiabilidad en subgrafos mas sencillos. En el
método RVR también se requiere la identificaciéon del D-mincut de méaxima probabili-
dad, como aproximacién se considera el algortimo COA de seleccion del corte.
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En los experimentos realizados el método AZVIS mejora el desempeno respecto a MCC.
Este comportamiento obedece a la reduccién en la varianza y se verifica para las dos
estrategias consideradas de seleccion del D-mincut. Si bien el tiempo de cémputo de
AZVIS es superior al de MCC el desempenio global es mejor para el primero.

Los resultados indican que el método AZVIS no alcanza la estabilidad para N = 10?,
este comportamiento es mas notorio cuando se aplica la estrategia CT de seleccién del
corte que cuando se aplica COA. Una solucién para alcanzar la estabilidad es conside-
rar un tamano de muestra superior, lo cual es impractico dado el costo computacional
del método. Otra alternativa es aplicar un método exacto de identificacién del conjunto
de corte de maxima probabilidad que admita cotas de didametro. La dificultad en este
caso reside en que la identificacién del conjunto de corte de maxima probabilidad es un
problema NP-Hard en didmetro confiabilidad. En el problema clasico de confiabilidad
el estimador AZVIS construido a partir de un método exacto de seleccién del corte de
maxima probabilidad tiene, bajo ciertas condiciones, la propiedad de error relativo aco-
tado [19].

Los resultados en términos de precisién para AZVIS son mejores que para RVR; se
verifica en general un desvio real menor, en especial con la estrategia CT de seleccion
del corte. Como contrapartida, en RVR es mejor la estimacién de los intervalos de con-
fianza que en AZVIS que es en casi todos los casos demasiado optimista.

Cuando se recurre a una seleccién arbitraria del conjunto de corte (CT') en lugar de
una aproximacion a la solucién éptima (COA) logra reducirse el tiempo de cémputo
sin que se verifique una pérdida de precision pero si un deterioro de la robustez. Una
forma alternativa de reducir el costo computacional es combinar el método AZVIS con
un algoritmo de eliminacién de aristas irrelevantes. La reduccién del tiempo de ejecucion
es mas evidente cuando se consideran valores menores de cota de diametro y redes con
menor conectividad. La eliminacién de aristas irrelevantes no afecta la precisién ni la
robustez del método.

El método RVR evidencia mayor eficiencia que MCC porque permite la reduccion de la
varianza y del tiempo de cémputo. Los resultados indican una mayor robustez del méto-
do RVR respecto a AZVIS. De todas formas seria conveniente considerar un tamano de
muestra superior a 10 para lograr mejores resultados en términos de precisién. Aumen-
tar el nimero de replicaciones no significa una limitaciéon en RVR ya que el crecimiento
del tiempo de cémputo es sublineal con N mientras que en AZVIS es lineal.

Como lineas de trabajo futuro se proponen: investigar otros criterios de seleccion de
conjuntos de corte de maxima probabilidad que admitan cotas de didmetro, estudiar los
teoremas que garantizan la calidad de la aproximacién de los métodos aqui tratados e
identificar conjuntos que cumplan con las hipétesis de dichos teoremas. Otras lineas de
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trabajo posibles son: estudiar aspectos computacionales y evaluar qué método es mas
eficiente en la practica y extender al caso K-terminal la formulacién de los métodos
AZVIS y RVR en diametro confiabilidad.
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