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Resumen

El trabajo tiene por objetivo demarcar una modelo espacio-temporal para los
valores de las precipitaciones diarias médximas en el Estado de Guanajuato, Mé-
Xico, a partir de los datos provenientes de un conjunto estaciones meteorolégicas

ubicadas en la region.

Si bien el camino natural para la extension espacial de la teoria de valores
extremos univariados son los procesos méax-estables, la inferencia sobre dicha
familia de procesos es actualmente poco flexible y de un costo computacional
elevado. Ligado esto a la falta de estacionariedad espacial de los datos conlleva
a que también se examinen caminos alternativos, realizando ajustes finito di-
mensionales o aplicando modelos locales, en zonas de pequefia extension y con
un nimero reducido de estaciones. En este contexto son implementadas c6pu-
las extremas, su extension a dimensiones altas mediante r-vines, y un modelo

bayesiano para la estimacion de la medida espectral.

Palabras Claves: Distribuciones de valores extremos, procesos max-estables,

cOpulas extremas, r-vines, medida espectral.
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Capitulo 1

Introduccion

Temas de actualidad y de vigente interés en gran parte de la sociedad son los eventos
extremos climdticos. Se percibe una creciente preocupacion por la variabilidad climética
debido al gran impacto que esta provoca sobre la poblacién y la economia. Grandes sectores
industriales y financieros, especialmente sensibles a estos eventos ambientales extremos,
adolecen en general de un conocimiento confiable sobre la ocurrencia de dichos fendémenos
y les es imprescindible asignarles ciertas probabilidades de ocurrencia. Por ejemplo, un
problema frecuente es el disefio de estructuras que deben resistir algin fendmeno ambiental.
Si el fendmeno es muy intenso la estructura fallara, por lo tanto es necesario disefiarla
de modo que la probabilidad de falla sea pequefia, evitando tanto el subdisefio como el
sobredisefio. En consecuencia existe una elevada demanda de investigacion estadistica
seria sobre el hecho, lo que se ha traducido a que cierto sector de la comunidad estadistica
produzca avances significativos sobre la modelizacion de dichos eventos extremos, y esto se
manifiesta en el gran nimero de publicaciones referentes al tema en la dltima década.

El estudio de eventos extremos, en particular en tiempo-espacio, es un tema abierto, y de
actual desarrollo. Si bien en la tesis se aplican estos conceptos a cierto fendmeno climatico,
las precipitaciones, el modelado de eventos extremos tiene aplicaciones en diversas ramas
de las ciencias.

En particular el objeto de interés son las precipitaciones extremas en el Estado de
Guanajuato, México. Por tanto, el trabajo tiene por finalidad entender y modelar, con la mayor
precision posible, los valores de las precipitaciones maximas en el Estado de Guanajuato,
tanto a nivel global como local, con las dltimas herramientas brindadas por el cuerpo
cientifico estadistico.

El estudio de las precipitaciones se encuentra dentro de la hidrologia, ciencia que se
dedica al estudio de la distribucién, espacial y temporal, y las propiedades del agua presente

en la atmésfera y en la corteza terrestre.



Son conocidos modelos espacio-temporales para establecer el nivel promedio de un
caudal o de la caida de lluvia en una determinada regién y un periodo de tiempo dado,
ver [7], pero muchas veces es necesario modelar las lluvias extremas, o sea la cola de la
distribucion. Si bien los procesos gaussianos juegan un papel preponderante en lo que se
refiere a la modelacion de datos espaciales, no son un camino apropiado para el ajuste de las
colas de la distribucion. Por otro lado, en el estudio de eventos extremos espaciales muchos
conceptos dentro de la Geoestadistica deben ser reformulados. Por ejemplo el Variograma
necesita que el momento de segundo orden sea finito, lo cual en general no sucede en las
distribuciones de valores extremos.

Como se busca estimar la cola de la distribucion, son necesarias bases de datos de
gran tamafio y de una alta precision. Por definicién encontramos pocas observaciones
extremas en la muestra. Las técnicas usuales de estimacién de densidad funcionan de forma
eficiente en aquellas zonas donde hay una alta agrupacion de observaciones. Sin embargo
con frecuencia se quiere estimar valores que van més allé del dltimo valor de la muestra, por
tanto es necesario que se cumplan ciertas condiciones para poder extrapolar la muestra. Una
excelente aproximacion al estado del arte de la modelizacion espacio-temporal de valores
extremos mediante diferentes enfoques (procesos méx-estables, cpulas, variables latentes)
es brindada por Davison, Padoan y Ribatet en 2012, [17].

Si bien, en la tesis, se realizan modelizaciones multivariadas en dimensiones pequeias y
en dimensiones altas, el objetivo principal es realizar el ajuste en dimensién infinita a través
de los procesos méx-estables. Los procesos max-estables brindan una solucién parcial al
tema, con buenas cualidades, pero como indica M. Schlather nada sencilla y algo arbitraria,
por tanto el problema a nivel tedrico sigue abierto. Recientes publicaciones en 2013, ver
[46], muestran los ultimos avances respecto a la inferencia mediante procesos max-estables.
Ribatet, [68], expone la estrecha relacion de las distribuciones finito dimensionales de los
procesos méx-estables con las copulas extremas. Como suele suceder la complejidad de la
naturaleza supera la flexibilidad de los modelos, por tanto son necesarios muchos supuestos
a priori, algunas restricciones pedidas son estacionariedad en el tiempo y en el espacio,
independencia o alguna condicién mixing en el tiempo.

Ya han sido desarrollados en Guanajuato estudios sobre precipitaciones extremas. Apun-
tan en dicho sentido las tesis de maestria de Ehyter Martin y Freddy Lopez, ver [65] y [36],
empleando los procesos méax-estables de Smith y de Schlather obtienen resultados variables.
Se desconoce el uso de dichas herramientas estadisticas en datos pluviales del territorio
Uruguayo.

La tesis se desarrolla en doce capitulos. El capitulo 2 pone en contexto el problema a

enfrentar, se describen caracteristicas generales sobre el clima de Guanaujuato que sean de



particular relevancia para el correcto entendimiento del problema. Se detalla la conformacién
y depuracién de la base de datos, en particular se mencionan los criterios tomados para
seleccionar aquellas estaciones meteoroldgicas “aptas” para el estudio.

Los capitulos subsiguientes demarcan los conceptos tedricos a usar en el andlisis poste-
rior. El capitulo 3 delinea las bases de extremos univariados y multivariados, se desarrollan
las distribuciones asintéticas y su peculiar vinculo con las distribuciones méx-estables. En
el capitulo 4, se conceptiian los procesos max estables, con particular interés en las caracte-

rizaciones espectrales y sus distribuciones finito dimensionales. Se definen los procesos,

= de Smith,

de Schlather,

de Brown-Resnick,

Geométrico Gaussiano,

t-Extremal.

Se introducen los conceptos generales de copulas en el capitulo 5, con especial énfasis
en copulas extremas y en un modelo reciente para trabajar problemas multivariados en
dimensiones altas mediante cOpulas, R-vines.

El capitulo 6 muestra distintas formas de captar la dependencia entre eventos extremos
cuando no se cuenta con el supuesto gaussiano. Son definidos la funcién coeficiente extremal,
el F-madograma y los coeficientes de dependencia en las colas. Los capitulos 7, 8 y 9,
determinan las bases para realizar inferencia con procesos max estables o mediante copulas.
Son expuestos métodos de estimacion, simulacion y seleccion del modelo. Se describe
ademds un procedimiento bayesiano introducido por Naveau en 2013, [6], para modelar la
medida angular.

Los resultados se encuentran divididos en dos capitulos, 10 y 11, segun la extension del
territorio analizada y el nimero de estaciones presentes. Siguiendo la literatura en este tema
son llamados resultados regionales y resultados locales. Son extraidas diversas y novedosas
conclusiones, las cuales se explicitan en el capitulo 12.

Para el procesamiento de datos se utilizard el software R, [!], y en particular una serie
de librerias adicionales. Una comparativa de las funcionalidades que se pueden encontrar en
diversos paquetes de R, para el estudio de extremos, son investigadas por Ribatet, Gilleland
y Stephenson en 2013, [33].



Capitulo 2

Presentacion del Problema y Datos
Técnicos.

2.1. Guanajuato y las lluvias.

Como ya se ha mencionado el objetivo de la tesis es poder modelar y predecir de forma
eficiente lluvias extremas en el Estado de Guanajuato, México.

Guanajuato ! es uno de los 31 Estados de México, ubicando en el centro del pafs entre
latitudes 19°55’08” —21°52'09” y longitudes 99°41’06” —102°09’07”. Presenta una extension
territorial de 30941 km? y 5.486.372 habitantes. Cuenta con 41 Municipios y la capital

recibe el mismo nombre que el Estado, ver figura 2.1.

UNITED STATES

Mexico
[(‘5 *,j [l Guanajuato
Pacific Ocean % {ﬁ%
s
f_-PIGKE[I’&Il.G&I'I’I Q/‘C?‘\L( Al i

Figura 2.1: Ubicacion del Estado de Guanajuato en México y densidad poblacional.

Su suelo esta conformado por amplias llanuras interrumpidas por extensas y altas sierras
escarpadas, ver figura 2.2 2. Se presume que la fisonomia de las sierras y montafias, asi como
la circulacion de los vientos afectan de forma directa la distribucién de las precipitaciones

en el Estado.

Estado muy querido y respetado por la poblacién de México por ser cuna de su independencia nacional.
%Los mapas de este capitulo fueron extraidos del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia, (INEGI).
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Figura 2.2: Mapa orogréfico y mapa agricola del Estado de Guanajuato.

Guanajuato, debido a la fertilidad de gran parte de sus suelos, se ha caracterizado por
su produccién agricola. Un tercio de las tierras son cultivables, cuyo riego se realiza por
gravedad o por bombeo de acuiferos subterrdneos, ver figura 2.2. Cabe hacer notar que estos
mantos aquiferos se encuentran en riesgo de extincion por sobre explotacién, reduciendo
sus caudales a mds del 50 % en los dltimos 50 afios °. Estos sectores fértiles, al igual que la
mayoria de los poblados, se ubican sobre la zona sur del Estado, pues el norte es un territorio
semidrido como se puede apreciar en el mapa de las isoyetas de la figura 2.3, lo que conlleva
que las estaciones meteordlogicas con mayor nimero de afios en funcionamiento y datos
registrados se encuentren en el sur de Guanajuato. Este hecho determina que en la tesis sélo
se estudien las precipitaciones extremas en aproximadamente 2/3 del Estado, ubicado por
debajo de la latitud 21°12'.

El clima se corresponde a la latitud donde se encuentra ubicado Guanajuato y a su lejania
del mar. Este clima tropical se caracteriza por precipitaciones de conveccion y precipitaciones
orograficas, ver apéndice C, y por distintos niveles de lluvias segun el periodo del afio. Como
se puede apreciar en la figura 2.4 las precipitaciones promedio mensuales se presentan en
mayor magnitud en los meses de junio, julio y agosto. Los meses de noviembre, diciembre,
enero y febrero corresponden a un periodo extremadamente seco, aunque es posible que se
registren lluvias extremas en este lapso por determinados fenémenos atipicos, como por
ejemplo provocadas por un huracan.

La topografia particular de Guanajuato determina que lluvias de un alto caudal provoquen
dafios nefastos tanto en la produccién agricola como en las viviendas de sus habitantes,
ocasionando inclusive pérdidas humanas. Los rios que atraviesan el estado, ver figura 2.3,

aumentan de forma abrupta su caudal en presencia de lluvias extremas. Hay datos histdricos

3Semanario “Chopper” Guanajuato, edicién 708, febrero 2013
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Figura 2.3: Isoyetas y mapa hidrografico del Estado de Guanajuato.
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Figura 2.4: Estimacion de la componente estacional de los acumulados mensuales en la
estacion 11001 ubicada en el municipio de Abasolo, entre los afios 1963 y 2011.

de severas inundaciones en el Estado, por ejemplo en los afios 1700, 1780, 1873 y 1905. *

“Fuente: “El agua en la ciudad de Guanajuato, problema de siglos”, Gobierno del Estado de Guanajuato,
Secretarfa de Programacion, 1983, Guanajuato, Gto. México.



Ejemplos mas recientes son las inundaciones de agosto de 1973 en el estado de Irapuato,
por lluvias durante quince dias que superaron los 300 mm, ver figura 2.5, provocando el
desborde del rio Llave, ocasionando pérdidas humanas y cuantiosos dafios materiales. En
julio de 1976, el Municipio de Silao sufri6 una severa inundacién por lluvias que superaron
los 483 mm, ver figura 2.5, provocando el desborde del rio Silao y destruyendo extensas
areas de cultivo y sumergiendo a la ciudad 1,40 mts del nivel del suelo. También en esta
fecha el desborde del Rio Turbio afect6 un alto niimero de Municipios. Asimismo en 2003 y
en 2007 todo el Estado se vio afectado por lluvias extraordinarias produciéndose pérdidas
de todo tipo °, ver figura 2.5.

Por tanto es fundamental establecer, en la medida de lo posible, probabilidades de
ocurrencia de estos hechos, asi como definir posibles zonas de riesgo para poder establecer

politicas de prevencion adecuadas.

2.2. Descripcion de la Base de Datos.

La base de estaciones meteoroldgicas y los registros diarios de lluvias fueron propor-
cionados por la Coordinacion General del Servicio Meteorolégico Nacional de México,
dependiente de la Comision Nacional del Agua (CONAGUA). La base de datos cuenta con
160 estaciones meteoroldgicas, que registran caudales diarios de lluvias en mililimetros en
periodos que van desde el ano 1902 al 2012. Las estaciones se dividen en dos grupos, segin

como es tomada la lectura del pluviémetro, ver figura 2.6,

convencionales La medicion es registrada cada dia por una persona.

automaticas El pluviomero registra la medicion sin ayuda externa.

Un problema de elevada complejidad en el anélisis estadistico es el alto ntimero de datos
faltantes. Una gran cantidad de estaciones funcionaron por determinados periodos de afios,
y en ciertos lapsos (meses o afios) no presentan datos. Inclusive dentro de cada mes hay dias
en los que no se cuenta con la informacién. Como en el trabajo es necesario contar con los
datos de todas las estaciones en el mismo periodo de tiempo, es inevitable descartar una
gran cantidad de estaciones y de afios. La tesis no afronta el problema de imputacion de

datos extremos.

Datos extraidos del Programa Estatal de Cambio Climatico, Guanajuato.



Estacién 11028 (Irapuato), Junio-Julio-Agosto de 1973 Estacién 11089 (Silao), Junio-Julio-Agosto de 1976

Precipitaciones diarias (mm)
Precipitaciones diarias (mm)

dias dias

Estacién 11134 (Irapuato), Junio—-Julio-Agosto de 2003 Estacion 11124 (Guanajuato), Junio-Julio-Agosto de 2007

Precipitaciones diarias (mm)
Precipitaciones diarias (mm)

dias dias

Figura 2.5: Precipitaciones diarias (mm) de los meses de junio, julio y agosto en distintos
puntos del Estado de Guanajuato en afios donde sucedieron inundaciones.

2.3. Algunos supuestos y eleccion de las estaciones.

El tipo de clima tropical hace suponer valida la hipétesis de independencia entre los
valores de precipitaciones diarios dentro de cada afio, o al menos una condicién de m-
independencia siendo m una determinada longitud de tiempo, pero es claro a partir de la
figura 2.4 que no se puede suponer equidistribucién. Dos caminos son plausibles, uno es
eliminar la componente estacional y trabajar con la serie de todos los dias del afio con lo

cual se gana informacidn pero se pierde interpretabilidad. El camino a seguir en la tesis es



Estaciones climatoldgicas convencionales Estaciones climatolégicas autométicas
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Figura 2.6: Ubicacion de las estaciones meteoroldgicas en el Estado de Guanajuato.

dividir el afio en tres periodos,

Seco Noviembre, Diciembre, Enero, Febrero y Marzo.
Moderado Abril, Mayo, Septiembre y Octubre.

Lluvioso Junio, Julio y Agosto.

Obviamente el periodo de mayor importancia es el tercero. La ventaja de no tomar
periodos mensuales es obtener mayor cantidad de datos por aio lo que genera un mejor ajuste
de las distribuciones de valores extremos marginales. También se supone independencia de
la sucesion de maximos tomados para cada afio en el lapso analizado, es decir, no se tiene
en cuenta un posible cambio climético.

Serdn descartadas aquellas estaciones que presenten mas de un 10 % de datos faltantes
en el total de meses que se toma en cuenta dentro de cada afio y aquellas que tengan una
latitud superior a 21°12’, obteniendo asi una mayor densidad de estaciones en la region a

analizar lo que conduce a predicciones mds confiables.



Capitulo 3

Distribuciones de Valores Extremos.

3.1. Extremos Univariados.

La teoria de valores extremos, si bien se ha desarrollado a lo largo del ultimo siglo, ha
estado muy activa en las ultimas tres décadas. El principal interés radica en modelar las colas
de la distribucién. Las aplicaciones de dicha teoria abarcan diversas ramas de las ciencias, la
ingenieria, la oceanografia, el medio ambiente, la hidrologia, la climatologia, las finanzas,
por citar algunas. Uno de los objetivos principales es la extrapolacion de la informacion,
para poder asi inferir resultados en zonas extremas donde se encuentran pocos 0 ningin
valor de la muestra. Este capitulo estd basado en las notas del Dr. Joaquin Ortega Sanchez,
sobre el curso “Valores Extremos”, [72], dictado en el afio 2010 en el Cimat, Guanajuato,

México.

3.1.1. Generalidades.

Dada un sucesion de variables aleatorias X1, X, ... 1.i.d y sea M, la v.a. mdximo de las

primeras n variables aleatorias, es decir,

Mn:méX{Xl,XQ,...,Xn}. (31)
Es sencillo observar que,
Fu,(x) =P (M, <x)=F"(x), (3.2)

siendo F'(x) la funcidn de distribucién acumulada de X;.
En general la distribucién F' no es conocida, por tanto tampoco lo es la distribucién del
maximo, por ello se buscan aproximaciones asintdticas. Se denotan los extremos del soporte

de la variable X; como,

10



alF)=inf{z: F(z) >0} y w(F)=sup{z: F(x)<1}.

Es evidente que P (M, < x) = F™(x) converge en distribucién a la constante w(F'), por
ser una constante también se cumple la convergencia en probabilidad y como la sucesion
M,, es monétona se puede afirmar la convergencia casi segura. Para obtener una distribucion
asintética no degenerada G(x), al igual que en el Teorema Central del Limite, se busca una
transformacion del tipo M’;}—:“", siendo a,, y b,, dos sucesiones reales, de forma tal que M“b—;“”
converja en distribucion a una variable no degenerada con distribucién G cuando n tiende
a infinito. Es decir, la pregunta a realizarse es, ¢existen y son tnicas las sucesiones reales
a, y b, que verifican lo antedicho?. Ademas, ;qué se puede decir acerca de la distribucién
no degenerada G?. Estas preguntas son contestadas parcialmente por el Teorema de Fisher-
Tippet en 1928, [80], cuya version final es dada por Gnedenko en 1943, [34], que se enuncia

a continuacion.

Teorema 1 (Teorema de Fisher-Tippet.). Dada una sucesion de variables aleatorias { X, } n>1
i.id tal que X, ~ F'y sea M, = maxi<;<,{X;}. Si existen sucesiones reales {a,}n>1

positiva'y {b, },>1 que cumplen lo siguiente,

P (@ < x) = F" (a,7 + b,) = G(x), (3.3)

débilmente cuando n — 400 donde G es propia y no degenerada. Entonces G pertenece a

alguna de las siguientes tres familias de distribuciones,

» Tipo 1 o distribucion Gumbel.

Hi(x; M\, 9) :exp{—exp [/\—x] }, 0> 0.

» Tipo 2 o distribucion Fréchet.

_ [z=2A _1/“} P >
Hy(z;\, 6, k) = eXp{ 5] SiT 2 A §>0,k>0.
0 en otro caso
» Tipo 3 o distribucion Weibull.
exp{— [ﬂ]flm} siz <A\
Hi(x; M\, 0, k) = J - 0>0,k<0.
0 x> A
Demostracion. Ver apéndice A 0
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Las tres distribuciones se pueden escribir en una sola expresion que recibe el nombre
de distribucion de los valores extremos o distribucion de Jenkinson-Von Misses, se abrevia
DVE o también DGVE,

_ )\ —1/!{

H(z; N\, 0,Kk) = exp —{14—!@(%)} , AeR, 0>0,k+#0, (3.4)
+

siendo la funcién y, (t) = méx {0, y(¢)}. Se llama a X el parametro de posicidn, a ¢ el de

escala o dispersion y x es el llamado pardmetro de forma o indice de valores extremos. El

signo de este ultimo indica cual de las tres posibles es la distribucion de la DVE,
= Si k > 0, tiene una distribucién de Fréchet.
= Si k < 0, tiene una distribucién de Weibull.
= Sik =0 (k — 0) tiene una distribucién de Gumbel.

Observar que este teorema no brinda informacion acerca de la existencia de la sucesiones
a, y by, una posible referencia sobre este tema es Coles 2001, [11] . En la figura 3.1 se

pueden apreciar diferentes densidades de DVE al variar el parametro de forma.

Densidades de la DVE

pardmetro de forma
-0.45
-0.35
-0.25

-0.15

f(x)

Figura 3.1: Densidad de la DVEG al variar el parametro de forma, A =0y d = 1.

A partir del siguiente teorema se puede transformar cualquier DVE en un distribucién

Fréchet unitaria, es decir en una variable con distribucién acumulada,

e /7 siz >0

H(z;0,1,1) = { 0 en otro caso 3.3)
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Propiedad 1 (Transformaciones de la DVE.). Las siguientes relaciones son equivalentes,
» X ~ Frechet(\, 0, k).
n log X* ~ Gumbel(\,§), 0=1/k.
» — X'~ Weibull(A, 6, k).

Demostracion. Ver [23]. O]

3.1.2. Dominios de Atraccion.

Definicion 1 (Dominio de atraccion.). Dada una sucesion de variables aleatorias i.i.d
{Xn}tn>1, tal que X1 ~ F y M, = max{Xy,Xo,...,X,}, se dice que F estd en el
dominio de atraccion de valor extremo H y se denota F' € D(H), si existen a,, > 0, b, € R

que cumplen,

P (M, <a,x+b,) =F"(a,z+b,) = H(x), z€R, (3.6)
cuando n — oo.

Definicion 2 (Distribuciones asintéticamente equivalentes.). Dos funciones de distribucion

F' y G son asintoticamente equivalentes si tienen el mismo extremo derecho, es decir

w(F) = w(G),y

F(z)
ng(rllv) G) ¢, cé€(0,00). (3.7

Propiedad 2 (Condicion necesaria y suficiente para que F' € D(H).). La funcion de
distribucion F pertenece al dominio de atraccion de la DVE H con constantes de normalidad

an, >0, b, € Rsiysolo si,

lim nF(a,x +b,) = —log H(x), x€R. (3.8)

n—oo

Demostracién. Es simplemente aplicar la definicién de D(H) y (1 + a,,)"/** — e cuando

a, — 0. ]

Se prueba que F, G € D(H) siy sélo si son asintéticamente equivalentes y ademads es

posible usar las mismas constantes de normalizacién.
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3.1.3. Distribucion Generalizada de Pareto.

Sea u < wp un valor fijo, se dice que ha ocurrido una excedencia si X > u. Se llama

excedencia al valor de X y exceso a X — u. Se denota,

F(z+u)— F(u)
1—F(u)

Se llama funcién media de excesos a e(u) = E (X —u/X > u)

Fuz)=P(X —-u<z/X >u)=

x> 0. (3.9)

Observacién Si F es de variacion regular con indice —a, con a > 1 se puede probar que,

e(u) ~ =*5 cuando u — oo. Se define la Distribucién Generalizada de Pareto (DGP), H; 3

como.
Y
H&/g(x) =1- (1 + 53) , T €D D), (3.10)
siendo
pen={ g tso"
Propiedades

1. Sea X ~ H¢ g . Entonces,

EX)<oos <l

2. Para& € R, F' € D(G¢) siy s6lo si para alguna funcion 3 positiva se cumple que,

lm  sup [Fy(x) = He g ()| = 0.

utwp O<z<wp—u

Esto indica que la funcion de distribucion de los excesos F, se aproxima a una DGP

cuando u es suficientemente grande.

3. Sizy,ze € D(E, B), entonces
Hf 5(.%’1 -+ 33'2) —
= = Hﬁﬁ-ﬁ-fﬂﬁl (1'2)
He g(1)

Es decir, la clase de la DGP es cerrada frente a cambios de umbral.
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4. Si X ~ DG P g tal que £ < 1. Entonces para u < wr,

B+ &u
1-¢’

Esta propiedad proporciona un método grafico para la determinacién de un umbral

e(u)=E(X —u/X >u) = B+ &u > 0.

adecuado para que la aproximacién a una DGP sea eficiente.

Observacion Si X € D(G¢, ) entonces los excesos sobre un umbral tienen una distribu-

cién aproximada con igual pardmetro de forma ¢, y

B=o0+&u—p).

3.2. Extremos Multivariados.

Se introduce ahora la generalizacién de extremos al caso multivariado. No son plausibles

de generalizacion muchas de las propiedades ya vistas.

Definicién 3 (Maximo Multivariado.). Sea { X, },,>1 una sucesion de variables aleatorias en
dimension k independientes e idénticamente distribuidas, se denota X,, = (Xp 1, Xn2, .-, Xnk)
a las variables marginales y F' a la distribucion conjunta. Se define el vector de mdximos
como,

M, = (M, 1, My2,...., M) = (max X1, max X;o,..., max Xi,k) .
n

1<i<n 1<i< 1<i<n

Definicion 4 (Distribucion de valores extremos multivariada.). Se dice que H tiene una dis-

tribucion de extremos multivariada si existen dos sucesiones en R¥, {a, = (%,1, cey amk) >
0}7121 y {bn = (bTL,17 ey bn,k)}nZl tal que,
M. 1 — b 1 M k — b k
P{u <zp,...,——"2 <ap e — G(xy,..., 1), cuando n — oo.
Qp,1 Ap k

En este caso se dice que F’ esta en el dominio de atraccién de G. Si bien no ha sido
posible describir ¢, como en el caso univariado mediante una familia paramétrica, se han

encontrado ciertas medidas de probabilidad que caracterizan a la distribucién G.

Teorema 2 (Caracterizacién Espectral). Sea E = [0, 0o]\{0}, ||.|| la norma suma, y Sy el
simplex unitario en E. Una funcion de distribucion d-dimensional G es una distribucion de

valores extremos multivariada con marginales Fréchet unitaria si'y solo si,

15



1. Existe una medida Finita H en S; que cumple,

/ widH(w) = 1/d, Vj=1,....d,
Sa

tal que,

Gx)=eV® geE,

conV(x)= [

Sy méXlngd %dH((JJ)

2. Existe un proceso de Poisson no homogéneo N en E con medida de intensidad,

H(A
u{yeE/||y||>r,”7yHeA}: i ) w0 Acs,

con H una medida finita en S, que satisface 1, tal que,

G(z) =P (N((0,z]°) =0) = e~ O]}

3. Existen f1, ..., f4 funciones no negativas e integrables en [0, 1| que cumplen,

1
/fj(t)dtzl, Vi=1.....d
0

tal que

— Y max; < (fj(t)>dt
Gx)=e Jomixaszal 7 , xw€EF.

Demostracion. Ver [24] L]

H es llamada la medida espectral, 1+ la medida exponente y la funciones f; son llamadas

funciones espectrales.

Teorema 3 (Marshall-Olkin). Dada una distribucién multivariada F en RY, con marginales

F,,i=1,2,...,d que verifican,

1 — Fi(x)
1 — Fi(x)

Entonces, F estd en el dominio de atraccion de G con marginales Fréchet si y solo si, existe

—1 cuando v — oo, i=1,2,...,d.

una funcion de escala b(t) — oo y una medida de Radon v cuando t — oo tal que,
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tP (% € B) — v(B),

con B relativamente compacto en R‘i yv(0B) = 0.

Demostracion. Ver [52]
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Capitulo 4

Procesos Max-Estables.

4.1. Introduccion.

Los procesos méx-estables han evolucionado vigorosamente en los utimos 10 afos. Los
trabajos desarrollados por Balkema y Resnick en 1977, [3], Laurens de Hann en 1978, [22]

y 1984, [21] demarcan las bases de la teoria. Este capitulo estd basado en [66] y [23].

4.2. Conceptos Iniciales.

Definicion 5 (Distribuciones sum-estables.). Dada una sucesion de variables aleatorias
X1, Xo, ... iidtal que X1 ~ F (no degenerada). F' es una distribucion sum-estable si

existen constantes a,, > 0y b, € R tales que,

n
Mixl, Vn > 1. 4.1)
Qn

Se extiende el mismo concepto pero en lugar de una suma de variables aleatorias, se
toma el maximo de ellas, para ver luego la estrecha relacion con las distribuciones de valores

extremos.

Definicion 6 (Distribuciones max-estables.). Dada una sucesion de variables aleatorias
X1, Xo,...Lidtal que X, ~ F (no degenerada). F' es una distribucion mdx-estable si
existen constantes a,, > 0y b, € R tales que,

3 e n Xz _bn
max;—1 . {X;} iXh Vn > 1. 4.2)

Es decir, se puede realizar un cambio de posicién y escala para que el maximo M,, =

méx;—1,.,{X;} mantega la misma distribucién que la de las variables de la sucesién original.

-----

Puesto que F)y, (z) = F™(z) laigualdad (4.2) es equivalente a,
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F"(apz +b,) = F(z), Vn. 4.3)

El teorema siguiente determina que las distribuciones méx-estables caracterizan a las DVE.

Teorema 4 (Caracterizacion de la distribuciones de valores extremos.). Un distribucion es

mdx-estable si y solo si es una distribucion de valores extremos.
Demostracion. Ver apéndice A. 0

Dada la sucesion Xy, X, ... de campos aleatorios se estd interesado en caracterizar

{Y (%) }sex limite en distribucion del siguiente proceso,

{ mix M} ) 5 {Y (@) }aex. (4.4)

i=1,..n an(x)
donde Y sea un proceso no degenerado, con a,, y b,, funciones continuas en un compacto /'
de R?y a,, una funcién positiva.
L. de Haan en 1984, [22], demuestra que esta clase de procesos limite coincide con una

clase de procesos llamada méx-estables.

Definiciéon 7 (Procesos Max-Estables.). Sea K un subconjunto compacto de R y sea
Z € C(K) un proceso estocdstico con marginales no degeneradas, diremos que 7 =
{Z(t), t € T} es un proceso mdx-estable si dadas n copias independientes de este proceso
Z1y ..., Ly, existen constantes a, > 0y b, € R tal que,

Z; — by,
2 mix 22" yneN. (4.5)

i=1,...,n Ay,

Bajo una transformacion adecuada, sin perder generalidad, [22], es posible trabajar con

distribuciones marginales de Fréchet unitarias,
P(Zt)<z)=e V" z>0. (4.6)

Se dice entonces que Z es un proceso mdx-estable simple. En este caso se puede observar
que las constantes de normalizacion son a,(t) = n 'y b,(t) = 0. Por tanto Z es un proceso
max-estable simple si las marginales son Fréchet unitarias y

4 Zi

max —, VnéeN. 4.7)
i=1,...n N

Z

L. de Haan también demuestra que si {X; : ¢ € N} son copias independientes de un proceso
estocdstico X definido en K y existen constantes ¢, (t) > 0y d,(t) € R paratodot € K
tal que,
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Xi(t) —du(t) a, 2(), (4.8)

Dn enlt)

se cumple que Z es degenerado o Z es un proceso max-estable. De ahora en mads, sin perder

generalidad, se trabajara con distribuciones marginales Fréchet unitarias.

4.3. Caracterizacion Espectral.

Es interesante observar que los procesos méax-estables simples presentan una sencilla
representacion, a través de lo que se llama la representacion espectral del proceso. Se

exponen dos posibles enfoques.

4.3.1. Construccion de L. de Haan (1984) de Procesos Max-Estables.

Una primera caracterizacion es dada por L. de Haan en 1984, [22].

Teorema 5 (Caracterizacién de L. de Haan). Sea {(v¢;,U;) : i € N} un proceso puntual de
Poisson definido en (0, +00) x R con medida de intensidad d\ (1), u) = 1~ 2dv(du), con
v una medida o-finita en R? . Sea f una funcién definida en R¢ x R? continua y no negativa

tal que,

flz,y)v(dy) =1, VaeRY (4.9)

R4
entonces el proceso Z = méx;>1 ¥, f(x,U;), x € X es un proceso mdx-estable simple. Y

visceversa, todo proceso mdx-estable admite una representacion de este tipo.
Demostracion. Ver apéndice A. [

Una familia conveniente para la construccién de dichos procesos es considerar { f (z—v) :
z,y € R?} donde f es una densidad en R

4.3.2. Construccion de Schlather (2002) de Procesos Max-Estables.

Una segunda caracterizacion de los procesos max-estables es propocionada por Mar-
tin Schlather en 2002, [73], donde considera funciones aleatorias en lugar de funciones

deterministicas.

Teorema 6 (Caracterizaciéon de Schlather). Sea {i; : i € N} un proceso puntual de
Poisson en (0, 00) con intensidad dA(v)) = 1 ~2dv y un proceso estocdstico no negativo 'Y,

independiente del anterior, con trayectorias continuas, tal que E(Y (z)) = 1, Vo € R% EI
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proceso Z(x) = max;>1 ¥;Yi(z), x € X, donde Y1,Y5, ... son copias independientes de Y,
es un proceso mdx-estable.

Demostracion. Ver apéndice A. [

En caso de que E(Y (x)) = p basta trabajar con el proceso Y (z) = Y (z)/u y si toma
valores negativos se considera el proceso Y (z) = méx{0,Y (z)}.
Ambas construcciones producen una “ maquina” que genera procesos mix-estables al

hacer variar la funcién f o el proceso Y.

4.4. Distribuciones Finito Dimensionales de los Procesos
Max-Estables.

Las distribuciones acumuladas finito dimensionales de un proceso méx-estable son
sencillas de obtener a través de su representacion espectral. Se determina la funcién de

distribucion acumulada k-dimensional F',

F(217Z23"'azk) =P [méx{wlifz(‘rj)} < Zjs .] = 1727"'7k:| = (4.10)

2.
=Pls v ,i>1,j:1,2,...,k}:exp{_/ /1 o 2 U dGdPY (g1, Ly }:
|: }/L(IJ) R JR {1/1>m1nj E} (1 k)

= exp{ max ydeY(yl,‘..,yk)} = exp{E <mz_ix Y(xj)>} =exp{—V(z1,...,2k)},
JRd j

JZj J Zj
=exp{—V(z1,...,2k)},
siendo V(z1,...,2,) = E (méxj %?))
Cuando la dimension k es lo suficientemente grande, la densidad conjunta se torna
intratable, al menos numéricamente, por la cantidad de términos que ella presenta. Este

problema serd retomado en el capitulo 7.

4.5. Algunos Modelos.

4.5.1. El Modelo de Smith.

Modelo desarrollado por Smith en 1990, [77]. Se deduce a partir de la caracterizacién

de L. de Haan considerando,
f(s,t) = ¢(s =, %), 4.11)

21



donde ¢(., X)) es la densidad de una distribuciéon N (0, X), siendo X la matriz de varianzas y

covarianzas. Es decir,

f(s,t) = (2m)" V42| exp {—%(s —t)I'u (s - t)} : (4.12)

También es posible deducir el modelo de Smith a través de la caracterizacion de Schlather si

se considera,

Yi(z) = o(z — X)), (4.13)

donde { X, };>1 son puntos de un proceso homogéneo de Poisson y ¢ como en la construccién
anterior.
A partir de (4.10) se puede reconstruir la distribuciones finito dimensionales, que son

expresadas en dimensién 2 de forma de reducir la notacion,

1 a 1 z 1 a 1 z
P(Z(x1) < 21,7 (1) < 29) =exps —D | = + “logZ2 ) - =@ (=4 -log=2 ),
21 2 a 2 a 29
(4.14)
donde @ denota la distribucién acumulada de una normal estdndar en R y a? = (2, —
xg)TE*1 (x1 — x2). Este modelo, que fue uno de los pioneros para la modelacién de lluvias
a través de procesos max-estables, también recibe le nombre de proceso de valores extremos
gaussianos o modelo perifl de la tormenta. Es desconocida y por tanto a estimar la matriz

de varianzas y covarianzas ..

Interpretacion del Modelo.

Siguiendo los conceptos vertidos por Smith en 1990, este es un proceso homédgeneo en
el espacio, es decir, no importa en el modelo la ubicacién de los puntos, en este caso las
estaciones, sino la distancia entre ellos. Es usado en general para modelar lluvias del tipo de
conveccion. Se trabaja en un espacio de dimension d = 2.

La intensidad o magnitud de la i-ésima tormenta centrada en s; esta representada por
;. La funcién ¢ determinista indica la forma de la tormenta, o sea, de que manera ésta
disminuye a medida que se aleja del centro. Por tanto ¢;¢(t — s;) representa la magnitud
de la lluvia en la posicion ¢ en referencia a una tormenta de tamaiio v; centrada en s;. El
proceso Z(t) viene a representar en este caso un maximo sobre un conjunto de tormentas
independientes con las mismas forma pero de intensidad variable. En la figura 4.1 se simula

un proceso de Smith ! con matriz de varianzas y covarianzas Y. = %IQ.

'El procedimiento para realizar las simulaciones serd desarrollado en el capitulo 8.
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r 15

r 10

Figura 4.1: Proceso de Smith simulado con matriz de varianzas y covarianzas Y. = %I 2.

4.5.2. El Modelo de Schlather.

Schlather, [73], propone a través de su construccion de procesos méx-estables considerar,

Yi(z) = V21Vl (), (4.15)

donde Y, ; son copias independientes de un proceso estdndar gaussiano con correlacion

p. Al igual que en el proceso anterior partiendo de (4.10) se puede obtener la distribucién

acumulada finito dimensional,

P(Z(Il) S Zl,Z<l’2) S ZQ) = (416)

:exp{—% (zlﬁ Z%) <1+ \/1 —2(p(h) +1)ﬁ>}’

donde h = ||z — x|

Se presentan algunas de las posibles funciones de correlacion a utilizar extraidas de [31],
Exponencial.

1
p(hia,0%) =o? (1 — =elhl) 4.17)
a
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Exponencial Generalizada

p(h;a,0?, ) = o? (1 — e_(”h”/“)a> . (4.18)
Power Exponencial.
p(h;b,c) = bl|h]|%0 < c < 2. (4.19)
peferica. 2 (S0 = lIAIP) i fal
. 2 _ g % ~ 343 S1 S a
p(h;a, ) { o? en otro caso (4.20)
Gaussiana.
p(h;a,o?) = o? (1 — e_(”h”/“)2> ) 4.21)
Matérn.

2!~ Al Y Al
. 2 2 Ll Iy - 4
p(hya, 0% v) =0 [1 o) ( ) K, ( )] , (4.22)

donde K, es la funcién de Bessel modificada de segunda especie con v > —1.

2= h\” h
. 2 — — —
p(h;a, 0% v) = ClF(y) (C2> K, (02> ) (4.23)

2 14
1+ (ﬁ) ] . 4.24)
Co

A 1y co se les denomina pardmetros de rango, o es el llamado pardmetro de umbral y v

Whittle-Matérn.

Cauchy.

p(h;a, 0% v) =0

el pardmetro de suavizado. Se llama efecto nugget an = 1 — o. El problema en este caso se
reduce a estimar los pardmetros que intervienen en la funcién de covarianza. En la figura

4.2 se puede apreciar la forma de las distintas correlaciones.

Interpretacion del Modelo.

En este modelo, a diferencia con el de Smith, la forma de la tormenta es aleatoria. La
estructura de la tormenta estd dada por la funcién de correlacion p(h). En general es aplicado
para lluvias ciclonicas. En este caso la magnitud de la i-ésima tormenta esta dada por ¢;Y;,
manteniendo la misma estructura de dependencia y sélo variando la magnitud ;. En la
figura 4.3 se puede apreciar la simulacion de un proceso de Schlather con una covarianza

exponencial generalizada.
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Funciones de Correlacion

1.00 -

Funcién
0.50 - Whittle_Matern

Cauchy

rho(h)

= Powered_Exp
—— Bessel

Gen_Cauchy

0.25-

LN~

0.00 - \/

h

Figura 4.2: Distintas funciones de correlacion en funcién de la distancia h. Se considerd
cp=c=0c=v =1

4.5.3. El Modelo de Brown-Resnick.

Proceso introducido por Brown-Resnick en 1977, [9], pero Kabluchko, Schlather y L. de
Haan en 2009, [43], lo analizan y generalizan desde la Optica de los procesos max-estables.

Surge de elegir en la caracterizacién de Schlather (2002),

Yi(z) = exp {e(sc) - 02? } , (4.25)

donde € es un proceso gaussiano con incrementos estacionarios y o%(z) = V[e(z)]. La
distribucion bivariada es dada por (4.14) siendo ahora a®> = V (Y (x; — x2)). En este caso si

bien Y no es un proceso estacionario el proceso max estable asociado si lo es. Si se cumple

que a®> =V (Y(Rh)) oc k%, h > 0, €l proceso coincide con el proceso de Smith.

4.5.4. El Modelo Geométrico Gaussiano.

Introducido por Davison y Gholamrezaee en 2012, [20]. Se toma en Schlather (2002),
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F 3.0

r25

r 20

r 15

r 1.0

r 0.5

Figura 4.3: Proceso de Schlather simulado con una funcién de covarianza exponencial,
efecto nugget=0 , suavizado= 1,5 y rango=3.

2

donde ¢ es un proceso gaussiano estandar con o%(z) = V|e(z)]. La distribucién acumulada

Yi(x) = exp {o(x)e(m) EAC) } 7 (4.26)

bivariada del proceso es la misma que en Smith, (4.14), pero siendo a? = 20%(1 — p(h)).

4.5.5. El Modelo ¢-Extremal.

El modelo ¢-extremal fue desarrollado recientemente por Opitz en 2012, [62], también
es analizado por Ribatet y Sedki en 2013, [69],

v+1

Yi(z) = /72 2T (

donde € es un proceso estdndar gaussiano con funcién de correlacion p y I' es la funcién

—1
) max{0, ¢ ()}, v>1, (4.27)

Gamma. En este caso la distribucion bivariante obtenida a partir de (4.10) es,

P(Z(x1) < 21, Z(m9) < 29) =

1 xr1— T 1 /z /v 1 r—x 1 /=2 1/v
o { Ly [tz 1 (YL [t 1 ()]



r 35

r 30

r 25

r 20

r 15

r 10

Figura 4.4: Proceso de t-extremal simulado con efecto nugget=0 , suavizado= 1,5, rango=3
y grados de libertad=4.

En la figura 4.5 se pueden apreciar las diferencias entre los distintos procesos simulados

en dimension 1, en la figura 4.6 se observa las curvas de nivel de algunos procesos simulados

en dimension 2.
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Sim. de un proceso de Smith en dimensién 1 Sim. de un proceso t-extremal en dimensién 1

0.0-
-
> S-05-
g g
S ke)
10-
0-
0.0 25 5.0 7.5 10.0 0.0 25 5.0 7.5 10.0
X X
Sim. de un proceso de Schlather en dimensién 1 Sim. de un proceso de B-R en dimensién 1
15-
15- 1.0-
0.5-
1.0-
S S
= S 0.0-
S S
0.5-
05~
0.0-
10-
-05- s ! i i -15- s ! ! i
0.0 25 5.0 7.5 10.0 0.0 25 5.0 7.5 10.0
X X

Figura 4.5: Gréficos de distintos procesos max-estables con los mismos parametros de
suavizado, nugget y rango en R.

Figura 4.6: Curvas de nivel de simulaciones en dimensién 2 de los procesos de Smith,
Schlather (Wmat) y t-extremal respectivamente.
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Capitulo 5

Coépulas.

5.1. Conceptos Iniciales.

5.1.1. Generalidades.

El concepto “Cdépula” o “Funcién de Cépula” es introducido por Sklar en 1959, [76],
originalmente en el contexto de espacios métricos probabilisticos. La idea en que se basa
este concepto es la siguiente: para distribuciones multivariadas, las distribuciones marginales
univariantes y su estructura de dependencia pueden ser separadas, donde esta ultima estara
representada por la cépula. La palabra “cépula” proviene del latin (copula) que es un
sustantivo para describir un vinculo o adherencia entre dos objetos. El término cdpula es
usado en gramdtica y légica para describir la parte de la proposicidén que conecta el sujeto
con el predicado. En estadistica, la “cépula” describe la funcién que “une” distribuciones
unidimensionales para formar una multivariada y puede servir para caracterizar varios
conceptos de dependencia, en particular dependencia en las colas de la distribucién. La
copula de una distribucién multivariada puede ser considerada como la parte que describe
su estructura de dependencia, como un complemento al comportamiento de cada una de sus
marginales.

Ellas permiten tener en cuenta todos los posibles casos de dependencia. Si existe depen-
dencia perfecta positiva entre las variables aleatorias de interés, se dice que las variables
aleatorias son “comonotdnicas”, por su parte, cuando la dependencia es perfecta negativa, se
dice que las variables son “contramonotdnicas” . En ambos casos, estas situaciones pueden
ser descritas por una copula especifica. Adicionalmente, cuando las variables aleatorias son
independientes, su relacion se resume en la cépula de independencia.

De acuerdo al teorema de Sklar, cualquier distribucion multivariante puede ser modelada
a través de las distribuciones marginales y de la funcién de cépula separadamente. En efecto,

conceptualmente, el teorema de Sklar sostiene que para cualquier funcién de distribucién
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bivariada, existe una cépula que vincula las distribuciones univariadas y que contiene toda
la informacién acerca de la naturaleza de la dependencia entre dos variables aleatorias
independientemente de sus distribuciones marginales.

La informacion sobre las distribuciones marginales y la informacion sobre la dependencia
se mantienen separadas, y su influencia puede ser evaluada claramente.

Esta separacion entre distribuciones marginales y pardmetros de dependencia explica
la flexibilidad que brindan las copulas para modelar. Desde un punto de vista tedrico, las

funciones de copulas permiten un doble “infinito” de grados de libertad,

1. definir las marginales apropiadas,

2. elegir la copula apropiada.

Desde el punto de vista practico del modelado, podemos descomponer cualquier pro-
blema de estimacion en dos pasos: el primero es para las marginales y el segundo para
los parametros de la funcion de copula. Las ventajas de una representacion a través de las
funciones de cépulas son muchas. El enfoque clasico de medir la dependencia, la funcién de
correlacion lineal, es una medida vélida de dependencia sélo dentro de una restrictiva clase
de distribuciones, por ejemplo las elipticas, mientras que las funciones de copulas no tienen
esta limitacion. Las copulas permiten modelar las distribuciones marginales y la estructura
de dependencia separadamente. Se puede tener combinaciones de distribuciones marginales
estimadas por métodos paramétricos y otras por métodos no paramétricos. Se modela la
forma de la funcidn de distribucion, donde la c6pula modela de forma acertada el tipo de
dependencia. Finalmente, las cOpulas permiten ajustar cualquier distribucién marginal a
diferentes variables aleatorias y esas distribuciones pueden variar de una variable aleatoria a

la siguiente. Para las definiciones subsiguientes se ha tomado como referencia Nelsen 2006,

[60].

5.1.2. Definicion de Copula.

Definicion 8 (Copula Bidimensional). Se llama copula a una funcion real C' de dominio

I? = [0, 1)% con las siguientes propiedades,
1. Yu,v € I se cumple que,

C(u,0) =0=C(0,v) Clu,1)=u y C(1,v) =v. (5.1)
2. (es 2-creciente) Nui,u9,vy,vy € [ tal que uy < us y v < vy se cumple que,
C'(ug,v9) — C(ug,v1) — C(ug, v9) + C(ug,vy) > 0. (5.2)
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Definicion 9 (Cépula d-Dimensional). Se llama d-Copula a una funcion real C' de dominio

I¢ = [0, 1] con las siguientes propiedades,
1. Yu € I¢ se cumple que,

» C(u) =0 sialgunas de las coordenadas de u vale 0.

» Si todas las coordenadas de u valen I excepto uy, entonces C(u) = uy.

2. Yayb e Ital que a < b se cumple que,

Vela, b > 0 (se dice que C' es d-creciente). (5.3)

Siendo [a, b] el d-bloque determinado por las coordenadas de a 'y b en el dominio de

la Copula y nombrando V¢ |a, b| al C-volumen de |a, b definido como:
Vela, b] = Z sgn(c).C(c) (5.4)

(5.5)

(0) 1 sicy = ay para un nimero par de coordenadas
sgn(c) = . . : .
g —1 si ¢, = ag para un niimero impar de coordenadas

5.1.3. Algunas Propiedades Elementales de las Céopulas.

Propiedad 3. Sean M (u,v) = min(u,v)y W(u,v) = méx(u + v — 1,0). Entonces para

toda copula C' se cumple que,
W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (5.6)

W'y M son llamadas las cotas inferior y superior de Fréchet-Hoeffding para Copulas, ver
figura 5.1. Las cotas inferior y superior de Fréchet-Hoeffding para el caso d-dimensional

son,

W(u) = méx(uy +us + ... +ug — d +1,0). (5.7

M (u) = min(uy, ug, . . ., ug). (5.8)

Propiedad 4. Las cdpulas son funciones de Lipschitz, es decir, Yuy, ug, v1,vy € I se cumple
que,
|C(U1,U1) —O(UQ,UQ)| S |U2—U1| + |U2—U1|. (59)

Por tanto se puede afirmar que son funciones uniformemente continuas en su dominio.
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Figura 5.1: Cotas superior e inferior respectivamente de Fréchet-Hoeffding.

Propiedad 5. Si C' es una funcion de copula entonces existen ambas derivadas parciales en
casi todos los puntos del dominio ( en el sentido de la medida de Lebesgue) y estdn acotadas

entre 0y 1.

Teorema de Sklar.

Teorema 7 (Para copulas bidimensionales). Sea H la funcion de distribucion conjunta de
una v.a. vectorial (X,Y) con F'y G las distribuciones marginales. Entonces existe una

copula C tal que V(x,y) € R se cumple que,
H(z,y) = C(F(x), G(y))- (5.10)

Si F'y G son continuas la copula C' es tinica. En otro caso las copulas solucion coinciden
en Ran(F') x Ran(G). Inversamente si C es una copula con F'y G dos funciones de
distribucion entonces H(x,y) = C(F(x),G(y)) es una funcion de distribucion conjunta

con marginales F' y G.
Demostracion. Ver apéndice A. 0

Teorema 8 (Para copulas d-dimensionales). Sea H la funcion de distribucion conjunta
de una v.a. vectorial (X1, Xo,...,Xy) con F\, Fs, ..., F,; las distribuciones marginales.

Entonces existe una d-copula C' tal que Vx € R’ se cumple que,
H(.’I‘l,ﬂjg, e ,I‘d) = C'(Fl(xl), FQ(LEQ), ce 7Fd<xd))- (511)

Si F\, F,, ..., Fyson continuas la copula C' es tinica. En otro caso las copulas solucion
coinciden en Ran(Fy) X ... x Ran(Fy). Inversamente si C' es una cdpula con Fy, Fy, . .., Fy
funciones de distribucion entonces H (1, o, . ..,xq) = C(Fi(x1), Fo(xa),. .., Fr(xq)) es

una funcion de distribucion conjunta con marginales Fy, F5, ..., Fj.
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Corolario 1. » Sean X e Y v.a. absolutamente continuas. X e Y son independientes si

y solo si Cxy (u,v) = l(u,v) = u.w, ver figura 5.2.

Copula de Independencia Curvas de nivel Simulacion de 200 valores

Figura 5.2: Grafico de la copula de independencia C'(u, v) = uw, curvas de nivel, y simula-
cién de 200 valores con marginales U(0,1).

» Sean X1, Xs, ..., X4 v.a. absolutamente continuas. X, X, ..., Xy son independien-
tes si'y solo si C(u) = II(u) = uy.us. . ... Ug.

Corolario 2. Sean X e Y v.a. absolutamente continuas con copula C'xy. Si o'y (8 son fun-

ciones estrictamente crecientes en Ran(X)y Ran(Y') respectivamente, entonces Cy,(x) BY) =

ny.

Corolario 3. Sean X e Y v.a. absolutamente continuas con copula Cxy. Si a'y 3 son

funciones estrictamente monotonas en Ran(X )y Ran(Y ) respectivamente,

= Si « es estrictamente creciente y 3 es estrictamente decreciente,
Cox)py(u,v) = v — Cxy(u, 1 —v).
= Si « es estrictamente decreciente y [3 es estrictamente creciente,
Cax)pry(u,v) = v — Cxy (1 — u,v).
= Si « es estrictamente decreciente y [3 es estrictamente decreciente,
Coax)pvy(u,v) =u+v—14+Cxy(1 —u,1 —wv).

Corolario 4 (Método de inversion que permite construir cépulas'). Sea H la distribucion

conjunta, F'y G las marginales (continuas), C la cépula, F)y GY) las cuasi-inversas.
Entonces ¥(u,v) en el dom(C) se cumple que C(u,v) = H(F)(u), G (v)).

'Otros métodos tanto geométricos como algebraicos para la construccién de cépulas se encuentran
detallados en [60].
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5.1.4. Densidad de la Funciéon de Cépula.

Se llama densidad asociada a la c6pula C'(uq, us, . . ., ug) a,

_ ado(ulu Ugy - . . ,Ud)

e = 5.12
C(ub U, ,Ud) aU1aU2 o aUd ( )
Para v.a. absolutamente continuas se cumple que,
d
f(@1, 22, xa) = c(Fi(z1), Fa(x2), ..., Fulza)) H i), (5.13)
i=1
siendo f; la densidad de la v.a. X,
dF;(z;)
i\li) = : 5.14
filws) = =4 (5.14)

En general, la densidad de la copula describe de forma mas explicita las relaciones de

dependencia que determina.

5.1.5. Familias Paramétricas de Copulas.

Se presentan ciertas familias o clases paramétricas de copulas. Para cada clase se detalla
la funcién de copula, el espacio paramétrico de los pardmetros de dependencia, asi como las

principales caracteristicas y cualidades de cada familia.

Cépula de Marshall-Olkin.

Para poder realizar los célculos explicitos de los coeficientes de dependencia, sin realizar
calculos tediosos, se desarrolla el caso bivariado.

Considerar un sistema de dos particulas que en cierto momento colapsan de 3 formas:
con consecuencia fatal para la primera y no para la segunda, viceversa o colapso fatal
para los dos componentes. Sean X; y X5 la v.a. tiempo de sobrevida de cada componente
respectivamente. Se asume que los colapsos estdn conformados por tres v.a. independientes
con distribucién Poisson de pardmetros A\j, Ao y Aj2 > 0, por tanto los tiempo hasta la
ocurrencia del colapso 71, Zy y Z15 son v.a. exponenciales con pardmetros Ay, Ay y A1o

respectivamente. La distribucién del tiempo de sobrevida de ambas componentes es,

H((L’l,ZEQ) = P(Xl > [L‘hXQ > ZEQ) = P(Zl > [L‘l)P<ZQ > xQ)P(212 > maX(ZL‘th)),
(5.15)
y los tiempos de sobrevida de cada componente tiene distribucion,

Fl(xl) = CXp(-()q + )\12)ZL’1), FQ(ZBQ) = CXp(—(/\Q -+ )\12).7)2). (516)
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Como max(x1, 2y) = o1 + 5 — min(zy, 5) se puede expresar H (1, 5) como,

ﬁ([ﬁl, .172) = Fl (Jfl)ﬁg(l'g) mfn()\lgl'l, /\12£L‘2). (517)

A o Ao z . sz 2
g Y Q2 = 375> usando el método de inversion la c6pula de la v.a. de

sobrevida de (X7, X5) se expresa,

Siendo a; =

Clan, ag)(ur, ug) = uyusmin(uy ™, uy *?) = min(u; ™ ug, uy~ **uy). (5.18)

Esta familia de cépulas es llamada de Marshal-Olkin. Es una familia absolutamente continua

cuya masa esta concentrada en la curva u* = u5? en [0, 1)? puesto que,

%;UQC‘“’” (w1, ) = { u;: Zlnlz){:; CZSZQ_OQ (5.19)
Cépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern.
La copula de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) es de la forma,
Cl(uy, ug; 0) = uqug(l + 0(1 — up)(1 — uy)). (5.20)

Son una perturbacién de la copula producto. Si el pardmetro de dependencia 6 es igual a
cero la copula FGM colapsa en la copula producto. Es atractiva por su simplicidad, sin
embargo, es restrictiva en el sentido que s6lo puede ser usada cuando la dependencia entre

las marginales es de magnitud modesta, ver figura 5.3.

Figura 5.3: Grafico de la densidad de la c6pula de FGM con 6 = 0,7, curvas de nivel, y
simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Simulacién de 200 valores

Denisdad Cépula FGM
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Cépula Gaussiana.

Es de la forma,
C(uy,ug; 0) = P (@ H(uy), @ (uy); 0) = (5.21)

_ / cp_l(ul)/ T —(s* —2st ) |
) e om(1 —62)1/2°  2(1 - 62) ’

donde ® es la distribucion normal estdndar y ¢ es la distribucion normal bivariada
estdndar con coeficiente de correlacion 6 restringido al intervalo (—1, 1), ver figura 5.4.
Copula introducida por Lee en 1983, [50], que permite modelar con gran flexibilidad por

igual grado dependencias tanto positivas como negativas.

Densidad Cépula Normal Curvas de nivel Simulacion de 200 valores

Figura 5.4: Grafico de la densidad de la copula Gaussiana con § = 0,25, curvas de nivel, y
simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Coépula de Student.

Es una c6pula con dos pardmetros de dependencia, con v grados de libertad y correlacion

P

ty Y (w1)  pty L (ug) 1 (52 _9 2y —(v+2)/2
t : _ pst + t°)
C(u17u2jyﬂp)_/; /_Oo 27‘{'(1—p2)—1/2{1+ V(l—pz) dsdt,
(5.22)

con ¢, (u;) la inversa de la distrubucién univariada de Student con v grados de libertad. El

pardmetro de dependencia v controla lo “pesado” de las colas. Si v < 3 no existe la varianza
y si v < 5 el cuarto momento no existe. Para v — oo se cumple que C*(uy, ug; v, p) —
O (ug, ug; p). Una ventaja que poseen las cépulas Gaussiana y de Student con respecto a las
funciones de distribucién de las cudles se derivan, es que a partir de las copulas es posible
utilizar variables aleatorias que sigan distribuciones marginales que no sean del mismo tipo,

ver figura 5.5.
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Densidad Cépula Student Curvas de nivel Simulacién de 200 valores

Figura 5.5: Gréfico de la densidad de la c6pula de Student con p = 0,8 y g.1.=4, curvas de
nivel, y simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Cépula de Clayton.

Dado 6 > 0 es de la forma,

~1/6

C(uy,ug,0) = (ul_e +uy? — 1) (5.23)

La copula de Clayton muestra dependencia débil en las colas, ver figura 5.6.

Densidad Copula Clayton Curvas de nivel Simulacion de 200 valores

Figura 5.6: Grifico de la densidad de la cépula de Clayton con 6 = 3/2, curvas de nivel, y
simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Forma parte de una familia mas amplia, las cépulas Arquimedeanas, donde se encuentran
las cépulas de Frank, Gumbel, Clayton generalizada y otras. Si bien todas estas cépulas
son de la familia Arquimedeana, describen tipos de dependencia completamente diferente.
Por ejemplo, la copula Gumbel muestra dependencia en los extremos solamente en la cola
superior, mientras que la cépula Clayton la presenta en la cola contraria. Por su parte, la
cOpula Frank no muestra dependencia en ninguna de las dos colas y la cépula Clayton

generalizada muestra dependencia en los extremos para ambas colas, aunque pueden ser
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de intensidades diferentes. En todas las cépulas el Kendall-Tau, ver capitulo 6, se puede

expresar como funcién de los pardmetros.

5.2. Coépulas Extremas.

5.2.1. Introduccion.

En esta seccién se introducen aquellas familias de copulas que permiten modelar eventos

extremos multivariados.

Definicion 10 (Cépula Extrema). Se dice que C, es una copula extrema, si existe otra

copula C' que verifica,

C (ui/n,u;/n, - ,u}j/n> — Ci(uy,ug, ..., ug), (5.24)

cuando n — 400y V(uy, us, ..., ug) € [0,1]%

Por tanto la cépula limite C', se encuentra determinada de forma tnica por la cépula C,
si bien las distribuciones marginales afectaran la distribucién multivariada, la estructura de
dependencia no se verda modificada por éstas.

Basicamente esta definicion es concebida de forma que las distribuciones marginales
estén modeladas por un maximo. Es decir, si U; = (U, 1,...,U; 4), ¢ > 1, es una sucesion de
copias independientes de U = (Uy, . . ., Uy) cuya distribucion es la cépula C, la definicién

anterior se puede expresar como,

P (irrlléxn U < ubigéxn Uy <y, ... ’igéxn Uiy < ud) — Ci(ug,ug, ..., ug),
(5.25)
cuando n — +o00 y V(uy, us, ..., ug) € [0,1]%

Mediante un paralelismo con la teoria de valores extremos ya desarrollada, se dice que

la cépula C' pertenece al dominio de atraccion de C*.
Definicion 11 (Copula Max-estable). Se dice que una copula C' es mdx-estable si,
C (uy,ug, ... ,ug)" = Cul,uy,...,u), ¥n>0. (5.26)

Es sencillo demostrar que las copulas extremas son méax-estables. El siguiente teorema
exhibe una caracterizacion de las copulas extremas, lo cual permite la construccion de

muchas de ellas.
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Teorema 9 (Representacién de Pickands). Toda copula C, es una copula extrema si 'y solo

si admite la siguiente representacion,

d
Cy (ur,ug, ..., uq) = exp {B(wl, C,Wg) Zﬂl} , (5.27)
1=1

U

a —
21ty

siendo u; = logu;, w; = y B es una funcion convexa, la cual estd definida como,

B(wy, ..., wg) = max(riwy, . .., Tqwy)dU (1, . .., xq), (5.28)
Sq

con U una medida finita sobre el simplex unitario S,.

Demostracion. Ver [64]. OJ

La funcién B, denominada funcién de dependencia, toma una representacion sencilla en
dimension 2, definiendo A(w) = B(w,1 — w) con w € [0, 1] podemos expresar la cépula

de valor extremo como,

logu
Cy (uy,u2) = exp {(log uy + logug)A (logulgm) } : (5.29)

donde A es una funcién convexa y max(w, 1 —w) < A(w) < 1.

Esto permite reconstruir la funcién A a partir de la cépula, pues

Alw) = —log C (e, ') (5.30)

Siendo V' (z1, z2) = —(1/21 + 1/22) A(=22-) se cumple que,

z1+2z2
w V(z,00) =1/, V(00,22) =1/2.
=V es una funcién homogénea de grado -1.

. C*(u17u2) = exp {_V (_loglul ’ _log1u2> }

_ 141 _ 1 . .
= V(z1,22) = -~ + - y V(21, 22) = —— corresponden al caso de independencia
1 2 min (21,22>

y dependencia completa respectivamente.

Estas propiedades si bien estan enunciadas en dimensién 2 simplemente para una mejor

comprension son extensibles al caso d-dimensional.
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5.2.2. Algunos ejemplos.

Son desarrollados algunos ejemplos de cOpulas extremas y en aquellos casos donde la

notacion es muy engorrosa se realiza el desarrollo en dimension 2 sin pérdida de generalidad.

Cépula de Gumbel-Hougaard o Familia Logistica. Es un caso particular de la cépula de

Arquimedes tomando como generadora la funcién ¢(t) = — log(t), ver figura 5.7,

d

a
Ci(ug, ug, ..., ug) = exp [— {Z(—loguj)l/o‘} ] , si0<a<l1. (531
j=1
El pardmetro de dependencia § = 1/« estd restringido al intervalo [1, co). Los valores
de 1 e infinito se corresponden a la independencia y a la cota superior de Fréchet
respectivamente, la familia no alcanza para ningin valor de € la cota inferior de
Fréchet. Al igual que la cépula de Clayton no cuenta las dependencias negativas, pero
en contraste con ésta exhibe una dependencia fuerte en la cola derecha y relativamente

débil en la cola izquierda.

Denisdad Cépula Gumbel Curvas de nivel Simulacién de 200 valores

o
\\W
o] N K w
00 02 04 06

Figura 5.7: Grafico de la densidad de la cépula de Gumbel con av = 2/3, curvas de nivel, y
simulacion de 200 valores con marginales U (0, 1).

Cépula de Galambos o Familia Logistica Negativa. Es de la forma,

-1/ d
Ci(ui,ug,...,uq) =exp |— Z (=) {Z(loguj)a} Hui,
i=1

JC{1,....d}, |J|>2 jed
(5.32)

si @ > 0. La densidad, sus curvas de nivel y la simulacién de 200 valores se pueden

apreciar en la figura 5.8.

Ambas familias mencionadas presentan una dificultad con respecto a la modelacién
de la dependencia pues se encuentran limitadas a un dnico pardmetro de dependencia

Q.
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Denisdad Copula Galambos Curvas de nivel Simulacién de 200 valores

Figura 5.8: Grifico de la densidad de la copula de Galambos con o = 2/3, curvas de nivel,
y simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Coépula de Hiisler-Reiss Se puede demostrar, ver [38], que la copula gaussiana con coefi-

ciente de correlacion p < 1 cumple que,

Cul™ ul™" = uyus, (5.33)

cuando n — co. Para obtener una copula extrema no trivial se considera p dependien-
do de n de forma que (1 — p,)logn — a® con n — oo, siendo a una constante no

negativa. En este caso el limte obtenido es la copula de Hiisler-Reiss,

1 1 1 1
Cy(u1,u2) = exp | P a4 + —log 08 12 logu; + @ a4 + — log s th logus | ,
2 a log u; 2 a log us

(5.34)

siendo @ la acumulada de la normal estandar.Ver figura 5.9.

Densidad Copula Husler-Reiss Curvas de nivel Simulacion de 200 valores

:«\
RN -
O‘O D‘Z 0‘4

Figura 5.9: Grifico de la densidad de la cépula de Hiisler-Reiss con a = 3/2, curvas de
nivel, y simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Cépula t-Extremal. En 2005, Damarta y McNeil, [15], a partir de la siguiente propiedad

de la distribucién ¢,
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—1 1 — —1
im tzz ( SQJ) . tl/ (SI) _ —1/1/’
=0 £ (1 —s) 520 £1(s)

y de la cépula ¢ con v grados de libertad con correlacién p determinan la copula

(5.35)

t-extremal,

Cy(u1,u2) =

= exp

T, B—i—llo log uy " loguy + T, 8—1—110 log uy v log u
v41 b b g Tog iy g U1 v+1 b b g log uy guz |,
(5.36)
siendo T}, la distribucién acumulada de la Student con v grados de libertad y b*> = 1p

v+1°
ver figura 5.10.

Densidad Copula t-extremal Curvas de nivel Simulacion de 200 valores

I

Figura 5.10: Grifico de la densidad de la c6pula de t-extremal con p = 2/3 y 4 grados de
libertad, curvas de nivel, y simulacién de 200 valores con marginales U (0, 1).

Presenta colas mds pesadas que la cpula de Hiisler-Reiss, y ésta dltima, si bien no es
a2
un caso particular de la copula t-extremal, puede obtenerse considerando p = e~ 2v,

para v suficientemente grande se deduce que b ~ a/v.

Existen otras copulas extremas, por ejemplo modificando las descritas de forma de introducir

asimetria, pero no serdn utilizadas en la tesis.

5.3. Copulas en dimensiones elevadas: Regular Vines.

Es conocida como una de las grandes debilidades del enfoque de cépulas la modelacion
en dimensiones altas, ver [55]. Embrechts y Hofert en 2013, [28], mediante un estudio

de simulacién describen el impacto del aumento de la dimensién en la precision de las
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estimaciones. Una posible construccion de cépulas en este paradigma es dada por Joe en
1996, ver [40], a través de cOpulas bidimiensionales. Bedford y Cooke en 2001, [4], trabajan
este tipo de construcciones a partir de métodos gréficos, en lo que llaman regular vines,
modelando la dependencia en funcién de un conjunto de arboles. Kurowicka y Cooke
desarrollan en 2006, [47], la teoria de construccién de modelos mediante copulas de a pares
(PCC), a través de las copulas bivariadas gaussianas. Aas, Czado, Frigessi y Bakken en
2009,[7], plantean la verosimilitud en el caso de las cépulas de Gumbel, Clayton y Student
para PCC. Se realiza en esta seccion un breve desarrollo de la teoria en base a Kurowicka y
Joe 2011, [48].

5.3.1. Construccion de modelos a través de pares de copulas bivaria-
das.

A partir del teorema Sklar se puede expresar la densidad conjunta en dimensién 2 como,

f(l’l, 352) = C12 (F1(361), Fy(x2)) f1($1)f2(332)> (5.37)

siendo c;5 la copula densidad. Por tanto la densidad condicional es,

fop(xa/z1) = cra (Fi(21), Fa(x2)) fo(2). (5.38)

Si se realiza el mismo desarrollo en dimensién 3,

f13/2($17$3/$2) = C13/2 (F1/2($1/$2)7 F3/2(1‘3/9€2)) f1/2($1/$2)f3/2(173/$2) =
= f3/12(1’3/$1, 96’2) = C13/2 (F1/2(9€1/952), F3/2(1’3/332)) f3/2(9€3/1’2)
Como f3/2(x3/x2) = co3 (Fo(x2), F3(3)) f3(x3), se puede escribir la densidad conjunta

en dimension 3 como,

f(xy, w0, 23) = f3/12($3/$1,$2)f2/1($2/$1)f1(l‘1) =
= 132 (Fiy2(21/22), Fya(w3/22)) c12 (Fi(21), Fa(22)) o3 (Fa(2a), F3(23)) f3(23) fa(x2) f1(21),

en general, en R?, se puede factorizar la densidad conjunta en funcién de las c6pulas de a

pares,

d—1d—j

d
f(.?fl, c ;Id) = H H Ci,(i—i—j)/(i—i—l) 77777 (i+j—1)] [H fs(xs)] . (539)
s=1

j=1i=1
Cabe destacar que la descomposicion no es Unica. Una forma gréfica de representar estas

estructuras y ayudar a su comprension son las llamadas regular vines.
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5.3.2. Estructuras de las regular vines.

Se definen la regular vines como un conjunto de drboles con ciertas restricciones.

Definicion 12 (Estructura de una regular vines en dimension d). Diremos un conjunto de

drboles G = (11, ...,Ty_1) es una vines de d elementos si 'y solo si,
» T} es un drbol con nodos N1 = {1,...,d} y un conjunto de aristas denotadas por
E.
» Parat=2,...,m, T; es un drbol con nodos N; = F;_1 y un conjunto de aristas E;.

» (Condicion de proximidad).

Dos nodos en el drbol j + 1 son unidos por una arista si las aristas comparten un

nodo en el drbol j.

Definicion 13 (Distribucion de una regular vines en dimension d, R-vines.). Una distribucion

mediante regular vines es definida por,

» Un estructura de regular vines.
» Cada arista se corresponde con la densidad de una copula de a pares.

» La densidad de una distribucion de una regular vines es definida por el producto
de las d(d — 1) /2 cdpulas de a pares identificadas con las aristas de la estructura

regular vines y por el producto de las densidades marginales.
Por tanto una c6pula R-vine es especificada por una terna (F, U, B) que cumple,

» F'= (Fy,...,Fy;)esun vector de funciones de distribucion continuas.
= U es una R-vines de d elementos.

» B={B./i =1,...,d—1;e € E;} donde B, es una c6pula bivariada y F; es el

conjunto de aristas del drbol 7; de la R-vines, O.

Si en cada arbol un tinico nodo es conectado a los restantes se llama vine candnica y
se denota C-vines. En el caso que cada nodo es conectado a 1o sumo con dos aristas a los

restantes nodos en cada arbol, se llaman D-vines.
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5.3.3. Ejemplos.
Ejemplo 1 : C-Vines.

En la figura 5.11 puede apreciarse una posible estructura de una c-vines en dimensién 5.

La densidad conjunta que se corresponde a este caso es,

f1,2,3,4,5 =N f2f3f4f5012013014015023/1024/1025/1034/12035/12045/123 (5.40)

(1) 12
e 3 (@ () 13) (14) (15

(@ Al (b) A2

35/12

(d) A4
Figura 5.11: Una posible estructura de drboles C-vines en dimensién 5.

Ejemplo 2 : D-Vines.

En la figura 5.12 se expone un estructura de D-vines en dimensién 5, 1a densidad conjunta
correspondiente es,
f1,2,374,5 = f f2f3f4f5012023034045013/2024/3035/4014/23025/34015/234, (5.41)

En general en dimensién d hay d!/2 posibles estructuras de C-vines e igual nimero de

D-vines. El uso de una u otra estructura depende del problema a modelar.

Ejemplo 3 : R-Vines.

Las R-vines contiene a los ejemplos anteriores, por tanto brindan mayor flexibilidad a la
hora de modelar las relaciones de dependencia. En la figura 5.13 se expone un estructura de
R-vines en dimension 5, la densidad conjunta correspondiente es,

f1,2,3,4,5 = h f2f3f4f5612€13034015623/1014/3635/1024/13045/13625/134- (5.42)

. . . . . . o (d=2)(d=3)
El niimero posible de R-vines en un espacio d-dimensional es %2 2, ver [57].
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12 23 34 15 3/2 24/3 35/4
00060 umrm

(a) Al (b) A2
14/ 534
(c) A3 (d) A4

Figura 5.12: Una posible estructura de drboles D-vines en dimension 5.

13
12 34

(b) A2

15

25/134
s s

(d) A4

Figura 5.13: Una posible estructura de drboles R-vines en dimensién 5.
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5.3.4. Matriz de especificacion de una R- Vines.

Morales-Napoles en 2008, ver [56], y DiiMann en 2010, ver [25], introducen una matriz

que, bajo ciertas restricciones, induce una estructura de R-vines.

Definicién 14 (Conjunto de restricciones). Sea M € {1,...,n}" " una matriz triangular
inferior con elementos m; j para i,j= 1, ...,d. Eli-ésimo conjunto de restricciones para M
es,

CM(Z) = {({mm’, mlm-}, D) . k =3 + 1, e ,d, D = {mk+1,i7 e ,mm}} s (543)
coni=1,...,d—1.D={}sik=d.
El conjunto de restricciones para la matriz M es,
CM=Cy(l)U...Cy(d—1). (5.44)
Para definir una matriz R-vines, se denota,
L (i) = {mis, ..., mas},
?M(l) = {(mm‘, D)/k’ = Z —|— 17 e ,d, D = {m;m», e ,mm}} s
BM(Z) = {(mm, D)/l{? = Z + 1, C. ,d, D = {mm} U {mkHJ, e ,mn,i}} >
@M = BiM(l)U...UBiM(d— 1),
BM = Bpy(1)U...UBy(d—1).

Definicién 15 (Matriz R-vines). Sea M € {1,...,n}"*" una matriz triangular inferior
con elementos m; j parai,j = 1,...,d. Se dice que es una matriz R-vines si satisface las

siguientes condiciones,
w Ly(i) C Ly(j) sil<j<i<d,
m m ¢ Ly(i+1)sii=1,...,d—1,
» Parai=1,...,d—1yparatodok =1+ 1,...,d — 1 se cumple que,
(Mueis {1y - -y }) € BM U BM
Ejemplo.

Si se considera la matriz R-vines,
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4
7 5
6 7 1
M=15 61717
116 2 6
2 3 3 3 2 2
32 26 3 3 3
La matriz M define con cada una de sus columnas las copulas que determinan la densidad
conjunta,
Columna 1 Columna 2 | Columna 3 | Columna 4 | Columna 5 | Columna 6
47/65123[57/6132| 17/623 72/36 62/3 23
46/5123 56/132 16/32 7 3/6 63
45/123 51/32 13/2 76
41/23 53/2 12
42/3 52
43

5.3.5. Seleccion del Modelo.
La seleccion de la copula R-vines consta de 3 pasos.
1. Seleccionar la estructura R-vines entre todas la posibles.
2. Elegir las d(d — 1)/2 familias paramétricas de cpulas de a pares.
3. Estimar los pardmetros de las copulas seleccionadas.

En este caso, como se busca modelar dependencia entre valores maximos, en el paso
dos se consideran familias de cpulas extremas. El problema con mayor complejidad es

seleccionar de forma correcta la estructura R-vines de todas las posibles en el paso 1.

Seleccion de la estructura R-vines.

Para la seleccion de la estructura correcta se realiza un procedimiento secuencial intro-
ducido por DiiMann, Brechmann, Czado y Kurowicka en 2013, ver [26]. En primer lugar
se elige una medida de dependencia ¢; ; que le asigne pesos a las aristas, en general por
su sencillo calculo se selecciona el tau de Kendall, en la tesis se considera como medida
de dependencia el valor del F-madograma. Posteriormente bajo un algoritmo adecuado se

selecciona un drbol, el primero del conjunto, que maximice,

>

aristas e={%,5 }

|6i.51-
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El algoritmo a utilizar para determinar el drbol 6ptimo es el Algoritmo Prim, introducido
por el matematico Checo V. Jarnik en 1930 y posteriormente desarrollado en 1957 por R.C

Prim. Los pasos basicos de dicho algoritmo son los siguientes,

1. Considerar el grafo conexo G = (N, E)

2. Considerar subgrafo 7= (N', E') con E' = {N, E'} y N formado al comienzo por

un nodo arbitrario n.

3. Mientras E' no conecte con todos los nodos de N,

a) Seleccionar una nueva arista e € E' de forma que maximice el peso al conectarse

/
un nuevo nodo que no este en £ .

b) Afadir la arista y el nodo a E' y N’ respectivamente.

Luego de elegida la estructura se seleccionan las familias de cépulas bidimensionales
y se estiman los pardmetros de cada cépula por maxima verosimilitud. Por ejemplo si la
dimension es 20 hay 190 coépulas de a pares a seleccionar. El método de simplificacion, que
consiste en considerar cépulas de una sola familia, y truncamiento, suponer que a partir de
cierto nivel las cépulas son independientes, fueron introducidos por Brechmann, Czado y
Aas en 2012, ver [8].

Por dltimo se calculan las distribuciones empiricas condicionales, ver [42], de forma

recursiva pues,

OCou; jo_; (F(x/v_j, F(v;/v_5)) .

Fle/v)= OF (vj/v—;)

A partir de ellas se reitera el algoritmo.

5.4. Extension Espacial.

Las cépulas son por definicién de origen multivariado en una primera instancia, por
tanto parecen suscitar problemas en referencia al caso infinito dimensional. Sin embargo
si se observa un proceso estocdstico es intrinsecamente multivariado. Ademds mediante el
teorema de extension de Kolmogorov uno puede extender cualquier copula multivariada a
un proceso estocastico. Si bien no es natural la extension de cualquier cdpula a dimension

infinita, si lo es en las cépulas Gaussiana y de Student.
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Extension de la cépula gaussiana. Se considera el proceso Z en la posicién z,
Z(x) = F [P{e(x)}], xe€X, (5.45)

siendo €(z) el proceso estandar Gaussiano y F la inversa generalizada de la distri-

buciones acumuladas marginales.

Extension de la cépula de Student. Se considera el proceso Z en la locacion z,

Z(z) = F& {Ty {e(w)\/g}} . TEAX, (5.46)

donde X es una variable aleatoria chi-cuadrado con v grados de libertad. El modelo
dependera de la eleccion de la distribucion F, en este caso como se quiere modelar los

valores extremos se considera F' una DVE.

Si se considera un modelo lineal para explicar los parametros de forma, posiciéon
y escala en funcién de la latitud, longitud y altura de la posicién x, como en los
procesos max-estables, es sencillo plantear la funcién de verosimilitud y encontrar las

estimaciones miximo verosimiles. Por ejemplo en el caso normal,

el P, ()}
i=1 fff] ZJ> ’

donde ¢[.; ] es la densidad k-variante con matriz de correlaciones ¥ = {p(z;—z;)}i ;

Q@ {F,, (z1), .o, B (z) 5 2 (5.47)
J

y fz; s ladensidad asociada a F,.

La extension de las cOpulas extremas se encuentra altamente asociada con los procesos
maéx-estables. A partir de la caracterizacion ya vista de Schlather para los procesos
max-estables, Z(z) = méx;>1 (;Y;(z), x € X, donde Z(z) es una Fréchet unitaria.

La distribucién finita acumulada multivariada es,

PlZ(z)) < 21, ..., Z(xx) < 2] = exp {—E { méx M} } , (5.48)

J=Lk 2

lo cual tiene un estrecho vinculo con las copulas extremas si se considera u; = e /%
yVi(z,...,2) = £ |{méxj_y %f’)}
Se puede observar que el modelo de Brown-Resnick extiende al caso infinito dimen-

sional la cépula de Hiisler-Reiss con a? = 2y(z; — ), x;,2; € X.

El proceso t-extremal extiende a dimensién infinita la cépula ¢-extremal con Y (x) =
¢, méx{0, e(z)}”, con ¢, = wl/22-(w=2)/21 (”T“)*l, v > 1, siendo € un proceso

gaussiano estacionario y I' la funcién gamma.
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Capitulo 6

Medidas de Dependencia.

El capitulo tiene por objetivo describir y cuantificar algunas medidas de dependencia. En
primera instancia se introducen algunos conceptos generales, posteriormente se define una
medida de dependencia para sucesiones y se enuncia un teorema que generaliza el teorema
de Fisher y Tippett para sucesiones dependientes con algunas restricciones sobre la sucesion.

Se definen medidas de dependencia para valores extremos y se enuncian sus principales

propiedades.

6.1. Propiedades Deseables de las Medidas de Dependen-
cia.

El par de variables (X, Y") es llamado dependiente si las variables no son independientes.
En el caso bivariado se denota (X, Y) a una medida escalar de dependencia. Embrechts en

1997, [29], lista cuatro propiedades deseables para este coeficiente,
n §(X,Y) =4(Y, X) (simetria).
» —1 <§(X,Y) <1 (normalizacién).
= J(X,Y)=1= (X,Y)es comonotdnica.
I(X,Y)=—-1= (X,Y) es contramonotdnica.

m Para una transformaciéon monétona 7’ : R — R,

[ 6(Y,X)  siT escreciente
HT(X),Y) = { —0(Y, X) siT esdecreciente
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6.2. Correlacion y Dependencia.

El concepto mas familiar de asociacion es el coeficiente de correlacion para un par de

variables,
cov[X,Y]

Ox0y
que puede ser extendido para el caso multivariado a partir de la matriz de correlacion. Si
el par (X,Y) tiene distribucién normal bivariante entonces la correlacion contiene toda la
informacién acerca de la dependencia conjunta, si pxy = 0 las variables son independientes.
Pero en general correlacion cero no implica independencia. Por ejemplo si X ~ N(0, 1),y
Y = X?,lacovarianza es 0 y sin embargo el par (X, Y) es claramente dependiente. Por tanto
el coeficiente de correlacién es una medida de dependencia débil. La segunda limitacion de
la correlacion es que no se encuentra definido para colas pesadas pues no existe el segundo
momento. La tercera limitacion es que no es invariante bajo transformaciones crecientes no
lineales y es una medida de dependencia escalar, resume toda la relaciéon de dependencia
en un s6lo nimero. Aunque esto facilita la interpretacion, puede tener inconvenientes en la

toma de decisiones. Por tanto algunas medidas alternativas son necesarias.

6.3. Indice Extremal.

6.3.1. Definicion e Interpretacion.

Definicién 16 (Condicién D(u,) de Dependencia). Una sucesion estacionaria { X, },>1
satisface la condicion D(u,,) si para cualesquiera iy < ... < i, < j1 < ... < j, con

J1 — ip > lp, Se cumple que,

‘P(Xil Sty Xy S, Xy Sty X, S ) —

~ P (Ko St Xy S ) P(X S, X, S ) | Salnl),  6)
donde a(n,l,,) — 0 para alguna sucesion l,, tal que l,,/n — 0 cuando n — oc.

Teorema 10 (Limites de Extremos para Sucesiones Dependientes). Sea {X,, },>1 una
sucesion estacionaria que satisface la condicion D(u,) y M, la sucesion de mdximos

parciales. Si existen constantes a,, > 0y b, € R tales que,

P <@ < z) — G(2) (6.2)
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conn — o0y la sucesion estacionaria satisface la condicion D(a,z + by,) para cualquier

z, entonces (G pertenece a la familia DGVE.
Demostracion. Ver [51]. ]

Si bien la distribucién limite sigue siendo la de los valores extremos, se produce una
correccion en los pardmetros de posicion y escala, no asi en el de forma, en referencia si la

sucesion fuera independiente. El siguiente teorema vincula las dos distribuciones limite.

Teorema 11. Dadas { X, },>1 una sucesion estacionaria 'y { X },>1 una sucesion indepen-
diente con la misma distribucion marginal. Sea M,, y M los mdximos parciales respectivos,

bajo ciertas condiciones de regularidad se tiene que existen a,, > 0y b, € R tal que,

M* — b,
P (”— < z) — G1(2) no degenerada, (6.3)
Qp,
cuandon — oo, siy solo si
M, — b,
P (— < Z> — G3(z) no degenerada, (6.4)
Qp,

donde Go(2) = [G1(2)]’ con 0 € [0,1].
Demostracion. Ver [51]. L]

Este pardmetro 6 recibe el nombre de indice extremal. Es sencillo probar que dada una

constante u,, que cumple que nk (u,) — 7 > 0 entonces se cumple que,

P(M, < u,) =~ P'(M <u,)=F'"(uy,). (6.5)

Cabe hacer notar que el valor del indice extremal es independiente de la sucesion de umbrales
u,. La ecuacidn (6.5) permite interpretar el indice extremal como el numero efectivo de

observaciones independientes de la muestra.

6.3.2. Estimacion.

Varios estimadores han sido propuestos para estimar el indice extremal, se presenta uno
de ellos.
De (6.5) se deduce que,

. log P(M, <uy,)

=0 6.6
n300 nlog F(uy) ’ (6.6)

lo que sugiere la construccion de un estimador de #. Una aproximacién de F'(u,,) puede

ser dada por Glivenko-Cantelli, 1 — N/n donde N es el nimero de excedencias del umbral
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uy, . Es posible aproximar P(M,, < u,), a partir de la condicién D(u,,) y pensando n en k
bloques de tamafio r, como (1 — K/k)* siendo K el niimero de bloques con al menos una

excedencia. Por tanto,

klog(1 — K/k)

b= nlog(l1— N/n)’ ©7

6.4. Coeficiente Extremal.

6.4.1. Definicion e Interpretacion.

Se busca una medida de dependencia que capture esta informacion de la mejor manera
posible en referencia a las colas de la distibucién. Ya se mencioné que el coeficiente de
correlacion no describe de forma adecuada la dependencia en valores extremos pues s6lo
lo hace para un tipo particular de distribuciones. En varias oportunidades se trabaja con
marginales particulares, por ejemplo Fréchet unitarias o uniformes, pues sélo interesa captar

la estructura de dependencia.

Definicion 17. Sea X = (X1, Xs, ..., X},) un vector aleatorio de R*, con distribuciones
marginales Fréchet unitarias. Dado A C {1,2,... k}. Si existe unreal 04, 1 < 04 < |A]
tal que,
() @ fa 0
lim P | max max <z|=lim [P| max <z =e =, Vz>0.
n—00 €A j=1,..m n n—00 j=l..m n
(6.8)

siendo XZ»(j ) la J-ésima copia independiente de la variable X; , en este caso se dice que 0 5

es el coeficiente extremal.

Si bien no siempre existe, bajo hipdtesis muy débiles se puede afirmar su existencia,
ver [74]. El coeficiente extremal es una variable de dependencia extrema entre las variables
indexadas en A. Se puede interpretar como el nimero efectivo de variables independientes
del conjunto A. Se cumple que 0; = 0;; = 1 Vi 'y se denota 6 = 0; ; = 0y; ;; al coeficiente
extremal a pares. En este caso si la sucesion es estacionaria se puede expresar la definicion
para pares diciendo que 6 es el valor que verifica,

_0
z

P(M,<z)=e =, Vz. (6.9)

El coeficiente extremal a pares toma entonces valores en el intervalo cerrado [1,2]. El
extremo inferior corresponde a dependencia total y el extremo superior a independencia

perfecta.
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Por lo ya visto, bajo ciertas condiciones, se cumple que,

)
m P méx 2 <zpi=1,.... k| =Gulz,...,2), (6.10)

n—00 j=l..n n

donde G}, pertenece a la familia de distribuciones multivariantes de valores extremos con dis-
tribuciones marginales Fréchet. Esta clase estd caracterizada por una funcién V' homogénea

de grado —1, donde

Vi(z1y.ooy2k) = —log Gr(z1, ..., 21) = max (%

dH (21, . .. 6.11
5y, 1€{150m0rk} > K1 zm), ( )

Zi

siendo Sy el simplex unitario (k — 1)-dimensional y Hj, es una medida cuyas esperanzas

marginales valen 1. A partir de (6.11) y (6.8) se deduce que,

04 = max w; dHy(wy, ..., wg), (6.12)
g, i€A

y por tanto 6 4 no necesita de argumentos asintéticos. En caso de que |A| = K se cumple
que,

V(z,z,...,z):%éGk:V(l,l,...,l). (6.13)

Funcion Coeficiente Extremal.

Si se considera ahora un campo aleatorio X () estacionario con z € R? y marginales
Fréchet unitarias, se denota X ) (x) a copias independientes del proceso X () para j =

1,2, ..., se define la funcion coeficiente extremal 6(.) de la siguiente manera,

sx I XO(p). X0
lim P (niax mix { X0 (h), X0 (o)} <= 250 (6.14)
n—00 7=1,...n

n

para cualquier h € R%, donde o es el origen de coordenadas.

Algunas propiedades de la funcién coeficiente extremal. Sea 0(h) ,con h € R? la
funcién coeficiente extremal de un proceso max-estable estacionario en R?. Entonces

verifica la siguientes propiedades,

» 1 < 0(h) < 2Vh, el extremo inferior corresponde a dependencia completa y el

derecho a independencia.
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= 2 — 6(h) es una funcion semidefinida positiva.

= 0(.) no es diferenciable en el origen salvo que §(h) = 1, Vh.

6.4.2. Ejemplos.

Se expresan algunas funciones coeficiente extremal a usar en el trabajo,

Modelo de Smith.
VATY1h
O(h) =29 (T) ) (6.15)
Modelo de Schlather.
1—p(h)
O(h) =1+ 5 (6.16)

Modelo de Brown-Resnick.

0(h) = 2® <M> . (6.17)

Modelo Geométrico Gaussiano.

o(h) = 20 ( i (12_ p(h)>> . (6.18)

Modelo ¢-Extremal.

0(h) = 2T, (,/ itl w/l;ﬂ > (6.19)

En la figura 6.1 se muestran los graficos de las distintas funciones coeficiente extremal,
suponiendo que el proceso sea estacionario.

El modelo t- extremal tiene acotada la funcién coeficiente extremal por 27,1 (v/v + 1)
cuando i — oo, el modelo de Smith toma todos los valores posibles, mientras que el de
Schlather en R? toma valores por debajo de 1,838, y si la correlacion es una funcién positiva
la cota superior es 1 + \/m En el modelo Geométrico Gaussiano la cota superior es

20(c/+/2). Estas cotas suelen ser un primer indicador de que modelo utilizar.
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Funciones Coeficiente Extremal

2.00 -

1.75-

Procesos
Smith
Schlather

theta(h)

= Geo_Gauss
= t_Extremal

B_R

1.25-

1.00 -

)
~
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®

Figura 6.1: Funciones coeficiente extremal para distintos procesos max-estables. En Smith
se consideré matriz de covarianzas identidad. En los procesos Geométrico
Gaussiano, t- Extremal y Schlather la funcién de correlacion fue la de Whittle-
Matérn ¢; = co = 1, 4 grados de libertad en la t-Extremal, En Brown-Resnick
v(h) = h,y o = 1 en el Geométrico Gaussiano.

6.4.3. Estimacion del coeficiente extremal.
Estimador de Smith.

Propuesto por Smith en 1990, [77]. Es sencillo demostrar que si X; y X5 tienen distri-
bucidon Fréchet unitaria, entonces 1/X; y 1/ X5 se distribuyen exponencial con media 1y
por tanto 1/ méx{ Xy, X} distribuye exponencial con media 6, 1o que conlleva a un estima-

dor natural. Sean las variables transformadas, con los parametros estimados por maxima

verosimilitud, a Fréchet unitarias,

se cumple que ) Yol = >on Yn? = N . El estimador propuesto por Smith para el

coeficiente extremal a pares es,
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A N
0 = 6.21)

S min (Vi Y5t

Tiene la desventaja que la estimacion puede escapar del espacio paramétrico de ¢ por encima

de 2, por tanto en la tesis se ha optado por trabajar con el estimador de Schlather y Tawn.

Estimador de Schlather y Tawn.

Propuesto por Schlather y Tawn en 2003, [74]. Sea X ) una v.a. de dimensién m con
1 =1,...,n con marginales Fréchet y con dominio de atraccién una distribucién extrema
multivariada de la forma exp (—64/x) para x > 0. Se supone entonces que la distribucion
de méx;c4 X; es idéntica a la de exp (—04/x) para z > 0, por encima de un umbral z. Para
estimar ahora # 4 se utiliza maxima verosimilitud penalizada, es decir, si llamamos al umbral

marginal ¢ = exp (—1/z), la log-verosimilitud para 64, A € C,, es dada por,

n -1
LA (04) = card {j : IlneziAx (XZ-(])X}) > z} log 04—04 Z {méx {z, Ilnez’ilx (Xim)?i> H .
(6.22)

Al estimador mdximo verosimil se lo denota 6 4 ;. Cuando ¢ = 0 se reduce a una variante del

Jj=1

estimador de Hall y Tajvidi, [39], que se denota 0 4,m7- Este no se encuentra entre (1, |A|),
se llama éA,b al estimador QAA,HT truncado en (1, |A]).

Otra propuesta es dada por Cooley, Naveau y Poncet en 2005, [12], plantean estimar el
coeficiente extremal a partir del F-madograma a través de la relaciéon dada por la ecuacién
6.29. También ha habido modificaciones de este ultimo estimador utilizando el método de
los minimos cuadrados, ver [5]. En la figura 6.2 se muestra la simulaciéon de un proceso
de Schlather con funcién de correlacién de Cauchy en 30 sitios distribuidos al azar en
0, 20]2, en rojo estd representada la estimacién no pardmetrica de Schlather-Tawn y en azul

la funcion coeficiente extremal real.

6.5. El Madograma.

Un primer acercamiento a “la cercania” entre dos puntos del proceso espacial estacionario
Z(x) es dado por el llamado variograma o también llamado semivariograma, se denota
v(h) definido por Cressie en 1993, [14],

Y (h) = %E [(Z(z+h) — Z(2))?]. 6.23)
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Figura 6.2: Estimacion de Schlather y Tawn de la funcién coeficiente extremal en un
proceso simulado de Schlather con correlacién de Cauchy.

Puesto que en algunos casos no existen los momentos de segundo orden en la distribu-
ciones de valores extremos es necesario definir una medida en L, llamado variograma de
primer orden o madograma. Definido en primera instancia por Matheron en 1987, [53], pero

desarrollado en trabajos posteriores, ver [ 2], se define como,
1
v(h) = §E |Z(x+ h) — Z(x)]. (6.24)

Teorema 12 (Relacién entre el madograma y el coeficiente extremal). Sea Z un campo
aleatorio espacial mdx-estable con marginales DVEG y coeficiente extremal 0(h), si el

pardmetro de forma 1) es menor a uno, entonces se cumple que,

(k) uﬁ<u+r(”1(f3ﬂ)) sih <1, ¥£0
ev(h)/o siy =0

siendo I'(-) la funcion gamma y
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_ 1/
ug(u) = (l—i-wua'u> :

+
Se obtiene entonces una relacién algo sofisticada entre el coeficiente extremal y el
madograma. Aun asi, en procesos max-estables con distribuciones Fréchet unitarias, se
cumple que £ (Z(x)) = V (Z(x)) = oo y el madograma no se encuentra definido, en

consecuencia se necesita en estos casos de otro estadistico.
El madograma rescalado.

1
ne(h) = §E [|t([Z(x+h)§t - IZ(x)gt) H ) (6.25)

cont € (0,00) y I(.) la funcion indicatriz. Un estimador plug-in del madograma

rescalado es,

R 1
nt(h> = 2|Nh|

> tz<e — tzg<l- (6.26)

‘TnyNh
donde NV, es el conjunto de puntos muestrales que distan /.

Si consideramos un campo aleatorio estacionario méx-estable con marginales Fréchet
unitarias, el madograma rescalado es n;(h) = ¢ (e 7/ — e~?(""/!) entonces se cumple

que,

0(h) = 1+ v(h) = 1+ lim n(h). (6.27)

El F'-madograma.

vE(h) = %E |\F(Z(z+h)) — F(Z(x))], (6.28)

donde F(z) = P(M(x) < u). Cooley 2006, [12], encuentra una sencilla relacién

entre el F'-madograma y el coeficiente extremal,

0(h) —1 1+ 207(h)
O(h) + 1 1 —2F(h)’

Con este estadistico se soluciona el problema de la existencia y se encuentra una clara

207 (h) = 0(h) (6.29)

relacién con el coeficiente extremal. El estimador plug-in del F'- madograma es,

T

AOEESy

t=1

Fr [My(w + h)] = Gr [My(2)]], (6.30)

siendo T el nimero de copias del proceso,
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- T a T
Fr(u) =31 Iineem<ay ¥ Gr(u) =331 L @)<u)-

Sin embargo, a partir de la relacion (6.29) se observa que el F'-madograma se focaliza
en los valores que toma V},(u, u) pero no proporciona informacién sobre Vj,(u, v) para

u # v. Esto se resuelve a partir del A-madograma introducido por Naveau en 2009,

[59].

El \- madograma.

v(h, ) —E |[FMZ(z + h)) = F* N Z(2))

A e (0,1). 6.31)

Si las distribuciones marginales son Fréchet unitarias, se cumple que

V(A 1—A)

v(h A) = 1+ V(A 1= )

— (N, (6.32)

siendo C()\) = m

Es claro por tanto que el \-madograma describe a V},(u, v) para todo (u,v). Es sencillo
observar ademds que v*'(h) = v(h,1/2).

El estimador natural del A-madograma es,

T
Z |} My + )] = G (M) 633)

Para sus propiedades asintéticas ver [59].
En la figura 6.3 se muestran los distintos graficos para un proceso max-estable simulado

de Schlather en 30 estaciones distribuidas uniformemente en [0, 20]°.

Madograma F-Madograma

Figura 6.3: Madograma, F-Madograma, A\-Madograma estimados a partir 100 observacio-
nes simuladas de un proceso de Schlather con correlaciéon de Cauchy en 30
estaciones.
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6.6. Medidas de Dependencia en Cépulas.

Se estudia ahora la naturaleza de dependencia que es capturada por los distintos pardme-
tros de dependencia en cada familia de copulas y qué relacion existe entre los pardmetros de
dependencia y el concepto de correlacién. Pueden ser expresados en términos de cépulas las
medidas de rango de correlacion y los coeficientes de dependencia en las colas, lo cudl las

hace utiles en este paradigma.

6.6.1. Rango Correlacion.

Mide el grado de dependencia entre dos variables aleatorias sin suponer que la relacion
entre las variables es lineal y requieren solamente que las variables sean medidas a nivel
ordinal. Como su nombre lo indica, la estimacién empirica de las medidas de correlacién de
rango puede ser calculada de forma no paramétrica a partir de los rangos de los datos. Sin
embargo, pueden ser obtenidas en funcion de la copula asociada a la funcion de distribucion
conjunta de las variables aleatorias. Al igual que las copulas, las medidas de correlacion de
rango son invariantes bajo transformaciones mondtonas crecientes.

Se consideran dos variables aleatorias X e Y con funciones de distribucién continuas Fj

y F, respectivamente, y distribucion conjunta £, se definen dos medidas de correlacion,

= Rango correlacién de Spearman (“Spearman’s rtho™)

ps(X,Y) = p(F1(X), [2(Y)).

= Rango correlacién de Kendall (“Kendall’s tau™)
pr(X,Y) = P[(X1 = X5)(Y1 = Y2) > 0] = P[(X; — X5)(Y1 — Y2) < 0],

donde (X1,Y7) y (X, Y>) son dos pares de variables aleatorias independientes con

distribucion F'.

El coeficiente de Kendall puede ser visto como p,(X,Y) = Plconcordancia] —
Pl[discordancial. Si bien estos coeficientes presentan mejores propiedades estadisticas
que el coeficiente de Pearson, son simétricas, definidas en el intervalo [—1, 1] y toman el

valor de cero bajo independencia, son mas dificiles de obtener.
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6.6.2. Coeficiente de Dependencia en las Colas.

Una de las principales ventajas que ofrece el estudio de las funciones de distribucion
multivariada a partir de la c6pula, es la posibilidad de identificar los patrones de dependencia
existentes entre los valores extremos de las variables aleatorias. Si las funciones de distribu-
cién marginales de las variables aleatorias de interés son continuas, la dependencia en las
colas puede ser expresada como una medida basada en la copula asociada a la funcion de
distribucién conjunta. Por consiguiente, esta medida de dependencia en las colas también es
invariante bajo transformaciones mondtonas crecientes. Se considera dos variables aleatorias
X e Y con funciones de distribucién continuas £} y F5 respectivamente, y distribucion
conjunta F'. El coeficiente de dependencia en la cola superior entre X e Y es,

A = Hm P(Y > Fy ' (u)| X > F7H(uw)).

u—1-
Si A, > 0 se dice que X e Y son asintéticamente dependientes en la cola superior y si
A, = 0 se dice que son asintéticamente independientes en la cola superior.
De manera andloga, el coeficiente de dependencia de la cola inferior entre X e Y es :

A= lim P(Y < Fy 'l (w)|X < Fyl(w).

u—0t

Estas medidas pueden ser expresadas a través de la funcién de copula,

N = lim S
u—0+ u
y _
A = 1im S

u—sl— 1 —u

donde C(uy,up) = P(Uy > uy, Uy > up) = 1 — uy — up + Cuy, uy).

6.6.3. Dependencia en Cépulas Extremas.

Debido a la homogeneidad de la funcién V es sencillo demostrar que C, (u, u) = u" ),

entonces es posible el cdlculo de las dependencias en las colas,

C.(u, B
M:]ml—ﬁuQZIMHN&D1:Q
u—0t u u—0t
g 1—2u+C
do = B A2 2H G oy
u—1- 1—u

De igual manera que en los procesos max-estables se define el coeficiente extremal § como

una medida de dependencia (a pares), § = V (1, 1), y verifica que 6 € [1,2].
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Capitulo 7

Estimacion.

7.1. Estimacion de las parametros para la DGVE.

Se desarrollan dos posibles opciones para estimar los pardmetros de la DGVE para cada

estacion,

= Un primer método es estimar los pardmetros de cada estacion de forma independiente
de las demads estaciones. En este caso se realiza un ajuste mediante el Mérodo de

Bloques, clasico en la estadistica de extremos.

= Un segundo enfoque implementado por Padoan en 2010, [63], es suponer que hay
cierta similitud entre los pardmetros de una estacion respecto a otra cercana. Por tanto
es coherente pensar en un modelo de regresion donde se expresen los pardmetros del
modelo en funcién de un conjunto de variables predictoras, como por ejemplo latitud,

longitud, altura de la estacion meteoroldgica.
7.1.1. Ajuste de Maximos Anuales o0 Método de Bloques.
Se agrupan los datos en conjuntos disjuntos de datos ordenados en el tiempo de igual
longitud. Los vectores a considerar son,
Xi:(Xl(“,...,X@), i=1....n (7.1)

donde n es el nimero de periodos y s el tamafio de cada grupo. Se supone que la familia de

.....

Estimacion por Maxima Verosimilitud.

Sea gy la funcién de densidad de Gy DVEG y § = (u, 0, k). La verosimilitud de
X = (Xy,...,X,) esta dada por,
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H 90( X)L {14 m(X,— ) Jo>0} - (7.2)
Si se denota £(0, X') = log L(0, X), 1a log-verosimilitud es,

L£(0,X) = 7n10g07(1+%)21 110g{1+;{( 7 H)}fzz 110g[1+,.;( : “)]_1/K sik #0

—nlogo — > 1, e:cp{—Xi;”} = sik=0

Diferenciando respecto a § se obtienen ecuaciones de las cudles no se puede calcular
una solucién explicita de la estimacién maximo verosimil, por tanto son necesarios pro-
cedimientos numéricos. Segun los valores del pardimetro de forma se pueden cumplir los
supuestos pedidos para obtener las condiciones de regularidad necesarias para que se verifi-
quen las propiedades asintéticas usuales. Si £ > —0,5 los EMV presentan las propiedades
asintdticas usuales, si —1 < kK < —0, 5 es posible obtener los estimadores pero no tienen
los propiedades usuales, mientras que si kK < —1 es posible que no puedan obtenerse los

estimadores.

Método de los Momentos Pesados.

Es una generalizacion del método de los momentos. Para una variable aleatoria X ~ F/,

se considera,

M,

p?’r?s

= E[XPF"(X) (1 - F(X))"]. (7.3)
Se denota w,(0) = M, = E[XGy(X)], r € Ny, donde Gy es laDGVE y X ~ Gjy. Se

considera que k < 1, pues en caso contrario (G es de variacién regular con indice 1/ y en
consecuencia wy = co. El estimador plug-in de w, es,
+oo

w-(0) = /_ xGy(z)dF, (z). (7.4)

o

Para estimar 6 se resuelven las ecuaciones,

w,(0) =w,.(0), r=0,1,2. (7.5)

d . , L.
Como Gy (X1, -+ -, Xpn) = (Utp, - - -, Ur.p) siendo éstos los estadisticos de orden de una

sucesion i.i.d de variables uniformes, se puede escribir,

1
o (0) = - ZX WUly 7=0,1,2. (7.6)
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Por ejemplo si k < 1y k # 0 se cumple que,

wr(60) = - Jlr : (u - %(1 ~T(1—w)(1+ 7")”)) . (7.7)

A partir de la ecuaciones [7.7] y [7.6] se deduce el estimador explicito de los momentos

pesados, 0.

7.1.2. Estimacion conjunta para todas las estaciones.

Se puede modelar el valor de los parametros de las estaciones como una regresion en
referencia a determinadas medidas que caracterizan a las estaciones, es decir se puede

expresar cada pardmetro como,

h{p(z)} = [XBle, k=12, K, (7.8)

siendo K el ndmero de estaciones, p(.) representa los parametros y(.), o(.) y x(.), hesla
funcidn de enlace, xy = (w1, Tro, - - -, Txs) €s el vector de predictores, X« es la matriz
de disefio, y 57«1 es el vector de parametros desconocidos. La modelacion de los pardmetros
de esta forma permite, ademds de una correcta estimacion del error estdndar, la prediccion

de los pardmetros en cualquier punto de R?

7.2. Estimacion de la distibuciéon multivariada de valores
extremos a través de la medida espectral.

Esta seccion se basa en los trabajos realizados por Boldi y Davison en 2007, [19],
y por Sabourin y Naveau en 2013, [71]. Puesto que la informacion sobre la estructura
de dependencia esta contenida en la medida espectral, una buena aproximacién semi-
paramétrica de la medida es dada por una mezcla de distribuciones de Dirichlet (se denota
DM). A nivel préctico dicho enfoque presenta algunas dificultades, al aumentar los términos
de la mezcla el nimero de pardmetros a estimar crece de manera abrupta, en este caso es
necesario alguin criterio de informacién que penalice en referencia a los términos de la
mezcla. Un segundo problema es la baja convergencia al aumentar la dimension del espacio,
por tanto en la tesis se utiliza para modelar fendmenos locales, en dimensién no superior a 5.

Sea X = (X1, Xs,...,X4) una v.a. en RY con marginales Fréchet unitarias. Sea R=
X; + -+ + X, la componente radial y W = X/R la componente angular. W tiene su
recorrido en el simplex Sy de dimensién d — 1, ver figura 7.1.

A partir del teorema 3 y suponiendo variacion regular multivariada, ver apéndice D, se

puede afirmar que,
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Figura 7.1: Representacion de la variable W en el simplex unitario de R?.

P(W € B/R > ry) =% H(B), (7.9)

siendo H la medida espectral. H es una medida espectral vélida si su centro de masa

coincide con el centro del simplex, es decir,

/ wdH(w) = 1/d, Vie{1,...,d}. (7.10)
Saq
La medida limite v y la medida angular H estan relacionadas por,
X ~(at1)
nPl—eA)~v(A)= r drdH(w). (7.11)
bn rweA
Si las distribuciones marginales son Fréchet unitarias se cumple que a« = 1y b, = n,
entonces
P(X € A*") ~v(A*) = / r2h(w)drdw, (7.12)
rweA*
siendo h la densidad de H.

Si se desea estimar A = { X > uy, Xo > ug, X3 > us} a partir del modelo paramétrico,

Py(X € A) ~ / d—Zng(w) = [ min_ {ﬂ} ho(w)dw, (7.13)

rweAd T Sy I=L

se puede obtener una aproximacion de la distribucion predictiva a posteriori,

Wi

Pg(XeA/wl,...,wn)%// mm{ }hg(w)dwdﬂn(e), (7.14)
o Js, i=hd | u;
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siendo 7,,(6) la distribucién a posteriori de los pardmetros. Mediante doble-Montecarlo se

estima la probabilidad a posteriori de pertenecer al conjunto,

T N t
B 1 1 3 Wy s
Py(X € AJwn,...,w,) ~ T E N g ‘mlnd{—d} w; ~ hg. (7.15)

Es por tanto necesario explicitar un modelo paramétrico para la medida espectral.

7.2.1. Distribucion de Dirichlet.

Sea la distribucién de Dirichlet,

d

diri(w/p,v) = T Fy,u H vl (7.16)
=1 v/ =1

siendo i € int (Sy) el pardmetro de ubicacién y v > 0 el pardmetro de concentracién.
Boldi y Davison en 2007 plantean modelar la densidad espectral a través de una mezcla

de distribuciones de Dirichlet,

k
Dupary (W) =Y pndiri (W] 1, V) (7.17)

m=1

siendo p. = (p.1,..., k) V= (v1,...,v%) yp = (p1,...,px), donde p1 'y p cumplen la
siguiente restriccion,

1
Pifeg+ o DR = <3""’ ).

ISH

7.2.2. Estimacion en una mezcla de distribuciones Dirichlet mediante
un enfoque Bayesiano.

Un problema que se presenta en este punto es la estimacion de los parametros de la
mezcla de Dirichlet. Se aborda esta dificultad bajo un enfoque bayesiano. El inconveniente

radica en generar (p, i) de forma que se cumpla la restriccidn,

i 1 1
mzlpmﬂ,m = (aa SR 3) :
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Reparametrizacion del espacio paramétrico sin restricciones.

Trabajo desarrollado por Sabourin y Naveau en 2013. Sea el espacio paramétrico © =

|Hr, Oy, siendo

k
1 1

m=1

La idea es transformar el espacio paramétrico en un “rectingulo” incluido en Sfj’l X
(0, 1)F71 x (R*)*.
Dadom € {0,...,k—1} se introducen ciertas variables intermedias +,,, centro de masa

de las dltimas k — m + 1 componentes,

k
1
Y =— D Djtjs (7.18)
Pm j=m+1
k
donde p; =3 1Py po=1
Puesto que v, puede ser expresado en funcion de los términos precedentes,

1 m
Yo =— (0= win; ), (7.19)
Desarrollando v = (1/d, ..., 1/d),

k

Yo =ity + Y Dty = Pty + P, (7.20)
=2

se observa que se encuentra en el segmento determinado por 7y, y 41, sea D; la semirrecta
de origen p_; que contiene a y;, y I; el punto interseccion de D; con el simplex unitario.
Existe un tnico nimero llamado excentricidad e; € [0, 1] que determina la ubicacién de 7,

en el segmento [, I1],

_ 71 — ol
111 = ol
De la misma manera se plantea y; = paft_; + p27y2 y se reitera el razonamiento, ver figura 7.2.

el (7.21)

Con este argumento recursivo a partir del vector de medias ;1.1 y de las excentricidades
e1,k—1 €s posible obtener los centros de masa 7, ..., v, — 1y las excentricidades e, a
partir de las ecuaciones,

Ym = Tm—1 + 6m(Im - 7m)

_ IYm —Ym—1
pm pm Ym—H.,m

Pm = Pm—1 — Pm-
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Por definicion y,_1 = pt. kY Pk = Pm—1-
La parametrizacion esta bien definida si,

V-1 F om, Yme{1,2,... k—1}, (7.22)

para ello basta considerar para los 1, una distribucién absolutamente continua.

C

A B

Figura 7.2: Reparametrizacion del espacio en dimensién d=3 y una mezcla de Dirichlet con
k=4.

A partir de la reparametrizacion, el pardmetro 6 = (4 1.5x-1,€1.6-1, V1.;) pertenece a
O = W 0y, siendo O, = {(S;)*! x [0,1)*! x (0, 00]*1}

Modelo Bayesiano.

Sea 7 la distribucion a priori, y supongamos que la distribucion de v es independiente

de (u, e) condicionada a k. Entonces se puede expresar m como,

mw(k,p,e,v) =m(k)m, (1, e/k)m, (v/k). (7.23)

Las distribuciones asignadas a cada uno de los factores son,
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= 7 es una distribucién geométrica truncada,

1\* "1
Wk(k) o <1 — X) X]‘D,kmaz}(l{)? A>0

= 7, se le asigna distribucién log-normal truncada con componentes independientes,

i o1y, log N(m,,02), VYj=1,...,k,
) [m'Ln: ] v

Vmax

y la distribucién de v es la medida producto m, = ®f:1 Ty

» La distribucion de 7, .(./k) es dada por sucesivas condicionales,

k—1
Wu,e(ﬂ'y 6/]{:) = H 7Tum (ﬂﬂn/ka ,u.,lzm—la 61:m—1) Te,n (em/ka ,u.,lzma 61:m—1) )
m=1

donde por definicion 1.0 = {70} y €1.0 = 0.

En este caso se considera

ﬂ-/‘Lm ('//’L.,limfl) el;m71> - dZTZ (/’)/m’ X,LL ) ’

ming <i<a{Vim}

donde , es un hiper pardmetro de concentracion.

En la figura 7.3 se puede apreciar el esquema bayesiano, con esta nueva parametrizacion,
para simular valores de una mezcla de distribuciones de Dirichlet. Un ejemplo de 1000
simulaciones en una mezcla de distribuciones de Dirichlet con uno y dos centros , asi como

las respectivas curvas de nivel de las distribuciones se ilustran en la figura 7.4.

Ty
My, Ovy Vmin, Vmaz —> V1

=

Tk

s f
.
A, Kraz ’ Xps Emediamazs Xe }—|> Mo1k—15€1k—1  ——> M1k, Plik

Figura 7.3: Esquema de la simulacién bayesiana de un valor de la distribucién de Dirichlet.
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estacion 1

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

estacion 2 estacion 3

estacion 1

0.00 1.41

estacion 2 estacion 3

Figura 7.4: Simulacién de 1000 valores de una distribucion de Dirichlet y de una mezcla
de dos distribuciones de Dirichlet con las respectivas curvas de nivel de sus

densidades.

estacién 1

0.00 0.35 0.71 1.06 1.41

estacion 2 estacion 3

estacién 1

0.00 0.35 071 1.06 1.41

estacion 2 estacion 3

Algoritmo Metropolis para mezclas de Dirichlet (M-DM).

Siguiendo la 16gica del algoritmo Monte Carlo via cadenas de Markov con salto reversi-
ble (RIMCMC), implementado por Green en 1995, [37], Sabourin y Naveau implementan
un algoritmo Metropolis para generar valores a posteriori de una mezcla de Dirichlet cuando

es desconocido el nimero de “cosas” que se desconocen, es decir, no se conoce el nimero

de componentes de la mezcla.

Tres tipos de movimientos posibles son propuestos, elegidos al azar con probabilidades

P1,P2y Ps.

= Movimiento Regular.
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Dado 6; = (1. 1.6—1,D.1:6—-1, V1) € Ok existen 3k — 2 movimientos posibles,

* (v-movimientos) Afectan una componente v,,(t) de v(t), donde

¢ (Vm (1), v5,) ~ LogNormal con media log(vy,(t)).

rTm

* (e-movimientos) Afectan una componente e,,(¢) de e(t), donde

*

¢ (em(t), el,) ~ beta,
con moda e,,(t)) y pardmetros,

a; = 1 + @€m<t) y QA9 = 1 - %em(t),

en este paso son afectados los p*,. segtin la reparametrizacion.

* (u-movimientos) Afecta uno de los primeros (k — 1)-vectores media.
La sucesion parcial de pesos p;. ... y el tltimo vector son modificados segun la reparame-

trizacién. Se propone para /., una mezcla de Dirichlet con densidad g, (1t.m(t), .).

La probabilidad de aceptacién en un movimiento regular es dada por,

i (1. P ()T (07) g (€50 €m(1))
) = (17 ho, (W1.,)7(01)qe (€ (1), 6:%))

= Movimiento trans-dimensional. Dos tipos,

r(em(t), e,

* Movimiento de divisién. Se genera un nuevo vector ;*, en un entorno de /1 ()

y e, segun la apriori. Se deduce p*, a partir de la reparametrizacion.
* Movimiento de combinacién. Se remueve la tltima componente
Las probabilidades de aceptacion son,

3 hgx n )T 0* com k“rl * * * * —
Tdipy = MiN {L th(zﬂzilzz);(et))l;dw €I£+1)) [Qu,div (Gt, M.7k>q6,div (915: ek’M.7k)QZ/,div(0t; Vk+1>] 1}

/. hgx (w n )T 0* v k— * * *
Tcomb = MIin {1, f?gt((wzn));(et))iionsb(k? [qu,div(e 7/1/.,k)Qe,div(0 7ek’M.,k)quiv(0 7Vk(t)>]}

s Movimiento ‘“Shuffle”.

No afecta la densidad hy pero aumenta la velocidad de convergencia del algoritmo,

ver [6].

Teorema 13. El algoritmo M-DM genera una cadena de Markov aperiodica, n-irreducible

que admite la distribucion a posteriori m, como una medida de probabilidad invariante.

Demostracion. Ver [0]. O
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7.3. Estimacion para Procesos Max-Estables.

7.3.1. Funcion de Verosimilitud para Procesos Max-Estables.

Se obtuvo la distribucién acumulada conjunta en un conjunto finito x1, . . ., x; de esta-
ciones,
P(Z(x1) < z1,...,Z(xk) < z) = exp{—=V(z1,...,21)}, (7.24)
siendo,

Viz,...,z) = E { méx Y(Ij)} .

=12,k 2

Esto hace que la densidad asociada sea de la forma,

f(z1, o 2k) = exp{—V(z1,..., 2 }Z (7.25)
TEPK
donde B, es el conjunto de todas las posibles particiones de {x1, ...,z },si7 = (71,...,7s)
entonces,
z .
- aZTJ sy <k )5
8|TJ|

siendo 5= la derivada mixta respecto al j-€simo elemento de la particion 7. Por ejemplo si

7 = {(21,22), (x3)}, entonces,

olT 0 bolks o
8|Z:1| V(Zla SR Zk) - aZ1822V(217 22, Z3>7 a|zj2| V(Zl, e Zk) = _V(Zla 29, 23)

823
(7.27)

Esto hace que el nimero de términos w, corresponda al k-ésimo nimero de Bell, por

ejemplo si el nimero de estaciones es 10 (k=10), la suma tendrd 115000 términos, por tanto
la verosimilitud se vuelve intratable numéricamente. Intentado sortear este problema una

alternativa posible es trabajar en base a la verosimilitud compuesta, ver [63] y [32].

Verosimilitud Compuesta.

El método de Verosimilitud Compuesta consiste en sumar componentes individuales de
la log-verosimilitud, correspondientes a las marginales de la variable de interés. Por lo tanto,
este método no requiere el conocimiento completo de la distribucién multivariada.

Dado el modelo Y ~ f(y;6),y los eventos {Z, : k € K C N} se pueden considerar las

“seudo-densidades” f(y € Zy; 0), entonces la log-verosimilitud compuesta se define como,
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Le(Biy) =) wylog f(y € Ti; 0), (7.28)

keK
donde f(y € Zy;0) = f({yi : yi € Zi};0),cony = (y1,...,Yx), es la verosimilitud
asociada al suceso Zj y {wy }rex €s un conjunto de pesos no negativos.

Las estimaciones méximo verosimiles compuestas (MCLE) son obtenidas de,

DoLe (Oucreiy) =0, (7.29)

siendo Dy L las derivadas de primer orden de la log-verosimilitud compuesta. La utilidad
fundamental de este método es que, bajo ciertas condiciones de regularidad, permite obtener
estimadores asintéticamente insesgados de los parametros, en aquellos casos donde los
estimadores maximo verosimiles habituales no son posibles de obtener. Ademas los MCLE

son consistentes y es conocida su distribucion asintética de forma similar a los MLE,

bviore — N (9, f(e)*l) . con [(8) = H(0)J(6) *H(0), (7.30)
siendo H(0) = E [—HpLc(0;Y)], HoLc la matriz Hessiana y J(0) =V [DyLc(0;Y)].

La log-verosimilitud compuesta es una combinacion lineal de log-verosimilitudes en
sigma algebras mas pequefias. Notar que la verosimilitud completa es un caso particular de
la verosimilitud compuesta. Los MCLE no son asintéticamente eficientes, por tanto hay una
pérdida de eficiencia respecto a los MLE, inclusive si no se cumplen ciertas condiciones
de regularidad la consistencia y la normalidad asint6tica podrian no darse,ver [13]. Ribatet,
Padoan y Sisson, [63], consideran los estimadores maximo verosimiles compuestos por

pares para estimar los pardmetros en procesos max-estables.

Verosimilitud Compuesta por Pares.

Puesto que en las distribuciones finito dimensionales de los procesos max-estables
las densidades bidimensionales son sencillas de calcular, se pueden obtener los MCLE
considerando las log-verosimilitudes compuestas por pares.

Si se denota {y,, x } al maximo de h muestrasde m = 1,..., M bloquesy k = 1,..., K
estaciones en una regién continua. Cada una de las K marginales son aproximadas por
distribuciones GVE y se asume que {4, }.m—1,.. a son M realizaciones i.i.d del proceso con
marginales Y7, . .., Y}. Para cada m de las M copias, se define el evento Zj, = {(Ym.i, Ym.;) }
como el conjunto de subvectores bivariantes de y que tienen cardinal K (K — 1)/2. Por tanto

la verosimilitud compuesta esta dada por,
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K-1

Lr@:y) =)D > wily(®), (7.31)

m=1 i=1 j=i+1
donde £;;(0) =10g f (Ym., Ym,;: 0) es la log-verosimilitud marginal bivariada de las esta-
ciones ¢ y j. En general los pesos respectivos se consideran positivos y que sumen 1, en el

trabajo se consideran todos iguales.

7.4. Estimacion por Copulas.

Existen varios métodos para la estimacion de la funcidén de copula. Algunos a citar son,

FML (“full maximum likelihood™)

La idea consiste en maximizar la funcion de verosimilitud en funcién de todos los

parametros de las marginales y de la copula simultdneamente.

IFM (o TSML “two-step maximum likelihood™)

Se trata de una estimacion secuencial a 2 pasos. En primera instancia se estiman los

parametros de las densidades marginales y luego los pardmetros de dependencia.

7.4.1. Estimacion maximo verosimil completa.

En una primera instancia hay que que modelar el problema, es decir elegir las familias
paramétricas donde se encuentran las marginales, y una familia adecuada de copulas. Luego
si se llama 0, = (31, B35, . .., B%)’ el vector de parametros de las marginales, 05 el vector de
pardmetros de la cpulay 6 = (07, 05)’. Es facil verificar que la funcién de log-verosimilitud

se puede escribir de la forma,

n n K
() = Zlog AF (X 1), Fr(Xik; Bic); 023 + Z Zlog fi(Xi; Br)-
i=1 i=1 k=1
El problema consiste en hallar 6 dentro de su dominio que maximice dicha funcién, lo cudl
es relativamente sencillo bajo algiin método iterativo similar al de Newton en dimensiones
bajas del espacio pardmetrico.

Otra estrategia computacional para obtener el méximo es un algoritmo sugerido por
Song en 2005, [7£], llamado MBP (“maximization-by-parts”) que parte de la estructura que
presenta esta tltima ecuacion.

Se estima 6, a partir de la maximizacion del segundo término y luego usando éstas

estimaciones se halla #, que maximice el primer miembro, la estimacién inicial hallada no
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es eficiente puesto que ignora la dependencia entre ambos términos. Se prueba que si se
realiza un procedimiento iterativo, luego de obtener ¢, volviendo a estimar ¢, pero ahora a
partir de la verosimilitud total, la estimacion se vuelve eficiente.

A partir de la teoria asintética para los estimadores de maxima verosimilitud, ver [75],
se demuestra que 0 raz €S asintéticamente eficiente y consistente con distribucidn asintética

normal,
Vi(Opnr —0) = N(0,1(6)7").

7.4.2. Estimacion maximo verosimil a dos pasos.

El método anteriormente descrito tiene la desventaja que es muy costoso a nivel compu-
tacional si la dimensién del espacio paramétrico es relativamente alta. Una forma de eludir
este problema es realizar el método TSML propuesto por Joe y Xu en 1996, [47], también
llamado (IMF) que consiste en estimar primero los pardmetros en cada marginal por separa-
do, util cuando el nimero de marginales es alto, y luego los pardmetros de la dependencia.
En este método también es posible realizar una estimacion no paramétrica de las densidades
marginales para luego pasar a la estimacion de los pardmetros de dependencia. Por tanto el

primer paso es hallar la estimacién maximo verosimil de,
n
Br,imr = arg n%?éxz log f(Xi; Br)-
k

i=1

Luego se estima el parametro de dependencia 6,
n
92,1MF =arg meéxz log ¢ [F1 (Xil; ﬁl,IMF), cee FK(XiK; 5K,1MF); 0,
2
i=1

Se puede probar que bajo ciertas condiciones de regularidad, hay normalidad asintética,

Vn(0rrar —0) = N(0,G(0)™1),

siendo G(6)~! la matriz de informacién de Godambe, [35]. El método IFM es el que se

aplica en la tesis.
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Capitulo 8

Simulacion.

8.1. Simulacion de Procesos Max-Estables.

A través de la simulacion espacial del proceso se puede reconstruir la informacion en
cualquier sitio. Cuando la simulacién se ajusta a las observaciones realizadas diremos que

es condicional, en caso contrario diremos que es no condicional.

8.1.1. Simulacion no condicional.

En una primera instancia pareceria imposible calcular el mdximo de un conjunto infinito

de funciones aleatorias. Surgen dos posibles estrategias para enfrentar el problema.

1. Encontrar las constantes de normalizacién a,, y b,, asociadas al proceso X y luego de
normalizar, calcular el maximo para un nimero NV suficientemente grande,
Xi(z) — by (x)

Z:nzllaxN en (@) . (8.1)

No es un método recomendado, pues es necesario valores de /N demasiados altos para

tener una buena aproximacion, lo que tiene un costo computacional elevado.

2. Un segundo enfoque es utilizar la caracterizacion espectral de los procesos max-
estables. Sin pérdida de generalidad se asume que los puntos {¢; : i € N} se
sortean en orden decreciente, es decir ¢; | 0, cuando 7« — oo. Si el proceso Y es
uniformemente acotado por una constante B < co, entonces existe casi seguramente
un nimero finito de dtomos { (¢, ;) } que contribuyen puntualmente al maximo. En

la figura 8.1 se observa una simulacion del proceso de Smith y una de Schlather.

En general Y no es uniformemente acotado, entonces se elige una seudo-cota B de tal

forma que P (||Y'|| > B) sea lo suficientemente pequefio. Si el proceso Y no es estacionario,
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o
o 10 0 0 P By

Figura 8.1: Simulacién del proceso de Smith y de un proceso de Schlather en dimensién 1.

por ejemplo los procesos de Brown-Resnick, son necesarias otras alternativas. Un primer
acercamiento a este problema es recordar que el proceso Z(z) si es estacionario, y es

invariante frente a traslaciones aleatorias, es decir , sea X D X,

i.0.d

Z(z) = mgxwi exp{e(z — U;) —y(z = Uy}, U; '~ U(K), (8.2)

4

Z(x)
pues

P (Z(xl) <oy 2w < zk> — exp {—/E <Améx M) dF(u)} _

Jj=1,....k Zj

— exp [/mgp(Z(xl —u) < 21y, Zlag — ) < 2p) dF(u)] -

=P(Z(x1) < z1,...,Z(x) < z1) .

Otro camino para la simulacién de procesos de Brown-Resnick es introducida por Schlather,
Oesting y Kabluchko en 2011, [61], donde se exponen diferentes construcciones posibles

del proceso.

Una forma reciente para simular procesos méax-estables condicionada a cierto valores
del proceso es introducida por Stoev y Wang en 2011, [82], y desarrollada también por
Dombry, Eyi-Minko y Ribatet en 2013,[27], es la simulacién condicional de los procesos
max-estables.

8.1.2. Simulacion Condicional.

Dada la regién X € R? se quiere obtener un muestra de,
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ZOHZ(x) = 21, .. Z(xx) = 21} (8.3)

donde 21, ...,z > 0, condicionado a k estaciones x1,...,x; € X, ver figura 8.2.

Simulacién Condicional de un Proceso de Schlather

Ycond(x)

| | | |
0.0 25 5.0 7.5 10.0

Figura 8.2: Tres simulaciones de un proceso de Schlather en dimensién 1 condicionado a
10 valores.

Sea @ un proceso puntual en (0, c0)” donde los dtomos son,

vi(x) =Yi(z), x = (x1,...,28). (8.4)

A partir de este se construyen los siguientes procesos puntuales,

O ={ped:p(x;)<z,Vie{l,2,....k}}, (8.5)

Ot ={ped:p(r;)=2,Vie{l,2,... k}}. (8.6)

Entonces se cumple que,
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n =0 UPT.
n O ={pf, . oi={e],. .., 0 fesparal <1 <k.
= &T y &~ son condicionalmente independientes respecto de Z(z) = z.

Asumiendo que la medida de intensidad es regular, es decir Ax(dz) = Ax(z)dz para

todo x € X’*, 1a funcién condicional de intensidad dada por,

/\(s,:c) (U, Z)
Aa(2)

es la distribucién condicional de Z(z) para todas las posibles particiones de z. Es necesario

Aslz,z (1) = (8.7)

simular ambos procesos pues puede suceder que max ¢~ (s) > méx T (s). Por tanto los

pasos a seguir son,

Paso 1 Tomar una particién aleatoria 7.

Paso 2 Dado 7 de tamafio [ expresar de forma independiente ¢}, ..., ¢} .
Paso 3 Independientemente de los pasos anteriores, tomar 7, ..., ¢, .
Paso 1: Eleccion de la particion aleatoria.
Sea Py el conjunto de todas las posibles particiones de {z1,...,x\}, se toma una
particién 7 aleatoria con distibucidn,
1 ||
o) - M) [ e 69
C(x7 Z) E i {u<z_rjc} i
donde C(z, z) es la constante de normalizacion.
Paso 2: Las funciones o7
Ya seleccionada la particién 7 = {7, ..., 7} , se seleccionan ahora los vectores aleato-
1ios ¢7 (s), ..., ¢; (s) a partir de la siguiente distribucion,
I 1
P [p)(s) € dvj] = e IU<ZT;A(S,$,;)\%ZU (v, u)du ¢ dvj, (8.9)
J

siendo C} la constante de normalizacién. Se define entonces Z 7 (s) = max;—; @j(s) con
sEX™,
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Paso 3: Las funciones ¢ .

Se toman de manera independiente {¢; };>1 un proceso puntual de Poisson en (0, o) con

intensidad ) ~2di y {Y;i(.) }s>1 copias independientes de Y'(.). Se define el vector aleatorio,

Z_(s) = I?§f<¢inl{win(x)<z}7 seX™. (8.10)

Entonces el vector aleatorio Z(s) = méx{Z*(s), Z~(s)} sigue la distribucién condicional
de Z(s) dado Z(z) = z.
Por tanto se puede deducir la funcién de distribucién acumulada condicional,

|7l
PlZ(s) < alZ(z) = 2] = Z To(2,7) HFTJ(@) P<Z<;)[§(232§(32 < 2)7

TEPk jzl . ~- 7/
R Paso 3
Paso1y2 aso

donde

f{y<z7_]¢ u,a} A(SVTT;)‘Z‘TJ' V2T <u7 y)dydu

Frj(a) =
J {y<ze} Atyclar; or, (y)dy

Se puede observar que Z(.)|{Z(z) = z} no es méx-estable.

8.2. Simulacion de Coépulas.

Uno de los principales aplicaciones de cOpulas es la simulacion de vectores aleatorios
con diferentes estructuras de dependencia. Se exponen los principales algoritmos para la

generacion de valores aleatorios que provengan de una determinada cépula.
= Algoritmo de simulacién para la cépula gaussiana. Los pasos son los siguientes,

1. Encontrar la descomposicion de Cholesky de la matriz de covarianzas > = A. A’
2. Simular Z,L = [Zlia . 7Zdi] ~ N(O, [d)
3. Calcular xT; = [l’li, PN ,l’di] = AZZ ~ N(O, E)

4. Generar el vector u; = [uy;, . . ., ug;] siendo u; ; = ®(z; ;) y se forma u; prove-

niente de una copula gaussiana de matriz de covarianzas ..
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= Algoritmo para la generacion de nimeros aleatorios que sigan una cépula dada.

La distribucion condicional de un vector que en el caso bivariada es,

aC(Ul, UQ)

P(Us < ug|Uy = uy) = Cypi(ur,ug) = o
1

El algoritmo propuesto es entonces,

1. Simular realizaciones de dos variables aleatorias uniformes (0, 1) independientes,

w“ywigconizl,Z,...,n.

2. Definir el vector u; = [u;1,u;2] de la siguiente manera, u;; = wy y U =

C;‘ 11 (w1, w;e). De esta forma u; tiene como distribucion conjunta la cépula dada.

Si bien este procedimiento parece simple y general, su implementacion puede resultar
complicada dependiendo de que tan sencillo sea obtener las distribuciones marginales

condicionales y sus inversas.

= Algoritmo para simular variables aleatorias a partir de la cépula empirica. Ro-
mano en 2002, [70], a partir del principio de bootstrapping, realiza el siguiente algo-

ritmo para generar variables a través de la cépula empirica,
1. Obtener de forma aleatoria (con reemplazamiento), n vectores observados de la
base de datos histérica r; = [ri1, ..., gl

2. Definir el vector u; = [Fl(m), ol Fd(rid)], donde Fj corresponde a la funcién
de distribucién empirica para la variable ;. Por tanto u; es un vector cuya relacion

de dependencia estd determinada por la cépula empirica.
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Capitulo 9

Seleccion del Modelo.

9.1. Criterios de seleccion en procesos max-estables.

Se introducen métodos de seleccion de modelos. Dos enfoques son posibles en este

tema,
= Adaptacioén de Criterios de Informacion (por ejemplo AIC, TIC, BIC), ver [31].

= Pruebas del cociente de verosimilitudes compuestas, ver [10].

9.1.1. Criterios de Informacion.

En estos casos como se trabaja con una verosimilitud compuesta, se define la divergencia

de Kullback-Leibler compuesta entre los modelos estadisticos g y f,

k-1 & 9(Z;, Z;)
Dol d) = B |log P20 20) | 9.1
o(fo:9) 22“’ [Ogﬂzi,zj;e)] o

donde Z = (Z3,...,%Z;) ~ g¢. La divergencia de Kullback-Leibler compuesta es una
combinaciodn lineal de las usuales divergencias de Kullback-Leibler. Se puede mostrar que
el modelo minimiza la divergencia de Kullback-Leibler compuesta es el mismo modelo que

minimiza,

TIC(fy) = —2L, (ép; z> + oy [j(eo)H(eo)—l , 9.2)

donde H(6) y J(#) son estimadores consistentes de las matrices H(,) y J(6,). La
ecuacion (9.2) es una generalizacion del criterio de informacién de Takeuchi. De manera

similar se define una generalizacion del criterio de informacién Bayesiano,
BIC(fy) = —2L,(0,; 2) + logtr | J(6)H(6,) 7| . (9.3)
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9.1.2. Ciriterio del Cociente de Verosimilitudes.

Prueba que nos permite contrastar la hipétesis de que el pardmetro 6 = (£, 7) toma la
forma (£, 7.). Como ya fue visto el estimador maximo verosimil compuesto ép es asintotica-

mente normal, y usando argumentos tipicos se muestra que,

W(n,) =2 [Ep (ép; z) - L, (én*, n*)} — i AXs, n— oo, 9.4)
i=1

donde p es la dimensién del pardmetro 7, &, es la estimacion mdximo verosimil de a pares

restringido a 7 = 7,, X; son variables aleatorias x? y \; son los valores propios de,

(172607 (00) 1 60)], [ (171 60), - 9.5)

siendo A, la sub matriz de A correspondiente a los elementos de 7.

9.2. Criterios de seleccion en Copulas.

Si bien se presentaron diferentes procedimientos para la estimacion de una cépula de
forma paramétrica o semiparamétrica, estos procedimientos suponen que se conoce a priori
la familia de cépulas que describe en forma correcta la estructura de dependencia. Por tanto
es necesario obtener algin criterio que permita escoger una familia especifica. Los criterios

mas usuales son,

= Log verosimilitud y criterios de informacion.

Joe, [41], expone varios criterios para la seleccion de la cpula. Uno de ellos es el de
la funcién de log-verosimilitud evaluada en el estimador de méxima verosimilitud. El
segundo estadistico sugerido es el A/C (criterio de informacion de Akaike) definido
como AI/C' = L — n, donde n, corresponde al nimero de pardmetros estimados en el

modelo.

Otros criterios de informacion son propuestos por Zivot y Wang [2006] quienes
proponen el Criterio de Informacion Bayesiano BIC' = —2L + n,.log(n). Hannan y

Quinn plantean la variante HQ) = —2L + 2.n,.log(log(n)).

= Comparacion entre la copula paramétrica y la cépula empirica.

Otro posible criterio de seleccion es el uso de estadisticos de bondad de ajuste (GOF),
donde se selecciona aquella cépula que se ajusta mejor al comportamiento de los

datos observados.
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Capitulo 10

Resultados Globales.

Se extraen conclusiones de los periodos Junio-Agosto y Noviembre-Marzo obteniendo
resultados variables segun el lapso de tiempo estudiado. Se entiende por resultados globales
o regionales aquellos que abarcan una superficie relativamente amplia y un alto ndmero de
estaciones presentes en la region. Se realiza una modelizacion espacial mediante diferentes
procesos max-estables y por copulas extremas. Para un ajuste multivariado bajo el enfoque
de copulas, debido al alto nimero de estaciones presentes, se aborda el problema mediante

R-vines.

10.1. Periodo Junio-Julio-Agosto.

Periodo donde se encuentran precipitaciones diarias con mayor frecuencia en el afio
y en general de mayores caudales. A priori se asocian en este periodo del afio lluvias de
conveccion y lluvias orogréficas, lo cual provoca inconvenientes en la modelacion de la
dependencia espacial a nivel global.

Se comienza por describir la base de datos y su depuracion para su posterior estudio.

10.1.1. Descripcion y depuracion de la base de datos.

La base de datos esta dada por una matriz donde cada fila proporciona las mediciones
precipitaciones diarias en mm de una de las 160 estaciones en un mes de un determinado
aflo. Solo se considera para cada estacion y afio el vector de precipitaciones diarias corres-
pondientes al trimestre junio-julio-agosto. Luego se descartan aquellas filas que tengan por
lo menos un 10 % de datos faltantes, cabe indicar que el trabajo no tiene como uno de sus
objetivos el problema de datos faltantes y la imputacién por algiin mecanismo de éstos. Se
toma como supuesto la confiabilidad en la base de datos salvo valores irreales, es decir,

errores en la mediciones instrumentales o humanas, falta de coordinacion entre los horarios
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diarios entre las mediciones de estaciones distintas no son considerados, excepto que el dato
no se encuentre entre 0 y 300 mm.

Hay 5 estaciones que en ningun afio desde 1902 al 2012 presentan un niimero satisfactorio
de datos. En la gréfica 10.1 se observa el histograma del niimero de estaciones que presentan

datos en el trimestre del respectivo afio.

NUmero de estaciones por cada afio

100 -

count

Numero de estaciones

0n el

U U U U ' i U U U U U U
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Afios

Figura 10.1: Histograma del nimero de estaciones “aptas” en el trimestre junio-julio-agosto
segun el afio correspondiente.

Como se puede apreciar la moda del conjunto de datos son los afios 1984 y 1985 donde
se encuentra el nimero maximo de estaciones funcionando simultdneamente. Se evidencia
un aumento abrupto del nimero de estaciones a principios de 1960. Presentan datos en
los trimestres respectivos de cada afio de forma interrumpida desde 1963 hasta 2012 las
estaciones 11001, 11020, 11036, 11052, 11071, 11072 y 11095. Para un correcto ajuste del
campo aleatorio es necesario incrementar el nimero de estaciones. A partir del histograma
se observa una merma de estaciones en ciertos periodos de tiempo, por ejemplo a fines
de la década del 80 donde se produjo un cambio de algunas estaciones convencionales a
automaticas. Por tanto se van extrayendo de forma consecutiva aquellos afios de tal manera
que se incorporen el mayor nimero de estaciones posibles. Al final se ha decido trabajar
con 20 estaciones,
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11001, 11002, 11003, 11005, 11006, 11009, 11013, 11020, 11021, 11028, 11031, 11033,
11036, 11040, 11051, 11052, 11071, 11072, 11079, 11095,

con datos tomados de los siguientes 37 afios,

1963, 1965, 1966, 1967, 1968, 1969, 1970, 1972, 1974, 1975, 1976, 1977, 1978, 1979,
1981, 1982, 1984, 1987, 1990, 1991, 1992, 1993, 1994, 1995, 1996, 1997, 1998, 1999,
2000, 2002, 2004, 2005, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011.

La ubicacidn de éstas estaciones en el Estado de Guanajuato, ver figura 10.2, presentan
una alta coherencia respecto a la agricultura, orografia y densidad poblacional del Estado,
ver figuras 2.2 y 2.1. La agrupacién de estaciones 11020, 11040 y 11095 pertenecen a Ledn,
Municipio con mayor nimero de habitantes. La zona norte, como era de esperar, no presenta
estaciones eficientes en lo que respecta a este trabajo. Los sectores “vacios” de la zona sur
se corresponden con la ubicacién de sierras, en el centro por ejemplo, se encuentra la sierra

Central que atraviesa Guanajuato del noroeste al sureste.
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Figura 10.2: Ubicacion de las estaciones meteoroldgicas resultantes luego de la depuracién
de los datos, en el periodo junio-agosto.

Luego de depurada la base se calculan los maximos anuales, en el trimestre junio-julio-
agosto, para cada una de las 20 estaciones. Los resultados obtenidos se encuentran en el
cuadro B.1.

En la figura 10.3 se encuentra una descripcion de los datos, mediante diagramas de caja

de los maximos anuales, y también agrupados en lapsos de 10 afios.

Se estiman los parametros de la DVEG marginales.
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Diagramas de Caja de los maximos anuales
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Diagramas de Caja de los maximos en lapsos de 10 afios
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Figura 10.3: Diagramas de caja de los maximos para la estaciones analizadas en el periodo
junio-agosto.

10.1.2. Estimacion de los parametros de las DVEG.

Como se desarroll6 en el capitulo 7, se pueden estimar los pardmetros de cada estacion
considerando un modelo individual o imponiendo una determinada relacién a partir de ciertas
variables regresoras, pensar en un modelo espacial y realizar la estimacién conjunta. En el
caso de estimar los pardmetros de las DVEG marginales de forma individual se considera el

método de maxima verosimilitud y el método de los momentos pesados en probabilidad.

Estimacion por maxima verosimilitud y por el método de los momentos pesados.

En principio se supone mds adecuado en este caso la estimaciéon maximo verosimil por

contar con aproximadamente 90 datos, cantidad suficientemente grande de observaciones
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por estacién. Si la muestra fuera mas pequefia es aconsejable el método de los momentos

pesados, ver cuadro B.2.

Estimacion conjunta de los parametros.

La ventaja de este método es que es posible estimar la DVEG de las precipitaciones
mdximas en puntos del territorio donde no se encuentran estaciones. Por otro lado se reduce
de manera significativa el niimero de pardmetros a estimar. Se toman como variables regre-
soras, la latitud, la longitud y la altura respecto al nivel del mar de la estacién meteoroldgica.

Si se considera el modelo completo, es decir,

p(z) = ag + aq(lat) + as(lon) + asz(alt)
o(z) = Bo + Bi(lon) + Ba(lat) + Ps(alt) . (10.1)
§(x) = 0+ m(lon) +ya(lat) + ys(alt)

Muchos de los coeficientes no son significativos, entonces es necesario considerar submode-
los,ver cuadro B.3. En general se considera que el parametro de forma no depende de ninguna
de las 3 covariables. Se toma como criterio de seleccion del modelo una generalizacion del
criterio de informacion de Takeuchi (TIC), desarrollado en el capitulo 9.

A partir del criterio TIC se selecciona el modelo,

fi(z) = —454,7094 — 6,2963(lat) — 6,1578(lon) + 0,0343(alt)
&(x) = —212,30257 — 2,23877(lon) — 0,02451(lat) : (10.2)

~

£(z) = —0,06471

Tomando como referencia este modelo se calculan las estimaciones de los pardmetros de
ubicacion, escala y forma, ver cuadro B.4. Se quiere comparar si este ajuste espacial es
una aproximacion eficiente de las estimaciones locales maximo verosimiles. A partir de
la figura 10.4 se puede inferir que la estimacion espacial no es adecuada en este caso.
En particular hay una gran variabilidad referente a las estimaciones de los parametros de
ubicacion y escala de un método respecto del otro. Ademas, a partir del histograma de los
valores locales de las estimaciones del pardmetro de forma, tampoco parece ser correcto un
unico valor estimado para este pardmetro. Probablemente esto se deba al conjunto de sierras
que atraviesan Guanajuato y al clima propio del Estado en este periodo del afio, haciendo
que sitios cercanos tengan comportamientos pluviales diferentes. Por tanto, a pesar de sus
desventajas, en el trabajo se utilizan las estimaciones locales médximo verosimiles de los

pardmetros de las DVEG, en el periodo junio-agosto.
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Estimaciones de Posicion Estimaciones de Escala Hist. para la estim. local del parametro de forma
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Figura 10.4: Estimaciones locales maximos verosimiles vs Estimaciones espaciales maxi-
mos verosimiles en el periodo junio-agosto.

10.1.3. Transformacion a la distribucion de Fréchet.

A partir de la propiedad 1, se puede transformar cada DVGE a una distribucién de
Fréchet unitaria, esta transformacion es aplicada a las observaciones de cada estacién con
los parametros de ubicacion, escala y forma correspondientes, ver cuadro B.5. A partir de

los datos obtenidos se realiza el ajuste espacial, a través de procesos méax-estables.

10.1.4. Estimacion espacial mediante los procesos max-estables.

En base a la estimacidn de la funcidn coeficiente extremal y del F-madograma, ver figuras
10.5y 10.6, se observa una gran variabilidad y una alta independencia de las precipitaciones
en estaciones cercanas.

Por tanto no es claro que modelo max-estable es el mds adecuado, sin embargo aque-
llos que presentan un funcién coeficiente extremal acotada por una constante pequefia en
referencia a 2 no parecen ser adecuados, como por ejemplo el modelo de Schlather.

La matriz de varianzas y covarianzas para el modelo de Smith es,

o 0,013411 0,007502
~\ 0,007502 0,004197 /-

Su determinante cercano a cero ocasiona problemas de invertibilidad de la matriz, por tanto,

este modelo presenta problemas numéricos.
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Estimacion F Coef. Extremal
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Figura 10.5: Estimacion no paramétrica de S-T de la funcidn coeficiente extremal luego de
transformar los datos de cada estacion a Fréchet, en el periodo junio-agosto.

Madograma F-Madograma IMadograma

Figura 10.6: Madograma, F-Madograma, A-Madograma estimados para las 20 estaciones a
partir de los 37 afios observados, en el periodo junio-agosto.

Seleccion mediante el TIC. A partir del cuadro 10.1 se puede apreciar segun el criterio

TIC el mejor modelo es el t-extremal, y como era de esperar el modelo de Schlather con

distintas funciones de correlacién no produce un buen ajuste. En la figura 10.7 se observan
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las distintas estimaciones paramétricas de la funcidn coeficiente extremal en referencia a la

estimacion no paramétrica.

Cuadro 10.1: Estimacion de los pardmetros de los procesos max-estables y seleccion del
modelo por el TIC, en el periodo junio-agosto.

Modelo Parametros Estimados TIC
nugget rango suavizado otro
Schlather (Whitmat) 0.152557265 0.004482092 15.365008469 61250.89
Schlather(PowExp) ~ 0.15864611  0.03495404  1.99583921 61250.82
tExtremal 0.003024729  0.040675800  1.219398640 g.l=5 60632.15
Geo. Gaussiano ~ 0.001076448 0.044292382  1.230667966 o= 7.845857248  60635.03
Brown Resnick 0.001147649  0.331258917 60645.38

Est de Coeficiente Extremal

2.0- ﬁ

1.8-
== Est Par Smith
Est Par Schlather (Whitmat)
c
.‘8 === Est Par Schlather (POWEXp)
©1.6-
£ Est Par textremal (Whitmat)
7]
¢ J —— Est Par Geom Gaussiano (Whitmat)
I
=== Est Par Brown Resnick
1.4- = Est no Par
1.2-
1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 15
h

Figura 10.7: Estimaciones de la funcién coeficiente extremal segtin los distintos modelos,
en el periodo junio-agosto.

Simulacién a través del proceso t-extremal. Se realiza un estudio de simulacién en el
sector comprendido entre las latitudes 20°12" — 21° y las longitudes 100°35" — 101°42’, ver
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figura 10.8. Si se observan las curvas de nivel de una simulacién del proceso t-extremal con
los valores estimados, ver figura 10.9, se aprecia la independencia existente entre puntos

distintos, lo cudl reafirma conclusiones de estudios anteriores realizados en el Estado.

e

AN

L

Figura 10.8: Sector de Guanajuato donde se realizan las simulaciones y predicciones.

Predicciones En esta seccion se hace referencia a las definiciones de Niveles de Retorno'y
Periodos de Retorno. Se entiende por T-nivel de retorno al cuantil 1 — % de F' que se denota
up. Es decir, dados 7" afios la variable nimero de veces que supera el umbral u distribuye
Bin(7T,1 — F(ur)). ur es el valor del umbral de forma que el valor esperado de la v.a. valga
1.

Sea la v.a. T}, el nimero de afios antes de encontrar el primero que supere el umbral u.
Esta variable distribuye Geo (1 — F'(u)) y se define el Periodo de Retorno como el valor
esperado de la variable, es decir #(u)

Sea F' la distribucion acumulada de la v.a. precipitacion mdxima anual en mm en el
Estado de Guanajuato en cualquiera de las 20 estaciones, a partir de 10000 simulaciones,
en la figura 10.10 se muestra la distibucién acumulada , las curvas de nivel y periodos de
retorno estimados. La figura 10.11 exhibe las densidades estimadas, mediante simulacion,
de los maximos anuales en periodos de 10, 20, 30 y 50 afios respectivamente. En el cuadro
10.10 se encuentran las estimaciones de algunos valores de posicion y dispersion para la

distribucion del méximo en los distintos lapsos de tiempo. Son calculadas las probabilidades
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Figura 10.9: Seis simulaciones del logaritmo de los mdximos anuales en el periodo junio-
agosto, mediante el proceso t-extremal.

estimadas de que las lluvias mdximas anuales superen los 100 y 150 mm respectivamente,
pues dichos fendmenos pueden resultar en la mayoria de los casos catastréficos.

Cuadro 10.2: Predicciones mediante procesos méx-estables en el periodo junio-agosto

periodo (afios) | Junio — Agosto

| Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)

10 103.6  108.6  20.1 0.607 0.03
20 1149 1206 241 0.84 0.11
30 1204 1257 241 0.92 0.13
40 1262 1325 260 0.968 0.195
50 1312 1385 296 0.996 0.234
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Distribucién acumulada estimada Niveles de Retorno Periodo de Retorno

F(x)
1-uT

Afios

! 120 100 120 ! 120
precipitaciones en mm nivel de retorno en mm precipitaciones en mm

Figura 10.10: Distribucién acumulada estimada, niveles y periodos de retorno para las
precipitaciones maximas anuales regionales, en junio-agosto.

Periodo 10 afios, jun—-agost. Periodo 20 afios, jun—-agost.

Frecuencia
Frecuencia

50 100 150 200 250 0 50 100 150 200
Precipitaciones en mm. Precipitaciones en mm.

Periodo 30 afios, jun—-agost. Periodo 50 afios, jun—-agost.

Frecuencia
Frecuencia

150 200 250

50 100 0 200 250 0 50 100
Precipitaciones en mm.

Precipitaciones en mm.

Figura 10.11: Densidades estimadas mediante el proceso méix-estable t-extremal de las
precipitaciones maximas anuales regionales para distintos periodos de tiempo,
en junio-agosto.

10.1.5. Estimacion mediante Cépulas.

Estimacion Multivariada.

Se desarrolla en esta seccién el método R-vines introducido en 5.3 para abordar el
problema de modelacién multidimensional en dimensiones altas mediante cépulas. Se
considera como matriz de disimilaridad la inducida por los valores del F-madograma y
no la derivada del Tau de Kendall, puesto que el interés radica en modelar la dependencia

de los extremos. La figura 10.12, exhibe el primer arbol de la estructura R-vines. Para
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modelar la familia de cépulas de a pares se seleccionaron la copula t-extremal y la copula de
Gumbel. Al igual que en la modelacién por procesos max estables, ver figuras 10.13, 10.14
y cuadro 10.3, a partir de un nimero elevado de simulaciones se estiman, la distribucion
acumulada, los niveles y periodos de retorno, las densidades para distintos lapsos de tiempo
y probabilidades estimadas de eventos extremos son presentadas. Se puede apreciar una alta

similitud con las predicciones obtenidas via procesos max-estables.

Tree 1

Figura 10.12: Primer arbol de la estructura R-vines en el periodo Junio-Agosto a partir de
los valores del F-madograma, en el periodo noviembre-marzo.

Distribucion acumulada estimada Niveles de Retorno Periodo de Retorno

F(x)
1-uT

Afios

, ) | : %0 !
precipitaciones en mm Niveles de retorno en mm precipitaciones en mm

Figura 10.13: Distribucién acumulada estimada mediante R-vines , niveles y periodos de
retorno para las precipitaciones méximas anuales regionales , en junio-agosto.
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Figura 10.14: Densidades estimadas mediante R-vines de las precipitaciones méaximas
anuales regionales para distintos periodos de tiempo, en junio-agosto.

Cuadro 10.3: Predicciones mediante R-vines en el periodo junio-agosto

periodo (afios) |

Junio — Agosto

‘ Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)

10 1052 1106 234
20 1160 1225 253
30 1234 129.1 254
40 1272 1335 274
50 1330 1392 287

0.625 0.063
0.87 0.121
0.948 0.161
0.98 0.194
0.994 0.268
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10.2. Periodo Noviembre-Marzo.

10.2.1. Depuracion de la base de datos.

Se realiza un estudio andlogo al caso anterior obteniendo como resultado final 22

estaciones,

11001, 11002, 11003, 11005, 11009, 11011, 11013, 11020, 11021, 11025, 11028, 11033,
11036, 11040, 11051, 11052, 11060, 11071, 11072, 11076, 11095, 11096.

Con datos en los siguientes 34 afios,

1964, 1965, 1966, 1969, 1970, 1971, 1972, 1973, 1974, 1975, 1976 1977, 1978, 1979, 1984,
1985, 1988, 1989, 1992, 1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2004 2005, 2006, 2007,
2008, 2009, 2010, 2011.

En la figura 10.15 se pueden observar sus ubicaciones dentro del Estado de Guanajuato.
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Figura 10.15: Ubicacion de las estaciones meteoroldgicas resultantes luego de la depuracion
de los datos, en el periodo noviembre-marzo.

Se calculan los maximos en el periodo noviembre-marzo por afio para cada estacion.
Los resultados obtenidos se encuentran en el cuadro B.6.

En la figura 10.16 se presenta una descripcion de los datos, mediante diagramas de caja
de los datos maximos anuales y en lapsos de 10 afios. Es clave observar las lluvias del mes

de febrero del 2010, provocando pérdidas materiales y humanas '.

lwww.eluniversal.com.mx/estados/74645 . html
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Diagramas de Caja de los maximos anuales
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Diagramas de Caja de los maximos en lapsos de 10 afios
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Figura 10.16: Diagramas de caja de los médximos para la estaciones analizadas en el periodo
noviembre-marzo.

10.2.2. Estimacion de los parametros de las DVEG.

Estimacion por maxima verosimilitud y por el método de los momentos pesados.

Aligual que en el periodo anterior se estiman los pardmetros de las DVE correspondientes
para cada estacién por mdxima verosimilitud y por el método de los momentos pesados en

probabilidad, ver cuadro B.7.

Estimacion conjunta de los parametros.

Se consideran los submodelos de el cuadro B.8, en este caso el modelo seleccionado

mediante el TIC es,
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(x) = 42,0678 + 0,3499(lon) . (10.3)
£(x) = 0,2364

Las estimaciones conjuntas de los pardmetros de la DVEG se encuentran en el cuadro B.9.

f(z) = 163,178 + 1,534(lon)
o

En base a comparar de manera grafica las estimaciones locales méximo verosimiles con
las estimaciones conjuntas, ver figura 10.17 se observa una mejor aproximacion que en el

periodo junio-agosto, por tanto en el lapso noviembre-marzo se utilizan las estimaciones

conjuntas.
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Figura 10.17: Estimaciones locales mdximos verosimiles vs estimaciones espaciales maxi-
mos verosimiles en el periodo noviembre-marzo.

10.2.3. Transformacion a la distribucion de Fréchet.

Se transforman los datos a una Fréchet unitaria en cada caso, ver cuadro B.10.

10.2.4. Estimacion espacial mediante los procesos max-estables.

A partir de la estimacion de la funcién coeficiente extremal y del F-madograma, ver
figuras 10.18 y 10.19, si bien persiste una gran variabilidad, hay una mayor dependencia en
funcion de la ubicacion de las estaciones en referencia al periodo junio-agosto, se percibe
en este caso que los procesos max estables modelan de forma mads eficiente el conjunto de
lluvias.

La matriz de varianzas y covarianzas para el modelo de Smith es,

—0,052804  0,004655

que al igual que en el periodo anterior presenta problemas de invertibilidad.

5 ( 0,598935  —0,052804 )
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Figura 10.18: Estimacién no paramétrica de la funcidn coeficiente extremal luego de trans-
formar los datos de cada estacion a Fréchet en el periodo noviembre-marzo.

Madograma F-Madograma

Figura 10.19: Madograma, F-Madograma, A\-Madograma estimados para las 22 estaciones
a partir de los 34 afios observados, en el periodo noviembre-marzo.

Seleccion mediante el TIC. El proceso mds adecuado es el t-extremal a partir del criterio

TIC, ver cuadro 10.4. Si se observa la figura 10.20, la funcién coeficiente extremal del

proceso t-extremal es la que mejor se aproxima a la estimacion no paramétrica.
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Cuadro 10.4: Estimacion de los pardmetros de los procesos max-estables y seleccion del
modelo por el TIC, en el periodo noviembre-marzo

Modelo Parametros Estimados TIC
nugget rango suavizado otro
Schlather (Whitmat) ~ 0.008133  3.735179  0.161565 63683.48
Schlather(PowExp)  0.00001614 1.078 0.4349 63681.2
tExtremal 0.05999 11.31927  0.18073 gl=3 63548.97
Geo. Gaussiano 0.01364  183.39646 042525 %=45.65890 NA
Brown Resnick 0.6253 0.2290 63747.54

Est de Coeficiente Extremal

1.75 -

== Est Par Smith

Est Par Schlather (Whitmat)

S 1.50 -
.‘8 : Est Par Schlather (PowExp)
]
g Est Par textremal (Whitmat)
7]
® == Est Par Geom Gaussiano (Whitmat)
=== Est Par Brown Resnick
1.25- === Est no Par
1.00 -
1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5
h

Figura 10.20: Estimaciones de la funcién coeficiente extremal segin los distintos modelos,
en el periodo noviembre-marzo.

Simulacion a través del proceso t-extremal.

Si observamos las curvas de nivel de una simulacién del proceso t-extremal con los
valores observados, vemos mayor dependencia entre puntos distintos que en el periodo

junio-agosto, ver figura 10.21.
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Figura 10.21: Seis simulaciones del logaritmo de los médximos anuales en el periodo
noviembre-marzo, mediante el proceso t-extremal.

Predicciones En las figura 10.22 puede apreciarse la distribucién acumulada, niveles y
periodos de retorno estimados. En comparacién con el periodo junio-agosto, si bien las
probabilidades de superar el umbral de 100 mm son reducidas, no es posible descartar un
evento extremo de tal magnitud en este periodo del afio debido a las colas pesadas de la
densidad estimada, ver figura 10.23. Las probabilidades de superar el umbral de los 150 mm

es improbable a corto plazo, como lo muestra el cuadro 10.5.
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Distribuciéon acumulada estimada Niveles de Retorno Periodo de Retorno

100~ 1.00- 300~

50 i3 5 100 125 150 50 7 100 125 150
precipitaciones en mm nivel de retorno en mm precipitaciones en mm

Figura 10.22: Distribucién acumulada estimada, niveles y periodos de retorno para las
precipitaciones maximas anuales regionales, en noviembre-marzo.

Periodo 10 afios, nov—marzo. Periodo 20 afios, nov—marzo.
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Figura 10.23: Densidades estimadas mediante el proceso méx-stable t-extremal de las
precipitaciones mdximas anuales regionales para distintos periodos de tiempo,
en noviembre-marzo.
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Cuadro 10.5: Predicciones mediante procesos méax-stables en el periodo noviembre-marzo

periodo (afios) ‘ Noviembre — Marzo

‘ Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)

10 67.2 755 331 0.146 0.043
20 83.1 946  46.7 0.306 0.093
30 92.0 105.0 473 0.407 0.125
40 99.5 1134 549 0.492 0.132
50 106.6 1199 509 0.592 0.178

10.2.5. Estimacion mediante Cépulas.

Estimacion Multivariada.

Al igual que en el periodo junio-agosto se realiza una modelizacién multivariada median-
te R-vines. Si se compara la dependencia entre las estaciones en el primer arbol se puede
observar en este caso, ver figura 10.24, una estructura de dependencia mucho mas fuerte
que en verano, afirmando este resultado lo ya visto en el ajuste por procesos méix-estables.
Si bien se logran predicciones similares a las obtenidas en procesos max estables, se pue-
de contemplar en este caso una mayor probabilidad de ocurrencia asignada a los eventos
extremos, ver cuadro 10.6 y figura 10.26.

Es importante destacar en el periodo de invierno, que si bien las precipitaciones extremas
son menos frecuentes que en verano, no se puede descartar un acontecimiento extremo en
dicha época del afio, en general esto se debe a la entrada de algtn frente frio que afecta todo

el Estado.

Cuadro 10.6: Predicciones mediante R-vines en el periodo noviembre-marzo

periodo (afios) ‘ Noviembre-Marzo

‘ Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)

10 66.6 859 795 0.205 0.086
20 86.7 107.7 759 0.384 0.155
30 98.5 127.6 1229 0.479 0.219
40 116.12 1474 1183 0.62 0.297
50 121.3 1522 1256 0.683 0.31
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Figura 10.24: Primer arbol de la estructura R-vines en el periodo Noviembre-Marzo a partir
de los valores del F-madograma, en el periodo noviembre-marzo.

Distribucién acumulada estimada Niveles de Retorno Periodo de Retorno

1-uT
Afios

Fx)

precipitaciones en mm Niveles de retorno en mm precipitaciones en mm

Figura 10.25: Distribucién acumulada estimada mediante R-vines , niveles y periodos de
retorno para las precipitaciones méximas anuales regionales , en noviembre-

marzo.

107



Periodo 10 afios, noviembre—marz

0.015 -

0.010 -

Frecuencia

0.005 -

0.000 -

1 1 1
100 200 300
Precipitaciones en mm.

o-

Periodo 30 afios, noviembre—marz
0.015-

0.010 -

Frecuencia

0.005 -

0.000 -
1 1 1
100 200 300

Precipitaciones en mm.

|
0

, Periodo 20 afios, noviembre-marz

0.010 -

Frecuencia

0.005 -

0.000 -
1 1 1
100 200 300

Precipitaciones en mm.

o-

Periodo 50 afios, noviembre—marz

0.009 -

Frecuencia
o
)
o
(2]
1

0.003 -

0.000 -

| |
200 300

1
100
Precipitaciones en mm.

o-

Figura 10.26: Densidades estimadas mediante R-vines de las precipitaciones méximas

anuales regionales para distintos periodos de tiempo, en noviembre-marzo.
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Capitulo 11

Resultados Locales.

Se entiende por resultados locales aquellos que comprenden una pequefia region y un
nimero reducido de estaciones. En este caso se realiza una modelizaciéon mediante copulas
extremas y mediante una mezcla de distribuciones Dirichlet.

Al igual que en el capitulo anterior se analizan los periodos Junio-Agosto y Noviembre-

Marzo.

11.1. Periodo Junio-Julio-Agosto.

En una primera instancia se exploran herramientas para determinar grupos de estaciones
que proporcionen un mejor ajuste, en referencia a las proporcionadas por el modelo global,

sobre algtn territorio de extension reducida.

11.1.1. Cluster de estaciones.

Observando el comportamiento dispar de las precipitaciones extremas respecto a las
diferentes estaciones meteorologicas de Guanajuato, parece conveniente dividir al estado en
sectores mas pequefios para un estudio local. Naveau, Sabourin, Bernard, Vrac y Mestre en
el 2013, [6], basados en el método de k-medoides introducido por Kaufman y Rousseeuw en
1987, [45], como una generalizacion del método de k-medias, introducen un procedimiento
de cluster para maximos, donde la matriz de disimilaridad esta dada por los valores del
F-madograma. En la figura 11.1 se observan particiones de las 155 estaciones en grupos,

tomando como matriz de disimilaridad,

= las distancias en L1 entre las precipitaciones maximas,

= las distancias en L1 entre los coeficientes marginales de forma ajustados por maxima

verosimilitud,
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= Jos valores del F-madograma.

En la figura 11.1 se encuentran también los coeficientes de validacion de Silhouette.
Si se denota a(i) la disimiliaridad promedio de la estacion i con las estaciones del mismo
cluster, y b(7) a la menor disimilaridad promedio de la estacién i con los restantes cluster, el

coeficiente de Silhouette se define como,

~ b(i) —a(d)
0) = max{a(d) (@]

Se encuentra acotado en el intervalo [—1, 1], si es cercano a 1 se considera la estacion 4

(11.1)

como bien clasificada y si es cercano a —1 como mal clasificada.

Cluster por precipitaciones Cluster por coef. de forma Cluster por F-Madograma

Coeficiente de Silhouett: Coeficiente de §§ Coeficiente de Silhouette

WM TS IREBE N BOECE N BB EWR 0@

H oW B S RN MINHI RS E T TW W AW E

Figura 11.1: Cluster de estaciones segun distintas matrices de disimilaridad con el método
k-medoides en el periodo junio-agosto

Con el fin de realizar un ajuste local, se seleccionan 3 estaciones del Municipio de Ledn

que se encuentran en el mismo cluster,

11020, 11040, 11095.

En la figura 11.2 se observa la ubicacion de las estaciones, para tener una perspectiva de

las distancias la estacion 11040 y 11095 se encuentran aproximadamente a 10 km. Los afios
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que comparten estas 3 estaciones son 50,

1961, 1962, 1963, 1965, 1966, 1967, 1968, 1969, 1970, 1971, 1972, 1973, 1974, 1975,
1976,1977,1978,1979, 1980, 1981, 1982, 1983, 1984, 1985, 1986, 1987, 1988, 1989,
1990, 1991, 1992, 1993, 1994, 1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002, 2003,
2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011.

/"

Cluster por F-Madograma

11040

11020

11085

Figura 11.2: Ubicacién de las estaciones en Ledn.

PRECIPITACIONES MAXIMAS

Estaciones
est_11020
est_11040

— est_11095

Maximos anulaes

anos

Figura 11.3: Precipitaciones maximas en 50 afios en el periodo junio-agosto.

En la figura 11.3 puede apreciarse que la cercania de las estaciones no conlleva a un

comportamiento similar, como el esperado, entre los mdximos anuales .

11.1.2. Modelizacion de la dependencia.

Para una mejor representacion de la dependencia, se modela los datos mediante pares

de copulas. A partir de la estimacion de los pardmetros marginales para cada estacion por
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maxima verosimilitud se transforman las v.a. aleatorias a Uniformes en el intervalo [0,1]. En
la figura 11.4 se muestran los valores observados que permiten estimar la cpula extrema

entre pares de estaciones.

Cépulas Extremas.

ESTACION 11040
_ ESTACION 11095
ESTACION 11040

5¢ 7 1.0c ) )2 ) )7 1 P 5¢ )7
ESTACION 11020 ESTACION 11020 ESTACION 11095

Figura 11.4: Datos bivariados transformados a uniformes entre las estaciones 11020, 11040
y 11095 en el periodo junio-agosto.

Se emplean diferentes familias de cépulas bivariadas, ver cuadro 11.1. Si se toma como
criterio de seleccion la pseudo méx-verosimilitud, la copula t-extremal es seleccionada en

dos de los tres ajustes.

Cuadro 11.1: Ajuste de copulas extremas de a pares en el Municipio de Ledn, en el periodo
junio-agosto.

Cépula ‘ 11020 - 11040 11020 - 11095 11040 - 11095

‘LogLik Pardmetro  p-valor ‘ LogLik Parfmetro  p-valor ‘LogLik Pardmetro  p-valor

Gumbel 175 1834 00080 | 577 1489 004 | 790 131 00534

Galambos 130 1109 00664 | 557 0747 005744 780 078 02021

HuslerReiss | 1071 1521 00534 | 5475 1155 00534 | 7592  LI183 02111
|

TExtremal (gl=4) | 1177 0845 01314 | 5687 0714 0036 | 7911 073 00584

A partir de la estimacion de la copula t-extremal y las distribuciones marginales de
valores extremos, se realizan 100 simulaciones de la distribucion bivariada conjunta de
la precipitaciones maximas para cada par de estaciones, ver figura 11.5. Es claro que las
estaciones mds cercanas muestran mayor dependencia.

Al igual que en la modelacién global se estiman las densidades de los mdximos para

distintos periodos de tiempo 10, 20, 30, 50 y 100 afios, ver figura 11.6. En el cuadro 11.2 se
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ESTACION 11040
ESTACION 11095
ESTACION 11095

ESTACION 11020 ’ ESTACION 11020 ' ESTACION 11040

Figura 11.5: Datos simulados bivariados con la c6pula t-extremal entre las estaciones 11020,
11040 y 11095 en el periodo junio-agosto.

observa la mediana, la media, el desvio y las estimaciones de la probabilidades de ocurrencia

de ciertos sucesos extremos.

Cuadro 11.2: Predicciones locales mediante cépulas en el periodo junio-agosto

periodo (aos) | 11020 - 11040 11020 - 110%
‘Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150mm)‘Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)
10 B8 B4 10 0.037 0 07 86 166 0.146 0.003
20 807 818 113 (.069 0 882 %08 165 0.259 (.004
30 4 87 107 0.112 0 929 %40 174 0339 0.011
40 §10 883 102 0.133 0 976 1005 164 0437 0.014
50 80 900 103 0.149 0 99 1023 162 049 0.015
100 044 956 94 0.280 0 1088 1118 174 0.729 0.037

Mezcla de distribuciones Dirichlet.

En esta seccion en lugar de modelar los extremos marginales por bloques se utiliza el
método del umbral. Se consideran las estaciones 11020, 11040 y 11095 resultando 4650
dias comunes con observaciones de precipitaciones diarias, ver figura 11.7.

Se modelan los datos al igual que en Cooley, Naveau y Davis 2010, [58], se estima la
acumulada F, modelando el 70 % inferior de los datos a través de la distribucién empirica

F* y la cola superior a través de la distribucion generalizada de Pareto,

7 (z) = 1-— {1 — F)*((ux)} {1+ k(z — uXi)/ﬁi}jrl/'{ six > uy,
i F5 () six < uy,

siendo uy, el cuantil 0,7.
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Figura 11.6: Densidades estimadas de las precipitaciones maximas anuales locales para

distintos periodos de tiempo, en junio-agosto.
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Figura 11.7: Precipitaciones diarias mensuales en el periodo junio-agosto de las estaciones
11020, 11040 y 11095. Se diferencian el 5 % de las observaciones extremas
segtin la distancia L; en R?

A partir de la F' estimada se transforman los datos a una Fréchet unitaria y se seleccionan
aquellas 200 observaciones de mayor norma en L1, aproximadamente el 5 % del total de
la muestra. Como se desarrollé en la seccidén 7.2, a través del método de Monte Carlo, se
estiman las probabilidades predictivas a posteriori en el periodo junio-agosto. A través de
la distribucién geométrica se calculan la probabilidades de ocurrencia de ciertos eventos

extremos en distintos lapsos de tiempo, ver cuadro 11.3.

periodo (afios) ‘ Junio — Agosto
| Py(Alw) umbrales de 100 mm  Py(Alw) umbrales de 150 mm
10 0.0821 0
20 0.1202 0.0002
30 0.2341 0.0009
40 0.3933 0.0012
50 04222 0.0041

Cuadro 11.3: Predicciones a posteriori en el periodo junio-agosto a través de una mezcla
de distribuciones Dirichlet.
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11.2. Periodo Noviembre-Marzo.

11.2.1. Cluster de estaciones.

Se realiza al igual que en el periodo junio-agosto cluster de estaciones por maximos de
precipitaciones, los cuales difieren en forma significativa de los grupos obtenidos en el caso

anterior, ver figura 11.8.

Cluster por Precipitaciones Cluster por coeficientes de forma Cluster por F-Madograma

Coeficiente de Silhouette Coeficiente de Silhouette

Figura 11.8: Cluster de estaciones segtin distintas matrices de dismilaridad con el método
k-medoides en el periodo noviembre-marzo.

Se estudian, las estaciones 11020, 11040, 11095, que comparten 50 afios de informacién

en comun,

1961, 1962, 1963, 1964, 1965, 1966, 1967, 1968, 1969, 1970, 1971, 1972, 1973, 1974, 1975,
1976,1977,1978,1979, 1980, 1981, 1982, 1983, 1984, 1985, 1986, 1987, 1988, 1989,
1990, 1991, 1992, 1994, 1995, 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002, 2003,

2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010, 2011.

Como puede apreciarse en la figura 11.9 los mdximos anuales muestran un comporta-

miento similar entre las estaciones, lo que no acontecia en junio-agosto.

11.2.2. Modelacion de la dependencia.

Como se menciono en la seccion anterior la cercania entre las estaciones se manifiesta

en una alta dependencia, la cual se puede apreciar en los diagramas de dispersion luego de
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PRECIPITACIONES MAXIMAS
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Figura 11.9: Precipitaciones maximas en 50 afios en el periodo noviembre-marzo.

ser transformados los datos, ver figura 11.10.

Cépulas Extremas

ESTACION 11040
ESTACION 11095
ESTACION 11040

ESTACION 11020 " ESTACION11020 ESTACION 11005

Figura 11.10: Datos bivariados transformados a uniformes entre las estaciones 11020,
11040 y 11095 en el periodo noviembre-marzo.

Se ajustan distintas familias de cOpulas extremas, ver cuadro 11.4, y a partir del criterio
de la pseudo max-verosimilitud se selecciona la cOpula t-extremal, al igual que en el caso
anterior. Se simulan 100 valores bajo este modelo para los diferentes pares de estaciones en
la figura 11.11.

Las densidades estimadas de los médximos anuales, ver 11.12, presentan valores esperados
mas pequeiios, las colas mds pesadas que el lapso junio-agosto determinan probabilidad més

altas de eventos muy extremos, ver cuadro 11.5.
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Cuadro 11.4: Ajuste de Cépulas extremas de a pares en el Municipio de Ledn, en el periodo
noviembre-marzo

Cépula \ 11020 - 11040 11020 - 1109 11040 - 11095
\LogLik Pardmetro p-valor | LogLik Pardmetro p-valor | LogLik Pardmetro p-valor

Gumbel 3930 2954 00084 | 4030 2878 00154 | 4344 3278 0.0245
Galambos 3825 221200005 | 3981 2139 00524 | 4292 248 0.0175
HuslerReiss | 3125 2167 00005 | 36.70 24990 0.0394 | 4035 274 00115
T-Extremal (g1=4) | 4255 0965 00865 | 4223 0967  0.056 | 4403 0966  0.0923

ESTACION 11040
_ ESTACION 11095
ESTACION 11095

ESTACION 11020 ESTACION 11020 ESTACION 11040

Figura 11.11: Datos simulados bivariados con la cépula t-extremal entre las estaciones
11020, 11040 y 11095 en el periodo noviembre-marzo.

Mezcla de distribuciones Dirichlet.

En este caso obtenemos 7543 datos diarios para las estaciones 11020, 11040 y 11095,
ver figura 11.13.

De la misma manera que en el periodo junio-agosto se simulan valores de la distribucién
predictiva a posteriori mediante Monte Carlo, ver figura 11.6. Se aprecia un comportamiento
similar al obtenido por cépulas extremas, en referencia a las predicciones y a las diferencias

entre invierno y verano.
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Figura 11.12: Densidades estimadas de las precipitaciones maximas anuales para distintos



Cuadro 11.5: Predicciones locales mediante cépulas en el periodo noviembre-marzo

perfodo (afos) ‘

11020 - 11040

11020 - 1109

‘Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 15Umm)‘Mediana Media Desvio P*(supere 100 mm) P*(supere 150 mm)

10
pl|
30
40
30
100

176
30.6
413
44
4§83
.

28 179 0.010 0.004 M4 23 Nl
8157 0.026 0.009 4§52 %5 3l
82 252 0.037 0.010 529 644 419
519 263 0.033 0.010 96 08 49
#8196 0.054 0.012 657 8L 526
68.1 340 0.110 0.033 822 1035 978

0.039
0.072
0.109
0.149
0.180
0333

0.014
0.026
0.034
0.042
0.006
0.119
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Figura 11.13: Precipitaciones diarias mensuales en el periodo noviembre-marzo de las
estaciones 11020, 11040 y 11095. Se diferencian el 5 % de las observaciones
extremas segiin la distancia L; en R3

periodo (afios) ‘ Noviembre — Marzo
| Py(Alw) umbrales de 100 mm  Py(AJw) umbrales de 150 mm
10 0.031 0.0005
20 0.044 0.0012
30 0.074 0.0085
40 0.1221 0.0201
50 0.2081 0.0470

Cuadro 11.6: Predicciones a posteriori en el periodo noviembre-marzo a través de una
mezcla de distribuciones Dirichlet.
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Capitulo 12

Conclusiones.

Se delinean las conclusiones que se consideran de mayor relevancia en el trabajo.
Posiblemente un especialista en eventos climaticos podria realizar un andlisis con mayor
profundidad.

= En el periodo junio-agosto no se observa que el proceso sea estacionario en el espacio,
es decir, estaciones cercanas presentan comportamientos distintos respecto a las
precipitaciones maximas de manera apreciable. No es trivial, como lo muestran los
cluster de estaciones, delimitar zonas con comportamiento similar. Inclusive esto se
puede ver entre las estaciones 11020, 11095, que se encuentran a menos de 10 kms,
en la modelacidn local. Esto no sucede en el lapso noviembre-enero donde se aprecia
una mayor dependencia espacial, posiblemente debido a que las lluvias se producen
por frentes frios que entran en dichos meses y abarcan gran parte del Estado. Los

modelos max-estable producen por tanto un mejor ajuste en invierno.

= La relacion de los pardmetros de DVGE con determinadas variables predictoras no es

clara en junio-agosto.

El mejor modelo en el lapso noviembre-marzo es funcion sélo de la longitud, posible-
mente influye por tanto la distancia al mar y el circuito de vientos que en general van

de sur a norte.

= Las colas mds pesadas del periodo noviembre-marzo, lleva a probabilidades rela-
tivamente altas respecto a junio-agosto de valores muy extremos, lo que indica la
importancia del estudio de estos meses, aunque esto puede ser un efecto colateral de

la variabilidad de las lluvias en esta época.

= Los modelos de Schlather no son adecuados debido a presentar un alta dependencia

en valores espaciales lejanos.
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El modelo de Smith presenta dificultades con la cercania a cero de los valores propios
de la matriz de varianzas y covarianzas, lo que tiene por consecuencia problemas de

invertibilidad de la matriz.

El nimero de datos faltantes asi como el posible niimero de datos erréneos determinan

una modelacion menos eficiente.

Los modelos t-extremales presentan una alta flexibilidad, lo que los hace muy utiles
en la modelacion. Tanto en la modelacion global como local, variando los grados
de libertad de un periodo al otro, es el modelo que mejor ajusta en la mayor parte
de los casos. Se observa cierta coherencia en estos resultados puesto que las distri-
buciones finito dimensionales de los procesos t-extremales tienen asociadas copulas

t-extremales.

El ajuste regional por R-vines y por procesos méix-estables determinan predicciones si-
milares. Las R-vines brindan una posible solucién al problema de la no estacionariedad

espacial.

Se obtienen predicciones ajustadas a la realidad, lo que no siempre acontecié en

trabajos anteriores.

A partir de las distintas modelizaciones obtenidas es posible la construccién via

simulacién de intervalos de confianza para las estimaciones realizadas.

Se realiza un estudio de las lluvias extremas de una manera mas efectiva que aque-
lla en la que s6lo se consideran los valores méximos de las lluvias ignorando sus

caracteristicas espaciales.

Si bien la funcién coeficiente extremal parece no ajustar de forma adecuada en ambos

periodos, esto sucede en general en los estudios bajo este enfoque.

Para junio-agosto se sugiere como adecuado el enfoque local, agrupando estaciones

cercanas mediante el método propuesto por Naveau en 2013, [0].

Es altamente probable que en periodos de tiempo no muy lejanos se produzcan lluvias

que superen los 100 mm.

A través de lo ya realizado se podrian determinar las isoyetas de valores extremos en

la zona analizada del estado, para distinguir zonas de alto riesgo.
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= No hay evidencias categdricas sobre un cambio climdtico, sin embargo investigaciones
futuras podrian apuntar a un estudio sobre dicho aspecto. Por ejemplo, analizar a través
de alguna medida de dependencia en el tiempo, ver [16] y [49], un posible cambio

climatico.

» Las predicciones globales y locales demuestran que es de esperar, en periodos de
tiempo no muy extensos, precipitaciones extremas que provoquen severas inundacio-
nes en el Estado. En este contexto, es sustentable la idea que el patrimonio histérico
Meéxico en el Estado de Guanajuato sigue en riesgo latente, futuras inundaciones y

deslizamientos son plausibles a mediano plazo.

Es necesario, consolidar los sistemas de informacion y alerta de fenémenos meteo-
rolégicos e hidrometeoroldgicos, apoyar la implementacion de planes de prevencién
y atencion de inundaciones a nivel de cuenca hidroldgica y la proteccion de los

habitantes en zonas de alto riesgo de inundacion.
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Apéndice A

Algunas Demostraciones

A.1. Demostracion de Teorema 1
Demostracion. Por hipétesis existen dos sucesiones a,, y b,, tales que,
F[”t](a[nﬂx + bpny) — G(x) cuando n — oo, (A.1)
en los puntos de continuidad de GG. Por la monotonia de F' se cumple que,
F™(a,z 4 b,) — G*(z) cuando n — oo, (A.2)

para t positivo. Por tanto a partir del teorema de convergencia de familias, ver [30], se puede

afirmar que existen constantes A; > 0y B; € R, tales que

i - =A@, im0 gy (A.3)
n—o0 a[nt] n—ro0 a[nt}
y
G'(z) = G (A(t)xr + B(t)). (A.4)

A(t) y B(t) son medibles por ser limites de funciones medibles. A partir de (A.4) se tiene

que,

G (A(DA(s)z + A(t)B(s) + B(t)) = (A.5)
=[G (A(s)z + B(5))]' = G*(z) = G (A(ts)z + B(ts)).

Como G no esta concentrada en un punto, entonces

A(ts) = A()A(s), Bl(ts) = A(t)B(s) + B(t) = A(s)B(t) + B(s). (A.6)
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Se puede deducir de lo anterior que la tinica solucidn finita, medible y no negativa es de la

forma,

Alt)=t%,0 ¢ R. (A7)

0 = 0 En este caso B(ts) = B(t) + B(s) y la solucién es, B(t) = clog(t) y sustituyendo
en (A.4),

G'(z) = G(z + clogt). (A.8)

Por tanto ¢ < 0 pues en caso contrario G seria degenerada o G creciente respecto de

t. A partir de (A.8) se deduce que 0 < G(z) < 1y tomando z = 0 se obtiene.
G'(0) = G(clogt). (A9)
Tomando G(0) = e P y u = clogt se obtiene la distribucion de Gumbel.

6 <0 Como A(t)B(s) + B(t) = A(s)B(t) + B(s),sit # 1y s # 1,

B B(t
L) __ B (A.10)
1—A(s) 1—A()
0 sea que es una funcién constante c. Por tanto,
B(t) = ¢(1 —t%). (A.11)

A partir de (A.4) se cumple G'(z + ¢) = G(t’x + ¢) y siendo H(x) = G(z + ¢) se

puede concluir que G'y H son del mismo tipo, asi que se trabaja con H, que satisface,
H'(z) = H(t’x). (A.12)

Tomando x = 0 en esta ecuacién se cumple que tlog H(0) = log H(0) para t > 0,
entonces H (0) = 0 pues es imposible que H(0) = 1 a partir de (A.12) y que H no
es degenerada. Ahora si en (A.12) se toma x = 1, se observa que H(1) € (0, 1). Si
seelige « = —1/0y H(1) = exp{—p~®} en (A.12) se obtiene la distribucién de
Fréchet.

6 > 0 Es andlogo al caso anterior
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A.2. Demostracion del Teorema 4

Demostracion. El problema se reduce a probar que si 1, s, .... son v.a. i.i.d en C7|0, 1]
tal que = méx{¢r, ..., v, } % ven C10, 1], con 1); Fréchet unitarias, ver [23].

Si se expresa,

1
— max ¥; = — max — max A.13
nk i=1,.., nk¢z kj=1,..knr=1,., n%’k’ ( )

donde 1), son independientes con la misma distribucion, si n tiende a infinito se obtiene la
tesis. [

A.3. Demostracion del Teorema 5

Directo.

Demostracion. Se supone, en lugar de R?, un espacio S medible. Sea y;, > 0 y el conjunto,

B ={(¢,s):¢¥f(s,t) > y, para al menos unt} . (A.14)

El suceso {Y; < y, para todot} es equivalente a que ningiin punto del proceso de Poisson
caiga en B. La medida de B es,

> - [ (s
/5/0 I{¢>m1’nt f(y;t)}w 2d¢y(d5)_/sm?x{ m }V(ds), (A.15)

entonces,

— [ méxs £(s:t) v(ds
P (T, < y, para todo t) — ¢~ Jsmixe{ 455 Jr(as) (A.16)
0

Por tanto las distribuciones marginales son Fréchet unitarias y es sencillo, a partir de
(A.16), observar que es un proceso max-estable.
Reciproco.

Lemal

Sea 1) un proceso simple max-estable en S. Entonces,

P([¢)|oc)v =€ >0 (A.17)

y ¢ una constante positiva.
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Demostracion. Sean 11,1, .. ., v.a. i.i.d con la distribucién de 1), por ser 1) max-estable se

cumple que,
21 sy (A.18)
w - ﬁ 11’2?%}; wl n, :

entonces,

Pl <) = (P[Y]e < 2)]". (A.19)
Por tanto se concluye la tesis. [
Lema 2

Sea 1y, ..., 1Y, ... un proceso estocdstico en C(S) y % MAaX] <j<pn Vi L 1, se define,
pine(A) = pu{f € A/|floo > €}, (A.20)

siendo p,(D) = nP (n %) € A), paracada A € C*(S) = (0,00] x {f € C(S)/f > 0}

es relativamente compacta.

Demostracion. Ver [23]. O
Lema3
Sea 11,1, . .., un proceso estocdstico en C(S). Si % MAax) <j<pn Vi 4 1 en C(S), enton-
ces,
L n=1,2 ..., (A.21)

en Cj5(S) = (0,00] x Cf(S), donde (0, 00] estd dotado de la métrica @,

Q(r,y) = 1/z —1/y|.

Equivalentemente, para cada conjunto de Borel Aen {f € C(S)/f > 0} tal que
infrea|floo > 0y v(0A) =0, se tiene que,

Im 11, (A) = p(A), (A.22)
n—oo
donde la relacién entre las medidas ¢ y pu, para cadam = 1,2, ..., es dada por,
Py € Ag,) = e AR, (A.23)
para los compactos K = (Ky,...,K,,)en Sy x = (zy,...,,) positivos, y
Ak, ={fe€C™(9)/f(s) <zjcons € K;,j=1,2,...,m}. (A.24)
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Demostracion. Si pi,, . converge en C*(S), entonces

Mmoo pn{f/f(s) <zj,cons € K;,j=1,...,m}°=
lim,seon (1 = P(n~M(s) < axj,cons € Kj,j=1,...,m)) =

lim,, oo nlog P(n')(s) <z, cons € K;,5=1,...,m) =

lim,, oo —log P(n™! max;<;<n ¥i(s) < zj, cons € K;,5=1,...,m) =
—log P(¢(s) < z;,cons € K;,j=1,...,m).

Por tanto la medida p , para cualquier m, K;, y x; verifica que,

p{f/f(s) <zj,conse K;,j=1,...,m}°= —log P(¢(s) <xj,cons € K;,j=1,...,m).

Dado € > 0 la sucesion {/, } es relativamente compacta por el lema 2, cada subsucesion

convergente tiene el mismo limite.
[

Lema 4

(Giné, Laurens de Hann y Vatan en 1990)

Para un proceso estocdstico ¥ en S' los siguientes enunciados son equivalentes,

1. 7 es max-estable simple en C'(.5).

2. Existe una medida de Borel o-finitaen Cy" (S) tal que paratodo t € S, [+ f(t)do(f)

1,y si v es una medida en C;" x R*, tal que dv = do x f—g, entonces

Y £ mix (A.25)

donde {n;} son los puntos de un proceso de Poisson con intensidad v.

3. Hay una medida finita de Borel, o, en Cf con [+ f(t)do(f) =1 paratodot € S tal

que para los compactos en S, Ky, ..., K,y z1,...,z, > 0, se cumple que,

—log P (ML {Y(K;) < xi}) = max J(K)

do(f).

4. 1) tiene trayectorias continuas c.s y hay una medida de Borel, o en C}", con

f@f f(t)do(f) = 1 paratodo t € S tal que paratoda f € C(S), f > 0, se cumple

que,

~tos P < )= [ lla/ldoto)
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Demostracion. » (1=2).

A partir del Lema 3 , existe una medida v, que cumple,

u(ad) = a~L(A), Ya > 0,
con A € (0,00]xC;(S). Si se denota B, 4 = (r, 0] X A se obtiene que B, 4 = rBj 4
y por tanto (B, 1) = =1 (By.1).

Considerando la transformacién f — (| floos %) v pasa a ser una medida producto

representada por,
o(A) = p(By.a)-

» (2=3)

limy, oo n{f/f(s) <zj,cons e K;,j=1,...,m}°=
—log P(¢(s) < z;,cons € K;,7=1,...,m).

Por otro lado,

h/mnﬁooﬂn{f/f(s) < xj, cons € Kj’j - 1""’m}c -
= u{f/f(s) < x; cons € Ky j=1,... ,m}* =
_ i <m T
—,u{f/|f|00 > SUPsc K }( )/|JJC‘ }
_ wing e o Bdo(f) =
ffECf'(S) fr>supsell(:m " ( )

, supsexk, f(s)
= [reor (s méx1<jm T —— ——do(f).

Fijado s,

1=—log P(¥(S) <1)
= u{f < | floe > (22
- féj(s fr>1/f(s
- fé;r(s o(f

= (3= 1) Sea ¢ una medida finita en C}f (S), y la medida 1 € C5(.5) es definida por,

pdf: fls) > 1} =

1

I%S

O'

\—/m

w{f/|fleec >, €A} =r"'o(A), r>0,

Ifloo

con A un boreliano de C;(S). Sea N un proceso de Poisson con intensidad y, y sea

1,19, ... una realizacion de dicho proceso. Se define,
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n= méX wia
7 es finito pues,
P([n]a) = P ( N no tiene puntos en {f/| | > }) = ¢ #U/11=>0) = =709,

Dados los compactos K; € S, la distribucién de 7 es,
P(n(s) <zj,cons € K;,j=1,...,m) =
= P(EI grafo de f evita al conjunto K; x (z;,00],j =1,...,m) =
= exp {— Jor ) méxi<jicm <Ij_1 SUDef, f(S)) dU(f)} :

Ahora se observa que 7 es max-estable,

()

max 7; = max max ¢;"’,

1<j<k 1<j<k 1<i<oo
siendo /) k copias del proceso. Se puede identificar al proceso méx-estable donde la

medida v es remplazada por kv. Expresando,

ki = méx kb,

la medida del proceso es,

p{f/kf € A} = p{k™' A} = kp{A}.

Como max<j<j 7; y kn tiene la misma distribucion, entonces 7 es max-estable.
]

La demostracion del teorema es evidente a través de la propiedad 2 del lema 4, conside-

d ) . .
Y = méax;{ R;m; } donde (R;m;) son puntos de un proceso de Poisson con intensidad v.

A.4. Demostracion de Teorema 4.3.2

Demostracion. Debido a la infinita divisiblidad del proceso de Poisson, ver [22] se puede

observar que Z es max-estable. Las marginales son Fréchet unitarias, donde (y,, Y} )

tiene la misma distribucién que un proceso de Poisson en R? x (0, 00) x U con medida de

intensidad,
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A(B x I xV)=|B|PY(V) /S—st,
I

donde B es un subconjunto medible de R?, I C (0,00),y V C U. Entonces, ver [79],
la probabilidad P(Z (o) < t),t > 0, siendo o el origen de coordenadas, es igual a la

probabilidad nula del conjunto,

{(z,5,¢) € R? x (0,00) x U/s&(—x) >t} .

Es decir,

—log P (Z(o) > t) = / / / s 2dsdxdPY =t
U JRE Jt)Y (—z)

OJ
A.5. Demostracion del Teorema 7
Lemal
Sea h : S; x Sy — R un funcién 2-creciente, que cumple que,
h(z,my) = h(z,ma) =0 V(x,y) € Sy x S,
siendo m; y my los minimos respectivos de S; y S». Si se denota i(t) = h(t,M,) y

J(t) = h(M;,t), con My, M, los maximos de S y Sy respectivamente, entonces

|h(22, y2) — h(x1,y1)| < i) — i(w1)| + [7(y2) — 7 (y1),
con x1,To € S1Y Y1,y € So.

Demostracion.

’h(l’myz) - h($1,y1)| < \h(l'%yz) - h($17y2)’ + |h($1,y2) - h($1,y1)’~

Suponiendo, sin perdida de generalidad, que 1 < 22y 41 < Y2 se cumple por hipotesis que

h(xa,y2) — h(21,2) > 0y como,
0 < h(x2,y2) — k(21 y2) < h(z9, M) — (21, My) = i(x2) — i(21)
Invirtiendo z; con x5 se obtiene que,
A (22, y2) — h(21,y2)| < i(z2) —i(21)],
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y de forma anéloga,

\h(21,y2) — bz, )| < 5(y2) — J(yo)l,

Lema 2

Sea H una funcién de distribucién conjunta con marginales F'y G. Entonces existe una
7 . z . sz 7 . . . !
tinica subc6pula (misma defincién que cépula pero con dominio un subconjunto de 1%) C

tal que,

» Domc = Ran F x RanG.
= H(z,y) = C'(F(x),G(y)) ¥(z,y)

Demostracion. Si se considera S; = S5 = R a partir del lema anterior,

[H (2, y2) — H (1, 91)| < [F(x2) — Fa1)] + [G(y2) — Gy)l;

por tanto si F'(x2) = F(z1)y G(y2) = G(y1) se cumple que H(x1,y1) = H(z2,92).
Entonces la funcién C : (F(x), F(y)) — H(z,y) esta bien definida en el dominio Ran F x
Ran Gy es sencillo verificar las propiedades que determinan que es una subcépula. [

Lema3

L ’ L . L .

Toda subcépula C" se puede extender a una cépula, no necesariamente de manera Unica.
e / / .

Sea S7 x S5 el dominio de C". Puesto que C' es creciente y acotada podemos extenderla

aS; xS, sea C" dicha extensién. Es obvio que,
« C'(1,v)=v C"(u,1) =u.
» h(my,y) = h(x,my) =0

Si se toma un rectdngulo B en S; x Sy y B,, una sucesion de rectangulos

en S x S5 cuyos vértices tengan como limite los vértices de B, entonces

VC//<B) = lim VC/<Bn) > 0,

n— oo
por tanto C" es 2-creciente y entonces una subcépula.
Sean a; = max{u € S;/u < a}, a; = max{u € S;/u > a}, by y b, de manera anloga

para S,. Se define una cépula C' de la siguiente manera,
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Cla,b) = (1—)\1)(1—111)0”(@1, b1)+(1—)\1),ulC"(a1,bz)+)\1(1—;¢1)0”(a2,b1)+)\1,u10”(a2, ba),
Siendo,

a—a .
)\1 . { —a27all S1 Q9 §£ aq

1 sia; = as

[y = ot Siba# b
! 1 si b1 = bg '

Sea (¢,d) € I*,tal que a < cy b < d son los vértices opuestos del rectangulo B C I

Notemos ¢y, 2, dy, da, \a, iz los valores para C(c, d).

caso l:a; =c;yb;=d;coni = 1,2

E

B) = C(c,d) — C(c,b) — C(a,d) + C(a,b) =
L= 2)(1 = paz) = (1= Ag) (1 — pua) — (T = M) (1 — pa)+

~—~

i(1 X2) (1 — p1)C" (ag, br)+

+[(1 = Ae)prz — (1= A — (1= Mg + (1 = A)pua] €7 (a1, o) +
+ Aol = p2) = Aol = pn) = Au(1 = pz) + A (1 = pnr)] C" (ag,by)+
+[Aaptz — Aapt — Mg + A ]C” (az, by) =

(A2 = A1) (p2 — )V (B) > 0
caso2:a < a, <c yb<b, <d <d

Vo(B) = (1 = M)paVer ([ar, az] X [dy, do]) + p2Ver ([az, ¢1] X [dy, do]) +
+AaptaVerr ([e1, o] X [dy, do]) + (1 — M)V ([an, ag] X [ba, di]) +

+Ver ([ag, c1] X [ba, di]) + AoV ([c1, c2] X [ba, d4]) +

(1= A)(1 = p2)Ver ([ar, az] X [b1, bo]) + (L — pa) Ve (lag, ea] x [by, bs]) +
+)\2(]. - ul)VC// ([01,02] X [bl, bg]) Z 0.

Es andlogo para los otros casos.

Teorema de Sklar

Demostracion. A partir del lema 3 , se obtiene una subcépula en Ran F' x RanG ,si F'y
G son continuas se cumple que Ran I x Ran G = I?, en caso contrario se pueden extender
a una copula segtn el lema 4.

El reciproco es sencillo probando que H (x,y) verifica las propiedades de una distribu-

cién acumulada conjunta [
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Apéndice B

Algunos Cuadros.

B.1. Cuadros del periodo junio-agosto.
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Cuadro B.1: Precipitaciones médximas del trimestre junio-julio-agosto en cada afio para
cada estacion.
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Cuadro B.2: Estimacion de los pardmetros de la DVEG para cada estacion por el metédo de
mdéxima verosimilitud y por el método de los momentos pesados en el periodo
junio-agosto.

Maxima Verosimilitud Momentos Pesados

Estacion posicion escala forma posicion escala forma

11001 4703 1644 -0.15 4682 17.02 -0.15
11002 38.46 9.58 0.04 38.76 1033 -0.03
11003 42.21 15776 -032 4154 1597 -0.25
11005 36.87 10.88 0.12 36.94  11.53  0.07
11006 4235 1270 -0.10 4192 1296 -0.06
11009 41.69 1624 -024 4097 15.19 -0.15
11013 37.82 1043 -0.07 3738 10.05 0.00
11020 36.59 1218 -0.11 36.34 1199 -0.08
11021 40.03 1465 -0.28 40.67 14.17 -0.35
11028 4229 13.11 0.09 4194 12775 0.13
11031 4122  10.19 -0.07 4094 10.16 -0.03
11033 3468 1085 -0.14 3474 11.21 -0.16
11036 4126  13.81 0.00 4093 1342 0.04
11040 40.64 1397 -0.11 4044 1484 -0.12
11051 34.67 12.18 -0.01 3482  13.11 -0.06
11052 36.68 10.55 0.10 36.20 9.64 0.19
11071 4222 1325 -034  41.83 1352 -0.30
11072 40.91 13.19 -0.20 4057 13.21 -0.16
11079 39.86  10.63 0.11 39.59 1061 0.13
11095 4380 13.06 -0.00 4325 12.69 0.06
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las DVEG de las estaciones meteoroldgicas en el periodo junio-agosto.
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Algunos modelos posibles para la estimaci

Cuadro B.3

(wop)20°0 + (#91)80°0 + ge's = (%)3

(uop)et + (o) b + % = (7)3

(uop)gs‘c — (#21)€8°0 — 6L°L50— = ()9 (uop)eg + (o) 'y + 9% = (v)o

910°L0T9 TI  L¥1'THOE- (uop)61‘6 — (#P)F0OG — 60°18e— = (2)1f (uop)eo + (pop) 1o + 00 = (x)1/
L90°0— = (2)3 o = ()3

(uop)ov‘c — 6s'cec— = ()0 (uop)eg + 0g = (x)o

8/8°€0T9 8 90T tHOE- (uop)6‘c — 21'v90— = () (uop)eo + 0o = ()1
90°0— = A&vw oL = A&Vw

(o't + 84— = ()0 (mwntg + 0f = (x)o

1,LS°8019 8  ¥9+'9v0¢- (12581 — €0'TL = (o)1 ()T + 00 = ()1
90‘0— = A&vw oL = A&vw

(11m)z0‘0 — (won)¥z‘c — 6% ‘cle— = (x)o (210)8g 4 (uop)eg + 9 = (x)0

61S9019 Ol 89T €P0E- (717)z0°0 — (wop)8G‘c — g0z — = ()1 (#10) €0 + (uop) e = (x)rf
Go0‘0— = A&vw oL = A&vw

(11m)z0‘0 — (wop)¥z‘c — 0g‘cle— = (x)o (210)Eg + (uop)eg + °g = (x)0

LE600I9 11 <2I6'8€0c-  (71P)g0‘0 + (©o)91‘9 — (391)0g‘9 — 1L ¥Ssv— = ()17 (31p)¥0 + (uo))@o + (3v]) 10 + 00 = (x)1!
890°0— = (7)3 oL = (2)3

(217)z0‘'0 — (uwop)1g‘c — (#91)9G‘0 + 8¥‘0cc— = ()2 (1v)Ed + (uop)eg + (4w))'g + °g = (x)o

120°8019 11  LITEPOE- (21)20°0 — (©07)95°0 + 8%'9z— = ()1 (20)&0 + (uop)@o + o0 = ()1
€90°0— = ()3 o = ()3

(21)c0°'0 — (#91)88‘'T + 99'¢cc— = ()2 (1p)eg + () 'g + 9% = (x)o

169019 01  $6S €h0Og- (710)€0‘'0 — (#21)GL0 — 6¥°9¢ = (2)1/ (2)&0 + (a0]) O + 0O = ()11
790°0— = (%)3 oL = (2)3

(71m)g0‘0 — (#])G0‘T + 1L — = (X))o (110)8g + () ' + 9 = (x)0

PO 1019 11 96€6£0€-  (#1P)€0‘0 + (©01)91‘9 — (1) 1€'9 — 16FSHh— = (x)1  (2yp)&0 + (1op)%0 + (3v]) 'O + OO = ()1
L0°0— = (%)3 o = ()3

(#11r)20'0 — (uopge'e — (1) 18°0 + 6¢'cee— = ()0 (1v)8g + (uopd + () + % = (x)o

€26'0119 11  8EEPPOE- (1m)e0'0 — (1) LL'8 — ¥6°8G = (w)1/ (1m)g0 + (7)o + 00 = ()1
2£90°0— = ()3 o = ()3

(uop)06‘c — (371)80°T — OF‘LGC— = (x)o (uop)eg + ()¢ + 0 = (x)o

SLS'1019 Ol  Thb Obog- (uop)91‘c — (IPNF0'G — 6L LLE— = ()] (uop)eo + (avp) o + o0 = ()1
G90'0— = (¥)3 o = ()3

(uop)98‘c — (311)06°0 — 66°L5¢— = (x)o (uop)eg + () g + o = (x)o

€20°T0T9 1T LS9'6£0€-  (#P)F0'0 + (w01)91‘0 — (I)FE'9 — 1 FSF— = (2)17  (21p)¢0 + (10])%0 + (3v]) 0 + OO = (x)1f
990°0— = (%)3 o = ()3

(z10)€0°'0 — (©0))65'c — (#1)TS00 — S6°G16— = ()2 (yw)Fg + (uop)y + (av]) g + O = ()0

TLOTOT9  TI1 667 6£0€- (wop)L1'c — (IDE6'Y — Bg'18e— = (T)1f (uop)eo + (o) Vo + 00 = (x)1l
G90°0— = (*)3 o = ()3

(110)z0‘'0 — (wop)Lg'c — (IPDYIO0 + 85'GTe— = (x)o  (3v)fd + (uop)eg + (30)) g + 0% = (x)o

L1STOI9 TI  LT6'S€0E-  (#1P)¥0°0 + (101119 — (#p])¥e‘9 — 99'V6h— = (z)1  (31p) %0 + (uop)eo + (3v]) WO + 00 = ()1
DIL Jjoa 47~ opewnsy O[9POA OToPOIN
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Cuadro B.4: Estimacion conjunta de los pardmetros de las DVEG de las estaciones meteo-
rolégicas a través del modelo seleccionado por el criterio TIC, en el periodo
junio-agosto.

Estimacién conjunta

estacidon posicidon escala forma

11001 43.02 14.17 -0.065
11002 41.44 11.65 -0.065
11003 42.40 14.88 -0.065
11005 37.50 12.03 -0.065
11006 38.34 11.36 -0.065
11009 37.98 12.57 -0.065
11013 38.57 13.26 -0.065
11020 40.15 13.92 -0.065
11021 40.41 13.25 -0.065
11028 39.74 14.14 -0.065
11031 39.10 11.58 -0.065
11033 37.02 11.91 -0.065
11036 42.79 15.29 -0.065
11040 40.15 13.74 -0.065
11052 39.18 13.78 -0.065
11071 39.57 13.62 -0.065
11072 40.51 13.55 -0.065
11079 41.67 13.01 -0.065
11095 40.23 14.02 -0.065
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Cuadro B.5: Precipitaciones médximas del trimestre junio-agosto en cada afio para cada
estacion transformadas a Fréchet.
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B.2. Cuadros del periodo noviembre-marzo.

Cuadro B.6: Precipitaciones maximas en el periodo noviembre-marzo en cada afio para
cada estacion.
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Cuadro B.7: Estimacion de los parametros de 1a DVEG para cada estacion por el método de
maxima veosimilitud y por el método de los momentos pesados en el periodo
noviembre-marzo.

Maxima Verosimilitud Momentos Pesados

Estacion posicion escala forma posicion escala forma

11001 7.39 6.00 0.21 7.06 542 032
11002 9.22 803 0.17 9.06 797  0.19
11003 6.78 5.76  0.20 6.84 6.15 0.15
11005 7.73 5.16  0.27 7.99 5.85 0.14
11009 9.02 698 0.15 9.02 7.30  0.12
11011 8.08 6.38  0.28 7.84 6.13  0.33
11013 7.76 6.54 0.21 7.64 6.59 022
11020 6.60 545 025 6.54 5.60 0.25
11021 8.25 6.57  0.03 8.25 6.76  0.01
11025 9.12 761  0.27 9.11 792  0.23
11028 6.42 6.22  0.32 6.33 6.30  0.31
11033 9.33 7.54  0.28 9.11 746  0.31
11036 6.17 6.30 040 6.22 6.62 0.34
11040 8.53 7.10  0.19 8.29 692 023
11051 8.41 6.84  0.37 8.64 747  0.26
11052 8.43 6.18  0.27 8.46 6.50 0.23
11060 9.44 733  0.02 941 7.66  0.00
11071 7.14 6.84 0.31 7.28 735 0.23
11072 8.06 6.52 0.20 7.92 6.54 0.21
11076 9.23 6.61 0.16 8.93 6.21 0.22
11095 7.23 6.56  0.30 7.14 6.67 0.28
11096 7.39 6.51 0.36 7.39 6.81 0.32
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Algunos modelos posibles para la estimaci

Cuadro B.8

(uop) 1200 — (#21)S0T'0 + 90'F— = (x)3 (uopel + (o)™ + oL = ()3

(u01)G0G‘0 + (#21)8€€‘0 + 10,05 = ()9 (uopeg + (aw))'g + 0 = (x)o

S96'9LF¥S TI  8€0°L69T- (uop)8zL‘T + (#01)EeTH 0 + SO0 VLT = (z)1f (uop)@o + (a0)) 1o + 00 = ()1
9ez'0 = (2)3 = ()3

(uwop)ge‘o + Lo‘eh = ()0 (uop)eg + 0 = (x)o

¥8EELYS 8  €bb'869C- (uop)veg‘t + 8L1°¢91 = (x)1f (uop)eo + 00 = ()
1€€8°0 = (%)3 o = ()3

(m1GL0‘0 + 21'g = ()0 () 'g + 9% = (x)o

SLLLLYS 8  9€9°00LCT- (D¥F0 — 691°LT = ()1 (7)o + 00 = (x)r!
6¥€20 = A&vw oL — A&vw

(217)800°0 + (10])8TT‘0 + €L8'8C = (%) 2 (#10)8g) + (uop)eg + 0 = ()0

LO9TYLYS Ol SELL69T- (110)10°0 + (wop)ELET + 6E9FT = ()1 (1) #0 + (uop)eoo0 = ()1l
6££c0 = ()3 = (2)3

(217)800°0 + (10])8TZ‘0 + 98¢°'8T = (%) 2 (110) g + (uop)eg + 9 = (w)o
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Cuadro B.9: Estimacion conjunta de los pardmetros de las DVEG de las estaciones meteo-
rolégicas a través del modelo seleccionado por el criterio TIC, en el periodo
noviembre-marzo.

Estimacién conjunta

estacion posicién escala forma

11001 7.43 6.54 0.24
11002 8.70 6.83 0.24
11003 7.30 6.51 0.24
11005 8.73 6.84 0.24
11009 8.53 6.79 0.24
11011 8.42 6.77 0.24
11013 8.32 6.75 0.24
11020 7.20 6.49 0.24
11021 8.24 6.73 0.24
11025 7.17 6.48 0.24
11028 7.73 6.61 0.24
11033 8.53 6.79 0.24
11036 6.97 6.44 0.24
11040 7.22 6.49 0.24
11051 8.45 6.77 0.24
11052 8.07 6.69 0.24
11060 8.19 6.72 0.24
11071 7.60 6.58 0.24
11072 8.14 6.70 0.24
11076 8.76 6.84 0.24
11095 7.20 6.49 0.24
11096 8.22 6.72 0.24
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Apéndice C

Las lluvias: Algunos Conceptos.

La Iluvia es un fenémeno atmosférico de tipo acudtico que se inicia con la condensacion
del vapor de agua contenido en las nubes '. Segtin la Organizacién Meteorolégica Mundial,
la lluvia es la precipitacion de particulas liquidas de agua, de didmetro mayor de 0,5 mm o
de gotas menores, pero muy dispersas. Si medimos en mm al afio se consideran pocas por
debajo de 200 mm, escasas entre 200 y 500, normales entre 500 y 1000, abundantes entre
1000 y 2000 y muchas si son mds de 2000.

Se consideran factores determinantes, la presién atmosférica, la temperatura y especial-
mente la humedad.

Las lluvias pueden originarse por diferentes nubes, generalmente nimbostatus y cumulo-
nimbus, la persistencia de una lluvia abundante requiere que las capas de nubes se renueven
continuamente con movimientos ascendentes. El ascenso de las masas de aire puede estar

ligada a diversas causas, que dan lugar a diversos tipos de lluvias,

Lluvias de conveccion Al caltentarse las capas bajas de aire himedas suben, se dilatan y
producen precipitaciones intensas, suelen producirse en zonas llanas o con pequefias
irregularidades. La extension de la lluvia varia notablemente de unos cientos de metros
a cientos de kilometros. Las lluvias de conveccion dejan una especie de “huella” o

mancha mojada en el suelo que tiene forma ovalada.

Lluvias orograficas Se producen cuando una masa de aire himeda choca con un relieve
montafioso y al chocar asciende por la ladera orientada al viento. La orografia juega
un papel importante en la cantidad, intensidad, distribucion espacial y duracién de la

precipitacion.

'Fuente: Wikipedia
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Lluvias ciclénicas Se produce en las latitudes templadas al entrar en contacto dos masas
de aire de caracteristicas térmicas distintas, como las provocadas por el frente polar y

el frente tropical.
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Apéndice D

Funciones de variacion regular.

El concepto de variacion regular es introducido por Karamata en 1933, [44]. Este
concepto posteriormente es aplicado para modelizar el comportamiento de la cola de la
distribucion de una variable aleatoria. Para un breve desarrollo sobre la teoria se considera

como referencia [23], [67] y [54].

D.1. Funciones reales de variacion regular

Se puede pensar la variacion regular como una derivada en el infinito, es decir, en lugar

de tomar y fijoy h — 0 en el cociente incremental,

9y +h) =9y
h Y
se considera h fijoy y — co. Se puede probar que si el limite existe para todo h entonces

(D.1)

no depende de h y se puede expresar g(y) = go(y) + o(1) donde gy es diferenciable y

cumple,

lim g[l)(y) = lim 9y +h) —9v) (D.2)

Si se define ahora f(t) = edlogt) | f verifica que,

, f(tl') _
Hm O

para todo x € R™, para algin « € R. Se dice que f es una funcién de variacién regular.

(D.3)

Definicion 18 (Funcién de variacién regular). Un funcion medible Lebesgue f : RT — R

positiva es de variacion regular si existe o € R,

. flx)
Hm O

x>0 (D.4)
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Se denota f € RV,. « es llamado el indice de variacion regular, si o = 0 se dice que es
de variacion lenta.
Es suficiente probar que el limite existe y es finito para todo x en un conjunto de medida

de Lebesgue positiva para que la funcién sea de variacion regular.

Teorema 14 (Teorema de Representacion). Si f € RV, existen funciones medibles a,c :
RT — R con,

lim ¢(t) =co >0 lim a(t) = a, (D.5)

t—o00 t—o00

y to > 0 tal que para todo t > t,

F(8) = cft) exp ( /t: —ds) (D.6)

También se verifica el reciproco.

Algunas Propiedades.

1. Si fi € RV,,y fo € RV,,, entonces f1 + fo € RV, 1a,- Ademds si lim,_,, fo(t) =
oo entonces fi o fo € RV, q4,-

2. Si f € RV, es integrable en intervalos finitos de R™ y o > —1, entonces fg f(s)dses
de variacién regular con indice o + 1. Si f € RV, con a@ < —1, entonces ftoo f(s)ds

existe y es de RV con indice o 4 1.

3. Si

F(t) = exp ( /O t a(s)§d3> (D.7)

para una funcién a continua que cumple que a(s) — « > 0 cuando s — oo, entonces

[ € RViy,, donde f eslainversa generalizada de f.

Definicion 19 (Variables aleatorias de variacion regular). Sea X una v.a. no negativa, se
dice es de variacion regular de indice « siy solo si Fx es de variacion regular con indice

—Q.
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D.2. Funciones de variacion regular multivariada

Definicién 20. El vector aleatorio X con valores en R es de variacion regular con indice
« si existe un vector © con valores en Sfl[l = St N0, 00)? tal que para x > 0 se cumple
que,

P(IX|| > to, X/IX| €) v —ap
P([ X[ > t) — 2" Pe() (D.8)

cuando t — oo

Teorema 15 (Condiciones necesarias y suficientes). Los siguientes enunciados son equiva-

lentes,

1. X es de variacion regular de indice o

2. Existe y es finito para todo x el limite cuando t — oo de %, donde el

complemento es tomado en el espacio D = [0, 00| \ {0}.

3. Existe una medida de Radon no nula ;s en D y un boreliano E € D relativamente

compacto tal que,

P(Xet)
=20l D.9
cuando t — oo.
4. El siguiente limite existe y es finito para todo x > (),

P((z,X) >1t) ,
lim —————= — u(-). D.10
sy Y (B-10)
Demostracion. Ver [54]. L]
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