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2019.

IX, 0 p. 29, 7cm.

Director de tesis:

Elvio Accinelli

Director académico:

Pablo Monzón
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1. Equilibrio General, 2. Óptimos de Pareto, 3. Primer

Teorema de Bienestar Social, 4. Segundo Teorema de

Bienestar Social. I. Accinelli, Elvio. II. Universidad

de la República, Programa de Posgrado en Ingenieŕıa
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v



Agradecimentos

Las palabras no van a alcanzar nunca para expresar la gratitud que siento

hacia todas las personas que han acompañado este proceso. Sin embargo, vale
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RESUMEN

Este trabajo está dedicado el estudio de la Teoŕıa de Equilibrio General en eco-

nomı́as de intercambio de dimensión infinita. Para ello, se intenta caracterizar

las principales dificultades que aparecen en este contexto y, posteriormente,

se presentan los teoremas que constituyen el núcleo de esta teoŕıa: el Primer

Teorema de Bienestar Social, el Segundo Teorema de Bienestar Social, un teo-

rema de existencia de equilibrio y un estudio sobre la existencia de óptimos

de Pareto. Finalmente, se exhiben ejemplos de economı́as en las cuales no es

posible probar la existencia de equilibrio.

Palabras claves:

Equilibrio General, Óptimos de Pareto, Primer Teorema de Bienestar Social,

Segundo Teorema de Bienestar Social.
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ABSTRACT

This work is dedicated to the study of the Theory of General Equilibrium

in exchange economies of infinite dimension. To do this, we try to characte-

rize the main difficulties that appear in this context and, subsequently, the

theorems that constitute the core of this theory are presented: the First Social

Welfare Theorem, the Second Social Welfare Theorem, an equilibrium exis-

tence theorem and a study on the existence of Pareto optima. Finally, there

are examples of economies in which it is not possible to prove the existence of

equilibrium.

Keywords:

General Equilibrium, Pareto Optima, First Social Welfare Theorem, Second

Social Welfare Theorem.
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Caṕıtulo 1

Introducción

¿Por qué es necesario introducir espacios de dimensión infinita? ¿Acaso el mundo
no es finito-dimensional? La teoŕıa clásica en dimensión finita permite modelar
economı́as donde el consumo o la producción son contingentes en el tiempo, siem-
pre que la cantidad de estados de la naturaleza y de peŕıodos considerados sea
finita. Sin embargo, para obtener modelos realistas de la economı́a, es necesario
considerar economı́as dinámicas (intertemporales) e inciertas. Existen aspectos
fundamentales que los modelos estáticos y determińısticos no logran capturar,
resultando inadecuados para explicar la realidad. Los modelos dinámicos, tan-
to si el tiempo se considera discreto o no, aśı como los modelos que consideran
la incertidumbre propia de los mercados, requieren la introducción de espacios
vectoriales de dimensión infinita.

Para ilustrar la forma en la diferentes espacios aparecen naturalmente en la eco-
nomı́a, se describen a continuación tres problemas de modelación que dan lugar
a los mismos.

Problemas de asignación intertemporal. La forma más natural de pen-
sar los problemas de asignación intertemporal es pensar en canastas de bie-
nes como secuencias. Si se considera, por ejemplo, el consumo de un bien
en un horizonte infinito pero con peŕıodos de consumo discretos, las canas-
tas de consumo se pueden respresentar como sucesiones de números reales
acotadas. De esta forma, surge naturalmente considerar el espacio l∞(R)
de sucesiones reales acotadas donde, un elemento x ∈ l∞(R) simboliza una
secuencia de consumo y x(n) representa el consumo en el peŕıodo n-ésimo.
Asimismo, se puede modelar el consumo y la producción en tiempo continuo
en lugar de considerar peŕıodos discretos. En este caso surgen los espacios
de funciones medibles acotadas L∞([0, T ]) si se considera un horizonte tem-
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poral finito o bien, L∞([0,+∞)) si se considera un horizonte infinito. En
cualquiera de ambos casos, un elemento x ∈ L∞ representa un flujo de
consumo y x(t) el consumo en el instante t.

Problemas de asignación bajo incertidumbre. Este es el tipo de pro-
blemas que surgen cuando los bienes dependen del estado de la naturaleza,
por ejemplo, como suele suceder en el campo de las finanzas. En este caso,
surge naturalmente considerar que las canastas están formadas por varia-
bles aleatorias sobre cierto espacio de probabilidad (Ω,A, P ). En la mayoŕıa
de los modelos de asignación bajo incertidumbre, se requiere a su vez que
dichas variables aleatorias tengan esperanza y varianza finita, dando lugar
al espacio de funciones cuadrado integrables L2(Ω,A, P ). En este caso, si
X ∈ L2(Ω,A, P ), X(s) se interpreta como el consumo si el estado s ocurre.

Modelos con diferenciación de bienes. Cuando la hipótesis de bienes
homogéneos no se cumple, se tiene una economı́a en la que los bienes se
encuentran diferenciados a través de una variedad de caracteŕısticas. Se
suele considerar el espacio M(K) de medidas de Borel positivas y acotadas
sobre un espacio métrico K como el espacio de bienes. En este contexto,
K representa las caracteŕısticas de los bienes. Un elemento µ ∈ M(K) es
una canasta que representa el consumo de dichas caracteŕısticas en distintas
cantidades. En efecto, si B ⊂ K es un conjunto Borel medible formado por
ciertas caracteŕısticas, µ(B) representa la cantidad de las mismas que es
consumida en la canasta µ.

El presente documento pretende ilustrar la Teoŕıa de Equilibrio General para
economı́as de intercambio definidas sobre espacios de bienes de dimensión infinita,
como los mencionados.

Con este fin, se presenta un primer caṕıtulo sobre los fundamentos matemáticos
requeridos para abordar la teoŕıa. Dicho caṕıtulo es opcional al lector, quedando
a su consideración si leerlo previo al desarrollo del documento o remitirse a él en
caso de ser necesario. Asimismo, cabe destacar que las pruebas de la mayor parte
de los resultados citados fueron omitidas, recomendándose su lectura o ampliación
en las referencias [4] y [13].

Posteriormente se expone una breve reseña de las principales dificultades que
presenta el desarrollo de la teoŕıa en dimensión infinita. La mayor parte de ellas
son presentadas en contraposición al caso finito-dimensional, sin embargo, el co-
nocimiento de la Teoŕıa de Equilibrio General en Rn no es un requisito para su
lectura.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

A continuación se presenta un caṕıtulo donde se resume el modelo a trabajar
aśı como las principales definiciones que deben manejarse. Este trabajo pretende
desarrollarse con la mayor generalidad posible, por lo que las hipótesis sobre las
bases de la economı́a que se presentan en dicho caṕıtulo son básicas. En otros
apartados será necesario adicionar nuevos supuestos que serán introducidos con
su debida justificación para sobrellevar dificultades concretas.

Seguidamente, se desarrolla el núcleo central de este documento en dos caṕıtulos,
destinados a los principales teoremas de la Teoŕıa de Equilibrio General. El pri-
mero de ellos trata sobre los principales teoremas de la Economı́a de Bienestar
y se encuentra subdividido en dos secciones. La primer sección aborda el Primer
Teorema de Bienestar Social, que pretende dar condiciones sobre las cuales una
asignación de equilibrio constituye un óptimo de Pareto. La siguiente sección se
encuentra destinada al Segundo Teorema de Bienestar Social, que se enfoca en
hallar condiciones bajo las cuales un óptimo de Pareto puede ser soportado por
un precio, o, en otras palabras, cuándo existe un precio que conjuntamente con
dicho óptimo conforman un equilibrio.

El siguiente caṕıtulo se orienta hacia las pruebas de existencia. Los principales
conceptos que surgen en esta teoŕıa son el de equilibrio y el de óptimo de Pareto.
El primer teorema de existencia que se expone refiere a la existencia de equilibrio
competitivo en una economı́a de intercambio en dimensión infinita. El siguiente,
sienta las bases para garantizar la existencia de óptimos de Pareto generales, que
van más allá de la asignación de Pareto trivial que consiste en asignar todos los
bienes a un consumidor.

El caṕıtulo final está reservado a la exposición de ejemplos que reflejan la teoŕıa.
Todos ellos pretenden mostrar que las hipótesis manejadas en el presente trabajo
son necesarias. Para ello, se presentan diversos contraejemplos obtenidos al quitar
alguno de los supuestos manejados. Por último, se presentan algunos comentarios
finales del documento.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos Matemáticos

El objetivo de este caṕıtulo es introducir los intrumentos matemáticos que serán
necesarias para el desarrollo posterior del documento. El abordaje de economı́as
de dimensión infinita requiere de ciertos conocimientos de Análisis Funcional que
serán desarrollados en esta sección.

2.1. Espacios Vectoriales Topológicos

2.1.1. Topoloǵıas lineales

Definición. 1.1 Una topoloǵıa τ en un espacio vectorial X es una topoloǵıa lineal
si las operaciones de suma y multiplicación por escalares son continuas respecto
a τ . En dicho caso, el par (X, τ) se denomina espacio vectorial topológico.

Las topoloǵıas lineales son invariantes por traslaciones. En particular, si X es un
espacio vectorial topológico y a ∈ X, todo entorno de a es de la forma a+V donde
V es un entorno de 0. En otras palabras, el sistema de entornos en 0 determina
el sistema de entornos en todo punto de X por traslación.

A continuación se describen algunas propiedades algebraicas que pueden presentar
los subconjuntos de un espacio vectorial.

Definición. 1.2 Un subconjunto A de un espacio vectorial X es:

convexo si el segmento que une dos puntos cualesquiera x, y ∈ A está
contenido en A,
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absorbente si para cualquier x ∈ A existe α0 > 0 tal que αx ∈ A para todo
0 ≤ α ≤ α0,

balanceado si para cualquier x ∈ A, el segmento que une x y −x está
contenido en A,

simétrico si x ∈ A implica −x ∈ A.

El siguiente teorema caracteriza la estructura de las topoloǵıas vectoriales.

Teorema. 1.3 Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, existe una base B de
entornos en 0 tal que:

1. Cada V ∈ B es absorbente,

2. Cada V ∈ B es balanceado,

3. Cada V ∈ B es cerrado,

4. Para cada V ∈ B existe W ∈ B tal que W +W ⊂ V .

2.1.2. Teoremas de separación

En primer lugar se debe definir formalmente qué se entiende por separación. Para
ello, se procede primeramente a definir el dual algebraico y el dual topológico de
un espacio vectorial.

Definición. 1.4 Si X un espacio vectorial, se define el dual algebraico X∗ de
X como el espacio vectorial de todos los funcionales lineales en X. Por otro lado,
si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, se define el dual topológico X ′ de
X como el espacio vectorial de todos los funcionales lineales τ -continuos en X.

El dual algebraico no tiene en cuenta consideraciones topológicas y resulta un
espacio más grande que el dual topológico.

Definición. 1.5 Sea X un espacio vectorial. Un hiperplano es un conjunto de
la forma [f = α] := {x ∈ X tal que f(x) = α} donde f es un funcional lineal no
nulo. Un hiperplano define dos semi-espacios estrictos: [f < α] y [f > α], y
también define dos semi-espacios débiles: [f ≤ α] y [f ≥ α].
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

Definición. 1.6 Se dice que el hiperplano [f = α] separa dos conjuntos A y
B si se verifica alguna de las siguientes afirmaciones: o bien A ⊂ [f ≥ α] y
B ⊂ [f ≤ α], o bien B ⊂ [f ≥ α] y A ⊂ [f ≤ α].

Se dice que el hiperplano [f = α] separa estrictamente dos conjuntos A y
B si se verifica alguna de las siguientes afirmaciones: o bien A ⊂ [f > α] y
B ⊂ [f < α], o bien B ⊂ [f > α] y A ⊂ [f < α].

Se dice que el hiperplano [f = α] separa fuertemente dos conjuntos A y B
si existe ε > 0 tal que se verifica alguna de las siguientes afirmaciones: o bien
A ⊂ [f ≥ α + ε] y B ⊂ [f ≤ α], o bien B ⊂ [f ≥ α + ε] y A ⊂ [f ≤ α].

Las definiciones precedentes no hacen uso de la topoloǵıa del espacio, son mera-
mente algebraicas.

El primer teorema importante de separación es bastante general: es válido en
cualquier espacio vectorial y no requiere de hipótesis topológicas, solamente asume
una propiedad puramente algebraica.

Definición. 1.7 Sea X un espacio vectorial y x ∈ X. Se dice que x es un punto
interno de un conjunto A si existe un conjunto absorbente B tal que x+B ⊂ A,
o equivalentemente, si el conjunto A− x es absorbente.

Observación. 1.8 Es claro que si X es un espacio vectorial topológico, en vir-
tud del Teorema 1.3, los puntos interiores son puntos internos. Sin embargo, en
general, un punto interno no tiene por qué ser interior.

Teorema. 1.9 Dados dos subconjuntos convexos, no vaćıos y disjuntos de un
espacio vectorial, si uno de ellos tiene un punto interno, entonces existe un fun-
cional lineal no nulo que los separa.

Ahora bien, muchas veces resulta deseable obtener conclusiones topológicas, prin-
cipalmente, se pretende en muchos casos la continuidad del funcional lineal que
realiza la separación. Para ello, se deben imponer condiciones topológicas. En
virtud de la Observación 1.8, si uno de los conjuntos convexos tiene interior topo-
lógico no vaćıo, aplicando el Teorema 1.9, existe un funcional lineal -no necesaria-
mente continuo- que los separa. Ahora bien, se procede a presentar condiciones
que garanticen la continuidad de dicho funcional.

Lema 1.10 Si un funcional lineal en un espacio vectorial topológico está acotado
superior o inferiormente en un entorno de 0, entonces es continuo.
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Lema 1.11 Si A es un subconjunto no vaćıo de un espacio vectorial topológico
X y f es un funcional lineal que satisface f(x) ≥ α para todo x ∈ A, entonces
f(x) > α para todo x en el interior topológico de A.

Combinando los dos resultados precedentes, se obtiene:

Corolario. 1.12 Si A es un subconjunto con interior topológico no vaćıo de un
espacio vectorial topológico X y f es un funcional lineal que satisface f(x) ≥ α
para todo x ∈ A, entonces f es continuo.

Ahora bien, la versión topológica del Teorema 1.9 resulta:

Teorema. 1.13 (Teorema de Hahn Banach) Sea X un espacio vectorial to-
pológico. Si A y B son subconjuntos convexos, no vaćıos, disjuntos y uno de ellos
tiene interior no vaćıo, entonces existe un funcional lineal no nulo y continuo que
los separa.

Si bien no será utilizado más adelante, existe una versión más fuerte del Teorema
1.13, que se obtiene a partir del siguiente lema.

Lema 1.14 Un funcional lineal no nulo y continuo en un espacio vectorial topo-
lógico separa dos conjuntos no vaćıos si y sólo si separa sus clausuras.

Corolario. 1.15 Sea X un espacio vectorial topológico. Si A y B son subconjun-
tos convexos, no vaćıos, disjuntos y uno de ellos tiene interior no vaćıo, entonces
existe un funcional lineal no nulo y continuo que separa Ā y B̄, donde Ā y B̄
denotan las clausuras de A y B respectivamente.

Para obtener teoremas de separación con conclusiones más fuerte que la separa-
ción simple, resulta necesario imponer condiciones más fuertes. Una de ellas, es
que el espacio vectorial sea localmente convexo.

Definición. 1.16 Un espacio vectorial topológico es localmente convexo si
existe una base de entornos de 0 formada por conjuntos convexos.

Si A y B son conjuntos convexos, no vaćıos en un espacio X localmente convexo
y uno de ellos es compacto y el otro cerrado, entonces se tiene que 0 6∈ A − B
(pues A y B son disjuntos) y A−B es un convexo cerrado. Como X es un espacio
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

vectorial localmente convexo y (A−B)C es un entorno de 0, existe un entorno V
abierto, balanceado y convexo de 0 contenido en (A−B)C . Aplicando el Teorema
1.13 a los conjuntos A− B y V , y tomando como ε = f(v0) para cierto v0 in V ,
se obtiene el siguiente resultado de separación fuerte:

Teorema. 1.17 Si A y B son conjuntos convexos y no vaćıos en un espacio
vectorial localmente convexo y uno de ellos es compacto y el otro cerrado, entonces
existe un funcional lineal no nulo y continuo que separa fuertemente A y B.

Corolario. 1.18 En un espacio vectorial topológico localmente convexo, si K es
un conjunto no vaćıo, cerrado y convexo y z 6∈ K, entonces existe un funcional
lineal no nulo y continuo que separa fuertemente K y z.

2.1.3. Pares Duales

Definición. 1.19 Un par consiste en dos espacios vectoriales (X,X ′) conjunta-
mente con un funcional bilineal (x, x′) 7→ x · x′, de X ×X ′ en R.

Definición. 1.20 Un par dual es un par (X,X ′) de espacios vectoriales con-
juntamente con un funcional bilineal (x, x′) 7→ x ·x′, de X×X ′ en R y que separa
puntos de X y de X ′ (i.e. si x · x′ = 0 para todo x′ ∈ X ′ entonces x = 0 y si
x · x′ = 0 para todo x ∈ X entonces x′ = 0).

Debreu introdujo los pares duales en la economı́a para describir la dualidad entre
bienes y precios. Según su interpretación, dado un par (X,X ′), X representa el
espacio de bienes, X ′ el espacio de precios y x ·x′ el costo de la canasta x a precios
x′.

Dado un par (X,X ′), existen varias topoloǵıas τ Hausdorff (en general, todas
las topoloǵıas consistentes con un par dual son Hausdorff) y localmente convexas
tales que el dual topológico de (X, τ) es precisamente X ′. Estas topoloǵıas son
llamadas topoloǵıas consistentes con el par dual (X,X ′) y, dentro de éstas, las
más importantes son la topoloǵıa débil y la topoloǵıa de Mackey, que se proceden
a definir.

Definición. 1.21 La topoloǵıa débil σ(X,X ′) en X es la menor topoloǵıa res-
pecto a la cual los mapas x 7→ x ·x′ son continuos para todo x′ ∈ X ′. En términos
de redes, {xn} converge a x en la topoloǵıa σ(X,X ′) si y sólo si {xn ·x′} converge
a x · x′ para todo x′ ∈ X ′.
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La topoloǵıa débil σ(X ′, X) en X ′ es la menor topoloǵıa respecto a la cual los
mapas x′ 7→ x · x′ son continuos para todo x ∈ X. En términos de redes, {x′n}
converge a x′ en la topoloǵıa σ(X ′, X) si y sólo si {x · x′n} converge a x · x′n para
todo x ∈ X.

Definición. 1.22 La topoloǵıa de Mackey τ(X,X ′) en X es la topoloǵıa para
la cual la convergencia xn → x significa que xn · x′ → x.x′ uniformemente para
x′ en cualquier subconjunto de X ′ σ(X ′, X)-compacto. En otras palabras, {xn}
converge a x si y sólo si para todo K ⊂ X ′ σ(X ′, X)-compacto se cumple que
supx′∈K |xn · x′ − x · x′| tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

La topoloǵıa de Mackey τ(X ′, X) en X ′ es la topoloǵıa para la cual la conver-
gencia x′n → x′ significa que x · x′n → x · x′n uniformemente para x en cualquier
subconjunto de X σ(X,X ′)-compacto. En otras palabras, {x′n} converge a x′ si y
sólo si para todo K ⊂ X σ(X,X ′)-compacto se cumple que supx∈K |x′n · x− x′ · x|
tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Ambas topoloǵıas son Hausdorff y localmente convexas y verifican que, dentro de
las topoloǵıas Hausdorff, localmente convexas y consistentes con un par dual, la
topoloǵıa débil es la más débil y la topoloǵıa de Mackey es la más fuerte. Más
aún, se tiene que:

Teorema. 1.23 Todas las topoloǵıas localmente convexas consistentes con un par
dual tienen los mismos conjuntos cerrados convexos.

En virtud de este último Teorema, dado un par dual, se puede referir a conjuntos
convexos cerrados sin especificar la topoloǵıa compatible siempre que ésta sea
localmente convexa.

Un aspecto crucial de la topoloǵıa σ(X ′, X) es que muchos subconjuntos de X ′

resultan compactos respecto a la misma, esto es el Teorema de Alaoglu:

Teorema. 1.24 (Teorema de Alaoglu) Sea L un espacio vectorial topológi-
co localmente convexo y sea W un entorno simétrico de 0. Entonces, el conjunto
{p ∈ X ′ : |p · w| ≤ 1 para todo w ∈ W} es σ(X ′, X)-compacto.

2.1.4. Espacios Reflexivos

Para introducir los espacios reflexivos, en primer lugar, se debe definir la topoloǵıa
fuerte β(X,X ′) en X, siendo (X,X ′) un par.
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS

Definición. 1.25 La topoloǵıa fuerte β(X,X ′) en X es la topoloǵıa para la
cual la convergencia xn → x significa que xn · x′ → x · x′ uniformemente para
x′ en cualquier subconjunto de X ′ σ(X ′, X)-acotado1. En otras palabras, {xn}
converge a x si y sólo si para todo B ⊂ X ′ σ(X ′, X)-acotado se cumple que
supx′∈B |xn · x′ − x · x′| tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

En las secciones precedentes, se consideró únicamente el dual L′ de un espacio L.
Si se considera el dual (L′)′ del dual L′ se obtiene el bidual de L. En este caso, para
introducir la noción de reflexividad, será de interés considerar esta construcción
al dotarla de la topoloǵıa fuerte recién definida.2

Definición. 1.26 Sea X un espacio vectorial topológico Hausdorff y localmente
convexo y sea X ′ = (X ′, β(X ′, X)). Se define el bidual fuerte de X como el
espacio X ′′ = (X ′, β(X ′, X))′ dotado con la topoloǵıa β(X ′′, X ′).

Cada elemento x ∈ X define una aplicación J(x) : X ′ → R dada por: J(x)(p) =
p · x para cada p ∈ X ′. Esta aplicación es un funcional lineal continuo de X ′

en R, por lo que J(x) ∈ X ′′. De esta forma, se obtiene una aplicación, llamada
evaluación J : X → X ′′ dada por J(x)(p) = p ·x. Por tanto, J(X) ⊂ X ′′. De las
propiedades que puede tener J surgen los espacios reflexivos y semi-reflexivos.

Definición. 1.27 Sea X un espacio vectorial topológico Hausdorff y localmente
convexo y sea J : X → X ′′ el mapa dado por J(x)(p) = p · x. Se dice que X es:

semi-reflexivo si J es sobreyectiva,

reflexivo si J es un homeomorfismo sobreyectivo.

El énfasis en este documento estará puesto sobre los espacios semi-reflexivos más
que sobre los espacios reflexivos. En virtud de esto, algunas caracterizaciones de
los espacios semi-reflexivos se presentan a continuación.

Teorema. 1.28 Un espacio vectorial topológico Hausdorff localmente convexo X
es semi-reflexivo si y sólo si se verifica alguna de las propiedades siguientes:

1Se dice que un conjunto B es σ(X ′, X)-acotado si existe un entorno V de 0 en la topoloǵıa
σ(X ′, X) y un real K tal que B ⊂ kV para todo k ≥ K.

2Esto tiene sentido ya que, la noción de reflexividad surgió en primer lugar para espacios
normados. En estos espacios, la topoloǵıa inducida por la norma coincide con la topoloǵıa fuerte.
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1. X con la topoloǵıa σ(X,X ′) tiene la propiedad de Heine-Borel (i.e. los con-
juntos acotados y cerrados son compactos).

2. β(X ′, X) = τ(X ′, X), es decir, β(X ′, X) es una topoloǵıa coherente con el
par dual (X ′, X).

2.2. Espacios de Banach

Todos los espacios de dimensión finita tienen una norma natural: la norma eucĺı-
dea. La métrica inducida por esta norma hace de ellos espacios métricos comple-
tos. Los espacios de Banach generalizan estas propiedades a espacios de dimensión
infinita.

Definición. 2.29 Un espacio normado es un espacio vectorial X equipado
con una norma || · || : X → R que satisface:

1. ||x|| ≥ 0 y ||x|| = 0 si y sólo si x = 0,

2. ||αx|| = |α|||x|| para todo α ∈ R y x ∈ X,

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| para todo x, y ∈ X.

Una norma induce una métrica d mediante la fórmula d(x, y) = ||x − y||. Las
propiedades 1 y 2 de la definición de norma garantizan que las bolas de radio r
alrededor de 0 son convexas, por lo tanto, se tiene que la topoloǵıa generada por
la métrica d, además de ser Hausdorff, es localmente convexa.

Definición. 2.30 Se dice que un espacio métrico (X, d) es completo si toda
sucesión de Cauchy contenida en X es convergente en X.

Definición. 2.31 Un espacio de Banach es un espacio normado que es com-
pleto respecto a la métrica inducida por la norma.

2.2.1. Dualidad

La continuidad para aplicaciones entre espacios normados puede ser descripta
mediante la proposición que se presenta a continuación.

14
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Proposición. 2.32 Sean X, Y espacios normados y sea T : X → Y un operador
lineal. Entonces T es continuo si y sólo si es acotado respecto a la norma ||T || =
sup||x||≤1 ||Tx||.

Esta cualidad de los operadores continuos permite definir el dual topológico de
un espacio normado de forma precisa.

Definición. 2.33 El dual respecto a la norma X ′ de un espacio normado
(X, || · ||) es el espacio L(X,R) de operadores acotados de x en R.

El dual de un espacio normado resulta un espacio de Banach3, en efecto, la norma
dual es:

||p|| = sup
||x||≤1

|p · x| = sup
||x||=1

|p · x|.

Ahora bien, ¿cómo se relaciona la topoloǵıa inducida por la norma con las topolo-
ǵıas presentadas en los anteriores caṕıtulos? A continuación se presentan algunos
resultados al respecto.

Teorema. 2.34 Un operador lineal T : X → Y entre dos espacios normados X
e Y es continuo en la topoloǵıa iducida por la norma si y sólo si T es continuo
con la topoloǵıa débil.

Teorema. 2.35 Sea X un espacio normado y X ′ su dual respecto a la norma.
Entonces, la topoloǵıa de Mackey, la topoloǵıa fuerte y la topoloǵıa de la norma
coinciden.

2.2.2. Teorema de Bishop-Phelps

El Teorema de Bishop-Phelps afirma que, en un espacio de Banach, el conjunto
de puntos soporte de un conjunto convexo y cerrado es denso en el borde. Antes
de exponer este resultado, se definirán los conceptos clave para su entendimiento,
aśı como su relación con la separación de conjuntos convexos.

Definición. 2.36 Sea A un subconjunto no vaćıo de un espacio topológico X
y sea f un funcional lineal continuo no nulo en X. Si f alcanza su máximo o

3En general. si X es un espacio normado e Y es un espacio de Banach, entonces L(X,Y ) es
un espacio de Banach.
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mı́nimo en A es un punto x ∈ A, se dice que f soporta A en x o que x es un
punto soporte de A. Asimismo, si se define α = f(x), se dice que el conjunto
A está soportado por el hiperplano [f = α] en x.

Claramente, sólo los puntos del borde de un conjunto pueden ser puntos soporte.
Sin embargo, no todo punto que esté en el borde es necesariamente un punto
soporte. A continuación se presenta un teorema que caracteriza a los puntos con
esta caracteŕıstica.

Teorema. 2.37 Sea C un conjunto convexo de un espacio vectorial topológico
localmente convexo y sea x en el borde de C. Si x ∈ C, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. el conjunto C está soportado en x,

2. existe un cono convexo no denso con vértice en x que incluye C,

3. existe un cono abierto K con vértice en x tal que K ∩ C = ∅,

4. existe un vector no nulo v y un entorno V de 0 tal que x − αv + z ∈ C
implica z 6∈ αV .

Algunas de estas caracterizaciones han sido introducidas en la economı́a para
garantizar la separación de convexos. Un análisis riguroso de su significado eco-
nómico y su equivalencia se presenta en el Caṕıtulo 5.2.

Ahora śı, se presenta el principal resultado de esta sección:

Teorema. 2.38 (Bishop-Phelps) Sea C un conjunto convexo y cerrado de un
espacio de Banach X. Entonces, el conjunto de puntos soporte de C es denso en
el borde de C.

El teorema 2.38 es válido únicamente en espacios de Banach, pues hace uso fuer-
temente de la propiedade de homogeneidad de la norma, no siendo posible su
extensión incluso a espacios métricos.

En este sentido, en 7 se muestra la existencia de un subconjunto cerrado y convexo
en un espacio completo y localmente convexo que no admite puntos soporte.
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2.2.3. Ejemplos

Los espacios de Banach son considerados la clase más importante de espacios
localmente convexos. A continuación se presenta una lista con algunos ejemplos
de espacios de Banach.

El espacio eucĺıdeo Rn con la norma eucĺıdea. Un caso particular es R con
el valor absoluto | · |.

Los espacios Lp con 1 ≤ p <∞ con la norma ||f ||p =
(∫
|f |p
)1/p

.

El espacio L∞ con la norma ||f || = sup |f |.

El espacio c0 de sucesiones reales que convergen a 0 con la norma del su-
premo ||x||∞ = sup{|xn| : n ∈ N}.

El espacio Cb(Ω) de funciones relaes acotadas definidas en un espacio topo-
lógico Ω con la norma del supremo ||f ||∞ = sup{|f(ω)| : ω ∈ Ω}.

El espacio Ck[a, b] de funciones reales diferenciables en [a, b] con k derivadas
continuas con la norma ||f || = ||f ||∞ + ||f ′||∞ + · · ·+ ||f (k)||∞.

2.3. Espacios de Riesz

2.3.1. Órdenes, lattices y conos

Definición. 3.39 Un orden parcial es una relación binaria ≥ sobre un conjun-
to X que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. En otras palabras, para x, y, z ∈
X se tiene que:

Reflexividad: x ≥ x,

Antisimetŕıa: si x ≥ y e y ≥ x entonces x = y,

Transitividad: si x ≥ y e y ≥ z entonces x ≥ z.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (X,≥) y dos elementos x, y ∈ X, se
dice que z es el supremo de x e y si verifica:

1. z ≥ x y z ≥ y o, en otras palabras, z es una cota superior de {x, y},
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2. z es la menor de dichas cotas, o sea, si u ≥ x y u ≥ y entonces u ≥ z.

De forma análoga se define el ı́nfimo de x, y ∈ X.

Un conjunto parcialmente ordenado (X,≥) es un lattice si cada para de elemen-
tos x, y ∈ X tiene un supremo y un ı́nfimo. Las funciones (x, y) 7→ sup{x, y} :=
x ∨ y y (x, y) 7→ ı́nf{x, y} := x ∧ y son llamadas operaciones de lattice.

Definición. 3.40 Un espacio vectorial ordenado X es un espacio vectorial
real con una relación de orden ≥ que es compatible con las operaciones de X, en
el siguiente sentido:

1. si x ≥ y entonces x+ z ≥ y + z para todo z ∈ X,

2. si x ≥ y entonces αx ≥ αy para todo α ≥ 0.

En un espacio vectorial ordenado X, el conjunto X+ = {x ∈ X : x ≥ 0} es un
cono convexo llamado cono positivo (o no-negativo) de X.

Definición. 3.41 Un espacio de Riesz o lattice vectorial es un espacio
vectorial ordenado que también es un lattice.

Los espacios de Riesz capturan algunas de las principales propiedades de orden
que presentan los números reales, en particular, la noción de positividad. La
importancia de trabajar con este tipo de espacios vectoriales en economı́a radica
en el hecho de que suele haber un orden natural en los espacios de bienes para
los que mayor cantidad es mejor. Esto se traduce en preferencias monótonas en
el orden del espacio de bienes.

Para un vector x en un espacio de Riesz, se definen la parte positiva, la parte
negativa y el valor absoluto como:

Parte positiva: x+ = x ∨ 0,

Parte negativa: x− = (−x) ∨ 0,

Valor absoluto: |x| = x+ ∨ x−.

Con esta notación, x y su valor absoluto se pueden escribir como:
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x = x+ − x− y |x| = x+ + x−.

Si se interpreta (X,≥) como un espacio de bienes y X ′ es su dual topológico,
el orden parcial ≥ permite dar una noción de positividad para los funcionales
lineales en X ′ que será de utilidad para definir precios, a los que se le pedirá que
sean positivos.

Definición. 3.42 Sea p ∈ X ′, se dice que p es un:

1. funcional positivo: si para todo x ∈ X+, p · x ≥ 0,

2. funcional estrictamente positivo: si para todo x > 0, p · x > 0.

2.3.2. Descomposición de Riesz

Los espacios de Riesz satisfacen una propiedad importante conocida como la
descomposición de Riesz.

Teorema. 3.43 En un espacio de Riesz, si un vector y satisface |y| ≤
∣∣∑n

i=1 xi
∣∣

entonces existen y1, . . . , yn tales que y =
∑n

i=1 yi y |yi| ≤ |xi| para todo i =
1, · · · , n. Si y es positivo, entonces los elementos yi pueden ser elegidos positivos
también.

La prueba se realiza por inducción. Para el caso base, n = 2, basta con definir y1
y y2 como sigue:

y1 = |(−|x1|) ∨ y| ∧ |x1| y2 = y − y1.

Mas-Colell sugirió una interpretación económica de esta propiedad: si xi ≥ 0
representa el vector de activos de la persona i, entonces

∑n
i=1 xi = x representa

los activos totales de la economı́a. En este contexto, si y simboliza un vector de
impuestos o tasas, que es factible en el agregado, entonces la propiedad de Riesz
afirma que existe una forma de distribuir este impuesto o tasa entre todos los
individuos de la economı́a.
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2.3.3. Espacios de Riesz topológicos

Definición. 3.44 Un subconjunto A de un espacio de Riesz es sólido si cada
vez que se verifica que |y| ≤ |x| con x ∈ A, se tiene que y ∈ A.

Una topoloǵıa lineal τ en un espacio de Riesz X es una topoloǵıa localmente
sólida si y sólo si τ tiene una base de entornos de 0 conformada por conjuntos
sólidos. En dicho caso, se dice que (X, τ) es un espacio de Riesz localmente
sólido.

La solidez local está intŕınsicamente relacionada con la continuidad uniforme4 de
las operaciones de lattice. En concreto, se tiene que:

Proposición. 3.45 Una topoloǵıa lineal τ en un espacio de Riesz es localmente
sólida si y sólo si las operaciones de lattice son uniformemente continuas respecto
a τ .

A partir de la identidad de lattice x = x+ − x−, el cono positivo X+ se puede
escribir como:

X+ = {x ∈ X : x− = 0}.

Ahora bien, si (X, τ) es un espacio de Riesz localmente sólido, las operaciones de
lattice son uniformemente continuas, por lo que x 7→ x− es una función unifor-
memente continua. A partir de esta observación se obtiene el siguiente resultado:

Proposición. 3.46 En un espacio de Riesz localmente sólido (X, τ) el cono po-
sitivo X+ es τ -cerrado.

2.3.4. Ejemplos

Ejemplos. 1 A continuación se listan algunos ejemplos de espacios de Riesz
para ilustrar que gran parte de los espacios de bienes que surgen del análisis
económico son espacios de ésta caracteŕıstica.

4Una función f : X → Y entre dos espacios topológicos es uniformemente continua si
para todo entorno W de 0 en Y existe un entorno de 0 V en X tal que x − y ∈ V implica
f(x)− f(y) ∈W .
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1. El espacio eucĺıdeo Rn con el orden x ≥ y si y sólo si xi ≥ yi para todo
i = 1, . . . , n y siendo x ∨ y = (máx{x1, y1}, . . . ,máx{xn, yn}) y x ∧ y =
(mı́n{x1, y1}, . . . ,mı́n{xn, yn}).

2. El espacio lp (0 ≤ p ≤ ∞) con el orden usual punto a punto.

3. El espacio Lp(µ) (0 ≤ p ≤ ∞) con el orden dado por f ≥ g si f(x) ≥ g(x)
en casi todo punto respecto a µ y siendo f ∨ g(x) = máx{f(x), g(x)} y
f ∧ g = mı́n{f(x), g(x)}.

4. El espacio M(A) de medidas signadas acotadas sobre un sigma álgebra A
de subconjuntos de X con el orden dado por µ ≥ ν si µ(E) ≥ ν(E) para
todo E ∈ A y siendo µ ∨ ν(E) = sup{µ(B) + ν(E \ B) : B ∈ A,B ⊂ E} y
µ ∧ ν(E) = ı́nf{µ(B) + ν(E \B) : B ∈ A,B ⊂ E}.
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Caṕıtulo 3

Principales Dificultades

Extender la Teoŕıa de Equilibrio General a espacios vectoriales de dimensión infi-
nita conlleva una serie de dificultades asociadas a las caracteŕısticas estructurales
de dichos espacios. Estas dificultades, además de constituir problemas matemá-
ticos, muchas veces dificultan la interpretación económica de los resultados obte-
nidos.

No hay un espacio canónico de dimensión infinita. En contraste con
la teŕıa desarrollada para dimensión finita, donde Rn es el espacio vecto-
rial canónico de dimensión n, en el caso de dimensión infinita se tiene que
distintos modelos dan lugar a espacios vectoriales de dimensión infinita no
isomorfos.

No hay una única elección de topoloǵıa. En dimensión finita todas
las topoloǵıas Haussdorf lineales son equivalentes. Sin embargo, en espacios
de dimensión infinita, existen varias topoloǵıas con éstas caracteŕısticas. En
algunos casos, dichas topoloǵıas serán comparables (es decir, una resulta
más fina o más gruesa que la otra), mientras que en otros no. La elección
de una topoloǵıa en el espacio de bienes debe responder a consideraciones
económicas. En efecto, una topoloǵıa puede ser vista como una noción de
cercańıa entre vectores de X, por tanto, lo natural es considerar que dos
vectores x, y ∈ X son cercanos si son percibidos como tales por los agentes
de la economı́a.
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Positividad de precios. No todo espacio de Riesz admite un funcional
lineal estrictamente positivo. Por ejemplo, considérese RN, el espacio vecto-
rial de sucesiones reales. El dual de este espacio es el espacio de secuencias
que son nulas excepto por una cantidad finita de términos. Por tanto, todo
precio que se pueda considerar sobre RN, al ser un elemento del dual, debe
asignar un precio no estrictamente positivo a alguna canasta.

Continuidad de precios. En dimensión finita, todo funcional lineal es
continuo debido a que el núcleo de un funcional lineal es un subespacio de
dimensión finita y por tanto es cerrado. En otras palabras, el dual topológico
y el dual algebraico en espacios de dimensión finita coinciden. En dimensión
infinita pueden existir funcionales lineales no continuos. En efecto, considé-
rese el espacio Cc(R) de funciones de R en R con soporte compacto y el
funcional lineal

∫
R : Cc(R)→ R. Sean, para cada n ∈ N, xn(t) las funciones

que valen 1 si t ∈ [0, n], 0 si t 6∈ [−1, n+ 1] y son lineales en [n, n+ 1] y en
[−1, 0]. Claramente, xn ∈ Cc(R) y además, verifican ||xn||∞ = 1, por lo que
xn ∈ B0 = {f ∈ Cc(R) : ||f ||∞ ≤ 1} para todo n ∈ N. Ahora bien, se tiene
que:

∫
R
xn(t) = n+ 1 para cada n ∈ N.

Por tanto,
∫
R es un funcional lineal no acotado en la bola unidad B0 por lo

que no puede ser continuo.1

Multiplicidad de espacios duales. Al trabajar con modelos económi-
cos en espacios de dimensión infinita, los pares duales (X,X ′) describen la
dualidad entre bienes y precios, donde X es el espacio de bienes y X ′ es
el dual topológico de X. Como se señalaba en puntos anteriores, no exis-
te una elección canónica respecto a la topoloǵıa con la que se debe dotar
X. Es en virtud de esto, que dicho espacio puede presentar diversos duales
topológicos, según cuál sea la topoloǵıa con la que sea dotado.

Continuidad del mapa (x, p) 7→ x · p de X ×X ′ en R. En el caso finito-
dimensional, este mapa resulta continuo siempre. Sin embargo, en el caso
de dimensión infinita, esto no es cierto en general. En efecto, se considera
X = L2[0, 1] y X ′ = L2[0, 1], ambos dotados con la topoloǵıa débil descripta
en 1.21 y sean {xn} ⊂ X y {pn} ⊂ X ′ definidas como xn = pn = 1 + rn

donde

1Sean (X, p) e (Y, q) espacios seminormados y A : X → Y lineal. Luego, A es continua si y
sólo si A es acotado en la bola unidad cerrada.
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rn(t) =


1 si el n-ésimo d́ıgito de la expansión binaria de t es 0,

−1 si el n-ésimo d́ıgito de la expansión binaria de t es 1.

Aplicando el Lema de Borel-Cantelli a rn, se obtiene que rn → 0 en la
topoloǵıa débil. Por tanto, xn → 1 y pn → 1 en la topoloǵıa débil. Sin
embargo,

xn · pn = (1 + rn) · (1 + rn) = 2 ∀n.

Por tanto, en este caso se tiene que xn · pn 6→ 1 · 1 de donde se desprende la
no continuidad del mapa (x, p) 7→ x · p para este ejemplo.

La necesidad de continuidad de dicho mapa resulta de importancia para
distintos argumentos de punto fijo, frecuentemente utilizados en Teoŕıa de
Equilibrio General por lo que será necesario en algunos casos adicionar
hipótesis que garanticen su continuidad.

Compacidad de conjuntos. Una gran dificultad que se adiciona al tra-
bajar en economı́as de dimensión infinita es que muchos conjuntos que se
definen t́ıpicamente para desarrollar la Teoŕıa de Equilibrio General no re-
sultan acotados, como śı lo son en el caso de dimensión finita. Por ejemplo,
el conjunto de asignaciones factibles es definido como

Z = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn : xi ∈ Xi,
∑

xi ≤ ω},

donde Xi representa el conjunto de consumo de cada agente i y ω designa la
dotación inicial de la economı́a. Si se considera X = C1[0, 1] el conjunto de
funciones derivables con derivadas continuas, dotado con la norma ||x||1 =
sup |x(t)| + sup |x′(t)|, X1 = X2 = X+ y dotaciones iniciales ω1 = ω2 = 1,
el conjunto de asignaciones factibles resulta

Z = {(x1, x2) : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 2}.
Dado que funciones arbitratiamente cercanas a 0 pueden tener derivadas
arbitrariamente grandes, el conjunto Z no es acotado con la norma || · ||1.

Separación de conjuntos convexos. Un paso clave a la hora de demos-
trar el Segundo Teorema de Bienestar Social en economı́as de dimensión
finita consiste en aplicar el teorema de separación de conjuntos convexos.
En dimensión infinita, se requieren hipótesis adicionales para garantizar es-
ta separación, como se muestra en 2.1.2. Estas hipótesis, en general, no se
verifican para economı́as en dimensión infinita, sino que será necesario adi-
cionar condiciones sobre las preferencias para poder aplicar los teoremas de
separación en este contexto.
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Caṕıtulo 4

Modelo y Conceptos Principales

Se asumirá que el espacio de bienes (L, τ) es un espacio vectorial topológico
Haussdorf y localmente convexo. Asimismo, se asume que L está dotado con un
orden parcial ≥ para el cual, el cono positivo L+ es no degenerado (i.e. L+ 6=
{0}), cerrado y convexo. Estas hipótesis son minimales, para algunas pruebas
más adelante se asumirán hipótesis adicionales.

Existe una cantidad de consumidores finita e igual a N . La decisión a la que se
enfrenta cada uno de ellos en una economı́a de mercado es decidir que cantidad
de cada bien disponible consumirá. Cada consumidor i está descripto por un
conjunto de consumición Xi, una relación de preferencia �i y una dotación inicial
ωi ∈ Xi para la cual asumiremos una hipótesis de deseabilidad: αωi �i 0 para
α > 0, i = 1, · · · , N .

Los conjuntos de consumición representan las restricciones f́ısicas de consumo que
existen en la economı́a, formalmente, se trata de un subconjunto del cono positivo
del espacio de bienes Xi ⊂ L+ para todo consumidor i. Como hipótesis básicas,
se pedirá que para cada i, Xi sea cerrado, convexo y satisfaga la propiedad de
descarte (“‘free disposal”) es decir, que si x ∈ Xi y x′ ∈ L+, x′ ≤ x, entonces
x′ ∈ Xi.

Por otro lado, las relaciones de preferencia representan los gustos de los consu-
midores. Se asume que para cada i la relación de preferencia �i es un pre-orden
(i.e. una relación transitiva y reflexiva) completo que es:

τ -continuo: los conjuntos Ux
i = {y ∈ Xi : y �i x} y Lxi = {z ∈ Xi : x �i z}

son cerrados para todo x ∈ Xi y para todo consumidor i,

convexo: cada conjunto de la forma {y : y � x} es convexo,
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monótono: para cada x ∈ Xi y para cada v ∈ L+, x+ v �i x,

estricamente monótono (en un sentido débil): existe v0 ∈ L+ tal que x +
αv0 �i x para todo x ∈ Xi y α > 0.

Usualmente las preferencias son representadas mediante funciones de utilidad.

Definición. 0.1 Dada una preferencia � definida en Xi, una función de utilidad
u : Xi → R representa � si para todo x, y ∈ Xi, x � y si y sólo si u(x) ≥ u(y).

Para garantizar la existencia de funciones de utilidad continuas que representen
las preferencias de los individuos, se presenta el siguiente resultado.

Proposición. 0.2 (Mas-Collel, 1986.) Sea � una relación de preferencia con-
tinua definida en un subconjunto X de un espacio vectorial ordenado L de la
forma X = {x ∈ L : a ≤ x ≤ b} para ciertos a, b ∈ L fijos. Supóngase que para
cualquier x, y ∈ X, x ≥ y implica x � y, entonces existe una función de utilidad
continua u : X → [0, 1] que representa la relación de preferencia.

Dem.

Observar que si X = ∅ o si a � b no hay nada que probar. Por tanto, sea b ≥ a
y b � a. Se considera el conjunto J = {αa + (1 − α)b : 0 ≤ α ≤ 1}. Como J
es topológicamente un intervalo, existe una función continua f : J → [0, 1] que
representa � en J y tal que f(a) = 0 y f(b) = 1.

Ahora bien, si x ∈ X, existe v(x) ∈ J tal que v(x) ∼ x ya que J es conexo y no
puede ser cubierto por los conjuntos {z : z � x} y {z : z ≺ x}. Se define, por
tanto, u : X → [0, 1] como u(x) = f(v(x)). Para probar la continuidad de u, se
considera t ∈ [0, 1], como u(X) = [0, 1], existe x ∈ X tal que u(x) = t. Luego, los
conjuntos u−1([t,∞)) = {z : z � x} y u−1((∞, t]) = {z : x � z} son cerrados por
continuidad de �.

�

Esta proposición, sin embargo, no garantiza la existencia de una función de uti-
lidad en todo L+ incluso de la relación de preferencia está definida en L+.

Sea ω =
∑

i ωi la dotación inicial agregada, es decir, la dotación inicial de la eco-
nomı́a en su conjunto, obtenida mediante la suma de las dotaciones individuales.
El conjunto de asignaciones factibles corresponde a aquellas canastas de bienes
que pueden ser alcanzadas con la dotación que la economı́a posee. Formalmente,

Z = {x = (x1, . . . , xN) ∈ X1 × · · · ×XN :
∑
i

xi ≤ ω}.
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CAPÍTULO 4. MODELO Y CONCEPTOS PRINCIPALES

En virtud de la Proposición 0.2, si se asume que el intervalo ordenado [0, ω] ⊂
Xi para todo i = 1, . . . , N , entonces para cada consumidor existe una función
de utilidad continua ui : X → [0, 1] siendo X = {x ∈ L : 0 ≤ x ≤ ω} con
ui(0) = 0 y ui(ω) = 1. Se define la utilidad agregada como U : XN → [0, 1]N

como U(x1, . . . , xN) = (u1(x1), . . . , uN(xN)).

El conjunto de utilidad factible corresponde a aquellas utilidades que se pueden
alcanzar dado el conjunto de consumición factible, en efecto,

U = {v ∈ RN : v ≤ (u1(x1), . . . , uN(xN)) para cierta canasta (x1, . . . , xN) ∈ Z}.

Definición. 0.3 Un vector de utilidad u ∈ U es un:

óptimo de Pareto débil si no existe otro vector u′ ∈ U tal que u′i > ui
para todo i = 1, . . . , N ,

óptimo de Pareto si no existe otro vector u′ ∈ U tal que u′i ≥ ui para
todo i = 1, . . . , N y u′i0 > ui0 para algún i0.

Análogamente, se definen estos conceptos para asignaciones.

Definición. 0.4 Una asignación x ∈ Z es un:

óptimo de Pareto débil si su correspondiente vector de utilidad U(x) lo
es,

óptimo de Pareto si su correspondiente vector de utilidad U(x) lo es.

Un precio (o sistema de precios) será un funcional lineal p : L → R continuo
respecto a la topoloǵıa τ en L. Por tanto, se le pide a los precios que, en primer
lugar, sean lineales. En segundo lugar, que estén definidos en todas las canastas
de L. Finalmente, se requiere la continuidad respecto a la topoloǵıa τ dada.

Definición. 0.5 Un par (x, p) ∈ Z × L′ con p 6= 0 constituye un equilibrio
económico si para cada i, xi es maximal para �i en el conjunto presupuestario
{xi ∈ Xi : p · xi ≤ p · ωi}.

Definición. 0.6 Un par (x, p) ∈ Z×L′ con p 6= 0 constituye un quasi-equilibrio
económico si para cada i, si zi �i xi entonces p · zi ≥ p · ωi.
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Con preferencias estŕıctamente monótonas, las definiciones precedentes son equi-
valentes a las que se presentan a continuación. En efecto, la condición de que si
x∗i �i xi entonces se tiene que p · xi ≥ p · ωi para todo consumidor i implica que
p · x∗i ≥ p · ωi. Asimismo, como

∑
i x
∗
i ≤ ω, se debe verificar

∑
i p · x∗i ≤ p · ω y

por tanto, debe ser p · x∗i = p · ωi para todo consumidor i.

Definición. 0.7 Un par (x, p) ∈ Z × L′ con p 6= 0 constituye un equilibrio si
para todo i = 1, . . . , N p · ωi = p · xi y p · z > p · xi siempre que z �i xi.

Definición. 0.8 Un par (x, p) ∈ Z×L′ con p 6= 0 constituye un quasi-equilibrio
si para todo i = 1, . . . , N p · ωi = p · xi y p · zi ≥ p · xi siempre que zi �i xi.

Para el Segundo Teorema de Bienestar Social será de utilidad definir cuándo un
precio soporta un vector de utilidad o una asignación.

Definición. 0.9 Un precio p ∈ L′ soporta al vector de utilidad u ∈ U si p ·ω 6= 0
y p · (

∑
x′i − ω) ≥ 0 siempre que ui(x

′
i) ≥ ui. Análogamente, p ∈ L′ soporta una

canasta x si soporta a su correspondiente vector de utilidad U(x).

En otras palabras, si p ∈ L′ soporta la canasta x, entonces para cualquier otra
canasta x′ tal que ui(x

′
i) ≥ ui(xi) se tendrá que p · (

∑
i x
′
i −
∑

i xi) ≥ 0.

Definición. 0.10 Un par (x, p) ∈ Z × L′ con p 6= 0 constituye un quasi-
equilibrio con transferencias si existe un vector de transferencias T = (T1, · · · , TN)
tal que

∑
i Ti = p · ω y para todo i = 1, . . . , N , si p · zi ≥ Ti siempre que zi �i xi.

30



Caṕıtulo 5

Teoremas Fundamentales de la
Economı́a del Bienestar

Hay dos teoremas fundamentales de la economı́a del bienestar, que tratan cuestio-
nes relativas a la eficiencia económica y al bienestar social. El primero afirma que
cualquier equilibrio competitivo lleva a una situación de asignación de recursos
económicos que es eficiente en el sentido de Pareto. El segundo teorema afirma
que cualquier asignación eficiente u óptimo de Pareto se puede obtener mediante
un equilibrio competitivo. A pesar de la aparente simetŕıa de ambos teoremas, en
realidad el primero es mucho más general que el segundo, requiriendo hipótesis
más débiles.

5.1. Primer Teorema de Bienestar Social

El Primer Teorema de Bienestar Social asegura, bajo las hipótesis y el modelo
planteado en el caṕıtulo anterior, toda asignación de equilibrio constituye un
óptimo de Pareto.

Teorema. 1.1 (Debreu, 1954.) Si (x, p) es un equilibrio entonces x es una
asignación óptima en el sentido de Pareto.

Dem. Sea (x, p) un equilibrio y x′ una asignación tal que ui(x
′
i) ≥ ui(xi) para

todo i y ui0(x
′
i0

) > ui0(xi0) para cierto i0. Luego, se tiene que:

p · x′i ≥ p · xi para i ∈ {1, . . . , N} \ {i0, }
p · x′i > p · xi para i = i0.

31



La primer desigualdad se obtiene del hecho de que las preferencias son estricta-
mente monótonas, mientras que la segunda se obtiene de la propia definición de
equilibrio.

Sumando a ambos lados, se obtiene que

p ·
∑

x′i > p ·
∑

xi.

Ahora bien, como (x, p) es un equilibrio, se tiene que p · xi = p · ωi, de donde,
sumando, se obtiene que

p ·
∑

ωi = p · ω = p ·
∑

xi.

Finalmente, sustituyendo esta expresión en la desigualdad obtenida previamente,
se concluye que

p ·
∑

x′i > p · ω.

Como las preferencias son monótonas, p debe ser positivo, por tanto, xi no es una
asignación factible. �

La demostración de este Teorema es válida incluso con menos hipótesis que las
planteadas: el argumento se basa en la definición de equilibrio, en la linealidad de
p en el conjunto de asignaciones factibles y en la deseabilidad de los bienes (que
garantiza que p sea positivo).

Asimismo, cabe mencionar, que la demostración es completamente análoga a la
hecha para el caso de un espacio de bienes de dimensión finita, aqui la dimensión
no juega un rol importante.

5.2. Segundo Teorema de Bienestar Social

El segundo Teorema de Bienestar Social pretende dar condiciones bajo las cuales
existe un precio de equilibrio que soporta una asignación Pareto óptima. Mate-
máticamente, se busca establecer condiciones para las cuales, dado un óptimo de
Pareto x, existe un precio p∗ ∈ L′ que soporta dicha asignación.

Ahora bien, ¿qué sentido económico tiene un precio soporte para una asigna-
ción Pareto óptima? La respuesta a esta pregunta se encuentra en el siguiente
resultado:

Proposición. 2.2 Si x es un óptimo de Pareto y p∗ es un precio que soporta
dicha asignación, entonces (x, p∗) es un quasi-equilibrio con transferencias.
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CAPÍTULO 5. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA ECONOMÍA
DEL BIENESTAR

Dem. Sea x un óptimo de Pareto y p∗ un precio soporte. Se definen las transfe-
rencias Ti = p∗ ·xi para todo i. Como

∑
i xi = ω, se tiene que

∑
i Ti =

∑
i p
∗ ·xi =

p∗ · ω.

Ahora bien, sea i ∈ {1, . . . , N} y sea zi una canasta tal que ui(zi) ≥ ui(xi).
Se considera la asignación x′ = (x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN) que verifica que
ui(x

′
i) ≥ ui(xi) para todo i. Luego, como p∗ soporta la asignación x, se verifica

que p∗ · (
∑

i x
′
i −
∑

i xi) ≥ 0, pero como x′j = xj para todo j 6= i y x′i = zi, la
desigualdad anterior implica que p∗ · zi ≥ p∗ · xi, de donde se concluye que (x, p∗)
constituye un quasi-equilibrio con transferencias. �

La prueba de este teorema en el caso finito dimensional se basa es la separación
de conjuntos convexos disjuntos. Sin embargo, como se expuso anteriormente,
en el caso infinito dimensional, la separación de conjuntos convexos disjuntos
requiere de la hipótesis adicional de que uno de ellos tenga interior no vaćıo.
Esto constituye un verdadero problema, pues el conjunto {x′ ∈ X : x′ � x}
tendrá interior vaćıo siempre que L+ tenga interior vaćıo, lo cual imposibilita la
aplicación de el Teorema 1.13 si no se agregan hipótesis adicionales.

En la literatura destacan tres condiciones que abordan este problema: la condición
de preferencias propias ([11]), la condición de cono ([7]) y la condición de bienes
extremadamente deseables ([15] y [14]). Un hecho a destacar es que la segunda
condición requiere que el espacio de bienes L sea un espacio de Banach, que es una
hipótesis más restrictiva, sin embargo, a continuación se probará que, en realidad,
las tres condiciones son equivalentes, por lo que se podrá trabajar con cualquiera
de las restantes, que aplican para espacios más generales.

Definición. 2.3 Una relación de preferencia � es propia en x respecto a v ∈ L,
v > 0 si existe un cono abierto y convexo Γx con vértice en 0 que contiene a v tal
que x− Γx no intersecta al conjunto {x′ ∈ X : x′ � x}.

El hecho de que una preferencia sea propia en x respecto a cierto vector v indica
que una mejora en la dirección de v es deseable, en el sentido de que no se puede
compensar mediante un vector z que resulte pequeño respecto a la pérdida. En
efecto, para visualizar esto, se puede partir de la canasta x. A dicha canasta, se
le sustrae una parte αv, obteniendose la canasta x− αv ∈ x− Γx. Como x− Γx
es un cono abierto, existe un entorno V de x−αv tal que V ⊂ x−Γx. Por tanto,
como x−Γx∩{x′ ∈ X : x′ � x} = ∅, para todo z ∈ V se tiene que x−αv+z 6� x.

Definición. 2.4 Sea C(Y, x) el menor cono con vértice en x que contiene a Y ,
i.e. C(Y, x) = {z : z = α(y − x) + x con y ∈ Y, α ≥ 0}. La condición de cono
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Figura 5.1: Preferencia propia en x.

es satisfecha en x e Y si existe un vector w a una distancia positiva del conjunto
C(Y, x).

Figura 5.2: Condición de cono en x e Y .

Definición. 2.5 Dada una relación de preferencia convexa �, se dice que v es
una canasta extremadamente deseada en x si (−C) ∩ {y − x : y � x} = ∅
donde C = {αv − z : z ∈ αU, α ∈ R} siendo U un entorno abierto de 0.
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CAPÍTULO 5. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA ECONOMÍA
DEL BIENESTAR

Proposición. 2.6 (Chichilinsky, 1992.) Sea L un espacio de Banach orde-
nado. La condición de cono es equivalente a la condición de preferencia propia.

Dem.

En primer lugar se asume que la preferencia es propias en x respecto a cierto
vector v > 0. Por definición, debe existir un cono abierto Γx con vértice en 0 que
contiene a v y tal que (x− Γx)∩ {z : z � x} = ∅. Se considera Y = {z : z � x} y
C(Y, x) = {α(z−x)+x : z � x, α ≥ 0}. Luego, se tiene que C(Y, x)∩(x−Γx) = ∅.
En efecto, si g ∈ C(Y, x) ∩ (x− Γx) entonces se puede escribir g = α(z − x) + x
para cierto α ≥ 0 y z � x. Por tanto, se debe tener que α(z − x) ∈ −Γx lo que
es equivalente a z − x ∈ −Γx ya que Γx es un cono. Trasladando x, se tiene que
z ∈ x−Γx lo que contradice que las preferencias sean propias en x ya que z � x,
por tanto, se debe tener C(Y, x) ∩ (x − Γx) = ∅. Finalmente, para corroborar la
condición de cono, basta con considerar el vector x− v ∈ x−Γx que se encuentra
a una distancia positiva de C(Y, x).

A la inversa, se asume que se verifica la condición de cono en x e Y = {z : z � x}.
Por definición, existe un vector w, que puede ser elegido negativo si x ≥ 0, a una
distancia positiva de C(Y, x). Entonces, existe ε > 0 tal que Vε = {||z − w|| < ε
no intersecta C(Y, x). En particular, el cono generado por Vε, x − Γ = {u : u =
αz+x con z ∈ Vε, α ≥ 0} no intersecta C(Y, x) ya que este último también es un
cono. Por tanto, x−Γ no intersecta {z : z � x} pues este conjunto está contenido
en C(Y, x) y, además, −Γ contiene al vector w, por lo que la preferencia resulta
propia en x respecto a −w. �

Proposición. 2.7 (Chichilinsky, 1992) La condición de canasta extremada-
mente deseable es equivalente a la condición de preferencia propia.

Dem. Para mostrar esta equivalencia basta ver que la definición de bien extre-
madamente deseado v en x es análoga a la de preferencia propia en x tomando
Γx = C. �

Debido a las equivalencias mostradas, de ahora en más se trabajará con la condi-
ción de preferencias propias para abordar el problema que surge en los espacios
cuyo cono positivo tiene interior vaćıo.

Cabe destacar que, con cualquiera de estas propiedades, la estrategia de prue-
ba del Segundo Teorema de Bienestar se basa en el Teorema 1.13, no habiendo
literatura que haga uso del Teorema 2.38 de Bishop-Phelps. Sin embargo, la ca-
racterización de puntos soporte presentada en el Teorema 2.37 hace pensar que
este camino alternativo no conduce a nuevos resultados.
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La prueba del Segundo Teorema de Bienestar Social se dividirá en dos casos.
Primero se trabajará con un solo consumidor (N = 1) y luego se extenderá a una
cantidad finita de los mismos.

5.2.1. Un solo consumidor

Teorema. 2.8 (Mas-Collel, 1986.) Sea x un óptimo de Pareto. Si � es pro-
pia en x además de verificar las hipótesis del Caṕıtulo 4, entonces existe p∗ ∈ L′
que soporta la asignación x.

Dem. Si � es propia, entonces existe v ≥ 0 y un cono convexo en 0 abierto que
contiene a v tal que x − Γx ∩ {x′ ∈ X : x′ � x} = ∅. El hecho de que v ∈ Γx
garantiza que x−Γx tiene interior no vaćıo y, como se trata de un cono trasladado,
es un conjunto convexo. Asimismo, la convexidad de las preferencias asegura la
convexidad del conjunto {x′ ∈ X : x′ � x}. Por tanto, se está en las hipótesis de
el Teorema 1.13 que afirma la existencua de p∗ ∈ L′ y una constante c tal que
p∗ · z ≤ c ≤ p∗ · x′ para cada z ∈ x − Γx y x′ � x. Ahora bien, como x � x,
se debe tener que c ≤ p∗ · x. Por otra parte, x − Γx es un cono con vértice en x
y como las preferencias son continuas, se debe tener c ≥ p∗ · x. Juntando ambas
desigualdades, se tiene que c = p∗ · x, luego:

p∗ · x ≥ p∗ · x′ para todo x′ � x.

�

5.2.2. Varios consumidores

Si bien el hecho de que la preferencia sea propia es suficiente para el caso de un
solo consumidor, no bastará para el caso de varios. En ese sentido, será necesaria
una condición más fuerte que garantice la soportabilidad para la globalidad de
los consumidores, no siendo suficiente la soportabilidad individual. El concepto
de preferencias propias se puede reforzar para garantizar esto, con la introducción
de las preferencias uniformemente propias.

Definición. 2.9 Se dice que � es uniformemente propia respecto a v en el
subconjunto Y ⊂ X si es propia en cada y ∈ Y y la elección del cono no depende
de y.
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Asimismo, para demostrar el Segundo Teorema de Bienestar Social con una canti-
dad finita de consumidores habrá que asumir hipótesis adicionales a las expuestas
en el Caṕıtulo 4.

Teorema. 2.10 (Mas-Collel, 1986.) Sea L un espacio de Riesz topológico,
localmente sólido y localmente convexo. Si las relaciones de preferencia �i, i =
1, . . . , N. en L+ verifican ser uniformemente propias en el intervalo ordenado
[0, ω] respecto de ω, además de las hipótesis del Caṕıtulo 4, entonces existe un
conjunto K ⊂ L′ convexo y σ(L′, L)-compacto tal que p · ω 6= 0 para todo p ∈ K
y todo óptimo de Pareto débil puede ser soportado por algún p ∈ K.

Dem. Sea x un óptimo de Pareto débil. Para cada i = 1, . . . , N , sea Γi el cono de
cada preferencia, dado por la condición de preferencias uniformemente propias,
y sea Γ = ∩iΓi. Como las preferencias son continuas, pueden ser traducidas en
utilidades1 llamando ui a la función de utilidad que representa la preferencia del
individuo i se puede definir:

V =

{
i=N∑
i=1

(zi − xi) : ui(zi) ≥ ui(xi) para cada i

}
.

El conjunto V es convexo, en efecto, sean v1, v2 ∈ V . Existen z1, z2 tal que

vj =
N∑
i=1

(zji − xi) y ui(z
j
i ) ≥ ui(xi) para todo i = 1, . . . , N y j = 1, 2.

Sea α ∈ [0, 1], y se considera la combinación convexa de v1 y v2:

αv1 + (1− α)v2 =
N∑
i=1

[αz1i + (1− α)z2i − xi].

Se tiene que ui(αz
1
i + (1 − α)z2i ) ≥ ui(xi) para todo i pues las preferencias son

convexas. Luego, αv1 + (1−α)v2 ∈ V de donde se concluye la convexidad de este
conjunto.

Afirmación: V ∩ (−Γ) = ∅.

En primer lugar se observa que V = {
∑

i zi − ω : ui(zi) ≥ ui(xi) para cada i} ya
que

∑
i xi = ω. Por absurdo, considérese z−ω ∈ V ∩ (−Γ). Sea W un entorno de

1Este paso no es necesario, en su paper original Mas-Collel trabaja directamente con prefe-
rencias, definiendo V = {

∑i=N
i=1 (zi − xi) : zi �i xi para cada i}.

37



0 tal que ω+W generan Γ. Como la topoloǵıa es localmente convexa y localmente
sólida (además de ser una topoloǵıa vectorial) se puede asumir que W es convexo,
simétrico y sólido. Ahora bien, si z−ω ∈ V ∩ (−Γ) entonces se tiene que por una
parte z − ω ∈ V por lo que:

∃zi tal que z =
∑
i

zi con ui(zi) ≥ ui(xi).

Por otra parte, como z − ω ∈ −Γ y por ende ω − z ∈ Γ donde ω + W genera Γ
debe existir v ∈ W tal que ω − z = α(ω + v) para cierto α > 0. Luego,

z − (1− α)ω = −αv ⇒ z − (1− α)ω ∈ α(−W ) = αW pues W es simétrico.

Como z ≥ 0 y (1−α)ω ≤ ω se tiene que (1−α)ω− z ≤ ω, por tanto [(1−α)ω−
z]+ ≤ ω.

Ahora bien, se puede escribir z como:

z = (1− α)ω − [(1− α)ω − z]

= (1− α)ω − [(1− α)ω − z]+ + [(1− α)ω − z]−

≥ −αω + [(1− α)ω − z]−

Donde en la primer ĺınea se utilizó la descomposición en parte positiva y negativa
del vector [(1−α)ω−z] y en la segunda se introdujo la desigualdad [(1−α)ω−z]+ ≤
ω.

De esta forma, se obtiene la desigualdad [(1−α)ω− z]− ≤ z+αω o, equivalente-
mente, [(1−α)ω− z]− ≤

∑
i(zi +αωi). Aplicando el Teorema de Descomposición

de Riesz 3.43, existen si tales que
∑

i si = [(1− α)ω − z]− y 0 ≤ si ≤ zi + αωi.

Se define vi = zi + αωi − si. Se tiene que vi ≥ 0 ya que 0 ≤ si ≤ zi + αωi. Ahora
bien, ∑

i

vi =
∑
i

zi − α
∑
i

ωi −
∑
i

si

= z − αω − [(1− α)ω − z]−

≤ z + αω + [(1− α)ω − z]− + [(1− α)ω − z]+

= z + αω + [(1− α)ω − z]

= ω

En particular, 0 ≤ vi ≤ ω para todo i, por lo que se puede aplicar la propiedad
de las preferencias en vi. Para ello, es conveniente observar primeramente que:

0 ≤ si ≤ [(1− α)ω − z]− ≤ (1− α)ω − z ∈ αW ⇒ si ∈ αW.
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Se concluye entonces que:

vi − (αωi − si) 6∈ {x′ ∈ L+ tal que: ui(x
′) ≥ ui(vi)} ya que αωi − si ∈ Γ.

Ahora bien, se puede escribir zi como zi = vi − αω + si luego, la condición de
preferencias uniformemente propias recién mencionada implica que zi 6∈ {x′ ∈
L+ tal que: ui(x

′) ≥ ui(vi)} para todo i. Por tanto, se debe tener que ui(zi) <
ui(vi). Esto contradice la optimalidad de la asignación x ya que la asignación
v = (v1, . . . , vN) verifica que ui(xi) ≤ ui(zi) < ui(vi) y

∑
i vi ≤ ω. Esto es

absurdo, por lo que se concluye que V ∩ (−Γ) = ∅.

El conjunto V + Γ es convexo y además 0 6∈ V + Γ pues V ∩ (−Γ) = ∅. Luego, el
Teorema 1.13 afirma que existe p∗ ∈ L′ tal que p∗ · y > 0 para todo y ∈ V + Γ.
Como Γ es un cono y 0 ∈ V , se tiene que p∗ · v ≥ 0 para todo v ∈ V y p∗ · z > 0
para todo z ∈ Γ. En particular, p∗ · ω > 0 por lo que se puede tomar, sin pérdida
de generalidad, p∗ tal que p∗ · ω = 1. Luego, si z ∈ W , ω − z ∈ Γ, por lo que
p∗ · z ≤ p∗ · ω = 1. Como lo mismo aplica a −z porque W es simétrico, se tiene
entonces que |p∗ ·z| ≤ 1 para todo z ∈ W . Aplicando el Teorema 1.24, se concluye
que p∗ pertenece a un conjunto K ⊂ L′ que resulta σ(L′, L)-compacto.

Finalmente, sea z con ui(zi) ≥ ui(xi). Se tiene que
∑

i(zi − xi) ∈ V , por lo que
p∗ ·

∑
i(zi − xi) ≥ 0, de donde resulta p∗ ·

∑
i zi ≥ p∗ · xi, y por tanto, p∗ soporta

la canasta x.

�

5.2.3. Casos especiales

Como se mencionaba al comenzar este caṕıtulo, los principales problemas pa-
ra demostrar la soportabilidad de los óptimos de Pareto surge cuando se tra-
baja en espacios cuyos conos positivos tienen interior vaćıo y, es para subsa-
nar este inconveniente, que se introduce la noción de preferencias propias. Sin
embargo, existen espacios que no presentan estas dificultades (i.e. cuyos conos
positivos tienen interior no vaćıo) como por ejemplo C([0, 1]) cuyo cono positi-
vo es C([0, 1])+ = {x : x(t) ≥ 0 para todo t} y L∞(µ) cuyo cono positivo es
L∞(µ)+ = {x : x(t) ≥ 0 c.t.p µ}.

En esta sección se presentará el Segundo Teorema de Bienestar Social para el caso
particular de espacios cuyo cono positivo tiene interior no vaćıo.

Teorema. 2.11 (Bewley, 1972.) Se asume, además de las hipótesis básicas de
el Caṕıtulo 4, que ω ∈ intL+. Entonces, existe un conjunto K ⊂ L′ convexo y
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σ(L′, L)-compacto tal que p ·ω 6= 0 para todo p ∈ K y todo óptimo de Pareto débil
puede ser soportado por algún p ∈ K

Dem. En primer lugar, se observa que si ω ∈ intL+, entonces el conjunto K =
{p ∈ L′ : p ≥ 0 y p · ω = 1} es σ(L′, L)-compacto. En efecto, sea W un entorno
abierto y simétrico de 0 tal que ω+W ⊂ L+. Si p ∈ K, la restricción de p a ω+W
es positiva, por tanto, la restricción de p a W está acotada inferiormente por -1
pues p · ω = 1. Asimismo, como W es simétrico, se debe tener que la restricción
de p a W está acotada superiormente por 1. Luego, el Teorema 1.24 implica que
K es compacto.

Ahora bien, sea x un óptimo de Pareto débil. Se considera el conjunto:

V =

{∑
i

zi − xi : ui(zi) ≥ ui(xi) para cada i

}
.

Es claro que 0 6∈ intV (de lo contrario x no podŕıa ser un óptimo) y que intV 6= ∅
pues intL+ 6= ∅ y L+ ⊂ V . Por tanto, se puede aplicar el Teorema 1.13 para
encontrar un funcional lineal p ∈ L′ tal que p 6= 0 y p · v ≥ 0 para todo v ∈ V .
Se tiene que p ≥ 0 pues p toma valores no negativos en V y L+ ⊂ V y p · ω > 0
pues ω ∈ intV . Se puede asumir, sin pérdida de generalidad que p · ω = 1 y que,
por tanto, p ∈ K

Finalmente, sea z con ui(zi) ≥ ui(xi). Se tiene que
∑

i(zi − xi) ∈ V , por lo que
p ·
∑

i(zi − xi) ≥ 0, de donde resulta p ·
∑

i zi ≥ p · xi, y por tanto, p soporta la
canasta x. �
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Caṕıtulo 6

Teoremas de Existencia

Los principales conceptos de la Teoŕıa de Equilibrio General son el de equilibrio
propiamente dicho y el de óptimo de Pareto. Este caṕıtulo busca completar la
teoŕıa mostrando dos teoremas de existencia. El primero de ellos, la existencia de
pares (x, p) que conforman equilibrios competitivos. El segundo de ellos procura
garantizar la existencia de óptimos de Pareto generales.

6.1. Existencia de Equilibrio

Uno de los principales problemas de la Teoŕıa de Equilibrio General consiste en
determinar bajo qué condiciones se puede asegurar la existencia de asignaciones
y precios de equilibrio. En este caṕıtulo de expondrá uno de los principales resul-
tados respecto a dicho problema en economı́as de dimensión infinita, desarrollado
en [11]. El enfoque desarrollado por dicho trabajo se basa en el Segundo Teorema
de Bienestar Social, utlizándose, a su vez, un argumento de punto fijo al igual
que en el caso finito-dimensional.

Sea ∆ = {(λ1, . . . , λN) ∈ RN :
∑

i λi = 1, λi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , N} el N−1
śımplex cerrado. Se define la función f : ∆ → R dada por f(s) = sup{α ∈ R :
αs ∈ U} siendo U el conjunto de utilidad factible. Se observa que, por la mono-
tońıa de las preferencias, U está acotado superiormente por (u1(ω), . . . , uN(ω))
por lo que f está bien definida. Más aún, se tiene que f(s) > 0 para todo s ∈ ∆.
Esta función f será parte de la construcción del argumento de punto fijo, por lo
que es conveniente destacar algunas de sus propiedades.

Proposición. 1.1 Sea f : ∆ → R dada por f(s) = sup{α ∈ R : αs ∈ U},
entonces f es continua.
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Dem. El objetivo de la prueba consiste en mostrar que, dado s ∈ ∆ y dada una
sucesión {sn} tal que sn → s, ĺım ı́nf f(sn) ≥ f(s) y ĺım sup f(sn) ≤ f(s). Dado
que la demostración de ambas desigualdades es análoga, se realizará la prueba de
la primera de ellas únicamente.

Sea s ∈ ∆ y sean α > 0 y x ∈ Z tal que αs = U(x). Sea {sn} una sucesión tal que
sn → s y 0 < β < α tal que βsni < αsi para todo n ∈ N y para todo consumidor
i con si > 0. Para cualquier otro i con si = 0 sea {δni } dada por ui(δ

n
i ω) = βsni .

Sea δn =
∑

si=0 δ
n
i , se tiene que δn → 0 pues cada δni → 0 y son finitos.

Se define la sucesión de asignaciones {yn}mediante: yni =


δni ω si si = 0

(1− δn)xi si si > 0

Para cada dicha sucesión se verifica que ui(y
n
i ) = βsni si si = 0 para todo n ∈ N

y que ui(y
n
i ) → ui(xi) = αsi > βsni si si > 0. Por tanto, para n suficientemente

grande, se tiene que U(yn) ≥ βsn. Ahora bien, sea µi ∈ [0, 1] tal que ui(µiy
n
i ) =

βsni . Se tiene que:

N∑
i=1

µiy
n
i ≤

N∑
i=1

yni ≤ ω para todo n ∈ N.

De esta forma, se ha constrúıdo una sucesión {µyn} de asignaciones factibles con
U(µyn) = βsn. Como β < α es arbitratio, se concluye que ĺım ı́nf f(sn) ≥ f(s).
�

Si x es un óptimo de Pareto débil, luego U(x) debe pertenecer a la frontera de U .
En otras palabras, si x es un óptimo de Pareto débil y se define s como el vector
normalizado de U(x):

s =
1∑

i ui(xi)
U(x) =

1∑
i ui(xi)

(u1(x1), . . . uN(xN)),

se tiene que f(s) corresponde a un máximo, es decir, que el valor f(s)s es alcan-
zado por U .

Sin embargo, con las hipótesis manejadas, no es posible garantizar que f(s) sea
un máximo para todo s ∈ ∆, es decir, para que el supremo se alcance. Para ello,
es necesario asumir que U es cerrado.

La prueba de existencia de equilibrio no se puede realizar si no se garantiza con
cierta generalidad la existencia de óptimos de Pareto débiles, por tanto, se añadirá
la hipótesis de que U es cerrado. En términos de preferencias, esta hipótesis toma
la siguiente forma:
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Sea {xn} ⊂ Z una sucesión para la cual si n > m entonces xni �i xmi para todo i.
Entonces, existe x ∈ Z tal que xi �i xni para todo n ∈ N y para todo i.

Como se mencionó anteriormente, la prueba de existencia se basa en un argumento
de punto fijo basado en el Teorema de Kakutani, que se expone a continuación.

Teorema. 1.2 (Teorema de Kakutani) Sea K ⊂ Rm un conjunto compacto
y convexo y sea Γ : K → K una correspondencia hemi-continua superiormente1

que toma valores no vaćıos, cerrados y convexos. Entonces Γ tiene un punto fijo.

Teorema. 1.3 (Mas-Collel, 1986.) Supongamos que, además de las hipótesis
del Caṕıtulo 4, se verifica que:

1. U es cerrado,

2. existe un conjunto K ⊂ L′ convexo, σ(L′, L)-compacto tal que p ·ω 6= 0 para
todo p ∈ K y todo óptimo de Pareto débil puede ser soportado por algún
p ∈ K.

Entonces la economı́a tiene un quasi-equilibrio (x, p).

Dem.

La demostración será hecha en tres pasos: en el primero, se definirá una cierta
correspondencia Φ : ∆ → RN con la propiedad de que sus ceros corresponden a
quasi-equilibrios de la economı́a. Seguidamente, se probará que Φ es una corres-
pondencia hemi-continua superiormente, y, finalmente, se demostrará que Φ tiene
al menos un cero.

Paso 1: definición de Φ y algunas propiedades.

Sea f : ∆ → R como en la Proposición 1.1. Para cualquier s ∈ ∆, sea x(s)
una asignación tal que U(x(s)) = f(s)s. Geométricamente, x(s) corresponde a la
asignación de U ∩ RN

+ más lejana a 0 por la recta que une el origen y s, como se
observa en la siguiente imagen.

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que
∑

i xi = ω. En efecto, si esto
no fuese aśı, el remanente se podŕıa usar para mejorar la situación de algún
consumidor.

1Una correspondencia Γ : A → B es hemi-continua superiormente en a ∈ A si para toda
sucesión {an} ⊂ A con an → a y para toda sucesión {bn} tal que bn ∈ Γ(an), se tiene que si
bn → b, entonces b ∈ Γ(a).
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Figura 6.1: Definición geométrica de x(s).

Sea P (s) el conjunto de precios en K que soportan x(s), o sea,

P (s) = {p ∈ K : p soporta x(s)}.

Por la hipótesis número 2, se tiene que P (s) es no vacio y convexo para cada
s ∈ ∆.

Ahora bien, se define la correspondencia Φ : ∆→ RN por

Φ(s) = {(p · (ω1 − x1(s)), . . . , p · (ωN − xN(s))) : p ∈ P (s)}.

Luego, Φ toma valores no vacios y convexos, en virtud de las caracteŕısticas del
conjunto P (s). Asimismo, se observa que Im(Φ) = {z ∈ RN :

∑
i zi = 0} ya que∑

i xi =
∑

i ωi = ω. Por otra parte, si 0 ∈ Φ(s), entonces existe p ∈ P (s) tal
que p · ωi = p · xi(s) para todo i y si z es otra asignación con ui(zi) ≥ ui(xi(s))
entonces se debe tener que p ·zi ≥ p ·xi(s) ya que p soporta x(s), de donde resulta
que x(s) es un quasi-equilibrio.

Paso 2: Φ es una correspondencia hemi-continua superiormente.

Se consideran las sucesiones {sn} y {tn} tales que sn → s en ∆ y tn ∈ Φ(sn)
para todo n. Sea pn tal que tni = pn · (xi(sn) − ωi) para cada n ∈ N y para cada
consumidor i. Como K es σ(L′, L)-compacto, se tiene que {pn} tiene ĺımite en K,
pasando a una subsucesión si es necesario. Llamando p a dicho ĺımite, se define
ti = p · (xi(s)− ωi).
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Hay que probar que t = (t1, . . . , tN) ∈ Φ(s) y que tn → t. Para la primer afirma-
ción, hay que mostrar que p ∈ P (s), o sea, que p soporta la asignación x(s). Para
ello, sea z una asignación con ui(zi) ≥ ui(xi(s)). Como f(sn)sn → f(s)s por ser f
continua, se debe tener que a partir de cierto n, ui(zi) ≥ ui(xi(s

n)) lo que implica
que pn.zi ≥ pn.sn pues pn soporta x(sn). Sumando y tomando ĺımite, se obtiene
que p.

∑
i zi ≥ p · ω. Luego, p soporta la asignación x(s) y por tanto t ∈ Φ(s).

Para probar que tn → t, se observa que, como tn está definida mediante tni =
pn · (xi(s

n) − ωi) y t está definido mediante ti = p · (xi(s) − ωi), basta con
probar que pn · xi(sn) → p · xi(s) para cada i. Sea zi ∈ Xi tal que ui(zi) ≥
xi(s), luego, a partir de cierto n se tiene que ui(zi) ≥ xi(s

n). Se considera la
asignación (x1(s

n), . . . , xi−1(s
n), zi, xi+1(s

n), . . . , xN(sn)). Como pn soporta x(sn)
se debe tener que:

0 ≤ pn · (zi − ωi) +
∑
j 6=i

pn · (xj(sn)− ωj).

Por otro lado, se sabe que
∑

j xj(s
n) =

∑
j ωj por lo que

∑
j 6=i(xj(s

n) − ωj) =
−(xi(s

n)− ωi)). Combinando esto con la desigualdad anterior, se tiene que:

pn · (zi − ωi) +
∑
j 6=i

pn · (xj(sn)− ωj) = pn · (zi − ωi)− pn · (xi(sn)− ωi)

= pn · (zi − xi(sn)).

Se tiene entonces que 0 ≤ ĺım ı́nf pn · (xi(s) − xi(s
n)) para todo i. Como pn ·

xi(s)→ p · xi(s) y ĺım ı́nf(−pn · xi(sn)) = − ĺım sup pn · xi(sn), se concluye que p ·
xi(s) ≥ ĺım sup pn·xi(sn). Ahora bien, sumando en i y recordando que

∑
i xi(s

n) =∑
i xi(s) = ω se obtiene la siguiente cadena de desigualdades:

p · ω ≥ ĺım sup
∑
i

pn · xi(sn) = ĺım sup pn · ω = p · ω.

Luego, pn · xi(sn) → p · xi(s) para todo i de donde se concluye, finalmente, que
tn → t.

Paso 3: Φ tiene al menos un cero.

En primer lugar, se observa que si 0 ∈ Φ(s) entonces existe p ∈ P (s) tal que
p · ωi = p · xi(s) para todo i y si zi es tal que ui(zi) ≥ ui(xi(s)) entonces p · zi ≥
p · xi(s) pues p soporta la asignación x(s).

Por tanto, probar que Φ tiene un cero equivale a probar la existencia de un par
(x, p) de equilibrio. Para mostrar esto, se considera la correspondencia auxiliar
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s 7→ Φ(s) + s. Se observa que esta correspondencia hereda las propiedades de
Φ y que mapea ∆ en ∆, por lo que se está en las hipótesis de el Teorema 1.2
que afirma la existencia de un punto fijo para dicha correspondencia auxiliar. Se
concluye finalmente que Φ tiene un cero.

�

La continuidad conjunta del mapa (x, p) 7→ p · x, señalada como una de las
principales dificultades que se presentan en dimensión infinita, en realidad no re-
presenta un gran inconveniente en la prueba precedente. En efecto, si se considera
una secuencia {pn} de vectores precio con pn → p en la topoloǵıa σ(L′, L) y una
secuencia de asignaciones {xn} con xn → x en la topoloǵıa σ(L,L′), en general
no existen garant́ıas de que pn ·xn → p ·x. Sin embargo, en el argumento desarro-
llado en la prueba de el Teorema 1.3, se demuestra la convergencia bajo ciertas
hipótesis espećıficas: (1)

∑
i xi = ω y (2) pn soporta xn. Lo demostrado permite

afirmas que si nos restringimos a los pares (x, p) que verifican las hipótesis (1) y
(2), el mapa (x, p) 7→ p · x resulta conjuntamente continuo.

Asimismo, se observa que en la prueba de el Teorema 1.3 no se hace uso de la
continuidad total de las preferencias. Sin embargo, dicho Teorema sólo garantiza la
existencia de un quasi-equilibrio. Es en la demostración de que un quasi-equilibrio
es en efecto un equilibrio que la continuidad total de las preferencias es necesaria,
como se presenta a continuación.

Proposición. 1.4 Si además de las hipótesis del Caṕıtulo 4 existe zi ∈ Xi tal
que p · zi < p · ωi para cada consumidor i, entonces todo quasi-equilibrio es un
equilibrio.

Dem. Sea (x, p) un quasi-equilibrio y zi como en las hipótesis.Si xi no maximiza
las preferencias del consumidor i dentro de sus posibilidades presupuestarias,
entonces existe yi ∈ Xi tal que yi �i xi y p · yi = p · ωi. Se considera zi como
en las hipótesis y se define, para cada α ∈ [0, 1) la canasta αyi + (1− α)zi. Para
cada α ∈ [0, 1), se verifica que p · [αyi + (1 − α)zi] < p · ωi. Por continuidad,
existe α0 ∈ [0, 1) tal que α0yi + (1− α0)zi �i xi, lo que contradice la hipótesis de
quasi-equilibrio. �

Cabe señalar que la prueba de esta última proposición es independiente de la
dimensión, siendo válida tanto para el caso finito como para el caso infinito.
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6.2. Existencia de Óptimos de Pareto

En el caṕıtulo anterior se vio que si U es cerrado entonces la economı́a tiene óp-
timos de Pareto. El objetivo del presente caṕıtulo es profundizar en este aspecto:
se darán condiciones que garantizan que U es cerrado y se explorará la existencia
y unicidad de óptimos de Pareto que maximizan cierta función de utilidad social.

Las hipótesis generales de este caṕıtulo son similares a las manejadas en los pre-
vios: se asumirá que L es un espacio vectorial topológico Hausdorff, localmente
convexo y completo. Asimismo, se pedirá a las preferencias �i que sean completas,
transitivas, reflexivas y estrictamente monótonas.

Siendo ∆ el śımplex (N−1)-dimensional, para cada λ = (λ1, · · · , λN), se introduce
la siguiente función de utilidad social:

uλ =
N∑
i=1

λiui(x),

donde ui corresponde a la función de utilidad individual del consumidor i.

Las funciones de utilidad social revisten cierto interés de poĺıtica económica. En
efecto, si bien existe consenso respecto a la deseabilidad de distribuir los bienes
en una economı́a de forma tal que su asignación resulte un óptimo de Pareto,
este concepto generalmente resulta vago cuando se persiguen objetivos de justicia
social2. Es en virtud de esto, que muchas veces los planificadores centrales se
focalizan en óptimos de Pareto que asimismo maximicen cierta función de utilidad
social, como la presentada.

Teorema. 2.5 (Araujo, 1986.) Si además de las hipótesis generales, se veri-
fica que L es semi-reflexivo, �i es σ(L,L′)- continua3 para todo i y el conjunto
de asignaciones factibles Z es σ(L,L′)-cerrado y acotado, entonces, la economı́a
tiene asignaciones de Pareto óptimas.

Más aún, si �i puede ser representada mediante una función de utilidad ui para
todo i = 1, · · · , N al menos en el conjunto Z entonces, para todo λ ∈ ∆ existe
un óptimo de Pareto que es solución al siguiente problema de optimización:

2Por ejemplo, si las preferencias son estrictamente monótonas, asignar todos los bienes a un
sólo consumidor resulta un óptimo de Pareto.

3Esto es, los conjuntos {x ∈ Xi : x �i y} y {x ∈ Xi : y �i x} son σ(L,L′)-cerrados para
todo x ∈ Xi.
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máx
x∈Z

N∑
i=1

λiui(x).

Dem. En primer lugar se observa que si Z es σ(L,L′)-cerrado y acotado, y L es
semi-reflexivo, entonces en virtud de el Teorema 1.28, Z es compacto y por tanto,
el conjunto de utilidades posibles U es cerrado.

Por otra parte, si las preferencias son σ(L,L′)-continuas y admiten representación
mediante funciones de utilidad (ver Teorema 0.2) entonces las mismas son σ(L,L′)
continuas. Sumando esto al hecho de que Z es σ(L,L′)-compacto, el problema
de maximización planteado tiene solución u∗λ. Por tanto, existe xλ ∈ Z tal que
u∗λi = ui(xλi) para todo i.

Dado que las preferencias son estrictamente monótonas, las utilidades también
lo son, por lo que uλ debe pertenecer a la frontera del conjunto de utilidades
posibles. Se concluye entonces que xλ es un óptimo de Pareto.

�

Teorema. 2.6 Si a las hipótesis del Teorema anterior se agrega que las funciones
de utilidad ui son estrictamente cóncavas, entonces existe una única solución al
problema de maximización

máx
x∈Z

N∑
i=1

λiui(x).

Dem. Si ui es estrictamente cóncava para todo i, entonces su combinación con-
vexa también lo es. Luego, el máximo de uλ sobre el conjunto de asignaciones
factibles se alcanza en un único punto. �

Teorema. 2.7 (Araujo, 1986.) Sea L como en las hipótesis generales y su-
pongamos que toda economı́a que satisface:

1. �i es σ(L,L′)- continua para todo i,

2. el conjunto de asignaciones factibles Z es σ(L,L′)-cerrado y acotado,

tiene un óptimo de Pareto. Entonces, L debe ser semi-reflexivo.
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Dem. Por absurdo, supóngase que L no es semi-reflexivo. Entonces, debe existir
un conjunto C acotado σ(L,L′)-cerrado que no es σ(L,L′)-compacto. Sin pérdida
de generalidad, se puede suponer que C es convexo y simétrico alrededor de 0.
Como C no es σ(L,L′)-compacto, existe un funcional lineal continuo p que no
alcanza su supremo en C.

El siguiente paso consiste en definir una economı́a que no admite óptimos de
Pareto. Sea N = 2, X1 = X2 = C y ω1 = −ω2 ∈ C. Se consideran las preferencias,
representadas mediante las funciones de utilidad u1(x) = p · x y u2(x) = −p ·
x. Luego, supóngase que (x̂,−x̂) es un óptimo de Pareto, entonces, x̂ debe ser
solución de supx∈C p · x, que no existe. Luego, la economı́a no admite óptimos de
Pareto, lo cual contradice la hipótesis. Por tanto, L debe ser semi-reflexivo. �

Los Teoremas 2.5 y 2.7 conjuntamente afirman que si las preferencias son dé-
bilmente continuas y el conjunto de asignaciones factibles es cerrado y acotado
respecto a la topoloǵıa débil, entonces la existencia de óptimos de Pareto es equi-
valente a la semi-reflexividad del espacio de bienes.
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Caṕıtulo 7

Ejemplos y Conclusiones

Ejemplo. 0.1 Elección de la topoloǵıa en L.

Como se mencionó en el Caṕıtulo 3, la elección de una topoloǵıa en el espacio de
bienes debe responder a consideraciones económicas. En este ejemplo se verá cómo
algunas restricciones sobre las preferencias pueden ser expresadas en términos
topológicos.

Sea L = l∞ el espacio de sucesiones reales acotadas. Como se mencionó en la
Introducción, se interpreta un elemento x ∈ l∞ como una secuencia de consumo en
tiempo discreto sobre un horizonte temporal infinito. Se considera un consumidor,
cuyo conjunto de consumición es L+ y cuyas preferencias están dadas por la
relación �.

La continuidad de � respecto a la topoloǵıa inducida por la norma en l∞ no
impone ninguna restricción sobre el momento en que el individuo prefiere consu-
mir. En particular, la continuidad de las preferencias respecto a la norma resulta
una hipótesis conveniente cuando se quiere expresar que los individuos asignan
la misma utilidad al consumo de cierto bien, independientemente de cuándo sea
consumido.

Por otra parte, la continuidad superior de � respecto a la topoloǵıa débil σ(l∞, l1)
impone una suerte de impaciencia superior, en el sentido de que ganancias en el
consumo a futuro son percibidas como despreciables. En efecto, sean x, y ∈ l∞
tales que x � y y sea, para cada n ∈ N, zn ∈ l∞ la secuencia de consumo
que vale 0 en los primeros n peŕıodos y 1 en adelante. Como l1 es el espacio
de sucesiones cuyas series convergen en valor absoluto, las colas deben tender a
0, por lo que y + zn → y en la topoloǵıa débil σ(l∞, l1). Por lo tanto, la semi-
continuidad superior de � respecto a dicha topoloǵıa implica que x � y+ zn para
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n suficientemente grande, lo que expresa el hecho de que ganancias de consumo
futuras resultan despreciables. De forma análoga, la semi-continuidad inferior
de � respecto a σ(l∞, l1) representa una impaciencia inferior: las pérdidas de
consumo futuro resultan insignificantes.

Ejemplo. 0.2 Precios finitos.

Una de las hipótesis manejadas en el Caṕıtulo 4 es que los precios consisten en
funcionales lineales p : L→ R, es decir, que estén definidos en todas las canastas
de L. Esta hipótesis si bien luce razonable, puede resultar restrictiva en algunos
casos donde no todas las canastas están presentes en el mercado, como se mostrará
en este caṕıtulo.

Considérese una economı́a con un sólo consumidor L = L2([0, 1]), X1 = L+ y sea
ω = 1 la dotación de la economı́a. Con dicha dotación, el conjunto de consumición
factible resulta:

Z =
{
f ∈ (L2([0, 1])+) : f ≤ 1

}
⊂ L∞.

Ahora bien, si en lugar de considerarse p ∈ L2([0, 1]), se considera p ∈ L1([0, 1]) \
L2([0, 1]) se tendrá que p asigna precios finitos a todas las canastas factibles pero,
sin embargo, p no asigna un precio finito a todos los elementos de L2([0, 1]).

Ejemplo. 0.3 Interpretación económica de los precios.

Al trabajar con los espacios l∞ y L∞ la interpretación económica de los precios
se vuelve engorrosa debido a la dificultad que presentan sus espacios duales. Se-
ŕıa una caracteŕıstica deseable que los precios de equilibrio pertenecieran a l1 y
L1 respectivamente, pues éstos tienen interpretaciones económicas naturales. Sin
embargo, el siguiente ejemplo muestra que la posibilidad de que los precios de
equilibrio no pertenezcan a estos espacios es real.

Considérese una economı́a con un sólo consumidor, siendo el espacio de bienes
L = l∞, el conjunto de consumición X1 = l+∞ y la dotación inicial ω = (1, 1, · · · ).
Sea u : l+∞ → R la función de utilidad dada por:

u(x) = ĺım ı́nf x(t).

Luego, u resulta cóncava y continua respecto a la topoloǵıa inducida por la norma
en l∞, por lo que debe existir p ∈ l′∞ tal que p · x ≥ p · ω > 0 siempre que
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u(x) ≥ u(ω) = 1. Ahora bien, dicho precio no puede pertenecer a l1. En efecto,
sea {xk} ⊂ l∞ dada por:

xk(t) =


0 si t < k

2 si t ≥ k

Luego, u(xk) = 2 > u(ω) pero, si p ∈ l1 se tendŕıa que p · xk → 0 mientras que
p · ω > 0, lo cual es absurdo.

En este caso el hecho de que p 6∈ l1 tiene sentido económico ya que la función
de utilidad mencionada depende únicamente de lo que pasa en el infinito, por lo
que es de esperarse que el precio de equilibrio tenga toda su masa concentrada
en infinito.

Ejemplo. 0.4 Conjunto de utilidad factible no cerrado.

Una de las hipótesis fundamentales del Teorema 1.3 es que el conjunto de utili-
dades alcanzables U es cerrado. Esta propiedad se da naturalmente en dimensión
finita, ya que el conjunto Z de asignaciones factibles es cerrado y acotado y, por
ende, compacto. Sin embargo, en dimensión infinita esto no tiene por qué ser aśı,
como se muestra en este ejemplo, que resalta la necesidad de incluir la hipótesis
de que U sea cerrado.

Se considera una economı́a con dos consumidores cuyo espacio de bienes es L =
l∞. Las preferencias de los consumidores son descriptas mediante las siguientes
funciones de utilidad:

u1(x) =
∞∑
n=1

xn
2n

y u2(x) = ĺım ı́nf xn,

y las dotaciones iniciales son ω1 = 1 y ω2 = 1. Luego, el conjunto de utilidad
factible resulta:

Z =
{(
{x1n}, {x2n}

)
∈ l∞ × l∞ : x1n + x2n ≤ 2 para todo n ∈ N

}
.

Ahora bien, para determinar el conjunto de utilidad factible, se observa que si
({x1n}, {x2n}) es tal que x2n 6= 0 para algún n ∈ N, entonces u1(x

1
n) <

∑
1/2n = 2.

Por tanto, el conjunto de utilidad factible resulta:

U =
{

(u1, u2) ∈ R2 : u1 < 2, u2 ≤ 2 o bien u1 ≤ 2, u2 ≤ 0
}
.

Como se muestra en la siguiente figura, este conjunto no resulta cerrado.
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Figura 7.1: Conjunto de utilidad factible U .

Ejemplo. 0.5 No existencia de precio soporte no nulo.

Como se señaló tanto en el Caṕıtulo 3 como a la hora de probar el Segundo
Teorema de Bienestar Social, una de las principales dificultades en dimensión
infinita es la separación de conjuntos convexos (en particular, el conjunto de
canastas preferidas), dado que la mayoŕıa de los espacios trabajados tienen cono
positivo con interior vaćıo. Este ejemplo muestra que las hipótesos adicionales
trabajadas para la prueba de un sólo consumidor son necesarias para garantizar
la existencia de un precio soporte no nulo para óptimos de Pareto.

Considérese el espacio de bienes es L = l2 y el conjunto de consumición X1 = L+.
Sea la función de utilidad u : l+2 → R dada por u(x(t)) =

∑∞
t=0 vt(x(t)) donde

vt(x(t)) está dada por:

vt(x(t)) =


2tx(t) si x(t) ≤ 1

22t

2−t[x(t) + 1− 2−2t] si x(t) > 1
22t

Se tiene que u es continua respecto a la topoloǵıa inducida por la norma, cóncava
y monótona. Sin embargo, si ω ∈ l2 es tal que ω(t) = 2−4t, entonces el conjunto
de canastas prefereidas a ω no puede ser soportado por ningún precio no nulo.

En efecto, si se considera una canasta x dada por x(t) = 1/2kt con k = 4 − ε
entonces x es preferida a ω. Luego, si p es un precio soporte, debe verificar que:
p · x > p · ω. El único candidato resulta ser p(t) = 2t que no pertenece a l2.
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En este ejemplo, también es posible probar de forma directa que las preferencias
no son propias.

Ejemplo. 0.6 Preferencias propias pero no uniformemente propias.

Si bien la hipótesis de preferencias propias garantiza la existencia de un precio
soporte para el Segundo Teorema de Bienestar cuando se trabaja con un sólo con-
sumidor, como se mencionó en la Sección 5.2.2, esto no alcanza para garantizar la
soportabilidad de los óptimos de Pareto sociales. Este ejemplo pretende ilustrar la
necesidad de introducir la hipótesis más restrictiva de preferencias uniformemente
propias para tratar el caso de varios consumidores.

Se considera una economı́a con dos consumidores sobre el espacio de bienes L = l2
con conjuntos de consumición X1 = X2 = l+2 . Sea u : l+2 → R como en el ejemplo
anterior. Si q1, q2 son funcionales lineales estrictamente positivos en l2 y son no
colineales, se definen las funciones de utilidad:

ui(xi) = mı́n{u(xi), qi · xi + ui(ω)− qi · ω},

siendo ω = ω1 = ω2 la dotación inicial de cada consumidor. Estas funciones de
utilidad son continuas, cóncavas y estrictamente monótonas. Para cada consumi-
dor, el conjunto de canastas preferidas a ωi es:

{xi ∈ l+2 : u(xi) ≥ u(ωi)} ∩ {xi ∈ l+2 : qi · xi ≥ qi · ωi}.

Ahora bien, para la asignación Pareto óptima (ω1, ω2), los únicos precios que que
soportan los conjuntos de canastas preferidas son: para el consumidor 1, múltiplos
positivos de cualquier combinación convexa entre q1 y 2t mientras que, para el
consumidor 3 múltiplos positivos de cualquier combinación convexa entre q2 y 2t.
Los únicos elementos mencionados que pertenecen a l2 son los propios q1 y q2,
pero como fueron elegidos no colineales, esto significa que no hay un precio en
común que sirva de soporte para ambos conjuntos.

Ejemplo. 0.7 Espacios no localmente sólidos.

Sea L = L∞([0, 1]) el espacio de bienes con la topoloǵıa débil σ(L∞, C
1([0, 1])) de

forma tal que el espacio dual de L resulta C1([0, 1]). Considérese una economı́a
con dos consumidores, los conjuntos de consumición X1 = X2 = L+ y dotaciones
iniciales ω1 = ω2 = 1. Se definen las funciones de utilidad:
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u1(x1) =

∫
tx1(t)dt y u2(x2(t)) =

∫
(1− t)x2(t)dt.

Estas funciones de utilidad son continuas y uniformemente propias, dado que
son lineales. Sin embargo, si se considera el óptimo de Pareto (ω1, ω2) dado por
ω1 = χ[0,1/2] y ω2 = χ[1/2,1] entonces no existe un precio p ∈ C1([0, 1]) que soporte
dicha asignación. En efecto, para i = 1, 2 el único funcional lineal que verifica que
si xi � ωi entonces p · xi ≥ p · ωi es

p(t) =


1− t si 0 ≤ t ≤ 1/2

t si 1/2 ≤ t ≤ 1

o algún múltiplo de éste, pero p 6∈ C1([0, 1]).

La falla que presenta este ejemplo es que las operaciones de lattice no resultan
continuas al considerar L = L∞([0, 1]) con la topoloǵıa débil σ(L∞, C

1([0, 1])). En
efecto, si se consideran las funciones de Rademacher discutidas en 3, se observa
que si bien rn → 0 en la topoloǵıa débil, rn∨rn = 1, por lo que las operaciones de
lattice no son continuas y por la Proposición 3.45, el espacio falla en ser localmente
sólido.

Ejemplo. 0.8 Preferencias propias respecto a una topoloǵıa.

Uno de los principales conceptos trabajados es el de preferencias propias y uni-
formemente propias pues resulta la hipótesis clave para demostrar la existencia
de precios soporte para óptimos de Pareto y, más aún, la existencia de pares de
equilibrio. Cabe destacar, que ésta condición es una condición topológica, expre-
sada mediante el requerimento del que el cono Γ sea abierto. El siguiente ejemplo
muestra que, al cambiar la topoloǵıa, una misma preferencia puede dejar de ser
propia.

Considérese el espacio de medidas L = M([0, 1]) con la topoloǵıa débil σ(M([0, 1]), C[0, 1])
de forma tal que L′ = C[0, 1]. Se define la función de utilidad u : L+ → R dada
por:

u(µ) =

∫
t1/2dµ.

Esta función de utilidad es continua respecto a la topoloǵıa débil σ(M([0, 1]), C[0, 1]).
Dada una dotación inicial ω una medida de Lebesgue, el único precio soporte para
la asignación ω resulta p ∈ C[0, 1] dado por p(t) = t1/2.
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Sin embargo, si se considera L = M([0, 1]) con la topoloǵıa débil σ(M([0, 1]),Lip[0, 1])
de forma tal que L′ = Lip[0, 1] el conjunto de funciones que son Lipschitz en [0, 1],
u sigue siendo continua en esta topoloǵıa pero p 6∈ Lip[0, 1].

Como comentarios finales, cabe destacar que la extensión de la Teoŕıa de Equi-
librio General de economı́as finitas a economı́as infinitas no resulta tan directa
como seŕıa deseable. Las dificultades matemáticas, aśı como las dificultades de
interpretación económica de los resultados, constituyen un gran desaf́ıo en dicha
extensión.

Los espacios de Riesz topológicos parecen ser los espacios abstractos más generales
que capturan las especificidades de una economı́a. A través de ellos, se recuperan
las nociones de orden y positividad que suelen estar presentes al hablar de bienes.

Sin embargo, la carencia de una topoloǵıa canónica localmente convexa, sólida y
Hausdorff en éstos espacios hace que la modelación de economı́as presente mayores
dificultades que deban ser atendidas mediante rigurosos análisis y, muchas veces,
mediante la incorporación de hipótesis adicionales.
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