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Resumen

El presente trabajo consta del estudio de métodos de gestión de inventario de artículos
perecederos. En general, este problema consiste en planificar cómo satisfacer cierta demanda
de uno o varios productos durante cierto período de tiempo según algún criterio (por ejemplo,
minimizar los costos).

Este problema es de interés, no solo desde un punto de vista matemático, sino que
también hay un interés real en reducir el desperdicio de productos. Se estima que en Uruguay
se desperdicia un 10% de los alimentos producidos, mientras que a nivel mundial la cifra
asciende a 30%.

Este trabajo consta de dos etapas: el estudio del estado del arte para los casos donde la
demanda es determinista, y el estudio de un problema concreto. El estudio del estado del
arte produce como resultado un documento que contiene una revisión de la literatura.

El problema concreto con el que se trabaja es el de gestión de inventario de artículos
perecederos con demanda determinista dinámica, capacidad de inventario limitada y costos
lineales con costos fijos de producción. El tiempo de vida de los artículos y los costos de alma-
cenamiento dependen de la antigüedad de cada producto. Que la demanda sea determinista
dinámica significa que se sabe cuánto será la demanda en cada período, y que la demanda de
cada período puede ser distinta. El hecho de que los artículos sean perecederos implican que
los mismos no pueden ser retenidos en inventario indefinidamente. La existencia de costos
fijos de producción implica que si se decide producir artículos en un período, se tiene que
pagar un costo fijo independientemente de la cantidad de artículos que se produzcan.

Como parte del estudio de este problema, se estudian las redes de flujo, herramienta
muy utilizada para modelar problemas de gestión de inventario. Se concluye luego que este
problema en particular no puede ser modelado mediante una red de este tipo. Después se
estudia brevemente la complejidad del problema, y se demuestra empíricamente que para
instancias grandes, no es práctico encontrar una solución exacta.

Motivado por esto, se presentan métodos para hallar soluciones aproximadas. Para esto
se propone una heurística que permite encontrar soluciones factibles, y tres heurísticas de
mejora que dada una solución factible, buscan encontrar una solución de menor costo.

Estas heurísticas se implementan en Python, utilizando la librería de cálculo científico
NumPy. Luego se comparan y contrastan las soluciones obtenidas por estas heurísticas con
las soluciones exactas obtenidas por GLPK (GNU Linear Programming Kit). Se obtienen
resultados alentadores, con las heurísticas encontrando soluciones en promedio muy cercanas
a las óptimas.

Además, para versiones grandes del problema, se compara la mejor solución que GLPK
puede hallar en un 30 minutos, con la solución obtenida por las heurísticas. Los resultados
obtenidos en este caso son muy buenos, donde las soluciones encontradas por las heurísticas
son casi tan buenas o incluso mejores que las encontradas por GLPK.

Las principales contribuciones de esta etapa son las ideas que se utilizan en la heurística
que permite hallar una solución factible inicial. También consideramos de mucho interés las
heurísticas de mejora presentadas, que están basadas en la idea de desplazar cierta parte de
la producción de un período a otro. De acuerdo a nuestro conocimiento, estas ideas no han
sido aplicadas aún en problemas con artículos perecederos.
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Capítulo 1

Introducción

El problema de gestión de inventario consiste en planificar cómo satisfacer cierta demanda
de uno o varios productos durante cierto período de tiempo según algún criterio (por ejemplo,
minimizar los costos). Para esto se deben tomar decisiones tales como cuántos productos
fabricar o adquirir en qué momento, y qué cantidad de productos retener en inventario.

En este contexto, la mayoría de los modelos suponen que los artículos tienen un tiempo
de vida ilimitado (Khanlarzade et al., 2014 [16]). Sin embargo, es claro que en la realidad,
hay muchos tipos de artículos que no pueden ser almacenados indefinidamente. El principal
ejemplo son la mayoría de artículos comestibles, en especial productos frescos como carne
y vegetales, los cuales pasada cierta fecha no son seguros para el consumo. Tener en cuenta
estas condiciones acerca del tiempo de vida de los productos es importante ya sea que uno
quiera reducir los costos, o reducir la cantidad de productos desperdiciados.

El estudio de este tipo de problemas no solo es de interés desde un punto de vista
matemático, sino que también hay un interés real en reducir el desperdicio de productos.
En un estudio gestionado por la Fundación Ricaldoni, realizado por investigadores de la
Universidad de la República y la empresa Equipos Consultores, se estima que en Uruguay
se desperdicia un 10% de los alimentos producidos por año (Lema et al., 2017 [17]). Esto
representa alrededor de 1 millón de toneladas al año, con un valor estimado de 600 millones
de dólares, en base a materia prima. A nivel mundial, se estima que la pérdida de alimentos
asciende al 30% de la producción (Gustavsson et al., 2011 [10]).

El estudio de artículos que se deterioran se ve también justificado por la gran variedad
de contextos en los que es aplicable, incluyendo artículos que inicialmente no parecerían
ser perecederos. Ciertos productos perecederos, tales como es el caso de los comestibles
mencionados anteriormente, tienen un tiempo de vida luego del cual deben ser desechados.
Otros ejemplos similares son artículos como film fotográfico, o sangre almacenada en bancos
de sangre. Otros productos como alcohol, gasolina, y sustancias radiactivas, decaen con el
correr del tiempo. Otros artículos se vuelven obsoletos con el tiempo, por ejemplo artículos
tecnológicos como celulares, y artículos de corto ciclo de vida como periódicos. Este es
también el caso de la industria de la moda, donde la vestimenta de temporadas anteriores se
vende a precios reducidos. Es interesante notar que en este último caso, los artículos no son
perecederos porque sufran algún tipo de transformación mientras son almacenados, sino que
es la pérdida de valor percibido por parte de los clientes lo que hace que sea poco conveniente
tener un excedente de estos tipos de productos en inventario.

Los diferentes tipos de decaimiento es un criterio utilizado por algunos autores para
clasificar los artículos, diferenciando entre artículos perecederos, artículos con deterioro, y
artículos sujetos a obsolescencia (Goyal & Giri, 2001 [9]; Rafaat, 1991 [24]). Sin embargo la
mayoría de los autores utilizan estas expresiones indistintamente (Pahl & Voß, 2014 [23]).

Modelos dinámicos de Dimensionamiento del Lote Económico (ELS por su nombre en
inglés, Economic Lot Sizing), consideran demanda variable en el tiempo, con un horizonte
de planificación finito. El problema bajo estas características fue resuelto eficientemente por
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primera vez por Wagner & Whitin (1958) [31].
En uno de los artículos más importantes en el área, Hsu (2000) [12] extiende el modelo

de Wagner & Whitin para el caso con deterioro. Al final de cada período, una fracción de
los artículos que están en inventario se pierde. La fracción de los artículos que se pierden
depende tanto del período actual como del período en el que se produjeron. Hsu asume que
en un período dado, los artículos más antiguos se deterioran más rápido y son más costosos
de mantener en el inventario con respecto a los artículos más recientes.

Existen numerosas extensiones de Hsu (2000) [12]. Hsu (2003) [13] estudia el caso en el
que hay backlogging, es decir, cuando la parte de la demanda de un período puede quedar
pendiente y ser satisfecha en algún período posterior. Chu et al. (2005) [5] plantean un modelo
similar al de Hsu (2000) [12] para funciones de costos más generales llamadas funciones de
economía de escala. Bai et al. (2010) [3] extienden este último resultado para el caso con
backlogging. Sargut & Işık (2017) [26] consideran un caso con backlogging y capacidad de
producción limitada, es decir, donde la cantidad de artículos que se puede producir en un
período está acotada.

Si bien el problema con capacidad de inventario limitada ha sido estudiado para el caso
sin deterioro, aún no parece haber recibido atención en el contexto de artículos perecederos.
En general, el caso con capacidad de producción limitada ha sido mucho más estudiado
que el caso con inventario acotado. Sin embargo, en muchos contextos, la capacidad del
inventario podría ser un factor limitante (Liu & Tu, 2008 [18]). El problema de gestión de
inventario de artículos no perecederos con capacidad de inventario limitada fue estudiado
por primera vez por Florian & Klein (1971) [6]. Recientemente se ha estudiado este problema
añadiendo características como backlogging (Hwang & van den Heuvel, 2012 [14]), ventas
perdidas (Hwang et al., 2013 [15]), capacidad de producción (Akbalik et al., 2015 [2]), entre
otras.

1.1. Alcance y objetivos
El trabajo a realizar consta de dos etapas. en primer lugar, estudiar el estado del arte

de gestión de artículos perecederos, con énfasis en problemas con demanda determinista. En
segundo lugar, se busca estudiar un problema concreto. Específicamente, se elige el problema
de gestión de inventario de artículos perecederos con demanda determinista dinámica, costos
lineales y capacidad de inventario limitada.

Como se mencionó en la previamente, en el caso no perecedero, el problema con capacidad
acotada ha ganado interés en los últimos años. El problema para el caso no perecedero
es fácilmente resoluble en tiempo polinomial (Love, 1973 [19]). Sin embargo, cuando los
artículos son perecederos, creemos que el problema es considerablemente más difícil.

Entonces, la primera etapa del estudio de este problema consiste en analizar el mismo.
Se investigarán las redes de flujo, herramienta muy utilizada para representar problemas
de gestión de inventario (ver, por ejemplo, Hsu, 2000 [12]; Zangwill, 1968 [32]). Luego se
realizará un estudio de la complejidad del problema, con el objetivo de saber si es posible
resolver instancias grandes del mismo de manera eficiente.

El principal objetivo de este trabajo es formular propuestas de solución aproximadas al
problema que se está estudiando. Se busca tener métodos que, si bien no hallen soluciones
óptimas, puedan encontrar soluciones buenas en algún sentido. Idealmente, para instancias
grandes del problema, se desearía tener un método que halle soluciones que sean iguales o
mejores a las que sea factible encontrar en un tiempo razonable por un método exacto.

Con este fin se propondrán distintas heurísticas que hallen y mejoren soluciones factibles.
Se pretende implementar estas heurísticas, y finalmente comparar y contrastar las distintas
soluciones propuestas, con las soluciones halladas por GLPK.
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1.2. Resultados obtenidos
Se trabaja acorde al alcance y objetivos mencionados. En la primera etapa de trabajo,

el principal resultado obtenido es un documento conteniendo una revisión de la literatura y
del estado del arte.

En la segunda etapa, las principales contribuciones son las siguientes. Primero se define
un método para hallar soluciones factibles iniciales a nuestro problema, basado en el trabajo
hecho por Hsu (2000) [12] en el caso sin capacidad de inventario. Luego se proponen tres
distintas heurísticas que, dada una solución factible, hallan una solución de menor costo. Las
heurísticas propuestas están basadas en realizar shifts o desplazamientos de producción. Se
busca así sustituir parcial o totalmente la producción en un período dado, por producción
en un período distinto.

Consideramos que algunas de las ideas aquí presentes son innovadoras. En particular
consideramos de mucho interés las heurísticas de mejora propuestas. De acuerdo a nuestro
conocimiento, las ideas utilizadas en estos shifts de producción aún no han sido aplicadas
en problemas con artículos perecederos.

1.3. Estructura de este informe
El resto de este documento está organizado de la siguiente manera: en la Sección 2 se

introducen conceptos, definiciones y formulaciones matemáticas básicas que serán útiles para
entender el resto del trabajo, incluyendo un breve estudio del estado del arte en la Sección
2.3. En la Sección 3 se describe el problema y se presenta el modelo matemático, seguido
de un análisis del mismo en la Sección 4. En la Sección 5 se presenta la solución propuesta.
En la Sección 6 se habla de la implementación de la solución. En las Secciones 7 y 8 se
describen las pruebas realizadas y los resultados obtenidos, respectivamente. Finalmente,
las conclusiones y reflexiones finales, junto con ideas de trabajos futuros son presentadas en
la Sección 9.
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Capítulo 2

Preliminares

En esta Sección se introducen varios conceptos e ideas que son importantes para entender
el resto de este trabajo.

Primero, en la Sección 2.1, se estudian las redes de flujo. En la Sección 2.2 se describen las
principales características de los problemas de gestión de inventario. Finalmente se presenta
una breve revisión del estado del arte en la Sección 2.3, haciendo hincapié en los trabajos
que son de mayor relevancia al problema que se está estudiando.

2.1. Redes de flujo
Como se verá más adelante en la Sección 2.3.2, las redes de flujo son una herramienta de

utilidad a la hora de trabajar con problemas de gestión de inventario. Con el fin de entender
mejor este tipo de modelos, aquí se presentan algunas definiciones de importancia.

Definición 1. Una red (N,A) consiste de un conjunto finito N de nodos o vértices e, f, g, · · ·
y un subconjunto de arcos o aristas A que son pares ordenados (e, f) de N . Puede interpre-
tarse que un arco transporta alguna carga o material de un nodo a otro.

Normalmente se se asume que no hay arco (e, e) de un nodo a sí mismo. Por conveniencia,
también se asume que entre dos pares de nodos e, j existe a lo sumo un único arco (e, j).

Se define xej , la cantidad de material que es transportada en el arco (e, j), también
llamada flujo del arco (e, j).

En cada nodo, se considera que el flujo de material se conserva en el siguiente sentido.
La cantidad de material entrante a un nodo más la cantidad de material que se origina en
el nodo es igual a la cantidad de material entrante al nodo.

Sea re el material originado en el nodo e. Si re > 0, el nodo es una fuente, y la carga de
ese nodo está disponible para ser transportada a otros nodos. Un nodo destino tiene re < 0,
y se entiende que en dicho nodo se requiere material. Se dice que un nodo es de transbordo
si re = 0. En un caso general donde el flujo se conserva, se cumple que

∑
e∈N re = 0. Es

decir, la cantidad de material producido en los distintos nodos fuente es igual a la cantidad
de material recibido en los nodos destino.

Se define A(e), los nodos adyacentes ‘salientes’ desde e (en el sentido de que son alcan-
zables con algún arco saliente de e), como A(e) = {f |(e, f) ∈ A}. Asimismo se define B(e),
los nodos para los cuales e es adyacente (en el sentido de que e es alcanzable con algún arco
saliente de estos nodos), como B(e) = {f |(f, e) ∈ A}. Entonces, el flujo de una red puede
describirse como:

∑

f∈A(e)

xef −
∑

f∈B(e)

xfe = re, e ∈ N (2.1.1)

0 ≤ xef (e, f) ∈ A (2.1.2)
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Se denota al costo de transportar xef unidades de material por el arco (e, f) como
cef (xef). Por conveniencia se asume, sin pérdida de generalidad, que:

cef (0) = 0 (2.1.3)

Observar que si no se tomara esta suposición, siempre es posible obtener una nueva
función de costos que sí la cumpla. Si se tuviera cef (0) > 0, simplemente se define c1ef (xef ) =
cef (xef )− cef (0).

Finalmente se define uef ≥ 0, la capacidad de un arco (e, f), de manera que se tiene que
cumplir que:

xef ≤ uef (e, f) ∈ A (2.1.4)

Finalmente estamos en condiciones de definir una red de flujo:

Definición 2 (Red de flujo). Se define como Red de flujo a la terna (N,A, c, u, s, t).N,A, c, u
son el conjunto de nodos, el conjunto de arcos, las funciones de costos y la capacidad de
cada nodo respectivamente, acorde a las definiciones anteriores. s ∈ N es el conjunto de
nodos fuente, es decir, s = {e|re > 0}. t ∈ N es el conjunto de nodos destino, es decir,
t = {e|re < 0}.

Un flujo sobre una red es simplemente una función f : A → R, es decir una asignación
de flujo para cada arco (e, j) ∈ A que cumpla con las restricciones 2.1.1 y 2.1.4. Se dice que
el flujo es óptimo si cumple que minimiza los costos, es decir si minimiza

∑
(e,f)∈A cef (xef).

En la Sección 2.3.2 se verá cómo puede utilizarse una red de flujo para modelar un
problema de gestión inventario con artículos no perecederos. Las siguientes definiciones serán
de utilidad para modelar problemas con artículos perecederos.

Definición 3 (Red con ganancia). Una red con ganancia es aquella para la cual existe un
valor αef ∈ (0,∞) para cada arco (e, f) ∈ A, llamado la ganancia del arco (e, f). xef denota
la cantidad de flujo saliente del nodo e hacia el arco f .

En este tipo de redes, el flujo ya no se conserva de la manera dada por la propiedad 2.1.1.
En su lugar, se cumple la siguiente propiedad de conservación de flujo:

∑

f∈A(e)

αefxef −
∑

f∈B(e)

xfe = re, e ∈ N (2.1.5)

En este trabajo, son de especial interés las redes para las cuales el flujo se pierde.

Definición 4 (Red con pérdida). Una red de flujo con pérdida es el caso particular de una
red que cumple con la definición 3, y donde además se cumple que αej ≤ 1,∀(e, j) ∈ A.

2.2. Características de problemas de gestión de inventa-
rio

En los problemas de gestión de inventario, se considera como horizonte de planificación al
plazo de tiempo tenido en cuenta en el problema. En general se piensa en un horizonte finito
y discreto, compuesto por T períodos: 1, 2, 3, ..., T . Existen también modelos que consideran
el tiempo como una variable continua t, con t = [0, T ] en caso de considerar un horizonte
finito, o t = [0,∞) en caso de considerar un horizonte infinito.

Una de las características principales por la que se pueden clasificar modelos de gestión de
inventario es la demanda, la cual puede ser determinista (conocida) o estocástica (incierta).
En modelos con demanda determinista, se considera una función D(t) que representa la
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demanda dada en el tiempo t, que en el caso general es una función cualquiera. Para el caso
en que la demanda es una constante conocida (D(t) = dt), puede escribirse simplemente
como dt. En los casos de demanda estocástica, esta suele estar dada por alguna distribución
de probabilidad conocida.

Se considera como I(t) al nivel de inventario en el tiempo t. Además de verse afectado
por la demanda, el inventario también disminuye de acuerdo al deterioro de los artículos
almacenados. La mayoría de los modelos asumen que existe una función θ(t) que describe una
fracción de inventario que se pierde en cada momento. En caso de que θ(t) es constante, en
cada período se pierde la misma proporción de inventario, la cual suele escribirse simplemente
como θ, y se dice que se cuenta con un deterioro exponencial. En algunos casos el deterioro
está basado en alguna distribución de probabilidad, tal como la distribución exponencial o
la distribución de Weibull.

En cada momento t, se puede decidir adquirir xt productos (variable de decisión). Esto
en general implica un costo C(xt) dependiente de la cantidad de unidades que se adquieran.
C(xt) puede ser una función cualquiera, aunque en algunos modelos se hacen suposiciones
acerca de la forma de dicha función. Por ejemplo, en algunos casos donde los costos mar-
ginales disminuyen al aumentar la cantidad de productos adquiridos, se puede asumir que
C(xt) es una función cóncava.

A veces se considera también un costo fijo que es independiente de la cantidad de artículos
adquiridos, correspondiente con el costo de realizar un pedido a un proveedor externo o de
poner en marcha una línea de producción.

En algunos problemas existen restricciones de capacidad de producción o de inventario.
La capacidad de producción limita la cantidad de artículos que pueden ser producidos en un
momento dado, y la capacidad de inventario restringe la cantidad de artículos que pueden
estar almacenados en un momento cualquiera.

Si bien en la mayoría de los casos se considera solo un tipo de artículo, en algunos
problemas se consideran varios tipos de productos. En estos casos, los distintos tipos de
productos pueden tener distintas características, es decir, diferentes costos asociados, tasas
de deterioro, entre otros. En estos casos existe en general alguna restricción que vincula a
los diferentes tipos de productos, como por ejemplo, la capacidad del inventario.

Se considera como tasa de reposición a la velocidad con la que crece el inventario. Cuando
la cantidad de xt se obtiene inmediatamente, se dice que la tasa de reposición es infinita, y que
el modelo es de reposición de artículos. Este tipo de modelos son los que mejor representan
el caso en el que los artículos son adquiridos de un proveedor externo. Si los productos se
adquieren paulatinamente, se dice que la tasa de reposición es finita, y que el modelo es de
producción de artículos. El concepto de tasa de reposición no debe ser confundido con el de
tiempo de entrega, que es el tiempo transcurrido entre que se toma la decisión de adquirir
productos, y los productos finalmente se obtienen (en general, se asume que este tiempo
es nulo, pero modelos con demanda estocástica a veces consideran un tiempo de entrega
variable).

Los problemas de revisión continua son aquellos en los que el estado del sistema de
inventario es conocido en todo momento. En los problemas de revisión periódica, el estado
es conocido en momentos discretos del tiempo.

Otra característica de los modelos de gestión de inventario es la manera en la que con-
sideran la escasez de productos, lo cual ocurre cuando no se tienen artículos suficientes
para satisfacer la demanda. En algunos casos se asume que esto implica que cierta parte
de la demanda corresponde a ventas perdidas, mientras que otros se asume que los clientes
pueden esperar a adquirir el producto más tarde. En el segundo caso se habla de modelos
con demanda pendiente o backlogging. Se dice que hay backlogging completo cuando toda
la demanda pendiente es satisfecha en algún período posterior. Se dice que hay backlogging
parcial cuando parte de la demanda es posteriormente satisfecha, y parte de la demanda
es perdida (por ejemplo, porque algunos clientes son impacientes y no están dispuestos a
esperar). El backlogging parcial puede modelarse como una fracción fija de la demanda no
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satisfecha que es perdida, o como una función dependiente de alguna variable, β(x).
Un caso particular de backlogging parcial muy usado en la práctica es el backlogging par-

cial dependiente del tiempo de espera propuesto por Abad (1996) [1]. Si en un instante t,
hay una cantidad d de demanda que no puede ser satisfecha, entonces dβ(x) es la demanda
que queda pendiente, donde x es el tiempo de espera hasta el momento en que se adquie-
ran productos para satisfacer dicha demanda. β(t) suele considerarse como una función no
creciente, representando el hecho de que los clientes son impacientes, y cuanto mayor sea el
tiempo hasta que exista inventario disponible, menos clientes estarán dispuestos a esperar.

Finalmente, son importantes las definiciones de política de consumición y política de
pedido. La política de consumición determina la manera en que se usa el inventario para
satisfacer la demanda. En general, se asume que los primeros productos en ser adquiridos
son los primeros en ser consumidos (política denominada FIFO por su nombre en inglés, First
In-First Out). La política opuesta, en la que se consumen primero los productos adquiridos
más recientemente, es denominada LIFO, Last In-First Out.

Si el cliente tiene la opción de elegir entre diferentes versiones del mismo artículo, es
razonable asumir que va a elegir la que tenga mayor tiempo de vida restante, es decir, la
última en expirar (política denominada LEFO, Last Expiration-First Out). La opuesta a
esta es llamada FEFO, First Expiration-First out.

En general, es normal asumir que si un producto fue adquirido en un período i, y otro
producto es adquirido en un período j, con i < j, entonces el producto adquirido en el período
i es el que expira antes. En este caso se dice que los tiempos de vida no se superponen, la
política FIFO es igual a la LEFO, y la LIFO es igual a la FEFO.

Las políticas de pedidos dictan la manera en que se repone el inventario, y aparecen casi
exclusivamente cuando se trabaja con demanda estocástica.

2.3. Estado del arte
Finalmente terminamos esta Sección con una breve revisión de los trabajos en el área

que son de mayor interés en este contexto. Una revisión del estado del arte más extensa
puede encontrarse en el Anexo B. Otras de las revisiones literarias existentes más extensivas
son (Nahmias, 1982 [21]) quien considera referencias previas a 1980, (Rafaat, 1991 [24])
considera referencias en los 80, (Goyal & Giri, 2001 [9]) en los 90, y (Pahl & Voß, 2014 [23])
del 2000 en adelante.

A grandes rasgos, el problema de gestión de inventario de artículos consiste en planificar la
obtención y almacenamiento de artículos durante determinado tiempo a modo de satisfacer
cierta demanda de uno o varios productos durante cierto período de tiempo según algún
criterio (por ejemplo, minimizar los costos).

2.3.1. Cantidad Económica de Pedido (EOQ) y Producción (EPQ)
El estudio de ese tipo de problemas comenzó con Harris (1913) [11]. El modelo planteado

en dicho trabajo es de los que se conoce como Cantidad Económica de Pedido (EOQ por
su nombre en inglés, Economic Order Quantity). Es un modelo de reposición con deman-
da constante y tiempo continuo, en el cual una vez agotado el inventario, se realiza una
reposición de una cantidad de artículos determinada.

Se asume que en cada pedido existe un costo unitario cu y un costo fijo cf , la tasa de
demanda es d, y el costo unitario de almacenar una artículo en inventario es h. La variable
a determinar es Q, la cantidad artículos que se obtienen en cada pedido, de manera de
determinar los costos. Se le llama T a la cantidad de tiempo entre pedidos.

Entonces, existen ciclos de largo T , que comienzan con una reposición de Q unidades,
donde el inventario decrece a una tasa constante de valor d hasta agotarse. Esto está ilustrado
en la Figura 2.1. El nivel de inventario en función del tiempo, I(t), es:
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Tiempo

Nivel de inventario

Q

T 2T

...

Figura 2.1: Inventario en modelo EOQ

I(t) = Q− dt, 0 ≤ t ≤ T
El costo asociado a la adquisición de productos es entonces cf +Qcu, y el costo asociado

al almacenamiento de productos es hQ
2 . A partir de esto, se obtiene una expresión del costo

total por unidad de tiempo en función de Q:

C(Q) = dcu +
dcf
Q

+
hQ

2

Esta función es convexa, entonces finalmente, el valor óptimo para Q, Q∗, puede hallarse
resolviendo dC

dQ = 0, obteniéndose:

Q∗ =

√
2cfd

h

Existen diversas extensiones del modelo EOQ, considerando distintas formas de demanda,
cantidad de pedido variable, backlogging, entre otros (Choi, 2014 [4]). En el estudio con
artículos perecederos, Teng & Yang (2004) [30] consideran el caso general en el que la
demanda es una función variable en el tiempo, deterioro exponencial y backlogging parcial
dependiente del tiempo de espera, el horizonte es finito y el tiempo es continuo. Zhang &
Wang (2011) [33] y Ghosh et al. (2015) [8] consideran el problema de varios productos con
capacidad limitada.

El modelo de Harris (1913) [11] también ha sido extendido para el caso en el que existe
una tasa de producción finita. Este modelo de Cantidad Económica de Producción (EPQ por
su nombre en inglés, Economic Production Quantity) es un modelo de producción propuesto
por Taft (1918) [29]. Se toman las mismas suposiciones que en el modelo EOQ, con la
suposición adicional de que los artículos se producen a una tasa fija p, con p > d.

El modelo se resuelve mediante un análisis similar a EOQ, esta vez se consideran ciclos
de largo T compuestos por una etapa de producción en la cual se fabrican Q artículos,
donde el inventario crece hasta tener un cierto tamaño H, seguida de una etapa en la que
el inventario es agotado debido a la demanda (ver Figura 2.2). El inventario en función del
tiempo se puede expresar como:

I(t) = (p− d)t, 0 ≤ t ≤ t1
I(t) = H − dt, t1 ≤ t ≤ T

Este problema se resuelve de manera similar al modelo EOQ, obteniéndose una expresión
del costo total por unidad de tiempo en función de Q:

C(Q) = dcu +
dcf
Q

+
hQ

2
(1− d

p
)
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Tiempo

Nivel de inventario

T 2T

...

H

t1

Figura 2.2: Inventario en modelo EPQ

Y el valor óptimo de Q es:

Q∗ =

√
2cfd

h(1− d
p )

Existen también numerosas extensiones de este modelo para el escenario con artículos
perecederos. Skouri & Papachristos (2003) [27] consideran el caso general en el que la de-
manda es una función variable en el tiempo, la tasa de deterioro varía en el tiempo, hay
backlogging parcial dependiente del tiempo de espera, y el horizonte de planificación es infi-
nito. También existen extensiones donde la tasa de producción es una variable de decisión
(Tadj et al., 2006 [28], Sana & Chaudhuri, 2006 [25]).

2.3.2. Problema de Dimensionamiento del Lote Económico (ELS)
En esta Sección abordaremos el problema de gestión de inventario en el que se asume que

la demanda es dinámica, es decir que los valores de la misma pueden ser diferentes período
a período. Consta de un tiempo discreto compuesto por T períodos, en el período t hay
una demanda dt, un costo fijo st asociado a adquirir productos, y un costo ht por unidad
que se almacena en inventario al final del período. El costo unitario por unidad de producto
adquirida se asume constante en todos los períodos.

Wagner & Whitin (1958) [31] fueron los primeros en resolver eficientemente este proble-
ma. En un período t, xt y It son la cantidad de artículos que se obtienen y que se almacenan
en inventario en ese período, respectivamente. Wagner & Whitin escriben la ecuación fun-
cional que representa la política de costos mínimos para los períodos de t a T como:

ft(It) = mı́n
xt=0, It+xt=dt

[ht−1It + δ(xt)st + ft+1(It + xt − dt)]

Donde:

δ(xt) =

{
0 si xt = 0

1 si xt > 0

Y en el período T se tiene:

fT (IT ) = mı́n
xt=0, IT +xT =dT

[hT−1IT + δ(xT )sT ]

Los autores demostraron que existe una solución óptima que cumple con la Propiedad de
Inventario Cero. Se dice que una solución cumple con esta propiedad si Itxt = 0 (es decir,
solo se producen artículos en un período si el inventario actual es 0).

El problema se reduce a elegir los índices i1 > i2 > ... > in en los cuales xi > 0, sabiendo
que los productos adquiridos en el período i serán utilizados para satisfacer la demanda
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entre los períodos i e i + 1 si i < T , o entre i y T en caso contrario. Los autores presentan
un algoritmo que permite hallar la solución óptima de orden O(T 2).

Uno de los avances importantes en el área, es la observación de que el problema ELS
puede modelarse con una red de flujo (Zangwill, 1968 [32]). Consideremos una versión más
general de ELS, definiendo:

1. Ct(xt): costo de producir xt artículos en el período t.

2. yt: cantidad de artículos que pertenecen en inventario al final del período t. Es decir,
yt =

∑t
k=1(xk − dk), para 1 ≤ t ≤ T .

3. H(yt): costo de almacenar yt unidades de artículos en el período t, que fueron produ-
cidos en el período i.

El problema de hallar la política de menor costo puede escribirse como:

mı́n

T∑

t=1

Ct(xt) +

T∑

t=1

Ht(yt) (ELS)

sujeto a:
T∑

t=1

(xt) =

T∑

t=1

(dt)

− xt − yt−1 + yt = −dt 1 ≤ t ≤ T
xt, yt ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ T

Este problema puede representarse como una red de la siguiente manera:

Definir un único nodo fuente F . La cantidad de material o flujo que se origina en F
es

∑T
t=1 dt.

Definir T nodos destino, Nt, 1 ≤ t ≤ T . En el nodo Nt se requiere dt material o flujo.

Definir T arcos (F,Nt), 1 ≤ t ≤ T . El costo de transportar xt material en el arco
(F,Nt) es Ct(xt). Se representa el hecho de que se produzcan xt unidades en el período
t asignándole xt flujo a arco (F,Nt).

Definir T − 1 arcos, (Nt, Nt+1), 1 ≤ t ≤ T − 1. El costo de transportar yt material por
el arco (Nt, Nt+1) es Ht(yt). Se representa el hecho de que al final del período t existen
yt unidades, asignándole yt flujo al arco (Nt, Nt+1).

En la Figura 2.3 se muestra la red resultante para un problema de 4 períodos de duración.
Es evidente que el problema de hallar la solución óptima al problema ELS es equivalente a
hallar el flujo óptimo de la red construida.

Si ambas funciones de costo son cóncavas, usando propiedades de redes de flujo se deduce
que existe un flujo óptimo en el cuál cada nodo tiene a lo sumo una entrada (Zangwill,
1968 [32]). De ahí se deduce que existe una solución óptima donde para todo período t,
ytxt = 0.

En el caso donde los productos son perecederos, dicha propiedad no se cumple (Friedman
& Hoch (1978) [7]). La primer solución eficiente para ELS con artículos perecederos (ELS-P)
fue dada por Hsu (2000) [12]. Hsu considera un modelo basado en el de Wagner & Whitin en
el cual el costo de adquirir productos y el costo de almacenamiento son funciones cóncavas
cualesquiera, y una fracción del inventario se pierde de un período al siguiente. Además,
tanto la función de almacenamiento y la tasa de deterioro dependen del período actual así
como de la antigüedad de cada artículo. Se definen:

1. Ct(xt): costo de producir xt artículos en el período t.
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F

N1 N2 N3 N4

x1 x2 x3 x4

I1 I2 I3

Figura 2.3: Red de flujo para el problema ELS con 4 períodos

2. zit: cantidad de la demanda en el período t que es satisfecha con artículos producidos
en el período i.

3. yit: cantidad producida en el período i que es retenida en inventario al principio del
período t, que excluye la cantidad zit utilizada para satisfacer la demanda del período
t.

4. H(yit): costo de almacenar yit unidades de artículos en el período t, que fueron pro-
ducidos en el período i.

5. αit: la fracción de yit que se pierde durante el período t.

También asume que cuanto más tiempo estuvo un producto en inventario, mayor es el
costo de almacenamiento y la velocidad a la cual se deteriora. Es decir, para 1 ≤ i ≤ j ≤
t ≤ n, se asume:

αit ≥ αjt

Hit(y) ≥ Hjt(y), y ≥ 0

Entonces, la función a minimizar es la siguiente:

mı́n

T∑

t=1

(Ct(xt) +

t∑

i=1

Hit(yit)) (ELS-P)

sujeto a: xt − ztt = ytt, 1 ≤ t ≤ T (2.3.1)
(1− αi,t−1)yi,t−1 − zit = yit, 1 ≤ i ≤ t ≤ T (2.3.2)

t∑

i=1

zit = dt, 1 ≤ t ≤ T (2.3.3)

xt, yit, zit ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ T (2.3.4)

La Restricción 2.3.1 es para que la cantidad de artículos xt que no son usados para
satisfacer la demanda en t, sea retenida en inventario y sea igual a la cantidad ytt. La
Restricción 2.3.2 calcula la fracción de artículos que se pierden en cada período (la cantidad
que se tenía en inventario y no fue utilizada). La Restricción 2.3.3 es para asegurarse que la
demanda de cada período sea satisfecha.

Hsu demuestra que este problema puede formularse como una red de flujo con pérdida. El
hecho de que los costos de almacenamiento y la tasa de deterioro dependan de la antigüedad
de un artículo significa que la red no es tan simple como la del caso no perecedero. En este
caso, estando en un período t, es necesario distinguir entre el período en que fue adquirido
cada uno de los artículos que se tienen en inventario. Para esto, un período t será representado
por t nodos. La red está dada por:
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Un único nodo fuente F .

T nodos destino, St, 1 ≤ t ≤ T . En el nodo Nt se requiere dt material o flujo.

Para cada período de demanda t, se definen N nodos, Nit, con 1 ≤ i ≤ t ≤ T .

Para cada nodo Ntt, 1 ≤ t ≤ T , se define un arco (F,Ntt). El costo de transportar xt
material por el arco (F,Ntt) es Ct(xt). Se representa el hecho de que se produzcan xt
unidades en el período t asignándole xt flujo a arco (F,Ntt).

Para cada par i y t, con 1 ≤ i ≤ t ≤ T − 1, se define el arco (Nit, Ni,t+1). El costo de
transportar yit material por dicho arco es Hit(yit). Se representa el hecho de que al
final del período t, yit unidades que fueron producidas en el período i permanecen en
inventario asignándole yit flujo al arco (Nit, Ni,t+1).

Para cada período t, se definen t arcos, (Nit, St), con 1 ≤ i ≤ t ≤ T , con costo nulo. Se
representa el hecho de que se usan zit unidades de artículos producidos en el período
i son utilizados para satisfacer la demanda del período t, asignándole zit flujo al arco
(Nit, St).

La pérdida de flujo del arco (Nit, Ni,t+1), con 1 ≤ i ≤ t ≤ T −1, es αit. Esto representa
la cantidad de artículos producidos en el período i que se pierden entre el período t y
el siguiente.

La pérdida de flujo de los arcos restantes es 0.

En la Figura 2.4 se muestra la red resultante para un problema de 4 períodos de duración.
Observar que las restricciones 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.3 son representadas por la conservación del
flujo en redes con pérdida (Propiedad 2.1.5). El problema ELS-P es claramente equivalente
al problema de hallar un flujo óptimo de la red construida.

Usando argumentos similares a los de Zangwill, 1968 [32], Hsu argumenta que existe
una solución óptima donde cada nodo tenga a lo sumo una entrada. Observar que, como
se mencionó anteriormente, una solución de esa forma no necesariamente cumple con la
Propiedad de Inventario Cero de Wagner & Whitin. Sin embargo, un flujo donde un nodo
tenga a lo sumo una entrada, cumple la siguiente propiedad: la demanda de cada período t, es
satisfecha utilizando artículos producidos en exactamente un solo período. Gráficamente esto
se deduce observando que en el nodo St, solo uno de los arcos (Nit, St), con 1 ≤ i ≤ t ≤ T ,
puede tener flujo positivo. Además se demuestra que si la demanda de un período t es
satisfecha por artículos producidos en el período i, entonces la demanda de de ningún período
anterior a t puede ser satisfecha por artículos producidos en períodos posteriores a i.

Más formalmente, existe una solución óptima al problema ELS-P que cumple con la
siguiente propiedad (demostrada en Hsu, 2000 [12]):

Propiedad 1 (Propiedad de División de Intervalos). Supongamos 1 < i1 < i2 < · · · < iR ≤
T son R períodos de producción1 en la solución. Hay R + 1 índices 1 ≤ j1 < j2 < · · · <
jR < jR+1 = T + 1 tal que para cada t, 1 ≤ t ≤ R, se cumplen:

(a) it ≤ jt
(b) La demanda en los períodos desde jt hasta jt+1−1 es satisfecha con artículos producidos

en el período it.

Hsu plantea un algoritmo basado en programación dinámica de orden O(T 4) para hallar
la solución, basado en las siguientes ideas. Para cada par de índices (i, r), con 1 ≤ i ≤ r ≤ T ,
se define P (i, r) como el problema ELS-P restringido a los períodos 1 hasta r, donde i es el
último período de producción. Si V (i, r) es la solución óptima a P (i, r), entonces la solución

1Un período t es un período de producción si xt > 0
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Figura 2.4: Red de flujo para ELSP-P con 4 períodos
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al problema ELS-P será min1≤i≤TV (i, T ). Para el caso lineal con costos fijos de producción
donde las funciones de costos tienen la forma:

Ct(xt) =

{
ft + ctxt si xt > 0

0 en caso contrario

Hit(yit) = hityit

(2.3.5)

El problema puede resolverse en orden O(T 2). Se define Ai
kt como la cantidad de artículos

producidos en el período i que deben estar en inventario al principio del período k para
satisfacer una unidad de demanda del período t. Para 1 ≤ i ≤ k < t ≤ n:

Ai
kk = 1 y Ai

kt =
1∏t−1

l=k(1− αil)
(2.3.6)

Se define Tir, con i ≤ r como el costo de producción y almacenamiento de satisfacer la
demanda en el período r con producción en el período i:

Tir = ctA
i
irdr + Sirdr (2.3.7)

Donde Sir representa la parte de los costos asociado a los costos de almacenamiento, es
decir, Sir =

∑r−1
l=i hilA

i
lr.

Entonces, la solución está dada por:

V (i, i) = mı́n
1≤h<i

{V (h, i− 1)}+ fi + Tii para 1 < i ≤ T (2.3.8)

V (i, r) = mı́n
1≤h≤i

{V (h, r − 1) + Thr} para 1 ≤ i < r ≤ T (2.3.9)

La manera de computar V (i, r), para todos los i, r con 1 ≤ i ≤ r ≤ T , es de la siguiente
forma:

1. Al principio se calcula V (1, 1), la solución óptima al problema de un solo período:
V (1, 1) = f1 + c1d1.

2. Luego se calcula V (1, r), con 1 < r ≤ T según 2.3.9. Primero se calcula V (1, 2), luego
V (1, 3) y así sucesivamente.

3. V (2, 2) está dada por 2.3.8.

4. El proceso continúa calculando V (2, r), 2 < r ≤ T . luego V (3, 3), y así sucesivamente
hasta tener V (T, T ).

5. La solución óptima al problema es min1≤i≤TV (i, T ).

En resumen, V (i, r) puede pensarse como una matriz T × T , definida solamente en su
parte triangular positiva. La matriz se llena de fila por fila, de arriba hacia abajo, donde
cada fila i se llena desde la columna i hacia la derecha.

Hsu (2003) [13] extiende estos resultados para el caso en el que hay backlogging, donde el
costo de satisfacer la demanda de un pedido pendiente depende del período en que se generó
esa demanda, y del período en el que se adquieren productos para satisfacerla. El autor
asume que el costo de satisfacer la demanda pendiente es no decreciente con el tiempo. Se
demuestra que cuando la demanda es no decreciente en el tiempo, o cuando el costo marginal
de backlogging es no decreciente con respecto a la edad de la demanda pendiente, el problema
es resoluble en tiempo polinomial.

Sargut & Işık (2017) [26] consideran un problema similar al de Hsu (2003), pero con
capacidad de producción finita constante durante el horizonte de planificación. Esta nueva
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Figura 2.5: Red de flujo para ELSP-P con backlogging y capacidad de producción limitada,
para 4 períodos

restricción es suficiente para que el problema sea NP-completo. Interesantemente, este pro-
blema también es estudiado utilizando redes de flujo. La red del problema con backlogging
es similar a la del problema ELS-P, son las siguientes adiciones:

Se definen nuevos arcos (Nii, St), con con i > t. Esto representa el hecho de que en
el período i, se satisfacen zit unidades de demanda que habían quedado pendientes
del período t. Estos arcos tienen flujo zit, y costo Bit, donde Bit es una función de
costos que representa la penalización de no haber satisfecho la demanda de un período
a tiempo.

Los arcos (F,Ntt) ahora tienen capacidad limitada, que representa la capacidad de
producción.

En la Figura 2.5 se muestra la red resultante para un problema de 4 períodos de duración.
Los arcos de la red que representa el problema ELS-P son grises, y los arcos nuevos para
esta variante del problema son negros.

Los autores proponen una heurística de orden O(T 6) (donde T es la cantidad de períodos)
basada en Programación Dinámica. En pruebas realizadas con hasta 20 períodos, el algoritmo
encuentra soluciones con una desviación promedio de 4.54% de la solución óptima.
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Una extensión de Hsu (2000) [12] es considerada en Chu et al. (2005) [5], donde el costo
de adquirir productos es una función que los autores denominan como función de economía
de escala. Una función F (X) definida en [0,+∞] es de este tipo si cumple:

1. F (0) = 0.

2. F (X) es no decreciente en [0,+∞].

3. La función de costo promedio, definida como F̄ (X) = F (X)/X, para X > 0, es una
función no creciente en (0,+∞).

Chu et al. (2005) [5] demuestran que el problema de hallar una solución óptima bajo estas
condiciones es NP-completo, y proponen un método para hallar una solución aproximada.
El resultado principal es que esta solución aproximada supone un costo no mayor a (4

√
2+5)
7

veces el costo de la solución óptima. Este resultado es extendido para el caso con backlogging
por Bai et al. (2010) [3], quienes proponen un método para hallar una solución aproximada
con desempeño similar a la solución de Chu et al. (2005).

Önal et al. (2015) [22] consideran el efecto de 4 políticas de consumición de artículos
(FIFO, LIFO, FEFO, LEFO). En este caso la demanda y los costos son variables, y los
artículos son perecederos y tienen un tiempo de vida fijo que depende del período en que
fueron adquiridos. Önal et al. demuestran que dada una instancia cualquiera del problema,
los costos son mínimos si los artículos son consumidos en orden FEFO, y son máximos si
son consumidos en orden LEFO. También demuestran que dada una política de consumi-
ción, el problema siempre es resoluble en tiempo polinomial cuando no hay restricciones de
capacidad, y el caso con capacidad solo es resoluble en tiempo polinomial bajo las políticas
FIFO y LEFO.
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Capítulo 3

Descripción y formulación del
problema

En esta Sección se presenta el problema a resolver y la formulación matemática del
mismo. Como se mencionó en secciones anteriores, se busca estudiar el problema de gestión de
inventario de artículos perecederos donde los costos son lineales y la capacidad de inventario
es limitada. El problema es descrito en mayor detalle en la Sección 3.1, mientras que el
modelo formal es presentado en la Sección 3.2.

3.1. Descripción del problema
El problema en cuestión puede verse como una extensión a ELS-P estudiado por Hsu

(2000) [12], donde se agrega la restricción adicional referente a la capacidad de inventario.
La demanda es dinámica, es decir, varía en cada período. Existen costos fijos y unitarios

de producción que son distintos en cada período. La existencia de costos fijos significa que si
se elige producir artículos en cierto período, existe cierto costo que debe pagarse, indepen-
dientemente de la cantidad de artículos que sean producidos. Los costos unitarios significan
que además debe pagarse cierta cantidad por cada unidad que elija producirse.

Existen costos unitarios de almacenamiento, que son distintos en cada período y que a
su vez dependen de la antigüedad de cada artículo.

El hecho de que los artículos sean perecederos se modela diciendo que en cada período
una fracción de los artículos se pierde. Esta fracción depende del período actual, y de la
antigüedad de cada producto.

En este problema, se considera cómo satisfacer la demanda de los distintos períodos de
manera de minimizar los costos. Las decisiones que deben tomarse son:

En qué períodos producir, y cuántas unidades deben producirse. Los períodos en los
que se decide producir son llamados períodos de producción.

Cómo gestionar el inventario de los artículos existentes. Es decir, cuántas unidades
se mantienen en inventario en cada período. Además es necesario discriminar por el
período en que fueron producidos cada uno de los artículos que se tienen en inventario.

Cómo satisfacer la demanda de cada período. Para esto hay que decidir de qué manera
se utilizan los artículos que se tienen en inventario y los que se producen o adquieren en
determinado período. La demanda de un período puede satisfacerse o bien utilizando
unidades que ya se tenían en inventario, o bien unidades que son producidas en ese
período, o bien utilizando alguna mezcla de ambas.
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3.2. Formulación matemática
Más formalmente, el problema puede definirse de la siguiente manera. Se considera un

horizonte de planificación de n períodos. En cada período t, 1 ≤ t ≤ n existe una demanda dt
que debe ser satisfecha. Se producen xt artículos a un costo Ct(xt). Los artículos producidos
en un período pueden ser almacenados para ser usados en un período posterior, hasta el
límite de inventario ut. Se denomina mediante yit a la cantidad de artículos que fueron
producidos en el período i, que están en inventario en el período t, con 1 ≤ i ≤ t ≤ n.
El costo de retener yit artículos en inventario es H(yit). Una fracción αit de yit se pierde
en el período t. Se define zit la cantidad de artículos del período i que son utilizados para
satisfacer la demanda del período t.

Se asume que el inventario inicial es 0, y que el inventario final también lo es. Se asume
que las funciones de costos Ct y Hit son de la forma:

Ct(xt) =

{
ft + ctxt si xt > 0

0 en caso contrario

Hit(yit) = hityit

(3.2.1)

El problema a resolver es entonces:

mı́n

n∑

t=1

(Ct(xt) +

t∑

i=1

Hit(yit)) (3.2.2)

sujeto a: xt − ztt = ytt, 1 ≤ t ≤ n (3.2.3)
(1− αi,t−1)yi,t−1 − zit = yit, 1 ≤ i < t ≤ n (3.2.4)

t∑

i=1

zit = dt, 1 ≤ t ≤ n (3.2.5)

t∑

i=1

yit ≤ ut 1 ≤ t ≤ n (3.2.6)

xt ≥ 0, 1 ≤ t ≤ n (3.2.7)
yit, zit ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ n (3.2.8)

La Restricción 3.2.3 es para que la cantidad de artículos xt que no son usados para
satisfacer la demanda en t, sea retenida en inventario y sea igual a la cantidad ytt. La
Restricción 3.2.4 calcula la fracción de artículos que se pierden en cada período (la cantidad
que se tenía en inventario y no fue utilizada). La Restricción 3.2.5 es para asegurarse que la
demanda de cada período sea satisfecha. Finalmente, la capacidad de inventario limitada es
modelada con la Restricción 3.2.6.

Observar que teniendo en cuenta las Suposiciones 3.2.1, el problema puede escribirse
como:
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mı́n

n∑

t=1

(ftwt + ctxt +

t∑

i=1

hityit) (P)

sujeto a: xt − ztt = ytt, 1 ≤ t ≤ n (3.2.9)
(1− αi,t−1)yi,t−1 − zit = yit, 1 ≤ i < t ≤ n (3.2.10)

t∑

i=1

zit = dt, 1 ≤ t ≤ n (3.2.11)

t∑

i=1

yit ≤ ut 1 ≤ t ≤ n (3.2.12)

wtA ≥ xt 1 ≤ t ≤ n (3.2.13)
xt ≥ 0, wt ∈ {0, 1} 1 ≤ t ≤ n (3.2.14)
yit, zit ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ n (3.2.15)

Donde wt es una variable binaria auxiliar, tal que wt = 1 si xt > 0, y wt = 0 en
caso contrario. Esto se refleja en la nueva Restricción 3.2.13, donde A es una constante
arbitrariamente grande.
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Capítulo 4

Análisis del modelo

Aquí se analiza el modelo presentado en la Sección anterior. Primero, con el fin de enten-
der mejor el problema, se presentan algunos ejemplos simples en la Sección 4.1. Luego, en la
Sección 4.2, se hacen algunos comentarios acerca del modelo y de una posible representación
de redes del flujo del mismo. Finalmente se hace un breve estudio de la complejidad del
problema en la Sección 4.3.

4.1. Algunos ejemplos
Supongamos que tenemos un horizonte de planificación de 5 períodos. Para simplificar

las cosas, supongamos que la tasa de deterioro es 0, es decir, los artículos no se deterioran.
Supongamos que los costos y la demanda son iguales en todos los períodos, de la siguiente
manera:

1. Costo fijo de producción = 100.

2. Costo unitario de producción = 10.

3. Costo de almacenamiento = 1.

4. Demanda en cada período = 10.

Como los artículos no se deterioran y los costos son constantes, una solución óptima será
la que minimice los costos fijos de producción y los costos de almacenamiento. Como el costo
fijo de producción es tan alto, es fácil ver que en este caso, la solución óptima será aquella
que minimice la cantidad de períodos en los que se producen artículos.

Ejemplo 1: sin restricciones de capacidad En primera instancia supongamos que no
tenemos ninguna restricción de capacidad. La solución óptima es aquella en la que ocurre
producción solamente en el período inicial. Se producen suficientes unidades para satisfacer
la demanda de todos los períodos. Esa solución tiene la siguiente forma (se especifican
solamente las variables cuyo valor es distinto de 0):

x1 = 50.

z1i = 10 para 1 ≤ i ≤ 5.

y11 = 40, y12 = 30, y13 = 20, y14 = 10.

24



Ejemplo 2: capacidad de inventario limitada Supongamos ahora que nuestra capaci-
dad de inventario es 30 en todos los períodos. Ya no es posible satisfacer la demanda de todos
los períodos con artículos producidos en el período inicial. En el período inicial, la cantidad
máxima que podemos producir es 40 unidades, de las cuales 10 se usan para satisfacer la
demanda, y 30 es el máximo que puede permanecer en el inventario a terminar el período.
Las 30 unidades restantes se usan para satisfacer la demanda de los 3 períodos siguientes.
En el último período, se deberan producir 10 unidades más para satisfacer la demanda de
ese período. La solución es entonces:

x1 = 40, x5 = 10.

z1i = 10 para 1 ≤ i ≤ 4, z55 = 10.

y11 = 30, y12 = 20, y13 = 10.

Ejemplo 3: capacidad de producción limitada Supongamos ahora que la capacidad
de inventario es ilimitada, pero que la capacidad de producción es 30. En el período inicial, la
cantidad máxima que podemos producir es entonces 30 unidades, utilizadas para satisfacer
la demanda de los primeros 3 períodos. En el cuarto período se producirán 20 unidades más
para satisfacer la demanda de los últimos dos períodos. La solución es:

x1 = 30, x4 = 20.

z1i = 10 para 1 ≤ i ≤ 3, z44 = 10, z45 = 10.

y11 = 20, y12 = 10, y44 = 10.

4.2. Un enfoque de redes de flujo
En la Sección 2.3.2 se describieron los problemas ELS de Wagner & Whitin (1958) [31].

También se vio la extensión al caso perecedero ELS-P estudiada por Hsu (2000) [12], y
la extensión que además considera backlogging estudiada por Sargut & Işık (2017) [26].
Todos estos problemas tienen en común que pueden ser modelados utilizando redes de flujo
(presentadas en las Figuras 2.3, 2.4 y 2.5, respectivamente). También es evidente que el
problema ELS con capacidad de inventario limitada (estudiado por Florian & Klein, 1971 [6])
también puede representarse con una red. Para esto basta con asignarle una capacidad
limitada a los arcos (Nt, Nt+1), con 1 ≤ t ≤ T − 1 a la red de la Figura 2.3.

Entonces resulta natural, al encontrarse con un nuevo problema de gestión de inventario,
tratar de modelarlo mediante una red de flujo. Sin embargo, surgen algunas dificultades. En
un principio, podemos comenzar basándonos en la red del Problema ELS-P (Figura 2.4). Pero
observamos que en una red así, es imposible (a diferencia de todos los modelos mencionados
anteriormente) modelar la capacidad de nuestro Problema P como la capacidad de una red
de flujo (en el sentido de la definición 2.1.4). En efecto, en una red como la de la Figura 2.4,
el inventario saliente de un período t no está dada por un único arco, sino por el conjunto
de arcos (Nit, Ni,t+1), con 1 ≤ i ≤ t ≤ T − 1. Entonces la capacidad de nuestro problema
ya no es una cota sobre el flujo de un único arco, sino que es una cota sobre la suma del
flujo de los arcos (Nit, Ni,t+1). De acuerdo a nuestro conocimiento, este tipo de restricciones
de capacidad (a la que podríamos llamarle “capacidad cojunta”), no es el tipo de problemas
que se trate en el estudio de redes de flujo.

La pregunta que surge inmediatamente luego de este análisis es si efectivamente es posible
construir una red de flujo equivalente a nuestro problema. En tal red, se tendría que cumplir
que la capacidad de inventario de un período dado t pueda modelarse como la capacidad de
un único arco en la red. Para esto tendría que cumplirse que el la cantidad de artículos de
quedan en inventario al final de un período pueda modelarse como el flujo de un único arco
en la red (de manera similar al Problema ELS). Sin embargo, esto no sería adecuado para
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nuestro problema, ya que al final de un período, es necesario discriminar en qué período
fueron producidos cada uno de los artículos que se tienen en inventario. Esto se debe a que
en nuestro problema, la tasa de deterioro y los costos de almacenamiento dependen de la
antigüedad de cada producto. Mediante este argumento afirmamos que no creemos que sea
posible modelar el Problema P con una red de flujo.

Esto tiene algunas implicaciones negativas sobre nuestro problema. Todos los artículos
mencionados al principio de esta Sección se basan en utilizar propiedades de redes de flujo
para hallar soluciones óptimas o aproximadas. El no poder modelar el Problema P con
una red significa que no podemos hacer uso de toda la teoría existente en este campo.
Además, intuitivamente pensamos que estas dificultades para modelar el problema pueden
indicar que el problema sea significativamente más difícil de resolver que algunos de los
problemas mencionados anteriormente. En efecto, en la Sección que se discute brevemente
la complejidad del problema.

4.3. Complejidad del problema
Es sabido que el problema con artículos perecederos sin capacidad es resoluble en tiempo

polinomial (Hsu, 2000 [12]), así como lo es el problema de artículos no perecederos con
capacidad limitada (Love, 1973 [19]). Sin embargo, como se vio en la Sección anterior, el
combinar estas características (artículos perecederos y capacidad de inventario limitada),
presenta algunas dificultades.

Entonces, en esta Sección abordamos brevemente el tema de complejidad, preguntándo-
nos si es factible hallar soluciones óptimas en un tiempo razonable. Con este fin, buscaremos
hallar soluciones exactas a problemas de distinto tamaño (es decir, de distinta cantidad
de períodos de duración), comparando el tiempo necesario para hallar dicha solución. La
metodología a utilizar fue la siguiente:

Se generaron 15 casos de prueba de 50 períodos de largo. Luego se resolvió el problema
restringido a n períodos de largo. Se consideraron distintos valores de n, n = 10, 11, . . . ,
hasta que el tiempo de resolución fuera demasiado grande.

Los problemas fueron resueltos utilizando la versión 4.64 de GLPK (GNU Linear Pro-
gramming Kit)1. GLPK es un paquete utilizado para resolver problemas de gran escala de
Programación Lineal, Programación Entera Mixta, y otros problemas relacionados. El Pro-
blema P fue modelado utilizando el lenguaje de modelado MathProg y se resolvió con el
solver autónomo glpsol de GLPK.

Los casos a resolver fueron generados acorde al siguiente procedimiento (usando U [a, b]
para denotar un valor elegido por una variable aleatoria con distribución uniforme entre a
y b):

Capacidad del período i: U [40, 60].

Demanda en el período i: U [5, 20].

Costo fijo de producción en el período i: U [200, 300].

Costo unitario de producción en el período i: U [40, 50].

El costo de almacenamiento de los productos producidos en i es U [1, 10] en el período
en el que fueron producidos. Para el resto de los períodos, el costo de almacenamiento
es igual al costo del período anterior más U [1, 5].

La tasa de deterioro de los productos producidos en i es U [0, 0,1] en el período en el
que fueron producidos. Para el resto de los períodos, la tasa de deterioro es igual la
tasa del período anterior más U [0, 0,05].

1https://www.gnu.org/software/glpk/ – último acceso noviembre 2019
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Figura 4.1: Tiempo que se tarda en hallar la solución óptima en función al tamaño del
problema.

Se registró el tiempo de promedio resolución para cada n, y los resultados obtenidos son
presentados en la Figura 4.1.

En dicha Figura se observa que para versiones pequeñas del problema, la solución ópti-
ma es hallada rápidamente. Sin embargo, cuando la cantidad de períodos del problema es
mediana o grande, el tiempo promedio de resolución se vuelve cada vez más grande, cre-
ciendo desproporcionadamente. Pasado cierto punto (31 o 32 períodos de largo), el tiempo
de resolución es tan grande que consideramos que no es razonable hallar soluciones óptimas
para problemas de este tamaño. Con esto nos referimos a que hallar una solución exacta es
tan difícil, que bien daría lo mismo que fuera imposible hallar dicha solución.

Esto motiva la búsqueda de métodos alternativos para hallar soluciones. Si bien es desea-
ble poder contar siempre con soluciones óptimas al problema que se desea resolver, en la
práctica hay escenarios en lo que esto resulta imposible. Debido a esto renunciamos a la
búsqueda de soluciones exactas, y nos conformamos con buscar soluciones que por lo me-
nos puedan hallarse de manera eficiente. Claramente es deseable que las soluciones que se
encuentren en esta búsqueda, si bien no sean óptimas, sean buenas en alguna medida. Ideal-
mente, nos gustaría contar con algún método de búsqueda de soluciones eficiente que, si
bien no encuentre soluciones óptimas, encuentre mejores soluciones a las que GLPK puede
encontrar en un tiempo razonable.

En la Sección siguiente se presenta una propuesta de solución siguiendo estas ideas.
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Capítulo 5

Propuesta de solución

En esta Sección se proponen ideas para hallar soluciones al problema P. El método de
búsqueda de soluciones consiste en una dos fases:

1. Hallar una solución factible al problema.

2. Mejorar la solución obtenida. Es decir, dada una solución factible, hallar una solución
aún mejor.

En cuanto al primer punto, no nos conformamos con solamente hallar una solución fac-
tible cualquiera. Es cierto que esto sería muy fácil de hacer, por ejemplo, podríamos pensar
en una solución donde en cada período t se produzcan exactamente dt artículos, y se utili-
zaran inmediatamente para satisfacer la demanda de ese período. En esta solución nunca se
almacenarían artículos en inventario, garantizando que sea una solución factible.

Formalmente nuestra solución en este caso estaría dada por:

xt = ztt = dt, 1 ≤ t ≤ n (5.0.1)
zit = yit = 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ T (5.0.2)

Claramente, es más conveniente hallar una solución inicial que sea buena en cierta medi-
da. Al menos intuitivamente, resulta razonable pensar que cuanto más cerca de la solución
óptima se esté inicialmente, la solución final a la que se llegue luego de la etapa de mejora
estará más cerca de la solución óptima. Además, dado que los métodos de mejora de solu-
ciones se ejecutan indefinidamente (se sigue mejorando la solución que se tiene siempre que
sea posible), intuitivamente también será más eficiente el proceso de búsqueda si la solución
inicial es mejor.

Debido a esto, descartamos tomar la solución inicial dada por las Fórmulas 5.0.1 y
5.0.2. En su lugar, se pretende aplicar ideas similares a las presentadas en Hsu (2000) [12]
para hallar una solución inicial. En la Sección 5.1 se considera un método de búsqueda
de soluciones factibles que resulta de modificar el algoritmo de Hsu para contemplar la
capacidad de inventario limitada. Luego, en la Sección 5.2 se presentan tres distintas maneras
de mejorar soluciones factibles, basadas en ideas de realizar shifts o desplazamientos.

5.1. Algoritmo de Hsu modificado
El método propuesto consiste en buscar soluciones donde si dos períodos i y j son períodos

de producción consecutivos, entonces la demanda entre los períodos i y j − 1 es satisfecha
exclusivamente por artículos producidos en i. Es decir, si xi > 0, xj > 0, y xk = 0 para
1 ≤ i < k < j ≤ n, entonces zik = dk para i ≤ k < j. Este método de solución está basado
en Hsu (2000) [12].
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Para cada par de índices (i, r), donde 1 ≤ i ≤ r ≤ n, se define V (i, r) como el costo
mínimo del Problema (P) restringido a los períodos 1 a r, donde i es el último período de
producción. El costo mínimo del Problema (P) será entonces min1≤i≤nV (i, n).

Para esto, dados dos períodos i y t, i < t, es de interés calcular el costo de satisfacer
la demanda entre i y t con artículos producidos en i. En primera instancia, analicemos
cuántos artículos deben producirse en i para satisfacer solo la demanda de t. Debido a que
cierta fracción de artículos se pierde en cada período, es evidente que en un caso general, la
cantidad a producir será mayor a dt, la demanda en t.

Definimos Ai
kt como la cantidad de artículos producidos en el período i que deben estar

en inventario al principio del período k para satisfacer una unidad de demanda del período
t. Para 1 ≤ i ≤ k < t ≤ n:

Ai
kk = 1 y Ai

kt =
1∏t−1

l=k(1− αil)
(5.1.1)

A partir de la definición anterior, se deduce que en el período i se deben producir Ai
itdt

artículos para satisfacer la demanda de t.
Se define Tir para i ≤ r como el costo de producción y almacenamiento de satisfacer la

demanda en r con producción en el período i:

Tir = ctA
i
irdr + Sirdr (5.1.2)

Donde Sir es la parte de Tir que se corresponde con los costos de almacenamiento:

Sir =

r−1∑

l=i

hilA
i
lr (5.1.3)

A continuación se describe cómo calcular V (i, r) mediante Programación Dinámica. Ini-
cialmente se sabe que V (1, 1) = f1 + c1d1. Luego se tiene que:

V (i, i) = mı́n
1≤h<i

{V (h, i− 1)}+ fi + Tii para 1 < i ≤ n (5.1.4)

V (i, r) = mı́n
h|Φ(h)≥r−1

{V (h, r − 1) + Thr} para 1 ≤ i < r ≤ n (5.1.5)

Donde Φ(h) es el máximo j tal que es factible que la producción de h satisfaga la demanda
entre los períodos h y j. Se calcula como:

Φ(h) = máx{j|∀k, h ≤ k < j,

j∑

l=k+1

Ah
kldl ≤ uk} (5.1.6)

Esta función Φ(h) es la diferencia con el método de búsqueda de soluciones de Hsu
(2000) [12], y nuestra principal contribución en esta etapa. Claramente, no toda solución
factible al problema sin capacidad es una solución factible a nuestro problema, por lo que
debemos descartar las soluciones que no sean factibles. Es decir, descartamos las soluciones
que implicarían en algún momento tener más inventario que la capacidad que se tiene.

El Pseudocódigo 1 se corresponde con el algoritmo de Hsu modificado presentado en esta
Sección.

5.2. Heurísticas de mejora
En lo que sigue se presentan tres heurísticas que, partiendo de una solución factible, bus-

can obtener una nueva solución factible de menor costo. Las tres heurísticas están basadas en
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Pseudocódigo 1 Algoritmo de Hsu modificado
Entrada: Matrices A, T
Salida: Matriz V
1: V11 = f1 + c1d1

para r = 2, . . . n hacer . Calcular fila 1
si r < Φ(1) entonces . Si producción en 1 puede satisfacer demanda entre 1 y r

V1r ← V1,r−1 + T1r

5: si no
V1r ←∞ . Valor arbitrariamente alto

fin si
fin para
para i = 2, . . . n hacer . Fila 2 en adelante

10: Vii ← mı́n1≤h<i{Vh,i−1}+ fi + Tii
para r = i+ 1, . . . n hacer

si r < Φ(i) entonces . Si producción en i puede satisfacer demanda entre i y r
min ← V1,r−1 + T1r . Hallar mı́nh|Φ(h)≥r−1{V (h, r − 1) + Thr}
para j = 2, . . . i hacer

15: valor ← Vj,r−1 + Tjr
si valor ≤ min entonces

min ← valor
fin si

fin para
20: Vir ← min

si no
Vir ←∞ . Valor arbitrariamente alto

fin si
fin para

25: fin para
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la idea de realizar shifts o desplazamientos, que consisten en reemplazar parte de producción
de un período por producción en algún otro período, en caso de que sea conveniente.

Algunas de estas ideas han sido estudiadas anteriormente. Por ejemplo, Maes & Van
Wassenhove (1988) [20] mencionan heurísticas de shifts en su revisión de la literatura de
problemas de gestión de inventario de varios artículos con capacidad de producción limitada.
Acorde a dicha revisión, las heurísticas aquí consideradas pueden clasificarse como heurísticas
de mejora. Es decir, heurísticas que toman una solución (factible o no factible), y buscan
una solución que sí es factible o es de menor costo.

Como se hará evidente en lo que sigue de esta Sección, aplicar este tipo de heurísticas
al problema en el que se está trabajando presenta algunas dificultades y debe hacerse con
cuidado. Esto se debe a dos razones. En primer lugar, a que se está trabajando con artículos
perecederos. Esto implica que, a diferencia del caso no perecedero, no se puede reemplazar
parte de la producción en un período por producción en otro período de la misma cantidad.
Por ejemplo, no es equivalente producir q unidades en el período i que en el período i + 1.
Esto se debe a que si se producen q unidades en el período i+1, todas estas unidades pueden
ser utilizadas en dicho período. Sin embargo, si se producen q unidades en el período i, no
todas estas unidades estarán disponibles en el período i + 1, ya que una fracción αi,i+1 se
habrá perdido.

La otra dificultad se da ya que que si se opta “desplazar” cierta cantidad de unidades
de producción de un período a otro, podría llegarse a una nueva solución que no sea facti-
ble. Entonces antes de realizar cada desplazamiento es necesario asegurarse de que se está
respetando la restricción de capacidad de inventario.

5.2.1. Shift de Produccion (S-Prod)
Dado un período de producción i, se busca transferir toda la producción de i al período

i − 1. El objetivo es que el período i − 1 satisfaga la demanda de todos los períodos cuya
demanda es satisfecha por i. Esta heurística potencialmente elimina períodos de producción.
Le llamamos Shift de Producción porque busca desplazar toda la producción de un período
a otro.

Para saber si es conveniente realizar este desplazamiento, hay que calcular el costo de
producir en i, y el costo de producir en i− 1.

El costo de producir en i:
C1 = fi +

∑

j|zij>0

Tij
zij
dj

(5.2.1)

El costo de realizar el desplazamiento es:

C2 = (1− δi−1)fi−1 +
∑

j|zij>0

Ti−1,j
zij
dj

(5.2.2)

Donde δi−1 es 1 si i− 1 ya era un período de producción, 0 en caso contrario.
Si es es conveniente realizar el desplazamiento (es decir, si C2 < C1), hay que averiguar

si es factible. Para esto, si j es el último período cuya demanda es satisfecha por i, se tiene
que cumplir que para todo k, i− 1 ≤ k < j:

∑

l|l≥k,zil>0

Ai−1
kl zil +

k∑

l=1

ylk − yik ≤ uk (5.2.3)

Donde Ai−1
kl zil es la cantidad de artículos producidos en i− 1 que existen en inventario

en el período k satisfacer la demanda de l que era satisfecha por i, y uk es la capacidad de
inventario en el período k.

Si es conveniente y factible realizar el desplazamiento, hay que tener en cuenta que la
cantidad de artículos que se producirán en i − 1 será mayor a los que se producían en i,
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aunque se utilice para satisfacer la misma cantidad de demanda. Esto se debe al diferente
deterioro de los productos. La cantidad a producir es:

∑

j|zij>0

Ai−1
i−1,jzij (5.2.4)

El Pseudocódigo 2 corresponde al shift de producción.

Pseudocódigo 2 Shift de producción
1: para todo i tal que xi > 0 hacer

q ←∑
j|zij>0A

i−1
i−1,jzij . Cantidad a producir en i− 1

C1 ← fi +
∑

j|zij>0 Tij
zij
dj

C2 ← (1− δi−1)fi−1 +
∑

j|zij>0 Ti−1,j
zij
dj

5: si C2 < C1 entonces . Si el desplazamiento es conveniente
factible ← True . Verificar factibilidad
j ← i− 1
k ←último período tal que zik > 0
mientras factible & j < k hacer

10: factible ←∑
l|l≥k,zil>0(Ai−1

kl zil) +
∑k

l=1 ylk − yik ≤ uk
k ← k + 1

fin mientras
si factible entonces . Realizar el desplazamiento

xi−1 ← xi−1 + q
15: xi ← 0

para j = i− 1, . . . k − 1 hacer
si zij > 0 entonces

yi−1,j ← yi−1,j + q − zij . Modificar el nivel de inventario
zi−1,j ← zi−1,j + zij

20: q ← (q − zij) ∗ (1− αi−1,j)
zij ← 0

si no
yy−1,j ← yy−1,j + q . Modificar el nivel de inventario
q ← q(1− αi−1,j)

25: fin si
yij ← 0

fin para
zi−1,k ← zi−1,k + zik
zik ← 0

30: fin si
fin si

fin para

5.2.2. Shift Parcial (S-Parcial)
Dados dos períodos i y j tal que zij > 0, se consideran los períodos k, k < i. Se evalúa el

costo de satisfacer la parte de la demanda de j que es satisfecha por i con productos de k. A
esta heurística le llamamos Shift Parcial. Este tipo de desplazamiento no necesariamente crea
ni elimina periodos de producción. Para saber si es conveniente realizar este desplazamiento,
hay que comparar el costo de ambas opciones.

El costo de satisfacer la demanda de j con producción en i es:

C1 = ηfi + uiA
i
ijzij + Sijzij (5.2.5)
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Donde η es 1 si el período i solamente abastece la demanda de j. Es decir que η es 0 si
realizar el desplazamiento haría que i ya no fuera un período de producción. Recordar que
Sij es el costo de almacenamiento de satisfacer una unidad de demanda de j con producción
en i.

El costo de satisfacer la demanda de j con producción en k es:

C2 = (1− δk)fk + uk ∗ q + Skjzij (5.2.6)

Donde δk es 1 si k ya era un período de producción, 0 en caso contrario. q es la cantidad
que hay que producir en k para reemplazar los artículos producidos en i:

q = Ak
kjzij (5.2.7)

Si es conveniente realizar el desplazamiento (C2 < C1), hay que verificar que sea factible.
Esto se hace de manera similar al desplazamiento anterior.

El Pseudocódigo 3 se corresponde con esta heurística.

Pseudocódigo 3 Shift parcial
1: para todo i, j tal que zij > 0 hacer

para todo k, k < i hacer
q ← Ak

kjzij . Cantidad a producir en k
C1 ← ηfi + uiA

i
ijzij + Sijzij

5: C2 ← (1− δk)fk + uk ∗ q + Skjzij
si C2 < C1 entonces . Si el desplazamiento es conveniente

factible ← True . Verificar factibilidad
l← k
mientras factible & k < i hacer

10: factible ← Ak
ljzij +

∑l
m=1 yml ≤ ul

l← l + 1
fin mientras
mientras factible & k < j hacer

factible ← Ak
ljzij +

∑l
m=1 yml −Ai

ljzij ≤ ul
15: l← l + 1

fin mientras
si factible entonces . Realizar el desplazamiento

zkj ← zkj + zij
xk ← xk + q

20: xi ← xi −Ai
ijzij

para l = k, . . . i− 1 hacer . Modificar el nivel de inventario
ykl ← ykl + q
q ← q(1− αkl)

fin para
25: para l = i, . . . j − 1 hacer

yil ← yil −Ai
ljzij

ykl ← ykl + q
q ← q(1− αkl)

fin para
30: zij ← 0

fin si
fin si

fin para
fin para
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5.2.3. Shift de Saturación (S-Sat)
En esta heurística, se busca desplazar parte de los artículos producidos en un período de

producción, a un período de producción anterior. La idea es “saturar” el inventario en cada
período de producción, y por esto denominamos a esta heurística como Shift de Saturación.
Esta heurística puede producir soluciones en las cuales la demanda de un período dado ya
no es satisfecha por un único período de producción.

Para esto definimos la holgura entre i y j: cantidad adicional máxima q que se puede
producir en i, que no exceda la capacidad entre los períodos i y j.

máx{q|q ≤ ui −
i∑

l=1

yli, y (5.2.8)

∀k, i < k < j, q

k−1∏

l=i

(1− αil) ≤ uk −
k∑

l=1

ylk}

Dado un período i de producción, se consideran todos los períodos posteriores j tal que:

La demanda de j no es satisfecha completamente por i (zij 6= dj).

La holgura entre i y j es mayor que 0 (es decir, es factible producir artículos en i que
satisfagan parcialmente la demanda de j).

Dados i y j que cumplen con esas condiciones, se busca un período k tal que:

La demanda de j sea parcial o totalmente satisfecha por k (zkj > 0).

Es más barato satisfacer la demanda de j con producción en i que con producción en
k (Tij < Tkj)

Bajo estas condiciones, se reemplazará la mayor cantidad posible de artículos producidos
en k que satisfacen la demanda en j por artículos producidos en i. Esta cantidad q es el
mínimo entre la holgura entre i y j, y la cantidad que remplaza totalmente a zkj :

q = mı́n{holguraij , Ai
ijzkj} (5.2.9)

El Pseudocódigo 4 se corresponde con la función de cálculo de holgura.
El Pseudocódigo 5 se corresponde con el shift de saturación.
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Pseudocódigo 4 Calcular holgura
Entrada: i, j: periodos entre los cuales calcular la holgura.
Salida: q: holgura entre i y j.
1: función calcularHolgura(i, j)

q ← ui −
∑i

l=1 yli
k ← i+ 1
tasaDeterioro← 1− αi,i

5: mientras q > 0 y k ≤ j hacer
holgurak ← uk −

∑k
l=1 ylk . La cap. de inventario no utilizada en el período k

si q ∗ tasaDeterioro > holgurak entonces
q = holgurak/tasaDeterioro

fin si
10: tasaDeterioro← tasaDeterioro ∗ (1− αik)

k ← k + 1
fin mientras
devolver q

fin función

Pseudocódigo 5 Shift de saturación
1: para todo i tal que xi > 0 hacer

para todo j, tal que j > i y zij 6= dj hacer
para todo k, tal que zkj > 0 y Tkj > Tij hacer

holgura ← calcularHolgura(i,j)
5: si holgura > 0 entonces

q ← mı́n{holgura, zkjAi
ij} . Cantidad a producir en i

xi ← xi + q
para l = i, . . . j hacer . Modificar los niveles de inventario

yi,l ← yi,l + q
10: q ← q(1− αi,l)

fin para
zij ← zij + q
zkj ← zkj − q
q ← Ak

kjq . Cantidad de producción en k que es reemplazada
15: para l = k, . . . j hacer . Modificar los niveles de inventario

yk,l ← yk,l − q
q ← q ∗ (1− αk,l)

fin para
fin si

20: fin para
fin para

fin para
i← 0
si i+ k ≤ maxval entonces

25: i← i+ k
fin si
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Capítulo 6

Detalles de implementación

En esta Sección se describen los aspectos más importantes de la implementación de la
solución. En la Sección 6.1 detalla el lenguaje y las librerías utilizadas. En la Sección 6.2
se incluye información referente a la generación de casos de prueba. En la Sección 6.3 se
describen los métodos que se implementaron para hallar la solución. En la Sección 6.4 se
especifica cuál fue el comando utilizado y los parámetros correspondientes para resolver los
casos de prueba con GLPK.

6.1. Lenguaje y librerías utilizadas
Las heurísticas presentadas en la Sección anterior fueron implementadas en Python1,

versión 3.6.4. Python es un lenguaje interpretado muy utilizado en investigación, contando
con una gran cantidad de paquetes científicos2 utilizados para el análisis y procesamiento
de datos, estadística, y machine learning.

Las razones por las cuales se optó por utilizar Python, son principalmente la facilidad
de programar en el lenguaje y la legibilidad del código obtenido. Además, a la hora de
desarrollar una solución a un problema de optimización, el intérprete de línea de comandos
resulta de gran utilizad para, por ejemplo, realizar pruebas e inspeccionar matrices.

En general se considera que la principal desventaja del lenguaje es que es ineficiente. Sin
embargo, para el procesamiento de números y cálculos con matrices, se utilizó la librería
NumPy3. NumPy es un paquete para cómputo científico, donde muchos de sus componentes
están implementados en C/C++. Los objetos manejados por NumPy internamente son
matrices similares a C/C++ (a diferencia de las listas que maneja Python nativamente, que
son listas dinámicas con punteros a objetos). Debido a estas razones, al utilizar NumPy se
consiguen velocidades comparables a utilizar C/C++4.

Para medir el tiempo de ejecución de cada método de solución se utilizó timeit5. timeit es
una librería de Python utilizada para medir el tiempo de ejecución de fragmentos código. Si
bien existen soluciones más robustas tales como cProfile6, estas librerías tienen un overhead
considerable.

Para generar números aleatorios para los casos de prueba, se utilizó la librería random7.
Dicha librería genera números de punto flotante con 53 bits de precisión. Los números obte-
nidos fueron redondeados a 2 dígitos significativos, para tratar de evitar posibles problemas

1https://www.python.org/ – último acceso noviembre 2019
2https://wiki.python.org/moin/NumericAndScientific – último acceso noviembre 2019
3https://numpy.org/ – último acceso noviembre 2019
4https://stackoverflow.com/questions/7596612/benchmarking-python-vs-c-using-blas-and-numpy

– último acceso noviembre 2019
5https://docs.python.org/3/library/timeit.html – último acceso noviembre 2019
6https://docs.python.org/3/library/profile.html – último acceso noviembre 2019
7https://docs.python.org/3/library/random.html – último acceso noviembre 2019
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de redondeo al hacer cálculos.
Para gestionar los casos de prueba se utilizó el módulo pickle8. pickle permite serializar y

deserializar objetos complejos de Python. Esto permitió, una vez generado un caso de prueba,
contar con una manera fácil de guardar y recuperar dicho caso. Cada caso de prueba fue
además guardado en el formato de datos de MathProg, para ser utilizados como entrada a
GLPK.

6.2. Generación de casos de prueba
Para generar casos de prueba, se implementaron 5 rutinas auxiliares (una por cada una

de las clases de problemas definidas en la Sección 7.2). Cada una de estas rutinas, dado
un tamaño del problema T , genera un objeto que representa una instancia del problema a
resolver. Este objeto está formado por las siguientes variables:

Tamaño T del problema (cantidad de períodos).

Vectores de tamaño T para:

• La capacidad en cada período.

• La demanda en cada período.

• El costo fijo de producción en cada período.

• El costo unitario de producción en cada período.

Matrices de tamaño T × T , definidas en su parte triangular positiva, para:

• Los costos de almacenamiento, donde en la posición (i, j) se guarda el costo de
almacenar una unidad producida en el período i, en el período j.

• Las tasas de deterioro, donde en la posición (i, j) se guarda la tasa de deterioro
de los artículos producidos en el período i, en el período j.

Una vez generadas estas variables, se utiliza pickle para guardarlas en un archivo es-
pecificado. Una vez guardadas, pueden ser recuperadas en cualquier momento utilizando el
método load de pickle.

Además se incluye una rutina auxiliar (generarData) que, dadas las variables mencio-
nadas anteriormente, las vuelca a un archivo en el formato adecuado para que sea utilizado
como entrada del solver glpsol de GLPK.

6.3. Implementación de la solución
Se implementó un método distinto para cada una de las propuestas de solución, los cuales

retornan el costo de la solución obtenida. Los métodos correspondientes a las heurísticas de
mejora retornan también el costo de la solución inicial obtenida con el algoritmo de Hsu mo-
dificado, para facilitar la comparación entre ambas soluciones. Los métodos implementados
toman una instancia del problema tal como se definió en la Sección anterior. Estos métodos
son:

resolverHsuModificado: implementa el Peudocódigo 1.

resolverSProd

resolverSParcial

resolverSSat
8https://docs.python.org/3/library/pickle.html – último acceso noviembre 2019
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resolver3Heuristicas: este método está basado en aplicar shifts de producción, par-
ciales, y de saturación, en ese orden. Esto se hace continuamente hasta que no se pueda
mejorar más la solución que se tiene.

Los métodos anteriores, permiten hallar el costo de la solución de una instancia del pro-
blema. Estos métodos utilizan distintas funciones auxiliares, que se detallan a continuación.

Para hallar la solución inicial correspondiente al algoritmo de Hsu modificado, se imple-
mentaron las siguientes rutinas:

calcularMatrices: calcula las matrices A, S y T del algoritmo de Hsu modificado.

calcularV: calcula la matriz V del algoritmo de Hsu modificado.

construirSolucion: dados los datos del problema y las matrices A y V , calcula el
valor de las variables que forman la solución.

calcularCostoSolucion: dadas las variables del problema obtenidas por el método
anterior, calcula el costo de la solución.

Observar que para el algoritmo de Hsu modificado, el costo de la solución óptima
puede obtenerse de la matriz V (recordamos de la Sección 5.1 que el costo de la
solución encontrada por este método está dado por min1≤i≤nV (i, n)). Sin embargo,
este método es necesario para calcular el costo de la solución luego de que se hayan
aplicado las heurísticas.

Cada uno de los métodos que calcula una solución utilizando las heurísticas de mejora,
utiliza alguna de las siguientes rutinas auxiliares:

shiftProd: implementa el Pseudocódigo 2. Realiza tantos shifts de producción como
sea posible.

shiftParcial: implementa el Pseudocódigo 3. Realiza tantos shifts parciales como
sea posible.

shiftSat: implementa el Pseudocódigo 5. Realiza tantos shifts de saturación como sea
posible. Para evitar problemas de redondeo que surgieron en la práctica, no se realizan
shifts en períodos con producción menor a 0,0005, ni shifts en cantidades menores a
0,015.

Este método hace uso de una función auxiliar, calcularHolgura, que calcula la hol-
gura entre dos períodos según 5.2.8. implementa el Pseudocódigo 4.

6.4. Uso de GLPK
Para resolver problemas con el solver glpsol de GLPK se utilizó el siguiente comando:

glpsol.exe -m modelo.mod -d d.data -o output.txt --log salidaConsola.txt
--tmlim tiempoLimite

Donde:

-m modelo.mod – indica el archivo con el modelo que debe cargarse.

-d d.data – indica el archivo del cual leer los datos del problema (el archivo que
contiene el caso de prueba).

-o output.txt – indica dónde guardar la solución encontrada.

38



--log salidaConsola.txt – indica dónde guardar la salida en consola del programa,
si se desea.

--tmlim tiempoLimite – (opcional) indica el tiempo límite en segundos que GLPK
tendrá para hallar una solución.
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Capítulo 7

Pruebas realizadas

En esta Sección se define todo lo referente a las pruebas que se realizaron. En la Sección
7.1 definen los objetivos de las pruebas realizadas. En la Sección 7.2 se describen los distintos
casos de prueba generados. Luego, estos casos son definidos más formalmente en la Sección
7.3. En la Sección 7.4 se detallan las pruebas que se realizaron, y en la Sección 7.5 se describe
las especificaciones del equipo en el que se ejecutaron las pruebas.

7.1. Objetivo de las pruebas
El objetivo de las pruebas es comparar los distintos métodos de solución. Se desea compa-

rar el desempeño de las distintas heurísticas entre sí, así como compararlas con el desempeño
de GLPK (versión 4.64). Se desea tener una noción de si las distintas heurísticas son buenas
(y alguna medida de qué tan buenas son). Con todo esto se busca saber cuáles de las heu-
rísticas son mejores (en términos de tiempo de ejecución y calidad de la solución obtenida).

Además se busca averiguar, para el caso de problemas grandes que no pueden ser resuel-
tos eficientemente con GLPK, si realmente es conveniente utilizar alguna de las soluciones
basadas en heurísticas en su lugar.

Para todo esto se medirán el tiempo que se tarda en encontrar las soluciones con cada
método, además de medidas que indiquen la diferencia entre las distintas soluciones obteni-
das.

Además se desea llegar a una conclusión acerca de, en la práctica, cuál heurística es
conveniente utilizar según la circunstancia. Es posible que existan, por ejemplo, situaciones
particulares en las cuales alguna de las heurísticas se desempeñe considerablemente mejor
que las otras, mientras que en otras situaciones la misma heurística se desempeñe peor.

Para analizar este comportamiento es que se diseñarán distintas clases de casos de prueba,
detallados en la Sección siguiente.

7.2. Clases de problemas
A continuación se detallan los distintos clases de problemas utilizadas para ejecutar las

pruebas. Se definieron 5 distintas clases:

c-Hsu: problemas que siguen las suposiciones de Hsu (2000) [12]. Es decir, problemas
donde los artículos más antiguos se deterioran más rápido y conllevan mayores costos
de almacenamiento

c-Div: problemas “diversos” o aleatorios, donde los parámetros del problema no están
relacionados entre sí.

c-Falto: problemas con costos fijos altos.
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c-Halto: problemas con costos de almacenamiento alto.

c-Ccrec: problemas con costos de producción crecientes.

La primer clase (c-Hsu) fue elegida ya que el método presentado para hallar soluciones
iniciales está basado en el algoritmo de Hsu (2000) [12]. Parece razonable esperar que el
método de solución presentado se desempeñe bien para los problemas de esta clase.

Luego, ya que en nuestro problema no estamos tomando ninguna suposición acerca de
los parámetros del problema, es de interés ver cómo se desempeña nuestra solución para
casos generales c-Div.

Resulta también de interés analizar los casos donde los costos tienen distintas formas
(c-Falto) y (c-Halto). Se espera que nuestra propuesta de solución tenga dificultades con
la clase c-Falto. Esto se debe a que si los costos fijos de producción son muy altos, resultaría
deseable minimizar la cantidad de períodos en los que se produce. Sin embargo el deseo de
producir en menor cantidad de períodos posibles y mantener alta cantidad de artículos en
inventario parecería ser lo contrario a lo que normalmente deseamos hacer. Esto es porque
producir en grandes cantidades provocará que mayor cantidad de artículos se desperdicien.
Además, resultará difícil mantener muchos artículos en inventario cuando la capacidad que
se tiene es limitada.

Finalmente se espera que la clase c-Ccrec, donde los costos de cada período son mayores
a los del período anterior, sea la que de mayores dificultades. En estos casos parecería que
las soluciones óptimas serán aquellas que siempre produzcan lo antes posible, manteniendo
la mayor cantidad de artículos posibles en inventario. Este es un caso más extremo que la
clase c-Falto, por lo que se espera que las dificultades sean aún mayores.

7.3. Definición formal de clases de problemas
Los casos de prueba fueron generados acorde a los siguientes procedimientos (usando

U [a, b] para denotar un valor elegido por una variable aleatoria con distribución uniforme
entre a y b):

c-Hsu:

Capacidad del período i: U [20, 35].

Demanda en el período i: U [5, 20].

Costo fijo de producción en el período i: U [300, 600].

Costo unitario de producción en el período i: U [40, 50].

En cada período i, el costo de almacenar una unidad de un artículo producido en i es
U [1, 10]. El costo de almacenamiento de los artículos producidos en un período anterior
j, (j < i), es el costo de los artículos producidos en (j + 1) más U [1, 5].

En cada período i, la tasa de deterioro de los productos producidos en i es U [0, 0,1].
La tasa de los artículos producidos en un período anterior j, (j < i), es la tasa de los
artículos producidos en (j + 1) más U [0, 0,05].

c-Div:

La capacidad, demanda y costos de producción se genera de manera igual a la clase
c-Hsu.

El costo de almacenar una unidad de un artículo producido en i, en el período j es
U [1, 5].

La tasa de deterioro los artículos producidos en i, en el período j es U [0, 0,18].
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c-Falto:

La capacidad, demanda, costos unitarios de producción, costos de almacenamiento y
tasas de deterioro se genera de manera igual a la clase c-Div.

Costo fijo de producción en el período i: U [3000, 6000].

c-Halto:

La capacidad, demanda, costos de producción y tasas de deterioro se genera de manera
igual a la clase c-Div.

El costo de almacenar una unidad de un artículo producido en i, en el período j es
U [15, 25].

c-Ccrec:

Capacidad del período i: U [300, 350].

Demanda en el período i: U [20, 40].

Costo fijo de producción en el período 1: U [200, 400]. El costo fijo en el período (i+ 1)
es igual al costo en i más iU [200, 400].

Costo unitario de producción en el período i: U [40, 50]. El costo unitario en el período
(i+ 1) es igual al costo en i más iU [30, 40].

El costo de almacenar una unidad de un artículo producido en i, en el período j es
U [1, 15].

La tasa de deterioro los artículos producidos en i, en el período j es U [0, 0,18].

7.4. Plan de pruebas
A continuación se detallan las pruebas realizadas, y las métricas tomadas.

7.4.1. Problemas chicos (10 y 20 períodos)
Para cada clase de problemas, se generaron 50 casos de prueba con 10 períodos de

duración, y 50 casos de 20 períodos de duración. Para todos los casos de prueba generados,
se guardó una versión con extensión .pkl generada por el módulo pickle de Python. También
se guardó, con extensión .data, el caso de prueba en formato de datos de MathProg para
usarlo como entrada para GLPK.

Primero utilizó GLPK para hallar la solución exacta a cada problema. Luego se resol-
vieron estos problemas de cinco maneras distintas:

Utilizando el algoritmo de Hsu modificado y definiendo la solución obtenida como la
solución final, sin aplicar heurísticas de mejora.

Utilizando el algoritmo de Hsu modificado para hallar una solución factible inicial, y
luego utilizando cada una de las heurísticas por separado, obteniendo tres soluciones
distintas.

Utilizando el algoritmo de Hsu modificado para hallar una solución factible inicial, y
luego utilizando las tres heurísticas en sucesión varias veces, hasta que no se pudiera
mejorar la solución obtenida.
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Para las soluciones obtenidas utilizando solamente el algoritmo de Hsu modificado, es de
interés medir:

Cantidad de casos en los que se halló la solución óptima.

Tiempo que se tardó en hallar la solución.

Qué tan lejos está la solución hallada mediante este método, de la solución hallada por
GLPK.

Para las soluciones obtenidas utilizando las heurísticas de mejora, en primer lugar, es de
interés tomar las mismas mediciones. Adicionalmente, es de interés medir qué tanto se logró
mejorar la solución inicial hallada.

7.4.2. Problemas grandes (50 períodos)
Como se concluyó en la Sección 4.3, el tiempo que se tarda en encontrar una solución en

problemas grandes es demasiado largo, dejando de ser factible buscar una solución exacta.
Es de interés entonces estudiar cómo se desempeñan nuestras heurísticas en estos casos.

Para esto se busca comparar la solución obtenida por el método que proponemos con la
mejor solución que puede hallar GLPK en un tiempo razonable.

Con este fin, para cada caso de problemas, se crean 5 casos de prueba con 50 períodos
de largo. Se compara la mejor solución que puede encontrar GLPK en un período de media
hora, con la solución hallada por nuestras heurísticas.

Las métricas tomadas son similares a las de los problemas chicos. La diferencia principal
es que en este caso, es posible que nuestras heurísticas encuentren mejores soluciones que
las encontradas por GLPK. Es de interés registrar cuántas veces sucede esto.

Además, ya que GLPK probablemente no pueda encontrar una solución óptima, se re-
porta:

Cuántas veces GLPK sí pudo encontrar la solución óptima.

El duality gap promedio de cada clase de pruebas reportado por GLPK. Esto nos da
una medida de qué tan buena es la solución reportada por GLPK (en el sentido de
qué tan cerca está de la solución óptima).

7.5. Hardware utilizado
Para todas las pruebas se utilizó una computadora con sistema operativo Windows 10

Home de 64 bits, procesador Intel Core i7-6700HQ 2.6GHz y 16GB de memoria RAM.
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Capítulo 8

Resultados obtenidos

En esta Sección se presentan los resultados obtenidos a partir del plan de pruebas descrito
en la Sección anterior. Los resultados correspondientes a los problemas chicos y grandes se
muestran en las Secciones 8.1 y 8.2, respectivamente. El detalle de los resultados obtenidos
para cada caso individual se encuentra en el Anexo A. El análisis y comentarios personales
acerca de los resultados le siguen en la Sección 8.3.

8.1. Resultados para 10 y 20 periodos

GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat
n t N t %dif. t %mej. %dif. N t %mej. %dif. N t %mej. %dif. N

c-Hsu 10 0.099 50 0.0007 0 0.0009 0 0 50 0.0007 0 0 50 0.0006 0 0 50
20 0.152 48 0.0022 0.0018 0.0023 0 0.0018 48 0.0027 0.0013 0.0005 49 0.0024 0.0018 0 50

c-Div 10 0.104 50 0.0007 0 0.0008 0 0 50 0.0008 0 0 50 0.0007 0 0 50
20 0.376 44 0.0022 0.0711 0.0022 0 0.0711 44 0.0026 0 0.0711 44 0.0023 0.0014 0.0697 44

c-Falto 10 0.099 39 0.0007 0.6041 0.0009 0 0.6041 39 0.0007 0.0174 0.5866 43 0.0007 0.0278 0.5762 44
20 0.170 28 0.0020 1.8882 0.0022 0 1.8882 28 0.0027 0.1148 1.7665 29 0.0027 0.0202 1.8679 30

c-Halto 10 0.099 50 0.0007 0 0.0009 0 0 50 0.0008 0 0 50 0.0007 0 0 50
20 0.76 50 0.0022 0 0.0022 0 0 50 0.0027 0 0 50 0.0025 0 0 50

c-Ccrec 10 0.099 0 0.0010 66.5732 0.0012 1.8551 61.5957 0 0.0014 31.1264 9.6569 5 0.0018 25.4790 21.3959 5
20 0.109 0 0.0036 49.5406 0.0039 1.1642 47.7038 0 0.0073 21.3558 17.4291 0 0.0044 5.3152 41.5651 0

Tabla 8.1: Resultados al aplicar cada heurística por separado (10 y 20 períodos)

En la Tabla 8.1 se muestran los resultados de aplicar cada heurística por separado. En
la Tabla 8.2 se muestran los resultados de aplicar las 3 heurísticas en conjunto.

Leyenda: n es la cantidad de períodos. Para cada método de solución, t es el promedio
de tiempo en segundos que se tardó en encontrar la solución. N es la cantidad de veces que
el método halló la solución óptima.

Para las heurísticas, %mej es el porcentaje que se mejoró en promedio la solución inicial.
%dif es en porcentaje la diferencia promedio entre la solución hallada por la heurística y la
óptima.

En las Figuras 8.1 y 8.2 se muestran, para las diferentes clases de problemas, las dife-
rencias entre la solución obtenida por GLPK y la solución obtenida por cada una de las
heurísticas. La Figura 8.1 se corresponde con los problemas de 10 períodos, y la Figura 8.2
se corresponde con los problemas de 20 períodos.

44



GLPK Hsu 3 heurísticas
n t N t %dif. t %mej. %dif. N

c-Hsu 10 0.099 50 0.0007 0 0.0013 0 0 50
20 0.152 48 0.0022 0.0018 0.0048 0.0018 0 50

c-Div 10 0.104 50 0.0007 0 0.0013 0 0 50
20 0.376 44 0.0022 0.0711 0.0045 0.0014 0.0697 44

c-Falto 10 0.099 39 0.0007 0.6041 0.0014 0.0278 0.5762 44
20 0.170 28 0.0020 1.8882 0.0056 0.1359 1.7451 30

c-Halto 10 0.099 50 0.0007 0 0.0013 0 0 50
20 0.76 50 0.0022 0 0.0050 0 0 50

c-Ccrec 10 0.099 0 0.0010 66.5732 0.0024 33.1526 5.9444 6
20 0.109 0 0.0036 49.5406 0.0336 23.1092 14.7504 0

Tabla 8.2: Resultados de aplicar las 3 heurísticas en conjunto (10 y 20 períodos)

c-Hsu c-Div c-Falto c-Halto c-Ccrec
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Figura 8.1: Diferencia entre la solución hallada por GLPK y la solución hallada por cada
heurística (10 períodos).
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c-Hsu c-Div c-Falto c-Halto c-Ccrec
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Figura 8.2: Diferencia entre la solución hallada por GLPK y la solución hallada por cada
heurística (20 períodos).
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GLPK
n t N %gap

c-Hsu 50 1800 0 3.08

c-Div 50 1800 0 7.52

c-Falto 50 1800 0 8.16

c-Halto 50 1800 0 10.04

c-Ccrec 50 762.1 3 0.30

Tabla 8.3: Resultados al ejecutar GLPK por 30 minutos

GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat
n t N t %dif. t %mej. %dif. N t %mej. %dif. N t %mej. %dif. N

c-Hsu 50 1800 5 0.0119 -1.160 0.0214 0 -1.160 5 0.0007 0 -1.160 5 0.0267 0 -1.160 5

c-Div 50 1800 5 0.0119 -2.827 0.0105 0 -2.827 5 0.0150 0 -2.827 5 0.0177 0 -2.827 5

c-Falto 50 1800 4 0.0118 -2.187 0.0111 0 -2.187 4 0.0165 0.0286 -2.214 4 0.0203 0.0286 -2.214 4

c-Halto 50 1800 5 0.0117 -1.581 0.0155 0 -1.581 5 0.0189 0 -1.581 5 0.0272 0 -1.581 5

c-Ccrec 50 762.1 0 0.0223 3.187 0.0211 0.0408 3.145 0 0.0476 1.5127 1.624 0 0.0294 0.6630 2.502 0

Tabla 8.4: Resultados al aplicar cada heurística por separado (50 períodos)

8.2. Resultados para 50 periodos
En la Tabla 8.3 se muestran los resultados correspondientes a ejecutar GLPK durante

media hora. Aquí N es la cantidad de veces que GLPK halló la solución óptima, y%gap es
el promedio de la brecha de dualidad para cada clase de problemas.

En la Tabla 8.4 se muestran los resultados de aplicar cada heurística por separado. En
la Tabla 8.5 se muestran los resultados de aplicar las 3 heurísticas en conjunto.

En este caso N es la cantidad que cada método halla una solución mejor a la de GLPK.
Para las heurísticas, %dif es la diferencia entre la solución hallada por las heúristicas y
la solución hallada por GLPK. Un valor negativo indica que la solución hallada por las
heurísticas es mejor que el de GLPK.

En la Figura 8.3 se muestran, para las diferentes clases de problemas, las diferencias
entre la solución obtenida por GLPK y la solución obtenida por cada una de las heurísticas.

8.3. Análisis de los resultados
En resumen, podemos decir que los resultados obtenidos son bastante buenos. Una de

las cosas que se destaca es que la solución hallada por el algoritmo de Hsu modificado, sin
aplicar ninguna heurística de mejora, es en sí bastante buena. Efectivamente, se desempeña
muy bien en la clase c-Hsu, y mucho mejor de lo esperado en la clase c-Halto.

De hecho, el algoritmo de Hsu modificado halla la solución óptima en en la mayoría de
los casos, con la excepción de c-Ccrec. En esta clase de problemas, no solo nunca encontró
una solución óptima en los casos de 10 y 20 períodos, sino que las soluciones encontradas
están bastante lejos de las halladas por GLPK.

Mirando las Tablas 8.1 y 8.2 podemos sacar otra conclusión en estos casos, y es que
las heurísticas de mejora se desempeñaron muy bien. En el caso c-Ccrec especialmente, la
heurística S-Parcial halló soluciones que son 31 y 21 por ciento para los problemas con 10
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GLPK Hsu 3 heurísticas
n t N t %dif t %mej. %dif. N

c-Hsu 50 1800 5 0.0119 -1.160 0.0451 0 -1.160 5

c-Div 50 1800 5 0.0119 -2.827 0.0358 0 -2.827 5

c-Falto 50 1800 4 0.0118 -2.187 0.0379 0.0286 -2.214 4

c-Halto 50 1800 5 0.0117 -1.581 0.1079 0 -1.581 5

c-Ccrec 50 762.1 0 0.0223 3.187 0.1192 1.9391 1.185 6

Tabla 8.5: Resultados de aplicar las 3 heurísticas en conjunto (50 períodos)

c-Hsu c-Div c-Falto c-Halto c-Ccrec

−3

−2

−1

0

1

2

3

Clase de problema

%
di
f

Hsu
S-Prod
S-Parcial
S-Sat

3 heurísticas

Figura 8.3: Diferencia entre la solución hallada por GLPK y la solución hallada por cada
heurística (50 períodos).
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y 20 períodos respectivamente, acercándose en 9 y 17 por ciento a la solución óptima. S-Sat
Mejoró las soluciones iniciales en 21 y 41 por ciento, hallando soluciones que están a 21 y
41 por ciento de la óptima, para los problemas de 10 y 20 períodos respectivamente.

Otra cosa que es de interés en estos casos, es que como conjeturábamos en la Sección
7.2, la clase c-Ccrec efectivamente resultó ser la más difícil de resolver. Sin embargo, los
resultados obtenidos no son tan malos. Para los casos de 10 y 20 períodos, S-Parcial obtiene
soluciones razonablemente cerca de las óptimas, y las tres heurísticas en conjunto obtienen
resultados aún mejores.

Otra de las suposiciones que fueron correctas, es que la clase c-Ccrec resulta difícil de
resolver para nuestras heurísticas. A pesar de esto, los resultados en este caso son mejor de
lo que esperábamos. Si bien S-Sat y las 3 heurísticas en conjunto hallan la solución óptima
solamente en 44 y 30 casos de 10 y 20 períodos respectivamente, las soluciones halladas estan
bastante cerca de las óptimas.

El comportamiento de las heurísticas se ve resumido en las Figuras 8.1 y 8.2 para los
problemas de 10 y 20 períodos, respectivamente. Para todos las clases de problemas, excepto
c-Ccrec, las heurísticas obtienen soluciones muy similares. Para los casos c-Ccrec, las
distintas heurísticas muestran sus diferencias. S-Prod obtiene resultados muy similares a los
del algoritmo de Hsu modificado. En orden de peor a mejor desempeño le siguen S-Sat,
S-Parcial y la solución provista por las tres heurísticas. En particular para los problemas
de 20 períodos, S-Parcial y el aplicar las tres heurísticas en conjunto son claramente los
mejores métodos de solución.

En cuanto a los problemas con 50 períodos de duración, lo primero que llama la atención
de la Tabla 8.3 es que GLPK se desempeñó muy bien en la clase c-Ccrec. Una posible
explicación es que la forma de este problema es tal que la solución óptima es evidente para
GLPK (producir siempre lo antes posible, ya que los costos son crecientes). Para los otros
problemas GLPK no se desempeñó tan mal, teniendo brecha de dualidad de a lo sumo
10.04%.

Aquí nuevamente, el algoritmo de Hsu modificado obtiene resultados bastante buenos.
Y aún así, estos resultados son mejorados por las heurísticas. En este caso, para problemas
grandes, si en la práctica no fuera factible hallar una solución óptima con GLPK, podríamos
decir que nos conformaríamos con simplemente ejecutar el algoritmo de Hsu y alguna de las
heurísticas de mejora.

En cuanto a las heurísticas en sí, S-Prod parece ser la que se ha desempeñado peor.
Una posible explicación de esto, es que esta heurística es en algún sentido la más “rígida”
de las tres. Dado un período, solo analiza si es más barato desplazar la la producción hacia
el período inmediatamente anterior. Y si lo es, el desplazamiento solo se realiza si es posible
desplazar la producción del período en su totalidad.

Claramente, hay muchos casos en los que S-Prod va a encontrar muy pocos desplaza-
mientos posibles. Por otra parte, S-Parcial y S-Sat son más flexibles y evidentemente
pueden aplicarse en más casos. Estas últimas heurísticas obtienen resultados muy similares
entre sí, pero parecería que S-Parcial es la mejor de los dos (mirando los casos c-Ccrec).

Los resultados de aplicar las tres heurísticas en conjunto parecen ser aún mejores que
los de aplicar solamente S-Parcial. En la clase c-Ccrec, las tres heurísticas en conjunto
hallan la solución óptima en un problema más para los casos con 10 y 50 períodos.

En la Figura 8.3 se ve claramente la comparación entre las distintas heurísticas para
los problemas de 50 períodos. Las conclusiones que se obtienen acerca de qué heurísticas
obtienen mejores resultados son similares a los problemas de 10 y 20 períodos (Figuras 8.1 y
8.2, respectivamente). Para todos las clases de problemas excepto c-Ccrec, la diferencia en
las soluciones obtenidas por las distintas heurísticas es despreciable. Para la clase c-Ccrec,
nuevamente se tiene que no hay mucha diferencia entre S-Prod y el algoritmo de Hsu mo-
dificado. Las soluciones obtenidas por S-Sat son mejores, y aún mejores son los resultados
obtenidos por S-Parcial y las 3 heurísticas en conjunto.

Dado que los tiempos de ejecución en todos los casos son tan cortos, como conclusión
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final decimos que en la práctica es más conveniente aplicar las tres heurísticas en conjunto.
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Capítulo 9

Conclusiones y trabajos futuros

En esta Sección se presentan las conclusiones y reflexiones finales acerca del trabajo
realizado en el presente informe. Primero se presentan las conclusiones generales en la Sección
9.1. Luego, en la Sección 9.2, se mencionan posibles líneas de investigación que son de interés,
y que pueden verse como posibles extensiones de este trabajo a realizar en un futuro.

9.1. Conclusiones
En este trabajo se estudió el problema de gestión de inventario de artículos perecederos

con demanda dinámica determinista. Esto significa, a diferencia de los problemas de gestión
de inventario en general, que los artículos producidos o adquiridos no pueden ser almacenados
indefinidamente. En general, este problema es muy estudiado no solo por ser de interés desde
un punto de vista matemático, sino porque existe un interés real en reducir la cantidad de
artículos que se echan a perder.

El trabajo realizado consistió en dos etapas. En primer lugar se estudió el estado del
arte de gestión de inventario de artículos perecederos. En la segunda etapa se estudió un
problema concreto de esta área.

En la primera etapa se vio la gran variedad de problemas que existen, y los distintos tipos
de modelos que son utilizados para estudiar estos problemas. El resultado de este trabajo
fue la revisión de la literatura presentada en el Anexo B (junto con la revisión más acotada,
pero más profunda presentada en la Sección 2.3). Consideramos que este trabajo es de gran
importancia ya que permitió tener una importante visión global del problema.

En la segunda etapa se optó por estudiar el problema donde la capacidad de inventario es
limitada. Si bien en general este es un problema que parece haber sido ignorado por mucho
tiempo, parece que recientemente ha surgido interés en estudiar distintas versiones mismo.
Esto es indicado por algunos de los artículos que se han publicado en los últimos años para
el caso con productos no perecederos (por ejemplo Akbalik et al., 2015 [2]; Hwang & van
den Heuvel, 2012 [14]; Hwang et al., 2013 [15]).

Una de las conclusiones más importantes a las que se llegó rápidamente en el presente
informe, es el hecho de que el problema en cuestión parecería no poder modelarse utilizando
redes de flujo. Esto parecería ser desalentador ya que este tipo de redes son una de las
principales herramientas utilizadas en el estudio de problemas de gestión de inventario (ver,
por ejemplo, Hsu, 2000 [12]; Zangwill, 1968 [32]).

Posteriormente se analizó empíricamente la complejidad del problema, concluyendo que
para versiones medianas o grandes del mismo, no siempre es factible tratar de buscar una
solución óptima exacta.

Todo esto motivó la búsqueda de heurísticas que permitan hallar soluciones que sean
razonablemente buenas. Esto llevó a proponer el algoritmo de Hsu modificado (Sección
5.1), y tres distintas heurísticas de mejora de soluciones (Sección 5.2). Nuestras principales
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contribuciones son la adaptación del algoritmo de Hsu (2000) [12] para el caso perecedero,
en particular mediante la definición de la función Φ(h).

Consideramos también importantes las heurísticas de mejora propuestas. Estas heurísti-
cas están basadas en realizar shifts o desplazamientos de producción. Se busca así sustituir
parcial o totalmente la producción en un período dado, por producción en un período dis-
tinto. De acuerdo a nuestro conocimiento, estas ideas no han sido aplicadas en problemas
con artículos perecederos.

Finalmente se realizaron distintas pruebas. Esto consistió en generar una variedad de
casos de prueba, y comparar las soluciones exactas halladas por GLPK con las soluciones
halladas con nuestras heurísticas. Los resultados obtenidos fueron muy buenos, y concluimos
que en problemas grandes donde no sea factible buscar soluciones exactas, aplicar nuestras
heurísticas es una muy buena alternativa.

9.2. Trabajos futuros
Hay varios temas que consideramos serían de interés en estudiar en un futuro.
En primer lugar, en nuestro problema asumimos que las funciones de costos son lineales.

Si bien esta es una suposición común, no es una suposición muy realista. Una posible línea de
investigación a seguir podría ser entonces considerar funciones más generales. Por ejemplo
podrían considerarse funciones de costo cóncavas tales como el caso general estudiado en Hsu
(2000) [12]. Este problema probablemente sea considerablemente más difícil. Ya que nuestro
método propuesto para hallar una soluciones iniciales es una modificación del método de
Hsu, claramente es de mucho interés estudiar esta versión del problema. Posiblemente podría
resolverse aplicando ideas similares a las propuestas en este trabajo.

También es de interés seguir una línea similar a la del estudio de artículos no perecede-
ros. Por ejemplo, anteriormente se mencionaron varios trabajos para el caso no perecedero
que consideran inventario acotado junto con otras restricciones (Hwang & van den Heuvel,
2012 [14]), ventas perdidas (Hwang et al., 2013 [15]), capacidad de producción (Akbalik et
al., 2015 [2]). Sería interesante extender los problemas similares a los allí propuestos, pero
con artículos perecederos.

En esta línea, por ejemplo, Hsu (2003) [13] estudia artículos perecederos con backlogging,
y Sargut & Işık (2017) [26] estudia artículos perecederos con backlogging y capacidad de
producción limitada. Esos trabajos pueden ser un buen punto de partida para incorporar
restricciones acerca de la capacidad de inventario.

En resumen, consideramos que extender el trabajo presentado en este informe aplicando
nuevas restricciones y consideraciones, o extender algún otro trabajo existente con alguna
de las ideas aquí propuestas es importante. Sin duda, hay una gran variedad de problemas
que pueden ser estudiados, y consideramos que este es el camino a seguir.
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Apéndice A

Resultados

En esta Sección se presentan los resultados obtenidos para cada caso de prueba. En la
Sección A.1 se muestran los resultados para problemas de 10 y 20 períodos, y en la Sección
A.2 se muestran los resultados para problemas de 50 períodos.

En las siguientes tablas, cada fila representa un caso de prueba distinto. Allí se muestra,
para cada método de solución, el tiempo en segundos que se tardó en hallar la solución
(columna t) y el costo de dicha solución (columna C).

A.1. Problemas chicos (10 y 20 períodos)
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c-Hsu GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=10 t C t C t C t C t C t C
1 < 0,1 8818.88 0.0006 8818.88 0.0006 8818.88 0.0008 8818.88 0.0007 8818.88 0.0010 8818.88
2 < 0,1 8445.57 0.0006 8445.57 0.0008 8445.57 0.0008 8445.57 0.0008 8445.57 0.0011 8445.57
3 < 0,1 9131.02 0.0007 9131.02 0.0009 9131.02 0.0009 9131.02 0.0010 9131.02 0.0011 9131.02
4 < 0,1 7675.75 0.0007 7675.75 0.0008 7675.75 0.0009 7675.75 0.0008 7675.75 0.0012 7675.75
5 < 0,1 8319.80 0.0007 8319.80 0.0008 8319.80 0.0009 8319.80 0.0008 8319.80 0.0015 8319.80
6 < 0,1 8233.06 0.0007 8233.06 0.0008 8233.06 0.0010 8233.06 0.0010 8233.06 0.0011 8233.06
7 < 0,1 7690.65 0.0007 7690.65 0.0007 7690.65 0.0009 7690.65 0.0008 7690.65 0.0014 7690.65
8 < 0,1 7482.77 0.0007 7482.77 0.0008 7482.77 0.0009 7482.77 0.0008 7482.77 0.0017 7482.77
9 < 0,1 7216.52 0.0007 7216.52 0.0008 7216.52 0.0010 7216.52 0.0008 7216.52 0.0011 7216.52
10 < 0,1 7850.13 0.0006 7850.13 0.0008 7850.13 0.0009 7850.13 0.0008 7850.13 0.0015 7850.13
11 < 0,1 7687.38 0.0007 7687.38 0.0008 7687.38 0.0009 7687.38 0.0008 7687.38 0.0015 7687.38
12 < 0,1 7463.93 0.0007 7463.93 0.0008 7463.93 0.0009 7463.93 0.0008 7463.93 0.0011 7463.93
13 < 0,1 8076.57 0.0007 8076.57 0.0008 8076.57 0.0009 8076.57 0.0008 8076.57 0.0011 8076.57
14 < 0,1 7339.28 0.0007 7339.28 0.0008 7339.28 0.0009 7339.28 0.0008 7339.28 0.0015 7339.28
15 < 0,1 6177.84 0.0007 6177.84 0.0010 6177.84 0.0012 6177.84 0.0011 6177.84 0.0017 6177.84
16 < 0,1 8439.62 0.0007 8439.62 0.0008 8439.62 0.0012 8439.62 0.0011 8439.62 0.0015 8439.62
17 < 0,1 8560.47 0.0009 8560.47 0.0010 8560.47 0.0012 8560.47 0.0011 8560.47 0.0017 8560.47
18 < 0,1 7344.52 0.0007 7344.52 0.0008 7344.52 0.0010 7344.52 0.0008 7344.52 0.0010 7344.52
19 < 0,1 8105.87 0.0008 8105.87 0.0010 8105.87 0.0012 8105.87 0.0011 8105.87 0.0011 8105.87
20 < 0,1 8951.66 0.0006 8951.66 0.0008 8951.66 0.0009 8951.66 0.0008 8951.66 0.0015 8951.66
21 < 0,1 7742.90 0.0007 7742.90 0.0008 7742.90 0.0009 7742.90 0.0008 7742.90 0.0011 7742.90
22 < 0,1 6890.83 0.0008 6890.83 0.0009 6890.83 0.0010 6890.83 0.0009 6890.83 0.0016 6890.83
23 < 0,1 9063.45 0.0007 9063.45 0.0008 9063.45 0.0009 9063.45 0.0008 9063.45 0.0015 9063.45
24 < 0,1 8786.32 0.0007 8786.32 0.0008 8786.32 0.0009 8786.32 0.0008 8786.32 0.0015 8786.32
25 < 0,1 8390.15 0.0007 8390.15 0.0008 8390.15 0.0009 8390.15 0.0008 8390.15 0.0014 8390.15
26 < 0,1 7893.50 0.0009 7893.50 0.0010 7893.50 0.0012 7893.50 0.0011 7893.50 0.0019 7893.50
27 < 0,1 6768.39 0.0010 6768.39 0.0011 6768.39 0.0013 6768.39 0.0011 6768.39 0.0015 6768.39
28 < 0,1 7867.48 0.0009 7867.48 0.0010 7867.48 0.0012 7867.48 0.0010 7867.48 0.0018 7867.48
29 < 0,1 9415.54 0.0008 9415.54 0.0010 9415.54 0.0011 9415.54 0.0010 9415.54 0.0020 9415.54
30 < 0,1 6170.89 0.0009 6170.89 0.0011 6170.89 0.0012 6170.89 0.0010 6170.89 0.0019 6170.89
31 < 0,1 7324.21 0.0009 7324.21 0.0010 7324.21 0.0012 7324.21 0.0011 7324.21 0.0019 7324.21
32 < 0,1 8118.66 0.0008 8118.66 0.0010 8118.66 0.0011 8118.66 0.0010 8118.66 0.0019 8118.66
33 < 0,1 8226.76 0.0008 8226.76 0.0010 8226.76 0.0011 8226.76 0.0010 8226.76 0.0014 8226.76
34 < 0,1 9088.05 0.0008 9088.05 0.0010 9088.05 0.0011 9088.05 0.0010 9088.05 0.0014 9088.05
35 < 0,1 7990.64 0.0008 7990.64 0.0010 7990.64 0.0012 7990.64 0.0010 7990.64 0.0014 7990.64
36 < 0,1 9074.09 0.0008 9074.09 0.0009 9074.09 0.0011 9074.09 0.0010 9074.09 0.0014 9074.09
37 < 0,1 8712.86 0.0009 8712.86 0.0010 8712.86 0.0011 8712.86 0.0010 8712.86 0.0018 8712.86
38 < 0,1 8494.01 0.0009 8494.01 0.0010 8494.01 0.0012 8494.01 0.0011 8494.01 0.0020 8494.01
39 < 0,1 8475.53 0.0009 8475.53 0.0010 8475.53 0.0012 8475.53 0.0010 8475.53 0.0019 8475.53
40 < 0,1 7904.42 0.0008 7904.42 0.0010 7904.42 0.0011 7904.42 0.0010 7904.42 0.0018 7904.42
41 < 0,1 7545.41 0.0009 7545.41 0.0010 7545.41 0.0012 7545.41 0.0010 7545.41 0.0014 7545.41
42 < 0,1 8292.80 0.0009 8292.80 0.0010 8292.80 0.0012 8292.80 0.0010 8292.80 0.0015 8292.80
43 < 0,1 6886.87 0.0009 6886.87 0.0010 6886.87 0.0012 6886.87 0.0010 6886.87 0.0019 6886.87
44 < 0,1 7427.27 0.0009 7427.27 0.0010 7427.27 0.0012 7427.27 0.0011 7427.27 0.0021 7427.27
45 < 0,1 8619.27 0.0008 8619.27 0.0010 8619.27 0.0011 8619.27 0.0010 8619.27 0.0019 8619.27
46 < 0,1 8048.70 0.0009 8048.70 0.0010 8048.70 0.0012 8048.70 0.0011 8048.70 0.0020 8048.70
47 < 0,1 8263.36 0.0009 8263.36 0.0010 8263.36 0.0012 8263.36 0.0010 8263.36 0.0019 8263.36
48 < 0,1 9038.23 0.0009 9038.23 0.0009 9038.23 0.0013 9038.23 0.0010 9038.23 0.0019 9038.23
49 < 0,1 8273.31 0.0009 8273.31 0.0010 8273.31 0.0011 8273.31 0.0010 8273.31 0.0013 8273.31
50 < 0,1 8903.58 0.0009 8903.58 0.0010 8903.58 0.0012 8903.58 0.0010 8903.58 0.0020 8903.58

Tabla A.1: Resultados para casos c-Hsu (10 períodos)
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c-Hsu GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=20 t C t C t C t C t C t C
1 0.2 17385.99 0.0028 17385.99 0.0032 17385.99 0.0042 17385.99 0.0041 17385.99 0.0082 17385.99
2 0.1 16149.66 0.0028 16149.66 0.0031 16149.66 0.0041 16149.66 0.0038 16149.66 0.0074 16149.66
3 0.2 18117.89 0.0026 18117.89 0.0029 18117.89 0.0038 18117.89 0.0036 18117.89 0.0071 18117.89
4 0.2 15427.44 0.0026 15427.44 0.0029 15427.44 0.0038 15427.44 0.0038 15427.44 0.0059 15427.44
5 0.1 15357.38 0.0022 15357.38 0.0024 15357.38 0.0031 15357.38 0.0030 15357.38 0.0057 15357.38
6 0.1 16645.15 0.0023 16655.63 0.0025 16655.63 0.0042 16645.15 0.0053 16645.15 0.0070 16645.15
7 0.2 15497.62 0.0023 15497.62 0.0025 15497.62 0.0034 15497.62 0.0030 15497.62 0.0061 15497.62
8 0.1 16428.92 0.0023 16428.92 0.0025 16428.92 0.0040 16428.92 0.0030 16428.92 0.0058 16428.92
9 0.2 16887.39 0.0023 16887.39 0.0026 16887.39 0.0033 16887.39 0.0031 16887.39 0.0059 16887.39
10 0.2 15911.61 0.0022 15911.61 0.0025 15911.61 0.0032 15911.61 0.0029 15911.61 0.0054 15911.61
11 0.2 17879.80 0.0021 17879.80 0.0024 17879.80 0.0031 17879.80 0.0028 17879.80 0.0057 17879.80
12 0.2 15639.81 0.0021 15639.81 0.0023 15639.81 0.0030 15639.81 0.0038 15639.81 0.0055 15639.81
13 < 0,1 13537.26 0.0022 13537.26 0.0026 13537.26 0.0037 13537.26 0.0028 13537.26 0.0039 13537.26
14 0.3 16399.87 0.0022 16399.87 0.0024 16399.87 0.0032 16399.87 0.0030 16399.87 0.0058 16399.87
15 0.1 15767.29 0.0024 15767.29 0.0030 15767.29 0.0032 15767.29 0.0038 15767.29 0.0053 15767.29
16 0.1 16765.89 0.0030 16765.89 0.0033 16765.89 0.0044 16765.89 0.0040 16765.89 0.0053 16765.89
17 0.2 16234.00 0.0027 16234.00 0.0030 16234.00 0.0040 16234.00 0.0037 16234.00 0.0073 16234.00
18 0.1 16748.86 0.0027 16748.86 0.0029 16748.86 0.0039 16748.86 0.0036 16748.86 0.0072 16748.86
19 0.1 18343.91 0.0025 18343.91 0.0026 18343.91 0.0031 18343.91 0.0028 18343.91 0.0046 18343.91
20 < 0,1 16534.80 0.0022 16534.80 0.0024 16534.80 0.0032 16534.80 0.0038 16534.80 0.0063 16534.80
21 0.1 16980.85 0.0021 16980.85 0.0024 16980.85 0.0031 16980.85 0.0028 16980.85 0.0039 16980.85
22 0.2 16047.90 0.0025 16047.90 0.0027 16047.90 0.0034 16047.90 0.0035 16047.90 0.0055 16047.90
23 0.1 14646.19 0.0031 14646.19 0.0032 14646.19 0.0034 14646.19 0.0032 14646.19 0.0041 14646.19
24 0.1 15639.06 0.0022 15639.06 0.0027 15639.06 0.0040 15639.06 0.0040 15639.06 0.0082 15639.06
25 0.1 17852.13 0.0029 17852.13 0.0031 17852.13 0.0041 17852.13 0.0038 17852.13 0.0078 17852.13
26 0.2 17166.54 0.0026 17171.05 0.0033 17171.05 0.0042 17171.05 0.0046 17166.54 0.0089 17166.54
27 0.1 17267.09 0.0029 17267.09 0.0031 17267.09 0.0045 17267.09 0.0038 17267.09 0.0081 17267.09
28 0.1 17340.73 0.0032 17340.73 0.0031 17340.73 0.0045 17340.73 0.0041 17340.73 0.0059 17340.73
29 0.1 15829.00 0.0030 15829.00 0.0036 15829.00 0.0042 15829.00 0.0043 15829.00 0.0081 15829.00
30 0.2 17040.70 0.0029 17040.70 0.0035 17040.70 0.0042 17040.70 0.0041 17040.70 0.0053 17040.70
31 0.1 15981.53 0.0031 15981.53 0.0032 15981.53 0.0046 15981.53 0.0039 15981.53 0.0056 15981.53
32 0.1 15353.67 0.0037 15353.67 0.0037 15353.67 0.0048 15353.67 0.0042 15353.67 0.0081 15353.67
33 0.1 16546.90 0.0031 16546.90 0.0033 16546.90 0.0042 16546.90 0.0042 16546.90 0.0083 16546.90
34 0.1 17146.41 0.0023 17146.41 0.0024 17146.41 0.0038 17146.41 0.0033 17146.41 0.0067 17146.41
35 0.2 15599.84 0.0022 15599.84 0.0024 15599.84 0.0037 15599.84 0.0028 15599.84 0.0044 15599.84
36 0.1 16315.17 0.0023 16315.17 0.0025 16315.17 0.0041 16315.17 0.0040 16315.17 0.0067 16315.17
37 0.2 15346.37 0.0027 15346.37 0.0027 15346.37 0.0037 15346.37 0.0030 15346.37 0.0048 15346.37
38 0.4 16563.04 0.0021 16563.04 0.0024 16563.04 0.0036 16563.04 0.0028 16563.04 0.0111 16563.04
39 0.1 16326.03 0.0059 16326.03 0.0064 16326.03 0.0048 16326.03 0.0085 16326.03 0.0107 16326.03
40 0.2 16440.85 0.0027 16440.85 0.0026 16440.85 0.0034 16440.85 0.0034 16440.85 0.0044 16440.85
41 0.1 14240.23 0.0024 14240.23 0.0026 14240.23 0.0039 14240.23 0.0031 14240.23 0.0044 14240.23
42 0.1 15480.36 0.0025 15480.36 0.0027 15480.36 0.0034 15480.36 0.0040 15480.36 0.0074 15480.36
43 0.2 16048.40 0.0023 16048.40 0.0031 16048.40 0.0032 16048.40 0.0037 16048.40 0.0065 16048.40
44 0.2 17825.65 0.0024 17825.65 0.0023 17825.65 0.0036 17825.65 0.0029 17825.65 0.0079 17825.65
45 0.1 16206.29 0.0029 16206.29 0.0034 16206.29 0.0045 16206.29 0.0042 16206.29 0.0053 16206.29
46 0.2 13502.36 0.0033 13502.36 0.0034 13502.36 0.0048 13502.36 0.0039 13502.36 0.0078 13502.36
47 0.3 13685.33 0.0028 13685.33 0.0035 13685.33 0.0049 13685.33 0.0041 13685.33 0.0081 13685.33
48 0.2 15945.36 0.0030 15945.36 0.0042 15945.36 0.0089 15945.36 0.0087 15945.36 0.0109 15945.36
49 0.1 15473.32 0.0023 15473.32 0.0025 15473.32 0.0034 15473.32 0.0029 15473.32 0.0065 15473.32
50 0.1 15374.89 0.0022 15374.89 0.0025 15374.89 0.0032 15374.89 0.0029 15374.89 0.0044 15374.89

Tabla A.2: Resultados para casos c-Hsu (20 períodos)
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c-Div GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=10 t C t C t C t C t C t C
1 < 0,1 7237.63 0.0011 7237.63 0.0008 7237.63 0.0009 7237.63 0.0009 7237.63 0.0016 7237.63
2 < 0,1 8589.01 0.0006 8589.01 0.0007 8589.01 0.0009 8589.01 0.0008 8589.01 0.0010 8589.01
3 < 0,1 8413.92 0.0008 8413.92 0.0010 8413.92 0.0010 8413.92 0.0009 8413.92 0.0010 8413.92
4 < 0,1 8302.74 0.0007 8302.74 0.0009 8302.74 0.0012 8302.74 0.0010 8302.74 0.0015 8302.74
5 < 0,1 8039.19 0.0007 8039.19 0.0008 8039.19 0.0010 8039.19 0.0009 8039.19 0.0011 8039.19
6 < 0,1 8685.05 0.0008 8685.05 0.0009 8685.05 0.0012 8685.05 0.0010 8685.05 0.0016 8685.05
7 < 0,1 8108.15 0.0007 8108.15 0.0012 8108.15 0.0012 8108.15 0.0011 8108.15 0.0022 8108.15
8 < 0,1 6687.01 0.0007 6687.01 0.0009 6687.01 0.0009 6687.01 0.0009 6687.01 0.0015 6687.01
9 < 0,1 8512.53 0.0007 8512.53 0.0008 8512.53 0.0009 8512.53 0.0008 8512.53 0.0011 8512.53
10 < 0,1 8425.73 0.0009 8425.73 0.0008 8425.73 0.0009 8425.73 0.0009 8425.73 0.0019 8425.73
11 < 0,1 8834.43 0.0009 8834.43 0.0010 8834.43 0.0011 8834.43 0.0010 8834.43 0.0013 8834.43
12 < 0,1 10081.64 0.0007 10081.64 0.0007 10081.64 0.0010 10081.64 0.0008 10081.64 0.0017 10081.64
13 < 0,1 7827.79 0.0009 7827.79 0.0010 7827.79 0.0012 7827.79 0.0011 7827.79 0.0019 7827.79
14 < 0,1 8569.92 0.0009 8569.92 0.0010 8569.92 0.0012 8569.92 0.0011 8569.92 0.0020 8569.92
15 < 0,1 7293.78 0.0009 7293.78 0.0009 7293.78 0.0011 7293.78 0.0010 7293.78 0.0019 7293.78
16 < 0,1 9026.13 0.0008 9026.13 0.0009 9026.13 0.0011 9026.13 0.0010 9026.13 0.0018 9026.13
17 < 0,1 9285.17 0.0008 9285.17 0.0009 9285.17 0.0011 9285.17 0.0010 9285.17 0.0018 9285.17
18 < 0,1 7562.93 0.0009 7562.93 0.0010 7562.93 0.0012 7562.93 0.0010 7562.93 0.0014 7562.93
19 < 0,1 9312.87 0.0009 9312.87 0.0010 9312.87 0.0011 9312.87 0.0010 9312.87 0.0020 9312.87
20 < 0,1 8788.60 0.0008 8788.60 0.0009 8788.60 0.0011 8788.60 0.0010 8788.60 0.0014 8788.60
21 < 0,1 6465.54 0.0009 6465.54 0.0010 6465.54 0.0012 6465.54 0.0011 6465.54 0.0019 6465.54
22 < 0,1 8644.76 0.0009 8644.76 0.0010 8644.76 0.0009 8644.76 0.0009 8644.76 0.0016 8644.76
23 < 0,1 8741.00 0.0007 8741.00 0.0007 8741.00 0.0009 8741.00 0.0010 8741.00 0.0014 8741.00
24 < 0,1 8602.62 0.0006 8602.62 0.0016 8602.62 0.0015 8602.62 0.0009 8602.62 0.0015 8602.62
25 < 0,1 8064.40 0.0007 8064.40 0.0010 8064.40 0.0011 8064.40 0.0008 8064.40 0.0015 8064.40
26 < 0,1 7295.49 0.0006 7295.49 0.0009 7295.49 0.0011 7295.49 0.0010 7295.49 0.0018 7295.49
27 < 0,1 8533.93 0.0008 8533.93 0.0010 8533.93 0.0011 8533.93 0.0010 8533.93 0.0019 8533.93
28 < 0,1 8319.61 0.0009 8319.61 0.0009 8319.61 0.0012 8319.61 0.0010 8319.61 0.0013 8319.61
29 < 0,1 7864.27 0.0009 7864.27 0.0016 7864.27 0.0016 7864.27 0.0008 7864.27 0.0016 7864.27
30 0.3 8823.79 0.0006 8823.79 0.0008 8823.79 0.0009 8823.79 0.0009 8823.79 0.0011 8823.79
31 < 0,1 8152.53 0.0006 8152.53 0.0008 8152.53 0.0012 8152.53 0.0010 8152.53 0.0014 8152.53
32 < 0,1 9812.60 0.0008 9812.60 0.0010 9812.60 0.0011 9812.60 0.0010 9812.60 0.0014 9812.60
33 < 0,1 8736.45 0.0007 8736.45 0.0008 8736.45 0.0010 8736.45 0.0010 8736.45 0.0013 8736.45
34 < 0,1 9184.19 0.0008 9184.19 0.0009 9184.19 0.0011 9184.19 0.0010 9184.19 0.0018 9184.19
35 < 0,1 9750.27 0.0008 9750.27 0.0009 9750.27 0.0011 9750.27 0.0009 9750.27 0.0013 9750.27
36 < 0,1 8113.53 0.0010 8113.53 0.0009 8113.53 0.0011 8113.53 0.0010 8113.53 0.0014 8113.53
37 < 0,1 8932.26 0.0008 8932.26 0.0010 8932.26 0.0012 8932.26 0.0011 8932.26 0.0015 8932.26
38 < 0,1 8090.65 0.0009 8090.65 0.0010 8090.65 0.0011 8090.65 0.0010 8090.65 0.0019 8090.65
39 < 0,1 7429.75 0.0008 7429.75 0.0009 7429.75 0.0011 7429.75 0.0010 7429.75 0.0019 7429.75
40 < 0,1 8292.76 0.0009 8292.76 0.0010 8292.76 0.0012 8292.76 0.0010 8292.76 0.0018 8292.76
41 < 0,1 7265.94 0.0009 7265.94 0.0010 7265.94 0.0012 7265.94 0.0010 7265.94 0.0014 7265.94
42 < 0,1 8976.70 0.0009 8976.70 0.0010 8976.70 0.0012 8976.70 0.0010 8976.70 0.0014 8976.70
43 < 0,1 8993.87 0.0009 8993.87 0.0010 8993.87 0.0012 8993.87 0.0011 8993.87 0.0016 8993.87
44 < 0,1 6769.88 0.0009 6769.88 0.0010 6769.88 0.0012 6769.88 0.0011 6769.88 0.0020 6769.88
45 < 0,1 8571.40 0.0008 8571.40 0.0009 8571.40 0.0011 8571.40 0.0010 8571.40 0.0013 8571.40
46 < 0,1 8113.17 0.0009 8113.17 0.0010 8113.17 0.0011 8113.17 0.0010 8113.17 0.0015 8113.17
47 < 0,1 7833.55 0.0009 7833.55 0.0010 7833.55 0.0013 7833.55 0.0011 7833.55 0.0016 7833.55
48 < 0,1 8272.93 0.0007 8272.93 0.0008 8272.93 0.0009 8272.93 0.0008 8272.93 0.0011 8272.93
49 < 0,1 7749.60 0.0007 7749.60 0.0008 7749.60 0.0009 7749.60 0.0008 7749.60 0.0011 7749.60
50 < 0,1 7672.23 0.0007 7672.23 0.0008 7672.23 0.0009 7672.23 0.0008 7672.23 0.0015 7672.23

Tabla A.3: Resultados para casos c-Div (10 períodos)
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c-Div GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=20 t C t C t C t C t C t C
1 0.4 17514.96 0.0026 17514.96 0.0032 17514.96 0.0042 17514.96 0.0038 17514.96 0.0052 17514.96
2 0.3 16399.01 0.0029 16399.01 0.0033 16399.01 0.0042 16399.01 0.0048 16399.01 0.0060 16399.01
3 0.4 16372.29 0.0028 16402.35 0.0030 16402.35 0.0033 16402.35 0.0037 16402.35 0.0077 16402.35
4 0.2 14926.38 0.0060 14926.38 0.0051 14926.38 0.0046 14926.38 0.0055 14926.38 0.0047 14926.38
5 0.6 15263.77 0.0032 15288.00 0.0038 15288.00 0.0055 15288.00 0.0051 15277.05 0.0092 15277.05
6 0.5 16212.27 0.0032 16279.37 0.0035 16279.37 0.0044 16279.37 0.0043 16279.37 0.0084 16279.37
7 0.6 17514.14 0.0030 17514.14 0.0033 17514.14 0.0043 17514.14 0.0045 17514.14 0.0057 17514.14
8 0.2 14248.06 0.0029 14248.06 0.0030 14248.06 0.0033 14248.06 0.0039 14248.06 0.0050 14248.06
9 0.4 18494.08 0.0022 18494.08 0.0024 18494.08 0.0035 18494.08 0.0030 18494.08 0.0086 18494.08
10 0.4 15979.14 0.0032 15979.14 0.0037 15979.14 0.0048 15979.14 0.0043 15979.14 0.0054 15979.14
11 0.4 16507.73 0.0030 16507.73 0.0032 16507.73 0.0045 16507.73 0.0040 16507.73 0.0056 16507.73
12 0.9 16006.39 0.0030 16006.39 0.0034 16006.39 0.0042 16006.39 0.0043 16006.39 0.0084 16006.39
13 0.4 17408.96 0.0031 17408.96 0.0032 17408.96 0.0043 17408.96 0.0040 17408.96 0.0057 17408.96
14 0.7 18511.53 0.0030 18511.53 0.0032 18511.53 0.0043 18511.53 0.0039 18511.53 0.0058 18511.53
15 0.3 17826.59 0.0029 17826.59 0.0033 17826.59 0.0040 17826.59 0.0040 17826.59 0.0083 17826.59
16 0.1 16263.86 0.0027 16390.06 0.0023 16390.06 0.0042 16390.06 0.0038 16390.06 0.0068 16390.06
17 0.3 15011.27 0.0031 15011.27 0.0032 15011.27 0.0044 15011.27 0.0039 15011.27 0.0076 15011.27
18 0.4 16882.25 0.0030 16882.25 0.0032 16882.25 0.0044 16882.25 0.0043 16882.25 0.0088 16882.25
19 0.3 15000.01 0.0029 15080.58 0.0036 15080.58 0.0044 15080.58 0.0045 15080.58 0.0087 15080.58
20 0.2 17787.98 0.0030 17787.98 0.0034 17787.98 0.0043 17787.98 0.0039 17787.98 0.0055 17787.98
21 0.5 17644.01 0.0029 17644.01 0.0033 17644.01 0.0042 17644.01 0.0043 17644.01 0.0057 17644.01
22 0.4 17849.65 0.0025 17849.65 0.0034 17849.65 0.0045 17849.65 0.0040 17849.65 0.0064 17849.65
23 0.1 17383.08 0.0023 17383.08 0.0024 17383.08 0.0037 17383.08 0.0029 17383.08 0.0070 17383.08
24 0.4 16965.08 0.0032 16965.08 0.0033 16965.08 0.0045 16965.08 0.0039 16965.08 0.0082 16965.08
25 0.1 19141.68 0.0031 19141.68 0.0031 19141.68 0.0045 19141.68 0.0040 19141.68 0.0081 19141.68
26 0.2 15459.19 0.0063 15459.19 0.0045 15459.19 0.0041 15459.19 0.0032 15459.19 0.0079 15459.19
27 0.4 15081.45 0.0030 15081.45 0.0032 15081.45 0.0048 15081.45 0.0029 15081.45 0.0043 15081.45
28 0.2 15767.71 0.0024 15767.71 0.0031 15767.71 0.0032 15767.71 0.0030 15767.71 0.0054 15767.71
29 0.2 15741.05 0.0026 15741.05 0.0029 15741.05 0.0034 15741.05 0.0041 15741.05 0.0081 15741.05
30 0.8 15603.34 0.0030 15603.34 0.0033 15603.34 0.0043 15603.34 0.0039 15603.34 0.0080 15603.34
31 0.4 18940.55 0.0027 18940.55 0.0030 18940.55 0.0042 18940.55 0.0040 18940.55 0.0082 18940.55
32 0.2 15148.39 0.0030 15148.39 0.0033 15148.39 0.0044 15148.39 0.0042 15148.39 0.0083 15148.39
33 0.4 15210.04 0.0030 15210.04 0.0033 15210.04 0.0044 15210.04 0.0040 15210.04 0.0067 15210.04
34 0.2 17390.33 0.0023 17390.33 0.0025 17390.33 0.0033 17390.33 0.0030 17390.33 0.0042 17390.33
35 0.1 18312.65 0.0021 18312.65 0.0024 18312.65 0.0032 18312.65 0.0039 18312.65 0.0071 18312.65
36 0.5 16899.59 0.0029 16899.59 0.0030 16899.59 0.0037 16899.59 0.0029 16899.59 0.0058 16899.59
37 0.5 15614.42 0.0024 15614.42 0.0028 15614.42 0.0033 15614.42 0.0031 15614.42 0.0063 15614.42
38 0.7 17485.52 0.0025 17485.52 0.0024 17485.52 0.0033 17485.52 0.0033 17485.52 0.0043 17485.52
39 0.4 17765.69 0.0032 17765.69 0.0032 17765.69 0.0041 17765.69 0.0041 17765.69 0.0057 17765.69
40 0.7 17780.31 0.0028 17780.31 0.0031 17780.31 0.0042 17780.31 0.0039 17780.31 0.0055 17780.31
41 0.2 17607.21 0.0028 17607.21 0.0031 17607.21 0.0040 17607.21 0.0039 17607.21 0.0055 17607.21
42 0.4 16976.43 0.0030 16976.43 0.0031 16976.43 0.0041 16976.43 0.0049 16976.43 0.0051 16976.43
43 0.2 16713.34 0.0028 16713.34 0.0026 16713.34 0.0038 16713.34 0.0041 16713.34 0.0054 16713.34
44 0.2 16368.77 0.0024 16611.86 0.0031 16611.86 0.0040 16611.86 0.0034 16611.86 0.0074 16611.86
45 0.2 17616.60 0.0026 17616.60 0.0030 17616.60 0.0036 17616.60 0.0037 17616.60 0.0084 17616.60
46 0.5 17141.98 0.0024 17141.98 0.0030 17141.98 0.0041 17141.98 0.0038 17141.98 0.0052 17141.98
47 0.3 16144.68 0.0030 16144.68 0.0032 16144.68 0.0040 16144.68 0.0039 16144.68 0.0065 16144.68
48 0.3 16488.05 0.0023 16488.05 0.0032 16488.05 0.0041 16488.05 0.0045 16488.05 0.0057 16488.05
49 0.4 19122.84 0.0029 19122.84 0.0032 19122.84 0.0058 19122.84 0.0042 19122.84 0.0083 19122.84
50 0.2 16173.10 0.0029 16173.10 0.0032 16173.10 0.0044 16173.10 0.0042 16173.10 0.0079 16173.10

Tabla A.4: Resultados para casos c-Div (20 períodos)

61



c-Falto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=10 t C t C t C t C t C t C
1 < 0,1 25039.47 0.0007 25039.47 0.0008 25039.47 0.0009 25039.47 0.0008 25039.47 0.0015 25039.47
2 < 0,1 25230.27 0.0007 25230.27 0.0008 25230.27 0.0009 25230.27 0.0008 25230.27 0.0020 25230.27
3 < 0,1 26780.07 0.0007 26780.07 0.0008 26780.07 0.0009 26780.07 0.0009 26780.07 0.0011 26780.07
4 < 0,1 28200.01 0.0006 28200.01 0.0008 28200.01 0.0009 28200.01 0.0008 28200.01 0.0011 28200.01
5 < 0,1 28770.08 0.0006 28770.08 0.0008 28770.08 0.0012 28770.08 0.0010 28770.08 0.0022 28770.08
6 < 0,1 30362.99 0.0010 30362.99 0.0012 30362.99 0.0011 30362.99 0.0010 30362.99 0.0020 30362.99
7 < 0,1 27034.89 0.0008 27034.89 0.0009 27034.89 0.0011 27034.89 0.0009 27034.89 0.0018 27034.89
8 < 0,1 32275.98 0.0009 32275.98 0.0011 32275.98 0.0011 32275.98 0.0010 32275.98 0.0014 32275.98
9 < 0,1 28708.29 0.0008 28708.29 0.0009 28708.29 0.0011 28708.29 0.0010 28708.29 0.0019 28708.29
10 < 0,1 29067.27 0.0009 29067.27 0.0010 29067.27 0.0012 29067.27 0.0010 29067.27 0.0020 29067.27
11 < 0,1 26552.46 0.0008 26552.46 0.0009 26552.46 0.0011 26552.46 0.0007 26552.46 0.0014 26552.46
12 < 0,1 21700.71 0.0007 21700.71 0.0008 21700.71 0.0009 21700.71 0.0007 21700.71 0.0014 21700.71
13 < 0,1 24406.60 0.0006 24406.60 0.0007 24406.60 0.0008 24406.60 0.0007 24406.60 0.0014 24406.60
14 < 0,1 23764.95 0.0006 23764.95 0.0008 23764.95 0.0008 23764.95 0.0007 23764.95 0.0014 23764.95
15 < 0,1 23188.34 0.0007 23307.98 0.0008 23307.98 0.0011 23188.34 0.0015 23188.34 0.0017 23188.34
16 < 0,1 26428.12 0.0007 26428.12 0.0008 26428.12 0.0009 26428.12 0.0009 26428.12 0.0020 26428.12
17 < 0,1 23834.74 0.0007 27694.98 0.0008 27694.98 0.0009 27694.98 0.0008 27694.98 0.0011 27694.98
18 < 0,1 25590.76 0.0006 25590.76 0.0008 25590.76 0.0009 25590.76 0.0008 25590.76 0.0014 25590.76
19 < 0,1 23506.00 0.0006 23506.00 0.0007 23506.00 0.0009 23506.00 0.0007 23506.00 0.0014 23506.00
20 < 0,1 24795.77 0.0007 24795.77 0.0007 24795.77 0.0008 24795.77 0.0007 24795.77 0.0010 24795.77
21 < 0,1 23235.29 0.0007 23235.29 0.0008 23235.29 0.0009 23235.29 0.0009 23235.29 0.0013 23235.29
22 < 0,1 26742.43 0.0007 26763.63 0.0008 26763.63 0.0011 26742.43 0.0010 26742.43 0.0017 26742.43
23 < 0,1 27129.20 0.0006 27129.20 0.0007 27129.20 0.0008 27129.20 0.0007 27129.20 0.0015 27129.20
24 < 0,1 22321.19 0.0008 22321.19 0.0010 22321.19 0.0012 22321.19 0.0009 22321.19 0.0013 22321.19
25 < 0,1 22405.06 0.0007 22405.06 0.0008 22405.06 0.0009 22405.06 0.0008 22405.06 0.0012 22405.06
26 < 0,1 24920.23 0.0007 24957.65 0.0008 24957.65 0.0012 24920.23 0.0069 24920.23 0.0024 24920.23
27 < 0,1 29735.68 0.0008 29735.68 0.0010 29735.68 0.0011 29735.68 0.0010 29735.68 0.0020 29735.68
28 < 0,1 30723.32 0.0008 30723.32 0.0009 30723.32 0.0011 30723.32 0.0010 30723.32 0.0013 30723.32
29 < 0,1 26993.25 0.0009 26993.25 0.0010 26993.25 0.0011 26993.25 0.0010 26993.25 0.0017 26993.25
30 < 0,1 27640.83 0.0007 28668.90 0.0008 28668.90 0.0010 28668.90 0.0007 28668.90 0.0017 28668.90
31 < 0,1 26717.04 0.0007 26717.04 0.0008 26717.04 0.0010 26717.04 0.0008 26717.04 0.0011 26717.04
32 < 0,1 24172.43 0.0007 24172.43 0.0008 24172.43 0.0009 24172.43 0.0008 24172.43 0.0015 24172.43
33 < 0,1 29252.96 0.0007 29290.12 0.0008 29290.12 0.0012 29252.96 0.0009 29252.96 0.0018 29252.96
34 < 0,1 24822.23 0.0006 24822.23 0.0007 24822.23 0.0009 24822.23 0.0008 24822.23 0.0011 24822.23
35 < 0,1 24996.25 0.0007 26173.49 0.0008 26173.49 0.0009 26173.49 0.0008 26173.49 0.0011 26173.49
36 < 0,1 18052.16 0.0007 18052.16 0.0008 18052.16 0.0010 18052.16 0.0008 18052.16 0.0014 18052.16
37 < 0,1 29844.00 0.0007 29844.00 0.0008 29844.00 0.0009 29844.00 0.0008 29844.00 0.0011 29844.00
38 < 0,1 21601.12 0.0009 21601.12 0.0010 21601.12 0.0012 21601.12 0.0009 21601.12 0.0014 21601.12
39 < 0,1 24045.63 0.0007 24045.63 0.0009 24045.63 0.0009 24045.63 0.0008 24045.63 0.0011 24045.63
40 < 0,1 31371.18 0.0009 31371.18 0.0010 31371.18 0.0012 31371.18 0.0010 31371.18 0.0020 31371.18
41 < 0,1 30929.82 0.0009 30929.82 0.0010 30929.82 0.0012 30929.82 0.0009 30929.82 0.0013 30929.82
42 < 0,1 24247.55 0.0010 24247.55 0.0011 24247.55 0.0013 24247.55 0.0011 24247.55 0.0019 24247.55
43 < 0,1 24239.77 0.0008 24239.77 0.0009 24239.77 0.0012 24239.77 0.0011 24239.77 0.0015 24239.77
44 < 0,1 19812.20 0.0009 19812.20 0.0010 19812.20 0.0011 19812.20 0.0010 19812.20 0.0015 19812.20
45 < 0,1 34753.61 0.0009 34935.39 0.0011 34935.39 0.0011 34935.39 0.0019 34753.61 0.0034 34753.61
46 < 0,1 25093.69 0.0010 25429.77 0.0010 25429.77 0.0011 25429.77 0.0010 25429.77 0.0021 25429.77
47 < 0,1 30858.36 0.0009 30858.36 0.0011 30858.36 0.0011 30858.36 0.0010 30858.36 0.0020 30858.36
48 < 0,1 21258.25 0.0009 21258.25 0.0011 21258.25 0.0012 21258.25 0.0010 21258.25 0.0018 21258.25
49 < 0,1 20534.83 0.0009 20729.22 0.0011 20729.22 0.0013 20729.22 0.0011 20729.22 0.0019 20729.22
50 < 0,1 25919.64 0.0008 26412.19 0.0010 26412.19 0.0013 26412.19 0.0011 26412.19 0.0022 26412.19

Tabla A.5: Resultados para casos c-Falto (10 períodos)
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c-Falto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=20 t C t C t C t C t C t C
1 0.1 49389.14 0.0029 52421.21 0.0035 52421.21 0.0055 49493.35 0.0041 52421.21 0.0285 49390.12
2 0.3 54678.84 0.0030 57438.75 0.0031 57438.75 0.0042 57438.75 0.0038 57438.75 0.0085 57438.75
3 0.3 52615.79 0.0020 52615.79 0.0026 52615.79 0.0039 52615.79 0.0031 52615.79 0.0076 52615.79
4 0.1 48080.16 0.0027 48080.16 0.0029 48080.16 0.0039 48080.16 0.0037 48080.16 0.0076 48080.16
5 0.3 55473.88 0.0026 55473.88 0.0032 55473.88 0.0034 55473.88 0.0035 55473.88 0.0083 55473.88
6 0.2 46222.92 0.0029 46222.92 0.0035 46222.92 0.0042 46222.92 0.0042 46222.92 0.0078 46222.92
7 0.1 46585.87 0.0027 50098.78 0.0034 50098.78 0.0036 50098.78 0.0029 50098.78 0.0062 50098.78
8 0.2 54664.55 0.0020 58393.63 0.0023 58393.63 0.0036 58393.63 0.0038 58393.63 0.0063 58393.63
9 0.4 52405.77 0.0021 52405.77 0.0025 52405.77 0.0032 52405.77 0.0028 52405.77 0.0050 52405.77
10 0.2 49369.71 0.0031 50673.53 0.0034 50673.53 0.0044 50673.53 0.0040 50673.53 0.0080 50673.53
11 0.1 48265.59 0.0029 48265.59 0.0035 48265.59 0.0042 48265.59 0.0042 48265.59 0.0055 48265.59
12 0.1 44625.44 0.0023 44625.44 0.0033 44625.44 0.0047 44625.44 0.0039 44625.44 0.0079 44625.44
13 0.2 48639.64 0.0029 48639.64 0.0032 48639.64 0.0042 48639.64 0.0041 48639.64 0.0054 48639.64
14 0.3 54116.83 0.0031 54116.83 0.0033 54116.83 0.0043 54116.83 0.0041 54116.83 0.0083 54116.83
15 0.2 52356.33 0.0031 54186.86 0.0036 54186.86 0.0044 54186.86 0.0041 54186.86 0.0045 54186.86
16 0.1 51642.81 0.0027 51642.81 0.0028 51642.81 0.0042 51642.81 0.0086 51642.81 0.0169 51642.81
17 0.1 49121.37 0.0057 49121.37 0.0062 49121.37 0.0083 49121.37 0.0080 49121.37 0.0084 49121.37
18 0.3 53332.23 0.0022 55807.38 0.0024 55807.38 0.0044 55807.38 0.0029 55807.38 0.0052 55807.38
19 0.1 40297.47 0.0025 42745.22 0.0031 42745.22 0.0042 42745.22 0.0040 42745.22 0.0058 42745.22
20 0.3 58028.66 0.0026 59381.17 0.0029 59381.17 0.0035 59381.17 0.0028 59381.17 0.0074 59381.17
21 0.1 46885.15 0.0028 47982.08 0.0032 47982.08 0.0042 47982.08 0.0037 47982.08 0.0074 47982.08
22 0.1 48387.08 0.0028 48387.08 0.0031 48387.08 0.0041 48387.08 0.0037 48387.08 0.0052 48387.08
23 0.1 41180.87 0.0030 41180.87 0.0028 41180.87 0.0038 41180.87 0.0038 41180.87 0.0064 41180.87
24 0.1 43512.58 0.0031 43512.58 0.0032 43512.58 0.0034 43512.58 0.0029 43512.58 0.0050 43512.58
25 0.2 46635.20 0.0023 46635.20 0.0026 46635.20 0.0033 46635.20 0.0030 46635.20 0.0041 46635.20
26 0.2 47887.03 0.0022 47887.03 0.0026 47887.03 0.0032 47887.03 0.0029 47887.03 0.0063 47887.03
27 0.2 56421.91 0.0027 58536.60 0.0031 58536.60 0.0038 58536.60 0.0038 58536.60 0.0062 58536.60
28 < 0,1 49755.46 0.0021 49873.07 0.0029 49873.07 0.0043 49873.07 0.0178 49755.46 0.0207 49755.46
29 0.2 52388.06 0.0027 56789.84 0.0029 56789.84 0.0033 56789.84 0.0039 56789.84 0.0076 56789.84
30 0.1 51437.59 0.0028 51437.59 0.0031 51437.59 0.0041 51437.59 0.0038 51437.59 0.0075 51437.59
31 0.1 48210.30 0.0028 48210.30 0.0032 48210.30 0.0040 48210.30 0.0038 48210.30 0.0077 48210.30
32 0.2 45966.85 0.0029 45966.85 0.0032 45966.85 0.0042 45966.85 0.0037 45966.85 0.0075 45966.85
33 0.2 46505.48 0.0024 46505.48 0.0030 46505.48 0.0042 46505.48 0.0041 46505.48 0.0078 46505.48
34 0.1 45691.51 0.0029 45691.51 0.0032 45691.51 0.0042 45691.51 0.0039 45691.51 0.0048 45691.51
35 0.2 57345.40 0.0026 57581.79 0.0031 57581.79 0.0053 57554.94 0.0082 57417.70 0.0102 57417.70
36 0.2 47712.51 0.0027 47712.51 0.0031 47712.51 0.0041 47712.51 0.0040 47712.51 0.0078 47712.51
37 0.2 61593.17 0.0021 61593.17 0.0029 61593.17 0.0041 61593.17 0.0040 61593.17 0.0083 61593.17
38 0.1 46415.75 0.0027 46606.21 0.0026 46606.21 0.0044 46590.41 0.0118 46412.01 0.0143 46412.01
39 0.1 45695.20 0.0029 45695.20 0.0034 45695.20 0.0038 45695.20 0.0029 45695.20 0.0057 45695.20
40 0.1 43463.67 0.0023 47233.20 0.0025 47233.20 0.0038 47233.20 0.0040 47233.20 0.0053 47233.20
41 0.2 52816.34 0.0028 53417.02 0.0032 53417.02 0.0042 53417.02 0.0040 53417.02 0.0083 53417.02
42 0.1 46837.71 0.0029 50226.65 0.0029 50226.65 0.0033 50226.65 0.0038 50226.65 0.0077 50226.65
43 0.1 49225.98 0.0027 49262.89 0.0030 49262.89 0.0052 49225.98 0.0047 49225.98 0.0086 49225.98
44 0.2 51213.26 0.0029 51213.26 0.0032 51213.26 0.0042 51213.26 0.0038 51213.26 0.0075 51213.26
45 0.1 46652.28 0.0034 49596.53 0.0033 49596.53 0.0045 49596.53 0.0040 49596.53 0.0079 49596.53
46 0.1 46811.64 0.0044 46811.64 0.0041 46811.64 0.0038 46811.64 0.0040 46811.64 0.0080 46811.64
47 0.3 57105.61 0.0022 57105.61 0.0033 57105.61 0.0045 57105.61 0.0042 57105.61 0.0078 57105.61
48 0.2 52165.82 0.0027 52705.74 0.0031 52705.74 0.0034 52705.74 0.0033 52705.74 0.0056 52705.74
49 0.1 44514.53 0.0022 48815.01 0.0033 48815.01 0.0043 48815.01 0.0038 48815.01 0.0079 48815.01
50 0.2 52967.63 0.0028 52967.63 0.0031 52967.63 0.0043 52967.63 0.0040 52967.63 0.0092 52967.63

Tabla A.6: Resultados para casos c-Falto (20 períodos)
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c-Halto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=10 t C t C t C t C t C t C
1 < 0,1 10159.13 0.0007 10159.13 0.0008 10159.13 0.0009 10159.13 0.0009 10159.13 0.0020 10159.13
2 < 0,1 9380.62 0.0008 9380.62 0.0009 9380.62 0.0012 9380.62 0.0011 9380.62 0.0021 9380.62
3 < 0,1 9446.82 0.0008 9446.82 0.0009 9446.82 0.0011 9446.82 0.0010 9446.82 0.0013 9446.82
4 < 0,1 10765.84 0.0008 10765.84 0.0009 10765.84 0.0011 10765.84 0.0010 10765.84 0.0014 10765.84
5 < 0,1 10152.14 0.0008 10152.14 0.0010 10152.14 0.0011 10152.14 0.0011 10152.14 0.0022 10152.14
6 < 0,1 9319.42 0.0009 9319.42 0.0010 9319.42 0.0012 9319.42 0.0011 9319.42 0.0021 9319.42
7 < 0,1 9537.57 0.0006 9537.57 0.0008 9537.57 0.0009 9537.57 0.0008 9537.57 0.0016 9537.57
8 < 0,1 9003.18 0.0007 9003.18 0.0009 9003.18 0.0009 9003.18 0.0009 9003.18 0.0012 9003.18
9 < 0,1 8504.87 0.0007 8504.87 0.0008 8504.87 0.0009 8504.87 0.0008 8504.87 0.0011 8504.87
10 < 0,1 8320.26 0.0007 8320.26 0.0008 8320.26 0.0009 8320.26 0.0008 8320.26 0.0011 8320.26
11 < 0,1 8811.45 0.0008 8811.45 0.0008 8811.45 0.0009 8811.45 0.0009 8811.45 0.0011 8811.45
12 < 0,1 9009.11 0.0007 9009.11 0.0008 9009.11 0.0009 9009.11 0.0008 9009.11 0.0011 9009.11
13 < 0,1 8598.36 0.0007 8598.36 0.0008 8598.36 0.0009 8598.36 0.0008 8598.36 0.0015 8598.36
14 < 0,1 8481.05 0.0007 8481.05 0.0008 8481.05 0.0009 8481.05 0.0008 8481.05 0.0011 8481.05
15 < 0,1 10088.93 0.0006 10088.93 0.0008 10088.93 0.0009 10088.93 0.0008 10088.93 0.0015 10088.93
16 < 0,1 8799.90 0.0007 8799.90 0.0008 8799.90 0.0009 8799.90 0.0008 8799.90 0.0012 8799.90
17 < 0,1 8650.72 0.0007 8650.72 0.0008 8650.72 0.0009 8650.72 0.0008 8650.72 0.0012 8650.72
18 < 0,1 9206.46 0.0007 9206.46 0.0008 9206.46 0.0010 9206.46 0.0009 9206.46 0.0018 9206.46
19 < 0,1 8468.41 0.0007 8468.41 0.0009 8468.41 0.0010 8468.41 0.0009 8468.41 0.0018 8468.41
20 < 0,1 8859.89 0.0006 8859.89 0.0008 8859.89 0.0009 8859.89 0.0008 8859.89 0.0011 8859.89
21 < 0,1 7626.49 0.0007 7626.49 0.0009 7626.49 0.0009 7626.49 0.0008 7626.49 0.0014 7626.49
22 < 0,1 10816.74 0.0006 10816.74 0.0008 10816.74 0.0009 10816.74 0.0008 10816.74 0.0016 10816.74
23 < 0,1 8291.13 0.0007 8291.13 0.0008 8291.13 0.0010 8291.13 0.0011 8291.13 0.0014 8291.13
24 < 0,1 8992.84 0.0007 8992.84 0.0008 8992.84 0.0009 8992.84 0.0009 8992.84 0.0012 8992.84
25 < 0,1 10179.06 0.0006 10179.06 0.0008 10179.06 0.0009 10179.06 0.0008 10179.06 0.0015 10179.06
26 < 0,1 9252.60 0.0007 9252.60 0.0008 9252.60 0.0009 9252.60 0.0008 9252.60 0.0012 9252.60
27 < 0,1 8672.91 0.0007 8672.91 0.0008 8672.91 0.0009 8672.91 0.0008 8672.91 0.0016 8672.91
28 < 0,1 9532.10 0.0007 9532.10 0.0008 9532.10 0.0009 9532.10 0.0010 9532.10 0.0016 9532.10
29 < 0,1 9720.70 0.0007 9720.70 0.0008 9720.70 0.0009 9720.70 0.0009 9720.70 0.0011 9720.70
30 < 0,1 9313.60 0.0006 9313.60 0.0008 9313.60 0.0008 9313.60 0.0008 9313.60 0.0011 9313.60
31 < 0,1 9014.37 0.0011 9014.37 0.0010 9014.37 0.0011 9014.37 0.0010 9014.37 0.0013 9014.37
32 < 0,1 8550.19 0.0007 8550.19 0.0008 8550.19 0.0009 8550.19 0.0008 8550.19 0.0015 8550.19
33 < 0,1 8356.83 0.0007 8356.83 0.0007 8356.83 0.0009 8356.83 0.0008 8356.83 0.0011 8356.83
34 < 0,1 8598.92 0.0007 8598.92 0.0008 8598.92 0.0011 8598.92 0.0011 8598.92 0.0013 8598.92
35 < 0,1 8029.46 0.0007 8029.46 0.0008 8029.46 0.0009 8029.46 0.0010 8029.46 0.0019 8029.46
36 < 0,1 9337.19 0.0006 9337.19 0.0007 9337.19 0.0009 9337.19 0.0008 9337.19 0.0011 9337.19
37 < 0,1 8942.47 0.0007 8942.47 0.0008 8942.47 0.0009 8942.47 0.0007 8942.47 0.0010 8942.47
38 < 0,1 9511.72 0.0009 9511.72 0.0010 9511.72 0.0011 9511.72 0.0010 9511.72 0.0015 9511.72
39 < 0,1 8670.71 0.0010 8670.71 0.0011 8670.71 0.0013 8670.71 0.0010 8670.71 0.0018 8670.71
40 < 0,1 7428.24 0.0011 7428.24 0.0012 7428.24 0.0015 7428.24 0.0011 7428.24 0.0021 7428.24
41 < 0,1 8853.33 0.0010 8853.33 0.0011 8853.33 0.0013 8853.33 0.0011 8853.33 0.0015 8853.33
42 < 0,1 8505.08 0.0010 8505.08 0.0011 8505.08 0.0013 8505.08 0.0012 8505.08 0.0014 8505.08
43 < 0,1 8999.41 0.0008 8999.41 0.0011 8999.41 0.0013 8999.41 0.0011 8999.41 0.0016 8999.41
44 < 0,1 9950.33 0.0009 9950.33 0.0009 9950.33 0.0011 9950.33 0.0011 9950.33 0.0022 9950.33
45 < 0,1 8994.79 0.0009 8994.79 0.0010 8994.79 0.0011 8994.79 0.0011 8994.79 0.0016 8994.79
46 < 0,1 8209.23 0.0009 8209.23 0.0010 8209.23 0.0011 8209.23 0.0010 8209.23 0.0013 8209.23
47 < 0,1 9646.32 0.0009 9646.32 0.0010 9646.32 0.0012 9646.32 0.0012 9646.32 0.0018 9646.32
48 < 0,1 9098.91 0.0009 9098.91 0.0010 9098.91 0.0013 9098.91 0.0011 9098.91 0.0019 9098.91
49 < 0,1 8614.72 0.0008 8614.72 0.0011 8614.72 0.0013 8614.72 0.0012 8614.72 0.0021 8614.72
50 < 0,1 8456.31 0.0009 8456.31 0.0010 8456.31 0.0013 8456.31 0.0011 8456.31 0.0020 8456.31

Tabla A.7: Resultados para casos c-Halto (10 períodos)
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c-Halto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=20 t C t C t C t C t C t C
1 0.4 18754.50 0.0031 18754.50 0.0034 18754.50 0.0043 18754.50 0.0044 18754.50 0.0111 18754.50
2 1.0 17378.47 0.0022 17378.47 0.0025 17378.47 0.0036 17378.47 0.0037 17378.47 0.0047 17378.47
3 1.3 20042.29 0.0022 20042.29 0.0032 20042.29 0.0045 20042.29 0.0045 20042.29 0.0063 20042.29
4 0.8 19439.37 0.0029 19439.37 0.0034 19439.37 0.0042 19439.37 0.0047 19439.37 0.0059 19439.37
5 0.5 18632.38 0.0031 18632.38 0.0034 18632.38 0.0045 18632.38 0.0043 18632.38 0.0088 18632.38
6 0.8 19286.49 0.0030 19286.49 0.0031 19286.49 0.0045 19286.49 0.0041 19286.49 0.0059 19286.49
7 0.6 18757.18 0.0033 18757.18 0.0032 18757.18 0.0048 18757.18 0.0044 18757.18 0.0057 18757.18
8 1.3 18646.33 0.0032 18646.33 0.0032 18646.33 0.0046 18646.33 0.0043 18646.33 0.0090 18646.33
9 0.4 17520.28 0.0028 17520.28 0.0033 17520.28 0.0042 17520.28 0.0045 17520.28 0.0088 17520.28
10 0.3 15707.28 0.0032 15707.28 0.0032 15707.28 0.0044 15707.28 0.0041 15707.28 0.0085 15707.28
11 0.6 18784.63 0.0032 18784.63 0.0032 18784.63 0.0046 18784.63 0.0041 18784.63 0.0058 18784.63
12 0.4 19061.30 0.0030 19061.30 0.0031 19061.30 0.0045 19061.30 0.0039 19061.30 0.0084 19061.30
13 0.8 18016.61 0.0030 18016.61 0.0034 18016.61 0.0043 18016.61 0.0045 18016.61 0.0088 18016.61
14 1.5 19118.09 0.0032 19118.09 0.0032 19118.09 0.0046 19118.09 0.0037 19118.09 0.0099 19118.09
15 1.4 17311.75 0.0061 17311.75 0.0040 17311.75 0.0040 17311.75 0.0034 17311.75 0.0082 17311.75
16 0.5 17057.89 0.0043 17057.89 0.0045 17057.89 0.0048 17057.89 0.0044 17057.89 0.0087 17057.89
17 0.9 17378.19 0.0022 17378.19 0.0030 17378.19 0.0042 17378.19 0.0046 17378.19 0.0063 17378.19
18 0.7 18359.79 0.0027 18359.79 0.0026 18359.79 0.0032 18359.79 0.0032 18359.79 0.0064 18359.79
19 0.6 18645.93 0.0021 18645.93 0.0024 18645.93 0.0033 18645.93 0.0031 18645.93 0.0042 18645.93
20 0.7 18908.85 0.0022 18908.85 0.0024 18908.85 0.0030 18908.85 0.0031 18908.85 0.0060 18908.85
21 0.9 17585.29 0.0021 17585.29 0.0023 17585.29 0.0030 17585.29 0.0028 17585.29 0.0054 17585.29
22 1.0 15917.12 0.0021 15917.12 0.0025 15917.12 0.0032 15917.12 0.0030 15917.12 0.0060 15917.12
23 0.9 20071.86 0.0021 20071.86 0.0025 20071.86 0.0031 20071.86 0.0032 20071.86 0.0044 20071.86
24 0.7 18562.39 0.0022 18562.39 0.0024 18562.39 0.0033 18562.39 0.0036 18562.39 0.0048 18562.39
25 0.7 18673.12 0.0022 18673.12 0.0025 18673.12 0.0032 18673.12 0.0031 18673.12 0.0049 18673.12
26 0.6 18170.07 0.0023 18170.07 0.0026 18170.07 0.0042 18170.07 0.0042 18170.07 0.0083 18170.07
27 0.4 17954.49 0.0027 17954.49 0.0028 17954.49 0.0042 17954.49 0.0039 17954.49 0.0069 17954.49
28 0.7 18683.77 0.0022 18683.77 0.0024 18683.77 0.0033 18683.77 0.0032 18683.77 0.0043 18683.77
29 0.8 17232.59 0.0023 17232.59 0.0024 17232.59 0.0033 17232.59 0.0032 17232.59 0.0063 17232.59
30 0.5 17006.39 0.0023 17006.39 0.0025 17006.39 0.0032 17006.39 0.0031 17006.39 0.0041 17006.39
31 1.0 16883.16 0.0023 16883.16 0.0024 16883.16 0.0032 16883.16 0.0032 16883.16 0.0063 16883.16
32 0.4 18881.60 0.0025 18881.60 0.0026 18881.60 0.0034 18881.60 0.0033 18881.60 0.0066 18881.60
33 0.7 16706.24 0.0022 16706.24 0.0025 16706.24 0.0032 16706.24 0.0030 16706.24 0.0051 16706.24
34 1.1 19145.76 0.0024 19145.77 0.0025 19145.77 0.0034 19145.77 0.0032 19145.77 0.0063 19145.77
35 1.4 18632.77 0.0023 18632.77 0.0025 18632.77 0.0037 18632.77 0.0032 18632.77 0.0072 18632.77
36 0.7 17628.81 0.0029 17628.81 0.0033 17628.81 0.0036 17628.81 0.0038 17628.81 0.0086 17628.81
37 0.7 19440.09 0.0028 19440.09 0.0031 19440.09 0.0041 19440.09 0.0041 19440.09 0.0069 19440.09
38 0.6 21203.40 0.0020 21203.40 0.0026 21203.40 0.0036 21203.40 0.0031 21203.40 0.0065 21203.40
39 1.5 18683.53 0.0024 18683.53 0.0026 18683.53 0.0033 18683.53 0.0032 18683.53 0.0062 18683.53
40 1.2 18542.70 0.0023 18542.70 0.0026 18542.70 0.0033 18542.70 0.0034 18542.70 0.0044 18542.70
41 0.5 18078.20 0.0023 18078.20 0.0025 18078.20 0.0033 18078.20 0.0040 18078.20 0.0061 18078.20
42 0.8 17626.30 0.0023 17626.30 0.0024 17626.30 0.0034 17626.30 0.0031 17626.30 0.0061 17626.30
43 0.5 19010.37 0.0022 19010.37 0.0024 19010.37 0.0035 19010.37 0.0032 19010.37 0.0083 19010.37
44 0.9 16490.92 0.0031 16490.92 0.0034 16490.92 0.0048 16490.92 0.0054 16490.92 0.0085 16490.92
45 0.4 19006.46 0.0040 19006.46 0.0042 19006.46 0.0051 19006.46 0.0032 19006.46 0.0123 19006.46
46 0.3 18410.39 0.0045 18410.39 0.0035 18410.39 0.0059 18410.39 0.0031 18410.39 0.0086 18410.39
47 0.6 16827.65 0.0029 16827.65 0.0033 16827.65 0.0062 16827.65 0.0043 16827.65 0.0086 16827.65
48 1.2 19240.12 0.0023 19240.12 0.0030 19240.12 0.0041 19240.12 0.0041 19240.12 0.0082 19240.12
49 0.3 18028.49 0.0035 18028.49 0.0029 18028.49 0.0045 18028.49 0.0032 18028.49 0.0077 18028.49
50 0.5 16861.55 0.0039 16861.55 0.0035 16861.55 0.0035 16861.55 0.0071 16861.55 0.0048 16861.55

Tabla A.8: Resultados para casos c-Halto (20 períodos)
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c-Ccrec GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=10 t C t C t C t C t C t C
1 < 0,1 41216.72 0.0011 88857.37 0.0013 88857.37 0.0023 56585.94 0.0018 57076.43 0.0036 49935.96
2 < 0,1 47121.99 0.0012 60687.49 0.0014 60687.49 0.0021 47698.18 0.0020 52392.06 0.0029 47142.82
3 < 0,1 33209.16 0.0013 81799.24 0.0014 81799.24 0.0025 43795.08 0.0023 48273.92 0.0032 36958.95
4 < 0,1 56034.10 0.0010 118987.93 0.0011 118987.93 0.0021 59502.66 0.0015 73561.58 0.0036 56627.21
5 < 0,1 35767.61 0.0010 37229.23 0.0011 37229.23 0.0013 35767.61 0.0014 35767.61 0.0015 35767.61
6 < 0,1 58306.68 0.0010 92997.94 0.0011 92997.94 0.0021 64030.20 0.0023 70692.72 0.0035 62391.79
7 < 0,1 54166.79 0.0010 70020.40 0.0011 70020.40 0.0018 55724.34 0.0094 59869.05 0.0030 54612.00
8 < 0,1 37962.56 0.0010 49251.71 0.0011 49251.71 0.0017 37962.56 0.0016 37962.56 0.0024 37962.56
9 < 0,1 43735.81 0.0010 55849.42 0.0011 55849.42 0.0016 44359.42 0.0022 43735.81 0.0024 43735.81
10 < 0,1 43484.10 0.0011 68717.02 0.0014 68717.02 0.0022 45627.12 0.0029 50237.24 0.0041 45297.57
11 < 0,1 46578.02 0.0013 55709.76 0.0014 55709.76 0.0022 47088.39 0.0046 46752.55 0.0041 46821.47
12 < 0,1 45782.20 0.0013 65945.85 0.0014 65945.85 0.0024 49054.90 0.0050 56243.60 0.0035 48131.09
13 < 0,1 44366.35 0.0012 61790.76 0.0014 61790.76 0.0020 46163.77 0.0023 48460.13 0.0031 44882.25
14 < 0,1 54721.09 0.0012 92536.61 0.0013 92536.61 0.0024 64170.58 0.0017 75071.27 0.0037 64124.79
15 < 0,1 39931.23 0.0012 90165.81 0.0013 90165.81 0.0022 46378.53 0.0019 57091.49 0.0035 44778.74
16 < 0,1 42175.29 0.0012 59654.77 0.0013 59654.77 0.0020 43225.87 0.0027 42250.37 0.0025 42250.37
17 < 0,1 50200.87 0.0011 103842.84 0.0015 103184.11 0.0022 66878.88 0.0017 73904.47 0.0034 63194.23
18 < 0,1 36189.51 0.0012 80379.38 0.0013 80379.38 0.0024 39164.75 0.0027 40838.40 0.0026 38043.14
19 0.1 42326.65 0.0015 53629.25 0.0017 53629.25 0.0022 44920.55 0.0026 43522.62 0.0032 44880.61
20 < 0,1 37476.22 0.0013 55899.68 0.0014 55899.68 0.0022 39504.13 0.0027 41156.48 0.0030 37576.41
21 < 0,1 40853.09 0.0013 63357.17 0.0014 63357.17 0.0020 45190.88 0.0023 45014.06 0.0023 41732.35
22 < 0,1 53771.66 0.0009 87169.49 0.0011 87169.49 0.0019 60171.12 0.0015 64080.09 0.0028 55302.18
23 < 0,1 38825.67 0.0010 41158.26 0.0011 41158.26 0.0012 39288.07 0.0046 38826.58 0.0033 38826.58
24 < 0,1 34038.68 0.0009 39137.17 0.0011 39137.17 0.0013 34038.68 0.0018 34038.68 0.0015 34038.68
25 < 0,1 39573.66 0.0009 89401.25 0.0011 89401.25 0.0018 45408.72 0.0015 52774.01 0.0025 44021.03
26 < 0,1 45297.63 0.0009 75879.13 0.0010 75879.13 0.0018 45749.75 0.0015 55532.07 0.0024 45711.19
27 < 0,1 44843.08 0.0009 68946.70 0.0011 68946.70 0.0016 46430.88 0.0033 47091.40 0.0023 45779.93
28 < 0,1 36179.91 0.0009 65489.09 0.0011 65489.09 0.0019 43429.08 0.0058 43129.72 0.0071 41381.62
29 < 0,1 33575.12 0.0013 59281.51 0.0014 59281.51 0.0021 38862.57 0.0024 36950.15 0.0027 36950.15
30 < 0,1 61473.25 0.0013 113296.41 0.0013 113296.41 0.0023 67509.63 0.0021 88853.11 0.0032 67217.39
31 < 0,1 53188.47 0.0011 87283.96 0.0014 87283.96 0.0024 58979.42 0.0022 63241.49 0.0038 58228.16
32 < 0,1 50717.03 0.0013 88967.61 0.0014 88967.61 0.0025 62770.98 0.0023 62302.81 0.0033 61113.63
33 < 0,1 32070.78 0.0013 94609.13 0.0022 36344.53 0.0020 36344.53 0.0015 78964.24 0.0029 34370.80
34 < 0,1 44068.47 0.0013 95078.68 0.0021 66043.54 0.0022 49659.46 0.0017 91775.03 0.0034 49158.93
35 < 0,1 37174.55 0.0013 38374.20 0.0015 38374.20 0.0017 37174.55 0.0023 37174.55 0.0021 37174.55
36 < 0,1 39991.71 0.0013 81034.03 0.0014 81034.03 0.0024 44110.09 0.0020 47101.55 0.0027 42945.88
37 < 0,1 50259.09 0.0010 76322.59 0.0011 76322.59 0.0021 52412.85 0.0016 51590.67 0.0027 51316.64
38 < 0,1 44206.74 0.0010 73536.81 0.0012 73536.81 0.0017 49774.47 0.0025 51772.21 0.0030 47259.44
39 < 0,1 46268.60 0.0010 90971.09 0.0012 90971.09 0.0020 54696.37 0.0015 61450.25 0.0026 51433.74
40 < 0,1 28476.42 0.0012 60549.21 0.0015 60549.21 0.0020 31739.29 0.0021 30632.18 0.0026 29534.40
41 < 0,1 44153.36 0.0010 59180.38 0.0011 59180.38 0.0017 46742.74 0.0020 44848.17 0.0028 44164.47
42 < 0,1 50187.17 0.0010 59198.46 0.0011 59198.46 0.0016 54030.47 0.0029 54023.15 0.0034 54023.15
43 < 0,1 37217.07 0.0013 65417.25 0.0012 65417.25 0.0017 37559.95 0.0066 56502.54 0.0023 37266.60
44 < 0,1 38968.22 0.0010 54599.88 0.0011 54599.88 0.0016 41694.75 0.0019 40387.25 0.0024 40579.90
45 < 0,1 37935.31 0.0011 50981.13 0.0011 50981.13 0.0016 37935.31 0.0019 41917.12 0.0019 37935.31
46 < 0,1 40242.33 0.0010 86410.12 0.0011 86410.12 0.0021 45641.93 0.0019 50888.45 0.0027 42105.09
47 < 0,1 49787.62 0.0010 70281.07 0.0012 70281.07 0.0017 55105.98 0.0019 55176.55 0.0027 52493.72
48 < 0,1 36964.97 0.0010 57448.61 0.0011 57448.61 0.0020 37920.32 0.0020 38195.16 0.0026 37659.26
49 < 0,1 29426.28 0.0011 37941.07 0.0011 37941.07 0.0014 30521.46 0.0024 29437.13 0.0020 29437.13
50 < 0,1 47739.16 0.0010 104975.29 0.0011 104975.29 0.0017 61140.53 0.0019 74759.90 0.0025 57831.86

Tabla A.9: Resultados para casos c-Ccrec (10 períodos)
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c-Ccrec GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=20 t C t C t C t C t C t C
1 0.1 744553.20 0.0040 1123053.80 0.0042 1123053.80 0.0085 804418.44 0.0060 1080795.66 0.1028 793847.50
2 0.1 757065.82 0.0049 1200953.83 0.0051 1200953.83 0.0115 949374.46 0.0103 1125813.39 0.4910 878520.39
3 0.1 603017.15 0.0054 923130.29 0.0056 923130.29 0.0126 684422.56 0.0065 852333.15 0.0237 669562.15
4 0.1 668132.55 0.0043 1003393.32 0.0043 1003393.32 0.0101 786045.10 0.0062 969093.40 0.0195 768875.91
5 0.1 832482.26 0.0052 1203522.40 0.0060 1172748.62 0.0128 977753.63 0.0064 1155019.94 0.0275 924969.16
6 < 0,1 621750.41 0.0056 884397.29 0.0059 884397.29 0.0111 714491.98 0.0059 852062.44 0.0358 713537.93
7 0.1 701505.14 0.0048 1001573.62 0.0054 1001573.62 0.0110 795691.46 0.0055 897388.11 0.0631 783671.88
8 < 0,1 727609.01 0.0051 1037810.40 0.0062 1037810.40 0.0117 834755.76 0.0064 1001151.95 0.0381 815928.18
9 0.1 695919.65 0.0051 1038289.35 0.0055 1038289.35 0.0109 794124.78 0.0064 1029715.06 0.0502 775680.68
10 < 0,1 639562.14 0.0040 1005091.31 0.0042 1005091.31 0.0100 769629.07 0.0051 933484.32 0.0166 757420.92
11 < 0,1 813050.59 0.0042 1085781.74 0.0044 1085781.74 0.0089 903265.54 0.0054 1055683.04 0.0403 898053.32
12 0.1 716176.91 0.0052 1013412.97 0.0053 1013412.97 0.0123 795179.08 0.0058 942025.00 0.0237 790667.27
13 < 0,1 795592.98 0.0038 1142875.68 0.0040 1142875.68 0.0082 840498.49 0.0131 1069638.08 0.0558 836009.40
14 0.2 634763.62 0.0053 986268.55 0.0062 986268.55 0.0106 773941.17 0.0075 968261.69 0.0203 758758.50
15 0.1 681545.19 0.0042 940503.67 0.0046 940503.67 0.0087 746411.67 0.0050 906024.48 0.0202 742164.03
16 0.2 915352.49 0.0040 1229494.40 0.0043 1229494.40 0.0106 1038253.71 0.0052 1128307.15 0.0316 1031367.39
17 0.1 716479.48 0.0111 1235512.12 0.0059 1176482.56 0.0114 941687.15 0.0085 1208777.18 0.0419 909462.82
18 0.1 680196.46 0.0056 1011649.44 0.0078 1011649.44 0.0126 873533.82 0.0058 973607.82 0.0303 853768.52
19 0.1 685003.57 0.0079 958059.09 0.0051 958059.09 0.0133 776764.88 0.0064 836211.70 0.0435 773653.04
20 0.1 810802.44 0.0045 1162288.48 0.0064 1162288.48 0.0105 927769.64 0.0337 1135217.62 0.0181 924539.06
21 0.1 698359.52 0.0053 1077224.59 0.0055 1077224.59 0.0127 787428.25 0.0064 1071257.38 0.0218 782669.42
22 < 0,1 803091.32 0.0047 1260133.74 0.0081 1260133.74 0.0213 993271.15 0.0056 1254535.89 0.1391 959761.58
23 0.1 687166.62 0.0075 1069315.06 0.0042 1069315.06 0.0097 810211.60 0.0055 954574.85 0.0200 780435.29
24 < 0,1 693631.06 0.0055 934435.18 0.0057 934435.18 0.0115 733969.37 0.0076 930653.50 0.0662 728611.26
25 0.1 618614.55 0.0115 1015635.23 0.0121 1015635.23 0.0192 808648.96 0.0052 848994.12 0.0179 779839.52
26 0.1 460409.45 0.0044 860150.70 0.0053 860150.70 0.0101 610889.89 0.0073 824787.89 0.0281 595590.76
27 0.1 817052.69 0.0052 1211225.49 0.0072 1083067.42 0.0129 936378.67 0.0066 1170656.53 0.1059 908236.96
28 < 0,1 702451.81 0.0052 943196.28 0.0055 943196.28 0.0103 791451.06 0.0061 914554.31 0.0243 772994.57
29 < 0,1 655437.76 0.0045 1079255.07 0.0046 1055369.52 0.0097 758488.74 0.0063 972929.22 0.0435 730010.02
30 0.1 720200.62 0.0054 1073357.45 0.0057 1073357.45 0.0127 894864.08 0.0051 956628.99 0.0265 864982.47
31 0.1 642754.53 0.0042 946407.97 0.0094 946407.97 0.0144 749485.59 0.0065 894911.93 0.0250 733201.73
32 0.1 840611.10 0.0099 1177182.47 0.0079 1177182.47 0.0133 955515.42 0.0059 1086848.88 0.0507 938902.47
33 < 0,1 806303.55 0.0042 1145389.62 0.0048 1145389.62 0.0155 936402.56 0.0063 1110991.68 0.0238 935430.14
34 0.1 613870.06 0.0055 1012245.18 0.0064 898001.92 0.0100 747151.08 0.0065 944528.29 0.0294 716994.88
35 < 0,1 673929.93 0.0041 1030648.10 0.0053 1030648.10 0.0091 855933.91 0.0051 988382.56 0.0518 819647.70
36 0.1 711362.81 0.0051 1139442.44 0.0046 1139442.44 0.0140 889399.72 0.0063 1053634.74 0.0895 834043.08
37 < 0,1 625066.95 0.0050 1011066.42 0.0053 859071.04 0.0149 816911.32 0.0062 997042.13 0.0186 815048.94
38 0.3 741325.50 0.0046 1070415.78 0.0053 1070415.78 0.0114 813379.95 0.0057 948760.86 0.0345 796225.34
39 0.1 747416.40 0.0053 1148443.38 0.0054 1148443.38 0.0099 846126.48 0.0060 1062029.29 0.0404 825729.89
40 0.1 709722.67 0.0047 1057814.71 0.0056 1057814.71 0.0122 890254.97 0.0064 972555.41 0.0198 869803.57
41 0.2 767589.62 0.0042 1185921.13 0.0074 1092378.84 0.0194 953082.27 0.0057 1145867.74 0.0467 886412.27
42 < 0,1 668072.50 0.0052 1003356.59 0.0054 1003356.59 0.0117 769840.63 0.0117 1000407.88 0.0383 755108.49
43 0.1 801836.48 0.0050 1152761.41 0.0053 1152761.41 0.0102 940793.16 0.0060 1059338.41 0.0674 914997.95
44 0.1 811047.14 0.0051 1157343.59 0.0054 1157343.59 0.0129 887076.91 0.0062 1104880.71 0.0206 865764.76
45 < 0,1 636657.99 0.0053 913530.39 0.0057 913530.39 0.0115 730171.64 0.0066 870455.25 0.0453 723453.73
46 0.1 729206.80 0.0042 1135325.12 0.0048 1135325.12 0.0096 973148.35 0.0065 1070852.49 0.0326 964532.67
47 0.1 799841.67 0.0050 1187673.61 0.0056 1187673.61 0.0153 881589.46 0.0087 1111867.10 0.0321 866066.52
48 0.1 748759.75 0.0054 1106632.13 0.0047 1106632.13 0.0100 849529.86 0.0058 1069811.88 0.0229 834021.32
49 0.1 709812.00 0.0041 1012085.19 0.0041 1012085.19 0.0092 837581.64 0.0061 982491.02 0.2951 827247.90
50 0.1 641093.45 0.0109 903064.59 0.0120 868052.29 0.0252 677237.52 0.0181 882402.87 0.0229 670607.07

Tabla A.10: Resultados para casos c-Ccrec (210 períodos)
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A.2. Problemas grandes (50 períodos)
En las tablas a continuación se muestra también, para los casos en los que GLPK no

halló la solución óptima, la brecha de dualidad.

c-Hsu GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=50 t C %gap t C t C t C t C t C
1 1800.1 40727.44 3.9 0.0142 40016.32 0.0144 40016.32 0.0196 40016.32 0.0233 40016.32 0.0369 40016.32
2 1800.2 40994.29 3.7 0.0140 40403.16 0.0141 40403.16 0.0206 40403.16 0.0281 40403.16 0.0608 40403.16
3 1800.1 37021.49 1.9 0.0136 36907.58 0.0151 36907.58 0.0244 36907.58 0.0264 36907.58 0.0549 36907.58
4 1800.1 42696.37 5.3 0.0169 41711.54 0.0235 41711.54 0.0234 41711.54 0.0283 41711.54 0.0513 41711.54
5 1800.1 37406.25 0.6 0.0135 37406.25 0.0148 37406.25 0.0199 37406.25 0.0218 37406.25 0.0593 37406.25

Tabla A.11: Resultados para casos c-Hsu (50 períodos)

c-Div GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=50 t C %gap t C t C t C t C t C
1 1800.2 40425.82 10.1 0.0133 38937.85 0.0137 38937.85 0.0218 38937.85 0.0254 38937.85 0.0505 38937.85
2 1800.2 41467.44 6.4 0.0138 41145.34 0.0126 41145.34 0.0186 41145.34 0.0310 41145.34 0.0558 41145.34
3 1800.1 40712.77 5.5 0.0173 40156.06 0.0180 40156.06 0.0258 40156.06 0.0245 40156.06 0.0748 40156.06
4 1800.1 43782.32 8.1 0.0245 41789.13 0.0176 41789.13 0.0354 41789.13 0.0340 41789.13 0.0637 41789.13
5 1800.1 41961.69 7.5 0.0162 40384.68 0.0175 40384.68 0.0310 40384.68 0.0340 40384.68 0.0412 40384.68

Tabla A.12: Resultados para casos c-Div (50 períodos)

c-Falto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=50 t C %gap t C t C t C t C t C
1 1800.1 120768.15 3.1 0.0136 121335.41 0.0154 121335.41 0.0233 121335.41 0.0284 121335.41 0.0664 121335.41
2 1800.1 137355.29 13.6 0.0141 130237.51 0.0179 130237.51 0.0201 130237.51 0.0226 130237.51 0.0604 130237.51
3 1800.1 124213.29 3.6 0.0166 123964.73 0.0201 123964.73 0.0236 123964.73 0.0279 123964.73 0.0743 123964.73
4 1800.1 127313.90 13.8 0.0178 120396.05 0.0166 120396.05 0.0338 120223.31 0.0480 120223.31 0.0627 120223.31
5 1800.1 123587.80 6.7 0.0201 122856.57 0.0209 122856.57 0.0244 122856.57 0.0297 122856.57 0.0596 122856.57

Tabla A.13: Resultados para casos c-Falto (50 períodos)
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c-Halto GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=50 t C %gap t C t C t C t C t C
1 1800.2 48256.63 9.8 0.0155 47397.21 0.0127 47397.21 0.0183 47397.21 0.0266 47397.21 0.0539 47397.21
2 1800.2 45211.80 8.8 0.0144 44422.79 0.0169 44422.79 0.0223 44422.79 0.0313 44422.79 0.0343 44422.79
3 1800.2 46182.82 11.4 0.0147 44960.68 0.0185 44960.68 0.0209 44960.68 0.0289 44960.68 0.0403 44960.68
4 1800.2 45949.73 11.6 0.0143 45454.01 0.0125 45454.01 0.0177 45454.01 0.0257 45454.01 0.0332 45454.01
5 1800.2 45364.44 8.6 0.0170 45067.42 0.0167 45067.42 0.0206 45067.42 0.0326 45067.42 0.0562 45067.42

Tabla A.14: Resultados para casos c-Halto (50 períodos)

c-Ccrec GLPK Hsu S-Prod S-Parcial S-Sat 3 Heurísticas
n=50 t C %gap t C t C t C t C t C
1 1800.2 22702335.99 1.0 0.0296 23332026.02 0.0282 23332026.02 0.0592 23086727.12 0.0321 23231213.08 0.1806 22988950.10
2 67.5 19993590.01 − 0.0272 20680591.27 0.0303 20680591.27 0.0666 20281187.62 0.0529 20502196.69 0.1257 20138121.33
3 1800.2 21700156.70 0.5 0.0342 22374660.50 0.0266 22374660.50 0.0720 22037949.32 0.0452 22144951.34 0.3404 21909841.56
4 54.7 20684006.22 − 0.0319 21454131.12 0.0304 21454131.12 0.0683 21016703.36 0.0327 21285127.86 0.1162 21005151.09
5 88.3 24375901.13 − 0.0293 25081457.98 0.0302 25030173.05 0.1126 24821258.85 0.1050 25029725.98 0.1464 24722263.02

Tabla A.15: Resultados para casos c-Ccrec (50 períodos)
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Apéndice B

Gestión de Inventario de Artículos
Perecederos: Estado del Arte
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Resumen

En la literatura, la mayoría de los modelos utilizados para estudiar problemas de gestión de
inventario suponen que los artículos pueden ser almacenados indefinidamente. En la realidad,
los artículos suelen tener tiempo de vida limitado. En este trabajo, se definen las principales
características de este tipo de problemas. Se presenta un resumen de la literatura en el área
de artículos perecederos, clasificando y resumiendo los distintos trabajos.
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Capítulo 1

Introducción

El problema de gestión de inventario consiste en planificar cómo satisfacer cierta demanda
de uno o varios productos durante cierto período de tiempo según algún criterio (por ejemplo,
minimizar los costos). Para esto se deben tomar decisiones tales como cuántos productos
fabricar o adquirir en qué momento, y qué cantidad de productos retener en inventario. El
estudio de problemas de gestión de inventario comenzó con Harris (1913) [29].

En la literatura, la mayoría de los modelos utilizados para estudiar problemas de gestión
de inventario suponen que los artículos producidos pueden ser almacenados indefinidamente
(Khanlarzade et al., 2014 [38]). Sin embargo, en la realidad, en la mayoría de los casos esta
suposición no se mantiene ya que los productos tienen un tiempo de vida limitado. Esto
puede deberse a diversas razones, por ejemplo, un artículo almacenado puede sufrir cambios
con el correr del tiempo (como el deterioro o caducidad de artículos alimenticios o químicos),
puede volverse obsoleto y sufrir una disminución de su valor percibido por parte de clientes
(como artículos tecnológicos o productos como periódicos), o puede ser dañado mientras
está siendo almacenado.

Estas formas de decaimiento pueden llevar a que un producto no sea apto para la venta
o no pueda servir su función original y deba pasar por un proceso de reacondicionamiento,
o (más comúnmente) deba ser desechado. El proceso de deterioro puede provocar una dis-
minución de la demanda o del precio de venta de un artículo, o una variación en los costos
de almacenamiento. El no tener en cuenta estas consideraciones lleva a formular planes de
gestión de inventario de costos innecesariamente altos, a desperdiciar artículos. En algunos
casos esto puede implicar también un impacto ambiental negativo (debido al desperdicio de
materiales o al efecto de desechar algunos tipos de productos).

Todo esto es la motivación para considerar modelos más complicados que integren estas
restricciones del tiempo de vida de los diferentes artículos. El estudio de artículos perecederos
en este contexto comenzó con Within (1953) [80], quien consideró artículos que expiran luego
de permanecer almacenados en inventario cierta cantidad de tiempo. Actualmente existen
muchas variantes del problema, que difieren en suposiciones acerca de la forma del deterioro
de los artículos, la demanda, los costos de producción y de almacenamiento, entre otros.

Algunas de las revisiones literarias existentes más extensivas son (Nahmias, 1982 [54])
quien considera referencias previas a 1980, (Rafaat, 1991 [65]) considera referencias en los
80, (Goyal & Giri, 2001 [27]) en los 90, y (Pahl & Voß, 2014 [59]) del 2000 en adelante.

El objetivo de este trabajo es presentar los principales modelos utilizados para resolver las
distintas variantes del problema de gestión de inventario de artículos perecederos y presentar
algunas de las referencias más importantes en el área. Se pretende ilustrar algunas de las
tendencias actuales en la resolución de estos problemas, haciendo énfasis en modelos recientes
que consideran artículos con demanda determinista.

El resto de este documento está organizado de la siguiente manera: en la Sección 2 se
introducen conceptos, definiciones y formulaciones matemáticas básicas que serán útiles para
entender el resto del trabajo, y en la Sección 3 se presenta la revisión de los distintos trabajos
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relevados de la literatura sobre el problema de gestión de inventario de artículos perecederos.
Finalmente, las conclusiones y reflexiones finales son presentadas en la Sección 4.
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Capítulo 2

Preliminares

A grandes rasgos, el problema de gestión de inventario de artículos perecederos consiste
en planificar la obtención y almacenamiento de artículos durante determinado tiempo a mo-
do de satisfacer cierta demanda. Se puede asumir que los productos se obtienen por medio
de encargos a algún proveedor o por producción propia. En un momento determinado se
puede optar por producir una cantidad determinada de artículos y/o conservar cierta can-
tidad de artículos en inventario. Se asume que tanto la producción como el almacenamiento
de artículos incurre cierto costo. A medida que pasa el tiempo, la cantidad de artículos al-
macenados en inventario disminuye debido a la utilización de los mismos para satisfacer la
demanda, y al deterioro que puedan sufrir. Las decisiones principales a tomar son entonces
en qué momento producir qué cantidades de artículos.

En lo que queda de esta sección, se presentan en mayor detalle las principales caracte-
rísticas de este problema en 2.1, y luego en 2.2 se presentan algunos de los modelos básicos
en los que están basados la mayoría de los modelos mencionados en la Sección 3.

2.1. Características de problemas de gestión de inventa-
rio

En los problemas de gestión de inventario, se considera como horizonte de planificación al
plazo de tiempo tenido en cuenta en el problema. En general se piensa en un horizonte finito
y discreto, compuesto por T períodos: 1, 2, 3, ..., T . Existen también modelos que consideran
el tiempo como una variable continua t, con t = [0, T ] en caso de considerar un horizonte
finito, o t = [0,∞) en caso de considerar un horizonte infinito.

La característica principal utilizada en el resto de este trabajo para clasificar modelos de
gestión de inventario es la demanda, la cual puede ser determinista (conocida) o estocás-
tica (incierta). En modelos con demanda determinista, se considera una función D(t) que
representa la demanda dada en el tiempo t, que en el caso general es una función cualquiera.
Para el caso en que la demanda es una constante conocida (D(t) = dt), puede escribirse
simplemente como dt. En los casos de demanda estocástica, esta suele estar dada por alguna
distribución de probabilidad conocida.

Se considera como I(t) al nivel de inventario en el tiempo t. Además de verse afectado
por la demanda, el inventario también disminuye de acuerdo al deterioro de los artículos
almacenados. La mayoría de los modelos asumen que existe una función θ(t) que describe una
fracción de inventario que se pierde en cada momento. En caso de que θ(t) es constante, en
cada período se pierde la misma proporción de inventario, la cual suele escribirse simplemente
como θ, y se dice que se cuenta con un deterioro exponencial. En algunos casos el deterioro
está basado en alguna distribución de probabilidad, tal como la distribución exponencial o
la distribución de Weibull.
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En cada momento t, se puede decidir adquirir xt productos (variable de decisión). Esto
en general implica un costo C(xt) dependiente de la cantidad de unidades que se adquieran.
C(xt) puede ser una función cualquiera, aunque en algunos modelos se hacen suposiciones
acerca de la forma de dicha función. Por ejemplo, en algunos casos donde los costos mar-
ginales disminuyen al aumentar la cantidad de productos adquiridos, se puede asumir que
C(xt) es una función cóncava.

A veces se considera también un costo fijo que es independiente de la cantidad de artículos
adquiridos, correspondiente con el costo de realizar un pedido a un proveedor externo o de
poner en marcha una línea de producción.

En algunos problemas existen restricciones de capacidad de producción o de inventario.
La capacidad de producción limita la cantidad de artículos que pueden ser producidos en un
momento dado, y la capacidad de inventario restringe la cantidad de artículos que pueden
estar almacenados en un momento cualquiera.

Si bien en la mayoría de los casos se considera solo un tipo de artículo, en algunos
problemas se consideran varios tipos de productos. En estos casos, los distintos tipos de
productos pueden tener distintas características, es decir, diferentes costos asociados, tasas
de deterioro, entre otros. En estos casos existe en general alguna restricción que vincula a
los diferentes tipos de productos, como por ejemplo, la capacidad del inventario.

Se considera como tasa de reposición a la velocidad con la que crece el inventario. Cuando
la cantidad de xt se obtiene inmediatamente, se dice que la tasa de reposición es infinita, y que
el modelo es de reposición de artículos. Este tipo de modelos son los que mejor representan
el caso en el que los artículos son adquiridos de un proveedor externo. Si los productos se
adquieren paulatinamente, se dice que la tasa de reposición es finita, y que el modelo es de
producción de artículos. El concepto de tasa de reposición no debe ser confundido con el de
tiempo de entrega, que es el tiempo transcurrido entre que se toma la decisión de adquirir
productos, y los productos finalmente se obtienen (en general, se asume que este tiempo
es nulo, pero modelos con demanda estocástica a veces consideran un tiempo de entrega
variable).

Los problemas de revisión continua son aquellos en los que el estado del sistema de
inventario es conocido en todo momento. En los problemas de revisión periódica, el estado
es conocido en momentos discretos del tiempo.

Otra característica de los modelos de gestión de inventario es la manera en la que con-
sideran la escasez de productos, lo cual ocurre cuando no se tienen artículos suficientes
para satisfacer la demanda. En algunos casos se asume que esto implica que cierta parte
de la demanda corresponde a ventas perdidas, mientras que otros se asume que los clientes
pueden esperar a adquirir el producto más tarde. En el segundo caso se habla de modelos
con demanda pendiente o backlogging. Se dice que hay backlogging completo cuando toda
la demanda pendiente es satisfecha en algún período posterior. Se dice que hay backlogging
parcial cuando parte de la demanda es posteriormente satisfecha, y parte de la demanda
es perdida (por ejemplo, porque algunos clientes son impacientes y no están dispuestos a
esperar). El backlogging parcial puede modelarse como una fracción fija de la demanda no
satisfecha que es perdida, o como una función dependiente de alguna variable, β(x).

Un caso particular de backlogging parcial muy usado en la práctica es el backlogging par-
cial dependiente del tiempo de espera propuesto por Abad (1996) [1]. Si en un instante t,
hay una cantidad d de demanda que no puede ser satisfecha, entonces dβ(x) es la demanda
que queda pendiente, donde x es el tiempo de espera hasta el momento en que se adquie-
ran productos para satisfacer dicha demanda. β(t) suele considerarse como una función no
creciente, representando el hecho de que los clientes son impacientes, y cuanto mayor sea el
tiempo hasta que exista inventario disponible, menos clientes estarán dispuestos a esperar.

Finalmente, son importantes las definiciones de política de consumición y política de
pedido. La política de consumición determina la manera en que se usa el inventario para
satisfacer la demanda. En general, se asume que los primeros productos en ser adquiridos
son los primeros en ser consumidos (política denominada FIFO por su nombre en inglés, First
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In-First Out). La política opuesta, en la que se consumen primero los productos adquiridos
más recientemente, es denominada LIFO, Last In-First Out.

Si el cliente tiene la opción de elegir entre diferentes versiones del mismo artículo, es
razonable asumir que va a elegir la que tenga mayor tiempo de vida restante, es decir, la
última en expirar (política denominada LEFO, Last Expiration-First Out). La opuesta a
esta es llamada FEFO, First Expiration-First out.

En general, es normal asumir que si un producto fue adquirido en un período i, y otro
producto es adquirido en un período j, con i < j, entonces el producto adquirido en el período
i es el que expira antes. En este caso se dice que los tiempos de vida no se superponen, la
política FIFO es igual a la LEFO, y la LIFO es igual a la FEFO.

Las políticas de pedidos dictan la manera en que se repone el inventario, y aparecen casi
exclusivamente cuando se trabaja con demanda estocástica.

2.2. Modelos de gestión de inventario
A continuación se presentan tres modelos básicos para artículos no perecederos. La mayo-

ría de los modelos existentes en la actualidad para artículos perecederos se basan en alguno
de estos.

2.2.1. Cantidad Económica de Pedido (EOQ)
El modelo de Cantidad Económica de Pedido (EOQ por su nombre en inglés, Economic

Order Quantity) fue originalmente introducido por Harris (1913) [29], y es uno de los modelos
de gestión de inventario más antiguos. Es un modelo de reposición con demanda constante
y tiempo continuo, en el cual una vez agotado el inventario, se realiza una reposición de una
cantidad de artículos determinada.

Se asume que en cada pedido existe un costo unitario cu y un costo fijo cf , la tasa de
demanda es d, y el costo unitario de almacenar una artículo en inventario es h. La variable
a determinar es Q, la cantidad artículos que se obtienen en cada pedido, de manera de
determinar los costos. Se le llama T a la cantidad de tiempo entre pedidos.

Entonces, existen ciclos de largo T , que comienzan con una reposición de Q unidades,
donde el inventario decrece a una tasa constante de valor d hasta agotarse. Esto está ilustrado
en la Figura 2.1. Es fácil ver que el nivel de inventario en función del tiempo, I(t), es:

I(t) = Q− dt, 0 ≤ t ≤ T
El costo asociado a la adquisición de productos es entonces cf +Qcu, y el costo asociado

al almacenamiento de productos es hQ2 . A partir de esto, se obtiene una expresión del costo
total por unidad de tiempo en función de Q:

Tiempo

Nivel de inventario

Q

T 2T

...

Figura 2.1: Inventario en modelo EOQ
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C(Q) = dcu +
dcf
Q

+
hQ

2

Esta función es convexa, entonces finalmente, el valor óptimo para Q, Q∗, puede hallarse
resolviendo dC

dQ = 0, obteniéndose:

Q∗ =

√
2cfd

h

Existen diversas extensiones del modelo EOQ, considerando distintas formas de demanda,
cantidad de pedido variable, backlogging, entre otros (ver Choi, 2014 [12]). Durante el resto
de este documento nos referiremos como modelos basados en EOQ a aquellos modelos que
tomen la suposición de que no se realizan pedidos si el inventario es positivo, y se resuelvan
mediante un análisis similar al descrito en esta Sección.

2.2.2. Cantidad Económica de Producción (EPQ)
El modelo de Cantidad Económica de Producción (EPQ por su nombre en inglés, Eco-

nomic Production Quantity) es un modelo de producción propuesto por Taft (1918) [74],
que extiende EOQ para el caso en el que la tasa de producción es finita. Se toman las mis-
mas suposiciones que en el modelo EOQ, con la suposición adicional de que los artículos se
producen a una tasa fija p, con p > d.

El modelo se resuelve mediante un análisis similar a EOQ, esta vez se consideran ciclos
de largo T compuestos por una etapa de producción en la cual se fabrican Q artículos,
donde el inventario crece hasta tener un cierto tamaño H, seguida de una etapa en la que
el inventario es agotado debido a la demanda (ver Figura 2.2). El inventario en función del
tiempo se puede expresar como:

I(t) = (p− d)t, 0 ≤ t ≤ t1
I(t) = H − dt, t1 ≤ t ≤ T

Este problema se resuelve de manera similar al modelo EOQ, obteniéndose una expresión
del costo total por unidad de tiempo en función de Q:

C(Q) = dcu +
dcf
Q

+
hQ

2
(1− d

p
)

Y el valor óptimo de Q es:

Q∗ =

√
2cfd

h(1− d
p )

Tiempo

Nivel de inventario

T 2T

...

H

t1

Figura 2.2: Inventario en modelo EPQ
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Durante el resto de este trabajo, nos referiremos comomodelos basados en EPQ a aquellos
modelos con tasa de reposición finita que se resuelvan con un análisis similar a este.

2.2.3. Problema de Dimensionamiento del Lote Económico (ELS)
En esta Sección abordaremos el problema de gestión de inventario en el que se asume que

la demanda es dinámica, es decir que los valores de la misma pueden ser diferentes período
a período. Consta de un tiempo discreto compuesto por T períodos, en el período t hay
una demanda dt, un costo fijo st asociado a adquirir productos, y un costo ht por unidad
que se almacena en inventario al final del período. El costo unitario por unidad de producto
adquirida se asume constante en todos los períodos.

Wagner & Whitin (1958) [79] fueron los primeros en resolver eficientemente este proble-
ma. En un período t, xt y It son la cantidad de artículos que se obtienen y que se almacenan
en inventario en ese período, respectivamente. Wagner & Whitin escriben la ecuación fun-
cional que representa la política de costos mínimos para los períodos de t a T como:

ft(It) = mı́n
xt=0, It+xt=dt

[ht−1It + δ(xt)st + ft+1(It + xt − dt)]

Donde:

δ(xt) =

{
0 si xt = 0

1 si xt > 0
(2.2.1)

Los autores demostraron que existe una solución óptima que cumple con la Propiedad de
Inventario Cero. Se dice que una solución cumple con esta propiedad si Itxt = 0 (es decir,
solo se producen artículos en un período si el inventario actual es 0).

El problema se reduce a elegir los índices i1 > i2 > ... > in en los cuales xi > 0, sabiendo
que los productos adquiridos en el período i serán utilizados para satisfacer la demanda
entre los períodos i e i + 1 si i < T , o entre i y T en caso contrario. Los autores presentan
un algoritmo que permite hallar la solución óptima de orden O(T 2).
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Capítulo 3

Revisión de la literatura

A continuación se presenta un resumen de los artículos de gestión de inventario de ar-
tículos perecederos. Los problemas en los que la demanda es conocida o determinista es
presentada en la Sección 3.1, y aquellos en los que la demanda es incierta o estocástica son
presentados en la Sección 3.2.

3.1. Demanda determinista
En la Sección 3.1.1 se consideran problemas de reposición básicos en los cuales la tasa de

reposición es infinita, y en la Sección 3.1.2 se consideran problemas de producción. Problemas
que comprenden varios centros de almacenamiento o varios niveles son vistos en la Sección
3.1.3, y problemas en los cuales los productos deteriorados pueden ser restaurados son vistos
en la Sección 3.1.4.

3.1.1. Problemas de reposición
El caso en el que un único tipo de producto debe ser adquirido para satisfacer la demanda

es estudiado principalmente utilizando modelos de tipo EOQ. Teng & Yang (2004) [78]
consideran el caso general en el que la demanda es una función variable en el tiempo,
deterioro exponencial y backlogging parcial dependiente del tiempo de espera, el horizonte
es finito y el tiempo es continuo. Para resolver el problema se busca hallar una expresión
para el nivel de inventario en función del tiempo. Esta función está compuesta por ciclos,
donde el ciclo i comienza con un período de inventario negativo hasta un tiempo ti en el
cual se adquieren productos, momento a partir del cual el inventario comienza a decrecer
hasta agotarse en el momento si (ver Figura 3.1). A partir de esto se halla el costo total
en función de la cantidad de reposiciones, ti, y si. Los autores demuestran que esta función
es convexa, por lo cual el problema de hallar el mínimo global se reduce a hallar un mínimo
local, lo cual puede resolverse numéricamente. Tan & Weng (2013) [75] presentan un enfoque
similar para el caso en que el tiempo es discreto, y Balkhi & Tadj (2008) [4] resuelven el
caso con horizonte infinito.

La mayoría de los modelos consideran un solo producto. Zhang & Wang (2011) [84] y
Ghosh et al. (2015) [25] consideran el problema de varios productos con capacidad limitada.

Si bien los distintos modelos basados en EOQ se diferencian en la forma de la demanda,
deterioro, backlogging, costos, y tipo de horizonte, el método para hallar la solución óptima
siempre es similar. Debido a esto, no se mencionan resultados individuales, sino que una
lista de modelos basados en EOQ presenta en la Tabla 3.2. Las referencias de esta tabla
están clasificadas según la Tabla 3.1.

1Deterioro no instantáneo: caso particular de deterioro variable en el tiempo, en el cual los artículos
conservan su calidad original por un tiempo, antes de comenzar a deteriorarse.
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Horizonte (H): Finito continuo (Fc)
Finito discreto (Fd)
Infinito (I)

Tipo de demanda (Dem): Constante (c)
Variable en el tiempo (vt)
Dependiente del precio (dp)
Dependiente del nivel de inventario (di)
Función tipo rampa (tr)

Tipo de deterioro (det): Exponencial (exp)
Variable en el tiempo (vt)
Distribución de Weibull (wb)

Tipo de backlogging : Completo (c)
Parcial (p)
Sin backlogging (-)

Comentarios: Múltiples productos (mp)
Restricciones de capacidad (cap)
Deterioro no instantáneo (dni) 1

Tasa de producción variable (tpv)

Tabla 3.1: Clasificación de referencias

H Dem Det BL Referencias Comentarios
I c exp - Zhang & Wang (2011) [84] cap, mp
I vt vt p Balkhi & Tadj (2008) [4]
I vt wb p Wu (2002) [81]
I vt wb c Gosh & Chaudhuri (2004) [24]
I dp vt p Dye et al. (2007) [17]
I dp vt c Roy (2008) [67]
I di exp p Chang et al. (2006) [8]
I di exp p Wu et al. (2006) [82] dni
I di exp p Hsieh & Dye (2010) [30] cap
I di exp - Teng et al. (2005) [76]
I di exp - Ghosh et al. (2015) [25] cap, mp
I tr exp c Debata et al. (2015) [15]
I tr vt p Debata & Acharya (2016) [14]
I tr wb c Giri et al. (2003) [26]
I tr wb p Skouri et al. (2009) [71]
Fd vt vt p Tan & Weng (2013) [75]
Fc c wb p Zhao (2007) [63]
Fc vt exp p Dye et al. (2006) [16]
Fc di exp - Balkhi & Benkherouf (2004) [5]
Fc tr exp - Panda et al. (2008) [62]

Tabla 3.2: Modelos basados en EOQ.
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También existen formulaciones basadas en el modelo de Wagner & Whitin (1958) [79].
Friedman & Hoch (1978) [21] demuestran que para el caso de gestión de inventario de artícu-
los perecederos, no necesariamente existe una solución óptima que cumpla con la Propiedad
de Inventario Cero (ver 2.2.3). Una consecuencia importante de esto, es que si bien los mode-
los EOQ tienen la ventaja de ser eficientes, no siempre permiten hallar una política óptima
de reposición de productos (ya que en EOQ, no se adquieren artículos mientras el inventario
no está vacío).

Hsu (2000) [31] considera un modelo basado en el de de Wagner & Whitin en el cual
el costo de adquirir productos y el costo de almacenamiento son funciones cóncavas cuales-
quiera, y una fracción del inventario se pierde de un período al siguiente. Además, tanto la
función de almacenamiento y la tasa de deterioro dependen del período actual así como de
la antigüedad de cada artículo. También asume que cuanto más tiempo estuvo un producto
en inventario, mayor es el costo de almacenamiento y la velocidad a la cual se deteriora. Se
definen:

1. Ct(xt): costo de producir xt artículos en el período t.

2. zit: cantidad de la demanda en el período t que es satisfecha con artículos producidos
en el período i.

3. yit: cantidad producida en el período i que es retenida en inventario al principio del
período t, que excluye la cantidad zit utilizada para satisfacer la demanda del período
t.

4. H(yit): costo de almacenar yit unidades de artículos en el período t, que fueron pro-
ducidos en el período i.

5. θit: la fracción de yit que se pierde durante el período t.

Entonces, la función a minimizar es la siguiente:

mı́n
T∑

t=1

(Ct(xt) +
t∑

i=1

Hit(yit))

sujeto a: xt − ztt = ytt, 1 ≤ t ≤ T
(1− θi,t−1)yi,t−1 − zit = yit, 1 ≤ i ≤ t ≤ T
t∑

i=1

zit = dt, 1 ≤ t ≤ T

xt, yit, zit ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t ≤ T

Tiempo

Nivel de inventario

...

s0 s1t1 t2

Figura 3.1: Inventario en modelo EOQ en caso perecedero determinista.
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Hsu demuestra que este problema es equivalente a una red de flujo con pérdida. Basa su
trabajo en la existencia de una solución óptima que cumple una propiedad más débil que
la Propiedad de Inventario Cero de Wagner & Whitin, llamada la Propiedad de División
de Intervalos. Una solución que cumpla esta propiedad es aquella en la que el horizonte de
planificación puede dividirse en varios intervalos, donde la demanda de todos los períodos
pertenecientes a un intervalo dado es satisfecha exclusivamente por artículos producidos
en un único período anterior a ese intervalo. A partir de esto, desarrolla un algoritmo de
programación dinámica de orden O(T 4) para hallar una solución óptima, donde T es la
cantidad de períodos.

Hsu (2003) [32] extiende estos resultados para el caso en el que hay backlogging, donde el
costo de satisfacer la demanda de un pedido pendiente depende del período en que se generó
esa demanda, y del período en el que se adquieren productos para satisfacerla. El autor
asume que el costo de satisfacer la demanda pendiente es no decreciente con el tiempo. Se
demuestra que cuando la demanda es no decreciente en el tiempo, o cuando el costo marginal
de backlogging es no decreciente con respecto a la edad de la demanda pendiente, el problema
es resoluble en tiempo polinomial.

Sargut & Işık (2017) [70] consideran un problema similar al de Hsu (2003), pero con
capacidad de producción finita constante durante el horizonte de planificación. Esta nueva
restricción es suficiente para que el problema sea NP-completo. Los autores proponen una
heurística de orden O(T 6) (donde T es la cantidad de períodos) basada en Programación
Dinámica. En pruebas realizadas con hasta 20 períodos, el algoritmo encuentra soluciones
con una desviación promedio de 4.54% de la solución óptima.

Una extensión de Hsu (2000) [31] es considerada en Chu et al. (2005) [13], donde el costo
de adquirir productos es una función que los autores denominan como función de economía
de escala. Una función F (X) definida en [0,+∞] es de este tipo si cumple:

1. F (0) = 0.

2. F (X) es no decreciente en [0,+∞].

3. La función de costo promedio, definida como F̄ (X) = F (X)/X, para X > 0, es una
función no creciente en (0,+∞).

Chu et al. (2005) [13] demuestran que el problema de hallar una solución óptima bajo
estas condiciones es NP-completo, y proponen un método para hallar una solución aproxi-
mada. El resultado principal es que esta solución aproximada supone un costo no mayor a
(4
√
2+5)
7 veces el costo de la solución óptima. Este resultado es extendido para el caso con

backlogging por Bai et al. (2010) [3], quienes proponen un método para hallar una solución
aproximada con desempeño similar a la solución de Chu et al. (2005).

Önal et al. (2015) [58] consideran el efecto de 4 políticas de consumición de artículos
(FIFO, LIFO, FEFO, LEFO). En este caso la demanda y los costos son variables, y los
artículos son perecederos y tienen un tiempo de vida fijo que depende del período en que
fueron adquiridos. Önal et al. demuestran que dada una instancia cualquiera del problema,
los costos son mínimos si los artículos son consumidos en orden FEFO, y son máximos si
son consumidos en orden LEFO. También demuestran que dada una política de consumi-
ción, el problema siempre es resoluble en tiempo polinomial cuando no hay restricciones de
capacidad, y el caso con capacidad solo es resoluble en tiempo polinomial bajo las políticas
FIFO y LEFO.

3.1.2. Problemas de producción
El enfoque predominante en este tipo de problemas es el de EPQ. Los modelos basados

en EPQ se resuelven de manera similar a los modelos EOQ de la Sección 3.1.1. Skouri & Pa-
pachristos (2003) [72] consideran el caso general en el que la demanda es una función variable
en el tiempo, la tasa de deterioro varía en el tiempo, hay backlogging parcial dependiente
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Tiempo

Nivel de inventario

...

T0

T01 T1 S

T2

Figura 3.2: Inventario en modelo EPQ en caso perecedero determinista.

H Dem Det BL Referencias Comentarios
I c exp - Lin et al. (2006) [46] mp
I vt vt p Skouri & Papachristos (2003) [72]
I vt vt - Tadj et al. (2006) [73] tpv
I dp vt p Teng et al. (2007) [77]
I di exp - Sana & Chaudhuri (2006) [69] tpv
I tr vt c Manna & Chaudhuri (2006) [49]
Fc vt exp p Yang (2011) [83]
Fc di vt - Chen & Chen (2006) [11]
Fc di exp c Sana & Chaudhuri (2004) [68]

Tabla 3.3: Modelos basados en EPQ.

del tiempo de espera, y el horizonte de planificación es infinito. Los autores consideran un
ciclo de producción compuesto por cuatro etapas (ver Figura 3.2):

1. Intervalo [T0, T01] en el cual la producción comienza y el inventario es afectado por la
demanda y la producción.

2. Intervalo [T01, T1] en el cual el inventario es afectado por la producción, la demanda y
el deterioro de productos.

3. Intervalo [T1, S] en el cual la producción se detiene y el inventario es afectado por la
demanda y el deterioro.

4. Intervalo [S, T2] en el cual el inventario es afectado por la demanda y el backlogging
parcial.

Luego los autores formulan el costo total como una función que depende de T1 y T2.
Esta función no siempre es convexa, pero en caso de serla, el problema de hallar un mínimo
global se reduce a hallar un mínimo local, lo cual puede hacerse numéricamente.

En la mayoría de los modelos EPQ, la tasa de producción es un parámetro del problema,
sin embargo existen modelos en los que esta tasa es una variable de decisión (Tadj et al.,
2006 [73], Sana & Chaudhuri, 2006 [69]). En la Tabla 3.3 se presenta una lista de modelos
basados en EPQ.

Pahl et al (2011) [60] presentan modelos de producción para varios productos utilizando
Programación Entera. El problema considerado consta de una única línea de producción en
la cual solo se puede fabricar un único tipo de producto a la vez, y cada vez que se desea
cambiar el tipo de producto siendo fabricado, se debe pagar un costo fijo (distinto para
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cada producto). Además, existen restricciones de capacidad. Este problema es NP-comple-
to, sin embargo los autores discuten que es factible aplicar este modelo a problemas donde
la cantidad de productos y períodos es pequeña.

3.1.3. Problemas multi nivel
En los problemas multinivel se considera la coordinación de diferentes entidades que for-

man parte de la cadena de suministro, tales como proveedores de materia prima, productores
de los artículos, depósitos y centros de distribución.

Primero consideramos los problemas con varios depósitos o centros de almacenamiento,
donde en general se consideran dos ubicaciones en las cuales se pueden almacenar artículos:
el depósito propio (DP), y el depósito externo (DE). Normalmente se asume que el DP
tiene un costo de almacenamiento menor, pero capacidad limitada. Entonces, los artículos
en inventario se almacenan primero en el DP, y solo el inventario de sobra se almacena en el
DE. El inventario en el DP se utiliza para satisfacer la demanda, y a medida que se vacía,
se transfiere parte del inventario del DE al DP.

En este contexto, modelos de reposición de artículos tales como Dye et al. (2007) [18]
suelen estar basados en EOQ y son resueltos de manera similar a los modelos de la Sección
3.1.1. Dye et al. asumen backlogging parcial y también tienen en cuenta el costo de ventas
perdidas.

Jaggi et al. (2013) [37] presentan un caso simple con demanda constante, deterioro ex-
ponencial y backlogging parcial, sin embargo los autores también plantean un modelo FIFO,
en el cual los artículos almacenados en el DE son utilizados primero, argumentando que una
política de consumición de este tipo puede minimizar los costos totales cuando el costo de al-
macenamiento del DE es mayor al del DP. Jaggi et al. muestran un ejemplo numérico donde
los costos de almacenamiento son iguales en ambos depósitos, pero los productos se dete-
rioran más rápido en el DP que en DE, la política LIFO es óptima. Jaggi et al. (2015) [36]
presentan una discusión similar para el caso en que la demanda depende del precio de venta
de un artículo. Una comparación de modelos de producción de artículos bajo políticas FIFO
y LIFO es presentada en Niu & Xie (2008) [56].

Un enfoque distinto es planteado por Pal et al. (2005) [61], quienes desarrollan un pro-
cedimiento de solución basado en algoritmos genéticos para el caso en el que la demanda
es una función lineal creciente, hay backlogging parcial, y existe un costo por transportar
artículos del DE al DP.

Ekşioğlu & Jin (2006) [19] consideran un caso de dos niveles donde hay N productores y
M compradores. Cada productor puede fabricar productos y almacenarlos durante un tiempo
limitado antes de que perezcan, y el inventario almacenado se usa para satisfacer la demanda
de los compradores. Cada comprador tiene una demanda independiente que es variable en
el tiempo. Cada productor tiene distintos costos de producción y almacenamiento, y existe
un costo de transporte distinto para cada par productor-comprador.

A partir de la formulación del problema como una red de flujo, se demuestra que existe
una solución óptima en la que en un período dado, la demanda de un comprador se satisface
a partir de un único productor. Además, esta demanda es satisfecha o bien a partir de
artículos previamente almacenados en inventario, o bien a partir de artículos producidos en
el período actual (pero no ambos). También, en un período dado, cada productor no fabrica
artículos nuevos mientras tenga artículos en inventario (similar a la Propiedad de Inventario
Cero de Wagner & Whitin, 1958 [79]).

El modelo de Ekşioğlu & Jin (2006) [19] considera un horizonte de planificación de T
períodos de carácter cíclico. Es decir, se asume que para cada productor, la cantidad de
artículos sobrantes en inventario en el período T es igual a la cantidad de artículos que se
tenían en inventario en el período inicial. El modelo tiene los siguientes parámetros:

1. djt: demanda del comprador j en el período t.

2. cit: costo unitario de producción del productor i en el período t.
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3. sit: costo fijo de producción del productor i en el período t.

4. hit: costo unitario de almacenamiento del productor i en el período t.

5. rijt: costo de transportar djt del productor i al comprador j en el período t.

6. k: la cantidad máxima de períodos que un artículo puede ser almacenado antes de que
perezca.

Las variables de decisión son entonces:

1. qit: cantidad producida por el productor i en el período t.

2. Iit: cantidad de artículos en el productor i al final del período t.

3. xijt: variable binaria que es 1 si hay un envío del productor i al comprador j en el
período t, y 0 en caso contrario.

4. yit: variable binaria que es 1 el productor i produce una cantidad positiva de artículos
en el período t, y 0 en caso contrario.

Y la función a minimizar es la siguiente:

mı́n

N∑

i=1

M∑

j=1

T∑

t=1

(citqit + sityit + hitIit + rijtxijt)

sujeto a: qit + Ii,[T+(t−1)] −
M∑

j=1

djtxijt − Iit = 0 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ t ≤ T

N∑

i=1

xijt = 1 1 ≤ j ≤M ; 1 ≤ t ≤ T

qit −
t+k∑

τ=t

M∑

j=1

djτyijτ ≤ 0 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ t ≤ T

Iit −
t+k∑

τ=t+1

R∑

j=1

bjτxijτ ≤ 0 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ t ≤ T

Ii0 = IiT 1 ≤ i ≤ N
qit, Iit ≥ 0 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ t ≤ T
yit, xijt ∈ {0, 1} 1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ j ≤M ; 1 ≤ t ≤ T

Si bien este problema es NP-completo, los autores proponen una heurística de orden
O(NMT 2) con la que obtienen buenos resultados. Ahuja et al. (2007) [2] estudian el caso
con capacidades de producción y almacenamiento limitadas, y Rezaeian et al. (2016)[66]
extienden este trabajo para el caso en el que hay backlogging y varios tipos de productos.
Un caso de tres niveles (productores, centros de almacenamiento, compradores) es estudiado
por Ghasimi & Gohdsi (2009) [23].

Önal (2016) [57] extiende el estudio de Önal et al. (2015) [58] visto en la Sección 3.1.1
para el caso en el que el productor y el comprador son entidades diferentes, y existe un costo
de transporte entre ambos. La demanda es satisfecha a partir de los artículos que tienen
mayor tiempo de vida restante (orden de consumición LEFO), y se estudia el caso con y sin
capacidad.

En un período cualquiera t, el comprador debe satisfacer una demanda dt. El productor
produce una máximo de C unidades, y esto tiene un costo fijo st y un costo unitario pt.
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Transferir artículos del productor al comprador tiene un costo fijo rt y un costo unitario
gt. En un período cualquiera t, tanto el productor como el comprador pueden almacenar
artículos en inventario. Esto tiene un costo unitario h1t para el productor y h2t para el
comprador. Los artículos producidos en el período t expiran en el período vt ≥ t. Las
variables del problema son las siguientes:

1. xtji es la cantidad de artículos producida en el período t, transportada del productor
al comprador en el período j, y consumida en el período i.

2. I1t y I2t es la cantidad de artículos almacenadas en el período t por el productor y el
comprador, respectivamente.

3. xt y ut son las cantidades producidas y transferidas en el período t, respectivamente.

4. yt y wt son variables binarias que son 1 si ocurre producción o transporte de artículos
en el período t, respectivamente, y 0 en caso contrario.

5. ztij es una variable binaria que es 1 si xtij > 0, y 0 en caso contrario.

La función a minimizar es:

mı́n

T∑

t=1

(styt + rtwt + ptxt + gtut + h1t I
1
t + h2t I

2
t )

sujeto a:
∑

t:t≤i≤vt

∑

j:t≤j≤i
xtji = di 1 ≤ i ≤ T

xt ≤ C 1 ≤ t ≤ T
xtji ≤ diztji 1 ≤ t ≤ T ; t ≤ j ≤ vt; j ≤ i ≤ vt
ztji ≤ yt 1 ≤ t ≤ T ; t ≤ j ≤ vt; j ≤ i ≤ vt
ztji ≤ wj 1 ≤ t ≤ T ; t ≤ j ≤ vt; j ≤ i ≤ vt
zijs + zlj′t ≤ 1 1 ≤ i ≤ j ≤ s ≤ vi;

1 ≤ l ≤ j′ ≤ s ≤ t ≤ vl, convi ≤ vl
t∑

i=1

T∑

j=t

xijt = ut 1 ≤ t ≤ T

vt∑

j=t

vt∑

i=j

xtji = xt 1 ≤ t ≤ T

t∑

i=1

xi −
t∑

i=1

ui = I1t 1 ≤ t ≤ T

t∑

i=1

ui −
t∑

i=1

di = I2t 1 ≤ t ≤ T

xtji ≥ 0, ztji ∈ {0, 1} 1 ≤ t ≤ T ; t ≤ h ≤ vt; j ≤ i ≤ vt
yt, wt ∈ {0, 1} 1 ≤ t ≤ T

El autor demuestra que el problema en general es NP-completo, pero si la capacidad es
ilimitada, o si los tiempos de vida no se superponen (es decir, artículos fabricados antes,
expiran antes), el problema es resoluble en tiempo polinomial.
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3.1.4. Problemas con reacondicionamiento
En la práctica, existen situaciones en las cuales restaurar un artículo defectuoso o que

se haya deteriorado puede ser más conveniente que reemplazarlo por un artículo nuevo. En
esta Sección se consideran problemas llamados de logística inversa interna, donde produc-
tos que se hayan deteriorado como parte del proceso de producción o almacenamiento son
reacondicionados. No se consideran problemas de logística inversa externa, que tratan de
casos en los cuales se recuperan artículos defectuosos de los clientes para su restauración o
reciclaje.

En general se suele asumir que debido a imperfecciones durante el proceso de produc-
ción, una fracción de los artículos fabricados son defectuosos y deben pasar por un período
de reacondicionamiento. Una máquina sola es la encargada de fabricar artículos nuevos y
restaurar los existentes, por lo cual en un momento dado solo se puede hacer una de esas
tareas a la vez.

Inderfurth et al. (2005) [35] plantea un modelo basado en EPQ para estudiar el caso en
el que la demanda es constante y no hay backlogging. El modelo considerado es de tipo (1, 1),
donde cada ciclo de producción está compuesto por una etapa de fabricación de productos
nuevos seguida por una etapa de reacondicionamiento de productos defectuosos.

Se considera un horizonte infinito donde los productos son consumidos según una tasa de
demanda D. Se considera que se producen Qp unidades a tasa Pq, y luego se reacondicionan
Qr unidades a tasa Pr. Cuando finaliza una etapa de producción, una fracción α de los
productos producidos son defectuosos, y deben ser reacondicionados antes de que puedan
ser utilizados para satisfacer la demanda. Existe un costo de almacenamiento hs para los
productos en buen estado, y un costo de almacenamiento hr para los productos defectuosos
que esperan ser reacondicionados.

Para pasar de la etapa de producción a la etapa de reacondicionamiento, existe un costo
fijo Spr, y transcurre un tiempo tpr durante el cual no se pueden producir ni reacondicio-
nar artículos. Finalizada la etapa de reacondicionamiento, existe un costo fijo Srp, y debe
transcurrir un tiempo trp antes de que pueda comenzar un nuevo ciclo de producción.

Se busca entonces minimizar el costo por unidad de tiempo, donde las variables de
decisión son el tamaño de los lotes de producción y reacondicinamiento (Qp y Qr).

En Inderfurth et al. (2007) [34], un problema similar es estudiado utilizando Programa-
ción Dinámica. Los autores plantean dos relajaciones del problema que son resolubles en
tiempo polinomial, y plantean una generalización para el caso con varios tipos de productos.

Li et al. (2015) [44] presentan un modelo EOQ con demanda constante y con backlogging,
donde tanto los artículos producidos como la línea de producción en sí misma se deterioran.
Es decir, la fracción de productos que son defectuosos aumenta con el correr del tiempo
debido a un desgaste de la línea de producción, que es restaurada al final de cada ciclo de
producción.

En Inderfurth et al. (2006) [33], los autores plantean un algoritmo de Programación
Dinámica de orden polinomial que permite encontrar el orden óptimo de procesos de fabri-
cación y reacondicionamiento para lograr producir una cantidad dada de artículos de buena
calidad, minimizando los costos. Existe un límite de tiempo fijo en el cual los artículos defec-
tuosos deben ser restaurados, y el no restaurar artículos a tiempo supone un costo adicional
correspondiente a deshacerse de los mismos.

3.2. Demanda estocástica
En esta sección se consideran problemas en los cuales la demanda es incierta o estocástica.

Un posible enfoque es extender el modelo EOQ presentado en la Sección 2.2.1. Un trabajo
reciente donde la demanda tiene distribución normal y los productos tienen un tiempo de
vida fijo, junto con una revisión de la literatura de modelos EOQ es presentado en Muriana
(2016) [51].
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En el resto de esta Sección se consideran modelos más complejos. Se distingue entre
problemas con revisión periódica y problemas con revisión continua. Los problemas con
revisión periódica, en los cuales el estado del inventario es conocido en momento discretos
en el tiempo, son presentados en la Sección 3.2.1. Los problemas con revisión continua son
considerados en la Sección 3.2.2.

3.2.1. Revisión periódica
El caso básico en el que existe un único período es conocido como el problema del ven-

dedor de periódicos. La demanda tiene funciones de probabilidad y densidad conocidas. El
problema consiste en determinar la cantidad óptima de productos que deben ser adquiridos
para satisfacer la demanda y minimizar los costos. Este problema puede resolverse analí-
ticamente (Kouhja, 1999 [39]). Extensiones y aplicaciones de este problema con un único
período son consideradas por Qin et al. (2011) [64].

Generalizaciones para el caso en el que los productos tienen tiempo de vida de más de
un período han sido estudiados (Fires, 1975 [22]; Nahmias, 1975 [52]). En estos casos es
considerablemente más difícil hallar soluciones óptimas exactas. En la práctica se observa
que resolver el método mediante Programación Dinámica deja de ser factible debido a la alta
dimensionalidad del problema (Nahmias, 1978 [53]). La mayoría de los artículos modernos
se basan entonces en hallar soluciones aproximadas.

En casos más generales, se considera un horizonte de planificación compuesto por T
períodos, donde en cada uno de ellos existe una demanda Dt, que tiene cierta distribución
de probabilidad. Minner & Transchel (2010) [50] estudian un caso con tiempos de entrega
positivos y productos perecederos con tiempo de vida fijos. La demanda puede tener una
distribución cualquiera, con la suposición de que las demandas de diferentes períodos son
independientes. Los autores estudian políticas de consumición LIFO y FIFO.

El caso donde el tiempo de vida es también estocástico es considerablemente más difícil.
Esto es estudiado en Kouki et al. (2014) [41] y Kouki & Jouini (2015) [42].

Chao et al. (2015b) [10] estudian casos donde la demanda de distintos períodos pueden es-
tar correlacionadas. Los autores no consideran costos fijos, y asumen política de consumición
FIFO, tiempos de entrega nulos, y estudian el problema con y sin backlogging. Presentan al-
goritmos aproximados para las distintas variantes del problema, y proveen también garantías
de desempeño en el peor caso. Chao et al. (2015a) [9] agregan restricciones de capacidad de
producción y tiempo de entrega positivo. Los efectos de considerar costos fijos son estudiados
en Zhang et al. (2016) [85].

Un caso de dos niveles con un productor y un comprador es considerado en Ferguson &
Ketzenberg (2006) [20]. Los autores estudian el beneficio de compartir información acerca
del tiempo de vida de los productos entre el comprador y el vendedor. El tiempo de vida de
los productos es fijo y la cantidad de productos que puede ser adquirida por el comprador
en un período cualquiera es de la forma nQ, donde Q es un parámetro del problema.

3.2.2. Revisión continua
Los problemas de revisión continua son aquellos en los que el estado del sistema es

conocido en todo momento. En este contexto, no se tiene mucha información acerca de
políticas óptimas cuando los artículos son perecederos (Nahmias, 2011 [55]). Esto se debe
a que cuando el tiempo de entrega es positivo, se vuelve complicado rastrear el estado del
sistema (Lian & Liu, 2001 [45]). Además, como es posible realizar pedidos de artículos en
cualquier momento, el inventario del sistema puede estar compuesto de artículos provenientes
de una cantidad potencialmente ilimitada de pedidos.

Si bien es posible simplificar el problema asumiendo tiempos de entrega instantáneos
(Liu & Lian, 1999 [47]; Gürler & Özkaya, 2003 [28]), esto no es del todo realista. Esto es
diferente a suponer tiempos de entrega nulos en el contexto de revisión periódica, donde la
suposición simplemente significa que el tiempo de entrega es menor al tiempo transcurrido en
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un período. Cuando la revisión es continua, suponer tiempos de entrega nulos es realmente
suponer que los productos son entregados instantáneamente.

Un enfoque utilizado es buscar una solución óptima dentro de un conjunto de políticas
de pedido. Por ejemplo, problemas con tiempos de entrega positivos son estudiados por Berk
& Gürler (2008) [7] y Kouki et al. (2015) [40] utilizando la política de pedido (Q, r). En esta
política, se realiza un pedido de Q artículos cuando el nivel de inventario es r. El problema
consiste entonces en hallar Q y r óptimos.

Recientemente, un problema muy general es estudiado por Baron et al. (2017) [6]. El
tamaño de la demanda, el tiempo entre demandas, el tiempo de vida de los productos y los
tiempos de entrega son todos estocásticos. Los autores consideran una política de pedido (s,
S), donde se realiza un pedido cuando el nivel de inventario es s, de manera tal que el nivel
de inventario luego del pedido sea S.

Un caso complejo multi nivel es presentado en Mahmoodi & Haji (2014) [48]. Los autores
estudian el caso en el que hay un productor y varios compradores. Cada comprador tiene
demanda Poisson, los productos tienen un tiempo de vida fijo y comienzan a expirar al
llegar a los compradores. Bajo este contexto se comparan políticas de pedido (1, T) y (S-1,
S). Una política de pedido (1, T) es aquella donde se ordena 1 unidad cada cierto tiempo T ,
donde el problema consiste en hallar el valor óptimo para T . Una política (S-1, S) es aquella
donde el nivel de inventario se mantiene en un nivel fijo S a determinar.

Un problema de cadena de suministros con un centro de producción, dos un almace-
namiento, y dos centros de distribución que abastecen múltiples compradores es estudiado
en Kumaresan et al. (2014) [43]. Se asume demanda Poisson y tiempos de entrega con
distribución exponencial en los centros de distribución.
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Capítulo 4

Conclusiones

En este trabajo se definieron las principales características del problema de gestión de
inventario. Luego se presentó un resumen de la literatura en el área de artículos perecederos,
clasificando las distintas referencias. Los casos con demanda determinista fueron descritos
en mayor detalle.

Este estudio hace aparente algunas tendencias en esta área. Por ejemplo, se observa que
la gran mayoría de los trabajos de gestión de inventario utilizan un enfoque determinista.
Es posible que este enfoque no represente tan fielmente la realidad como los modelos esto-
cásticos. En situaciones prácticas, es cuestionable que características tales como la demanda
o el tiempo de vida de los productos sean conocidas con exactitud.

Aún así, resultados en problemas deterministas son alentadores, habiendo surgido en los
últimos años modelos que utilizan Programación Dinámica y heurísticas para resolver casos
relativamente complejos. Este es el caso de Hsu (2000) [31], y en los últimos se tienen, por
ejemplo, Önal et al. (2015) [58] y Sargut & Işık (2017) [70]. En esta línea de trabajo, posibles
características a investigar en un futuro son distintas formulaciones para el deterioro de los
productos, integración de restricciones de capacidad de inventario a problemas existentes,
entre otras.
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