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Resumen

En esta monografı́a estudiamos un conjunto a un parámetro de matrices de PSL(2,R) cuya
acción por transformaciones de Möbius corresponde a caminatas de ángulo recto en el

plano hiperbólico. Fijado un punto base del plano hiperbólico y una dirección dada por un
vector del tangente unitario, tenemos dos posibilidades de movimiento: avanzar en la

dirección actual una cierta distancia o rotar noventa grados el vector tangente. Queremos
determinar los puntos del plano hiperbólico accesibles por combinaciones sucesivas de

estos movimientos.
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MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



4
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9. Apéndice 67

9.1. Dominios de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR
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INTRODUCCIÓN

Podemos decir que esta es una monografı́a en geometrı́a hiperbólica plana. El plano
hiperbólico es el espacio de dimensión dos con curvatura gaussiana constante y negativa,
en contrapunto con el plano euclı́deo C y la esfera unidad en R3, que tienen curvatura
constante cero y constante positiva respectivamente. Estos mundos son en efecto distintos,
y el problema que estudiamos acá es un ejemplo de ello. A lo largo del trabajo preten-
demos exponer hechos sobre el plano hiperbólico que fueron apareciendo aunque fuera
lateralmente y que dejan en evidencia diferencias con el plano euclı́deo. Es mi (no tan)
humilde visión sobre lo que puede llegar a significar hacer geometrı́a.

Trabajaremos en dos modelos clásicos para la geometrı́a hiperbólica plana: el semiplano
superior H y el disco de Poincaré D.

El problema a estudiar se puede plantear como sigue:

Supongamos que estamos sobre el punto i de H mirando en la dirección del vector
tangente i. Fijamos una distancia positiva r y se nos permite avanzar hacia adelante o
hacia atrás una distancia r o rotar noventa grados nuestra visión. Si elegimos la primera
opción damos un paso de largo r hacia adelante o hacia atrás pero manteniendo la vista
fija. Con la segunda opción nos quedamos en el mismo lugar pero ahora mirando a lo que
inicialmente era nuestra derecha o nuestra izquierda. Elegimos y realizamos sucesivamente
alguna de las opciones por los siglos de los siglos.
¿A qué puntos y mirando en qué direcciones podrı́amos llegar eventualmente? ¿Que tan
cerca puede volver a pasar nuestra caminata del punto del que partimos?, o mas aún
¿Podemos volver al punto inicial sin deshacer el camino andado hasta el momento?.

Si nuestro paseo fuera sobre el plano euclı́deo la respuesta es intuitiva: Nos movemos
por los vértices de una grilla cuadrada y por cada punto podemos mirar en cuatro direc-
ciones. La respuesta es esencialmente la misma sin importar la distancia de avance que
fijemos.

En el plano hiperbólico y en la esfera la respuesta a cada pregunta depende fuertemente
de la distancia de avance.

Quizás una primera justificación de por qué esto es ası́ la da el Teorema de Gauss-
Bonnet, que dice que para cualquier triángulo del plano hiperbólico (resp. de la esfera),
los ángulos interiores suman menos (resp. mas) que 180 grados, y la diferencia es igual al
área que encierra. Como consecuencia, si pretendemos construir un polı́gono con ángulos
y lados iguales, si existe, hay un único valor para la medida del lado. No es difı́cil de creer
entonces que si los ángulos están dados, la respuesta dependa de la distancia de avance, al
menos cuando aparecen polı́gonos regulares.

En la esfera solo hay finitas distancias de avance para las cuales los puntos accesibles
son discretos y los grupos correspondientes aparecen como grupos de simetrı́a de poliedros
regulares.

Sin embargo en el plano hiperbólico las posibilidades son variadas.
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En el Capı́tulo 1 estudiamos la relación entre las isometrı́as del plano hiperbólico y las
matrices cuadradas de tamaño dos con coeficientes reales y determinante uno. Concreta-
mente, tales matrices actúan por transformaciones de Möbius como isometrı́as para cierta
métrica (la métrica hiperbólica). Como esta acción es buena, mirando la estructura (de
grupo de Lie) del grupo de matrices podemos sacar conclusiones sobre su acción en H. En
esto consisten los Capı́tulos 2 y 3. En particular nos encontramos con una dicotomı́a para
nuestro problema:

El conjunto de puntos a los que podemos acceder es discreto en H o es denso. No hay
término medio, no podemos acumular en algunas regiones y no en otras. Mas aún lo mismo
pasa en el conjunto de direcciones a las que podemos mirar. Es decir que si logramos llegar
a (casi) cualquier punto de H, podremos hacerlo mirando a cualquier punto del horizonte,
no solo en las cuatro direcciones que se nos permiten originalmente.

El contenido central de la monografı́a está en los Capı́tulos 5, 6, 7 y 8. Separamos en
tres los casos a analizar según el valor de la distancia de avance: Valores pequeños, valores
intermedios y valores grandes. Los valores pequeños y grandes los podemos tratar con toda
generalidad. Entre los valores intermedios encontramos situaciones distintas, conviven
casos correspondientes a grupos densos y a grupos discretos.

Probamos la siguiente clasificación:

Teorema. Existe números reales positivos ε y r∞ y una sucesión creciente S =
{rn}n⩾5 con lı́mite r∞ y r5 > ε tal que:

Para las distancias de avance r ∈ (0,ε) el grupo correspondiente es denso.

Los valores del intervalo (0,r∞)∖S se corresponden con grupos densos.

Para r ∈ S∪[r∞,+∞) el grupo correspondiente es discreto. Además para
cada p ⩾ 5 el término rp de S corresponde a un embaldosado de H por
p−ágonos regulares.

Todo el trabajo se enmarca dentro de un problema mas general: el problema de discre-
titud, que pretende determinar, dadas dos matrices de PSL(2,R), si el grupo que generan
es discreto o no. El problema lo resuelven completamente Gilman y Maskit en [GM] y [G].
En dichos trabajos se mencionan también varios intentos previos que resultaron erróneos.
Fijadas las dos matrices, Gilman y Maskit dan una serie de pasos que concluyen si el
grupo generado es discreto o no. Sin embargo, este procedimiento no permite manejar los
infinitos casos que nos interesan a la vez.
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Capı́tulo 1

Preliminares de Geometrı́a Hiperbólica

En este capı́tulo presentamos dos de los modelos clásicos para la geometrı́a hiperbólica,
el semiplano superior H y el disco de Poincaré D. Partimos de la compactificación por un
punto del plano complejo: la esfera de Riemann que por Ĉ. La esfera de Riemann consiste
en agregarle un punto que llamamos ∞ al plano complejo y definir la topologı́a alrededor
de ∞ como sigue:

Un subconjunto de Ĉ =C∪{∞} que contiene a ∞ es un abierto si su complemento es
un compacto de C.

Tenemos entonces la noción de que una sucesión converja a ∞, esto es, que dado
cualquier número positivo R, a partir de algún momento la sucesión quede contenida en el
complemento de la bola de centro 0 y radio R.

Se puede entonces extender alguna de las operaciones usuales de C a Ĉ continuamente
y se obtiene:

z+∞=∞+ z =∞ para todo z ∈C.

z ⋅∞ =∞⋅ z =∞ para todo z ≠ 0.

z
∞
= 0 para todo z ∈C.

z
0 =∞ para todo z ≠ 0.

No hay forma razonable de definir 0
0 ,∞−∞,0 ⋅∞ ni ∞

∞
.

Si S denota la esfera de radio uno en R3, la proyección estereográfica es un homeomor-
fismo ϕ ∶ S−{(0,0,1)} →C. La estructura anterior en Ĉ permite extender la proyección
estereográfica a un homeomorfismo ϕ̂ ∶ S→ Ĉ. Por mas detalles recomendamos [SS].

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

Figura 1.1: Proyección estereográfica.

Si consideramos espacios donde la función de curvatura es constante en todos los
puntos, el Teorema de Gauss-Bonnet en su versión para triángulos distingue tres casos
según el signo de la curvatura.

Teorema 1.1. Teorema de Gauss-Bonnet para triángulos.

Si T es un triángulo geodésico de ángulos α,β y γ , entonces:

(α +β +γ)−π = ∫
T

κ = κ ⋅ Área(T),

siendo κ la curvatura.

El plano complejo es el espacio natural con curvatura cero. Gauss-Bonnet dice que en
el plano los ángulos interiores de cualquier triángulo geodésico suman 180 grados. En la
esfera de radio uno en R3 la curvatura es constante 1, y en este caso la suma de los ángulos
de un triángulo siempre excede 180 grados. Los modelos que presentamos en este capı́tulo
corresponden al caso de curvatura −1, donde los ángulos de un triángulo suman menos que
180 grados.

La curvatura es una noción que viene dada con la métrica del espacio y se preserva por
isometrı́as. Como la métrica del plano tiene curvatura cero, no podemos aspirar a tener un
modelo de la geometrı́a hiperbólica (i.e: de curvatura negativa) en C sin alguna distorsión
en las distancias. Se puede pensar esto como una analogı́a del hecho que no existe un
planisferio de la Tierra que respete todas las distancias.

Sı́ podemos conseguir modelos en subconjuntos del plano respetando los ángulos. Eso
quiere decir que si dos curvas se cortan en un punto con tangentes formando un cierto
ángulo según la métrica usual, cuando se mida con la métrica hiperbólica el ángulo vale lo
mismo. En otras palabras, la métrica hiperbólica será conforme a la euclı́dea (la usual). Sin
embargo la longitud de cada curva será distinta medida con una métrica o con otra.

Una gran ventaja de trabajar en la esfera de Riemann es que conocemos sus mapas
conformes: Las transformaciones de Möbius. En la primera sección caracterizamos las que
preservan el semiplano superior y el disco, y en la siguiente encontraremos la métrica de
curvatura constante -1 para la cual dichos mapas son isometrı́as.

Según el Teorema del mapa de Riemann 1, hay un mapa conforme del disco a cualquier
1Este resultado se puede encontrar en el Capı́tulo 8 de [SS] o en cualquier libro de análisis complejo.

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



1.1. AUTOMORFISMOS DE H Y D 11

abierto propio simplemente conexo del plano. Una ventaja de trabajar en H o D es que la
acción de las Möbius en el borde es relativamente sencilla de visualizar. Habrá argumentos
que dependen de esta acción en el borde.

1.1. Automorfismos de H y D

En esta sección obtenemos los mapas conformes que preservan el semiplano superior y
el disco (respectivamente).

Definición 1.2. Para U,V ⊂C abiertos, un mapa conforme es una biyección holomorfa
f ∶U →V . Si U =V , decimos que f es un automorfismo de U. Denotamos por Aut(U), al
conjunto de todos los automorfismos de U .

Los automorfismos de Ĉ son las transformaciones de Möbius (ver [SS]). Éstas se
pueden codificar por una matriz compleja 2×2 invertible. Explı́citamente, a una matriz

A =
⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠

con ad−bc ≠ 0 le corresponde la transformación fA ∶ Ĉ→ Ĉ que manda z↦ az+b
cz+d y fA(∞) =

a
c .

Proposición 1.3. Si f ∶U →V es un mapa conforme, su inversa f −1 ∶ f (U) →U también.

Demostración. Ver página 206 de [SS].

Para un abierto U ∈C, Aut(U) tiene estructura de grupo con la composición, la función
identidad como neutro y la función inversa.

Definición 1.4.

H = {z ∈C ∶ Im(z) > 0} es el semiplano superior.

D = {z ∈C ∶ ∣z∣ < 1} es el disco unitario.

Proposición 1.5. F ∶H→D ∶ F(z) = z−i
z+i es un mapa conforme con inversa G ∶D→H ∶

G(z) = i ⋅ 1+z
1−z

Demostración. Las dos funciones son holomorfas en sus dominios. Veamos que son
inversas.

Para z ∈D, F ○G(z) = i⋅ 1+z
1−z−i

i⋅ 1+z
1−z+i

= z+1+z−1
z+1+1−z =

2z
2 = z

Para z ∈H, G○F(z) = i ⋅
z−i
z+i+1

1− z−i
z+i

= i ⋅ (z−i+z+i)
(z+i−z+i) =

2iz
2i = z
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12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

Enunciamos a continuación un lema clásico de Análisis Complejo que permite caracte-
rizar los automorfismos del disco. Por ambos resultados referimos a [SS].

Lema 1.6. Lema de Schwarz

Sea f ∶D→D holomorfa tal que f (0) = 0. Entonces:

1. ∣ f (z)∣ ⩽ ∣z∣ ∀z ∈D

2. Si se da la igualdad anterior para algún z0 ∈D, z0 ≠ 0 entonces f es una rotación.

Teorema 1.7. Automorfismos del disco

1. Aut(D) = { f ∶D→D ∶ f (z) = eiθ ⋅ α−z
1−ᾱz ∶ α ∈D, eiθ ∈ S1}

2. Aut(D) = { f ∶D→D ∶ f (z) = az+b
b̄z+ā ∶ ∣a∣2− ∣b∣2 = 1}

Corolario 1.8. Los únicos automorfismos del disco que fijan el 0 son las rotaciones.

Demostración. Si f (z) = eiθ ⋅ α−z
1−ᾱz es tal que f (0) = 0, entonces α = 0 y f (z) = ei(θ+π) ⋅

z.

En general denotamos porMα a (z↦ α−z
1−ᾱz).

Corolario 1.9. Aut(D) actúa 1-transitivamente. Es decir, dados dos puntos del disco, hay
un automorfismo que lleva uno en otro.

Demostración. Dados α y β ∈D,Mβ ○Mα(α) = β

Conociendo el grupo Aut(D), conjugando con la transformación F ∶H→D ∶ z↦ z−i
z+i ,

vista en la Prop 1.5, se obtienen los automorfismos de H. Esta consideración establece un
isomorfismo entre ambos grupos, pero no da toda la información si pretendemos fórmulas
explı́citas para los elementos de Aut(H).

Definiciones 1.10.

GL+(2,R) ∶= {A ∈M2(R) ∶ det(A) > 0}

SL(2,R) ∶= {A ∈GL+(2,R) ∶ det(A) = 1}

PSL(2,R) = SL(2,R)
{±Id}

Lema 1.11. Si A =
⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠
∈GL+(2,R), entonces:

Re(az+b
cz+d ) =

ac∣z∣2+bd+Re(z)(ad+bc)
∣cz+d∣2
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1.1. AUTOMORFISMOS DE H Y D 13

Im(az+b
cz+d ) =

Im(z)(ad−bc)
∣cz+d∣2

Teorema 1.12. (Automorfismos de H)

Tenemos los siguientes isomorfismos de grupos:

1. Aut(D) ≅ Aut(H)

2. Aut(H) ≅ PSL(2,R)

Demostración.

1. Consideremos

Γ ∶ Aut(D) → Aut(H) ∶ Γ(φ) = F−1 ○φ ○F,

donde F ∶H→D asocia z↦ z−i
z+i . Es directo chequear que

Im(ϕ(A))(z) = Im(z)(ad−bc)
∣cz+d∣2

,

por lo tanto ϕ(A)(H) ⊂H y como A−1 ∈GL+(2,R), se tiene que ϕ(A)(H) =H.

Además, ϕ(A) es restricción de un mapa conforme C → C y concluimos ϕ(A) ∈
Aut(H).

Si f ∈ Aut(H) es tal que ϕ−1( f ) ≠ ∅ entonces tiene un representante en SL(2,R)
(dividiendo cada entrada por la raı́z del determinante). Por lo tanto podemos considerar
ϕ ∣SL(2,R), y ambas funciones tienen el mismo recorrido. Tenemos entonces que

ϕ(SL(2,R)) ≅ SL(2,R)
Ker(ϕ)∩SL(2,R)

= SL(2,R)
{±Id}

.

Resta probar ahora la sobreyectividad de ϕ . Para eso necesitamos dos resultados
adicionales, que probaremos en el lema que sigue. Por simplicidad, para A ∈ SL(2,R),
denotaremos por fA a ϕ(A).

Dada f ∈ Aut(H), sea β = f −1(i). Por el primer punto del Lema 1.13, podemos con-
siderar A ∈ SL(2,R) tal que fA(i) = β . Tenemos entonces que f ○ fA(i) = i. Llamaremos
h a f ○ fA ∈ Aut(H). Por lo tanto F ○h○F−1 ∈ Aut(D) y verifica F ○h○F−1(0) = 0; debe
ser entonces una rotación en D, que llamaremos Rθ . Por la segunda parte del Lema 1.13,
obtenemos

F ○h○F−1(z) = Rθ(z) = F ○ fM ○F−1(z)

para algún M ∈ SL(2,R). Deducimos entonces que f = fM ○ fA−1 = fMA−1 con MA−1 ∈
SL(2,R), por lo tanto ϕ es sobreyectiva.

Lema 1.13.
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14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

1. Dados z1 y z2 ∈H , ∃A ∈ SL(2,R) tal que fA(z1) = z2

2. Una rotación alrededor de 0 en el disco es conjugada por F a un elemento de
SL(2,R). Mas precisamente, si R−2θ ∶D→D es una rotación de ángulo −2θ , enton-
ces:

R−2θ ○F(z) = F ○ fMθ
(z) ∀z ∈H

donde

Mθ = (cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ) ) ∈ SL(2,R)

Demostración. Para el punto 1 basta probar que para todo z ∈H existe una que lo manda a
i. Primero consideramos

B = ( 0 b
−b−1 0

) con b = − ∣z∣√
Im(z)

y obtenemos que Im( fB(z)) = 1. Considerando ahora

C = (1 c
0 1

)con c = −Re( fB(z)),

concluimos que C, B y por lo tanto C ⋅B, viven en SL(2,R). Además Im( fC⋅B(z)) =
Im( fB(z)) = 1 y Re( fC⋅B(z)) = 0, de donde fC ○ fB(z) = i.

Para el punto 2, calculamos:

F ○( fMθ
(z)) = F(cos(θ)z− sen(θ)

sen(θ)z+cos(θ)
) = (cos(θ)− isen(θ))z− sen(θ)− icos(θ)

(cos(θ)+ isen(θ))z− sen(θ)+ icos(θ)
=

e−iθ z− ie−iθ

eiθ z+ ieiθ = e−2iθ z− i
z+ i

= R−2θ ○F(z),

como querı́amos.

1.2. Métrica hiperbólica en D y H

Una métrica (Riemanniana) en un espacio es una forma de medir vectores en el espacio
tangente. Más precisamente, es dar una forma cuadrática no degenerada en cada plano
tangente que varı́e suavemente con los puntos. Las formas cuadráticas las podemos escribir
el términos de la base canónica {dx2,dy2,dxdy}, donde para un punto z y un vector v del
tangente:
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1.2. MÉTRICA HIPERBÓLICA EN D Y H 15

dx2(z)(v) = Re(v)2

dy2(z)(v) = Im(v)2

dxdy(z)(v) = Re(v) ⋅ Im(v)

Para el plano complejo C, el disco D y el semiplano H el plano tangente en cada punto
es isomorfo a C como espacio vectorial. Denotamos por TzH al plano tangente a H en z, y
TzD, TzC a los análogos en D y C.

La métrica usual en C (la métrica euclı́dea), se escribe como d∣z∣2 = dx2+dy2. Para un
punto z del plano y un vector v del tangente en z,

d∣z∣2(z)(v) = dx2(z)(v)+dy2(z)(v) = Re(v)2+ Im(v)2.

En general denotamos por ∣v∣2 a d∣z∣2(z)(v). Hallaremos una métrica para D y una para
H, para las que en cada caso, los automorfismos que determinamos en el capı́tulo anterior
sean isometrı́as. Más aún, la función F ∶H→D, de la Prop.1.5 será una isometrı́a entre
entre los dos espacios. Esto nos permite pasar de un modelo a otro, y todas las propiedades
que se prueben en términos de la métrica para uno, valen también en el otro.

Definición 1.14. Una métrica dν2, definida en un abierto U ⊂C, es invariante por Aut(U),
si para todo z ∈U , todo v ∈ TzU y toda f ∈ Aut(U) se cumple:

dν
2(z)(v) = dν

2( f (z))( f ′(z) ⋅v).

1.2.1. D

Supongamos ds2(z) = E2(z)dx2 +2F(z)dxdy+G2(z)dy2 una métrica invariante por
Aut(D).

Proposición 1.15. Las métricas en D invariantes por Aut(D) verifican F(z) = 0, E2(z) =
G2(z) ∀z ∈D

Demostración. Veamos que esto es cierto en z0 = 0. Sea Rθ ∶D→D ∶ z↦ eiθ ⋅ z.

Su derivada es una rotación en C:

R′
θ
(z) ∶C→C ∶ v↦ eiθ ⋅v.

Calculamos la métrica en 0 y Rθ(0):

ds2(0)(1) = E2(0) ⋅12

ds2(0)(eiθ ⋅1) = E2(0)cos(θ)2+2F(0)cos(θ)sen(θ)+G2(0)sen(θ)2
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16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

Derivando respecto a θ , obtenemos:

0 = −2E2(0)cos(θ)sen(θ)+2F(0)(cos(θ)2− sen(θ)2)+2G2(0)cos(θ)sen(θ).

Evaluando en θ = π

4 , queda E2(0) =G2(0) y en θ = 0 queda F(0) = 0.

Dado z ∈D, seaMz ∶ω ↦ z−ω

1−z̄ω
. Tenemos queMz(z) = 0 yM′

z(z) = 1
1−∣z∣2 . Por lo tanto

E2(z)dx2+2F(z)dxdy+G2(z)dy2 = E2(0)
(1− ∣z∣2)2 (dx2+dy2).

Para un vector de norma uno cos(θ)+ isen(θ) ∈C, queda:

E2(z)cos(θ)2+2F(z)cos(θ)sen(θ)+G2(z)sen(θ)2 =

E2(0)
(1− ∣z∣2)2 (cos(θ)2+ sen(θ)2) = E2(0)

(1− ∣z∣2)2 .

Como el lado derecho no depende de θ , podemos derivar como antes, evaluar en 0 y π

4 ,
y obtenemos que ∀z ∶

E2(z) =G2(z) y

F(z) = 0.

De la proposición anterior, tenemos la métrica definda a menos de elegir E2(0) y en
cualquier caso tiene curvatura negativa. La elegiremos para que la curvatura quede igual a
-1 en todos los puntos. No profundizaremos en estas cuestiones aquı́, ver [H2].

Definición 1.16. Definimos la métrica hiperbólica en D como la forma cuadrática

ds2(z) = 4(dx2+dy2)
(1− ∣z∣2)2 .

1.2.2. H

Teniendo la métrica definida en D, y un mapa conforme H→D, podemos definir una
métrica en H, de forma que el mapa sea una isometrı́a. Tenemos:

F ∶H→D ∶ z↦ z− i
z+ i

F ′(z) ∶C→C ∶ v↦ 2 ⋅ i ⋅v
(z+ i)2 .

Para z en H y v en el tangente en z a H, queremos que se verifique

dν
2(z)(v) = ds2(F(z))(F ′(z) ⋅v).
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Calculamos entonces:

dν
2(z)(v) = 4∣F ′(z) ⋅v∣2

(1− ∣F(z)∣2)2 =
16∣v∣2

(∣z+ i∣2− ∣z− i∣2)2 =

= ∣v∣2
(Im(z))2 =

dx2(z)(v)+dy2(z)(v)
Im(z)2 .

Observación 1.17. Denotaremos por T 1H al tangente unitario. En el capı́tulo 3 estudiare-
mos la acción de PSL(2,R) en T 1H. Ahora observamos simplemente que el punto-vector
(i, i) ∈ T 1H se corresponde por F con el punto-vector (0, 1

2) ∈ T 1D.

1.3. Geodésicas, distancia hiperbólica y cross-ratio.

Determinaremos ahora las geódesicas en H para la métrica obtenida en la sección
anterior.

Análogo a la definición en la geometrı́a euclı́dea, para una curva γ ∶ [a,b] →H, suave
a trozos, definimos la longitud de γ como la integral de la norma (hiperbólica) de la
velocidad:

l(γ) = ∫
b

a

√
dν2(γ(t))(γ ′(t))dt.

Observar que la longitud de una curva no depende del sentido en que se recorre.

Dados dos puntos del semiplano, la distancia hiperbólica entre ellos la definimos
como el ı́nfimo entre las longitudes de los caminos que unen los dos puntos. Denotamos
por ρ(z,w) a la distancia entre z y w.

Lema 1.18. La curva α ∶ t ↦ et i está parametrizada por longitud de arco, i.e: tiene
velocidad de módulo uno en todos los puntos medida con la métrica hiperbólica. Además
es la curva de menor longitud entre dos puntos eai y ebi donde a < b y vale ρ(eai,ebi) =
l(α) = b−a.

Demostración. Calculando directamente: α ′(t)= et i=α(t). Por lo tanto, dν2(α(t))(α ′(t))=
e2t

e2t = 1 para todo t. Se deduce que l(α) = b−a

Supongamos γ ∶ [a,b] →H una curva (suave a trozos) de eai a ebi. Escribimos γ(t) =
x(t)+ iy(t), γ ′(t) = x′(t)+ iy′(t) y calculamos:

l(γ) = ∫
b

a

√
dν2(γ(t))(γ ′(t))dt =

∫
b

a

¿
ÁÁÀRe(γ ′(t))2+ Im(γ ′(t))2

Im(γ(t))2 dt =

∫
b

a

¿
ÁÁÀx′(t)2+y′(t)2

y(t)2 dt ⩾ ∫
b

a

¿
ÁÁÀy′(t)2

y(t)2 dt =
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18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

log(y(b)/y(a)) = b−a = l(α).

Observar que la igualdad se da si y solo si x′(t) = 0 para todo t. La única curva simple
(es decir, sin autointersecciones), que verifica eso es α . Deducimos que el eje imaginario
minimiza la distancia entre sus puntos y por lo tanto es una geodésica.

Corolario 1.19.

Las geodésicas para la métrica hiperbólica en H son las rectas verticales (de parte
real constante) y los semicı́rculos euclı́deos perpendiculares al eje real.

Para cualquier par de puntos existe una única geodésica que los une.

Demostración. Dados dos puntos cualesquiera de H, hay una única recta vertical, si los
puntos tienen parte real igual, o un único semicı́rculo euclı́deo perpendicular al eje real si
no, que los contiene. En cualquier caso, existe un elemento de PSL(2,R) que lo lleva al
eje imaginario. Las isometrı́as llevan geodésicas en geodésicas. Los dos items se deducen
de la demostración anterior.

Con las mismas consideraciones podemos probar también el siguiente corolario:

Corolario 1.20.

ρ(z,w) es la longitud del segmento geodésico que los une.

ρ(z,w) = ρ(z,η)+ρ(η ,w) si y solo si η pertenece al segmento de geodésica entre
z y w.

ρ es una distancia.

Veremos ahora una forma de calcular la distancia hiperbólica entre dos puntos cuales-
quiera de la esfera de Riemann.

Definición 1.21. El cross−ratio de z1,z2,z3 y z4 puntos distintos de Ĉ se define por:

(z1,z2,z3,z4) =
(z1− z2) ⋅ (z3− z4)
(z2− z3) ⋅ (z4− z1)

La utilidad del cross-ratio queda en evidencia en las siguientes proposiciones:

Proposición 1.22. El cross-ratio es invariante por la acción de las transformaciones de
Möbius.

Demostración. La prueba es un cálculo directo. Para simplificar la cuenta, observar que
para z y w, puntos distintos en Ĉ, y a,b,c y d, números reales tales que ad−bc ≠ 0 se tiene:
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az+b
cz+d

− aw+b
cw+d

= (ad−bc) ⋅ (z−w)
(cz+d) ⋅ (cw+d)

.

Susituyendo como corresponde se concluye la proposición.

Proposición 1.23. Para z y w puntos de H distintos, consideremos ẑ y ŵ, los puntos del
borde R∪∞ de la geodésica que los contiene, de manera que z queda entre ẑ y w. Entonces:

ρ(z,w) = log(w, ẑ,z,ŵ)

Demostración. Para z,w, ẑ y ŵ como en el enunciado, conisderamos el elemento T de
PSL(2,R) que verifica T(ẑ) = 0, T(z) = i y T(ŵ) = ∞. Queda entonces T(w) = λ i para
algún λ > 1. Con la aritmética de Ĉ, vemos que (w, ẑ,z,ŵ) = (λ i,0, i,∞) = λ . Del Lema
1.18, sabemos que ρ(z,w) = log(λ).

Si A = (a1 a2
a3 a4

) es una matriz de SL(2,R), con consideraciones como las de la demos-

tración anterior se puede probar la siguiente fórmula:

cosh−1(
a2

1+a2
2+a2

3+a2
4

2
) = ρ(A ⋅ i, i).

En la sección siguiente discutimos la función cosh−1.

1.4. Trigonometrı́a hiperbólica.

En esta sección enunciamos reglas (casi todas) análogas a las de la geometrı́a euclı́dea
que relacionan la longitud de los lados de un triángulo con los ángulos interiores. Se
definen las funciones:

cosh(t) = et
+e−t

2 el coseno hiperbólico de t, y

senh(t) = et
−e−t

2 el seno hiperbólico de t.

Discutimos brevemente las inversas de estas funciones:

Supongamos que queremos resolver x = cosh(t) = et
+e−t

2 . Multiplicando por et , obtene-
mos:

t = log(x±
√

x2−1).

Como (x+
√

x2−1) ⋅(x−
√

x2−1) = 1, vemos que log(x−
√

x2−1) = −log(x+
√

x2−1).
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Definimos entonces:
cosh−1(x) ∶= log(x+

√
x2−1)

y las soluciones a la ecuación anterior son:

t = ±cosh−1(x).

Una discusión análoga vale para senh(x) y definimos:

senh−1(x) = log(x+
√

x2+1).

Proposición 1.24. Supongamos T un triángulo en H de lados a,b y c con ángulos opuestos
respectivos α,β y γ . Entonces se verifican:

1. Primera ley del coseno:

cosh(a) = cosh(b) ⋅cosh(c)− senh(b) ⋅ senh(c) ⋅cos(α).

2. Ley del seno:
sinh(a)
sen(α)

= sinh(b)
sen(β)

= sinh(c)
sen(γ)

.

3. Segunda ley del coseno:

cos(γ) = −cos(α) ⋅cos(β)+ sen(α) ⋅ sen(β) ⋅cosh(c).

Con la primera ley del coseno y la ley del seno, como con sus análogas en la geometrı́a
euclı́dea, un triángulo queda determinado dados dos lados y un ángulo o dos ángulos y un
lado. Sin embargo la geometrı́a euclı́dea no tiene una regla análoga a la segunda ley del
coseno. Ası́, un triángulo hiperbólico queda determinado dados sus tres ángulos internos.

En particular al aplicarle una homotecia a un triángulo, los ángulos no se preservan.
Las homotecias no son mapas conformes para la métrica hiperbólica.

Probando ciertas identidades directas sobre las funciones cosh y senh y haciendo uso de
las reglas trigonométricas de la geometrı́a euclı́dea (con las sustituciones en las distancias
que correspondan), se puede probar la primera ley del coseno en primer lugar y con eso las
dos leyes restantes. Este procedimiento está detallado en [A].

Por una aproximación intrı́nseca (sin apelar a la geometrı́a euclı́dea) ver [T].

1.5. Puntos fijos y clasificación de elementos en SL(2,R).

Lema 1.25. La acción elemento no trivial de SL(2,R) en H∪R∪{∞} fija dos puntos en
el borde R∪{∞} o un único punto en H∪R∪{∞}.

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



1.5. PUNTOS FIJOS Y CLASIFICACIÓN DE ELEMENTOS EN SL(2,R). 21

Demostración. Planteamos, para a,b,c,d ∈R, con ad−bc = 1:

az+b
cz+d

= z.

Esta ecuación se convierte en cz2+(d−a)z−b = 0, de donde:

z = a−d±
√

a2+d2−2+2cb
2c

=
a−d±

√
(a+d)2−4
2c

.

Por lo tanto:

1. Si (a+d)2 > 4 la ecuación anterior tiene dos soluciones reales distintas.

2. Si (a+d)2 = 4 la ecuación anterior tiene una única solución real.

3. Si (a+d)2 < 4 la ecuación anterior tiene dos soluciones complejas distintas y conju-
gadas. De éstas, solo una puede pertenecer al semiplano superior.

Definición 1.26. Sea A ∈ SL(2,R)∖{Id}. A partir de la demostración anterior definimos:

A es hiperbólica si tr2(A) > 4,

A es parabólica si tr2(A) = 4 y

A es elı́ptica si tr2(A) < 4.

Pretendemos refinar un poco esta clasificación viendo que tr2 parametriza las clases de
conjugación en SL(2,R). Para lo que sigue nos basamos en [B].

Consideremos las transformaciones:

m1 ∶ z↦ z+1

y para k ∈R∖{0,1}:
mk ∶ z↦ kz.

Observar que para todo k, tr2(mk) = k+ 1
k +2.

Sea A ∈ SL(2,R) y fA la transformación de Möbius asociada. Supongamos primero que
es hiperbólica con fijos α,β ∈R∪{∞}. Tomamos h de forma que h(α) =∞ y h(β) = 0.

Obtenemos que ∞ y 0 son fijos por h ⋅ fA ⋅h−1 y por lo tanto h ⋅ fA ⋅h−1 =mk para algún
k ≠ 1.

Si A es parabólica con único punto fijo α ∈R∪{∞}, tomamos cualquier β en el borde
distinto de α y h de forma que h ⋅ fA(β) = 1 y h(β) = 0. Tenemos entonces que solo ∞ es
fijo por h ⋅ fA ⋅h−1 y h ⋅ fA ⋅h−1(0) = 1, de donde h ⋅ fA ⋅h−1 =m1.
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Para analizar el caso elı́ptico pasaremos por el modelo del disco vı́a el mapa F de la
proposición 1.5. Supongamos entonces z0 ∈H el único punto fijo de fA, y h un automorfismo
del disco que lleva F(z0) en 0.

Entonces,
h ⋅F ⋅ fA ⋅F−1 ⋅h−1(0) = 0,

y por el corolario 1.8 debe ser una rotación en D, que denotamos por R−2θ . Con el lema
1.13, obtenemos que:

fA = F−1 ⋅h−1 ⋅F ⋅ fθ ⋅F−1 ⋅h ⋅F,

donde fθ es la transformación asociada a la matriz

(cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ) ) .

Observar que F−1 ⋅h ⋅F es un elemento de SL(2,R) por ser un automorfismo del disco
conjugado por F .

Ahora podemos probar el siguiente resultado. Por simplicidad escribiremos f ∼ g si
son conjugados en SL(2,R).

Proposición 1.27. Dos elementos A,B de SL(2,R)∖ {Id} están en la misma clase de
conjugación en SL(2,R) si y solo si tr2(A) = tr2(B).

Demostración. Como la traza es invariante por conjugación, el directo es directo. En
particular nos dice que un elemento de tipo hiperbólico, parabólico o elı́ptico no puede ser
conjugado a un elemento de otro tipo.

Veamos el recı́proco:

Suponemos tr2(A) = tr2(B). Como ∼ es una relación de equivalencia, el caso A,B
parabólicos es inmediato. El caso elı́ptico también, ya que por lo visto antes, ambas
matrices son conjugadas a la misma transformación fθ .

Consideramos ahora el caso en que A,B son hiperbólicos. Por la discusión anterior
tenemos que para algunos k1,k2 ≠ 1, A ∼mk1 y B ∼mk2 . Como tr2(A) = tr2(B), debe ser:

k1+
1
k1

= k2+
1
k2
,

de donde k2 = k±1
1 .

Sea h ∶ z↦ −1
z . Se cumple:

h ⋅mk1 ⋅h
−1 = h ⋅mk1 ⋅h =m 1

k1
.

Por lo tanto mk1 ∼m 1
k1

y podemos concluı́r que A ∼ B.
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Figura 1.2: De izquierda a derecha, un elemento elı́ptico, un parabólico y un hiperbólico el
modelo del disco.

Analizando las transformaciones mk y fθ , podemos sacar también algunas conclusiones
sobre la dinámica de la acción de los elementos de SL(2R) en H según su tipo:

Un elemento elı́ptico es una rotación (para la métrica hiperbólica) alrededor de algún
punto del plano hiperbólico. Figura 1.2 a la izquierda.

Un elemento parabólico fija un único punto del borde y traslada sobre los llamados
horociclos con ese punto del borde. Figura 1.2 al centro.

Un elemento hiperbólico deja invariante una única geodésica y fija sus dos puntos
al infinito. Uno de estos puntos es un repulsor y el otro un atractor. Figura 1.2 a la
derecha.

NOTA:

Los horociclos en el modelo del disco son cı́rculos euclı́deos tangentes al borde. Si
t ↦ z(t) parametriza una geodésica, el horociclo correspondiente es el lı́mite del cı́rculo
de centro z(t) y radio ρ(z(0),z(t)). Esto marca otra diferencia con la geometrı́a euclı́dea,
donde el lı́mite de cı́rculos de radio divergente es una recta.

Lema 1.28. Dos elementos no triviales de SL(2,R) que conmutan tienen el mismo conjunto
de puntos fijos.

Demostración. Supongamos A,B ∈ SL(2,R)∖{Id}. Si A ⋅ z = z entonces A ⋅B ⋅ z = B ⋅A ⋅ z =
B ⋅ z y B ⋅ z es fijo por A. Por lo tanto el conjunto de puntos fijos de A es invariante por
cualquier elemento B que conmute con A. Se concluye directamente que si A es elı́ptico o
parabólico, B debe ser del mismo tipo y debe fijar el mismo punto que A.

Si A es hiperbólico, B no puede ser de otro tipo y fija los mismos dos puntos que A o
los permuta. De cualquier manera la geodésica entre ellos queda invariante por la acción de
B. Dicha geodésica con sus puntos del borde determina un segmento de recta o un arco de
cı́rculo en Ĉ cerrado en cualquier caso. Cualquier función continua que lo deje invariante
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24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA

debe tener al menos un punto fijo ahı́. Si los bordes no son fijos, el punto fijo pertenecerı́a
a H y B serı́a elı́ptico. Por lo tanto B fija los mismos dos puntos que A.
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Capı́tulo 2

Preliminares de Grupos de Lie

2.1. SL(2,R) como grupo de Lie matricial

El grupo lineal general real (complejo) es el conjunto de matrices invertibles de
tamaño n×n con entradas reales (resp. complejas). Denotamos por GL(n,R) al grupo
lineal general real y por GL(n,C) al grupo lineal general complejo.

Denotamos al conjunto de todas las matrices de tamaño n×n con entradas reales por
Mn(R) y por Mn(C) al análogo con entradas complejas.

Definición 2.1. Sea Am una sucesión de matrices de GL(n,C). Decimos que Am converge
a una matriz A si cada entrada converge (como números complejos) a la correspondiente
entrada de A.

Definición 2.2. Un grupo de Lie matricial es cualquier subgrupo G de GL(n,C) con la
siguiente propiedad: Si Am es una sucesión de matrices en G que converge a cierta matriz
A, entonces o bien A es un elemento de G, o bien A no es invertible.

La condición sobre G se reduce a ser un subconjunto cerrado de GL(n,C). Esto
no necesariamente quiere decir que G es cerrado en Mn(C). Por ejemplo, GL(2,R) es
cerrado en GL(2,R), pero no es cerrado en Mn(C) porque hay sucesiones en GL(2,R) que
convergen a matrices no invertibles . Los grupos de Lie matriciales corresponden entonces
a los subgrupos cerrados de GL(n,C).

Definición 2.3. El grupo lineal especial (sobre R o C) es el grupo de matrices n× n
invertibles (con entradas sobre R o C resp.) con determinante 1. Ambos son subgrupos
de GL(n,C). Como el derterminante es un polinomio en las entradas de las matrices, por
continuidad pasa al lı́mite. Por lo tanto el lı́mite de una sucesión convergente de matrices
de determinante uno tiene determinante uno, concluyendo ası́ que ambos conjuntos son
subgrupos cerrados de GL(n,C) e incluso de Mn(R).

Denotaremos por SL(n,R) al grupo lineal especial real, y por SL(n,C) al complejo.

25



26 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE GRUPOS DE LIE

Definición 2.4. Un grupo de Lie matricial G se dice conexo si para cualquier par de
elementos A y B de G, existe un camino continuo M(t), con a ⩽ t ⩽ b, contenido en G y tal
que M(a) = A y M(b) = B

En topologı́a general, la definición de ser conexo es (estrictamente) mas débil que la
definición anterior, que corresponde a ser conexo por caminos. Aunque no es obvio, un
grupo de Lie matricial es conexo (con la definición topológica usual) si y solo si es conexo
por caminos. Referimos a la página 22 de [H1] por mas detalles.

Proposición 2.5. La componente conexa de la identidad en un grupo de Lie matricial G
es un subgrupo normal de G.

Demostración. Sea C la componente conexa de G que contiene a la identidad. Dadas dos
matrices A y B de C, existen curvas continuas A(t) y B(t), tales que A(0) = B(0) = Id,
A(1) = A y B(1) = B. Por la continuidad del producto y las inversas, t ↦ A(t) ⋅B(t) y
t ↦ A(t)−1 son curvas continuas de Id a A ⋅B y A−1 respectivamente. Por lo tanto C es
cerrada por productos e inversos.

Para ver que C es normal en G, sea M una matriz de G. Conjugar por M, es una función
continua G→G por lo que lleva componentes conexas en componentes conexas. Como
preserva la identidad debe ser MCM−1 =C.

Definición 2.6. Un subgrupo E de un grupo de Lie matricial G, se dice discreto si para
todo elemento A de E, existe un entorno U de A en G donde E no tiene elementos distintos
de A.

Lo que sigue también vale para cualquier grupo de Lie matricial pero nos enfocaremos
en el grupo que nos interesa para esta monografı́a:

SL(2,R) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠
∶ a,b,c,d ∈R y ad−bc = 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Con la noción de convergencia que dimos, el producto de matrices en SL(2,R), también
es una función continua ∗ ∶ SL(2,R)×SL(2,R) → SL(2,R). Esto es directo teniendo en
cuenta que cada entrada del producto es un polinomio en las entradas de las dos matrices
que estamos multiplicando.

Algo similar pasa al invertir las matrices : inv ∶ SL(2,R) → SL(2,R), donde A =
⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠
↦ A−1 =

⎛
⎝

d −b
−c a

⎞
⎠

.

Estas dos propiedades hacen de SL(2,R) lo que se llama un grupo topológico. Los
grupos topológicos son conjuntos con una topologı́a y una estructura de grupo compatibles,
esto significa que el producto y el inverso son funciones continuas. Sin haberlo hecho
explı́cito, identificamos M2(R) con R4, y le dimos a SL(2,R) la topologı́a heredada de la
norma usual en R4.
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2.2. SL(2,R) COMO GRUPO DE LIE 27

Proposición 2.7. Para H un subgrupo de SL(2,R), son equivalentes las siguientes afir-
maciones:

1. H no tiene puntos de acumulación en H.

2. H no tiene puntos de acumulación en SL(2,R).

3. Id es un punto aislado de H.

Demostración. Nos basamos en la continuidad del producto de matrices en SL(2,R).

1 implica 2: Supongamos que existen h ∈ SL(2,R) y {hk} una sucesión contenida
en H que converge a h. La sucesión hk ⋅h−1

k+1→ Id por lo que H tendrı́a un punto de
acumulación sobre sı́ mismo, contradiciendo 1.

Como H es un subconjunto de SL(2,R), 2 implica 1 trivialmente.

Como Id es un elemento de H, también es trivial que 1 implica 3.

Por último veremos que 3 implica 1. Si hk es una sucesión en H que converge a algún
elemento h de H, la sucesión hk ⋅h−1 converge a Id, por 3 entonces, debe haber algún
natural k0, para el cual hk ⋅h−1 = Id para cualquier k > k0. Por lo tanto la sucesión
debe ser eventualmente igual a h. Como cualquier sucesión convergente a h verifica
esto y h ∈H es cualquiera, H solo puede tener puntos aislados.

2.2. SL(2,R) como grupo de Lie

En la sección anterior hicimos referencia a los grupos topológicos, en donde interactúa
estructura de grupo del conjunto con su topologı́a. Pidiéndole más estructura al conjunto,
hablamos de grupos de Lie:

Definición 2.8. Un grupo de Lie es una variedad difereciable real o compleja, que tiene
una estructura de grupo de forma tal que el producto y los inversos son funciones suaves.

Observar que efectivamente los grupos de Lie son grupos topológicos. Si bien no es
obvio en general, es cierto que todo grupo de Lie matricial es un grupo de Lie. No es
inmediato probar que todo grupo de Lie matricial tiene estructura de variedad diferenciable,
aunque en el caso que nos interesa sı́ es sencillo. Por una prueba en el caso general, ver el
Teorema 1.19 de [H1].

Proposición 2.9. SL(2,R) es una variedad diferenciable de dimensión tres encajada en
M2(R).
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28 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE GRUPOS DE LIE

Demostración. Por definición, SL(2,R) = det−1({1}), siendo det la funcion que a cada
matriz le asocia su determinante.Como ya mencionamos antes, det es un polinomio en las
entradas de la matriz, por lo que es una función suave. Es directo chequear que el único
punto crı́tico es la matriz nula, que tiene determinante 0, por lo que 1 es un valor regular y
det−1({1}) es un variedad de dimensión tres encajada en M2(R).

Siendo variedades diferenciables, los grupos de Lie tienen sus espacios tangentes. El
tangente a un grupo de Lie en el neutro (para nosotros el elemento Id) es el álgebra de
Lie del grupo. Muchas cosas de un grupo de Lie se pueden estudiar a través de su álgebra
de Lie, ya que en un entorno de la Id, el grupo y su álgebra de Lie son difeomorfos, con la
ventaja de que el álgebra es un espacio vectorial.

Se puede ver que el álgebra de Lie de un grupo de Lie matricial G consiste en las
matrices X tales que etX pertenece a G para todo t real, donde eM denota la exponencial
de la matriz M. Enunciaremos a continuación algunas propiedades que usaremos. Si bien
valen en dimensión finita en general, por simplicidad nos restringimos a M2(R) que es el
caso que nos interesa.

Proposición 2.10. Sea M una matriz de M2(R) y eM su exponencial.

1. Si M =
⎛
⎝

λ1 0
0 λ2

⎞
⎠

, entonces eM =
⎛
⎝

eλ1 0
0 eλ2

⎞
⎠

2. Si M =
⎛
⎝

0 −a
a 0

⎞
⎠

, entonces eM =
⎛
⎝

cos(a) −sen(a)
sen(a) cos(a)

⎞
⎠

3. Si M = P ⋅X ⋅P−1, entonces eM = P ⋅eX ⋅P−1.

4. det(eM) = etr(M), siendo tr(M) la traza de M.

Del ı́tem 4, concluı́mos que el álgebra de Lie de SL(2,R) es el subespacio de las
matrices de traza cero, que denotamos por sl2. Es un subespacio vectorial de dimensión
tres en R4 y una posible base es la que forman los elementos:

X =
⎛
⎝

1 0
0 −1

⎞
⎠
, Y =

⎛
⎝

0 1
0 0

⎞
⎠
, Z =

⎛
⎝

0 0
1 0

⎞
⎠
.

De ahora en más será la única base de sl2 a considerar. En el álgebra de Lie sl2, tenemos
definido el corchete de Lie:

[ , ] ∶ sl2×sl2→ sl2 donde [A,B] = A ⋅B−B ⋅A.

Observar que [A,B] = 0 si y solo si A y B conmutan. Se puede chequar las siguientes
propiedades del corchete:
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[ , ] es lineal en las dos variables.

[A,B] = −[B,A]

[A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] = 0. Esta se conoce como la identidad de Jacobi.

Una subálgebra de Lie de sl2 es un subespacio vectorial invariante por el corchete de
Lie.

Es directo chequear que [X ,Y ] = 2Y , [X ,Z] = −2Z y [Y,Z] = X .

Enunciamos ahora un resultado importante para los grupos de Lie matriciales y de
particular interés para los que estudiaremos en esta monografı́a. Corresponde al Teorema
3.15 de [H1].

Teorema 2.11. Sea G un grupo de Lie matricial y g su álgebra de Lie. Sea h una subálgebra
de g. Entonces existe un único subgrupo de Lie cerrado y conexo H de G tal que h es su
álgebra de Lie. H consiste exactamente en los elementos de la forma

eX1 eX2 ... eXm

donde X1, ...,Xm pertenecen a h.

De aquı́ sacamos dos conclusiones inmediatas:

Corolario 2.12. Sea G un subgrupo de SL(2,R) y g su álgebra de Lie. Entonces:

Si dim g = 0 entonces la componente conexa de G que tiene a la identidad es {Id} y
(por la Proposición 2.7) G es discreto.

Si dim g = 3 entonces G = SL(2,R).

Para cada r > 0, estudiaremos el grupo Gr = ⟨Ar,R⟩, la clausura en SL(2,R) del grupo
generado por

Ar =
⎛
⎝

er/2 0
0 e−r/2

⎞
⎠

y R =
⎛
⎝

1√
2

−1√
2

1√
2

1√
2

⎞
⎠
.

NOTA: Por simplicidad llamamos ahora Gr a ⟨Ar,R⟩. A partir del capı́tulo 4, Gr pasará
a ser Gr = ⟨Ar,R⟩. Esto no deberı́a suponer ninguna confusión, ya que la clausura del
grupo no tendrá importancia fuera de este capı́tulo.

El resultado principal de la sección es el siguiente:

Teorema 2.13. Para cada r, Gr es discreto en SL(2,R) o es todo SL(2,R).

La demostración se basa en el Lema 2.14 que enunciamos a continuación. Demostra-
remos ahora el Teorema asumiéndolo y el resto de la sección estará dedicada a probar el
Lema.
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30 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE GRUPOS DE LIE

Lema 2.14. Para un subgrupo de Lie cerrado y conexo de SL(2,R) de dimensión uno o
dos, ocurre exactamente una de las siguientes:

Hay exactamente un punto en H que es fijo por todo el grupo.

Hay dos puntos en R∪{∞} fijos por todo el grupo.

Ahora la prueba del Teorema 2.13:

Demostración. Denotamos por C a la componente conexa de Gr que contiene a la Id y g

la subálgebra de Lie de sl2 que le corresponde. Teniendo en cuenta el Corolario 2.12, basta
probar que la dimensión de g no es uno ni dos.

Si g tiene dimensión uno o dos, el Lema 2.14 nos dice que C fija solo un punto en la
clausura de H o dos puntos en el borde.

Recordar del Lema 2.5 que C es normal en Gr. Por lo tanto, cualesquiera sean g ∈Gr y
h ∈C, g−1 ⋅h ⋅g fija los mismos puntos que h.

Si C fija un único punto z0, ya sea en el interior de H o en el borde, debe ser h ⋅g(z0) =
g ⋅h(z0) = g(z0) y por lo tanto g(z0) = z0. En este caso, z0 es fijo por todo el grupo Gr.

Si C fija dos puntos en el borde, razonando de la misma manera, un elemento g de Gr o
bien fija ambos puntos o bien los permuta.

Ninguna de las dos puede pasar:

La rotación R ni permuta dos elementos del borde ni tiene puntos fijos en el borde y Ar
no tiene puntos fijos en el interior. Absurdo.

Nos proponemos en lo que sigue probar el Lema 2.14. Este resultado es general de
SL(2,R), no depende de los grupos Gr que estudiamos en esta monografı́a. Discutiremos
según si la dimensión de la subálgebra de Lie es de dimensión uno o de dimensión dos.
Para dimensión uno veremos que cualquiera de las opciones puede pasar, es decir, el grupo
puede fijar un punto en el interior, un punto en el borde o dos puntos en el borde (Lema
2.15). En dimensión dos el grupo fija exactamente un punto en el borde (Lema 2.21).

2.2.1. Subálgebras de dimensión 1 de sl2

Una subálgebra de dimensión 1 es un subespacio generado por alguna matriz M de sl2.
En ese caso el subgrupo correspondiente es {etM}t∈R.

Lema 2.15. Si dim g = 1 y G = {etM}t∈R. Entonces:

1. Si det M ⩽ 0 los elementos de G tienen uno o dos puntos fijos en común en R∪{∞}.

2. Si det M > 0, G fija exactamente un punto en el interior de H.
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Demostración. El polinomio caracterı́stico de M queda pM(t) = t2+det M. Si det M < 0,
entonces M tiene dos valores propios reales diferentes ±λ y es diagonalizable. Tenemos
entonces que:

M = P
⎛
⎝

λ 0
0 −λ

⎞
⎠

P−1,

para alguna matriz real invertible P. La acción de las matrices reales invertibles preserva el
borde R∪{∞}. Concluı́mos para este caso que los elementos de G son de la forma

P
⎛
⎝

etλ 0
0 e−tλ

⎞
⎠

P−1

y fijan los puntos P(0) y P(∞).

Si M, que suponemos no nula, tiene determinante cero (y traza nula), su único valor
propio es cero y es conjugada a Y también por una matriz real invertible. Es decir:

M = P
⎛
⎝

0 1
0 0

⎞
⎠

P−1.

En este caso los elementos de G son de la forma:

etM = P
⎛
⎝

1 t
0 1

⎞
⎠

P−1,

y todos fijan P(∞).

Supongamos ahora que det M > 0. Como la subálgebra generada por M contiene a
todos sus múltiplos escalares podemos suponer que det M = 1. Por lo tanto M pertenece a
la intersección SL(2,R)∩sl2. Tenemos entonces que M es un elemento elı́ptico y por lo
tanto conjugada en SL(2,R) a una matriz de rotación. Como además M tiene traza cero el
coseno del ángulo de rotación debe ser cero. M es entonces conjugada a

R2 =
⎛
⎝

0 −1
1 0

⎞
⎠

o a su inversa por un elemento Q de SL(2,R). Supongamos que es a R2. Tenemos entonces:

tM =Q
⎛
⎝

0 −t
t 0

⎞
⎠

Q−1,

y su exponencial es:

etM =Q
⎛
⎝

cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

⎞
⎠

Q−1.

En este caso G es el grupo de matrices que fijan Q(i) en H.
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2.2.2. Subálgebras de dimensión 2 de sl2

Denotaremos por ⟨A,B⟩ a la subálgebra generada por {A,B}.

Lema 2.16. Las únicas subálgebras de sl2 de dimensión 2 que contienen a X son las
generadas por {X ,Y} y {X ,Z}. Además éstas dos subálgebras son conjugadas por un
elemento de SL(2,R).

Demostración. Para la base {X ,Y,Z} de sl2 el corchete verifica [X ,Y ] = 2Y, [X ,Z] = −2Z
y [Y,Z] = X . Supongamos entonces un vector v = αX +βY +γZ. Si la subálgebra contiene
a X y a v, debe contener también a los elementos [X ,v] y [X ,[X ,v]].

Calculamos:
[X ,v] = 2βY −2γZ

y
[X ,[X ,v]] = 4βY +4γZ.

Los tres vectores X ,[X ,v],[X ,[X ,v]] son linealmente dependientes si y solo si

det
⎛
⎝

1 0 0
0 2β −2γ

0 4β 4γ

⎞
⎠
= 0,

es decir si y solo si βγ = 0.

Para ver que ⟨X ,Y ⟩ y ⟨X ,Z⟩ son conjugadas, consideramos la matriz

B =
⎛
⎝

0 −1
1 0

⎞
⎠

y calculamos para una matriz de ⟨X ,Y ⟩:

⎛
⎝

0 −1
1 0

⎞
⎠
⎛
⎝

a b
0 −a

⎞
⎠
⎛
⎝

0 1
−1 0

⎞
⎠
=
⎛
⎝
−a 0
−b a

⎞
⎠
.

Como cualquier elemeto de ⟨X ,Z⟩ lo podemos obtener de esta manera, concluı́mos
entonces que

B⟨X ,Y ⟩B−1 = ⟨X ,Z⟩.

Proposición 2.17. La clase de conjugación de X por elementos de SL(2,R) son exacta-
mente las matrices de traza cero y determinante −1.

Demostración. El determinante y la traza se preservan por conjugación. Para ver que
cualquier matriz de determinante -1 y traza cero es conjugada a X , haremos un razonamiento
directo.
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Figura 2.1: La clase de conjugación de X en los ejes X ,Y y Z.

Para A =
⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠

una matriz de SL(2,R), calculamos:

⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠
⋅
⎛
⎝

1 0
0 −1

⎞
⎠
⋅
⎛
⎝

d −b
−c a

⎞
⎠
=
⎛
⎝

ad+bc −2ab
2cd −ad−bc

⎞
⎠
.

Sean r, p y q números reales de manera que
⎛
⎝

r p
q −r

⎞
⎠

tiene determinante −1, es decir −r2−

pq = −1. Buscamos entonces a,b,c y d de forma tal que ad −bc = 1, o equivalentemente
ad+bc = 1+2bc, y:

⎛
⎝

1+2bc −2ab
2cd −1−2bc

⎞
⎠
=
⎛
⎝

r p
q −r

⎞
⎠
.

Obtenemos las relaciones c = r−1
2b , a = −p

2b y d = q
2c =

bq
r−1 . Fijando cualquier b ≠ 0 y

usando que r2+ pq = 1, es directo chequear que ad−bc = 1 concluyendo la demostración.

Corolario 2.18. Cualquier subálgebra de dimensión dos de sl2 contiene un elemento
conjugado a X.

Demostración. Una subálgebra de dimensión dos es un plano por el origen que además es
invariante por el corchete. En la Figura 2.1 es claro que la clase de conjugación de X corta
cualquier plano por el origen y por lo tanto cualquier subálgebra de dimensión 2. Damos
otro argumento a continuación.

A menos de multiplicar por un escalar es suficiente encontrar, para cualquier subálgebra
de dimensión dos, un elemento con determinante negativo. Observar que para el elemento
αX +βY +γZ, el determinante queda −α2−βγ . Por ejemplo, si la subálgebra es el plano
⟨Y,Z⟩, el elemento Y +Z tiene determinante −1.
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Supongamos entonces que el plano está generado por dos vectores v1 =α1X +β1Y +γ1Z
y v2 =α2X +β2Y +γ2Z. Si alguno de los dos tiene coordenada según Z igual a cero y según
X no nula, su determinante es −α2

i y obtenemos lo que querı́amos. Si no, consideramos
v1− γ1

γ2
v2 y este vector tiene coordenada según Z nula. Si su primer coordenada es no nula

ganamos. De lo contrario, el plano tiene al elemento Y . En ese caso consideramos también
el vector v1− β1

β2
v2, que tiene coordenada según Y nula. De nuevo, si la coordenada según

X es no nula tenemos el resultado, y si es cero entonces conseguimos Z y la subálgebra es
⟨Y,Z⟩, para la cual ya vimos que vale el resultado.

Corolario 2.19. Cualquier subálgebra de sl2 de dimensión 2 es conjugada a ⟨X ,Y ⟩.

Demostración. Sea g una subálgebra de dimensión dos. Por el corolario anterior existe
M ∈ g tal que M =Q ⋅X ⋅Q−1 para algún Q ∈ SL(2,R). Por lo tanto, Q−1gQ es una subálgebra
de dimensión 2 de sl2 que tiene a X . Por el Lema 2.16 debe ser entonces ⟨X ,Y ⟩ o ⟨X ,Z⟩,
que también son conjugadas entre ellas.

Lema 2.20. Supongamos M una matriz de sl2 que pertenece al plano ⟨X ,Y ⟩. Entonces eM

fija ∞ y posiblemente otro punto en R∪{∞}.

Demostración. Supongamos M = αX +βY . El determinante queda −α2 ⩽ 0 y vale la
demostración del primer item del Lema 2.15.

Lema 2.21. El subgrupo asociado a una subálgebra g de dimensión dos de sl2 según la
correspondencia del Teorema 2.11 fija exactamente un punto en R∪{∞}.

Demostración. Sabemos que g = Q⟨X ,Y ⟩Q−1 para alguna matriz Q ∈ SL(2,R). Sea G el
subgrupo asociado a g. Según el Teorema 2.11 y aplicando la propiedad de la exponencial de
una matriz para la conjugación, los elementos de G son de la forma g = QeM1eM2 ...eMkQ−1

para ciertas matrices M1, ...,Mk ∈ ⟨X ,Y ⟩ (y misma Q). Por el Lema 2.20 los elementos eMi

fijan ∞. Por lo tanto Q(∞) es fijo por g.

Para ver que no puede haber otro punto fijo común a todo el grupo, basta considerar la
matriz

et(X+Y) =
⎛
⎝

et t
0 e−t

⎞
⎠
.

Para cualquier t no nulo, la matriz anterior tiene como único punto fijo a ∞, y sus elementos
correspondientes Qet(X+Y)Q−1 de G tienen como único punto fijo a Q(∞).

Observación 2.22. Si bien para nuestro análisis el Lema anterior ya es suficiente, notamos
lo siguiente:

Cualquier matriz de SL(2,R) que fija ∞ es triangular superior, es decir, de la forma
eM para alguna matriz M ∈ ⟨X ,Y ⟩. Como la acción de SL(2,R) en el borde es transitiva
concluı́mos una especie de recı́proco del Lema anterior:

Dado un punto del borde, el conjunto de matrices de SL(2,R) que fijan dicho punto es
un subgrupo de dimensión 2.
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Capı́tulo 3

Preliminares de PSL(2,R)

Cualquier matriz de SL(2,R) actúa en H por la misma transformación de Möbius que
su opuesta. Por lo tanto ambas se identifican con la misma isometrı́a del plano hiperbólico.
El cociente que resulta de identificar cada matriz con su opuesta se denomina

PSL(2,R) = SL(2,R)/{±Id}.

Este espacio hereda la estructura de grupo de SL(2,R), la topologı́a cociente y queda
definida también su acción en H por transformaciones de Möbius.

La norma de Frobenius en SL(2,R), es la que hereda como subconjunto de R4, y será
la única norma en SL(2,R) a considerar en esta monografı́a. Una matriz

M =
⎛
⎝

a b
c d

⎞
⎠

tiene norma de Frobenius:
∣∣M∣∣ =

√
a2+b2+c2+d2.

Observar que M y −M tienen igual norma, por lo que queda definida para una matriz de
PSL(2,R). Sin embargo la distancia ∣∣A−B∣∣ sı́ depende de los representantes. Para obtener
una distancia podemos tomar para A,B ∈ PSL(2,R):

∣∣A−B∣∣ =mı́n{∣∣X −Y ∣∣ ∶ X = ±A, Y = ±B ∈ SL(2,R)}.

Definición 3.1. Un subgrupo Γ de PSL(2,R) se dice Fuchsiano si es discreto en la
topologı́a de PSL(2,R). Es decir que su preimagen por la proyección cociente es un
conjunto discreto en SL(2,R).

Observar que vale el resultado 2.7 para subgrupos de PSL(2,R) y nos permite probar:

Proposición 3.2. Sea H es un subgrupo de ı́ndice finito en G. Si H es un grupo Fuchsiano,
G también.
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Demostración. Supongamos G un subgrupo de PSL(2,R) y H ⩽ G de forma que G =
H ⊍g1 ⋅ H ⊍ ...⊍gn ⋅H. Como hay finitas coclases, para ver que G es discreto, basta ver que
elementos de una coclase no acumulan. Entonces una sucesión de la forma

{gi ⋅hk}k∈N ⊂ gi ⋅H

acumula si y solo si
{hk}k∈N ⊂H

acumula en SL(2,R). Concluı́mos por la proposición 2.7.

En el Teorema 1.12, vimos que PSL(2,R) es isomorfo (como grupo) a los automorfis-
mos de H. Después definimos la métrica hiperbólica de manera que fuera invariante por
la acción de PSL(2,R) en el tangente. Podrı́amos haber empezado al revés, definiendo
la métrica hiperbólica y estudiar qué transformaciones la preservan. Se puede ver que el
grupo de isometrı́as de H con la métrica hiperbólica está generado por PSL(2,R) y la
transformación z↦−z. PSL(2,R) es un subgupo de ı́ndice 2 en el grupo de isometrı́as. El
punto es que esa función es un mapa anti-conforme de H: preserva el valor absoluto de
los ángulos pero cambia el signo. Decimos entonces que PSL(2,R) se identifica con las
isometrı́as de H que preservan orientación. Una posible referencia para más detalles es
[K]

Observamos que como tr(A)=−tr(−A) y det(A)=det(−A), las funciones ∣tr(A)∣, tr(A)2

y det(A) quedan definidas para su clase de equivalencia en PSL(2,R). Por lo tanto la clasi-
ficación de la sección 1.5 vale en PSL(2,R): Un elemento tiene el mismo tipo (hiperbólico,
elı́ptico o parabólico) que sus dos representantes en SL(2,R).

3.1. Acción discontinua.

En esta sección veremos cómo la topologı́a de PSL(2,R) y en particular de los grupos
fuchsianos pasa a las órbitas.

Definición 3.3. Sea M un espacio topológico y G un grupo actuando en M. Para x ∈M la
G−órbita de x es {g ⋅x ∶ g ∈G}.

Definición 3.4. Un grupo G actúa discontinuamente en M si cualquier compacto K de
M contiene a lo sumo finitos elementos de cualquier G−órbita.

Lema 3.5. Si K es un compacto de H, z0 ∈H y Γ un subgrupo de PSL(2,R), el conjunto
KΓ = {γ ∈ Γ ∶ γ ⋅ z0 ∈K} es compacto en PSL(2,R).

Demostración. La topologı́a en PSL(2,R) es la topologı́a cociente dada por la proyección

ψ ∶ SL(2,R) → PSL(2,R) ∶ ( a b
c d

)↦ T, donde T(z) = az+b
cz+d

.

Basta ver que ψ−1(KΓ) es cerrado y acotado en R4.
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Consideremos el mapa continuo

β ∶ SL(2,R) →H ∶ ( a b
c d

)↦ az0+b
cz0+d

.

Entonces ψ−1(KΓ) = β−1(K) y es cerrado. Para ver que es acotado, supongamos

( a b
c d

) ∈ψ
−1(KΓ).

Como K es compacto en H existen constantes M1 y M2 positivas que no dependen de
a,b,c y d, tales que ∣az0+b∣

∣cz0+d∣ ⩽ M1 y Im(az0+b
cz0+d ) =

Im(z0)

∣cz0+d∣2 ⩾ M2. De la segunda desigualdad
concluimos que c y d están acotados. Entonces

∣az0+b∣ ⩽M1 ⋅
√

Im(z0)
M2

y por lo tanto a y b también están acotados.

Proposición 3.6. Supongamos que un subgrupo Γ de PSL(2,R) actúa discontinuamente
en H. Entonces todo punto z0 ∈H tiene un entorno en el que todo punto distinto de z0 tiene
estabilizador trivial.

Demostración. Supongamos que existe una sucesión {zn}n⩾1 ⊂H de elementos distintos y
{γn}n⩾1 ⊂ Γ, tales que γn ⋅ zn = zn→ z0. Para n suficientemente grande ρ(zn,z0) < ε . Con la
desigualdad triangular y la invarianza de la métrica obtenemos:

ρ(γn ⋅ z0,z0) ⩽ ρ(γn ⋅ z0,γn ⋅ zn)+ρ(γn ⋅ zn,z0) = 2ρ(z0,zn) < 2ε.

Por otro lado, como la acción de Γ es discontinua y B3ε(z0) es un compacto, para n
suficientemente grande ρ(γn ⋅ z0,z0) > 3ε. Absurdo.

Corolario 3.7. Si Γ actúa discontinuamente en H, los puntos fijos de elementos de Γ son
aislados.

Teorema 3.8. Sea Γ un subgrupo de PSL(2,R). Γ es un grupo Fuchsiano si y solo si su
acción en H es discontinua.

Demostración. Supongamos Γ Fuchsiano, z0 ∈ H y K un compacto de H. El conjunto
{γ ∈ Γ ∶ γ ⋅ z0 ∈ K} ⊂ PSL(2,R) es finito por ser intersección de un compacto con un
conjunto discreto. Por lo tanto la acción de Γ en H es discontinua.

Para probar la otra dirección, supongamos que Γ no es discreto pero actúa discontinua-
mente en H. Sea z0 ∈H con estabilizador trivial (3.6). Si γk ∈ Γ es tal que γk → Id con k,
entonces γk ⋅ z0 → z0 y son todos puntos distintos. Entonces la acción no es discontinua.
Absurdo.
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3.2. Acción de PSL(2,R) en el tangente unitario.

Si M representa el semiplano superior o el disco de Poincaré, el tangente unitario
respectivo es

T 1M = {(p,v) ∶ p ∈M y v ∈ TpM de norma hiperbólica 1}.

En cualquiera de los dos casos T 1M es homeomorfo a M×S1 (un toro sólido!). Con la
métrica hiperbólica en H, queda:

T 1H = {(z,v) ∈H×C ∶ ∣v∣ = Im(z)}.

Si A es un elemento de SL(2,R) su acción en el tangente unitario es

A ⋅ (p,v) = ( fA(p), f ′A(p) ⋅v),

donde fA representa la transformación de Möbius asociada.

Esta acción pasa al cociente PSL(2,R). Supongamos un elemento A ∈ PSL(2,R) tal
que A ⋅(z,v) = (z,v). Por fijar z ∈H, A es una rotación alrededor de z, y como fija v el ángulo
de rotación es cero. Concluimos que los estabilizadores de esta acción son todos triviales:
decimos que esta acción es libre.

En 1.13 probamos que la acción de PSL(2,R) en H es transitiva. Supongamos (z,v)
un punto-vector de T 1H y consideremos una matriz cuya acción manda (z,v) ↦ (i,w).
Si componemos ahora con una rotación con centro en i el punto base queda fijo y w
rota. Tomamos una rotación que mande w en i. Por lo tanto podemos llevar cualquier
punto-vector (z,v) en (i, i) y la acción de PSL(2,R) en T 1H es transitiva.

Como PSL(2,R) actúa libre y transitivamente probamos lo siguiente:

Proposición 3.9. PSL(2,R) es homeomorfo a T 1H con la identificación:

A ∈ PSL(2,R) ↦ fA ⋅ (i, i).

Fijado un punto-vector (z,v) del tangente unitario, nos interesan (a menos de inversos)
dos movimientos: Mover z una cierta distancia r por la geodésica de dirección v (que
llamamos el transporte paralelo de (z,v) de paso r) y rotar v noventa grados en sentido
horario fijando z. Si (z,v) = (i, i) estos movimientos están dados respectivamente por la
acción de las matrices:

Ar = ( er/2 0
0 e−r/2 ) y R = (

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

).

A un (z,v) arbitrario lo escribimos como M ⋅ (i, i) para alguna matriz M de PSL(2,R).
Realizar algún movimiento sobre (z,v) corresponde a realizarlo sobre (i, i) y aplicarle M a
lo que resulta. Esto se corresponde con la multiplicación a derecha de las matrices.
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A modo de ejemplo, supongamos que queremos transportar paralelamente (z,v) y luego
rotar el vector tangente. Si denotamos por (z1,v1) al punto-vector resultante, entonces:

(z1,v1) =M ⋅Ar ⋅R ⋅ (i, i).

La acción de Ar ⋅R será de particular interés para nosotros.
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Capı́tulo 4

El problema: Caminatas de ángulo
recto en el plano hiperbólico.

Estamos ahora en condiciones de enunciar precisamente el problema a estudiar en esta
monografı́a:

Para cada distancia de avance r > 0, consideramos las matrices

Ar = ( er/2 0
0 e−r/2 ) y R = (

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

).

Nos proponemos determinar para qué valores el grupo generado por ambas

Gr = ⟨Ar, R⟩

es discreto en PSL(2,R).

Algunas consideraciones generales:

En 2.13 concluimos que la clausura de Gr en SL(2,R) no puede tener dimensión
uno ni dos. Si la clausura tiene dimensión cero, Gr es discreto y si tiene dimensión
tres Gr es denso en SL(2,R). Por lo tanto lo mismo vale en el cociente PSL(2,R).

Si la órbita por Gr de algún punto acumula en H, la acción no es discontinua, Gr
no es discreto y por lo tanto es denso. En particular no podemos acumular en H sin
acumular en todo el tangente unitario.
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CAPÍTULO 4. EL PROBLEMA: CAMINATAS DE ÁNGULO RECTO EN EL PLANO

HIPERBÓLICO.
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Distancias de avance pequeñas

Probamos en este capı́tulo que si la distancia de avance es cercana a cero, entonces el
grupo Gr correspondiente no es un grupo Fuchsiano y por lo tanto es denso en PSL(2,R).

5.0.1. Propiedad de contracción de los conmutadores en SL(2,R)

En un grupo G, se define el conmutador de dos elementos g1 y g2 de G como

[g1,g2] = g1 ⋅g2 ⋅g−1
1 ⋅g−1

2 .

NOTA: Usamos el mismo sı́mbolo para el conmutador en SL(2,R) que para el corchete
de Lie en sl2, pero este último ya no aparecerá en lo que resta de esta monografı́a.

Lema 5.1. Existe un entorno U de la identidad en SL(2,R), tal que dados dos elementos
A, B ∈U, ∣∣[A,B]− Id∣∣ ⩽ 1

2min{∣∣A− Id∣∣, ∣∣B− Id∣∣}.

Demostración. Para cualquier par de matrices A, B de SL(2,R), se tiene:

[A,B]−Id =ABA−1B−1−Id =(AB−BA)A−1B−1 =((A−Id)(B−Id)−(B−Id)(A−Id))A−1B−1.

Sean α = ∣∣A− Id∣∣ y β = ∣∣B− Id∣∣ y supongamos que son menores o iguales a uno.

De lo anterior, conseguimos la desigualdad,

∣∣[A,B]− Id∣∣ ⩽ 2αβ ⋅ ∣∣A−1∣∣ ⋅ ∣∣B−1∣∣.

Observando que ∣∣A−1∣∣ = 1
∣detA∣ ⋅ ∣∣A∣∣ = ∣∣A∣∣ ⩽ ∣∣A− Id∣∣ + ∣∣Id∣∣ = α +

√
2, y análogamente

con B, obtenemos:

∣∣[A,B]− Id∣∣ ⩽ 2αβ ⋅ (α +
√

2)(β +
√

2) ⩽ αβ ⋅2(1+
√

2)2.

Por lo tanto, si A y B pertenecen al entorno U = {X ∈ SL(2,R) ∶ ∣∣X − Id∣∣ < (2(1+√
2))−2 ≈ 0,2071} verifican lo que afirmábamos.
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Probamos ahora el resultado principal del capı́tulo:

Lema 5.2. Si la distancia de avance es pequeña, Gr es denso en PSL(2,R).

Demostración. Por definición, un grupo discreto de PSL(2,R) es la imagen de un grupo
discreto de SL(2,R) por la proyección al cociente SL(2,R)/{±Id}. Veremos que los
representantes de Gr en SL(2,R), para r pequeño deben acumular en la identidad y
concluiremos por 2.7.

Usamos la misma notación para los elementos y subgrupos de PSL(2,R) que para sus
representantes en SL(2,R).

Consideramos entonces r suficientemente cerca de 0 para que los elementos Ar y
R ⋅Ar ⋅R−1 pertenezcan al entorno de Id en SL(2,R) donde el el conmutador contrae (Lema
5.1), y el subgrupo H de Gr que generan estos dos elementos.

Supongamos que Gr es discreto. Entonces H también lo es y podemos considerar un
elemento M de H que minimice la distancia a Id, con respecto al resto de los elementos
(no triviales) de H. Afirmamos que un tal elemento debe pertener al centro de H.

Como los generadores de H pertenecen al entorno contractivo, debe ser [Ar,M] =
[R ⋅Ar ⋅R−1,M] = Id y por lo tanto M conmuta con todos los elementos de H. El Lema 1.28
nos dice que solo la identidad puede conmutar con Ar y R ⋅Ar ⋅R−1.

Conocemos otras formas de probar el Lema 5.2. En la sección siguiente damos otra
alternativa y en el Apéndice 1 una tercera.

5.1. Desigualdad de Jørgensen

El resultado de esta sección muestra que dos elementos de PSL(2,R) que generan un
grupo Fuchsiano no elemental no pueden estar muy cerca de la identidad.

Definición 5.3. Un Grupo Fuchsiano G se dice elemental si existe una G−órbita finita en
H∪R∪{∞}.

Observación 5.4. Los grupos Gr que nos interesan no son elementales: Para cualquier
punto z de H∖{0,∞}, el conjunto {An

r ⋅z}n es infinito. Por lo tanto {An
r ⋅R ⋅0}n y {An

r ⋅R ⋅∞}
también.

Proposición 5.5. (Desigualdad de Jørgensen) Sean A,B ∈ PSL(2,R), tales que el grupo
generado por ellos G = ⟨A,B⟩ es un grupo Fuchsiano no elemental. Entonces

∣tr(A)2−4∣ + ∣tr(ABA−1B−1)−2∣ ⩾ 1.

Además la cota es óptima.

Demostración. La prueba de la proposición ası́ enunciada se puede encontrar en [K]. El
resultado original aparece en el artı́culo de Jørgensen [J].
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En las referencias mencionadas se dan ejemplos donde se verifica la igualdad. A
continuación obtenemos un ejemplo en el contexto de esta monografı́a que también la
verifica.

Corolario 5.6. Existe ε > 0 tal que para todo r < ε el grupo Gr es denso en PSL(2,R).

Demostración. Basta determinar para cuáles valores de r se verifica

∣tr(Ar)2−4∣ + ∣tr(ArRA−1
r R−1)−2∣ < 1

siendo Ar =
⎛
⎝

e
r
2 0

0 e−
r
2

⎞
⎠

y R =
⎛
⎝

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

⎞
⎠

.

Es directo chequear que la traza del conmutador [Ar,R] = ArRA−1
r R−1 es tr(Ar)

2

2 . Obser-
vando que la función er +e−r > 2 ∀r > 0 otenemos:

∣tr(Ar)2−4∣ + ∣tr(ArRA−1
r R−1)−2∣ = er +e−r +2−4+∣e

r +e−r +2
2

−2∣.

De la expresión anterior se obtiene que

∣tr(Ar)2−4∣ + ∣tr(ArRA−1
r R−1)−2∣ < 1

para todo r < cosh−1(4/3) ≈ 0,79536 y en el caso r = cosh−1(4/3) se verifica la igualdad.
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Capı́tulo 6

Valores intermedios I.

6.1. Motivación:

Cualquier isometrı́a de PSL(2,R) se puede escribir como una composición de dos
simetrı́as axiales. Además hay cierta libertad para elegir los ejes de tales simetrı́as. En el
Capı́tulo 7 de [B] se puede encontrar la construcción general, según si la matriz es elı́ptica,
parabólica o hiperbólica. El resultado es el siguiente:

Una isometrı́a de PSL(2,R) se escribe como una composición de dos simetrı́as axiales
s1 y s2 que tiene por ejes respectivos a las geodésicas r1 y r2, según el tipo de la matriz.

Si la matriz es elı́ptica sabemos que es una rotación alrededor de un punto fijo. En
ese caso r1 y r2 se cortan en el punto fijo con un ángulo igual a la mitad del ángulo
de rotación.

Si la matriz es parabólica es una traslación por los horociclos de cierto punto del
borde fijo. En este caso r1 y r2 comparten un punto en el borde y este es el punto fijo
de la matriz. Además r1 y r2 cortan a 90 grados los horociclos.

Si la matriz es hiperbólica es una traslación por alguna geodésica. Para este caso
r1 y r2 son perpendiculares al eje de traslación y lo cortan a una distancia igual a
la mitad de la distancia de traslación.

Observar que en cualquier caso, dada la matriz, tenemos infinitas opciones para elegir
la geodésica r1, pero una vez elegida, si queremos escribir la transformación como s2 ⋅ s1,
la segunda queda determinada.

Nos concentraremos ahora en las matrices que generan los grupos que estudiamos aquı́:

Ar =
⎛
⎝

e
r
2 0

0 e−
r
2

⎞
⎠

y R =
⎛
⎝

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

⎞
⎠
.
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Ar es un elemento hiperbólico de PSL(2,R) y como tal, lo podemos escribir como
producto de dos simetrı́as axiales s2 ⋅ s1 con ejes disjuntos. Fijado r > 0, s1 será la simetrı́a
que tiene por eje a la geodésica [−1,1] ⊂H. En el modelo del disco de Poincaré, esta
geodésica corresponde al diámetro [i,−i]. La simetrı́a s2 la elegimos de manera que tenga
por eje a la geodésica perpendicular a [0,∞] por el punto e

r
2 ⋅i (el punto medio del segmento

[i,er ⋅ i]).

(a) Ar = s2 ⋅ s1. (b) R = s1 ⋅ s3.

Para la matriz de rotación R, las simetrı́as a elegir serán s1 como antes y s3 la que tiene
por eje a la geodésica que corta [0,∞] a -45 grados en el punto i. De esta manera queda
R = s1 ⋅ s3. En el modelo del disco, esta geodésica es el diámetro {(x,y) ∈D ∶ y = −x}.

Como s2
1 = Id, obtenemos que Ar ⋅R = s2 ⋅ s3.

Figura 6.2: Ar ⋅R = s2 ⋅ s3.

De las geodésicas que elegimos, la que varı́a según el valor de r es el eje de s2. Para
r ≈ 0, los ejes de s2 y s3 se cortan cerca del punto i ∈H. A medida que r aumenta, el punto
de intersección se aleja hacia el borde hasta que las dos geodésicas dejan de cortarse en el
interior de H. En términos de la matriz Ar ⋅R nos dice que para valores pequeños de r, Ar ⋅R
es elı́ptica, que hay un valor crı́tico que llamaremos r∞ en que las geodésicas ’se cortan’
en un punto del borde y Ar∞ ⋅R es parabólica. Para valores mayores Ar ⋅R es hiperbólica.
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6.2. El valor crı́tico r∞.

Teniendo en cuenta la discusión anterior sobre Ar ⋅R obtenemos el valor crı́tico como
sigue:

Dado r > 0,

Ar ⋅R =
⎛
⎝

e
r
2 0

0 e−
r
2

⎞
⎠
⋅
⎛
⎝

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

⎞
⎠
= 1√

2

⎛
⎝

e
r
2 −e

r
2

e−
r
2 e−

r
2

⎞
⎠
,

y su traza es

tr(Ar ⋅R) = e
r
2 +e−

r
2

√
2

∈ (
√

2,+∞).

El mı́nimo tr(Ar ⋅R) =
√

2 se alcanza solo en r = 0.

Tenemos que Ar ⋅R es elı́ptico si y solo si tr(Ar ⋅R) < 2.

Si denotamos por λ a e
r
2 , Ar ⋅R es elı́ptico si y solo si:

λ +λ
−1 < 2

√
2.

Debe ser entonces
√

2−1 < λ <
√

2+1 de donde:

log(
√

2−1) < 0 < r
2
< log(

√
2+1).

Solo nos interesan valores positivos para r. Definimos entonces:

r∞ = 2 ⋅ log(
√

2+1)

El panorama es entonces:

Ar ⋅R es elı́ptico sii r ∈ (0,r∞)

Ar ⋅R es parabólico sii r = r∞

Ar ⋅R es hiperbólico sii r ∈ (r∞,+∞).

Tanto este capı́tulo como el siguiente están dedicados a analizar el primer caso.

6.3. Si Ar ⋅R rotación irracional...

Consideraremos ahora muchos de los valores r < r∞ para lo cuales veremos que el
grupo Gr es denso. Siendo Ar ⋅R elı́ptico, es una rotación alrededor de algún punto ω
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de H. Si no tiene orden finito, la órbita de cualquier punto z0 ≠ ω es densa en el cı́rculo
{z ∶ ρ(z,ω) = ρ(z0,ω)}.

Por lo tanto para estos valores de r el grupo Gr es denso en PSL(2,R).

Estos valores para r son un conjunto denso en el intervalo (0,r∞): Escribimos:

Ar ⋅R = P−1 ⋅
⎛
⎝

cos(θ) −sen(θ)
sen(θ) cos(θ)

⎞
⎠
⋅P,

donde P ⋅ i es el punto fijo de Ar ⋅R y θ el ángulo de rotación.

Ar ⋅R tiene orden infinito si y solo si θ es un múltiplo irracional de 2π . En términos de
r tenemos:

2 ⋅cos(θ) = tr(Ar ⋅R) = e
r
2 +e−

r
2

√
2

.

Dividiendo por
√

2, queda:

√
2 ⋅cos(θ) = cosh( r

2
),

de donde:

r = 2 ⋅cosh−1(
√

2 ⋅cos(θ)).

Los valores de r obtenidos pertenecen al intervalo (0,2 ⋅cosh−1(
√

2)). Como vimos
en la sección 1.4, 2 ⋅cosh−1(

√
2) = 2 ⋅ log(1+

√
2) = r∞. Por ser imágenes por una función

continua de un conjunto denso en el dominio, los valores de r para los cuales Ar ⋅R es una
rotación irracional son un conjunto denso en (0,r∞).

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



Capı́tulo 7

Valores intermedios II: Embaldosados
por polı́gonos de ángulos rectos.

En este capı́tulo, los casos restantes para r ∈ (0,r∞). Para algunos, el grupo Gr = ⟨Ar,R⟩
es discreto y otros que son densos. Los discretos preservan embaldosados del plano
hiperbólico por polı́gonos regulares con ángulos interiores de 90 grados. Estos serán los
tratados en las primeras secciones. Observar que en el plano euclı́deo, la única posibilidad
es embaldosarlo por cuadrados, no importa cuál sea la distancia de avance. Veremos que
en H para cada p ⩾ 5, hay una única distancia de avance rp tal que la órbita del punto i por
el grupo Grp es el conjunto de vértices de un embaldosado por p−ágonos regulares de 90
grados.

Por lo visto en el capı́tulo anterior, para los valores 0 < r < r∞, Ar ⋅R es una rotación
en H. Queda por analizar el caso en que sea una rotación de orden finito. Como antes,
denotamos por θ al ángulo de rotación de Ar ⋅R. Los grupos que preservan los embaldosados
corresponden a las rotaciones primitivas: Cuando θ = 2π

p , con p ∈Z.

7.1. Ar ⋅R rotación primitiva.

La herramienta principal es un resultado clásico de grupos Fuchsianos debido a Poin-
caré. En este capı́tulo enunciamos una versión (Teorema 7.5) que bastará en nuestro
contexto.

Antes, hacemos mas precisos algunos términos.

Definición 7.1. Un subconjuto cerrado y convexo P de H es un polı́gono si su frontera en
H es una unión localmente finita de segmentos geodésicos. Los segmentos geodésicos son
los lados del polı́gono P. A los puntos de intersección de dos o más lados de un polı́gono
les llamamos vértices.

Para nosotros solo serán de interés los polı́gonos compactos.

51



52
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DE ÁNGULOS RECTOS.

Observación 7.2.

Es directo de la definición que la imagen de un polı́gono por una isometrı́a de H es
un polı́gono.

Un polı́gono compacto tiene finitos lados.

Definición 7.3. Un subconjunto D ⊂H es un dominio fundamental para un grupo Fuch-
siano Γ si:

D es abierto y conexo

para cualquier z ∈H, D∩(Γ ⋅ z) ≠ ∅ y

D∩γ (D) = ∅ ∀γ ∈ Γ∖{Id}.

Un dominio fundamental genera un embaldosado de H, es decir una colección de
subconjuntos cuya unión es todo H y la intersección de cualesquiera dos, si no es vacı́a
está contenida en su frontera. Si D es un dominio fundamental para Γ, la órbita de D por Γ

es un embaldosado de H.

Referimos ahora al Apéndice 2, donde probamos que un grupo Fuchsiano siempre
tiene un dominio fundamental que es el interior de un polı́gono. Asumiendo ese hecho,
definimos, para P un polı́gono fundamental de un grupo Fuchsiano Γ:

Definición 7.4. Un ciclo elı́ptico es una clase de equivalencia de vértices de P para la
relación v1 ∼ v2 si ambos están en la misma Γ - órbita.

Denotaremos por θv al ángulo del polı́gono P en el vértice v y si ε = {v1,v2, ...,vn} es
un ciclo elı́ptico en P, definimos:

θε = θv1 + ...+θvn .

Enunciamos ahora el Teorema de Poincaré en una versión que se puede encontrar
en [dR]. Remarcamos que este resultado tiene versiones mas generales, por ejemplo
admitiendo que el polı́gono en cuestión tenga infinitos lados y vértices en el borde. En [M]
se prueba una versión (que pretende ser) elemental en términos de superficies hiperbólicas
y una generalización a dimensión tres.

Teorema 7.5. . Sea P un polı́gono compacto de H con una colección de isometrı́as
0asociada que aparean los lados de P de manera que ningún lado se aparea con sı́ mismo
y tal que el interior de P es disjunto de sus imágenes. Supongamos que para todo ciclo
elı́ptico ε se tiene que θε es de la forma 2π

k con k ∈Z (dependiente de ε). Entonces el grupo
generado por las transformaciones de P es un grupo Fuchsiano y el interior de P es un
dominio fundamental para el grupo.
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7.1. AR ⋅R ROTACIÓN PRIMITIVA. 53

Con esta versión del Teorema de Poincaré, generaremos los embaldosados por polı́go-
nos regulares. Fijamos p ∈N. Consideremos el triángulo en H, de ángulos α = 2π

p y β = γ = π

4 .
Denotamos por a,b y c a los lados opuestos respectivos. Por Gauss-Bonnet sabemos que
podemos construir el triángulo anterior solo si p es mayor o igual que 5. Además es único a
menos de isometrı́as, por lo que la longitud de cada lado ya está determinada. Mas adelante
calcularemos cuánto debe ser cada una.

Figura 7.1: Etiquetado de los lados del polı́gono P.

En el triángulo anterior consideraremos el punto medio del lado a como un vértice
adicional y dividiremos a en los dos segmentos que determina. Esto es necesario porque
una de las transformaciones que consideraremos permutará estos dos segmentos, y Poincaré
nos pide que ningún lado se asocie con sı́ mismo.

Por lo tanto, consideraremos a P como un cuadrilátero de vértices {v0,v1,v2,v3} con
ángulos interiores 2π

p , π

4 ,π y π

4 respectivamente.

Figura 7.2: Las transformaciones σ1 y σ2

Las transformaciones asociadas serán σ1 la rotación de ángulo 2π

p alrededor de v0 y σ2

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



54
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DE ÁNGULOS RECTOS.

la rotación de ángulo π alrededor de v2. Orientando los lados positivamente (en sentido
antihorario), observamos:

σ1([v3,v0]) = [v0,v1]−1 y

σ2([v2,v3]) = [v1,v2]−1,

donde s−1 representa el lado s con la orientación opuesta.

Hay tres ciclos elı́pticos para P con estas identificaciones: {v0},{v2} y {v1,v3} con
ángulos respectivos 2π

p ,π y π

2 . Por el Teorema de Poincaré el grupo de isometrı́as generado
por σ1 y σ2 es un grupo Fuchsiano y el cuadrilátero construı́do es un dominio fundamental
para el grupo.

Los puntos {v3, σ1 ⋅v3 = v2, σ2
1 ⋅v3, ..., σ

p−1
1 ⋅v3} son los vértices de un p−ágono regu-

lar. La figura 7.3 muestra la construcción de un pentágono regular en el disco hiperbólico.

El embaldosado de H por p−ágonos regulares aparece como la órbita del vértice v3 por
todo el grupo ⟨σ1,σ2⟩.

7.1.1. Cálculo de los lados.

Nos proponemos dar ahora el cálculo explı́cito de las distancias correspondientes.
Ya observamos antes, que fijado p, las dimensiones del dominio P construı́do quedan
determinadas.

Según la segunda ley del coseno (Ver la sección 1.4), tenemos:

cos
⎛
⎝

2π

p
⎞
⎠
= − cos

⎛
⎝

π

4
⎞
⎠
⋅cos

⎛
⎝

π

4
⎞
⎠
+ sen

⎛
⎝

π

4
⎞
⎠
⋅ sen

⎛
⎝

π

4
⎞
⎠
⋅cosh(a)

de donde:

a = cosh−1⎛
⎝

1+2 ⋅cos
⎛
⎝

2π

p
⎞
⎠
⎞
⎠
.

A partir de ahora, para cada p denotaremos por rp al valor de a obtenido en la fórmu-
la anterior. Una vez mas podemos mostrar que no hay un embaldosado por cuadrados
(cuadriláteros de ángulos rectos) del plano hiperbólico:

Si tomamos p = 4 el lado correspondiente debe medir r4 = 0.

Con la misma regla obtenemos la medida de los lados b y c:

b = c = cosh−1⎛
⎝

1+cos(2π

p )

sen(2π

p )

⎞
⎠
.
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Figura 7.3: Ejemplo: Embaldosado por pentágonos del disco.
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DE ÁNGULOS RECTOS.

7.1.2. Los grupos Grp como caminatas de ángulos rectos.

En esta sección enmarcaremos la construcción anterior al contexto en el que estamos
trabajando. Mas especı́ficamente, para cada p veremos que el grupo generado por σ1 y σ2
corresponde al grupo Grp = ⟨Arp,R⟩.

Con la notación de las secciones anteriores, tomamos el vértice v3 como el punto i ∈H
y el lado a como un segmento de la geodésica por i con dirección i (la geodésica [0,∞]).
En el modelo del disco de Poincaré, el punto-vector correspondiente es (0, 1

2) (ver Obs
1.17).

En la sección anterior calculamos el valor de rp, que corresponde a la distancia entre
v3 y v1. Recordamos que σ1 es la rotación de ángulo 2π

p alrededor del vértice v0, y σ2 la
rotación de ángulo π alrededor de v2. Observamos que σ1 ⋅ i = σ2 ⋅ i = Arp ⋅ i = erp ⋅ i. Ambas
trasformaciones difieren en rotaciones en el tangente (recordar que en el tangente actuamos
multiplicando por la derivada en el punto):

σ1 ⋅ (i, i) = (erp ⋅ i,1)

σ2 ⋅ (i, i) = (erp ⋅ i,−i).

Concluı́mos entonces:
σ1 = Arp ⋅R,
σ2 = Arp ⋅R2.

Obtenemos que R = σ−1
1 ⋅σ2 y Arp = σ1 ⋅σ−1

2 ⋅σ1 , por lo tanto

⟨σ1,σ2⟩ = ⟨Arp,R⟩ =Grp

y es un grupo discreto para todo p ⩾ 5.

(a) Embaldosado por hexágonos del disco. (b) Embaldosado por 9-ágonos del disco.
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Observación 7.6. De la fórmula para rp vemos que la sucesión indexada en p es estricta-
mente creciente y tiene lı́mite en R:

limp→∞rp = cosh−1(3) = log((1+
√

2)2) = r∞ ≈ 1,76274717403,

donde la segunda igualdad se deduce de lo discutido en 1.4.

La observación anterior muestra que el valor crı́tico r∞ es acumulado tanto por valores
correspondientes a grupos discretos como por valores correspondientes a los grupos densos
analizados en el capı́tulo anterior.

7.2. Ar ⋅R rotación no primitiva.

En esta sección discutiremos los casos en que Ar ⋅R es una rotación de orden finito
pero no primitiva. Esto corresponde a los casos en que Ar ⋅R es conjugado a una rotación
de ángulo θ = 2⋅π ⋅q

p con p,q ∈N y q > 1. Veremos en esta sección que todos estos casos
corresponden a grupos densos.

La órbita de i por Ar ⋅R es como en los ejemplos de la figura 7.5.

Para estos valores de r, Ar ⋅R genera p−ágonos con ángulos de 90 grados que se cierran
luego de dar q vueltas alrededor del punto fijo.

Hay ciertas restricciones sobre los posibles valores de p y q:

Si pretendemos construir un polı́gono P como en la sección 7.1, pero con ángulos

2 ⋅π ⋅q
p

,π,
π

4
y

π

4
.

Por Gauss-Bonnet debe ser 4 ⋅q < p.

También podemos considerar las rotaciones σ1 y σ2 como antes. Sin embargo, si q > 1,
no podemos aplicar el Teorema de Poincaré porque la condición sobre los ángulos no se
verifica. Entonces, para p,q con 4 ⋅q < p, podemos construir el polı́gono P y aplicándole σ1
obtenemos algo como en la figura 7.5, pero no podemos afirmar que el grupo que generan
las dos transformaciones sea discreto.

También manera análoga a lo hecho en la sección 7.1.1, podemos calcular el valor de r
que le corresponde a cada par p,q y que denotaremos por rp/q:

rp/q = cosh−1(1+2 ⋅cos(2 ⋅π ⋅q
p

)).

Como rp/q depende del valor del cociente q
p , solo son de interés los casos en que p

y q son primos entre sı́. En particular, si q es múltiplo de p caemos en el caso de un
embaldosado de la sección anterior.
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Figura 7.5: Ejemplos de Ar ⋅R rotación no primitiva. Las imágenes corresponden a los
casos (p,q) = (9,2); (p,q) = (17,3); (p,q) = (50,7) y (p,q) = (100,13).
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Observamos también que fijado q (la cantidad de ’vueltas’ del polı́gono), el valor rp/q
tiende a r∞.

Para ver que estos grupos no pueden ser discretos usaremos nuevamente la desigualdad
de Jørgensen de la Proposición 5.5.

Proposición 7.7. Sea r > 0 tal que Ar ⋅R es una rotación de ángulo θ = 2⋅π ⋅q
p para algunos

p, q con 4 ⋅q < p y mcd(p,q) = 1. Sea α tal que q ⋅α = 1 (mod p). Entonces si q > 1

∣tr2((Ar ⋅R)α)−4∣ + ∣tr([(Ar ⋅R)α ,R2])−2∣ < 1.

Por lo tanto todos los valores rp/q con q > 1 corresponden a grupos densos.

Demostración. Tomamos

r = rp/q = cosh−1(1+2 ⋅cos(2 ⋅π ⋅q
p

)).

El iterado α de la matriz Ar ⋅R es una rotación de ángulo 2π

p . Con esto y un poco de
trigonometrı́a, son cálculos directos ver que:

∣tr2((Ar ⋅R)α)−4∣+ ∣tr([(Ar ⋅R)α ,R2])−2∣ = 4 ⋅ sen2(π

p
) ⋅(

1+cos(2πq
p )

sen(2πq
p )

)
2

.

La función anterior es decreciente con q y vale menos que 1 en q = 2.

Con esto concluyen los casos con Ar ⋅R elı́ptico.
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Capı́tulo 8

Distancias de avance grandes: de r∞ en
adelante.

Estudiamos ahora el grupo Gr para las distancias de avance a partir del valor crı́tico r∞.
Como vimos antes, estos valores se caracterizan por el hecho de que el elemento Ar ⋅R no
es elı́ptico.

Probaremos el siguiente Teorema:

Teorema 8.1. Para todo r ⩾ r∞, el grupo Gr es discreto.

Probaremos primero que un cierto subgrupo H de Gr es libre y discreto. Para ver que es
libre probaremos que en H no hay palabras reducidas no triviales que se correpondan con la
identidad. Observar que el grupo Gr no es libre, porque por ejemplo R4 = Id en PSL(2,R).
Para ver que es discreto, veremos que la órbita de i no tiene puntos de acumulación. El
argumento central que usaremos para probar estas dos afirmaciones se conoce como el
argumento del Ping-Pong.

El subgrupo H a considerar será el generado por {Ar , R ⋅Ar ⋅R−1}, la matriz de avance
Ar y la matriz de avance por la geodésica perpendicular,

R ⋅Ar ⋅R−1 = 1
2
⋅
⎛
⎝

e
r
2 +e−

r
2 e

r
2 −e−

r
2

e
r
2 −e−

r
2 e

r
2 +e−

r
2

⎞
⎠
.

Por simplicidad denotaremos por Br a R ⋅Ar ⋅R−1. Esta matriz fija los puntos del eje
real ±1, y traslada los puntos de la geodésica que los une una distancia hiperbólica r en la
dirección de 1.

El esquema de la demostración del Teorema 8.1 es el siguente:

Veremos que si r ⩾ r∞ podemos aplicar el Ping-Pong en H.

Probaremos que H es libre y discreto para r ⩾ r∞.

61
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Veremos que H es discreto si y solo si Gr es discreto.

Consideraremos cuatro regiones del disco hiperbólico que llamaremos Norte (N), Sur
(S), Este (E) y Oeste (W). Por simplicidad definiremos las regiones en el modelo del
semiplano pero las imágenes son mas ilustrativas en el disco.

8.1. Construcción de las regiones N,S,E,W.

La acción de Ar nos permitirá conseguir E y W. De forma análoga con Br, se consiguen
N y S.

Ar fija los puntos 0 y ∞, y a los puntos de la geodésica que los une los traslada una
distancia hiperbólica r en la dirección de ∞. La mediatriz del segmento [i , Ar ⋅ i] es la
geodésica perpendicular al eje imaginario cuyos puntos del borde son ±er/2. Esta geodésica
separa H en dos regiones. Definimos E como la que contiene a ∞.

Consideramos ahora la mediatriz al segmento [A−1
r ⋅ i , i]. Esta mediatriz es la geodésica

que corta el eje real en los puntos ±e−r/2, y llamaremos W a la región determinada que
contiene a 0.

Como Ar manda:
−e−r/2↦−er/2,

e−r/2 ⋅ i↦ er/2 ⋅ i,

i↦ er ⋅ i y

e−r/2↦ er/2,

por continuidad concluı́mos:
Ar(H∖W) ⊂E,

A−1
r (H∖E) ⊂W.

La situación con Br es análoga. Como dijimos, su acción en el semiplano fija los puntos
±1 y traslada los puntos de la geodésica que los une una distancia r en la dirección de 1.

Considerando la mediatriz del segmento geodésico [i , Br ⋅ i] (resp. [B−1
r ⋅ i , i]), de-

finimos S (resp. N) como la región determinada que contiene a 1 (resp. −1) y de forma
análoga obtenemos:

Br(H∖N) ⊂ S,

B−1
r (H∖S) ⊂N.

Lema 8.2. Si r ⩾ r∞ las regiones N,S,E,W son dos a dos disjuntas.
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(a) N,S,E y W en el modelo del semiplano. (b) N,S,E y W en el modelo del disco.

Figura 8.1

Demostración. La matriz Br/2 = R ⋅Ar/2 ⋅R−1 lleva el eje imaginario en la mediatriz del
segmento [i , Br ⋅ i], por lo que ésta corta el eje real en los puntos

Br/2 ⋅0 y Br/2 ⋅∞.

Observar que por la simetrı́a respecto del eje imaginario en la figura 8.1a, basta probar que
E y S son disjuntas.

Denotemos por λ a e
r
4 .

Las regiones S y E son disjuntas si y solo si

Br/2 ⋅∞ ⩽ e
r
2 = λ

2.

En estos casos los ejes de las simetrı́as de la figura 6.2 no se cortan en el plano
hiperbólico.

Hay que resolver entonces:

Br/2 ⋅∞ = (λ+λ
−1
)⋅∞+λ−λ

−1

(λ−λ−1)⋅∞+λ+λ−1 = λ+λ
−1

λ−λ−1 ⩽ λ 2.

Si nos restringimos a valores positivos, la desigualdad anterior la satifacen exactamente
los valores λ ∈ [

√
1+

√
2 , +∞).

Siendo r = 4 ⋅ log(λ) obtenemos que E y S son disjuntos para r ∈ [r∞,+∞).

8.2. Gr es discreto para r ⩾ r∞.

Nos proponemos ahora probar el Teorema 8.1.

Si r ⩾ r∞ podemos conseguir las regiones disjuntas N,S,E y W como en la figura 8.1a
de manera tal que:

Ar(H∖W) ⊂E,
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64 CAPÍTULO 8. DISTANCIAS DE AVANCE GRANDES: DE R∞ EN ADELANTE.

A−1
r (H∖E) ⊂W,

Br(H∖N) ⊂ S,

B−1
r (H∖S) ⊂N.

Un elemento cualquiera w de H es una palabra en los dos generadores de H (y sus
inversos) que suponemos reducida, es decir que no hay elementos inversos consecutivos.
Para ver que w ≠ Id, basta ver que w ⋅ i ≠ i.

Por construcción i no pertenece a ninguna de las cuatro regiones, por lo que la primera
letra de w, que puede ser Ar, A−1

r ,Br o B−1
r , lo manda a E, W, S o N respectivamente.

Veamos que w ⋅ i pertenece a alguna de las regiones:

Supondremos que la primera letra de w es Ar y por lo tanto Ar ⋅ i pertenece a E. Como
la palabra es reducida, la siguiente letra no puede ser A−1

r . Puede ser Ar y cae nuevamente
en E, puede ser Br y caer en S o puede ser B−1

r e ir a N.

Con otra elección para la primera letra vale un razonamiento análogo. Lo importante es
que una vez que un elemento entra a alguna de las cuatro regiones, realiza algún itinerario
entre ellas pero nunca sale de la unión de las cuatro. Queda como ejercicio para el lector
convencerse de que el argumento falla si las regiones no son disjuntas.

Probamos entonces:

1. Ninguna palabra reducida en Ar,Br,A−1
r ,B−1

r no trivial es la identidad. En particular
H es un grupo libre en dos generadores.

2. Toda palabra reducida no trivial en Ar,Br,A−1
r ,B−1

r envı́a U a un conjunto disjunto,
donde U =H ∖(N ∪S∪E ∪W). En particular H es discreto

El siguiente Lema muestra que lo anterior basta para que Gr sea discreto.

Lema 8.3. H es un subgrupo normal de ı́ndice cuatro en Gr y por lo tanto Gr es discreto
si y solo si H lo es.

Demostración. En vista de la proposición 3.2, basta probar que H tiene ı́ndice finito en
Gr.

Veremos que Gr = H ⊍ H ⋅R ⊍H ⋅R2 ⊍H ⋅R3. Geométricamente esto es intuitivo,
escencialmente H difiere de Gr en que no tiene rotaciones en el tangente, pero los puntos
de H accesibles son los mismos. Formalizaremos esto continuación:

En Gr tenemos la relación An
r ⋅R2 ⋅An

r =R2, porque al avanzar n pasos, rotar 180 grados y
avanzar nuevamente n pasos se vuelve al punto de partida mirando en la dirección opuesta.
Escribimos esto de forma mas conveniente como:

An
r ⋅R2 = R2 ⋅A−n

r .

Dados entonces n ∈Z y m ∈ {0,1,2,3}, consideramos Rm ⋅An
r y obtenemos que:
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si m = 0, Rm ⋅An
r = An

r ,

si m=1, Rm ⋅An
r = R ⋅An

r ⋅R−1 ⋅R,

si m=2, Rm ⋅An
r = A−n

r ⋅R2 y

si m=3, Rm ⋅An
r = R ⋅A−n

r ⋅R2 = R ⋅A−n
r ⋅R−1 ⋅R−1.

De cualquier manera, podemos escribir Rm ⋅An
r como un producto de un elemento de H

por una potencia de R.

Como cualquier elemento de Gr lo podemos escribir como un producto

Rm1 ⋅An1
r ⋅Rm2 ⋅An2

r ⋅ ... ⋅Rmk ⋅Ank
r ,

con ni ∈ Z y mi ∈ {0,1,2,3}, concluimos que Gr = H ∪ H ⋅R ∪H ⋅R2 ∪H ⋅R3. Es trivial
chequear que son subconjuntos disjuntos.

MONOGRAFÍA DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR
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Capı́tulo 9

Apéndice

9.1. Dominios de Dirichlet

En esta sección veremos una forma posible de construir un dominio fundamental para
un grupo Fuchsiano. En toda la sección Γ denotará un grupo Fuchsiano cualquiera.

Para z0 ∈H definimos:

Pz0 = {z ∈H ∶ ∀γ ∈ Γ, ρ(z,z0) ⩽ ρ(z,γ ⋅ z0)}.

y el dominio de Dirichlet de z0 como el interior de Pz0 :

Dz0 = P̊z0.

Lema 9.1. Si Stab(z) = {Id} y escribimos Γ = {γ1, ...,γn, ...}, entonces:

ρ(z,γn ⋅ z) → +∞, si n→+∞.

Demostración. Por ser un conjunto discreto, en cualquier bola cerrada solo puede haber
finitos puntos de la órbita de z distintos. Si el enunciado no fuera cierto, algún punto
es imagen de z por infinitos elementos de Γ y esto contradice que el estabilizador sea
trivial.

Definición 9.2. Un dominio fundamental D se dice localmente finito si todo compacto de
H corta a lo sumo finitos de los {γ(D)}γ∈Γ.

Teorema 9.3. Si Stab(z0) = {Id}, Pz0 es un polı́gono de H y su interior es un dominio
fundamental localmente finito para Γ.

Demostración. Denotamos por Dγ al subconjunto de H:

{z ∈H ∶ ρ(z,z0) ⩽ ρ(z,γ ⋅ z0)}.
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Por simplicidad tomamos DId =H. Se tiene entonces que:

Pz0 = ⋂
γ∈Γ

Dγ .

Cada Dγ no trivial, es un semiplano con borde la mediatriz del segmento [z0,γ ⋅ z0], en
particular son todos cerrados y convexos por lo tanto Pz0 también.

Por el Lema anterior, para cualquier R> 0 hay solo finitos γ ∈Γ tales que γ ⋅z0 ∈B(z0,2R).
Como ρ(z0,∂Dγ) = ρ(z0,γ ⋅z0)

2 , solo puede haber finitos de los {∂Dγ}γ∈Γ que corten B(z0,R).

Con las consideraciones anteriores podemos concluir, primero que el interior de Pz0 es
no vacı́o (contiene a z0 y algún entorno abierto alrededor) y conexo. Segundo, es directo
ver que ∂Pz0 ⊂ Pz0⋂(⋃γ∈Γ ∂Dγ) y por lo tanto es una unión localmente finita de segmentos
geodésicos.

Hemos probado hasta ahora que Pz0 es un polı́gono. Veamos ahora que su interior es un
dominio fundamental para Γ.

Dado z ∈H, existe un elemento γ ∈ Γ tal que

ρ(z,γ ⋅ z0) ⩽ ρ(z,η ⋅ z0) para cualquier η ∈ Γ.

Por la invarianza de la métrica ρ(γ−1 ⋅ z,z0) ⩽ ρ(γ−1 ⋅ z,η ⋅ z) ∀η ∈ Γ y por lo tanto γ−1 ⋅ z
pertenece a Pz0 .

Supongamos z ∈ Pz0 ∩γ(Pz0). Veamos que z es un punto de la frontera de Pz0 .

Por definición, ∀η ∈ Γ∖{Id}:

ρ(z,z0) ⩽ ρ(z,η ⋅ z0) y

ρ(γ−1 ⋅ z,z0) ⩽ ρ(γ−1 ⋅ z,η ⋅ z0).

Con esto y la invarianza de la métrica nuevamente, obtenemos:

ρ(z,z0) ⩽ ρ(z,γ ⋅ z0) = ρ(γ
−1 ⋅ z,z0) ⩽ ρ(γ

−1 ⋅ z,γ−1 ⋅ z0) = ρ(z,z0).

Por lo tanto ρ(z,z0) = ρ(z,γ ⋅ z0) y z pertenece a la frontera de Pz0.

Por último probaremos que Dz0 es localmente finito. Sea K compacto de H. Consi-
dermos R > 0 de manera que K quede contenido en el disco de centro z0 y radio R. Si
γ(Pz0)∩K ≠ ∅, existe zγ ∈ Pz0 tal que ρ(z0,γ ⋅ zγ) ⩽ R. Por lo tanto:

ρ(z0,γ ⋅ z0) ⩽ ρ(z0,γ ⋅ zγ)+ρ(γ ⋅ zγ ,γ ⋅ z0)

= ρ(z0,γ ⋅ zγ)+ρ(zγ ,z0)

⩽ ρ(z0,γ ⋅ zγ)+ρ(γ ⋅ zγ ,z0) ⩽ 2R,

y por el Lema 9.1 esto puede pasar solo para finitos γ ∈ Γ.
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La construcción del lema anterior se basa en considerar un punto con estabilizador
trivial. Estos puntos existen por 3.6. Un argumento de cardinalidad también muestra que
los puntos con estabilizador trivial forman un conjunto denso:

Los grupos Fuchsianos son conjuntos discretos en R4 (que es un espacio de Lindelof)
y por lo tanto numerables. Como cualquier elemento de PSL(2,R)∖{Id} fija a lo sumo
un punto en el interior de H, los puntos de H con estabilizador no trivial son a lo sumo
numerables.

Hemos probado entonces que cualquier grupo Fuchsiano tiene al menos un dominio
fundamental localmente finito cuya clausura es un polı́gono de H.

Una forma de ver el Teorema de Poincaré es que un grupo Fuchsiano queda determinado
por su comportamiento alrededor de un polı́gono fundamental. En cierta manera, si las
imágenes mas cercanas del polı́gono se ”pegan bien”, no aparecerán problemas al extender
el embaldosado a todo el plano hiperbólico. Es en esta lı́nea es que enunciamos los
siguientes dos resultados. Por otro lado el Teorema también proporciona un método de
construir grupos Fuchsianos.

Lema 9.4. Para z0 y Pz0 como antes, se tiene que si z ∈H pertenece a ∂Pz0 , existe algún
elemento γ ∈ Γ∖{Id} tal que γ ⋅z también pertenece a ∂Pz0 . Además el elemento γ es único
para z salvo que éste sea un vértice de Pz0 .

Lema 9.5. Si D es un dominio fundamental localmente finito para Γ, entonces el conjunto

Γ0 = {γ ∈ Γ ∶ γ(D)∩D ≠ ∅}

genera todo Γ.

El conjunto Γ0 del lema anterior son las transformaciones asociadas al dominio funda-
mental que aparecen en el Teorema de Poincaré (7.5). La demostración de la Proposición
9.4 nos da las transformaciones asociadas si el dominio fundamental a considerar es el
dominio de Dirichlet de algún punto.
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[J] Troels JÃ¸rgensen, On discrete groups of mobius transformations, American Journal of Mathematics
98 (1976), no. 3, 739–749.

[K] Svetlana Katok, Fuchsian groups, Chicago : University of Chicago Press, 1992 (English).
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