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Resumen

En esta monografia estudiamos un conjunto a un pardmetro de matrices de PSL(2,R) cuya
accion por transformaciones de Mobius corresponde a caminatas de dngulo recto en el
plano hiperbdlico. Fijado un punto base del plano hiperbdlico y una direccién dada por un
vector del tangente unitario, tenemos dos posibilidades de movimiento: avanzar en la
direccion actual una cierta distancia o rotar noventa grados el vector tangente. Queremos
determinar los puntos del plano hiperbodlico accesibles por combinaciones sucesivas de
estos movimientos.

Agradecimientos

Quiero agradecer a Pablito por la paciencia y la disposicién y por la propuesta en si, que
resulté emocionante en todo momento. También a Juan, a Matilde y al gordo por sus
devoluciones, que mejoraron la redaccion y a Sofi y a Santi por las tremendas imagenes de
este trabajo.

MONOGRAF{A DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



MONOGRAF{A DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



Indice general

1. Preliminares de Geometria Hiperbolica

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.
L.5.

Automorfismosde Hy D . .. ... ... ... .. ... .. ... .. ...
Métrica hiperbOlicaen Dy H . . . .. ... ... ... o L.
1210 D o

Geodésicas, distancia hiperbdlica y cross-ratio. . .. .. .........
Trigonometria hiperbdlica. . . . ... ... ... ... .. ........

Puntos fijos y clasificacion de elementos en SL(2,R). . . . ... ... ..

2. Preliminares de Grupos de Lie

2.1.
2.2.

SL(2,R) como grupo de Lie matricial . . ... ... ............
SL(2,R) como grupode Lie . . . . ... ... ... .. ... .. ...,
2.2.1. Subadlgebras de dimension 1desly . .. ... ... ........
2.2.2. Subdlgebras de dimensiéon2desl, . ... ... ... ... ....

3. Preliminares de PSL(2,R)

3.1.
3.2.

Accion discontinua. . . . . . . ... e e e e e

Accion de PSL(2,R) en el tangente unitario. . . . . . ... ........

4. El problema: Caminatas de angulo recto en el plano hiperbdlico.

5. Distancias de avance pequeias

5.1.

5.0.1. Propiedad de contraccion de los conmutadores en SL(2,R) . . . .

Desigualdad de Jgrgensen . . . . . . ... ... ... .. L L ...

25
25
27
30
32

35
36
38

41

43
43



6 INDICE GENERAL

6. Valores intermedios I. 47
6.1. MotivaciOn: . . . . . . . . .. e e e 47
6.2. Elvalor CritiCo oo, - v v v v v v v e e e 49
6.3. SiA,-Rrotaciénirracional... . . ... ... ... ... ... ... ... ... 49

7. Valores intermedios II: Embaldosados por poligonos de angulos rectos. 51
7.1. Ap-Rrotacidn primitiva. . . . . . . . o Lo 51

7.1.1. Célculodeloslados. . ... ....... ... ... . ........ 54
7.1.2. Los grupos G, como caminatas de dngulos rectos. . . . . . .. .. 56
7.2. Ap-Rrotacion no primitiva. . . . . . . ... ... 57

8. Distancias de avance grandes: de r,, en adelante. 61
8.1. Construccion de las regiones NS, ELW. .. oo o o000 o Lo 62
8.2, GresdiSCretO PATA T 2 Fooe v v v v v v v e e e e e e e e e e 63

9. Apéndice 67
9.1. Dominiosde Dirichlet . . . ... ... ... ... ... .. ... .. ... 67

MONOGRAF{A DE LICENCIATURA Facultad de Ciencias - UdelaR



INDICE GENERAL 7

INTRODUCCION

Podemos decir que esta es una monografia en geometria hiperbdlica plana. El plano
hiperbolico es el espacio de dimension dos con curvatura gaussiana constante y negativa,
en contrapunto con el plano euclideo C y la esfera unidad en R3, que tienen curvatura
constante cero y constante positiva respectivamente. Estos mundos son en efecto distintos,
y el problema que estudiamos acé es un ejemplo de ello. A lo largo del trabajo preten-
demos exponer hechos sobre el plano hiperbdlico que fueron apareciendo aunque fuera
lateralmente y que dejan en evidencia diferencias con el plano euclideo. Es mi (no tan)
humilde vision sobre lo que puede llegar a significar hacer geometria.

Trabajaremos en dos modelos cldsicos para la geometria hiperbdlica plana: el semiplano
superior H y el disco de Poincaré D.

El problema a estudiar se puede plantear como sigue:

Supongamos que estamos sobre el punto i de H mirando en la direccion del vector
tangente i. Fijamos una distancia positiva r y se nos permite avanzar hacia adelante o
hacia atrds una distancia r o rotar noventa grados nuestra vision. Si elegimos la primera
opcion damos un paso de largo r hacia adelante o hacia atrds pero manteniendo la vista
fija. Con la segunda opcion nos quedamos en el mismo lugar pero ahora mirando a lo que
inicialmente era nuestra derecha o nuestra izquierda. Elegimos y realizamos sucesivamente
alguna de las opciones por los siglos de los siglos.

(A qué puntos y mirando en qué direcciones podriamos llegar eventualmente? ;Que tan
cerca puede volver a pasar nuestra caminata del punto del que partimos?, o mas aiin
¢ Podemos volver al punto inicial sin deshacer el camino andado hasta el momento?.

Si nuestro paseo fuera sobre el plano euclideo la respuesta es intuitiva: Nos movemos
por los vértices de una grilla cuadrada y por cada punto podemos mirar en cuatro direc-
ciones. La respuesta es esencialmente la misma sin importar la distancia de avance que
fijemos.

En el plano hiperbdlico y en la esfera la respuesta a cada pregunta depende fuertemente
de la distancia de avance.

Quizas una primera justificacion de por qué esto es asi la da el Teorema de Gauss-
Bonnet, que dice que para cualquier tridngulo del plano hiperbdlico (resp. de la esfera),
los dngulos interiores suman menos (resp. mas) que 180 grados, y la diferencia es igual al
area que encierra. Como consecuencia, si pretendemos construir un poligono con angulos
y lados iguales, si existe, hay un dinico valor para la medida del lado. No es dificil de creer
entonces que si los dngulos estan dados, la respuesta dependa de la distancia de avance, al
menos cuando aparecen poligonos regulares.

En la esfera solo hay finitas distancias de avance para las cuales los puntos accesibles
son discretos y los grupos correspondientes aparecen como grupos de simetria de poliedros
regulares.

Sin embargo en el plano hiperbdlico las posibilidades son variadas.
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8 INDICE GENERAL

En el Capitulo 1 estudiamos la relacidon entre las isometrias del plano hiperbdlico y las
matrices cuadradas de tamafio dos con coeficientes reales y determinante uno. Concreta-
mente, tales matrices actian por transformaciones de Mobius como isometrias para cierta
métrica (1a métrica hiperbdlica). Como esta accidon es buena, mirando la estructura (de
grupo de Lie) del grupo de matrices podemos sacar conclusiones sobre su accién en H. En
esto consisten los Capitulos 2 y 3. En particular nos encontramos con una dicotomia para
nuestro problema:

El conjunto de puntos a los que podemos acceder es discreto en H o es denso. No hay
término medio, no podemos acumular en algunas regiones y no en otras. Mas atin lo mismo
pasa en el conjunto de direcciones a las que podemos mirar. Es decir que si logramos llegar
a (casi) cualquier punto de Hl, podremos hacerlo mirando a cualquier punto del horizonte,
no solo en las cuatro direcciones que se nos permiten originalmente.

El contenido central de la monografia esta en los Capitulos 5, 6, 7 y 8. Separamos en
tres los casos a analizar segun el valor de la distancia de avance: Valores pequefos, valores
intermedios y valores grandes. Los valores pequefios y grandes los podemos tratar con toda
generalidad. Entre los valores intermedios encontramos situaciones distintas, conviven
casos correspondientes a grupos densos y a grupos discretos.

Probamos la siguiente clasificacion:

Teorema. Existe nliimeros reales positivos € y 1o, y una sucesion creciente S =
{ry}n>5 con limite ro, y 5 > € tal que:

= Para las distancias de avance r € (0, €) el grupo correspondiente es denso.
= Los valores del intervalo (0,7 ) \ S se corresponden con grupos densos.

» Para re SU[re,+00) el grupo correspondiente es discreto. Ademas para
cada p > 5 el término r, de S corresponde a un embaldosado de H por
p—agonos regulares.

Todo el trabajo se enmarca dentro de un problema mas general: e/ problema de discre-
titud, que pretende determinar, dadas dos matrices de PSL(2,R), si el grupo que generan
es discreto o no. El problema lo resuelven completamente Gilman y Maskit en [GM] y [G].
En dichos trabajos se mencionan también varios intentos previos que resultaron erroneos.
Fijadas las dos matrices, Gilman y Maskit dan una serie de pasos que concluyen si el
grupo generado es discreto o no. Sin embargo, este procedimiento no permite manejar los
infinitos casos que nos interesan a la vez.
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Capitulo 1

Preliminares de Geometria Hiperbdlica

En este capitulo presentamos dos de los modelos cldsicos para la geometria hiperbdlica,
el semiplano superior H y el disco de Poincaré ID. Partimos de la compactificacién por un
punto del plano complejo: la esfera de Riemann que por C. La esfera de Riemann consiste
en agregarle un punto que llamamos oo al plano complejo y definir la topologia alrededor
de oo como sigue:

Un subconjunto de C=cu {0} que contiene a oo es un abierto si su complemento es
un compacto de C.

Tenemos entonces la nocidon de que una sucesion converja a oo, esto es, que dado
cualquier nimero positivo R, a partir de algiin momento la sucesion quede contenida en el
complemento de la bola de centro 0 y radio R.

Se puede entonces extender alguna de las operaciones usuales de C a C continuamente
y se obtiene:

= 7+00=00+z=o00 paratodo z€C.
m 7-00=00-7= o0 paratodo z # 0.
» = =(0paratodozeC.

» § = oo paratodo z#0.

No hay forma razonable de definir 8, 00 —00,0-00ni 2.

Si S denota la esfera de radio uno en R3, la proyeccion estereogréfica es un homeomor-
fismo ¢ : S—{(0,0,1)} - C. La estructura anterior en C permite extender la proyeccion
estereografica a un homeomorfismo @ : S - C. Por mas detalles recomendamos [SS].
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Figura 1.1: Proyeccion estereogréfica.

Si consideramos espacios donde la funcidén de curvatura es constante en todos los
puntos, el Teorema de Gauss-Bonnet en su version para tridngulos distingue tres casos
segun el signo de la curvatura.

Teorema 1.1. Teorema de Gauss-Bonnet para tridngulos.

Si T es un tridngulo geodésico de dngulos a,B y ¥, entonces:

(a+B+y)-m= /T K = Kk-Area(T),
siendo K la curvatura.

El plano complejo es el espacio natural con curvatura cero. Gauss-Bonnet dice que en
el plano los dngulos interiores de cualquier tridngulo geodésico suman 180 grados. En la
esfera de radio uno en IR3 la curvatura es constante 1, y en este caso la suma de los dngulos
de un tridngulo siempre excede 180 grados. Los modelos que presentamos en este capitulo
corresponden al caso de curvatura —1, donde los dngulos de un tridngulo suman menos que
180 grados.

La curvatura es una nocion que viene dada con la métrica del espacio y se preserva por
isometrias. Como la métrica del plano tiene curvatura cero, no podemos aspirar a tener un
modelo de la geometria hiperbdlica (i.e: de curvatura negativa) en C sin alguna distorsion
en las distancias. Se puede pensar esto como una analogia del hecho que no existe un
planisferio de la Tierra que respete todas las distancias.

Si podemos conseguir modelos en subconjuntos del plano respetando los angulos. Eso
quiere decir que si dos curvas se cortan en un punto con tangentes formando un cierto
angulo segtin la métrica usual, cuando se mida con la métrica hiperbdlica el 4ngulo vale lo
mismo. En otras palabras, la métrica hiperbdlica serd conforme a la euclidea (la usual). Sin
embargo la longitud de cada curva serd distinta medida con una métrica o con otra.

Una gran ventaja de trabajar en la esfera de Riemann es que conocemos sus mapas
conformes: Las transformaciones de Mobius. En la primera seccion caracterizamos las que
preservan el semiplano superior y el disco, y en la siguiente encontraremos la métrica de
curvatura constante -1 para la cual dichos mapas son isometrias.

Segiin el Teorema del mapa de Riemann !, hay un mapa conforme del disco a cualquier

'Este resultado se puede encontrar en el Capitulo 8 de [SS] o en cualquier libro de analisis complejo.
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1.1. AUTOMORFISMOSDEH Y D 11

abierto propio simplemente conexo del plano. Una ventaja de trabajar en H o ID es que la
accion de las Mobius en el borde es relativamente sencilla de visualizar. Habrd argumentos
que dependen de esta accion en el borde.

1.1. Automorfismos de Hy D

En esta seccion obtenemos los mapas conformes que preservan el semiplano superior y
el disco (respectivamente).

Definicion 1.2. Para U,V c C abiertos, un mapa conforme es una biyeccion holomorfa
f:U—-V.SiU =V, decimos que f es un automorfismo de U. Denotamos por Aut(U ), al
conjunto de todos los automorfismos de U.

Los automorfismos de C son las transformaciones de Mobius (ver [SS]). Estas se
pueden codificar por una matriz compleja 2 x 2 invertible. Explicitamente, a una matriz

(00)

con ad —bc # 0 le corresponde la transformacién f : C - € que manda z Z‘EIZ y fa(o0) =

a

"

Proposicion 1.3. Si f: U -V es un mapa conforme, su inversa f~': f(U) - U también.
Demostracion. Ver pagina 206 de [SS]. [

Para un abierto U € C, Aut (U ) tiene estructura de grupo con la composicion, la funcién
identidad como neutro y la funcién inversa.

Definicion 1.4.
» H={zeC: Im(z) >0} es el semiplano superior.
» D={zeC: |z]< 1} es el disco unitario.
Proposicion 1.5. F:H - D : F(z) = %% es un mapa conforme con inversa G:1D —H :

Z+1
G(z)=i- i—f;

Demostracion. Las dos funciones son holomorfas en sus dominios. Veamos que son

inversas.
1

joarz_g
_ M=t oz l4z-1 2z
ParazeD, FoG(z) = iy~ orlelg =2 72

iy (z—itz+i) _ 2
— 7.2t — 7. _ &z _
ParazeH, GoF(z) =i =gl ey Bl T

O
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12 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

Enunciamos a continuacién un lema cldsico de Anélisis Complejo que permite caracte-
rizar los automorfismos del disco. Por ambos resultados referimos a [SS].

Lema 1.6. Lema de Schwarz

Sea f: 1D — D holomorfa tal que f(0) =0. Entonces:

L |f(2)| <[z VzeD
2. Si se da la igualdad anterior para algiin zg € D, zo # 0 entonces f es una rotacion.

Teorema 1.7. Automorfismos del disco

I Aut(D)={f:D->D: f(z)=¢ 2= :aeD, ¢S}

T-az
2. Aut(D)={f:D~D: f(z) = &2 :|a*~ |p2 = 1}

Corolario 1.8. Los tinicos automorfismos del disco que fijan el 0 son las rotaciones.

Demostracion. Si f(z) = € - £Z es tal que f(0) =0, entonces & =0y f(z) = €/(0+7).

z. ]

En general denotamos por Mg a (2 £2).

Corolario 1.9. Aur(ID) actiia I-transitivamente. Es decir, dados dos puntos del disco, hay
un automorfismo que lleva uno en otro.

Demostracion. Dados ay B e, MgoMqg(a) = O

Conociendo el grupo Aut(ID), conjugando con la transformacion F: H—->D: z+~ z +f,

vista en la Prop 1.5, se obtienen los automorfismos de H. Esta consideracion establece un
isomorfismo entre ambos grupos, pero no da toda la informacioén si pretendemos férmulas
explicitas para los elementos de Aut (H).

Definiciones 1.10.
s GL,(2,R):={AeM(R): det(A) >0}
» SL(2,R):={AeGL:(2,R):det(A) =1}

= PSL(2,R) = S5

Lema 1.11. Si A = ( j Z ) € GL.(2,R), entonces:

2
az+b\ _ aclz|“+bd+Re(z)(ad+bc)
" Re( cZ+d) |cz+d|?
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1.1. AUTOMORFISMOSDEH Y D 13

az+b\ _ Im(z)(ad-bc)
- Im(cz+d) - |cz+d\2

Teorema 1.12. (Automorfismos de H)
Tenemos los siguientes isomorfismos de grupos:
1. Aut(D) = Aut(H)
2. Aut(H) = PSL(2,R)
Demostracion.
1. Consideremos

[:Aut(D) - Aut(H): T(¢)=F logoF,

donde F': H — D asocia z — % Es directo chequear que

Im(z)(ad - bc)
lez+d*>

Im(9(A))(z) =

por lo tanto @(A)(H) c Hy como A~! € GL,(2,R), se tiene que @(A)(H) = H.

Ademads, @(A) es restricciéon de un mapa conforme C — C y concluimos ¢(A) €
Aut (H).

Si f € Aut(H) es tal que ¢~'(f) # @ entonces tiene un representante en SL(2,R)
(dividiendo cada entrada por la raiz del determinante). Por lo tanto podemos considerar
0| sr(2,R), Y ambas funciones tienen el mismo recorrido. Tenemos entonces que

SL(2,R) _ SL(2,R)

o(SL(2,R)) = Ker(@)nSL(2,R) ~ {zId} °

Resta probar ahora la sobreyectividad de ¢. Para eso necesitamos dos resultados
adicionales, que probaremos en el lema que sigue. Por simplicidad, para A € SL(2,R),
denotaremos por f4 a (A).

Dada f € Aut(H), sea B = f~1(i). Por el primer punto del Lema 1.13, podemos con-
siderar A € SL(2,R) tal que f4(i) = B. Tenemos entonces que f o f4(i) =i. Llamaremos
ha fofaeAut(H). Por lo tanto Foho F~! € Aut(D) y verifica F oho F~1(0) = 0; debe
ser entonces una rotacion en D, que llamaremos Rg. Por la segunda parte del Lema 1.13,
obtenemos

FohoF™'(2) =Rg(z) =Fo fucoF'(2)

para algin M € SL(2,R). Deducimos entonces que f = fyz o f4-1 = fza-1 con MA~! €
SL(2,IR), por lo tanto @ es sobreyectiva.

O]
Lema 1.13.
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14 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

1. Dados 71y z, € H, 3A € SL(2,R) tal que f4(z1) = 22

2. Una rotacion alrededor de O en el disco es conjugada por F a un elemento de
SL(2,R). Mas precisamente, si R_»q : D — D es una rotacion de dngulo -26, enton-
ces:

R_29 OF(Z) =FOfM9(Z) VZEH

donde

_[cos(0) —sen(6)
Mo = (sen(G) cos(0) ) €SL(2,R)

Demostracion. Para el punto 1 basta probar que para todo z € H existe una que lo manda a
i. Primero consideramos

B:( 0_1 b) con b=- 4
-b= 0 Im(z)

y obtenemos que Im( fg(z)) = 1. Considerando ahora
1 ¢
C:(O 1)conc:—Re(fB(Z)),

concluimos que C, By por lo tanto C- B, viven en SL(2,R). Ademas Im(fc.p(z)) =
Im(fp(z)) =1y Re(fcp(z)) =0, de donde feo fp(z) = 1.

Para el punto 2, calculamos:

Fo(fu,(2)) =F(cos(9)z—sen(9)) _(cos(8)—isen(0))z—sen(8)—icos(0)

sen(0)z+cos(0) ] (cos(0)+isen(0))z—sen(0)+icos(0)
e 0z—ie7® L oz—i
i8¢ gri ek

como queriamos.

1.2. Meétrica hiperbolica en D y H

Una métrica (Riemanniana) en un espacio es una forma de medir vectores en el espacio
tangente. Mds precisamente, es dar una forma cuadratica no degenerada en cada plano
tangente que varie suavemente con los puntos. Las formas cuadréticas las podemos escribir
el términos de la base canénica {dx?,dy?,dxdy}, donde para un punto z y un vector v del
tangente:
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1.2. METRICA HIPERBOLICAEN D Y H 15

» dx?(z)(v) = Re(v)?

= dy*(z)(v) = Im(v)?

» dxdy(z)(v) =Re(v)-Im(v)

Para el plano complejo C, el disco D y el semiplano H el plano tangente en cada punto

es isomorfo a C como espacio vectorial. Denotamos por 7T;H al plano tangente a H en z, y
T.D, T.C alos andlogos en D y C.

La métrica usual en C (la métrica euclidea), se escribe como d|z|* = dx? + dy?. Para un
punto z del plano y un vector v del tangente en z,

d|z*(2)(v) = dx(2) (v) +dy*(2) (v) = Re(v)* +Im(v)*.

En general denotamos por |v|? a d|z|?(z) (v). Hallaremos una métrica para DD y una para
HI, para las que en cada caso, los automorfismos que determinamos en el capitulo anterior
sean isometrias. Mds audn, la funcién F : H — D, de la Prop.1.5 serd una isometria entre
entre los dos espacios. Esto nos permite pasar de un modelo a otro, y todas las propiedades
que se prueben en términos de la métrica para uno, valen también en el otro.

Definicion 1.14. Una métrica dv2, definida en un abierto U c C, es invariante por Aut(U),
si para todo ze U, todo ve T.U y toda f € Aut(U) se cumple:

dv3(2)(v) =dv(f(2))(f'(2) ).

1.21. D

Supongamos ds?(z) = E?(z)dx?* + 2F (z)dxdy + G*(z)dy?* una métrica invariante por
Aut (D).

Proposicion 1.15. Las métricas en D invariantes por Aut (D) verifican F(z) =0, E%(z) =
G?*(z) VzeD

Demostracion. Veamos que esto es cierto en zo = 0. Sea Rg : D - D: 7+ eif -7,

Su derivada es una rotacién en C:

Ry(z2):C—»C: v ey,
Calculamos la métricaen 0 y Rg(0):

= ds2(0)(1) = E2(0)-12

w ds?(0)(e 1) = E%(0)cos(0)2+2F (0)cos(0)sen(0) + G*>(0)sen(6)?
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16 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

Derivando respecto a 6, obtenemos:

0=-2E%(0)cos(0)sen(0) +2F (0)(cos(0)? - sen(0)?) +2G*(0)cos(0)sen(6).

Evaluando en 6 = £, queda E2(0) = G?(0) y en 6 = 0 queda F(0) =0.

Dado z€ DD, sea M, : @ {=5. Tenemos que M (z) =0y M.(z) = 1_1|Z|2. Por lo tanto

E?(z)dx* +2F (z)dxdy + G*(z)dy* = (IEJ% (dx? +dy?).

Para un vector de norma uno cos(0) +isen(0) € C, queda:
E?(2)cos(0)?+2F (z)cos(0)sen(0) + G*(z)sen(0)?* =

2
%(cos(@)2 +sen(0)?) =

E*(0)
(1-[2*)*
Como el lado derecho no depende de 6, podemos derivar como antes, evaluaren Oy %,
y obtenemos que Vz:
E*(2)=G*(2) y
F(z)=0.

]

De la proposicién anterior, tenemos la métrica definda a menos de elegir E2(0) y en
cualquier caso tiene curvatura negativa. La elegiremos para que la curvatura quede igual a
-1 en todos los puntos. No profundizaremos en estas cuestiones aqui, ver [H2].

Definicion 1.16. Definimos la métrica hiperbdlica en D como la forma cuadratica

_4(dx®+dy?)
BO Ty

1.2.2. H

Teniendo la métrica definida en I, y un mapa conforme H — D, podemos definir una
métrica en Hl, de forma que el mapa sea una isometria. Tenemos:

F-H-D: Zl—)Z;l_
Z+1
2-0-v

(z+i)>

Para z en H y v en el tangente en z a H, queremos que se verifique

F'(z):C>C: v~

dv*(2)(v) =ds*(F (2)) (F'(2) ).
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Calculamos entonces:

AlF'(z)-v]? 16]v[*
dvi(z)(v) = = -
OO = Gr@py = (erir- k-7
_ PP a0 +dy* (9 (v)
(Im(2))* Im(z)?
Observacion 1.17. Denotaremos por 7 'H al tangente unitario. En el capitulo 3 estudiare-

mos la accion de PSL(2,R) en T'H. Ahora observamos simplemente que el punto-vector
(i,i) € T'H se corresponde por F con el punto-vector (0,1) e 7'D.

1.3. Geodésicas, distancia hiperboélica y cross-ratio.

Determinaremos ahora las geddesicas en H para la métrica obtenida en la seccidén
anterior.

Andlogo a la definicién en la geometria euclidea, para una curva y: [a,b] — H, suave
a trozos, definimos la longitud de ¥ como la integral de la norma (hiperbdlica) de la
velocidad:

(0= [ VG @

Observar que la longitud de una curva no depende del sentido en que se recorre.

Dados dos puntos del semiplano, la distancia hiperboélica entre ellos la definimos
como el infimo entre las longitudes de los caminos que unen los dos puntos. Denotamos
por p(z,w) a la distancia entre 7'y w.

Lema 1.18. La curva « :t — €'i estd parametrizada por longitud de arco, i.e: tiene
velocidad de modulo uno en todos los puntos medida con la métrica hiperbdlica. Ademads
es la curva de menor longitud entre dos puntos e%i y e’i donde a < b y vale p(ei,e’i) =
(@) =b-a.

Demostracion. Calculando directamente: o’ (¢) = e'i = ct(¢). Por lo tanto, dv2 (o (t)) (e’ (t)) =
Z—Z = 1 para todo ¢. Se deduce que [(at) =b-a

Supongamos ¥: [a,b] - H una curva (suave a trozos) de e“i a e’i. Escribimos y(¢) =
x(t)+iy(t), Y (t) =x'(¢) +iy'(¢) y calculamos:

(0= [ Va7 @) -

I [ Re(y P +Im(y ()2, _
In((1))?

v [y
/. J Y1) e [ \l y(t)zc”
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18 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

log(y(b)/y(a)) =b-a=I(a).

Observar que la igualdad se da si y solo si x’(z) = 0 para todo 7. La tnica curva simple
(es decir, sin autointersecciones), que verifica eso es . Deducimos que el eje imaginario
minimiza la distancia entre sus puntos y por lo tanto es una geodésica.

]

Corolario 1.19.

= Las geodésicas para la métrica hiperbdlica en H son las rectas verticales (de parte
real constante) y los semicirculos euclideos perpendiculares al eje real.

» Para cualquier par de puntos existe una vinica geodésica que los une.

Demostracion. Dados dos puntos cualesquiera de H, hay una tnica recta vertical, si los
puntos tienen parte real igual, o un tnico semicirculo euclideo perpendicular al eje real si
no, que los contiene. En cualquier caso, existe un elemento de PSL(2,IR) que lo lleva al
eje imaginario. Las isometrias llevan geodésicas en geodésicas. Los dos items se deducen
de la demostracion anterior. L

Con las mismas consideraciones podemos probar también el siguiente corolario:
Corolario 1.20.
» p(z,w) es la longitud del segmento geodésico que los une.

» p(z,w)=p(z,n)+p(N,w) siysolo sin pertenece al segmento de geodésica entre
Zyw.

= p es una distancia.

Veremos ahora una forma de calcular la distancia hiperbdlica entre dos puntos cuales-
quiera de la esfera de Riemann.

Definicién 1.21. El cross —ratio de z;,2;,23 y z4 puntos distintos de C se define por:

(z1-22)-(23-24)
(21,22,23,24) =
(22-23)(z4-21)
La utilidad del cross-ratio queda en evidencia en las siguientes proposiciones:

Proposicion 1.22. El cross-ratio es invariante por la accion de las transformaciones de
Mobius.

Demostracion. La prueba es un célculo directo. Para simplificar la cuenta, observar que
para z y w, puntos distintos en C, y a,b,c y d, nimeros reales tales que ad — bc # 0 se tiene:
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az+b aw+b _(ad-bc)-(z-w)
cz+d cw+d (cz+d)-(cw+d)’

Susituyendo como corresponde se concluye la proposicion.

]

Proposicion 1.23. Para z y w puntos de H distintos, consideremos 2 y W, los puntos del
borde Ru oo de la geodésica que los contiene, de manera que 7 queda entre 7 y w. Entonces:

p (Z7W) = log(w,é,z, W)

Demostracion. Para z,w,Z y w como en el enunciado, conisderamos el elemento 7" de
PSL(2,R) que verifica T(2) =0, T(z) =iy T(W) = oo. Queda entonces T (w) = Ai para
algiin A > 1. Con la aritmética de C, vemos que (w,2,z,w) = (1i,0,i,00) = A. Del Lema
1.18, sabemos que p(z,w) =log(1).

]

. ay a . . .
SiA= ( ! 2) es una matriz de SL(2,R), con consideraciones como las de la demos-
asz aq

tracion anterior se puede probar la siguiente formula:

2 22t 2
cosh_l(a1 a22a3 a4)=P(A'iai)‘

En la seccién siguiente discutimos la funcién cosh™!.

1.4. Trigonometria hiperbolica.

En esta seccion enunciamos reglas (casi todas) andlogas a las de la geometria euclidea
que relacionan la longitud de los lados de un tridngulo con los dngulos interiores. Se
definen las funciones:

w cosh(t) = et+2"’7t el coseno hiperbdlico de t, y

r_ -t . .
» senh(t) = 5 el seno hiperbdlico de t.

Discutimos brevemente las inversas de estas funciones:

Supongamos que queremos resolver x = cosh(t) = % Multiplicando por ¢, obtene-
mos:
t=log(x+Vx:-1).
Como (x+Vx2-1)-(x—Vx2-1) =1, vemos que log(x-Vx2-1) =-log(x+Vx*-1).
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20 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

Definimos entonces:

cosh™ (x) = log(x+Vx2-1)
y las soluciones a la ecuacién anterior son:
t = xcosh™ ' (x).

Una discusion anéloga vale para senh(x) y definimos:

senh™'(x) = log(x +Vx2 +1).

Proposicion 1.24. Supongamos T un tridngulo en Hl de lados a,b y ¢ con dngulos opuestos
respectivos ., 3 y y. Entonces se verifican:

1. Primera ley del coseno:

cosh(a) = cosh(b) -cosh(c) — senh(b) -senh(c)-cos(a).

2. Ley del seno:
sinh(a) _sinh(b) sinh(c)

sen(a) — sen(B)  sen(y)

3. Segunda ley del coseno:

cos(y) =—cos(a)-cos(B)+sen(a)-sen(B)-cosh(c).

Con la primera ley del coseno y la ley del seno, como con sus andlogas en la geometria
euclidea, un tridngulo queda determinado dados dos lados y un dngulo o dos angulos y un
lado. Sin embargo la geometria euclidea no tiene una regla andloga a la segunda ley del
coseno. Asi, un tridngulo hiperbdlico queda determinado dados sus tres dngulos internos.

En particular al aplicarle una homotecia a un tridngulo, los dngulos no se preservan.
Las homotecias no son mapas conformes para la métrica hiperbdlica.

Probando ciertas identidades directas sobre las funciones cosh y senh y haciendo uso de
las reglas trigonométricas de la geometria euclidea (con las sustituciones en las distancias
que correspondan), se puede probar la primera ley del coseno en primer lugar y con eso las
dos leyes restantes. Este procedimiento estd detallado en [A].

Por una aproximacion intrinseca (sin apelar a la geometria euclidea) ver [T].

1.5. Puntos fijos y clasificacion de elementos en SL(2,R).

Lema 1.25. La accién elemento no trivial de SL(2,R) en HUR U {o0} fija dos puntos en
el borde Ru{oo} o un iinico punto en HHUR U {o0 }.
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Demostracion. Planteamos, para a,b,c,d € R, con ad —bc = 1:

az+b
=Z.
cz+d

Esta ecuacién se convierte en cz> + (d —a)z—b =0, de donde:

a-d+Va?+d?-2+2cb a-d+\/(a+d)?-4

2c 2c

Z

Por lo tanto:

1. Si (a+d)?> 4 la ecuacién anterior tiene dos soluciones reales distintas.
2. Si (a+d)? =4 la ecuaci6n anterior tiene una tnica solucion real.

3. Si (a+d)? <4 la ecuacion anterior tiene dos soluciones complejas distintas y conju-
gadas. De éstas, solo una puede pertenecer al semiplano superior.

]

Definicion 1.26. Sea A € SL(2,R) \ {Id}. A partir de la demostracion anterior definimos:

= A es hiperbdlica si rr2(A) > 4,
= A es parabdélicasitr?(A) =4y

= A es eliptica si 1r2(A) < 4.

Pretendemos refinar un poco esta clasificacién viendo que ¢72 parametriza las clases de
conjugacion en SL(2,R). Para lo que sigue nos basamos en [B].

Consideremos las transformaciones:

mp:izez+1
y para ke R~ {0,1}:
my 72— kz.
Observar que para todo k, tr2(my) = k + % +2.

Sea A eSL(2,R) y fa la transformacién de Mobius asociada. Supongamos primero que
es hiperbdlica con fijos o, f € Ru{oo}. Tomamos & de forma que hA(o) = oo y h(f) =0.

Obtenemos que oo y 0 son fijos por /- f4-h~! y por lo tanto h- f4 -h~! = my, para algtin
k+1.

Si A es parabdlica con tnico punto fijo @ € Ru{oco}, tomamos cualquier 3 en el borde
distinto de & y h de forma que h- f4(B) =1y h(B) = 0. Tenemos entonces que solo oo es
fijopor h-fa-h~'y h-f4-h~1(0) =1, de donde h- fo-h~! = m;.
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Para analizar el caso eliptico pasaremos por el modelo del disco via el mapa F de la
proposicion 1.5. Supongamos entonces zg € H el tinico punto fijo de f4, y 4 un automorfismo
del disco que lleva F(zg) en 0.

Entonces,
h-F-fa-FL.n71(0) =0,

y por el corolario 1.8 debe ser una rotacion en D, que denotamos por R_g. Con el lema
1.13, obtenemos que:

fa=F YV hVF-fg-Fl.h-F,

donde fy es la transformacién asociada a la matriz

(cos(@) —sen(@))
sen(0) cos(0) |’

Observar que F~!-h-F es un elemento de SL(2,R) por ser un automorfismo del disco
conjugado por F'.

Ahora podemos probar el siguiente resultado. Por simplicidad escribiremos f ~ g si
son conjugados en SL(2,R).

Proposicion 1.27. Dos elementos A,B de SL(2,R)\ {Id} estin en la misma clase de
conjugacion en SL(2,R) si y solo si tr*(A) =tr?(B).

Demostracion. Como la traza es invariante por conjugacion, el directo es directo. En
particular nos dice que un elemento de tipo hiperbdlico, parabdlico o eliptico no puede ser
conjugado a un elemento de otro tipo.

Veamos el reciproco:

Suponemos tr%(A) = tr?(B). Como ~ es una relacién de equivalencia, el caso A,B
parabdlicos es inmediato. El caso eliptico también, ya que por lo visto antes, ambas
matrices son conjugadas a la misma transformacion fy.

Consideramos ahora el caso en que A, B son hiperbdlicos. Por la discusion anterior
tenemos que para algunos ki,kp # 1, A ~my, y B ~my,. Como 1r?>(A) = tr?(B), debe ser:

1 1
ki+—=ky+—
1 kl 2 k27
de donde k; = klil.

Seah:z~ %1 Se cumple:
homg, W =homyg h=m. .
ky
Por lo tanto my, ~m  y podemos concluir que A ~ B.
ky

O
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.

R

1
Figura 1.2: De izquierda a derecha, un elemento eliptico, un parabdlico y un hiperbdlico el

modelo del disco.

Analizando las transformaciones my y fg, podemos sacar tambié€n algunas conclusiones
sobre la dindmica de la accién de los elementos de SL(2R) en H segtin su tipo:

= Un elemento eliptico es una rotacion (para la métrica hiperbolica) alrededor de algun
punto del plano hiperbdlico. Figura 1.2 a la izquierda.

= Un elemento parabolico fija un unico punto del borde y traslada sobre los llamados
horociclos con ese punto del borde. Figura 1.2 al centro.

= Un elemento hiperbdlico deja invariante una tnica geodésica y fija sus dos puntos
al infinito. Uno de estos puntos es un repulsor y el otro un atractor. Figura 1.2 a la
derecha.

NOTA:

Los horociclos en el modelo del disco son circulos euclideos tangentes al borde. Si
t — z(t) parametriza una geodésica, el horociclo correspondiente es el limite del circulo
de centro z(¢) y radio p(z(0),z(¢)). Esto marca otra diferencia con la geometria euclidea,
donde el limite de circulos de radio divergente es una recta.

Lema 1.28. Dos elementos no triviales de SL(2,R) que conmutan tienen el mismo conjunto
de puntos fijos.

Demostracion. Supongamos A,B € SL(2,R)~{ld}.SiA-z=zentoncesA-B-z=B-A-z=
B-zy B-zes fijo por A. Por lo tanto el conjunto de puntos fijos de A es invariante por
cualquier elemento B que conmute con A. Se concluye directamente que si A es eliptico o
parabdlico, B debe ser del mismo tipo y debe fijar el mismo punto que A.

Si A es hiperbdlico, B no puede ser de otro tipo y fija los mismos dos puntos que A o
los permuta. De cualquier manera la geodésica entre ellos queda invariante por la accién de
B. Dicha geodésica con sus puntos del borde determina un segmento de recta o un arco de
circulo en C cerrado en cualquier caso. Cualquier funcién continua que lo deje invariante
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24 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

debe tener al menos un punto fijo ahi. Si los bordes no son fijos, el punto fijo perteneceria
a H y B seria eliptico. Por lo tanto B fija los mismos dos puntos que A.

]
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Capitulo 2

Preliminares de Grupos de Lie

2.1. SL(2,R) como grupo de Lie matricial

El grupo lineal general real (complejo) es el conjunto de matrices invertibles de
tamafio n x n con entradas reales (resp. complejas). Denotamos por GL(n,IR) al grupo
lineal general real y por GL(n,C) al grupo lineal general complejo.

Denotamos al conjunto de todas las matrices de tamafio n x n con entradas reales por
M,(R) y por M,,(C) al andlogo con entradas complejas.

Definicion 2.1. Sea A, una sucesién de matrices de GL(n,C). Decimos que A,, converge
a una matriz A si cada entrada converge (como nimeros complejos) a la correspondiente
entrada de A.

Definicion 2.2. Un grupo de Lie matricial es cualquier subgrupo G de GL(n,C) con la
siguiente propiedad: Si A,, es una sucesién de matrices en G que converge a cierta matriz
A, entonces o bien A es un elemento de G, o bien A no es invertible.

La condicién sobre G se reduce a ser un subconjunto cerrado de GL(n,C). Esto
no necesariamente quiere decir que G es cerrado en M,,(C). Por ejemplo, GL(2,R) es
cerrado en GL(2,RR), pero no es cerrado en M, (C) porque hay sucesiones en GL(2,R) que
convergen a matrices no invertibles . Los grupos de Lie matriciales corresponden entonces
a los subgrupos cerrados de GL(n,C).

Definicion 2.3. El grupo lineal especial (sobre R o C) es el grupo de matrices nxn
invertibles (con entradas sobre R o C resp.) con determinante 1. Ambos son subgrupos
de GL(n,C). Como el derterminante es un polinomio en las entradas de las matrices, por
continuidad pasa al limite. Por lo tanto el limite de una sucesion convergente de matrices
de determinante uno tiene determinante uno, concluyendo asi que ambos conjuntos son
subgrupos cerrados de GL(n,C) e incluso de M, (R).

Denotaremos por SL(n,R) al grupo lineal especial real, y por SL(n,C) al complejo.

25
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Definicion 2.4. Un grupo de Lie matricial G se dice conexo si para cualquier par de
elementos A y B de G, existe un camino continuo M(t), con a <t < b, contenido en G y tal
que M(a)=AyM(b)=B

En topologia general, la definicion de ser conexo es (estrictamente) mas débil que la
definicién anterior, que corresponde a ser conexo por caminos. Aunque no es obvio, un
grupo de Lie matricial es conexo (con la definicidn topoldgica usual) si y solo si es conexo
por caminos. Referimos a la pagina 22 de [H1] por mas detalles.

Proposicion 2.5. La componente conexa de la identidad en un grupo de Lie matricial G
es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Sea C la componente conexa de G que contiene a la identidad. Dadas dos
matrices A y B de C, existen curvas continuas A(t) y B(t), tales que A(0) = B(0) = Id,
A(1) =A y B(1) = B. Por la continuidad del producto y las inversas, t — A(¢)-B(t) y
t— A(t)~! son curvas continuas de Id a A-B y A~! respectivamente. Por lo tanto C es
cerrada por productos e inversos.

Para ver que C es normal en G, sea M una matriz de G. Conjugar por M, es una funcién
continua G — G por lo que lleva componentes conexas en componentes conexas. Como
preserva la identidad debe ser MCM~! =C.

]

Definicion 2.6. Un subgrupo E de un grupo de Lie matricial G, se dice discreto si para
todo elemento A de E, existe un entorno U de A en G donde E no tiene elementos distintos
de A.

Lo que sigue también vale para cualquier grupo de Lie matricial pero nos enfocaremos
en el grupo que nos interesa para esta monografia:

SL(Q,R):{( j Z ) :a,b,c,deRyad—bc=1}

Con la nocién de convergencia que dimos, el producto de matrices en SL(2,R), también
es una funcién continua * : SL(2,R) xSL(2,R) - SL(2,R). Esto es directo teniendo en
cuenta que cada entrada del producto es un polinomio en las entradas de las dos matrices
que estamos multiplicando.

Algo similar pasa al invertir las matrices : inv : SL(2,R) — SL(2,R), donde A =

(@ 0)ee( 2 7)

Estas dos propiedades hacen de SL(2,IR) lo que se llama un grupo topoldgico. Los
grupos topoldgicos son conjuntos con una topologia y una estructura de grupo compatibles,
esto significa que el producto y el inverso son funciones continuas. Sin haberlo hecho
explicito, identificamos M, (R) con R*, y le dimos a SL(2,R) la topologia heredada de la
norma usual en R4,
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Proposicion 2.7. Para H un subgrupo de SL(2,R), son equivalentes las siguientes afir-
maciones:

1. H no tiene puntos de acumulacion en H.
2. H no tiene puntos de acumulacion en SL(2,R).

3. Id es un punto aislado de H.

Demostracion. Nos basamos en la continuidad del producto de matrices en SL(2,R).

1 implica 2: Supongamos que existen i € SL(2,R) y {h;} una sucesion contenida
en H que converge a h. La sucesion Ay - hy_ +11 — Id por lo que H tendria un punto de
acumulacidn sobre si mismo, contradiciendo 1.

= Como H es un subconjunto de SL(2,R), 2 implica 1 trivialmente.
= Como /d es un elemento de H, también es trivial que 1 implica 3.

= Por ultimo veremos que 3 implica 1. Si /4 es una sucesion en H que converge a algun
elemento & de H, la sucesion h-h~! converge a Id, por 3 entonces, debe haber algiin
natural ko, para el cual h;-h~! = Id para cualquier k > kq. Por lo tanto la sucesién
debe ser eventualmente igual a 2. Como cualquier sucesién convergente a h verifica
estoy h € H es cualquiera, H solo puede tener puntos aislados.

2.2. SL(2,R) como grupo de Lie

En la seccidn anterior hicimos referencia a los grupos topoldgicos, en donde interactia
estructura de grupo del conjunto con su topologia. Pidiéndole mas estructura al conjunto,
hablamos de grupos de Lie:

Definicion 2.8. Un grupo de Lie es una variedad difereciable real o compleja, que tiene
una estructura de grupo de forma tal que el producto y los inversos son funciones suaves.

Observar que efectivamente los grupos de Lie son grupos topolégicos. Si bien no es
obvio en general, es cierto que todo grupo de Lie matricial es un grupo de Lie. No es
inmediato probar que todo grupo de Lie matricial tiene estructura de variedad diferenciable,
aunque en el caso que nos interesa si es sencillo. Por una prueba en el caso general, ver el
Teorema 1.19 de [H1].

Proposicion 2.9. SL(2,R) es una variedad diferenciable de dimension tres encajada en
M, (R).
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Demostracién. Por definicién, SL(2,R) = det"({1}), siendo det la funcion que a cada
matriz le asocia su determinante.Como ya mencionamos antes, det es un polinomio en las
entradas de la matriz, por lo que es una funcion suave. Es directo chequear que el tinico
punto critico es la matriz nula, que tiene determinante O, por lo que 1 es un valor regular y
det™ ' ({1}) es un variedad de dimensién tres encajada en M»(R).

[]

Siendo variedades diferenciables, los grupos de Lie tienen sus espacios tangentes. El
tangente a un grupo de Lie en el neutro (para nosotros el elemento /d) es el algebra de
Lie del grupo. Muchas cosas de un grupo de Lie se pueden estudiar a través de su dlgebra
de Lie, ya que en un entorno de la /d, el grupo y su dlgebra de Lie son difeomorfos, con la
ventaja de que el dlgebra es un espacio vectorial.

Se puede ver que el dlgebra de Lie de un grupo de Lie matricial G consiste en las
matrices X tales que ¢/X pertenece a G para todo 7 real, donde eM denota la exponencial
de la matriz M. Enunciaremos a continuacion algunas propiedades que usaremos. Si bien
valen en dimension finita en general, por simplicidad nos restringimos a M, (R) que es el
caso que nos interesa.

Proposicion 2.10. Sea M una matriz de My(R) y eM su exponencial.

R M0 v eM 0
1. SlM—( 0 A ),entoncese —( 0 ok

> SiM:( 2 o ) entonces eM:( cos(a) —sen(a) )

0 sen(a) cos(a)
3. SiM=P-X-P!, entonces eM =P-eX - P~

4. det(eM) = e™ ™), siendo tr(M) la traza de M.

Del item 4, concluimos que el algebra de Lie de SL(2,R) es el subespacio de las
matrices de traza cero, que denotamos por sl,. Es un subespacio vectorial de dimension
tres en R* y una posible base es la que forman los elementos:

(o Spe(00) =(00)

De ahora en mas serd la tinica base de sl, a considerar. En el dlgebra de Lie sl,, tenemos
definido el corchete de Lie:

[, ]:slpxsl, >sl, donde [A,B]=A-B-B-A.

Observar que [A,B] =0 siy solo si A y B conmutan. Se puede chequar las siguientes
propiedades del corchete:
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2.2. SL(2,R) COMO GRUPO DE LIE 29

= [, ] eslineal en las dos variables.

= [A,B]=-[B,A]

= [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] =0. Esta se conoce como la identidad de Jacobi.

Una subalgebra de Lie de sl es un subespacio vectorial invariante por el corchete de
Lie.

Es directo chequear que [X,Y]=2Y, [X,Z]=-2Zy [Y,Z]=X.

Enunciamos ahora un resultado importante para los grupos de Lie matriciales y de
particular interés para los que estudiaremos en esta monografia. Corresponde al Teorema
3.15 de [H1].

Teorema 2.11. Sea G un grupo de Lie matricial y g su dlgebra de Lie. Sea b una subdlgebra
de g. Entonces existe un tinico subgrupo de Lie cerrado y conexo H de G tal que by es su
dlgebra de Lie. H consiste exactamente en los elementos de la forma

X X2 X
donde X1, ...,X,, pertenecen a l.

De aqui sacamos dos conclusiones inmediatas:
Corolario 2.12. Sea G un subgrupo de SL(2,R) y g su dlgebra de Lie. Entonces:

» Sidim g =0 entonces la componente conexa de G que tiene a la identidad es {Id} y
(por la Proposicion 2.7) G es discreto.

» Sidim g =3 entonces G = SL(2,R).

Para cada r > 0, estudiaremos el grupo G, = (A,,R), la clausura en SL(2,R) del grupo
generado por

1 =1
a0 Vero[ 7
" 0 er2 |7 4L

V2 V2

NOTA: Por simplicidad llamamos ahora G, a (A, R). A partir del capitulo 4, G, pasard
a ser G, = (A,,R). Esto no deberia suponer ninguna confusion, ya que la clausura del
grupo no tendrd importancia fuera de este capitulo.

El resultado principal de la seccion es el siguiente:
Teorema 2.13. Para cada r, G, es discreto en SL(2,R) o es todo SL(2,R).
La demostracién se basa en el Lema 2.14 que enunciamos a continuacién. Demostra-

remos ahora el Teorema asumiéndolo y el resto de la seccion estara dedicada a probar el
Lema.
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30 CAPITULO 2. PRELIMINARES DE GRUPOS DE LIE

Lema 2.14. Para un subgrupo de Lie cerrado y conexo de SL(2,R) de dimension uno o
dos, ocurre exactamente una de las siguientes:

= Hay exactamente un punto en H que es fijo por todo el grupo.

» Hay dos puntos en Ru{oo} fijos por todo el grupo.
Ahora la prueba del Teorema 2.13:

Demostracion. Denotamos por C a la componente conexa de G, que contiene alald y g
la subdlgebra de Lie de sl, que le corresponde. Teniendo en cuenta el Corolario 2.12, basta
probar que la dimensién de g no es uno ni dos.

Si g tiene dimension uno o dos, el Lema 2.14 nos dice que C fija solo un punto en la
clausura de H o dos puntos en el borde.

Recordar del Lema 2.5 que C es normal en G,. Por lo tanto, cualesquiera sean g € G, y
heC, g7'-h-g fija los mismos puntos que 4.

Si C fija un tnico punto zy, ya sea en el interior de H o en el borde, debe ser /- g(zg) =
g-h(z0) = g(z0) y por lo tanto g(zo) = zo. En este caso, zg es fijo por todo el grupo G,.

Si C fija dos puntos en el borde, razonando de la misma manera, un elemento g de G, o
bien fija ambos puntos o bien los permuta.

Ninguna de las dos puede pasar:

La rotacion R ni permuta dos elementos del borde ni tiene puntos fijos en el borde y A,
no tiene puntos fijos en el interior. Absurdo.

]

Nos proponemos en lo que sigue probar el Lema 2.14. Este resultado es general de
SL(2,R), no depende de los grupos G, que estudiamos en esta monografia. Discutiremos
segun si la dimension de la subdlgebra de Lie es de dimension uno o de dimension dos.
Para dimension uno veremos que cualquiera de las opciones puede pasar, es decir, el grupo
puede fijar un punto en el interior, un punto en el borde o dos puntos en el borde (Lema
2.15). En dimensién dos el grupo fija exactamente un punto en el borde (Lema 2.21).

2.2.1. Subalgebras de dimension 1 de s,

Una subdlgebra de dimension 1 es un subespacio generado por alguna matriz M de sl;.
En ese caso el subgrupo correspondiente es {¢'M},cg.

Lema 2.15. Sidim g=1y G = {¢/™},r. Entonces:

1. Sidet M <0 los elementos de G tienen uno o dos puntos fijos en conuin en Ru{oo}.

2. Sidet M >0, G fija exactamente un punto en el interior de H.
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Demostracion. El polinomio caracteristico de M queda py(t) =t +det M. Si det M <0,
entonces M tiene dos valores propios reales diferentes +A y es diagonalizable. Tenemos

entonces que:
A0\,
M = P( 0 -1 )P ,

para alguna matriz real invertible P. La accidn de las matrices reales invertibles preserva el
borde Ru {oo}. Concluimos para este caso que los elementos de G son de la forma

et 0 »
A5 o)

Si M, que suponemos no nula, tiene determinante cero (y traza nula), su unico valor
propio es cero y es conjugada a Y también por una matriz real invertible. Es decir:

_pl O 1 )p
M—P(O O)P .

En este caso los elementos de G son de la forma:
1 ¢
M _ -1
e = P( 0 1 )P ,

Supongamos ahora que det M > (0. Como la subalgebra generada por M contiene a
todos sus multiplos escalares podemos suponer que det M = 1. Por lo tanto M pertenece a
la interseccion SL(2,R) nsl,. Tenemos entonces que M es un elemento eliptico y por lo
tanto conjugada en SL(2,R) a una matriz de rotacién. Como ademds M tiene traza cero el
coseno del dngulo de rotacién debe ser cero. M es entonces conjugada a

0 -1
2 _

0 a su inversa por un elemento Q de SL(2,R). Supongamos que es a R2. Tenemos entonces:

tM:Q( o )Ql,

y fijan los puntos P(0) y P(o0).

y todos fijan P(o0).

y su exponencial es:

ethQ( cos(t) —sen(t) )Q_l.

sen(t) cos(t)

En este caso G es el grupo de matrices que fijan Q(i) en H.

O
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32 CAPITULO 2. PRELIMINARES DE GRUPOS DE LIE

2.2.2. Subalgebras de dimension 2 de s,

Denotaremos por (A, B) a la subélgebra generada por {A,B}.

Lema 2.16. Las tnicas subdlgebras de sl, de dimension 2 que contienen a X son las
generadas por {X,Y} y {X,Z}. Ademds éstas dos subdlgebras son conjugadas por un
elemento de SL(2,R).

Demostracion. Paralabase {X,Y,Z} de sl el corchete verifica [X,Y]=2Y, [X,Z]=-2Z
y [Y,Z] = X. Supongamos entonces un vector v = oX + Y + yZ. Si la subélgebra contiene
a X y av, debe contener también a los elementos [X,v] y [X,[X,V]].

Calculamos:
[X,v]=2BY -2yZ
[X, [X,v]] - 4BY + 472
Los tres vectores X, [X,v],[X,[X,v]] son linealmente dependientes si y solo si
1 0 O
det( 0 28 -2y ):0,
0 48 4y

es decir si y solo si By=0.

Para ver que (X,Y) y (X,Z) son conjugadas, consideramos la matriz

o{32)

y calculamos para una matriz de (X,Y):

S S ERYR ).

Como cualquier elemeto de (X,Z) lo podemos obtener de esta manera, concluimos
entonces que
B(X,Y)B™'=(X,Z).

]

Proposicion 2.17. La clase de conjugacion de X por elementos de SL(2,R) son exacta-
mente las matrices de traza cero y determinante —1.

Demostracion. El determinante y la traza se preservan por conjugacion. Para ver que
cualquier matriz de determinante -1 y traza cero es conjugada a X, haremos un razonamiento
directo.
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———
-~

Figura 2.1: La clase de conjugacion de X en los ejes X,Y y Z.

Para A = ( Z b ) una matriz de SL(2,RR), calculamos:

d

ab_lO.d—b_aderc —2ab
c d 0 -1 - a | 2cd  —ad-bc |

p

Sean r, p y g numeros reales de manera que tiene determinante —1, es decir —r% -

pq =—1. Buscamos entonces a,b,c y d de forma tal que ad —bc = 1, o equivalentemente

ad+bc=1+2bc,y:
1+2bc  -2ab | rp
2cd  -1-2bc | \ g -r |

Obtenemos las relaciones ¢ = %, a= % yd= 2% = %. Fijando cualquier b #0 y

usando que 72+ pg = 1, es directo chequear que ad — bc = 1 concluyendo la demostracién.
O]

Corolario 2.18. Cualquier subdlgebra de dimension dos de sl, contiene un elemento
conjugado a X.

Demostracion. Una subdlgebra de dimension dos es un plano por el origen que ademads es
invariante por el corchete. En la Figura 2.1 es claro que la clase de conjugacién de X corta
cualquier plano por el origen y por lo tanto cualquier subélgebra de dimensién 2. Damos
otro argumento a continuacion.

A menos de multiplicar por un escalar es suficiente encontrar, para cualquier subalgebra
de dimensién dos, un elemento con determinante negativo. Observar que para el elemento
aX + BY +¥Z, el determinante queda —a2 — 8. Por ejemplo, si la subalgebra es el plano
(Y,Z), el elemento Y + Z tiene determinante —1.
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Supongamos entonces que el plano estd generado por dos vectores vi = oy X + 1Y + nZ
y vo = X + Y + »Z. Si alguno de los dos tiene coordenada segtin Z igual a cero y segiin
X no nula, su determinante es —Oci2 y obtenemos lo que queriamos. Si no, consideramos

V) — %vz y este vector tiene coordenada segtin Z nula. Si su primer coordenada es no nula
ganamos. De lo contrario, el plano tiene al elemento Y. En ese caso consideramos también

el vector vy — %vz, que tiene coordenada segun Y nula. De nuevo, si la coordenada segin

X es no nula tenemos el resultado, y si es cero entonces conseguimos Z y la subélgebra es
(Y,Z), para la cual ya vimos que vale el resultado. L

Corolario 2.19. Cualquier subdlgebra de s\, de dimension 2 es conjugada a (X,Y).

Demostracion. Sea g una subalgebra de dimension dos. Por el corolario anterior existe
Megtalque M =Q-X-Q ! para algiin Q € SL(2,R). Por lo tanto, O~ gQ es una subalgebra
de dimension 2 de sl; que tiene a X. Por el Lema 2.16 debe ser entonces (X,Y) o (X,Z),
que también son conjugadas entre ellas. ]

Lema 2.20. Supongamos M una matriz de s\, que pertenece al plano (X,Y ). Entonces eM

fija oo y posiblemente otro punto en Ru{oo}.

Demostracion. Supongamos M = aX + BY . El determinante queda —a2 <0 y vale la
demostracion del primer item del Lema 2.15. L

Lema 2.21. El subgrupo asociado a una subdlgebra g de dimension dos de sl, segiin la
correspondencia del Teorema 2.11 fija exactamente un punto en Ru {oo}.

Demostracion. Sabemos que g = Q(X,Y)Q! para alguna matriz Q € SL(2,R). Sea G el
subgrupo asociado a g. Segtin el Teorema 2.11 y aplicando la propiedad de la exponencial de
una matriz para la conjugacion, los elementos de G son de la forma g = QeMieM2 . M1
para ciertas matrices My, ...,My € (X,Y) (y misma Q). Por el Lema 2.20 los elementos eV
fijan co. Por lo tanto Q(o0) es fijo por g.

Para ver que no puede haber otro punto fijo comun a todo el grupo, basta considerar la

matriz
HXHY) _ et
0 et |

Para cualquier ¢ no nulo, la matriz anterior tiene como unico punto fijo a oo, y sus elementos
correspondientes Qe!(X+¥) Q-1 de G tienen como tdnico punto fijo a Q(oo). [

Observacion 2.22. Si bien para nuestro andlisis el Lema anterior ya es suficiente, notamos
lo siguiente:

Cualquier matriz de SL(2,IR) que fija oo es triangular superior, es decir, de la forma
eM para alguna matriz M € (X,Y). Como la accién de SL(2,R) en el borde es transitiva
concluimos una especie de reciproco del Lema anterior:

Dado un punto del borde, el conjunto de matrices de SL(2,R) que fijan dicho punto es
un subgrupo de dimension 2.
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Capitulo 3

Preliminares de PSL(2,R)

Cualquier matriz de SL(2,R) actia en H por la misma transformacién de Mobius que
su opuesta. Por lo tanto ambas se identifican con la misma isometria del plano hiperbdlico.
El cociente que resulta de identificar cada matriz con su opuesta se denomina

PSL(2,R) = SL(2,R)/{=Id}.

Este espacio hereda la estructura de grupo de SL(2,RR), la topologia cociente y queda
definida también su accién en H por transformaciones de Mdbius.

La norma de Frobenius en SL(2,IR), es la que hereda como subconjunto de R*, y serd
la Gnica norma en SL(2,R) a considerar en esta monograffa. Una matriz

ne( )

M| = Va2 +b2+c2+d2.

tiene norma de Frobenius:

Observar que M y —M tienen igual norma, por lo que queda definida para una matriz de
PSL(2,R). Sin embargo la distancia ||A - B|| si depende de los representantes. Para obtener
una distancia podemos tomar para A,B € PSL(2,R):

IA-B||=min{|[X Y| : X =2A, Y =B e SL(2,R)}.

Definicion 3.1. Un subgrupo I" de PSL(2,R) se dice Fuchsiano si es discreto en la
topologia de PSL(2,R). Es decir que su preimagen por la proyeccién cociente es un
conjunto discreto en SL(2,R).

Observar que vale el resultado 2.7 para subgrupos de PSL(2,R) y nos permite probar:

Proposicion 3.2. Sea H es un subgrupo de indice finito en G. Si H es un grupo Fuchsiano,
G también.
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36 CAPITULO 3. PRELIMINARES DE PSL(2,R)

Demostracion. Supongamos G un subgrupo de PSL(2,R) y H < G de forma que G =
Hug,- Hu...ug,-H. Como hay finitas coclases, para ver que G es discreto, basta ver que
elementos de una coclase no acumulan. Entonces una sucesion de la forma

{gi-hi}rencgi-H

acumula si y solo si
{hi}ren c H

acumula en SL(2,R). Concluimos por la proposicion 2.7. O

En el Teorema 1.12, vimos que PSL(2,RR) es isomorfo (como grupo) a los automorfis-
mos de H. Después definimos la métrica hiperbdlica de manera que fuera invariante por
la accion de PSL(2,R) en el tangente. Podriamos haber empezado al revés, definiendo
la métrica hiperbolica y estudiar qué transformaciones la preservan. Se puede ver que el
grupo de isometrias de H con la métrica hiperbélica estd generado por PSL(2,R) y la
transformacion z — —z. PSL(2,R) es un subgupo de indice 2 en el grupo de isometrias. El
punto es que esa funcién es un mapa anti-conforme de H: preserva el valor absoluto de
los dngulos pero cambia el signo. Decimos entonces que PSL(2,IR) se identifica con las
isometrias de H que preservan orientacion. Una posible referencia para mas detalles es
[K]

Observamos que como tr(A) = —tr(-A) y det(A) =det(-A), las funciones [tr(A)|, tr(A)?
y det(A) quedan definidas para su clase de equivalencia en PSL(2,R). Por lo tanto la clasi-

ficacién de la seccion 1.5 vale en PSL(2,R): Un elemento tiene el mismo tipo (hiperbdlico,
eliptico o parabdlico) que sus dos representantes en SL(2,R).

3.1. Accion discontinua.

En esta seccién veremos cémo la topologia de PSL(2,R) y en particular de los grupos
fuchsianos pasa a las orbitas.

Definicion 3.3. Sea M un espacio topoldgico y G un grupo actuando en M. Para x € M la
G-orbitade xes {g-x : g€ G}.

Definicion 3.4. Un grupo G actia discontinuamente en M si cualquier compacto K de
M contiene a lo sumo finitos elementos de cualquier G—0rbita.

Lema 3.5. Si K es un compacto de H, zo e Hy T un subgrupo de PSL(2,R), el conjunto
Kr={yel : y-z0 €K} es compacto en PSL(2,R).

Demostracion. La topologia en PSL(2,R) es la topologia cociente dada por la proyeccién

a b

w:SL(2,R) > PSL(2,R) : ( . az+b

cz+d’

) T, donde T (z) =

Basta ver que W~ ! (Kr) es cerrado y acotado en R,
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Consideremos el mapa continuo

a b azo+b
:SL(2,R) - H : > .
ﬁ ( ’ ) (C d) CZ()+d

Entonces W' (Kr) = B~1(K) y es cerrado. Para ver que es acotado, supongamos

(&0 )ev e

Como K es compacto en H existen constantes M| y M, positivas que no dependen de
a,b,cy d, tales que IaZO bl My y Im(“z‘)+b) = ImGo) 5 A, Dela segunda desigualdad

+d] czo+d lezo+d|?
concluimos que ¢ y d estan acotados. Entonces

Im(zp)

+b| < M-
lazo +b| < M, M,

y por lo tanto a y b también estin acotados.
O

Proposicion 3.6. Supongamos que un subgrupo I de PSL(2,R) actiia discontinuamente
en H. Entonces todo punto 7 € H tiene un entorno en el que todo punto distinto de 7 tiene
estabilizador trivial.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion {z, },>1 ¢ H de elementos distintos y
{¥n}ns1 T, tales que ¥, -z, = 2, — 20- Para n suficientemente grande p(z,,20) < €. Con la
desigualdad triangular y la invarianza de la métrica obtenemos:

P (Yn-20,20) <P (Y205 Yn2n) + P (Ya-2n,20) = 2P (20,20) < 2€.

Por otro lado, como la accién de I" es discontinua y B3¢(z9) es un compacto, para n
suficientemente grande p (7, -z0,20) > 3€. Absurdo.

O

Corolario 3.7. Si I actiia discontinuamente en H, los puntos fijos de elementos de I" son
aislados.

Teorema 3.8. Sea I un subgrupo de PSL(2,R). I es un grupo Fuchsiano siy solo si su
accion en H es discontinua.

Demostracion. Supongamos I' Fuchsiano, zp € H y K un compacto de H. El conjunto
{yel : y-z0€ K} c PSL(2,R) es finito por ser interseccién de un compacto con un
conjunto discreto. Por lo tanto la accién de I' en H es discontinua.

Para probar la otra direccidn, supongamos que I" no es discreto pero actia discontinua-
mente en H. Sea zp € H con estabilizador trivial (3.6). Si ¥, €I es tal que ¥ — Id con k,
entonces Y;-zo — zo y son todos puntos distintos. Entonces la accién no es discontinua.
Absurdo.

O
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3.2. Accion de PSL(2,R) en el tangente unitario.

Si M representa el semiplano superior o el disco de Poincaré, el tangente unitario
respectivo es

T'M={(p,v): peMyveT,M de norma hiperbélica 1}.

En cualquiera de los dos casos T'M es homeomorfo a M x S! (un toro sélido!). Con la
métrica hiperbdlica en H, queda:

T'H={(z,v)eHxC : |v|=Im(z)}.

Si A es un elemento de SL(2,IR) su accidn en el tangente unitario es

A-(p,v) = (fA(p)»fA(p)'V),

donde f4 representa la transformacion de Mobius asociada.

Esta accién pasa al cociente PSL(2,IR). Supongamos un elemento A € PSL(2,RR) tal
que A-(z,v) = (z,v). Por fijar z € H, A es una rotacién alrededor de z, y como fija v el angulo
de rotacién es cero. Concluimos que los estabilizadores de esta accién son todos triviales:
decimos que esta accion es libre.

En 1.13 probamos que la accion de PSL(2,IR) en H es transitiva. Supongamos (z,v)
un punto-vector de T'H y consideremos una matriz cuya accién manda (z,v) ~ (i,w).
Si componemos ahora con una rotacién con centro en i el punto base queda fijoy w
rota. Tomamos una rotacion que mande w en i. Por lo tanto podemos llevar cualquier
punto-vector (z,v) en (i,i) y la accién de PSL(2,R) en T'H es transitiva.

Como PSL(2,R) actda libre y transitivamente probamos lo siguiente:

Proposicion 3.9. PSL(2,R) es homeomorfo a T'H con la identificacion:

AePSL(2,R) & f4-(i,i).

Fijado un punto-vector (z,v) del tangente unitario, nos interesan (a menos de inversos)
dos movimientos: Mover z una cierta distancia r por la geodésica de direccion v (que
llamamos el transporte paralelo de (z,v) de paso r) y rotar v noventa grados en sentido
horario fijando z. Si (z,v) = (i,7) estos movimientos estin dados respectivamente por la
accion de las matrices:

1 1
Ar=(er/2 —9/2)yR:(‘@ 1ﬁ)
0 e VG

A un (z,v) arbitrario lo escribimos como M - (i,i) para alguna matriz M de PSL(2,R).
Realizar algin movimiento sobre (z,v) corresponde a realizarlo sobre (i,i) y aplicarle M a
lo que resulta. Esto se corresponde con la multiplicacién a derecha de las matrices.
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A modo de ejemplo, supongamos que queremos transportar paralelamente (z,v) y luego
rotar el vector tangente. Si denotamos por (z,v;) al punto-vector resultante, entonces:

(z1,v1) =M-A,-R-(i,i).

La accién de A, - R serd de particular interés para nosotros.
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Capitulo 4

El problema: Caminatas de angulo
recto en el plano hiperbdlico.

Estamos ahora en condiciones de enunciar precisamente el problema a estudiar en esta
monografia:

Para cada distancia de avance r > 0, consideramos las matrices

e’l? 0 L L
Ar:( 0 e},/z);)7R:(\/1E \l/i)

V2 V2
Nos proponemos determinar para qué valores el grupo generado por ambas
G,=(A,, R)

es discreto en PSL(2,R).

Algunas consideraciones generales:

= En 2.13 concluimos que la clausura de G, en SL(2,R) no puede tener dimensién
uno ni dos. Si la clausura tiene dimension cero, G, es discreto y si tiene dimension
tres G, es denso en SL(2,R). Por lo tanto lo mismo vale en el cociente PSL(2,R).

= Si la 6rbita por G, de algin punto acumula en H, la accion no es discontinua, G,
no es discreto y por lo tanto es denso. En particular no podemos acumular en H sin
acumular en todo el tangente unitario.
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Capitulo 5

Distancias de avance pequenas

Probamos en este capitulo que si la distancia de avance es cercana a cero, entonces el
grupo G, correspondiente no es un grupo Fuchsiano y por lo tanto es denso en PSL(2,R).

5.0.1. Propiedad de contraccion de los conmutadores en SL(2,R)

En un grupo G, se define el conmutador de dos elementos g; y g» de G como
[81,82]=g1-82-81" &5
NOTA: Usamos el mismo simbolo para el conmutador en SL(2,R) que para el corchete

de Lie en sl,, pero este iiltimo ya no aparecerd en lo que resta de esta monografia.

Lema 5.1. Existe un entorno U de la identidad en SL(2,R), tal que dados dos elementos

A, BeU, ||[A,B]-1d|| < smin{||A ~1d]|,||B - 1d|}.

Demostracion. Para cualquier par de matrices A, B de SL(2,R), se tiene:
[A,B]-1d=ABA~'B~'-I1d=(AB-BA)A~'B~'=((A-1d)(B-1d)-(B-1d)(A-1d))A~'B~1.
Sean ¢ = ||A-1d|| y B =||B—1d|| y supongamos que son menores o iguales a uno.

De lo anterior, conseguimos la desigualdad,

I[A, B]-1d|| <208 -[JA7]|-[|B~].

Observando que ||[A7!|| = A]| = ||A|| < ||A — Id|| + |[Id]| = &t +/2, y andlogamente

con B, obtenemos:

I[A,B]-1d|| < 2aB - (a+V2)(B+V2) <aB-2(1+V2)2.

|detA|

Por lo tanto, si A y B pertenecen al entorno U = {X € SL(2,R) : ||[X - Id|| < (2(1 +
v/2))"2~0,2071} verifican lo que afirmabamos.

O
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Probamos ahora el resultado principal del capitulo:

Lema 5.2. Si la distancia de avance es pequeiia, G, es denso en PSL(2,R).

Demostracion. Por definicion, un grupo discreto de PSL(2,IR) es la imagen de un grupo
discreto de SL(2,R) por la proyeccién al cociente SL(2,R)/{+Id}. Veremos que los
representantes de G, en SL(2,R), para r pequefio deben acumular en la identidad y
concluiremos por 2.7.

Usamos la misma notacién para los elementos y subgrupos de PSL(2,R) que para sus
representantes en SL(2,R).

Consideramos entonces r suficientemente cerca de 0 para que los elementos A, y
R-A,-R~! pertenezcan al entorno de Id en SL(2,R) donde el el conmutador contrae (Lema
5.1), y el subgrupo H de G, que generan estos dos elementos.

Supongamos que G, es discreto. Entonces H también lo es y podemos considerar un
elemento M de H que minimice la distancia a Id, con respecto al resto de los elementos
(no triviales) de H. Afirmamos que un tal elemento debe pertener al centro de H.

Como los generadores de H pertenecen al entorno contractivo, debe ser [A,,M] =
[R-A,-R~',M]=1d y por lo tanto M conmuta con todos los elementos de H. El Lema 1.28
nos dice que solo la identidad puede conmutar con A, y R-A,-R™L. L

Conocemos otras formas de probar el Lema 5.2. En la seccion siguiente damos otra
alternativa y en el Apéndice 1 una tercera.

5.1. Desigualdad de Jgrgensen

El resultado de esta seccién muestra que dos elementos de PSL(2,R) que generan un
grupo Fuchsiano no elemental no pueden estar muy cerca de la identidad.

Definicion 5.3. Un Grupo Fuchsiano G se dice elemental si existe una G—drbita finita en
HuRuU{oo}.

Observacion 5.4. Los grupos G, que nos interesan no son elementales: Para cualquier
punto z de H\ {0, 00}, el conjunto {A” -z}, es infinito. Por lo tanto {A?-R-0}, y {A?-R- o0}
también.

Proposicion 5.5. (Desigualdad de Jprgensen) Sean A,B € PSL(2,R), tales que el grupo
generado por ellos G = (A, B) es un grupo Fuchsiano no elemental. Entonces

ltr(A)? —4|+|tr(ABA™'B™ 1) 2| > 1.
Ademds la cota es optima.

Demostracion. La prueba de la proposicion asi enunciada se puede encontrar en [K]. El
resultado original aparece en el articulo de Jgrgensen [J].

O
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5.1. DESIGUALDAD DE JORGENSEN 45

En las referencias mencionadas se dan ejemplos donde se verifica la igualdad. A
continuacién obtenemos un ejemplo en el contexto de esta monografia que también la
verifica.

Corolario 5.6. Existe € >0 tal que para todo r < € el grupo G, es denso en PSL(2,R).

Demostracion. Basta determinar para cudles valores de r se verifica

ltr(A,)? - 4| +|tr(A.RA; IR - 2| < 1

r I I
siendoAr:( eoz e?5 ) yR:( \f f )
V2 V2

2
Es directo chequear que la traza del conmutador [A,,R] = A,RA; 1R es @. Obser-

vando que la funcién e” +e~" > 2 Vr > 0 otenemos:

e'+e"+2

tr(A,)? -4+ |tr(A,RA; 'R —2|=¢" +e " +2 -4+ 5

. 2‘.
De la expresion anterior se obtiene que
ltr(A,)? 4| +|tr(A.RA IR -2 < 1

para todo r < cosh™1(4/3) ~0,79536 y en el caso r = cosh™1(4/3) se verifica la igualdad.
]
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Capitulo 6

Valores intermedios 1.

6.1. Motivacion:

Cualquier isometria de PSL(2,R) se puede escribir como una composicién de dos
simetrias axiales. Ademas hay cierta libertad para elegir los ejes de tales simetrias. En el
Capitulo 7 de [B] se puede encontrar la construccion general, segiin si la matriz es eliptica,
parabolica o hiperbdlica. El resultado es el siguiente:

Una isometria de PSL(2,R) se escribe como una composicion de dos simetrias axiales
S1 Y S2 que tiene por ejes respectivos a las geodésicas ry y ra, segiin el tipo de la matriz.

» Si la matriz es eliptica sabemos que es una rotacion alrededor de un punto fijo. En
ese caso ry y rp se cortan en el punto fijo con un dngulo igual a la mitad del dngulo
de rotacion.

» Si la matriz es parabdlica es una traslacion por los horociclos de cierto punto del
borde fijo. En este caso r1 y ry comparten un punto en el borde y este es el punto fijo
de la matriz. Ademds ry y rp cortan a 90 grados los horociclos.

» Si la matriz es hiperbolica es una traslacion por alguna geodésica. Para este caso
r1 y rp son perpendiculares al eje de traslacion y lo cortan a una distancia igual a
la mitad de la distancia de traslacion.

Observar que en cualquier caso, dada la matriz, tenemos infinitas opciones para elegir
la geodésica ry, pero una vez elegida, si queremos escribir la transformacién como s - sy,
la segunda queda determinada.

Nos concentraremos ahora en las matrices que generan los grupos que estudiamos aqui:

r I
A, = ez 0 y R= V2 V2
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A, es un elemento hiperbdlico de PSL(2,R) y como tal, lo podemos escribir como
producto de dos simetrias axiales s; - s con ejes disjuntos. Fijado r > 0, s serd la simetria
que tiene por eje a la geodésica [—1,1] c H. En el modelo del disco de Poincaré, esta
geodésica corresponde al didmetro [i,—i]. La simetria s la elegimos de manera que tenga
por eje a la geodésica perpendicular a [0, oo | por el punto ez-i(el punto medio del segmento

[i,e"-i]).

0

2 S

2

(a)Ar:sz-sl. (b)R=S1-S3.

Para la matriz de rotacion R, las simetrias a elegir serdn s; como antes y s3 la que tiene
por eje a la geodésica que corta [0, 00] a -45 grados en el punto i. De esta manera queda
R =51 -53. En el modelo del disco, esta geodésica es el didmetro {(x,y) e D:y=—-x}.

Como s% =1d, obtenemos que A, -R =55 - 53.

Figura 6.2: A,-R=s,"-53.

De las geodésicas que elegimos, la que varia segun el valor de r es el eje de s,. Para
r~ 0, los ejes de s, y 53 se cortan cerca del punto i € H. A medida que r aumenta, el punto
de interseccion se aleja hacia el borde hasta que las dos geodésicas dejan de cortarse en el
interior de H. En términos de la matriz A, - R nos dice que para valores pequeiios de r, A,-R
es eliptica, que hay un valor critico que llamaremos r., en que las geodésicas ’se cortan’
en un punto del borde y A, - R es parabdlica. Para valores mayores A, - R es hiperbdlica.
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6.2. El valor critico r..

Teniendo en cuenta la discusion anterior sobre A, - R obtenemos el valor critico como

sigue:
Dado r >0,
ez 0 t -1 1 e’ ez
= . \/E \/z = — r B r
ArR 0 e £ L 2\ e2 ez )
V2 2 2
Yy su traza es
el+e 2

tr(A,-R) =

7 € (V2,+00).

El minimo 77(A,-R) = v/2 se alcanza solo en r = 0.
Tenemos que A, - R es eliptico si y solo si tr(A,-R) < 2.

Si denotamos por A a eZ,A,-Res eliptico si y solo si:

A+A71<2V2.
Debe ser entonces v/2 -1 <A < /2 +1 de donde:

log(vV2-1) <0< % < log(V2+1).
Solo nos interesan valores positivos para r. Definimos entonces:
Ioo =2-log(v/2+1)
El panorama es entonces:

m A,-Reselipticosiir € (0,rs)
= A,-R es parabdlico sii r = re

= A, R es hiperbdlico sii r € (reo,+00).

Tanto este capitulo como el siguiente estan dedicados a analizar el primer caso.

6.3. SiA,-R rotacion irracional...

Consideraremos ahora muchos de los valores r < r, para lo cuales veremos que el
grupo G, es denso. Siendo A, - R eliptico, es una rotacion alrededor de algin punto @
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de H. Si no tiene orden finito, la 6rbita de cualquier punto zg # @ es densa en el circulo
{z:p(z.0) =p(20,0)}.

Por lo tanto para estos valores de r el grupo G, es denso en PSL(2,R).

Estos valores para r son un conjunto denso en el intervalo (0, 7o, ): Escribimos:

A Rop-l. cos(0) -sen(0) P
" sen(0) cos(0) ’
donde P-i es el punto fijode A,-Ry 6 el angulo de rotacion.

A, R tiene orden infinito si y solo si 6 es un multiplo irracional de 27. En términos de
r tenemos:

eg +e
2-cos(0)=tr(A,-R) =
(0) =1r(Ar-R) 7
Dividiendo por v/2, queda:

NI~

V2-cos(0) = cosh(i),

de donde:

r:2-cosh_l(\/§-cos(9)).

Los valores de r obtenidos pertenecen al intervalo (0,2 -cosh™! (\/5)) Como vimos
en la seccién 1.4, 2-cosh™! (\/E) =2-10g(1+/2) = roo. Por ser imdgenes por una funcién

continua de un conjunto denso en el dominio, los valores de r para los cuales A, - R es una
rotacién irracional son un conjunto denso en (0, 7o ).
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Capitulo 7

Valores intermedios II: Embaldosados
por poligonos de angulos rectos.

En este capitulo, los casos restantes para r € (0,7« ). Para algunos, el grupo G, = (A,,R)
es discreto y otros que son densos. Los discretos preservan embaldosados del plano
hiperbolico por poligonos regulares con angulos interiores de 90 grados. Estos seran los
tratados en las primeras secciones. Observar que en el plano euclideo, la dnica posibilidad
es embaldosarlo por cuadrados, no importa cudl sea la distancia de avance. Veremos que
en [ para cada p > 5, hay una tnica distancia de avance r,, tal que la 6rbita del punto i por
el grupo Gy, es el conjunto de vértices de un embaldosado por p—agonos regulares de 90
grados.

Por lo visto en el capitulo anterior, para los valores 0 < r < 7o, A+ R €s una rotacion
en H. Queda por analizar el caso en que sea una rotacion de orden finito. Como antes,
denotamos por 0 al angulo de rotacién de A,-R. Los grupos que preservan los embaldosados

corresponden a las rotaciones primitivas: Cuando 6 = 27”, con p € Z.

7.1. A, R rotacion primitiva.

La herramienta principal es un resultado clédsico de grupos Fuchsianos debido a Poin-
caré. En este capitulo enunciamos una versién (Teorema 7.5) que bastard en nuestro
contexto.

Antes, hacemos mas precisos algunos términos.

Definicion 7.1. Un subconjuto cerrado y convexo P de H es un poligono si su frontera en
H es una unién localmente finita de segmentos geodésicos. Los segmentos geodésicos son
los lados del poligono P. A los puntos de interseccion de dos o mds lados de un poligono
les llamamos vértices.

Para nosotros solo seran de interés los poligonos compactos.
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Observacion 7.2.

= Es directo de la definicién que la imagen de un poligono por una isometria de H es
un poligono.

= Un poligono compacto tiene finitos lados.

Definicion 7.3. Un subconjunto D c H es un dominio fundamental para un grupo Fuch-
siano I si:

= D es abierto y conexo
= para cualquier ze H, Dn(T-z) 2y

» Dny (D) =@ VyeI'\{ld}.

Un dominio fundamental genera un embaldosado de H, es decir una coleccién de
subconjuntos cuya union es todo H y la interseccion de cualesquiera dos, si no es vacia
estd contenida en su frontera. Si D es un dominio fundamental para I, la 6rbita de D por I’
es un embaldosado de H.

Referimos ahora al Apéndice 2, donde probamos que un grupo Fuchsiano siempre
tiene un dominio fundamental que es el interior de un poligono. Asumiendo ese hecho,
definimos, para P un poligono fundamental de un grupo Fuchsiano I':

Definicion 7.4. Un ciclo eliptico es una clase de equivalencia de vértices de P para la
relacion v ~ v, si ambos estan en la misma I” - érbita.

Denotaremos por 6, al dngulo del poligono P en el vértice vy si € = {vi,va,...,v,} €s
un ciclo eliptico en P, definimos:

0:=0, +...+0,,.

Enunciamos ahora el Teorema de Poincaré en una version que se puede encontrar
en [dR]. Remarcamos que este resultado tiene versiones mas generales, por ejemplo
admitiendo que el poligono en cuestion tenga infinitos lados y vértices en el borde. En [M]
se prueba una version (que pretende ser) elemental en términos de superficies hiperbdlicas
y una generalizacion a dimension tres.

Teorema 7.5. . Sea P un poligono compacto de H con una coleccion de isometrias
Oasociada que aparean los lados de P de manera que ningtin lado se aparea con si mismo
y tal que el interior de P es disjunto de sus imdgenes. Supongamos que para todo ciclo
eliptico € se tiene que O es de la forma 27” con k € Z (dependiente de €). Entonces el grupo
generado por las transformaciones de P es un grupo Fuchsiano y el interior de P es un
dominio fundamental para el grupo.
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Con esta version del Teorema de Poincaré, generaremos los embaldosados por poligo-
nos regulares. Fijamos p € N. Consideremos el tridngulo en Hl, de dngulos o = 27” yB=y=1%.
Denotamos por a,b y c a los lados opuestos respectivos. Por Gauss-Bonnet sabemos que
podemos construir el tridngulo anterior solo si p es mayor o igual que 5. Ademas es tinico a
menos de isometrias, por lo que la longitud de cada lado ya estad determinada. Mas adelante
calcularemos cudnto debe ser cada una.

Figura 7.1: Etiquetado de los lados del poligono P.

En el tridngulo anterior consideraremos el punto medio del lado a como un vértice
adicional y dividiremos a en los dos segmentos que determina. Esto es necesario porque
una de las transformaciones que consideraremos permutard estos dos segmentos, y Poincaré
nos pide que ningun lado se asocie con si mismo.

Por lo tanto, consideraremos a P como un cuadrildtero de vértices {vy,v,v2,v3} con

2 1 7wy Z respectivamente.

angulos interiores VRS

vV,
:
N
(0]

2

Figura 7.2: Las transformaciones 6] y 0,

Las transformaciones asociadas serdn o7 la rotacion de dngulo 27” alrededor de vo y 02
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la rotacion de dngulo 7 alrededor de v;. Orientando los lados positivamente (en sentido
antihorario), observamos:

o1([vs,vo]) = [vo, 1]y
o ([v2,v3]) = [vi,va] !,

donde s~! representa el lado s con la orientacién opuesta.

Hay tres ciclos elipticos para P con estas identificaciones: {vo},{v2} y {vi,v3} con

angulos respectivos 27”, n'y %. Por el Teorema de Poincaré el grupo de isometrias generado
por 01 y 03 es un grupo Fuchsiano y el cuadrilatero construido es un dominio fundamental

para el grupo.

-1 - .
Los puntos {v3, 01-v3 =2, 612 “v3, ..., 01 -v3} son los vértices de un p—dgono regu-
lar. La figura 7.3 muestra la construccion de un pentdgono regular en el disco hiperbdlico.

El embaldosado de H por p—agonos regulares aparece como la érbita del vértice v3 por
todo el grupo (o1, 02).

7.1.1. Calculo de los lados.

Nos proponemos dar ahora el célculo explicito de las distancias correspondientes.
Ya observamos antes, que fijado p, las dimensiones del dominio P construido quedan
determinadas.

Segun la segunda ley del coseno (Ver la seccion 1.4), tenemos:

27 T T T T
COS(7) =- COS(Z) 'cos(z) + sen(z) 'sen(z) -cosh(a)
a= cosh1(1+2-cos(2—ﬂ)).
p

A partir de ahora, para cada p denotaremos por ry al valor de a obtenido en la formu-
la anterior. Una vez mas podemos mostrar que no hay un embaldosado por cuadrados
(cuadrilateros de angulos rectos) del plano hiperbdlico:

de donde:

Si tomamos p =4 el lado correspondiente debe medir r4 = 0.

Con la misma regla obtenemos la medida de los lados b y c:

1+cos( 22
b=c coshl(—p)).

2T
sen( P

o~

[
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a,(P)

O
4

G2 (P) s

o (P)

@)
=10

Figura 7.3: Ejemplo: Embaldosado por pentdgonos del disco.
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7.1.2. Los grupos G,, como caminatas de angulos rectos.

En esta seccion enmarcaremos la construccion anterior al contexto en el que estamos
trabajando. Mas especificamente, para cada p veremos que el grupo generado por 01y 0,
corresponde al grupo G,, = (A,,,R).

Con la notacién de las secciones anteriores, tomamos el vértice vz como el punto i € H
y el lado a como un segmento de la geodésica por i con direccion i (la geodésica [0, o0]).
En el modelo del disco de Poincaré, el punto-vector correspondiente es (0, %) (ver Obs

1.17).

En la seccion anterior calculamos el valor de r,, que corresponde a la distancia entre
v3 'y vi. Recordamos que o7 es la rotacion de angulo 27” alrededor del vértice vg, y 0, la
rotacion de angulo 7 alrededor de v,. Observamos que 01 -i=0,-i=A,, i =¢€'?-i. Ambas
trasformaciones difieren en rotaciones en el tangente (recordar que en el tangente actuamos
multiplicando por la derivada en el punto):

= Or- (lal) = (erp 1, 1)

m 0y (i,0) = (e'r-i,—i).

Concluimos entonces:

O] = Arp 'Rv
oy =4, R%.
Obtenemos que R=0;1-0, y Ay, =01-051 01, por lo tanto
(617 GZ) = (Arp7R> = Grp

y es un grupo discreto para todo p > 5.

(a) Embaldosado por hexdgonos del disco. (b) Embaldosado por 9-dgonos del disco.
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Observacion 7.6. De la férmula para r, vemos que la sucesion indexada en p es estricta-
mente creciente y tiene limite en R:

limy ooty = cosh™ (3) = log((1+V2)?) = Teo » 1,76274717403,

donde la segunda igualdad se deduce de lo discutido en 1.4.

La observacion anterior muestra que el valor critico r, es acumulado tanto por valores
correspondientes a grupos discretos como por valores correspondientes a los grupos densos
analizados en el capitulo anterior.

7.2. A,-R rotacion no primitiva.

En esta seccién discutiremos los casos en que A, - R es una rotacion de orden finito
pero no primitiva. Esto corresponde a los casos en que A, - R es conjugado a una rotacion
de angulo 0 = % con p,g €Ny g>1. Veremos en esta seccion que todos estos casos
corresponden a grupos densos.

La orbita de i por A,-R es como en los ejemplos de la figura 7.5.

Para estos valores de r, A, - R genera p—éagonos con dngulos de 90 grados que se cierran
luego de dar ¢ vueltas alrededor del punto fijo.

Hay ciertas restricciones sobre los posibles valores de p y g:
Si pretendemos construir un poligono P como en la seccion 7.1, pero con dangulos

2-1-
q7ﬂ7z
p 4

T
y 4 °

Por Gauss-Bonnet debe ser 4-¢g < p.

También podemos considerar las rotaciones 07 y 0> como antes. Sin embargo, si g > 1,
no podemos aplicar el Teorema de Poincaré porque la condicion sobre los dngulos no se
verifica. Entonces, para p,q con 4-¢g < p, podemos construir el poligono P y aplicandole o
obtenemos algo como en la figura 7.5, pero no podemos afirmar que el grupo que generan
las dos transformaciones sea discreto.

También manera andloga a lo hecho en la seccién 7.1.1, podemos calcular el valor de r

que le corresponde a cada par p,q y que denotaremos por r,

2.7
rp/qzcosh_1(1+2-c0s( nq))
p
Como r

»/q depende del valor del cociente %, solo son de interés los casos en que p
y g son primos entre si. En particular, si g es multiplo de p caemos en el caso de un
embaldosado de la seccidén anterior.
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Figura 7.5: Ejemplos de A, - R rotacién no primitiva. Las imdgenes corresponden a los
casos (p,q) = (9,2); (p.q) = (17,3); (p,q) = (50,7) y (p,q) = (100,13).
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Observamos también que fijado g (la cantidad de "vueltas’ del poligono), el valor r,,,
tiende a 7oo.

q

Para ver que estos grupos no pueden ser discretos usaremos nuevamente la desigualdad
de Jgrgensen de la Proposicion 5.5.

Proposicion 7.7. Sea r >0 tal que A,- R es una rotacion de dngulo 0 = % para algunos
p, qcond-g<pymecd(p,q)=1. Sea o tal que q-a =1 (modp). Entonces si g > 1

|tr2((Ar-R)“) —4|+)tr([(A,-R)*,R?]) -2| < 1.

Por lo tanto todos los valores r

plq CON q > 1 corresponden a grupos densos.

Demostracion. Tomamos

2.1
r:rp/q:cosh_1(1+2-cos( n q))
p

El iterado o de la matriz A, - R es una rotacion de angulo 27” Con esto y un poco de
trigonometria, son calculos directos ver que:

1+cos(2£4)\2
\zrz((Ar-R)“)—4\+\zr([(A,-R)“,R2])—2\:4-sen2(z)'(—znqp)) .
4 sen(T)

La funcién anterior es decreciente con ¢ y vale menos que 1 en g = 2.

Con esto concluyen los casos con A, - R eliptico.
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Capitulo 8

Distancias de avance grandes: de 7., en
adelante.

Estudiamos ahora el grupo G, para las distancias de avance a partir del valor critico roo.
Como vimos antes, estos valores se caracterizan por el hecho de que el elemento A, - R no
es eliptico.

Probaremos el siguiente Teorema:

Teorema 8.1. Para todo r > ro, el grupo G, es discreto.

Probaremos primero que un cierto subgrupo H de G, es libre y discreto. Para ver que es
libre probaremos que en H no hay palabras reducidas no triviales que se correpondan con la
identidad. Observar que el grupo G, no es libre, porque por ejemplo R* = Id en PSL(2,R).
Para ver que es discreto, veremos que la Orbita de i no tiene puntos de acumulacion. El
argumento central que usaremos para probar estas dos afirmaciones se conoce como el
argumento del Ping-Pong.

El subgrupo H a considerar serd el generado por {A, , R-A,-R~'}, la matriz de avance
A,y la matriz de avance por la geodésica perpendicular,

Rari-L e
r 5 5

|
NI Q
[SSTR I ST
[T
S S
+ |
<ml (\\
S S
S—

Por simplicidad denotaremos por B, a R-A,-R~!. Esta matriz fija los puntos del eje
real £1, y traslada los puntos de la geodésica que los une una distancia hiperbdlica r en la
direccién de 1.

El esquema de la demostracion del Teorema 8.1 es el siguente:

= Veremos que si r > ro, podemos aplicar el Ping-Pong en H.

= Probaremos que H es libre y discreto para r 2 roo.
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= Veremos que H es discreto si y solo si G, es discreto.

Consideraremos cuatro regiones del disco hiperbdlico que llamaremos Norte (N), Sur
(S), Este (E) y Oeste (W). Por simplicidad definiremos las regiones en el modelo del
semiplano pero las imdgenes son mas ilustrativas en el disco.

8.1. Construccion de las regiones N,S,E,W.

La accion de A, nos permitird conseguir E y W. De forma andloga con B,, se consiguen
NyS.

A, fija los puntos 0 y oo, y a los puntos de la geodésica que los une los traslada una
distancia hiperbdlica r en la direccién de co. La mediatriz del segmento [i , A,-i] es la
geodésica perpendicular al eje imaginario cuyos puntos del borde son +e¢/2. Esta geodésica
separa H en dos regiones. Definimos E como la que contiene a oo.

Consideramos ahora la mediatriz al segmento [A;!-i, i]. Esta mediatriz es la geodésica
que corta el eje real en los puntos +e /2, y llamaremos W a la regién determinada que
contiene a 0.

Como A, manda:

por continuidad concluimos:
A, (H~W)CE,

AZ'(H\E)cW.

La situacion con B, es andloga. Como dijimos, su accién en el semiplano fija los puntos
+1 y traslada los puntos de la geodésica que los une una distancia r en la direccién de 1.

Considerando la mediatriz del segmento geodésico [i , B-i] (resp. [B;'-i , i]), de-
finimos S (resp. N) como la region determinada que contiene a 1 (resp. —1) y de forma
andloga obtenemos:

B,(H\N)cS,

B-'(H~S)cN.

Lema 8.2. Si r>ry las regiones N,S,E, W son dos a dos disjuntas.
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AE N

) s . E

yd v ‘ N\ W
[ . . <

N/ \ / W{ \\;/ \S '\-‘:-\‘

-1 1 S
(a) N,S,E y W en el modelo del semiplano. (b) N,S,E y W en el modelo del disco.

Figura 8.1

Demostracion. La matriz B, = R-A,p -R~! lleva el eje imaginario en la mediatriz del
segmento [i , B,-i], por lo que ésta corta el eje real en los puntos

Br/z-O y Br/2~oo.

Observar que por la simetria respecto del eje imaginario en la figura 8.1a, basta probar que
E y S son disjuntas.

,
Denotemos por A a e?.

Las regiones S y E son disjuntas si y solo si

Br/z'OO Se? :A«z.

En estos casos los ejes de las simetrias de la figura 6.2 no se cortan en el plano
hiperbdlico.

Hay que resolver entonces:

N O e e A Y 2
By 00 = (A=A~ T)ico4A+A- T ~ A—A~T A%,

Si nos restringimos a valores positivos, la desigualdad anterior la satifacen exactamente
los valores A € [\/1+/2, +00).

Siendo r =4-log(A) obtenemos que E y S son disjuntos para r € [re,+00).

8.2. G, es discreto parar > r.

Nos proponemos ahora probar el Teorema 8.1.

Si r 2 ro podemos conseguir las regiones disjuntas N,S,E y W como en la figura 8.1a
de manera tal que:

= A, (H\W)CE,
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= A;N(HNE)cW,
» B,(H\N)cS,
» B;!(H~S)cN.

Un elemento cualquiera w de H es una palabra en los dos generadores de H (y sus
inversos) que suponemos reducida, es decir que no hay elementos inversos consecutivos.
Para ver que w # Id, basta ver que w-i # .

Por construccion i no pertenece a ninguna de las cuatro regiones, por lo que la primera
letra de w, que puede ser A,, A;!,B, 0 B;!, 1o manda a E, W, S o N respectivamente.

Veamos que w-i pertenece a alguna de las regiones:

Supondremos que la primera letra de w es A, y por lo tanto A, -i pertenece a E. Como
la palabra es reducida, la siguiente letra no puede ser A;!. Puede ser A, y cae nuevamente
en E, puede ser B, y caer en S o puede ser B; ! e iraN.

Con otra eleccidn para la primera letra vale un razonamiento analogo. Lo importante es
que una vez que un elemento entra a alguna de las cuatro regiones, realiza algin itinerario
entre ellas pero nunca sale de la unién de las cuatro. Queda como ejercicio para el lector
convencerse de que el argumento falla si las regiones no son disjuntas.

Probamos entonces:

1. Ninguna palabra reducida en A,,B,,A>!, B! no trivial es la identidad. En particular
H es un grupo libre en dos generadores.

2. Toda palabra reducida no trivial en A,,B,,A;!, B! envia U a un conjunto disjunto,
donde U =H ~ (NUSUE UW). En particular H es discreto
El siguiente Lema muestra que lo anterior basta para que G, sea discreto.

Lema 8.3. H es un subgrupo normal de indice cuatro en G, y por lo tanto G, es discreto
si y solo si H lo es.

Demostracion. En vista de la proposicion 3.2, basta probar que H tiene indice finito en
Gr.

Veremos que G, =Hwv H-R vH -R? wH-R3. Geométricamente esto es intuitivo,
escencialmente H difiere de G, en que no tiene rotaciones en el tangente, pero los puntos
de H accesibles son los mismos. Formalizaremos esto continuacion:

En G, tenemos la relacién A”-R%- A" = R2, porque al avanzar n pasos, rotar 180 grados y
avanzar nuevamente n pasos se vuelve al punto de partida mirando en la direccion opuesta.
Escribimos esto de forma mas conveniente como:

A"-R*=R*.A".

Dados entonces ne Z 'y me {0,1,2,3}, consideramos R"-A” y obtenemos que:
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sim=0, R"-A"=A",

sim=1, R"-A"=R-A"-R-1-R,

sim=2, R"-A"=A".R2y

sim=3, R"-A"=R-A;"-R2=R-A;"-R™.R~\.,

De cualquier manera, podemos escribir R” - A" como un producto de un elemento de H
por una potencia de R.

Como cualquier elemento de G, lo podemos escribir como un producto
R™.Ay-R™ A2 -R"™ A

con n; € Z'y m; € {0,1,2,3}, concluimos que G,=HU H-R UH-R?> UH -R3. Es trivial
chequear que son subconjuntos disjuntos.

]
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Capitulo 9

Apéndice

9.1. Dominios de Dirichlet

En esta seccion veremos una forma posible de construir un dominio fundamental para
un grupo Fuchsiano. En toda la seccion I" denotard un grupo Fuchsiano cualquiera.

Para 7 € H definimos:
Py ={zeH : VyeT, p(z,20) <p(z,7°20)}-

y €l dominio de Dirichlet de zo como el interior de P,:
D, =P,
Lema 9.1. Si Stab(z) = {Id} y escribimos T = {1, ..., %, ...}, entonces:

P(Za?’n‘Z) — +00, SI N —> +00.

Demostracion. Por ser un conjunto discreto, en cualquier bola cerrada solo puede haber
finitos puntos de la 6rbita de z distintos. Si el enunciado no fuera cierto, algiin punto
es imagen de z por infinitos elementos de I' y esto contradice que el estabilizador sea
trivial. 0

Definicion 9.2. Un dominio fundamental D se dice localmente finito si todo compacto de
H corta a lo sumo finitos de los {y(D) }yer-

Teorema 9.3. Si Stab(zo) = {Id}, P., es un poligono de H y su interior es un dominio
Sfundamental localmente finito para .

Demostracion. Denotamos por Dy al subconjunto de H:
{zeH = p(z,20) <p(2,720) }-
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Por simplicidad tomamos D;,; = H. Se tiene entonces que:

on = ﬂD'}"
yel'

Cada Dy no trivial, es un semiplano con borde la mediatriz del segmento [zo,¥-zo], en
particular son todos cerrados y convexos por lo tanto P, también.

Por el Lema anterior, para cualquier R > 0 hay solo finitos y €I tales que y-zo € B(z0,2R).
Como p(z9,dDy) = M, solo puede haber finitos de los {d Dy }yer que corten B(zo,R).

Con las consideraciones anteriores podemos concluir, primero que el interior de P, es
no vacio (contiene a zg y algin entorno abierto alrededor) y conexo. Segundo, es directo

ver que dP,, c PN ( Uyer 8Dy) y por lo tanto es una unién localmente finita de segmentos
geodésicos.

Hemos probado hasta ahora que P, es un poligono. Veamos ahora que su interior es un
dominio fundamental para I'.

Dado z € H, existe un elemento y eI tal que

p(z,7-20) <p(z,M-z0) para cualquier n € T

Por la invarianza de la métrica p(y~'-z,20) <p(y'-z,m-z) Vn el y porlo tanto y !z
pertenece a P,.

Supongamos z € P, ny(P,,). Veamos que z es un punto de la frontera de P,.
Por definicién, V1 e U\ {Id}:

= p(z,20) <p(z.n20) Y

= p(r ' z,20)<p(r!z,m 20).

Con esto y la invarianza de la métrica nuevamente, obtenemos:
p(z,20) <p(z,7:20) =p (v ' z,20) <p(¥ 2,77 20) = p(2,20)-

Por lo tanto p(z,20) = p(z,7-20) y z pertenece a la frontera de P .

Por tltimo probaremos que Dy, es localmente finito. Sea K compacto de H. Consi-
dermos R > 0 de manera que K quede contenido en el disco de centro zp y radio R. Si
Y(Py,) NK # @, existe zy € Py, tal que p(zo,Y-zy) <R. Por lo tanto:

p(z0,7-20) € P(20,7-2y) +P (V29,7 20)

=p(20,7-2y) +P(2y:20)
<p(20,7-2y) +P(Y-2y,20) <2R,

y por el Lema 9.1 esto puede pasar solo para finitos yeI".

O
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La construccion del lema anterior se basa en considerar un punto con estabilizador
trivial. Estos puntos existen por 3.6. Un argumento de cardinalidad también muestra que
los puntos con estabilizador trivial forman un conjunto denso:

Los grupos Fuchsianos son conjuntos discretos en R* (que es un espacio de Lindelof)
y por lo tanto numerables. Como cualquier elemento de PSL(2,R) \ {I/d} fija a 1o sumo
un punto en el interior de H, los puntos de H con estabilizador no trivial son a lo sumo
numerables.

Hemos probado entonces que cualquier grupo Fuchsiano tiene al menos un dominio
fundamental localmente finito cuya clausura es un poligono de H.

Una forma de ver el Teorema de Poincaré es que un grupo Fuchsiano queda determinado
por su comportamiento alrededor de un poligono fundamental. En cierta manera, si las
imagenes mas cercanas del poligono se ’pegan bien”, no aparecerdn problemas al extender
el embaldosado a todo el plano hiperbdlico. Es en esta linea es que enunciamos los
siguientes dos resultados. Por otro lado el Teorema también proporciona un método de
construir grupos Fuchsianos.

Lema 9.4. Para zy y P,, como antes, se tiene que si z € H pertenece a dP,, existe algiin
elemento yeI'\ {Id} tal que y-z también pertenece a dP,,. Ademds el elemento 7 es tinico
para z salvo que éste sea un vértice de Py,

Lema 9.5. Si D es un dominio fundamental localmente finito para I, entonces el conjunto
To={yel : y(D)nD+ g}

genera todo T.

El conjunto Iy del lema anterior son las transformaciones asociadas al dominio funda-
mental que aparecen en el Teorema de Poincaré (7.5). La demostracion de la Proposicion
9.4 nos da las transformaciones asociadas si el dominio fundamental a considerar es el
dominio de Dirichlet de algtin punto.
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