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Resumen

En la actualidad los modelos numéricos se han convertido en una herramienta indis-
pensable para la evaluacién de modelos conceptuales y para la integracién de informacién de
diversa indole en el area de mecdnica de los fluidos. El aumento en la velocidad de procesa-
miento y capacidad de memoria de las computadoras ha sido acompaiiado por el desarrollo
de codigos de modelacion que han permitido trabajar con modelos hidrogeolégicos cada vez
més complejos (y que permiten obtener resultados més precisos). Sin embargo, en estos tlti-
mos anos los procesadores de computadores (CPUs) han tenido en cuanto a prestaciones un
enlentecimiento en su desarrollo en comparacion a la tasa de afos anteriores, principalmente
debido a los limites fisicos de los componentes microelectrénicos basados en semiconducto-
res. En contrapartida, las tarjetas graficas (GPUs, por sus siglas en inglés) surgieron como
un recurso computacional de alto desempeno alternativo, y de mucho menor costo que el
procesamiento paralelo tradicional (basado en cluster de computadoras). Es asi que se ha
popularizado en el &mbito cientifico el uso de placas gréaficas, las cuales otorgan una gran ace-
leracion incluso a computadoras de escritorio mediante la ejecucién de calculos en paralelo,
permitiendo considerar asi dominios de simulacién mas grandes y velocidades de simulacién
mayores. Ademds, este tipo de plataformas superan en general a las CPUs en la relacién
consumo energético versus desempeno computacional que ofrecen.

Los cambios en los paradigmas de ejecucién, mencionados anteriormente, motivan el
estudio de las diferentes técnicas numéricas para evaluar como se adaptan al uso de este
tipo de plataformas de hardware modernas. Un estudio en amplitud de todas los términos
numéricos obviamente es inabordable, aun cuando el estudio se centrara en los métodos
presentes en la hidrologia. Por lo tanto, en este trabajo se aborda como caso de estudio
la ecuacién del transporte (advectiva-difusiva). Los fendmenos de transporte son aquellos
procesos en los que hay una transferencia neta o transporte de materia, energia o momento
lineal en cantidades grandes o microscopicas. El fenémeno de transporte en fluidos tiene
lugar cuando una sustancia estd disuelta en otra, por ejemplo, como cuando una sal o un
contaminante esta disuelto en agua.

La modelaciéon de la ecuacion de transporte determina un sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales. Uno de los procedimientos ampliamente usado para resolver sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales es el método de las Diferencias Finitas. Aunque existen otros
métodos numéricos, como pueden ser Elementos Finitos o Volimenes Finitos, en este trabajo
se utiliza el método de las Diferencias Finitas ya que es una técnica de caracter general, con
amplia literatura y bastante sencilla de paralelizar. Dentro de las Diferencias Finitas se puede
optar por trabajar con un esquema Implicito, mas exacto y complejo de implementar, o un



esquema Explicito, més sencillo de implementar pero en general con menos precisiéon en los re-
sultados que las variantes con el esquema anterior, o un esquema mixto como Crank-Nicolson.
Para el caso de los esquemas Implicito y mixto, como parte del procedimiento es necesario
resolver sistemas lineales de ecuaciones. Aprovechando que dichos sistemas de ecuaciones ge-
neran matrices penta o heptadiagonales (segiin el dominio del caso abordado, bidimensional
o tridimensional respectivamente), en este trabajo se estudiaron dos solvers para resolver sis-
temas lineales dispersos. Por un lado, se utilizé el método SIP (Strongly Implicit Procedure)
disenado especialmente para resolver sistemas lineales con matrices penta y heptadiagonales
presentes en problema de mecéanica de los fluidos. Por otro lado, se evalué el método iterativo
general de resolucién de sistemas lineales Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGStab).

El objetivo general del presente trabajo es evaluar diferentes esquemas numéricos para
la resolucién de la ecuacién de transporte en 3D que incluyan estrategias de computacion
de alto desempeno sobre procesadores multi-core y plataformas de hardware masivamente
paralelas, por ejemplo GPUs.

Uno de los principales aspectos distintivos del presente trabajo es que se estudia en
forma acoplada la precision numérica y el desempeno computacional del esquema Implicito,
Explicito y mixto para la resolucién de la ecuacién de transporte mediante la comparacién
con soluciones analiticas y también la ponderacién de la escalabilidad computacional de cada
paradigma. Si bien se utiliza la ecuacién del transporte como objeto de estudio se espera
alcanzar conclusiones extrapolables a los métodos numéricos en general.



Capitulo 1

Introduccion

La necesidad del hombre de entender su entorno natural y anticiparse a los aconteci-
mientos tiene raices en que, en gran medida, de ello depende su supervivencia. Es asi que hoy
en dia se utiliza el método cientifico como el medio mas efectivo para predecir el comporta-
miento de la naturaleza. En la actualidad, cuando se desea predecir el comportamiento de un
sistema natural, los conocimientos cientificos y tecnolégicos se integran para definir primero
un modelo fisico. Luego, se convierte dicho modelo a un problema matemadtico, y de éstos
solo algunos pocos pueden ser resueltos mediante técnicas analiticas. Es decir, en la gran
mayoria de los casos se necesitan aproximaciones numéricas y, mas especificamente, cuando
se consideran problemas de grandes dimensiones, o con alto niveles de precision, mediante el
uso de programas que son ejecutados por computadoras.

Hace mas de cuatro décadas que los modelos matemaéticos vienen siendo utilizados en
el campo de la hidrologia, ver por ejemplo el trabajo de McDonald y Harbaugh [46]. En la
actualidad los modelos numéricos se han convertido en una herramienta indispensable para
la evaluacion de modelos conceptuales y para la integracién de informacion de diversa indo-
le en esta area. El aumento en la velocidad de procesamiento y capacidad de memoria de
las computadoras ha sido acompanado por el desarrollo de cédigos de modelaciéon que han
permitido trabajar con modelos hidrogeoldgicos cada vez més complejos (y que permiten
obtener resultados mds precisos). Sin embargo, en estos dltimos afios los procesadores de
computadores (CPUs) han tenido en cuanto a prestaciones un enlentecimiento en su desa-
rrollo en comparacién a la tasa de anos anteriores, principalmente debido a los limites fisicos
de los componentes microelectrénicos basados en semiconductores [30]. En contrapartida, las
tarjetas graficas! (GPUs, por sus siglas en inglés) surgieron como un recurso computacional
de alto desempenio alternativo, y de mucho menor costo que el procesamiento paralelo tra-
dicional (basado en cluster de computadoras). Es asi que se ha popularizado en el &mbito
cientifico el uso de placas graficas, las cuales otorgan una gran aceleracion incluso a compu-
tadoras de escritorio mediante la ejecucion de cdlculos en paralelo, permitiendo considerar
asi dominios de simulacién méas grandes y velocidades de simulacién mayores. Ademas, este
tipo de plataformas superan en general a las CPUs en la relacién consumo energético versus

!Existen otros aceleradores de Hardware, por ejemplo los procesadores Intel Xeon Phi, sin embargo las
GPUs son una arquitectura més disruptiva.



desempeinio computacional que ofrecen. El paralelismo brindado por las GPUs se basa en la
ejecucién de miles de hilos procesando las mismas instrucciones sobre diferentes datos. Este
paradigma conocido como SIMD (del inglés Single Instruction, Multiple Data segin la taxo-
nomia de Flynn [23]) en el caso de las GPUs de NVIDIA se estila nombrar como SIMT (del
inglés Single Instruction, Multiple Thread) una variante de la categoria anterior definida por
la empresa NVIDIA y centrada en la ejecucién multiples hilos de cémputo.

Los cambios en los paradigmas de ejecucién, mencionados anteriormente, motivan el
estudio de las diferentes técnicas numeéricas para evaluar como se adaptan al uso de este
tipo de plataformas de hardware modernas. Un estudio en amplitud de todas los términos
numéricos obviamente es inabordable, aun cuando el estudio se centrara en los métodos
presentes en la hidrologia. Por lo tanto, en este trabajo se aborda como caso de estudio la
ecuacién del transporte (advectiva-difusiva) [4]. Los fenémenos de transporte son aquellos
procesos en los que hay una transferencia neta o transporte de materia, energia o momento
lineal en cantidades grandes o microscépicas. El fenémeno de transporte en fluidos tiene
lugar cuando una sustancia estd disuelta en otra, por ejemplo, como cuando una sal o un
contaminante esta disuelto en agua. En este caso, se le llama soluto a la sustancia disuelta y
solvente al medio en que se encuentra aquella. Al movimiento del soluto se le llama transporte.
Cuando se estudia el transporte, es habitual llamar concentracién a la masa del soluto por
unidad de volumen del solvente. En esa clase de estudios, la concentracién es funcién tanto de
la posiciéon como del tiempo y la ecuacion del transporte describe como varia ésta en el espacio
y el tiempo. Si bien la ecuacién de transporte es una de las mas importantes ecuaciones en el
campo de la mecéanica de los fluidos, se la puede encontrar en varias disciplinas de la ciencia.
En particular, dicha ecuacién gobierna el transporte de materia, energia, cargas eléctricas y
cantidad de movimiento, y es usada en disciplinas como por ejemplo biologia [57], estudios
atmosféricos [76], medicina [79], quimica [71], o en fisica como es el caso de este trabajo.
Desde el punto de vista matematico dicha ecuacién es una ecuacién en derivadas parciales o
simplemente EDP.

Uno de los métodos ampliamente usado para resolver sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales es el método de las Diferencias Finitas [65]. Aunque existen otros métodos numéricos,
como pueden ser Elementos Finitos [18] o Volimenes Finitos [20], en este trabajo se utiliza
el método de las Diferencias Finitas ya que es una técnica de caracter general, con amplia
literatura y bastante sencilla de paralelizar. Dentro de las Diferencias Finitas se puede optar
por trabajar con un esquema Implicito, méas exacto y complejo de implementar, o un esquema
Explicito, mas sencillo de implementar pero en general con menos precisiéon en los resultados
que las variantes con el esquema anterior, o un esquema mixto como Crank-Nicolson. Para el
caso de los esquemas Implicito y mixto, como parte del procedimiento es necesario resolver
sistemas lineales de ecuaciones.

Aprovechando que los sistemas lineales de ecuaciones antes mencionados son definidos
por? matrices penta o heptadiagonales (segtin el dominio del caso abordado, bidimensional o
tridimensional respectivamente), en este trabajo se estudiaron dos solvers para resolver siste-
mas lineales dispersos. Por un lado, se utiliz6 el método SIP (Strongly Implicit Procedure) [68]
disennado especialmente para resolver sistemas lineales con matrices penta y heptadiagonales
presentes en problema de mecanica de los fluidos. Por otro lado, se evalué el método iterativo

2En el caso de usar grillas uniformes.



general de resolucién de sistemas lineales Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGStab).

La resolucién de la ecuacion del transporte utilizando GPUs ha sido abordada por otros
autores, por ejemplo, Goncalves [8] estudié el problema evaluando diferentes métodos pa-
ra la resolucién de sistemas lineales en 1D, Cotronis et al. [13] aplicaron el método de las
sobre-relajaciones sucesivas (SOR por su siglas en inglés), y Molnér [49] estudi6 la resolucién
de la ecuacién difusiva-reactiva. Sin embargo, estos trabajos se centran en avanzar en im-
plementaciones eficientes de ciertos métodos en GPU, no ofreciendo conclusiones basadas en
una evaluacién multicriterio que incluya precisién numérica, desempeno, esquema numérico
y plataforma de hardware utilizado.

1.1. Objetivos generales y especificos

El objetivo general del presente trabajo es evaluar diferentes esquemas numéricos para
la resolucién de la ecuacion de transporte en 3D que incluyan estrategias de computacién
de alto desempefio sobre procesadores multi-core y plataformas de hardware masivamente
paralelas, por ejemplo GPUs. Uno de los principales aspectos distintivos del presente trabajo
es que se estudia en forma acoplada la precision numérica y el desempeno computacional de
los esquemas Implicito, Explicito y mixto para la resolucion de la ecuacion de transporte me-
diante la comparacién con soluciones analiticas y también la ponderacion de la escalabilidad
computacional de cada paradigma. Si bien se utiliza la ecuacién del transporte como objeto
principal de estudio se espera alcanzar conclusiones extensible a los métodos numéricos en
general.

Por lo tanto, como objetivo especifico de esta tesis se busca determinar cuando es mas
conveniente usar un esquema numerico u otro, en base a la cuantificaciéon de los errores de
precision y los tiempos de ejecucién insumidos por cada uno de los paradigmas y segun el
hardware utilizado.

En forma adicional, y considerando el objetivo general del trabajo, es necesario alcanzar
implementaciones eficientes de los distintos esquemas cuando son ejecutados sobre las diferen-
tes plataformas de hardware abordadas. Esto implica un manejo conceptual de los diferentes
recursos de hardware abordados asi como las técnicas empleadas para acelerar algoritmos
sobre ellos.

1.2. Estructura de la Tesis

La estructura del resto del documento se detalla a continuacién.

En el Capitulo 2 se explica el fenémeno del transporte en fluidos. se deduce la ecuacién
que lo representa y se muestran las restricciones sobre la modelacién de dicho fendémeno.
También en este capitulo, se describe la discretizacién de ecuaciones en derivadas parciales
mediante el método de las diferencias finitas y los diversos esquemas posibles de aplicar sobre



éstas. Por ultimo, se explica el Strong Implicit Procedure (SIP) y el BiCGStab, que son los
solvers elegidos para la resolucién de los sistemas lineales subyacente del uso del esquema
Implicito para la descretizacién de las ecuaciones en derivadas parciales.

El Capitulo 3 detalla algunas caracteristicas y presenta la evolucién histérica de las
arquitecturas de hardware que incluyen multiples unidades de cémputo y, con particular
atencion las arquitecturas masivamente paralelas como son las GPUs.

En el Capitulo 4 se describe el disefio e implementacién de las propuestas de parale-
lizacion para los diferentes métodos y arquitecturas abordadas. Se hace especial foco en la
descripcién del uso de las GPUs para acelerar los computos en los distintos métodos aborda-
dos.

Luego, en el Capitulo 5, se presenta la evaluacion experimental realizada para estudiar
cada método implementado. También se interpretan los resultado obtenidos tanto desde el
punto de vista de calidad numérica como de desempeiio computacional y se compararan entre
ellos y con los ofrecidos por la literatura especializada.

Finalmente, en el Capitulo 6, se resumen las principales conclusiones arribadas durante
la ejecuciéon de este trabajo, se enumeran los resultados conseguidos en cuanto a reportes de
divulgacién cientifica y se describen las principales lineas abiertas plausibles de abordar en
el futuro cercano.



Capitulo 2

La resolucion de la ecuacion del
transporte

Los modelos matematicos de los sistemas continuos estan constituidos por balances de
propiedades extensivas, por ejemplo los modelos de transporte de solutos (los contaminantes
transportados por corrientes superficiales o subterrdneas, son un caso particular de estos
procesos de transporte). Dichos modelos se construyen haciendo el balance de la masa del
soluto que hay en cualquier parte del espacio fisico. Existen principalmente dos tipos de
procesos fisicos por los cuales los elementos quimicos son transportados mediante fluidos en
el medio ambiente; adveccién y difusién.

= Adveccién: Este proceso se debe al movimiento del fluido, como puede ser aire o agua.
Se estd frente a este proceso cuando el soluto es arrastrado pasivamente por el movi-
miento del fluido en el cual se encuentra disuelto. El movimiento advectivo es descrito
matematicamente por la direccién y la magnitud de su velocidad, siempre y cuando
no se produzca absorcién y/o retardo. La tasa a la cual el soluto es transportado por
unidad de drea (perpendicular a la direccién del movimiento) se expresa generalmente
en términos de densidad de flujo (j) de acuerdo a la siguiente expresién: j = c¢- v, donde
j es la densidad de flujo expresado en [M/(L2T)], c es la concentracién del soluto M /L3
y v es la velocidad del fluido [L/T], (siendo M masa, L longitud y T tiempo).

= Difusion: En este segundo tipo de proceso, el soluto se mueve desde un lugar donde
su concentracién es relativamente alta hacia otro donde es menor, por efecto de un
movimiento aleatorio de las moléculas (difusién molecular). La ley de Fick [34] es usada
para describir la densidad de flujo debido a la difusién turbulenta, y se expresa para
una dimensién como j = -D(dc /dz), donde j es la densidad de flujo [M/(L2T)], D es el
coeficiente de difusién [L2/T], c es la concentracién del elemento o compuesto quimico
[M/L3] y z es la distancia sobre la cual se consideran cambios en la concentracion [L]. La



ley de Fick puede ser también expresada en tres dimensiones usando notacién vectorial
en la forma j = —D - V¢, donde V es el operador gradiente y D indica el tensor de
difusién.

= Dispersién: Las variaciones en la velocidad a escalas menores que la de trabajo también
inducen un flujo de masa que se denomina dispersion. Dicho efecto se describe también
con la Ley de Fick, anadiendo al tensor de difusién un componente dispersivo que
depende del campo de velocidades. En el presente estudio se considerard un tensor de
difusién constante.

Deduccion de la Ecuacion de Transporte:

Como ya fue mencionado, en la naturaleza el transporte de un soluto se describe a
través de la combinacién de los procesos de adveccién y de difusion. Considerando el balance
de masa, y que se puede trabajar ambos procesos en forma independiente, se puede escribir
la ecuacién del transporte como el resultado de la suma de un término advectivo mas otro
término difusivo-dispersivo, ver la Ecuacion 2.1, donde Volg,y,; indica el Volumen de Control.

A = Z Masa que entra al Voloon: — Z Masa que sale del Volcon:. (2.1)

Masa entra al volumen
de control

) 4

- Masa saliendo del

j (;I:) _'] (.I' 4 AI) volumen de control

AX

Figura 2.1: Volumen de Control (Volcont).

Entonces, si se llama V al volumen [L?], 4 al drea [L?], j al flujo mdsico [M/(L?T)]
y la variacién de la concentracién por unidad de tiempo[%] [M/(L3T)], se puede
comenzar a escribir la ecuacién como la diferencia de masa que entra al volumen de control
menos la masa que sale por unidad de tiempo:

c(t + At) — c(t)
At

Vo ( y=A-jlz) — A j(z + Az). (2.2)



Observando que, V/A = Ax, dividiendo por A y reagrupando términos se obtiene,

c(t+At) —c(t) jlz)—jlx+ Ax)

= . 2.3
At Azx (23)
Si se se toma Ax -0y At — 0
. c(t+At)—c(t)  dc
AR A e 24

Asi se obtiene la formulacién de la ecuacién del transporte en una unica dimensién para su
forma mas general,

oc o7
5 i (2.5)

En este contexto, el flujo puede ser advectivo y/o difusivo. A continuacién se desarrollard
en primer lugar la expresién para el flujo advectivo maésico y luego el difusivo. Se considerara
el transporte de particulas como analogo al transporte de solutos. En la Figura 2.2 se tienen

dos volumenes de control llamados I y I1, y se evalta el pasajes de particulas desde el volumen
I al II.

ID.
<

I1

pry
(IXXX YRR N RN L AL Q)
(IR IXT RSN INTINY N

o Particulas

Y

Figura 2.2: Flujo advectivo.

Asumiendo que las particulas solo van en el sentido positivo respecto de z, Ax es la
distancia que cubre una particula en un tiempo At. El nimero de particulas que se mueven
desde el volumen I al I en un intervalo de tiempo At se puede calcular usando la siguiente
férmula:

N=c-Az-A, (2.6)

donde N [M] es el nimero de particulas (andlogo a masa) que se mueven del volumen I al
I en un intervalo de tiempo At, y ¢ [M/L3] es la concentracién de las particulas disuelta en



el volumen I. Entonces, si se divide el resultado anterior (Ecuacién 2.6) entre At, se obtiene
cuantas particulas pasan de un volumen a otro en una unidad de tiempo At, y esta expresion
se resume en la Ecuaciéon 2.7.

Q=75 (2.7)

Ahora, dividiendo por el area se obtendra el nimero de particulas que pasan de un volumen
a otro por unidad de tiempo y unidad de &drea, es decir se obtendra el flujo, como se expresa
en las ecuaciones 2.8, 2.9, y 2.10.

Q Az .
A = At * € = Jadvectivo (28)
) . Az ox
Jadvectivo = AI%IEO E C= 5 - C (29)
ox
-a vectivo — o, 2.1
Jadvect o1 c (2.10)
Llamando v a la velocidad,
ox
= = 2.11
v 6t ) ( )
Jadvectivo = V + C. (212)

Para determinar el flujo difusivo, se aplica la ley de Fick que determina el flujo de masa entre
los volumenes I y II.
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Figura 2.3: Flujo difusivo, las particulas se mueven desde zonas de alta concentracién (volu-
men I), a zonas de bajas concentracién (volumen II).

De esta manera el flujo difusivo estara definido de la siguiente manera:

oc

i fusive = —D - —. 2.13
Jdi fusivo Sz ( )
Como ya se mostré anteriormente, la ecuacion del transporte tiene la siguiente forma:
dc ¥
= 2.14
ot ox’ (2.14)

donde j = jadvectivo + Jdifusivo ¥, Sustituyendo en la ecuacién anterior j por la suma de jadvectivo
Y Jdifusivo S€ obtiene la siguiente ecuacién:

de -D. & de
Y S A 2.15
5t o bx (2.15)
Considerando D constante:
-D. % 52c
ox
o _P. 2.1
oz 0x2’ (2.16)

se alcanza la ecuacién de transporte en el espacio (ver Ecuacién 2.17). Matemdaticamente,
como se dijo antes, es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con términos parabdlicos
e hiperbdlicos.

oc D 52c de



Niumeros adimensionados, Niimero de Fourier y Péclet

Un numero adimensional es un nimero que no tiene unidades fisicas que lo definan y
por lo tanto es un ntmero puro. Los niimeros adimensionales se definen como productos o
cocientes de cantidades que si tienen unidades, de tal forma que todas éstas se simplifican. De-
pendiendo de su valor estos nimeros tienen un significado fisico que caracteriza determinadas
propiedades para algunos sistemas.

Por ejemplo el nimero de Fourier [58], Fy, es un nimero adimensional que representa
la relacién entre la propagacién por difusién y la capacidad de almacenamiento!:

D.T
L2’

Fy= (2.18)

donde D es el coeficiente de difusién, T el tiempo caracteristico, y L es la longitud carac-
teristica.

El comportamiento de un fluido queda fuertemente determinado por el valor de este
numero, entonces:

= Si Fg > 1 la variaciéon de almacenamiento por difusién en la longitud caracteristica se
desarrolla en un tiempo menor al caracteristico. Por lo tanto es de esperar que si existe
una diferencia de concentraciones en una longitud L, se establezca un flujo difusivo
significativo en un tiempo T.

= Si Fg <1 la variacién de almacenamiento por difusion en la longitud caracteristica
se desarrolla en un tiempo mayor al caracteristico. No se aprecia un flujo difusivo
significativo ya que en una longitud superior a L, la mayor parte de la masa se estd
almacenando en la longitud L.

Por otro lado, en mecénica de fluidos el nimero de Péclet [60], P, es un nimero adi-

mensional que relaciona la velocidad de adveccién de un flujo v y la velocidad de difusién,
segun la siguiente ecuacién:

P, =

v-L
—_ 2.1
= (219)

Nuevamente, este nimero caracteriza el comportamiento del fluido:

s Si P. > 1 domina el fenémeno de adveccion.

1Es la capacidad que tiene un material de almacenar cierta cantidad de una sustancia.
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s Si P, < 1 domina el fenémeno de difusién.

Es importante mencionar que, los valores que toman las ecuaciones 2.18 y 2.19 influyen
en la estabilidad numérica de los diferentes métodos de resolucién [21].

2.1. Diferencias Finitas

Cuando se intenta modelar un determinado fenémeno fisico, por lo general se plantea un
sistema de ecuaciones diferenciales (ordinarias o) parciales, vélidas para determinada regién
(o dominio), al cual se le imponen condiciones de borde e iniciales apropiadas. En esta etapa,
el modelo matematico estd completo, y es aqui donde aparece la mayor dificultad, dado que
solamente las formas mas simple de las ecuaciones, con fronteras geométricamente triviales son
capaces de ser resuelta en forma exacta (analitica) con los métodos mateméticos disponibles.
Uno de los pocos ejemplos para los cuales se dispone de procedimientos matematicos clésicos
de resolucion son las ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes. Por lo
tanto, y con el fin de evitar tales dificultades y lograr resolver el problema con la ayuda
de computadoras, es necesario presentar el problema de una manera puramente algebraica.
Entre los diferentes métodos que permiten representar el problema en forma algebraica, uno
de los més sencillos es el método de las Diferencias Finitas [65].

El método de las Diferencias Finitas es un método de caricter general que permite la
resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales definidas en recintos
finitos. Mediante un proceso de discretizacion, el conjunto infinito de nimeros que representan
la funcién o funciones incognitas en el continuo, es reemplazado por un ndmero finito de
parametros incégnita, y este proceso requiere alguna forma de aproximacion.

Si se desea determinar la funcién f(x) que satisface una ecuacién diferencial en un
dominio determinado, junto a condiciones iniciales del problema, se tiene que empezar por
diferenciar la variable independiente x, para después construir una grilla o malla, con puntos
discretos sobre el dominio establecido. Luego el método define formulas de aproximacion
de las derivadas como combinacién lineal de los valores funcionales en puntos de la grilla
o malla. Finalmente, se deben reemplazar las derivadas en la ecuacién diferencial por las
formulas de aproximaciéon que define el método. En este método se puede trabajar en un
esquema Explicito, por ejemplo los valores de la grilla en el tiempo ¢ + 0t son calculados con
valores funcionales en el tiempo ¢, o también se puede optar por un esquema Implicito, los
valores en el tiempo t + dt, son calculados en base a algunos valores funcionales en tiempo ¢
y otro valores funcionales en tiempo t + dt, mas adelante en este documento se detallan los
procedimientos de calculo de estos esquemas.

Existen otros métodos que son también ampliamente usados para este tipo de aplicacio-
nes, como son Elementos Finitos [18] y Volimenes Finitos [20], en este trabajo se decidi6 usar
el método de Diferencias Finitas, ya que presenta una formulacién sencilla, es de aplicacién
general y existe gran cantidad de aplicaciones previas que utilizan procesadores masivamente
paralelos. De todas formas varios de los resultados obtenidos en este trabajo son directamente
extrapolables a los otro métodos.
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Las soluciones de los problemas de la fisica matematica por medio de Diferencias Finitas
comienzan con el trabajo de Courant, Friedrichs y Lewy en 1928 [14]. Una aproximacién de
Diferencias Finitas se definié por primera vez para la ecuaciéon de onda y se demostrd que la
condicion de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy era necesaria para la convergencia. En
1930 Gerschgorin obtiene los errores de borde para las aproximaciones de la Diferencias Fini-
tas de los problemas elipticos cuyo trabajo se basé en la ecuacién de Laplace [25]. Durante la
decada de los 60 este enfoque y varias aproximaciones de ecuaciones elipticas con condiciones
de bordes fueron analizadas. La teoria de las Diferencias Finitas para problemas parabdlicos
con condiciones iniciales, tuvieron entonces un intenso periodo de desarrollo durante los afios
1950 y 1960, Cuando se exploré el concepto de estabilidad en el teorema de la equivalencia
de Lax [78] y los lemas de la matriz de Kreiss [39]. Como se puede observar el dessarrollo
principal de este método aplicado en este campo, tiene su florecimiento junto con la irrupcion
de la computacién, y el comienzo del uso de esta ultima para la resoluciéon de problemas de
la fisica. Ademds, con la aparicién y masificacién del uso de co-procesadores (aceleradores)
con arquitecturas de hardware masivamente paralelas en la pasada década vuelve a tener un
impulso importante la técnica.

A continuacién se derivan las formulaciones principales para el método de las Diferencias
Finitas.

2.1.1. Aproximacion de la derivada primera en 1 dimensién

= Formula hacia adelante: se alcanza desarrollando la funcién mediante la serie de Taylor
hasta el segundo orden,

/ A.Z'2 1
f(x+A:n):f(33)+f(:U)-A3:—l—T'f (£). (2.20)
Despejando:
! Nf(:r—l—Ax)—f(x) Az " !
) m HEEED I S8 ey = (), (2:21)
Se obtiene la formula hacia adelante de la derivada primera:
Py~ L AA@ —f@) (2.22)

Con un error: E= |% A" < %-M, donde M= max|f”(x)], a <x <b.

» Formula hacia atras, desarrollando la funcién mediante la serie de Taylor hasta el se-
gundo orden:
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2

A
flo—Az) = f() = f'(@) - Ax+ =~ (), (2.23)
y, despejando:
— - A A
R e (R ) (2.21)
Se obtiene la férmula hacia atras de la derivada primera:
o)~ L8 = i(j —A) (2.25)

y un error: E= 8% - f/(n)| < 4%-M, donde M= max|f”(x)|, a < x < b.

Férmula diferencias centradas, el primer paso del procedimiento es desarrollar la funcién
mediante la serie de Taylor hasta el tercer orden, para z + Az y . — Ax :

h?2 Az

flx+Az) = f(z) + f'(2) - Az + - f7(2) + == f7(6), (2.26)

Ax? Ax3
=b ) - =2

fla - Az) = f(@) — @) Ao+ 50wy - By (22
Si se resta (2.26) y (2.27)
flat Aa) - flz - Ar) =280 )+ S (O ). (229)
v, despejando:
flatAa) ~ fla—Aa) a0 220

2Ax 6

De esta manera se obtiene la formula para diferencias centradas:

f(2) ~ flx+ Axé;g}f(:p - Aaz). (2.30)

Con un error: E= \%‘2 A9 < ATﬁ'M, donde M= max|f"”'(x)|, a < x < b.
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2.1.2. Aproximacion de la derivada segunda en 1 dimensién

Desarrollando la funcién mediante la serie de Taylor hasta el cuarto orden, para x + Az y
x — Ax:

$2 563 134
Flat A2) = f@) + @) ek S )+ S )+ B0 e, (2a)
Az? A Azt
flo—A2) = f@) = /() Av+ == f'a) = == (@) + S5 f" ). (2:32)
Si se suman (2.31) y (2.32) :
4
Flo+ &)+ fla— Aa) = 2() + A0 - (@) + S0 (P + ), (239
se obtiene:

Ax? 12

De esta manera, la férmula de la derivada segunda queda expresada como:

y con un error: E= |Al—’§ A9 < Al—f-M, donde M= max|f"”(x)|,en el intervalo definido
por a < x <b.

2.1.3. Esquema Explicito

En el esquema de diferencias finitas Explicito, la variable en cualquier celda en el tiempo
t + At se calcula a partir del valor de la variable en la misma celda y en las celdas vecinas
para el tiempo anterior t. De aqui que el cdlculo de la concentraciéon de una celda en un
determinado tiempo es independiente de la variable de las demas celdas para el mismo tiempo.
Aunque el método ofrece facilidades de calculo, sufre limitaciones en la seleccién del valor
de At. En particular, para un incremento de espacio dado el intervalo de tiempo debe ser
compatible con los requisitos de estabilidad. Con frecuencia, esta limitante dicta el uso de
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valores extremadamente pequenos de At, y se necesita un nimero muy grande de intervalos
de tiempo para obtener la solucién con un nivel de precisién razonable. La discretizacién de
la Ecuacién 2.17 en una dimensién y considerando un esquema explicito, tiene la siguiente
expresion:

A (z) — (x) D. (Ct(:L" + Az) — 2 (z) + ct(x — Am))
Al E Ar? (2.36)
. (ct(x + Az) — ct(x — Ax))
M 2Ax '
De esta manera se despeja la expresién ct2(z):
() (D (ct(:c + Az) — 2¢t(z) + ct(z — A:p))
2
A t( + A ) t( A ) (2'37)
e z) —c'(z — Az), .
v ( oAz ) - At + ().

Si se cuenta con los valores de ¢(z) en el tiempo ¢ es facil calcular el valor de ¢(z) en
el tiempo t + Atf, como se explicé anteriormente. Notar que hay restricciones sobre el At,
especificamente la condicion de estabilidad para este esquema es:

(2.38)

2.1.4. Esquema Implicito

Para evitar los problemas de inestabilidad de los esquemas Explicitos, se puede utilizar
un esquema implicito.

2.1.4.1. Esquema Puramente Implicito

En este esquema, la ecuacién en diferencias finitas se aproximan mediante una formula
de diferencias retrasadas para la derivada temporal. Esta practica genera un esquema pura-
mente Implicito en diferencias finitas, donde la concentracién de la celda en el instante actual
(t + At), depende de su propia concentracion en el instante anterior (), pero también de la
concentracion de las celdas vecinas en el instante actual (¢ + At). Este esquema es incondi-
cionalmente estable.

ct+At(x> _ ct(x) b (ct+At(x + A:E) _ 20t+At(x) + Ct+At(x _ A:C))
At Az?
. (Ct+At(x + Aa:) _ Ct+At(aj _ A:U))
2Az '

(2.39)
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Si se reordena la Ecuacion 2.39 pasando a la izquierda todos los términos en ¢t + At y a la
derecha los termino en t:

1 2D D v
(@) - (g + ag2) T @A) (= 55 + 557) HEH (@ — Aa))
—
C1 Co

Encontrar las soluciones del sistema, ct+At($), implica resolver un sistema lineal de
ecuaciones A - x = b donde el vector b estd formado por los valores de c(0), = es el vector
de soluciones y A es una matriz cuadrada, en bandas, y cuyo coeficientes estaran formados
por C1, Co y C3 segun la Ecuacién 2.40. A continuacién se presenta una matriz para una
discretizacién de 5 celdas:

Cy ¢, 0 0 07 [al(x) c1(0)
03 Cl 02 0 0 (&) (:L') (&) (0)
0 Cg Cl CQ 0 C3<$) = 63(0)
0 0 03 Cl 02 C4(fL‘) C4(O)
0 0 0 ¢ ¢ les(x) c5(0)

En la primer y ultima fila los coeficientes son afectados por el tipo de condiciéon de contorno

considerada (C1, C%, C%, CY).

Este esquema es méas costoso computacionalmente si se lo compara con el esquema Explicito,
pero en general tiene un error de aproximacion menor.
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2.1.4.2. Esquema Crank-Nicolson

El esquema de Crank-Nicolson mejora el resultado en cuanto a la precision numérica con
respecto a los métodos anteriores y es numéricamente estable ya que es un método Implicito?.
Se basa en sumar los dos esquemas antes descritos y promediar dicha suma, segiin la siguiente
férmulas:

= 6 - (esquema Implicito) 4+ (1 — ) - (esquema Explicito). (2.41)

Notar que con § = 0 se obtiene el esquema Explicito, con § = 1 el Implicito y con § = 1/2
el esquema de Crank-Nicolson [26]. Este dltimo esquema provee mejoras en los resultados
desde el punto de vista de la precision numérica, pero tiene un costo computacional mas alto,
porque implica mayor nimero de operaciones, ya que suma al calculo del esquema puramente
Implicito el producto de una matriz por un vector. En el presente trabajo no se exploraran
las diferencias entre el esquema puramente Implicito y el de Cranck-Nicolson. Se trabajara
con el esquema de Crank-Nicolson Unicamente.

2.1.5. Esquema Predictor-Corrector

Este esquema es general y plantea realizar un primer calculo que estime el resultado y
luego iterar mejorando la solucion parcial. Para esta tesis se creé un desarrollo particular, es
decir un método iterativo basado en el esquema explicito que aproxima a Crank-Nicolson,
con mejor precisién numeérica que el esquema Explicito.

El método utilizado calcula, con una férmula explicita, el valor de la solucién preliminar
(paso predictivo) y, después de eso, a partir de este valor se calcula una solucién intermedia
(posterior en el tiempo a la solucién inicial), para culminar esta etapa, se promedia estas dos
soluciones para obtener una solucién parcial (paso correctivo). Por tltimo, si la diferencia
entre dos soluciones parciales consecutivas es menor que un € la iteraciéon termina, en otro
caso se sigue iterando sobre la solucién intermedia para refinarla.

Este esquema se puede expresar en forma de ecuacién como:

A (x4 Ax) — 22 (2) + Az — Ax)

At =0-(D Ax? )
Ct+At(I + A:E) _ Ct+At(x)
v ) )
ct(x + Azx) — 2t (z) + ct(z — Ax) (2.42)
H((1 -0 (TR 220 )
c(x + Ax) — ct(x — Ax)
v o~ 0.

2A menos que se utilice §# = 0 en la Ecuacién 2.41.
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Reagrupando en la izquierda de la ecuacién los términos en z, se alcanza la Ecuacién (2.43).

ctJrAt(x) _ Ct(x) 2D - Ct+At(x) Ct+At(z + Az) 4 CtJrAt(:C _ Ax)

At TR 0D A? )
ct+At(x 4 Ax) _ Ct+At(x)
—v- ( Ar )
ct(x+ Az) — 2t (z) + ct(z — Ax) (2.43)
H(a-p) (. (CEEAD =2l )
c(x+ Az) — ct(z — Ax)
v o~ ».

Despejando el término c(tHALE) (x), para el tiempo ¢+ At e iteracién k se obtiene la Ecuacién
(2.44).

1 (t+At,k) A (t+At,k) N
(ALY () 0. (D- (c (x+ x)A-;C (z CU))

c(t-&-At,k)(w 4 Ax) _ c(t-&-At,k)(x)
ct(x+ Azx) — 2¢t(x) + ct(x — A:v))
Ax?
. (c (z+ Ax)Z;; (x — Ax)))) L),

(2.44)
+((1—=6)-(D-(

Otra forma de derivar el sistema de ecuaciones es en forma matricial, donde D, M y
N son matrices y D ademads es diagonal, el sistema queda expresado como lo muestra la
Ecuacién (2.45). Ademds, con esta formulacién se puede ver con claridad el procedimiento
iterativo que se despeja de la expresion:

D . c(tFALEHD) — p\p . c(EHALK) L N . @), (2.45)

Ahora se puede plantear el método del calculo Predictivo-Correctivo utilizando el planteo
matricial la Ecuacién (2.45), como se resume en el Algoritmo 1.

Corresponde mencionar que en el algoritmo implementado, en general, no se utilizan

operaciones entre matrices, ni matriz-vector, ya que se usan las formulas explicitas resultantes
de la discretizacion de las diferencias finitas.
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Algoritmo 1 Método Predictivo-Correctivo

Entrada : ¢© Solucién Inicial
Salida : c vector Solucién Final
CHFALE) — (1)
while (k < maxIteraciones and error > maxError) do
ck) =D 1. M-c® +D!.N-c.
error = abs(cFt1) — ck)
c(k) — c(k+1)
k=k+1
end while

2.2. Solvers de sistemas de ecuaciones lineales

Como se dijo anteriormente, una discretizacién usando Diferencias Finitas muy a me-
nudo implica la resolucién de sistemas lineales de ecuaciones?, estos sistemas puede escribirse
en forma matricial como sigue:

Ax =b, (2.46)

donde los coeficientes del vector x representan los valores a ser calculados (temperatura,
velocidad, concentracién, etc.), mientras los coeficientes de la matriz A y el vector b son
generados por la discretizacion y las condiciones de borde.

2.2.1. Solvers Iterativos vs Directos

Un Solver iterativo trata de resolver una ecuacion o un sistema de ecuaciones mediante
aproximaciones sucesivas a la solucién, comenzando con una estimacién inicial. Si el método
converge se obtiene una soluciéon aproximada del problema, cuyo error satisface algin criterio
prefijado. Esta aproximacién contrasta con los métodos directos, que llegan a la solucién en
un numero especifico de pasos, en funcién del tamano del sistema a resolver y consiguen, a
menos de errores numeéricos, la solucién exacta del sistema lineal. Los métodos iterativos son
utiles para resolver problemas que involucran un nimero grande de variables (a veces del
orden de millones), donde los métodos directos tendrian un costo prohibitivo incluso con la
potencia del mejor computador disponible. Cuando se trabaja con sistemas lineales dispersos
como es el caso de esta tesis, un solver directo puede generar “llenado” (problema conocido
como fill —in en la literatura anglosajona), que puede ocurrir cuando se realiza la factori-
zacion de una matriz dispersa. Por ejemplo si se tiene una matriz A dispersa y se realiza una
factorizacién LU, es muy posible que la cantidad de elementos distintos de 0 de la matriz A
sea mucho menor que la suma de elementos distintos de 0 de L y U, debido a términos nuevos
que aparecen al operar con los coeficientes (ocasionados por el fill—in) en las matrices L'y U.

3Cuando se trabaja con esquemas Implicitos

19



En este trabajo se profundiza en particular, en dos métodos iterativos. En primer
término el método Strong Implicit Procedure (SIP), que es un solver desarrollado particu-
larmente para trabajar con matrices hepta-diagonales o penta-diagonales, que son las que se
generan en este tipo de fenémenos fisicos (cuando se utilizan grillas regulares). El otro solver
abordado fue el Gradiente Biconjugado estabilizado (BiCGStab por sus siglas en inglés), que
es un solver iterativo para sistemas lineales generales ampliamente utilizado por la comunidad
especialmente en contextos de matrices dispersas.

2.2.2. Strong Implicit Procedure (SIP)

En esta seccién se describe el método Strong Implicit Procedure (SIP), que fue pro-
puesto por Herbert L. Stone en 1968 [17] [68]. Este método para resolver sistemas lineales es
apropiado para ser aplicado sobre sistemas subyacentes al discretizar sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales (EDPs), y por esto, ampliamente usado para resolver problemas de
mecanica de los fluidos.

2.2.2.1. Introduccion

El SIP fue disenado especialmente para trabajar con matrices hepta y pentadiagonales,
es decir matrices de bandas. Si se hace una descomposicién LU aproximada de la matriz A
(LU ~ A), se obtienen dos matrices L de banda inferior y U de banda superior. El producto
de estas dos matrices genera una matriz M, que contiene mas diagonales que la matriz A.
Esto es debido a que la matriz A es de banda, entonces se puede afirmar que:

A~LU=M=A +N, (2.47)

donde N es una matriz que contiene las diagonales extras de la matriz M con respecto a
la matriz A. La matriz N se puede tomar como una medida del error producida por la
descomposicién. Entonces, para que sea pequena la desviacion con respecto a la matriz A, se
requiere que:

(A+N) x~b—N-x~0. (2.48)

Los coeficientes de esas diagonales extras pueden ser calculados a través de operaciones
con los coeficientes vecinos. Haciendo una aproximacién lineal y usando un parametro « se
obtiene:

Tpw R ATy + Ty — Tp). (2.49)

Donde la nomenclatura se refiere a la posicion dentro de la matriz, nw significa NorthWest,
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w West, n North y p Point . Entonces, la factorizacién LU de la matriz incompleta, intenta
aproximar a la descomposiciéon LU pero sin generar diagonales extras.

Ly = AL+ a(Uy NN 4 g NNy

Ly = Ay 1+ a(U 1 U]
Lk = AL + a(UE N Ul N

[—N;-N;
LZIZD = Alp.l...LlB....UE 7
UL = ..LL..
Up=..Lh..

La nomenclatura B, W, S, P, etc. se refiere a. Bottom, West, South, Point, respectivamente. El
indice superior [ hace referencia al indice del vector, o sea que Lpg, Ly, Ap, etc. son vectores
que representan las diagonales a la matriz. El mapeo de 3D a la posicién [ se hace utilizando
la siguiente regla | = k- N; - Nj +1- N; + j donde N;, N;, Ni, son las dimensiones de cada una
de las coordenadas de la grilla.

512

P32

(2,1,2)

(1 1.0fbrt 107

"~ :¥_’17|;7”\1|]{'3'?
be(e) k]

Figura 2.4: En este ejemplo N; = N; = N = 3, el punto (2,2,2) se mapea con la posicién
l=2-3-3+2-3+2=26 del vector. Extraido de [17].

Si se itera en x para aproximar la solucién, en el paso n se tendra:

A-x"=b-1" (2.50)

Donde r” es el resto. Si x es la solucién del sistema, se puede definir el error de convergencia
como:
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€' =x-x". (2.51)

Se puede deducir entonces que:

A-"=Ax—-A-x"=b-b+r"=r"—A-"'=r". (2.52)

Como el vector x, que es la soluciéon exacta, no es conocida se define la siguiente formula
iterativa:

A (x"Th o x") =1 (2.53)
A-Az=L-U-Az=r". (2.54)
U - Az=L"'-r"=R" (2.55)

Teniendo la descomposiciéon incompleta LU de la matriz A, se puede calcular r™, luego
el vector R™ y por ultimo Az, de esta forma se puede definir el método segiin lo resumido
en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo del SIP

1: procedure SIP

2: Entrada : A matriz, b vector de terminos independientes, xg Solucién Inicial
3 Salida : x vector Solucién Final

4 Hacer la descomposicion incompleta LU A ~ LU.

5: while (el resto no cumpla con el criterio de convergencia) do

6 Calcular el Resto r =b — A - x™.

7 Calcular el vector R (Sustitucién hacia adelante) R" = L~ . r™.

8 Calcular Az (Sustitucién hacia atrds) U - Az = R™.

9: end while

10: end procedure

2.2.2.2. Paralelizacién

El método Strong Implicit Procedure (SIP), estd basado en la descomposicién incom-
pleta LU, seguido de sucesivas sustituciones hacia adelante y hacia atras intentando mini-
mizar el resto. Se puede ver que el método presenta dependencia de datos, lo que limita
la paralelizacién de éste. En particular, en el algoritmo de la descomposicién y la susti-
tucién hacia adelante, para calcular el punto (i,j,k), es necesario contar con los puntos

22



(t—1,7,k), (4,5 — 1, k), (4,j,k — 1), y para la sustitucién hacia atrés la dependencia de datos
es a la inversa.
Esta dependencia deja tres posibles opciones de paralizacién:
= Por hiperplanos ¢ + j + k = constante.
= Por hiperlineas j + k = constante.
= Paralelizacion por bloques.
Paralelizacion por Hiperplanos.
En esta opcién el paralelismo se da dentro de los hiperplanos i + j + k = constante, se

trabaja con un hiperplano a la vez, y cuando se termina se sigue con el siguiente hiperplano
en el sentido de j, ver Figura 2.5.

Figura 2.5: Divisiéon del dominio de trabajo del SIP en Hiperplanos i 4+ j + k = constante.
Extraido de [17].

Paralelizacion por Hiperlineas.
Aqui el paralelismo se da dentro de los hiperlineas j + k = constante, todas las hi-

perlineas j + k = constante en la direccién de i, pueden ser procesadas en paralelo, ver
Figura 2.6 para una explicacién grafica.
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Figura 2.6: Division del dominio de trabajo del SIP en Hiperlineas j+k = constante. Extraido
de [17].

Paralelizaciéon por bloques.

En esta tercera opcién de paralelizacion, se divide el dominio en bloques tal como lo
muestra la Figura 2.7, los bloques con la misma letra pueden ser procesados en paralelos,
pero cada bloque puede ser procesado solamente luego de que el bloque de la izquierda y el
bloque de abajo con respecto a dicho bloque hayan finalizado. Dentro de cada bloque se debe
recorrer los puntos primero en la direccion de j y luego en la direccién de 1.

Figura 2.7: Divisién del dominio de trabajo en Bloques. Extraido de [17].

2.2.3. Gradiente Biconjugado Estabilizado (BiCGStab)

El método del gradiente biconjugado estabilizado, generalmente abreviado como BiCGS-
tab, es un método iterativo propuesto por H. A. van der Vorst [73] para la resolucién numérica
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de los sistemas de ecuaciones lineales no simétricos. Es un método que explota el uso de los
subespacio de Krylov y en especial una variante del método del gradiente biconjugado (BiCG).
Ofrece convergencia mas rapida y suave cuando se lo compara con el original BiCG asi como
otras variantes basados en subespacios de Krylov como el método del gradiente conjugado
cuadrado (CGS).

La idea basica del método del gradiente biconjugado al igual que método CGS consiste en
construir una base de vectores ortogonales y utilizarla para realizar la busqueda de la solucién
en forma mas eficiente. Tal forma de proceder generalmente no seria aconsejable porque la
construccién de una base ortogonal utilizando el procedimiento de Gramm-Schmidt requiere,
al seleccionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada
uno de los vectores construidos previamente. La gran ventaja del método radica en que cuando
se utiliza este procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con
respecto al ultimo que se ha construido, para que autométicamente esta condicién se cumpla
con respecto a todos los anteriores.

El método CGS es valido tdnicamente cuando se trabaja con matrices simétricas, en
cambio el método BiCG también permite trabajar con matrices no simétricas. Para que
dicho método pueda trabajar con matrices no simétricas, se agrega una variable ficticia = y
el sistema queda planteado de la siguiente forma:

ar * =)

Aplicando el método CGS a este sistema, genera dos sistemas (ver Ecuacién 2.56), donde
Pk y P son los vectores de direcciones y r, T los restos. De estos dos sistemas solo interesa
calcular x, por lo que los vectores relacionados con la resolucién de A'’X = b, T y p, sélo son
necesarios para obtener los escalares en cada iteraciéon. El método BiCG define los residuos y
los vectores conjugados asociados a los sistemas a través de un par de polinomios asociados
a las matrices que definen ambos el sistema de ecuaciones lineales.

AX:b:>I‘k:(Z5k(A)I‘0, Pk :ﬂ'k(A)ro
AT = 0= r = ¢p(A"ro, pr = m(A")ro

} con ¢(0) =1 (2.56)
Donde ¢; y 7 son polinomios de grado k.

De este modo los escalares ay, y [ quedan definidos como:

o T Ty _ (0n(AT)r0) " ¢r(A)ro _ (Fo)" ¢} (A)ro
" A, (me(AT)ro)TAm,(A)re  (ro) T AnZ(A)rg’

(2.57)

g, — Bt Tt _ (9r1(AD)50) 91 (A)ro _ (0)" 941 (Aro.

pcApx  (m(AT)rg)TAm(A)ro  (ro)TAmi(A)re (2.58)

Seguidamente, se transforman las recurrencias asociadas a los residuos y los vectores
conjugados en términos de polinomios, y se calculan las expresiones que definen el cuadrado
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de los polinomios, que son la base para definir los residuos y los vectores conjugados asociados
al método:

ki1 = Tk — Op APk = Qi1 = Ok — QpATE = ¢h g =
(¢ — an(A)my)? = rx = ¢ (A)ro.

2
Pkt1 = ki1 + BkPk = Tht1 = P11 + BTk = Thyq =

(dr41 + Brmi)? = Pk = mp(A)ro.
(2.60)

Por lo tanto:

~T ~
rg T
i’ Apk i T

~ T ——
Ty Ikg4a
. —

Este método funciona bien en general, pero el hecho de duplicar los polinomios magni-
fica los errores de redondeo lo que implica grandes alteraciones en los residuos, y por tanto
el calculo de su norma puede ser bastante inexacto. El método BiCGStab trata de mejorar
la convergencia irregular del método CGS, utilizando ideas de los métodos BiCG y GMRES
(método generalizado de los minimos residuales). La idea detrds del método es usar un poli-
nomio alternativo para la generacion de residuos y vectores conjugados asociados al sistema
ATX = b, T y p, utilizando el hecho de que este sistema no debe ser resuelto. La definicién
de este polinomio, y su relacién con los residuos y vectores conjugados del sistema Ax = b,
es la siguiente:

rk = Yr(A)or(A)ro = rir1 = (1 — wpA)(rk — axAPpk);
A) = (1-wiLA Ay==4¢ 2= Pl _ —
Viai(A) = (1—wrA)ir(A) { Pk = Yr(A)mr(A)ro = Pry1 = rir1 + Br({ — wiApy).
Por su parte, el calculo de los escalares implica la transformacion de las expresiones
definidas en el método BICG para que contengan los nuevos vectores, dando lugar a las
siguientes expresiones:

~ T ~

ry Ik Px

— —_— = —— > /Bk; - = 262
rkTApk roTApk PxWk ( )

Pk(A) =o' i = oy =

La eleccion de wy definen las propiedades numéricas del método, pudiéndose determinar
un conjunto de métodos que varian dnicamente en la manera en el que se calcula este escalar.
En el caso del método BiCGStab clasico, dicho escalar se obtiene aplicando una etapa del
método GMRES y se calcula como:

SkTASk

=Trg — Apr =11 = (1— A =
Sk = Tk — APk = Tki1 = (1 — wrAsk), wy (Aso) T Asy

(2.63)
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Con respecto a la actualizacion de la solucién, ésta se puede calcular directamente de
la definicion del residuo de la siguiente formas:

ki1 = Ik — APk — WpASk = Xy y1 = Xk + QxPk + WiSk- (2.64)

Algoritmo 3 Gradiente Biconjugado Estabilizado (BiCGStab)

1: procedure BICGSTAB

2: Entrada : A matriz, xo Solucion Inicial
3 Salida : x vector Solucién Final
4 7=0

5: while 7; > 7,4, do

6 Vj = Apj

7 aj = 0;/x57Vj

8 Sj = TIj — ;jVj

9 75 = lsjlly

10: if 7; < Tyae then

11: Xj+1 = X;j + Q;Pj

12: break

13: end if

14: Vj = ASj

15: pj = (vi's;)/(vi"v5)
16: Xj+1 = Xj + ;Pj + 0;S;
17: Ijt1 = Sj — PjVj

18: Cj = I‘OTI'j+1

19: Bj = (/o) * (aj/pj)
20: Oj+1 = Cj
21: Ti+1 = il
22: j=7+1

23: end while
24: end procedure
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Capitulo 3

Paralelizacion de los métodos de
resolucion de la ecuacion de
transporte

En este capitulo se describen las diferentes implementaciones realizadas. En particular se
hicieron implementaciones de los tres métodos descritos en el Capitulo 2, en forma secuencial
y paralela en lenguaje C, utilizando tanto la API OpenMP como el framework CUDA para
explotar el paralelismo sobre arquitecturas multicore y masivamente paralelas (por ejemplo,
GPUs) respectivamente. Las implementaciones secuenciales son directas y tienen el tunico
objetivo de ser las implementaciones de referencia, por ello no se entra en detalle sobre dichos
desarrollos.

3.1. Paralelizacion del esquema Implicito

En este esquema para cada paso de tiempo, se procesa la multiplicacién de una matriz
por un vector y luego se resuelve un sistema de ecuaciones lineales. La paralelizacion del pro-
ducto de una matriz por un vector no presenta mayores desafios e incluso puede obtenerse por
la utilizacién de bibliotecas de dlgebra, en especial implementaciones de la operaciéon GEMV
(general matrix-vector) de BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) o en el caso disperso
SPMV (sparse matrix-vector). Por lo cual en este método el mayor reto es la paralelizacién
de la resolucién del sistema lineal en cada paso de tiempo. Para ello, como fue comentado,
se evalué el uso del algoritmo SIP (Storng Implict Procedure) y el algoritmo gradiente bi-
conjugado estabilizado (BiCGStab) de forma de poder comparar el desempefio de estos dos
métodos.
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3.1.1. Paralelizacién del SIP

En este algoritmo hay cuatro procedimientos que tienen que ser computados en un
cierto orden, es decir, los cuatro pasos definen un camino critico en el grafo de ejecucién
del método!. Entonces si se quiere paralelizar el SIP hay que paralelizar cada uno de estos
procedimientos, pero manteniendo la légica secuencial de las tareas.

3.1.1.1. Paralelizaciéon de la descomposicién Incompleta LU

Dentro de las tres estrategias de paralelizacion del SIP, se eligié la paralelizaciéon por
hiperplanos ya que es la opcién con mayor grado de paralelismo. Sin embargo, el mapeo de
indices a hiperplanos no es directo. Por esta razén fue necesario implementar una funcién
auxiliar que calcule los puntos de cada hiperplano. Ademas esta funcién devuelve dos vectores
mas, uno con los offset de los hiperplanos y el otro con la cantidad de puntos de cada
hyperplano, todo esto basado en el trabajo de Igounet et al. [33].

IJKV =11, 2,6,26,3,7,11,27,31,51,.. ]
\W_/\ -~ -
L=1 L=2 L=3

Figura 3.1: Vector con los puntos de cada hiperplano para paralelizar el SIP.

La Figura 3.1 muestra el vector con todos los puntos de los hiperplanos, el hiperplano
L tiene offset de 0 y una cantidad de elementos igual a 1, el hiperplano Lo tiene un offset de
1 y una cantidad de elementos igual a 3, y asi sucesivamente con los demas hiperplanos. El
numero de hilos que se utiliza para procesar cada hiperplano se calcula en base a los puntos
del mismo.

El Algoritmo 4 presenta el pseudocddigo de la descomposicién LU incompleta en su
version paralela considerando el uso de hiperplanos.

3.1.1.2. Paralelizacién del calculo del Resto

En el calculo del resto sélo aparece una dependencia de datos en las coordenadas del
plano K, por lo tanto se puede paralelizar en los planos IJ e iterar en K. El Algoritmo 5
resume el mecanismo antes descrito, RES es el vector que contiene el resto y F'F es el vector
solucion. La cantidad de unidades de procesamiento que se utilizan es calculada segun la
cantidad de puntos de los planos I.J.

!Tipicamente conocido como DAG (Directed Acyclic Graph).
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Algoritmo 4 Factorizaciéon LU Incompleta

1: procedure FACTORIZACION LU INCOMPLETA

2: Entrada : AB, AT, AW, AE, AS, AN 7 vectores conteniendo las diagonales de la
matriz A

3: Salida : LB,LW,LS,LP,UN, UT, UE 7 vectores conteniendo las diagonales de las
matrices L y U (factorizacién incompleta LU)

4: for i=1 to (# hiperplanos) do

5: OffSet = VectorOf fSet(i) offset del hiperplano

6: Cantidad = VectorCantidadPuntos(i) cantidad de puntos del hiperplanos
7 for ijk=OffSet to Cantidad do

8: LB(ijk) = AB(ijk)[1 + a(UN((ijk) — N; - N;) + Ug((ijk) — N; - N;))]~*
9: LW (ijk) = AW (ijk)[1 + a(UN((ijk) — 1) - UT((ijk) — 1))]!

10: LS(ijk) = AS(ijk)[1 + «(UE((ijk) — N;) - UT((ijk) — N;))]~*

11: LP(ijk) = AP(ijk)....LB(ijk)...UE((ijk) — N; - Nj)

12: UN(ijk) = ...LP(ijk)...

13: UT(ijk) = ...LP(ijk)...

14: UE(ijk) = ...LP(ijk)...

15: end for

16: end for

17: end procedure

Algoritmo 5 Célculo del Resto

1: procedure CALCULO DEL RESTO
2: Entrada : AB,AT,AW, AE, AS, AN diagonales de la matriz A, QE vector de
términos independientes, FF vector solucién

3: Salida : resN valor del resto.

4: for k=1 to N; do

5: for i=1 to N; do

6: for j=1 to N; do

7 ijk:j+i-Nj+k'Ni‘Nj

8: RES(ijk) = QE(ijk) — AP(ijk) - FF(ijk) — AE(ijk) - FF(ijk + 1)
9: —AW (ijk — 1) - FF(ijk + N;))

10: — AN (ijk) - FF(ijk — N;) — AS(ijk) - FF(ijk + N; - Nj)
11: —AT(ijk) - AB(ijk) - FF(ijk + N; - Nj)

12: resN =resN + |RES(ijk)|

13: end for

14: end for

15: end for

16: end procedure

31



3.1.1.3. Paralelizacién de la Sustitucién Hacia Adelante (Fordward)

La paralelizacién de la sustitucién hacia adelante (ver el Algoritmo 6) es igual a la
paralelizacién de la factorizacion LU incompleta, es decir se trabaja por hiperplanos y con
igual configuracién para el uso de los hilos.

Algoritmo 6 Sustitucion hacia adelante

1: procedure FORDWARD

2 Entrada : LB, LW, LS, LP P diagonales de la matriz L

3 Salida : RES vector resultado de la sustitucién hacia adelante.

4 for i=1 to (# hiperplanos) do

5: OffSet = VectorOf fSet(i) offset del hiperplano

6 Cantidad = VectorCantidadPuntos(i) cantidad de puntos del hierplanos
7 for ijk=OffSet to Cantidad do

8 RES(ijk) = (RES(ijk) — LB(ijk) - RES(ijk — N; - Nj) - LW (ijk)

9: -RES(ijk — 1) — LS(ijk) - RES(ijk — N;)) - LP(ijk)

10: end for
11: end for

12: end procedure

3.1.1.4. Paralelizacién de la Sustitucién Hacia Atras (BackWard)

La paralelizacién de la sustitucion hacia atras es similar al procedimiento anterior pero
el sentido de la iteracién sobre los hiperplanos es el opuesto, es decir en sentido decreciente.
En el Algoritmo 7 se presenta el método.

Algoritmo 7 Sustitucion hacia atras

1: procedure BACKWARD

2 Entrada : UN,UT, UE diagonales de la matriz U

3 Salida : RES vector resultado de la sustitucién hacia atras.
4 for i=# hiperplanos downto (1) do

5: OffSet = VectorOf fSet(i) offset del hiperplano
6 Cantidad = VectorCantidadPuntos(i) cantidad de puntos del hierplanos

7 for ijk=0OffSet to Cantidad do

8 RES(ijk) = RES(ijk) — UN(ijk) - RES(ijk + N;) — UE(ijk) - RES(ijk + 1)
9: —UT(ijk)-RES(ijk—N;-N;)
10: FF(ijk) = FF(ijk) + RES(ijk) Se actuliza la solucién

11: end for
12: end for

13: end procedure
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3.1.2. Paralelizacién del BiCGStab

Este método es apliamente utilizado para el tratamiento de diversos tipos de problemas
que implican la resoluciéon de un sistema lineal de ecuaciones. El propédsito principal de su
implementacion fue la comparacién de desempeno con el SIP cuando son utilizados sobre
GPUs. En este contexto se escogié implementarlo solamente sobre CUDA, y la paralelizacion
fue realizada explotando en cada una de las operaciones del Algoritmo 3 rutinas ofrecidas
por las bibliotecas CUBLAS y CUSPARSE.

Este método cuenta con més operaciones que el SIP, por esa razén contiene mas cuellos
de botella a la hora de incluir técnicas de programacion paralelas. Por otro lado, estas opera-
ciones son entre vectores y entre vectores con matrices, desde este punto de vista cuenta con
una paralelizacién mas sencilla que su contraparte del SIP. La estrategia de paralelizacién
fue enviar las operaciones mas costosas para que sean computadas por la GPU mantenien-
do operaciones que implican poco computo en CPU. Especificamente, como se dijo antes,
se aprovecharon las funciones ofrecidas por CUBLAS para las operaciones sobre vectores
(BLAS-1 y BLAS-2) y las de la biblioteca CUSPARSE para las operaciones sobre matrices
dispersas, especificamente spmv.

3.2. Parlelizaciéon del esquema Explicito

Este esquema presenta menor dependencia de datos y su paralelizacién estd acotada
en un principio (solamente) por el nimero de unidades de procesamiento disponibles. Por
ello se buscé maximizar el grado de paralelizacion y a la vez mantener acotado el overhead
introducido por explotar el paralelismo de forma de alcanzar un método escalable en el tamano
del dominio. Como se trabaja con un volumen ciibico o rectangular, primeramente se crea un
procedimiento por cada caso de borde, es decir:

= 8 procedimientos para procesar los vértices.
= 12 procedimientos para las aristas.
= 6 procedimientos para las caras.

Por 1ltimo, se emplea un procedimiento para procesar el interior del volumen, es decir
todas las celdas que no pertenecen a los bordes.

Todos estos procedimientos pueden correr en paralelo ya que solo dependen de datos
calculados en pasos de tiempo anteriores. El proceso que maneja mas datos es el que procesa
las celdas interiores. En este caso, se disené un procedimiento que paraleliza por planos XY
e itera en Z, de esta forma el procedimiento es mas escalable porque en caso que se hubiera
trabajado directamente en XY Z, no se tendria un buen balance entre cémputos y el overhead
introducido por la divisién y sincronizacion de los datos. Ademas, de utilizar esta opcién, no
se podria crecer demasiado en las dimensiones del problema en GPU debido a las limitantes
en los indices de los bloques. Este diseno se basé en la propuesta de Micikevicius [48].
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Figura 3.2: Procesamiento de computo de una celda en el esquema explicito.

Para procesar una celda, es necesario obtener el valor de 7 celdas en total, una de estas
celdas pertenece al plano XY anterior, otra en el plano XY posterior y 5 celdas del plano
XY actual. La estrategia que se siguié fue que cada hilo procese un punto del plano XY
actual, que el plano XY actual se cargue en memoria compartida y que el plano actual pase
a ser el plano anterior en la siguiente iteracién, evitando asi doble acceso a memoria para una
misma celda. El tinico plano que se carga desde la memoria principal en cada iteracion, es el
plano posterior, y en la siguiente iteracién los datos de dicho plano son copiados a memoria
compartida (plano actual). En al Figura 3.3, el plano del medio es el plano actual y es el que
se carga en memoria compartida. Notar que del plano anterior y posterior sélo se necesitan
un punto de cada uno.
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Figura 3.3: Procesamiento por planos y puntos que pertenecen a cada plano en el esquema
explicito (plano anterior en rojo, plano actual en azul y plano posterior en verde).

La configuracién de bloques e hilos que se utilizé se basé en el tamano del plano XY,
pero sin tener en cuenta las celdas que pertenecen a lados, vértices o aristas. Considerando
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que, para calcular los valores de celdas interiores que estdn pegadas a una cara es necesario
saber el valor de la celda que pertenece a la cara correspondiente, en memoria compartida se
carga el plano XY a procesar mas las caras. La Figura 3.4 muestra graficamente los datos a
cargar en memoria compartida.
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Figura 3.4: Celdas del plano XY mas las celdas de las caras.

El proceso de cédlculo de las celdas de las caras de la superficie es similar al de las celdas
internas, en el sentido del uso de la memoria compartida, pero con la diferencia que no se
itera en plano Z. Para el cilculo de las aristas, los bloques se definen como vectores, o sea
en una unica dimensién, y se cargan en memoria compartida dos valores externos del bloque
o sea los vértices, y el sentido de la iteracién en X o en Y o en Z, depende de cada caso. El
calculo de los vértices es el més sencillo ya que sélo se calcula un valor.

Como resumen de la mecdnica antes enumerada se puede ver el Algoritmo 8 que describe
el calculo en el esquema explicito.

Algoritmo 8 Algoritmo Método Explicito

1: Entrada: VectorEntrada es el vector que contiene la Solucién Inicial.
2: Salida: VectorSalida es el vector que contiene la Solucién Final.

3: Inicializo(VectorEntrada)

4: for t=0 to Tiempo Final do

5: KernellInterior(VectorSalida, VectorEntrada)
6: KernelVerticel(VectorSalida, VectorEntrada)
To
8: Kernel Aristal(VectorSalida, VectorEntrada)
9

10: KernelCaral(VectorSalida, VectorEntrada)

11:

12: Sincronizacion

13: VectorEntrada = VectorSalida

14: end for

3.3. Parlelizacion del esquema Predictivo-Correctivo

La paralelizacién de este esquema es similar al caso explicito, recordar que este método
estd basado en su contraparte desarrollada para el caso explicito, solo agrega el cdlculo de

35



estimaciéon del error del método. En cuanto al cdlculo del error puede ser estimado mediante
la diferencia entre dos soluciones consecutivas. La otra diferencia es el paso iterativo que se
agrega, que implica un vector auxiliar para el célculo de las iteraciones. El mencionado vector
extra es el causante que aumenten los requerimientos de almacenamiento cuando se compara
este método con la implementacién de otros.

Obviamente, esta variante es mas lenta que el método explicito por las iteraciones extras
y el calculo del error. Por ultimo, se resume el método en el Algoritmo 9.

Algoritmo 9 Método Predictivo-Correctivo

1: Entrada: VectorEntrada es el vector que contiene la Solucién Inicial.

2: Salida: VectorSalida es el vector que contiene la Solucién Final.

3: Vectorlteracion es el vector auxiliar que se utiliza en las iteraciones.

4: Inicializo(VectorEntrada)

5: VectorIteracion = VectorEntrada

6: for t=0 to Tiempo Final do

7 k=20

8: while (k < maxIteraciones and error > maxError) do

9: KernelInterior(VectorSalida, VectorIteracion, VectorEntrada)
10: KernelVerticel(VectorSalida, VectorIteracion, VectorEntrada)
11

12: Kernel Aristal(VectorSalida, VectorIteracion, VectorEntrada)
13:

14: KernelCaral(VectorSalida, VectorIteracion, VectorEntrada)
15:

16: Sincronizacion

17: error = abs(VectorSalida — VectorIteracion)

18: Vectorlteracion = VectorSalida

19: k=k+1
20: end while
21: VectorEntrada = VectorlIteracion
22: end for
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Capitulo 4

Arquitecturas de Hardware

En este capitulo se hacer una breve resena de la evoluciéon histérica, caracteristicas
actuales y los detalles més importantes de los procesadores multi-core y los procesadores
masivamente paralelos, y especificamente, se pone especial atencién en las tarjeta graficas
(que soporten CUDA!) que son el foco del presente trabajo.

4.1. Multi-core

La industria de los microprocesadores sigue teniendo gran importancia en el curso de los
avances tecnolégicos desde su llegada en los anos 70 [2]. El creciente mercado y la demanda
de un mejor rendimiento impulsaron a la industria a fabricar chips mas réapidos. Una de las
técnicas clasicas y mas probada para mejorar el rendimiento es llevar a mayor frecuencia
el reloj del chip, esto permite al procesador ejecutar las instrucciones de los programas en
un tiempo mucho mds rapido [10], [55]. La industria ha seguido la tendencia antes descrita
desde el ano 1983 hasta el ano 2002. En cuanto a valores de velocidades, esta situacién se
traduce en una evolucién desde los 5 MHz hasta los aproximadamente 3 GHz al final del
periodo [59]. También se han ideado otras técnicas adicionales para mejorar el rendimiento
de los computadores, incluido el procesamiento en paralelo, el paralelismo a nivel de datos
y el paralelismo a nivel de instrucciones, que han demostrado ser muy eficaces en difierentes
contextos [27].

Una de estas técnicas, que mejora el rendimiento significativamente, es el aumento del
uso de procesadores Multi-Core. Los procesadores Multi-Core han estado disponible desde la
década pasada pero, sin embargo, han ganado méas importancia en estos ultimos anos debido
a las limitantes de la tecnologia que presentan los procesadores mono-ntcleo [77]. En especial
esta clase de hardware permite enfrentar los desafios tecnolégicos que se buscan hoy en dia,
tales como obtener un alto rendimiento y, al mismo tiempo, alcanzar valores controlados de
consumo energético.

'Es decir, de las lineas modernas de la empresa NVIDIA.
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4.1.1. Evolucién histérica

Impulsados por un mercado centrado en el rendimiento, los microprocesadores han si-
do disenados por muchos anos teniendo en cuenta principalmente el rendimiento y el costo
econémico. Gordon Moore, fundador de Intel Corporation, predijo que el nimero de transis-
tores en un chip se duplicaria una vez cada 18 meses para satisfacer esta demanda cada vez
mayor. Esta prediccién se conoce popularmente como Ley de Moore en la industria de los
semiconductores [63], [67].

La avanzada tecnologia de fabricacién de chips ha permitido integrar mil millones de
transistores en un unico chip para mejorar el rendimiento. Sin embargo, la regla de Pollack
dice que el aumento de rendimiento debido a los avances en micro-arquitectura es aproxima-
damente proporcional a la raiz cuadrada de aumento de la complejidad [7]. Esto significaria
que duplicar la légica en un ntucleo de procesador s6lo mejoraria el rendimiento computacio-
nal en un valor en el entorno de 40 %.

Con las avanzadas técnicas de fabricacién de chips viene otro gran cuello de botella, el
problema de la disipacién de energia. Los estudios han demostrado que la fuga de energia
de los transistores aumenta a medida que el tamano del chip se contrae mas y maés, lo que
aumenta la disipacién de energia estatica a grandes valores como se muestra en la Figura
4.1. Como se dijo anteriormente, una alternativa para mejorar el rendimiento es aumentar la
frecuencia del reloj del procesador que permite directamente una ejecucién mas rapida de los
programas. Sin embargo, la frecuencia esta limita otra vez a 4GHz. Notar que, actualmente
cualquier aumento mas alla de esta frecuencia aumenta la disipacién de energia en forma
importante. Es mas, el consumo de energia ha aumentado a niveles tan altos que los micro-
procesador refrigeradas tradicionalmente por aire pueden requerir refrigeracion por liquido.
Es decir, los disenadores finalmente estan llegando al limite de la cantidad de energia que un
microprocesador podria disipar [56]. En otras palabras, la industria de los semiconductores,
una vez impulsada por el rendimiento como principal objetivo de diseno, se esta impulsando
hoy por otras consideraciones importantes tales como los costos de fabricaciéon de chips, la
tolerancia a fallos, eficiencia de potencia y la capacidad de disipacién de calor, etc. Este he-
cho queda expresado a la frase de ”La duracién de la bateria y las restricciones de costes del
sistema hacen que el equipo de disefio considere el consumo energético sobre el rendimiento
en tal escenario” [9].

La situacion descrita en los parrafos anteriores llevé al desarrollo de procesadores Multi-Core
que han sido eficaces para enfrentar estos desafios.
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Figura 4.1: Disipacién de energia de los procesadores de las distintas familias de Intel, segin
la dimensién del chip. Extraido de [75].

4.1.2. Procesadores multi-core

Un procesador multi-core es en palabras sencillas un tinico procesador que contiene
varios nucleos en un chip [77]. Los nicleos son unidades funcionales compuestas de unidades
de cémputo y memorias cachés. Estos multiples nicleos en un sélo chip se combinan para
replicar el rendimiento de un solo procesador més rapido. Los ntcleos individuales en un
procesador multi-core no necesariamente funcionan tan rapido como los procesadores de un
solo nicleo de mayor rendimiento, pero, mediante el manejo de mas tareas en paralelo pueden
mejorar el rendimiento general [24].

El aumento de rendimiento puede ser visto por la comprension de la manera en que los
procesadores de nticleo tinico y Multi-Core ejecutan programas. Los procesadores de nicleo
simple que ejecutan varios programas asignarian un intervalo de tiempo para trabajar en un
programa y luego asignarian diferentes intervalos de tiempo para los programas restantes. Si
uno de los procesos tarda més en completarse entonces todo el resto de los procesos comien-
zan a rezagarse. Sin embargo, en el caso de los procesadores Multi-Core si se tienen varias
tareas que se pueden ejecutar en paralelo (al mismo tiempo), cada una de ellas serd ejecutada
por un nucleo en paralelo, incrementando asi el rendimiento como se muestra en la Figura 4.2.
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Figura 4.2: Desempeno computacional de procesadores multi y mono-nicleo en base a tests
realizados por Intel usando los benchmarks SPECint2000 y SPECCfp2000 segtin la evolucion
histérica. Extraido de [5].

En general, los multiples nicleos dentro del chip no se configuran a su frecuencia maés
alta, sino que su capacidad de ejecutar programas en paralelo es lo que finalmente contribuye
al rendimiento general, permitiendoles alcanzar en la mayoria de los casos consumos de energia
menor. Esta situacién se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Consumo energético de CPUs. Un aumento de la frecuencia de reloj en un 20 %
a un nucleo tnico ofrece una ganancia de rendimiento del 13 %, pero el consumo energético
aumenta un 73 %. Por el contrario, la disminucién frecuencia de reloj en un 20 % reduce el
consumo energético en 49 %, pero tiene sélo un 13 % de pérdida de rendimiento. Extraido
de [59].
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Figura 4.4: Consumo energético de CPUs. Notar que si se afiade un segundo nticleo al equipo
del ejemplo de la Figura 4.3 da como resultado un procesador de doble nicleo que, con la
reduccién de un 20 % en la frecuencia de reloj obtiene un 73 % més de rendimiento mientras
que consume lo mismo que un procesador con un nticleo Unico a la frecuencia maxima.

Extraido de [59].

Los procesadores Multi-Core son generalmente disenado para que los nicleos no utili-
zados puedan ser apagados (0, al menos, que se ejecuten a niveles inferiores de desempeno) o
encendidos cuando sea necesario, lo que contribuye al ahorro global del consumo de energia.
Los procesadores de varios ntucleos podrian implementarse de muchas maneras segun los
requisitos de las diferentes aplicaciones. Podrian ser implementados ya sea como un grupo
de nucleos heterogéneos o como un grupo de nicleos homogéneos, esto seria un procesador
heterogéneo.

En la arquitectura homogénea, todos los niucleos de la CPU son idénticos y se aplica
el enfoque divide y conquista para mejorar el rendimiento general del procesador mediante
la division de aplicaciones altamente demandantes desde el punto de vista computacional en
aplicaciones mas livianas que se ejecutan en paralelo. Otro de los principales beneficios del
uso de un procesador Multi-Core homogéneo son la reduccién de la complejidad del diseno,
la reutilizacién, reduccion del esfuerzo de verificacion y, por lo tanto, es mas facil cumplir el
criterio del tiempo de comercializacion.

Por otra parte los nicleos heterogéneos consisten en ntcleos diferentes, que cada uno
puede ejecutar una aplicacién particular con fuerte requerimientos que se ajustan a las ca-
racteristicas del nicleo que la procesa. Un ejemplo podria ser el procesador DSP que ejecuta
aplicaciones multimedia que requieren calculos matematicos pesados, estd formado por un
nicleo complejo para aplicaciones intensivas computacionalmente y un nicleo mas secillo
que aborda aplicaciones menos intensiva [55]. Los procesadores Multi-Core también podrian
ser implementados como una combinacion de sistemas homogéneos y heterogéneos para me-
jorar el rendimiento teniendo las ventajas de ambas implementaciones. CELL, un procesador
Multi-Core que fue un intento no muy exitoso de la empresa IBM, siguié este enfoque y
contenia un unico microprocesador de propdsito general y ocho microprocesadores orientados
a aplicaciones especificas, esta plataforma ha demostrado ser eficiente en cuanto a rendi-
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miento [55]. Si bien los procesadores CELL no fueron un éxito comercialmente, sirvieron de
ejemplo para varios esfuerzos actuales, como por ejemplo los procesadores Jetson TK1 de
NVIDIA.

4.1.3. Desafios de los procesadores multi-core

A pesar de las muchas ventajas que ofrecen los procesadores Multi-Core, hay algunos
desafios importantes que esta tecnologia enfrenta. Uno de los principales problemas obser-
vados, es con respecto a ciertos programas no paralelizados que se ejecutan mas lentamente
en los procesadores Multi-Core en comparacién con los procesadores de un solo nicleo. No-
tar que, las aplicaciones en sistemas Multi-Core no se aceleran automéaticamente a medida
que se incrementan los nicleos [10]. Por el contrario, los programadores deben implementar
aplicaciones que exploten el creciente nimero de procesadores en un entorno Multi-Core sin
alargar el tiempo necesario para el desarrollo del software. La mayoria de las aplicaciones
utilizadas hoy en dia se implementaron para ejecutarse en un solo procesador. Aunque las
empresas de software pueden desarrollar programas de software capaces de utilizar al maxi-
mo los procesador Multi-Core, el gran desafio que enfrenta la industria es cémo transformar
programas de software heredados en programas de software que aprovechen los procesadores
Multi-Core. Redisenar los programas aunque fuera posible, en realidad no es una decisién
tecnolégica en el entorno actual. Es méas bien una decision de negocio en la que las empre-
sas tienen que decidir si van a seguir un rediseno de los programas de software teniendo en
cuenta parametros claves como es el tiempo de comercializacion, la satisfaccion del cliente y
la reduccién de costos. Estos aspectos estan por fuera del alcance del presente estudio.

La industria estd abordando este problema mediante el diseno de compiladores que
pueden transformar los programas de software heredados a programas que seran capaces de
utilizar la potencia de los procesadores multi-core. Los compiladores podrian generar ins-
trucciones que se puedan ejecutar en paralelo. Intel lanzé importantes actualizaciones para
las herramientas de C++ y Fortran apuntando a los programadores que explotan el parale-
lismo en los procesadores Multi-Core. También se ha impulsado el uso de la API OpenMP
(Open Multi-Processing), que proporciona directivas para implementar c6digos multiproceso
de manera sencilla y eficiente.

En segundo lugar, las interconexiones en el chip se estan convirtiendo en un cuello de
botella critico para cumplir con el rendimiento de los chips de varios nicleos [36]. Con el
aumento del nimero de nicleos se hacen mas notorios los retrasos de interconexién cuando
los datos tienen que ser movidos desde el chip Multi-Core hacia la memoria en particular [31].
Notar que en muchos casos el rendimiento del procesador realmente depende de la rapidez
con la que una CPU puede obtener datos en lugar de la rapidez con la que puede operar
para evitar escenarios de inanicién de datos [50]. Buffering e integracién mas inteligente
de la memoria y los procesadores son algunas técnicas cldsicas que han intentado abordar
este problema. Aumento de la complejidad del diseno debido a las posibles condiciones de

carrera’ a medida que aumenta el nimero de nicleos en un entorno de varios ntcleos. En

2Muiltiples subprocesos que acceden simultdneamente a datos compartidos pueden dar lugar al error cono-
cido como condicién de carrera de datos [45], esta situacién se da cuando al menos uno de los procesos efectia
actividades de escritura en memoria.
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estos entornos de hardware, las estructuras de datos estan abiertas al acceso desde todos los
otros nucleos cuando uno especifico lo estd actualizando. En el caso que un nicleo secundario
acceda a los datos incluso antes de que el primer nicleo termine de actualizar la memoria, el
nucleo secundario procesara datos erroneos.

4.2. Procesadores Graficos (GPUs)

Dadas las caracteristicas de las tarjetas graficas actuales como su bajo costo, elevada
potencia de calculo, y grandes capacidades de computacién paralela, hoy en dia se consideran
muy utiles para usos diferentes de los que originalmente fueron concebidas. Desde el punto
de vista del hardware las GPUs se han convertido en procesadores extremadamente flexibles
y potentes. El uso y mercado de las GPUs, ya no es sélo como tarjetas graficas para disfrutar
de los ultimos videojuegos con la mejor calidad, si no que también en el sector de la compu-
tacién de alto desempeno (HPC por sus siglas en inglés) permitiendo acelerar ordenadores
de escritorio para que puedan ejecutar miles de millones de operaciones de punto flotante en
tiempos acotados.

4.2.1. Evolucién histdrica

Los procesadores graficos fueron creados como coprocesadores, diseiados especificamen-
te para realizar operaciones de punto flotante necesarias en el renderizado de graficos en 3D
durante la década del 80. Nacieron con un tnico procesador y luego fueron adquiriendo otras
unidades procesamiento para tareas especificas.

Anteriormente se mostré cémo los procesadores evolucionaron en velocidad de reloj, y
en la cantidad de nicleos. Mientras tanto, y en paralelo los procesadores graficos tuvieron
un cambio dramatico. A finales de los afios ochenta y principios de los noventa, los sistemas
operativos con graficos, como Microsoft Windows, ayudaron a crear un mercado para un nuevo
tipo de procesador. A principios de los afios noventa, los usuarios comenzaron a comprar
tarjetas aceleradoras de graficos para sus ordenadores personales.

Al mismo tiempo, en el mundo de la informética profesional, la empresa con nombre
Silicon Graphics popularizé en la década de 1980 el uso de graficos tridimensionales en una
variedad de mercados. Entre otros, esta expansién incluyé aplicaciones para gobiernos, el
ejercito, la investigaciones cientifica, asi como el mundo del cine, ya que proporcioné he-
rramientas para crear impresionantes efectos cinematograficos. En 1992, la empresa Silicon
Graphics abrié la interfaz de programacién de su hardware mediante la liberacion de la bi-
blioteca OpenGL. Silicon Graphics impulsé a OpenGL para ser utilizado como un estandar,
independiente de la plataforma de hardware utilizado, para escribir aplicaciones de graficos
en 3D.

A mediados de los anos noventa, la demanda de aplicaciones que empleaban gréaficos
3D habian escalado rapidamente, preparando el escenario para dos desarrollos bastante sig-
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nificativos. Primero, el lanzamiento de juegos en primera persona como Doom, Duke Nukem
3D y Quake ayudaron a crear ambientes 3D progresivamente més realistas para juegos de
computadores. En los juegos de PC, la popularidad de la naciente primera persona acelerd
significativamente la adopcién de graficos en 3D. Al mismo tiempo, companias como NVI-
DIA, ATI Technologies,y 3dfx Interactive comenzaron a liberar aceleradores graficos que
eran asequibles econémicamente. Estos desarrollos posicionaron a los graficos en 3D como
una tecnologia que ocuparia un lugar prominente en los préximos anos.

En 1999, con el lanzamiento de NVIDIA GeForce 256 se impulsé atin maés las capacidades
alcanzable por los consumidores de hardware de graficos. Por primera vez, los calculos de
transformacion e iluminacién se realizaban directamente en el procesador grafico, mejorando
asi el potencial para aplicaciones aiin mas interesantes visualmente. La tarjeta grafica GeForce
256 fue el comienzo de una progresién natural donde cada vez mas las etapas del pipeline
grafico se implementaria directamente en el procesador grafico en detrimento de utiliar el
procesador central.

Desde el punto de vista de la computacién paralela, el lanzamiento de la serie GeForce
3 de NVIDIA, en 2001 representa posiblemente el avance mas importante en la tecnologia
grafica. La serie GeForce 3 fue el primer chip de la industria informética en implementar el
entonces nuevo estandar de DirectX 8.0 de Microsoft. Es decir, por primera vez los desarro-
lladores tuvieron cierto control sobre los calculos que se realizaban el hardware de sus tarjetas
graficas.

No seria hasta cinco anos después del lanzamiento de la serie GeForce 3 que las GPUs
estarfan lista por primera vez para ofrecer la configuracién/programacién del pipeline grafico.
En noviembre de 2006, NVIDIA dio a conocer la primera GPU DirectX 10 de la industria, la
GeForce 8800 GTX. Estas tarjetas graficas fueron también las primeras GPUs que se cons-
truird con la arquitectura CUDA de NVIDIA. Esta arquitectura incluyé varios componentes
nuevos disefiados estrictamente para la GPU y que permitieron aliviar muchas de las limi-
taciones que impedian a los procesadores graficos anteriores ser legitimamente tutil para la
computacion de proposito general. Principalmente, se diseié una homogenizacién y unifica-
cién de los nicleos de las tarjetas. Hasta ese momento tanto los pixels como los vertex shaders
eran unidades de proceso separadas (procesadores dedicados). En las arquitecturas anteriores
los pixels shaders (procesadores de pixeles) se encargaban del aspecto y color de la textura,
mientras que los vertex (procesadores de vértices) se encargaban de la alteracién de éstas
segin su posicién en el mapa 3D (x, y, z). La falencia principal de estas arquitecturas ante-
riores era que las imagenes a procesar en general no contaban con igual nimero de vértices
que de pixeles, sino todo lo contrario. Esta situacion generaba que existieran sobre-cargas
para los procesadores de un tipo (pixeles/vértices), mientras que los procesadores del otro
tipo eran subutilizados. Con la unificacién de procesadores, cada unidad es capaz de procesar
tanto pixeles como vértices segin sea requerido, de esta manera se maximiza la eficiencia en
la utilizacion de los recursos de una tarjeta, ya que se puede hacer un balance de carga segin
lo requiera la aplicacion, si se necesita mucha potencia en vértices o en pixels no estaran
limitados por las unidades especificas de cada cual, sino que podran hacer uso de todas las
unidades si es necesario.

Desde el punto de vista de software este cambio fue revolucionario. Por un lado contar
con un unico tipo de procesador simplificé su uso (y programacién). Por otro lado, y més
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importante, el nuevo esquema exigia que el procesamiento grafico se adaptara en su calculo
a los nuevos procesadores generales, implicando que los calculos sean re-entrantes en dichos
procesadores.

En la Figura 4.5 se pueden observar la evolucién histérica de las arquitecturas de GPUs
de NVIDIA, en cuanto a desempefio, consumo energético y las principales caracteristicas que
introdujo cada generacion.
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Figura 4.5: Rendimiento de las diferentes arquitecturas de NVIDIA, medidas en Gflops por
watt consumido. Extraido de http://www.nvidia.com.

La arquitectura Fermi fue lanzado en 2010, los ingenieros de NVIDIA se propusieron
disenar una nueva arquitectura de GPU que abatiera gran parte de las limitantes de su
predecesora. La arquitectura define los bloques de construccién de una GPU, cémo estén
conectados y c¢cémo funcionan. Nombrado como el fisico nuclear italiano Enrico Fermi, esta
arquitectura incorpora el procesamiento de geometria completa a la GPU, permitiendo una
técnica clave de DirectX 11 llamada tessellation con asignacién de desplazamiento. Esta ar-
quitectura soporta hasta 6 GB de memoria RAM GDDRS5 con una interfaz de memoria de
384 bits. Cada nicleo CUDA contiene una Unidad Aritmética-Légica (ALU) y una unidad de
punto fotante (FPU). A diferencia de sus predecesoras, las GPUs Fermi soportan el estandar
IEEE 754-2008 de aritmética en punto flotante de doble precisién, proporcionando la ope-
racion fusedmultiply — add (FMA), la cual realiza la multiplicacién y adicién con un solo
paso final de redondeo, evitando asi la perdida de precisién en la adicién. En el caso de la
GPU 2070, los nucleos CUDA funcionan a una frecuencia de 1.15GHz, con un consumo
energético de 238 W.

La arquitectura Kepler sali6 al mercado en 2012, con esta familia de GPUs NVIDIA di6
a conocer sus planes para unirse al espacio de juego en la nube. Se desarrollan especificamente
para la GRID y son eficientes en la configuracién de HPC. Tiene clisteres de procesamiento
de gréficos (o GPCs por su sigla en inglés), cada uno de los cuales contiene cuatro unidades
multiprocesador de streaming (o SM). Ademas incluye GPU Boost para el overclocking au-
tomatico. La arquitectura Kepler incluye un completo redisefio del multiprocesador, el cual

45



pasa a llamarse SMX. Cada uno de los (como méximo) 15 SMX, incluye 192 nicleos CUDA,
que al igual que en Fermi cuentan con una ALU y una FPU que soporta el esténdar IEEE
754-2008, 64 unidades de doble precisién, 32 unidades de funciones especiales y 32 unidades
de lectura/escritura. A diferencia de los SM de arquitecturas previas, los SMX de Kepler uti-
lizan el reloj principal de la GPU en lugar de utilizar el reloj del shader, que trabaja al doble
de frecuencia. El reloj del shader fue introducido en la arquitectura Tesla G80 y utilizado
desde entonces en las arquitecturas Tesla y Fermi. Si bien utilizar un reloj mas rapido para
las unidades de ejecucién logra realizar més trabajo con menos unidades de procesamiento, lo
cual en principio es una ventaja, pero la circuiteria para trabajar con el reloj rapido demanda
un mayor consumo energético. Por este motivo, la arquitectura Kepler agrega méas unidades
de procesamiento que operan a una frecuencia menor, obteniendo asi un mayor desempeno
para muchas aplicaciones, sin que esto signifique un mayor costo energético. Es importante
resaltar que esta arquitectura resulta ventajosa en aplicaciones que tienen un alto grado de
paralelismo, capaz de explotar al méximo el gran ntimero de unidades de procesamiento.
Notar que, para aplicaciones que tienen un nivel de paralelismo méas modesto, la arquitectura
Fermi, con su menor nimero de nicleos CUDA pero de mayor frecuencia, puede llegar a ser
mas conveniente.

Para hacer una idea general de las ventajas de Kepler, respecto a Fermi y Tesla, sélo
basta observar la Figura 4.6, en ella se muestra que el poder geométrico y de cémputo se
ha incrementado notablemente con la nueva arquitectura de NVIDIA, como asi también sus
especificaciones bases de frecuencias. Como se puede ver los cambios mas notable en términos
cuantitativos de Kepler respecto a Fermi son: en primer lugar el niimero de CUDA Cores (1536
vs 512 respectivamente), la velocidad de niicleo 1066 Mhz vs 772 MHz, el poder de cémputo
de 3090 GFLOPs de Kepler, respecto a los 1581 GFLOPs de Fermi en precisién simple, y con
un consumo energético sensiblemente menor.

Lanzadas en 2014, las GPUs Maxwell tiene una nueva resolucién dindmica (DSR) di-
seniada para poner contenido de calidad 4K en pantallas de baja resoluciéon. Con una memoria
RAM maxima de 12GB (Titan X o Quadro M6000) mientras que en Pascal (la arquitectura
lanzada por NVIDIA en 2016) es de 32GB. Quad SLI (Scalable Link Interfaz es un método
para conectar GPUs) en Maxwell soporta hasta 4 tarjetas gréaficas mientras que Pascal de
hasta 8 tarjetas gréficas. La primera generacién de GPUs Maxwell (GM107, GM108) fue
lanzada como Geforce GTX 745, 750/750 Ti, 850M/860M (GM107) y la GTX 830M/840M
(GM108). Estas GPUs ofrecian pocas caracteristicas nuevas para atraer al consumidor, ya
que principalmente se enfocaba en la eficiencia de energia de la GPU. El Caché L2 fue in-
crementado de 256 KB en Kepler, a 2 MB en Maxwell, reduciendo la necesidad del ancho de
banda de la memoria, el bus de la memoria fue reducido de 192 bits en Kepler a 128 bits, para
ayudar a reducir el gasto de energia. El Streaming Multiprocesador disenado para Kepler fue
reestructurado y particionado, renombrandolo como SMM para esta nueva familia. La estruc-
tura del warp scheduler fue heredada de Kepler, junto con la unidad de texturas y nicleos
FP64 CUDA que siguen siendo compartidos, pero el disefio de la mayoria de las unidades de
ejecuciones fue particionado para que cada warp scheduler en un SMM controle un paquete
de 32 ntcleos FP32 CUDA, dividiéndose asi en dos paquetes, uno de 8 cargar/guardar uni-
dades y otro de 8 unidades especiales. Esto permitié un mejor manejo de recursos que en
la arquitectura Kepler, y en especial ahorrando mas energia cuando la carga de trabajo no
es 6ptima para compartir recursos. NVIDIA dice que 128 CUDA cores SMM tienen el 90 %
de rendimiento de 192 CUDA cores de SMX, incrementando la eficiencia energética por un
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factor de 2x.

La Figura 4.7 muestra la comparativa entre una tarjeta con tecnologia Kepler y otra
Maxwell de NVIDIA, como se aprecia, se sigue aumentando el rendimiento y bajando el
consumo energético con cada nueva arquitectura.

GPU GT200 (Tesla) GF110 (Fermi) GK104 (Kepler)
Transistors 1.4 billion 3.0 billion 3.54 billian
CUDA Cores 240 512 1536
Graphics Core Clock 648MHz TT2MHz 1006MHz
_Shader Core Clock 1476MHz 1544MHz _ha_
GFLOPs 1063 1581 3090
Texture Units 80 64 128
Texel fill-rate 51.8 Gigatexels/sec 49.4 Gigatexels/sec 128.8 Gigatexels/sec
Memory Clock 2484 MHz 4008 MHz E008MHz
Memory Bandwidth ' 159 GB/sec 192.4 GB/sec 192.26 GB/sec
Max # of Active Displays | 2 2 4
TDP 183W 244w 195W

Figura 4.6: Comparativa de las arquitecturas, Tesla, Fermi y Kepler. Extraido de [59].

Como se dijo anteriormente, lanzado en el afio 2016 la arquitectura Pascal esta diseniada
para la mejor escalabilidad de las tarjetas graficos. Incluye HBM2 para potenciar el ancho de
banda de acceso a memoria y NVLink para mejorar el esquema de direccionamiento virtual
unificado en las GPUs, y entre las CPUs y las GPUs. Por lo tanto, tiene la capacidad de
permitir que los datos se muevan de 5% a 12 % maés rédpido entre la memoria de las CPUs y
las GPUs en comparaciéon con PCI-Express tradicional.

GPU GeForce GTX 680 (Kepler) GeForce GTX 980 (Maxwell)
SMs 8 16

CUDA Cores 1536 2048

Base Clock 1006 MHz 1126 MHz
GPU Boost Clock 1058 MHz 1216 MHz
GFLOPs 3090 4612"
Texture Units 128 128

Texel fill-rate 128 8 Gigatexels/sec 144 1 Gigatexels/sec
Memory Clock 6000 MHz 7000 MHz
Memory Bandwidth 192 GB/sec 224 GB/sec
ROPs 32 64

L2 Cache Size 512KB 2048KB

TDP 195 Watts 165 Watts
Transistors 3.54 billion 5.2 billion

Die Size 294 mm? 398 mm?
Manufacturing Process 28-nm 28-nm

Figura 4.7: Comparativa de las arquitecturas, Kepler y Maxwell. Extraido de [59].
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4.2.2. Arquitectura CUDA

Desde el punto de vista de hardware, mientra los multiprocsadores cuenta con algunos
nucleos de computo complejos, las GPUs estan conformadas por miles de ntcleos livianos.
Las CPUs tiene que ser mucho méas versétiles y capaces de manejar todo tipo de tareas
comunes de un computador, mientras que una GPU sdlo tiene que manejar el procesamiento
de imagenes, y como tal puede ser optimizado para dicho propdsito. En otras palabras, las
GPUs pueden manejar graficos mejor porque los graficos incluyen miles de calculos livianos
que necesitan ser procesados y esta tarea puede realizarse en forma concurrente. En lugar de
enviar esos calculos livianos a la CPU, que sélo puede manejar unos pocos a la vez, se envian
a la GPU, que puede manejar muchos de ellos a la vez. Esto se debe a que una GPU esta
construida sobre una arquitectura Single Instruction Multiple Data, o SIMD?, permitiendo a
la GPU realizar operaciones en matrices de datos. Esto significa que cuando un conjunto de
datos tiene la misma secuencia de operaciones que necesitan realizar, se programan en flujos
de datos y se procesan todas juntas. Basicamente, las GPUs pueden ser usadas como un
procesador de propdsito especifico que estd optimizada para trabajar con grandes cantidades
de datos y realizar las mismas operaciones, una y otra vez. Por otro lado, como muestra la
Figura 4.8, la arquitectura de CPU estd orientada a la ejecucién de diferentes tareas, y el
énfasis esta en el control de esas tareas y su posiblemente intrincado flujo de control. Mientras
que en la GPU estd orientado a ejecutar una tnica tarea con diferentes datos. La Figura 4.8
resume enste concepto en forma gréfica.

ALU ALU
Control
ALU ALU

HUANNEN
0
|

w(w]=i-

CPU

Figura 4.8: Arquitecturas de CPU y de GPU. Extraido de [62].
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CUDA (Computer Unified Device Architecture) [53] es una arquitectura de célculo pa-
ralelo desarrollado por NVIDIA que aprovecha la gran potencia de la GPU para ofrecer un
incremento extraordinario del rendimiento del sistema. Proporciona un conjunto de biblio-
tecas y herramientas, que permiten el uso de las GPUs de NVIDIA como coprocesadores
para acelerar ciertas partes de un programa, generalmente aquellas que presentan un alto
costo computacional y un alto nivel de paralelismo de datos. Con cada nueva versién, CUDA
extiende su API con nuevas funcionalidades, y anade soporte para las nuevas caracteristicas
introducidas en las sucesivas generaciones de arquitecturas de GPU, que se identifican por su

3En realidad NVIDIA llamé a esta arquitectura SIMT.
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revision de capacidad de cémputo (Compute Capability). Seguidamente se describen los ele-
mentos de paralelismo propios de los que dispone CUDA, que posibilitan a la GPU desplegar
toda su potencia de ejecucién masivamente paralela.

Una GPU, estd compuesta de multiprocesadores (SM), formados por niicleos CUDA
sobre los que se implementa el modelo SIMT, a los que se les llama (SP), ver Figura 4.9. Los
SP son procesadores escalares sencillos que comparten una unidad de control, y una pequena
memoria tan rdpida como una caché (memoria compartida). Todos los SMs comparten un
mismo espacio de memoria global (compuesto por la DRAM de video), con un acceso de
elevada latencia pero con gran ancho de banda. En CUDA, los calculos son distribuidos a
través de una malla (grid) de bloques de hilos o hebras (threads), en donde todos los bloques
tienen el mismo tamano (ntmero de threads) y dimensién. En términos generales, un grid
puede ser visto como una representacién légica de la propia GPU, un bloque como un SM, y
un thread como cada uno de los distintos SP. A continuacién se detalla el significado de los
términos manejados en la programacion de GPUs con CUDA.

Conjunto de Streaming Mulfiprocessors (SM)

THEEES

Figura 4.9: Arquitectura bésica de una GPU, con 8 procesadores escalares (SP) por SM,
una unidad de doble precisién (DP), 16 KB de memoria compartida por SM, y 32 KB (8K
entradas de 32 bits) de registros por SM, esta arquitectura abarca hasta la generacién Tesla.
Extraido de [62].

» Threads: Forman las unidades elementales de ejecucién y se deben mapear® (asignar)

sobre ntcleos de procesamiento hardware de forma légica, a través de las herramientas
de programacién que proporciona CUDA se accede a diferentes datos segin el identifi-
cador. Un thread se ejecuta sobre un tnico SP.

= Warp: Constituye la unidad minima de ejecucién, y estd formado por 32 threads con-
secutivos.

= Bloque: Son agrupaciones de threads que han sido asignados a un SM. Los bloques se
ejecutan cuando lo permiten los recursos disponibles, en particular, la cantidad reque-
rida de registros o de memoria compartida, y se planifican mediante warps. Los bloques
se pueden definir con 1, 2 6 3 dimensiones. Los threads que componen un bloque pueden
cooperar y sincronizarse a través de la memoria compartida del bloque asi como del uso

4Esta tarea la realiza en forma automética el driver de CUDA.
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de operaciones de sincronizacion.

= Grid: Es la unidad de trabajo en la que se descompone la ejecucién de un kernel, y esta
formado por una agrupacién de bloques con un mismo tamano y dimensién. Los grid se
pueden definir con 1 6 2 dimensiones, y a partir de la capacidad de computo 2.0 hasta
con 3 dimensiones. Los bloques de un grid, no pueden sincronizarse entre ellos de forma
directa pero todos los threads de un grid se pueden comunicar a través de la memoria
global.

= Stream: Se corresponde con una cola de trabajo en la que todos los kernels que lo
compone se ejecutan secuencialmente, aunque kernels lanzados en “streams” diferentes
pueden ser ejecutados en paralelo. Salvo que se especifique lo contrario, los kernels se
lanzan en el stream O.

= Kernel: Es una funcién que contiene una porcién de cédigo CUDA, que es ejecutada
por todos los threads del grid, cada uno de los cuales actiia sobre un espacio diferente
de datos que se define a partir de los identificadores de thread y de bloque. Junto a la
llamada de un kernel, se debe especificar la dimensién de su grid (dimG = nimero de
bloques y dimB = ntumero de threads por bloque), asi como la cantidad de memoria
compartida necesaria (parametro opcional en bytes) y su pertenencia a un determina-
do stream (por defecto al stream 0). Las variables dimG y dimB son del tipo dim3,
cuyo contenido es accesible de la forma: (var.x, var.y, var.z). Estas variables pueden
representar 1, 2 6 3 dimensiones, para definir los tamanos de grid y de bloque mediante
ndmeros enteros.

4.2.2.1. Jerarquias de memorias en CUDA

CUDA establece, de acuerdo a la arquitectura de la GPU, distintos niveles de memoria,
cada uno con un propésito diferente:

= La memoria de registros, que estd situada en el propio chip, se corresponde con los
elementos de memoria més pequeiios dentro de la arquitectura. Su niimero esta limitado
por la capacidad de cédlculo del modelo de GPU, y dado que los registros se asignan a
cada thread, tienen un ciclo de vida igual al del mismo.

= La memoria local, al igual que la de registros, se asigna a cada thread y tienen su mismo
ciclo de vida, sin embargo este tipo de memoria se encuentra fisicamente en la memoria
global del dispositivo, por lo que tiene un costo de acceso elevado. Es manejada por el
driver.

= La memoria compartida, que estd dentro del chip, es asignada a cada bloque, presen-
tando un ciclo de vida igual al ciclo de un bloque. Siempre y cuando no hayan conflictos
entre bancos (consultar la capacidad de computo de la GPU [84]), el costo de acceso
a memoria compartida para todos los theads de un warp es equivalente al acceso a
registro, pero en caso contrario el acceso se serializa. Esta memoria también se utiliza
para transferir informacién entre los threads de un bloque, y asi colaborar para realizar
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tareas intrabloque en un kernel.

La memoria global (de dispositivo o GPU), que tiene una latencia mayor por situarse
fuera del chip, es accesible por todos los threads de un grid, pero su vida tutil esta
condicionada a las operaciones de reserva y liberacién de memoria efectuadas desde
el programa ejecutado en el host. El espacio de memoria global se subdivide en tres
espacios bien diferenciados:

e La memoria global propiamente dicha permite accesos tanto en modo escritura co-
mo en modo lectura. Su acceso es de alta latencia, pero esta condicién ha mejorado
con la introduccién del manejo de ciertos niveles de caché a partir de la capacidad
de computo 2.x. El patrén de su acceso determina la latencia asociada. Asi, cuan-
do se realiza una peticién a memoria global, ésta es servida como minimo por un
warp, aunque el nimero de transacciones necesarias para atender dicha peticién
depende de las restricciones de la capacidad de computo del dispositivo. Aquellas
condiciones que evitan la serializacién de estas operaciones se pueden consultar en
[84], y aunque eran muy estrictas al principio, en las GPUs mds modernas (capa-
cidad de cémputo 2.x o superior) sélo se obliga a que todos los threads de un warp
accedan a palabras de tamano igual o menor a 4 bytes de un mismo segmento de
memoria, aun cuando su acceso no sea consecutivo.

e La memoria de texturas permite realizar escrituras por parte del host y sélo lectu-
ras por parte del dispositivo, con la ventaja de disponer de caché on-chip por SM
muy rapida. Este espacio de memoria esta optimizado para aprovechar la localidad
de datos definidos en 2D, mientras que para otros usos puede ser incluso mas lenta
que la memoria global del dispositivo.

e La memoria constante permite realizar escrituras por parte del host y sélo lecturas
por parte del dispositivo. Su tamano estd limitado a 64 KB por SM y dispone de
una caché muy eficiente. Es ideal para su uso en aquellas situaciones en las que
todos los threads de un warp acceden a la misma direccién de memoria; en otro
caso, los accesos se serializan. Su uso esta indicado, por ejemplo, para almacenar
coeficientes utilizados en repetidas ocasiones por una férmula matemaética.
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Figura 4.10: Jerarquias de memorias de las GPUs de NVIDIA. Extraido de [62].
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Capitulo 5

Evaluacion Experimental

En este capitulo se resumen los resultados obtenidos en la evaluaciéon experimental de
los métodos presentados en el capitulo anterior.

Primero, se describen las plataformas de hardware empleadas en la evaluacién expe-
rimental, a continuacién se presentan los casos de utilizados y, por dltimo, se resumen los
resultados experimentales obtenidas propiante dichos.

5.1. Plataforma de Hardware

Las diferentes pruebas se realizaron sobre un equipo de procesadores heterogéneos. En
especial un computador, Salto I, que posee 2 procesadores Intel Xeon(R) CPU E5-2620v2 de
6 cores de 2.1 GHz (arquitectura Sandy-Bridge) y cuenta con 128 GB DDR3 de memoria
RAM. El equipo cuenta con una tarjeta NVIDIA K40 GPU (2880 CUDA cores de 745 MHz,
arquitectura Kepler, con 12 GB DDR5 de memoria) conectada via el bus PCl-e. El sistema
operativo del equipo es Linux Centos v6.5 Linux.

Los cédigos fueron compilados utilizando gee v.4.4.7 y el compilador de CUDA (nvcc)
en su versién 6.5. En ambos casos se utilizaron las mismas banderas (flags) de optimiza-
cién, especificamente —O3 activa. Todas las implementaciones fueron evaluadas utilizando

aritmética de doble precisién.

En la Tabla 1 se resumen las principales caracteristicas del equipo.
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Cores 2 x Intel Xeon(R) CPU E5-2620v2 de 6 cores de 2.1 GHz
Ram 128 GB DDRS3
Sistema Operativo | Linux Centos v6.5 Linux

GPU NVIDIA K40 GPU

Cores 2880 CUDA cores de 745 MHz
Ram 12 GB DDR5

CUDA 7.5

Tabla 1: Caracteristicas principales del equipo Salto I.

5.2. Casos de Prueba

Como caso de prueba se plantea la resolucién de la Ecuacién del Transporte sobre un
prisma rectangular, especificamente se consideré un domino con las siguientes dimensiones
largo 2L, ancho L y alto L.

=0 teLiv

Figura 5.1: Problema advectivo-difusivo empleado como caso de de prueba.

Para la simulacion se consideraron fronteras impermeables para el soluto, un tensor de
difusién D isétropo con un valor de difusion D y una velocidad de solvente v, la cual solo
tiene un componente no nulo en la direccién x, v,.

Se plantearon diferentes casos de estudio que se diferencian en la discretizacién consi-

derada, en particular se emplearon cuatro tamanos de grilla, 66 x 34 x 34, 130 x 66 x 66,
258 x 130 x 130 y 514 x 258 x 258, la informacién se resume en la Tabla 2.
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’ Caso ‘ Dimension | Numero de Celdas

1 66x34x34 76,296
2 130x64x64 532,430
3 | 258x130x130 4,360,200
4 | 514x256x256 33,685,504

Tabla 2: Dimensién y nimero de celdas de cada caso de prueba.

La simulaciéon comienza con una concentracion de valor 0 en todo el dominio excepto en
el punto z = L/2;y = L/2 = 2yz = L/2 donde la misma tiene un valor de 1, y se desarrolla
la solucién hasta el tiempo ty, en que el centro de la pluma viaja una distancia L en el
dominio. Lo anteriormente mencionado introduce la siguiente restriccion entre las variables
del problema:

tf IL/UZ. (5'1)

A su vez, para simular el proceso difusivo sin un exceso de “reflexién” por la frontera
impermeable para el soluto, se consideré un ntimero de Fourier de 0.05 considerando como
magnitudes caracteristica el tiempo final de simulacién y la menor distancia entre el punto
con concentracion inicial no nula y la frontera. Lo anterior introduce otra restriccién entre
las variables del problema:

Dxty/(L/2)* = 0,05. (5.2)

Los valores de coeficiente de difusién D de velocidad v, considerados fueron 1E10~7
m?/s y de 1E107? m/s respectivamente. Esta combinacién de valores, y las restricciones
mencionadas, resultan en un valor L de 40 m y un tiempo de simulacién t; delE 10'%s. Estos
parametros permiten simular los diferentes casos planteados en la Tabla 2, ya que para el
Caso 1 se obtiene un niimero de Peclet de 1.2.

El paso de tiempo de simulacién At para asegurar la convergencia del método explicito

para cada caso, se calculé mediante la siguiente expresion:

At = (Az?)/D/T7; (5.3)

Dicha expresién es similar a considerar el ntiimero de Fourier en tres dimensiones y
surge de calcular el tiempo en que una celda alcanza el equilibrio con las 6 celdas adyacentes,
suponiendo que el valor de estas ultimas es inicialmente cero y considerando unicamente
procesos difusivos.

Se utilizd este caso de estudio porque para dicho caso existe una aproximacion analitica,
la que permite verificar la precision numérica de las soluciones calculadas.
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Dicha solucién se basa en la solucién analitica:

M (_(X*UIt)Q_(Y*Uyt)2_(vazt)2)

exp Dyt 1Dyt 1Dt
(4rt)3/2,/D, D, D,

c(z,t) = (5.4)

La misma supone que en un medio infinito en el instante 0 se libera una masa M en el
punto de coordenadas (0,0,0), y considera procesos de transporte advectivos y difusivos no
homogéneos. Para aproximar una solucion analitica en el dominio finito aplicamos el principio
de superposicién (teoria de las imdgenes), en el cual usamos 7 plumas como se muestra en la
Figura 5.2.

t=0; _® =Ly

} + }
L2 l L L2

Figura 5.2: Se aplican 7 plumas sobre el volumen de control.

Se puede representar la solucién analitica para cada pluma mediante la Ecuacion5.5.

M (_(X*Xifvztg_(Y*Yifvyt)Q_(Z*Zi*Uzt)Q)

exp ADt 1Dyt 1Dt
(4xt)3/2,/D, D, D,

ci(w,t) = (5.5)

Finalmente la solucién analitica utilizada se puede expresar como muestra la Ecuacion
5.6.

5.3. Resultados Experimentales

En todos los experimentos que implican el uso de la GPU, los tiempos de transferencia
siempre se incluyen. Ademds, los resultados presentados en todos los casos son el promedio
de 10 ejecuciones independientes.
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5.3.1. Comparacion de solvers lineales

Como se comentd anteriormente, la utilizacion de esquemas implicitos conlleva la reso-
lucién de un sistema de ecuaciones lineales en cada paso de tiempo. Para la resolucién de
dicho sistema se evaluaron dos solver iterativos para resolver sistemas lineales (dispersos).
Por un lado, el SIP un solver especifico para trabajar con el sistema de ecuaciones que se
generan cuando se aborda la Ecuaciéon de Transporte, el otro solver evaluado es BiCGStab
que es un solver ampliamente usado y que trabaja con sistema de ecuaciones lineales en
general. Entonces, el primer experimento se centrd en la comparacién de los desempenos de
ambos solvers como parte del esquema Implicito. Especificamente, se compararon tinicamente
las implementaciones del esquema Implicito que sacan partido del poder de cémputo de la
tarjeta grafica.

Las pruebas se realizaron utilizando los mismos parametros para cada problema. La
Tabla 3 muestra los resultados obtenidos en cuanto a desempeno asi como la desviacién
estandar (STD) de los mismos.

Caso CPU OpenMP GPU Nro. de Celdas
Tiempo (STD) | Tiempo (STD) | Tiempo (STD)

< 1 1.548e0(1.5e-1) | 4.15e-1(1.7e-1) | 1.49e0(1.9e-1) 76,296
g 2 3.31el(2.1e0) 7.44e0(1.3€0) 1.85e1(1.2€0) 532,480
O 3 9.73e2(1.1e2) 1.68e2(1.5el) 7.78e2(4.2¢e1) 4,360,200
A 4 6.60e4(1.5e3) 6.38e3(1.7e3) 1.53e4(1.0e3) 33,685,504
1 8.08e-1(6.4e-2) | 2.33e-1(5.1e-3) | 1.65e0 (6.9e-2) 76,296

A 2 1.51e1(1.0e-1) 3.90e0(1.6e-1) | 1.22el (1.2e-1) 532,480
e 3 4.73e2(5.8e-1) 8.30el(4.5e-1) | 2.50e2 (4.2e-1) 4,360,200
4 2.58e4(6.4€0) 2.70e3(2.8€0) 6.90e3 (7.8el) 33,685,504

Tabla 3: Tiempos de ejecucién (en segundos) de las implementaciones de los algortimos
BiCGStab y SIP.

Los resultados muestran que para este problema el desempernio del SIP mejora en un or-
den de magnitud los tiempos de ejecucién del BiCGStab. Si bien las operaciones que contiene
el BiCGStab no presentan limitantes para la paralelizacién como si la tienen las operaciones
del SIP, el primero es penalizado respecto a este ultimo debido a que implica un ntimero
mayor de operaciones. En cuanto la precsiéon numérica de los resultados los dos solvers con-
vergieron al mismo error. Este estudio defini6 el uso del SIP como solver a utilizar en este
trabajo.
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5.3.2. Evaluacién del uso de CPU

El siguiente estudio se centra en la optimizacién de los métodos en CPU, o sea la version
paralela de todos los esquemas paralizados con OpenMP. En otras palabras, se evalta el ren-
dimiento y la escalabilidad de los tres métodos desarrollados (explicito, implicito y predictor-
corrector) en CPU. La Tabla 4 muestra los tiempos de ejecucién de las siguientes implemen-
taciones EXPLcp, (implementacion secuencial del esquema Explicito sobre CPU), IMPLgp,
(implementacién secuencial del esquema Implicito sobre CPU) y PR-COp, (implementacién
secuencial del esquema Predictor Corrector sobre CPU) y usando 4, 6, 8 y 12 hilos (méxi-
mo numero de cores de la plataforma de hardware utilizada) para todos los casos. Ademsds,
se incluye la comparacién con las versiones de los métodos ejecutando en CPU pero en sus
variantes secuenciales.

Caso CPU 4 th. 6 th. 8 th. 12 th. Nro. de Celdas
Tiempo (STD) | Tiempo (STD) | Tiempo (STD) | Tiempo (STD) | Tiempo (STD)

o | 1 [ 177e1(2.70-3) | 6.92e 2(2.7e-4) | 5.42e-2(4.5e-4) | 4.14e-2(4.2e-4) | 3.58¢-2(6.7e-4) 76,296
| 2 | 271e03.1e-2) | 1.06e0(4.2-2) | 7.95e-1(2.5¢-2) | 6.64e-1(1.3¢-2) | 5.68e-1(2.9¢-2) 532,480
51 3 | 80lel(17el) [ 2.67el(Loe-1) | 19%el(29¢-2) | Ldlel(lle-d) | 9.79¢0(3.3¢-2) 4,360,200
4 2.49e3(2.8€0) 8.29e2(2.7€0) 5.69e2(1.0e0) 4.30e2(3.0e0) 2.93e2(2.4e-1) 33,685,504

o | 1 ] 8.08e-1(6.4¢2) | 3.14e-1(7.4e-3) | 2.72e-1(5.50-4) | 2.53e-1(2.4e-3) | 2.31e-1(5.1¢-3) 76,296
| 2 | L5lel(10c-1) | 6.57e0(Lde-1) | 5.12¢0(1.9e-2) | 4.43e0(L3e-1) | 3.9200(L.Ge-1) 532,480
S 3 | 473¢2(5.8¢-1) | 1.87e2(4.5e-1) | 1.34¢2(8.9¢-1) | 1.08¢2(5.5¢-1) | 8.20el(4.5e-1) 4,360,200
T T4 | 2.5804(6.4¢0) | 7.32¢3(3.5¢0) | 4.96¢3(2.8¢0) | 3.81e3(8.5¢0) | 2.70e3(2.8¢0) 33,685,504
11 ] 240e-1(5.5¢-3) | 1.356-1(6.2-3) | 1.00e-1(5.5e-4) | 7.44e-2 (5.5¢-4) | 6.01e-2(8.4¢-5) 76,296
S| 2 | 612008.9¢-3) | 2250(7.9¢-2) | L73c0(2.4e-2) | 137c0(5.60-2) | 1.13c0(4.7c-2) 532,480
£ 3 | 1952(7de-1) | 59%el(3.de-1) | 4.20el(13e-1) | 3.11e01(4.80-2) | 2.22el(l.de-1) 4,360,200
4 | 9.86e3(1.7¢0) | 2.43e3(4.3¢0) | 1.72e3(5.5e0) | 1.32e3(6.4e0) | 9.54e2(4.5e-1) 33,685,504

Tabla 4: Tiempos de ejecucién (en segundos) de las diferentes implementaciones para los
diferentes esquemas sobre CPU.

Teniendo en cuenta los tiempos de ejecucién que se resumen en la Tabla 4, se puede

destacar en primer lugar que el esquema Implicito es la opcién que més tiempo lleva, con
una diferencia de aproximadamente un orden de magnitud con el esquema explicito, que
es el método més econémico (desde una perspectiva de costo computacional). Ademds, las
diferencias en tiempo de ejecuccién entre ambos enfoques parecen crecer con la dimensién de
los problemas.

Considerando la aplicacion de las técnicas de paralelismo en la CPU, en todos los casos el
uso de paralelismo ofrece beneficios similares. Ademads, las mejoras crecen con la dimension de
los casos de prueba tratados, lo que muestra que las implementaciones alcanzan escalabilidad
débill. Cabe sefialar que para el Caso 1 la aceleracién alcanzada con 12 hilos es de casi 5 veces,
mientras que para el Caso 4 los valores de aceleracién crecen hasta el entorno de 10 veces. En
cuanto a la escalabilidad fuerte? los resultados son menos sélidos. Notar que la aceleracién

'En este tipo de escalabilidad se aumenta el niimero de unidades de procesamiento, manteniendo el ta-
mano del problema constante para cada unidad, consiguiendo un tiempo de cémputos constante para cada
procesador.

2En este otro modelo de escalabilidad, se mantiene el tamaifio del problema constante, el objetivo es dis-
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conseguida para un mismo caso no aumenta en forma lineal al aumentar la cantidad de cores,
en especial en los caso chicos.

5.3.3. Evaluacién del uso de GPU

En tercera instancia, se evaluaron los beneficios que ofrece el uso de una plataforma
masivamente paralela. La Tabla 5 presenta los tiempos de ejecucion necesarios para resolver
la Ecuacion de Transporte para todos los casos de prueba y para los tres esquemas evaluados.
En concreto, para cada esquema se detallan los tiempos de ejecucion de la CPU secuencial, el
mejor tiempo obtenido para CPU en sus variantes paralelas y el de las variantes que explotan
el poder de computos de las GPUs.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

Tiempo(STD) | Tiempo(STD) | Tiempo(STD) | Tiempo(STD)
£ |cru 1.75e-1(5,4e-3) | 2.70e0(8.9¢-3) | 7.90el(7.1e-1) | 2.48e3(1.7¢0)
2 | OpenMP | 3.50-2(8.4¢-5) | 5.02¢-1(4.7e-2) | 9.75¢0(1.de-1) [ 2.9262(4.5c-1)
[ | CUDA | 1.00e-2(3.3e-3) | 8.00e-2(4.3¢-3) | 1.02¢0(2.2e-1) | 2.11el(1.4e0)
% CPU 7.10e-1(6.4e-2) | 1.49e1(1.0e-1) | 4.72e3(5.8e-1) | 2.58e4(6.4€0)
= | OpenMP | 2.33e-1(5.1e-3) | 3.90e0(1.6e-1) | 8.30el(4.5e-1) | 2.70e3(2.8¢0)
E [CUDA | 1.6500(6.9¢-2) | 1.22¢1(1.2e-1) | 2.5002(4.20-1) | 6.90¢3(7.8¢1)
5| cry 2.30e-1(2.7e-3) | 6.11e0(3.1e-2) | 1.94e2(1.6e-1) | 9.86e3(2.8¢0)
7 | OpenMP | 6.00e-2(6.7e-4) | 1.09¢0(2.8¢-2) | 2.20e1(3.3e-2) | 9.54e2(2.4e-1)
£ [CUDA | 2.70e-1(3.50-3) | 1.21e0(2.76-3) | 1.65e1(2.7-3) | 4.04e2(1.6e-1)

Tabla 5: Tiempos de ejecuccién (en segundos) de las mejores implementaciones de cada

variante.

Teniendo en cuenta los resultados resumidos en la Tabla 5, se puede concluir que la
GPU no ofrece mejoras significativas (en comparacién con la versién secuencial) cuando la
dimensién de los casos tratados no son importantes. Este resultado esta alineado con la
literatura del area, ya que las GPUs necesitan importantes volimenes de datos para cubrir
los overheads incurridos por ejemplo en traspaso de datos. Para los casos grandes, la versién
basada en GPU alcanza un rendimiento similar al de la contraparte paralela sobre CPU,
con la mejor configuracién de niimeros de hilos, en el esquema Implicito y en el Predictivo-
Correctivo. Sin embargo, para el esquema Explicito la versién basada en GPU ofrece un
importante aumento de velocidad incluso cuando se compara con la mejor version sobre CPU
paralela. Notar que en el Caso 4 cuando se trabaja con el esquema Explicito, la versién
sobre GPU (EXPLgy,,) tiene un aceleraciéon de mas de 10x comparado con la versién paralela
sobre CPU utilizando 12 hilos EXPLcp,. Estos resultados son de esperar, por el potencial
que cuentan este tipo de plataformas masivamentes paralelas, las cuales estdn disenadas para
explotar el paralelismo de datos, por lo cual como se dijo anteriormente es obligatorio contar
con un importante volumen de datos para obtener los mejores rendimientos. Ademads, las

minuir el tiempo de cémputos total directamente proporcional al aumento del niimero de unidades de proce-
samiento utilizado.
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GPUs por lo general se benefician de dependencias de datos simples, y este es el caso del
esquema Explicito.

5.3.4. Evaluacion de la precisién numérica de los métodos

Por otra parte, los resultados de errores residuales, calculados en norma 2 de las dife-
rencias entre las soluciones numeéricas y la solucién analitica, varian de un esquema a otro.
En concreto, la Tabla 6 resume el error residual alcanzado en todos los casos de prueba por
cada uno de los tres esquemas.

Cabe destacar que, a pesar de las inevitables diferencias en los resultados explicadas
por el uso de la aritmética de punto flotante, todas las variantes de cada esquema presentan
resultados comparables.

Caso 1 2 3 4
(Celdas) | (76,296) | (532,480) | (4,360,200) | (33,685,504)
Explicito | 3.57e-8 2.61e-9 2.72e-10 2.0le-11
Implicito | 1.06e-8 | 9.50e-10 8.60e-11 7.72e-12
Pre-Cor 1.13e-8 1.30e-9 2.31e-10 6.36e-11

Tabla 6: Error para cada método y para cada caso de prueba comparado con la solucién
analitica.

Los resultados obtenidos confirman que si bien el esquema Explicito tiene mejor desem-
penio computacional que el esquema Implicito y el Predictor - Corrector (ver 5.3.3), pero los
resultados del esquema Implicito ofrecen una mejor precisién numérica.

En otra linea, y en base a la aplicacién de paralelismo, el rendimiento paralelo de la
CPU para los tres métodos ofrece beneficios similares. Sin embargo, el uso de una GPU para
los esquemas explicitos presenta resultados mucho mejores que su uso para los otros esque-
mas, especialmente para la variante implicita (notese que en el primer caso, el aumento de
velocidad estd cerca de un 10x, mientras que en el caso implicito los tiempos de ejecucién son
similares a los de la CPU en paralelo). Este resultado es importante porque, con estos valores
de aceleracion, las limitantes de precisién de los esquemas explicitos se pueden compensar
mediante el uso de una grilla més fina para los calculos. Cabe senalar que, la precisién para
el Caso 2, cuando se resuelve mediante el esquema Implicito es comparable a la precisién en
la Caso 3 utilizando el esquema explicito. Por otro lado, la versién basada en la GPU del
esquema explicito para el Caso 3 supera la mejor implementacién del esquema Implicito sobre
el Caso 2.
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5.3.5. Estudio del efecto de At

Los experimentos anteriores fueron realizados todos con el mismo At, en cambio este
apartado estd focalizado en el estudio de los efectos que causa la utilizacién de diferentes At
sobre la precisién de cada esquema. En forma intuitiva, un At pequenio ofrece mejor precisién
pero, implica mayor consumo de recursos computacionales y, por el contrario, un At grande
invierte la relacién.

En el caso del esquema explicito el At es acotado por el Ntiimero de Fourier (ver Ecuacién
2.38), en este caso solo se puede trabajar con At pequenos. Para el esquema Implicito no
existen estas limitantes, y por lo tanto se puede trabajar con valores de At mayores. En
particular, se trabajé para el caso del esquema Explicito con At, (At)/2, (At)/4 y en el caso
Implicito se utilizé At, (At) x 2, (At) x 4. En la Tabla 7 y Tabla 8 se resume esta informacién
para el caso Explicito e Implicito respectivamente y, ademads, se incluyen los tiempos de
ejecucién de las variantes entre paréntesis.

Clasos At/4 At/2 At
Precisién(Tiempo) | Precisién(Tiempo) | Precisién(Tiempo)
1 1.0SE-08(5.0E-2) | L.62E-08(3.0E-2) | 3.57B-08(L.0E-2)
2 9.64E-10(3.2E-1) | 1.37E-10(1.6E-1) | 2.61E-09(8.0E-2)
3 | 8.69E-11(4.0E+0) | 1.22E-10(2.0E+0) | 2.27E-10(1.0E+0)
4 | 7.83E-12(84E+1) | 1,09E-11(4.2E+1) | 2.10E-11(2.1E+1)

Tabla 7: Precisiéon nimerica y tiempo de ejecucién (en segundos) del esquema Explicito con
diferentes At.

Todos los resultados, referentes a tiempo de ejecuccion, para el estudio del efecto del
cambio en At son sobre las variantes que utilizan la GPU.

En la Tabla 7 se puede observar que en el esquema Explicito para los casos de pruebas
con menor discretizacién al disminuir el tamano del At decrece el error, pero aumenta el
tiempo de ejecucién en forma lineal (como es légico). Es mds, para los casos de pruebas con
mayor discretizacién la disminucién del At producen una precisién comparable al esquema
Implicito.

Para el esquema Implicito, resumido en la Tabla 8, se puede observar que el comporta-
miento es similar a la variante explicita, y en los casos de mayor dicretizacion este esquema

Casos At x 4 At x 2 At
Precisién(Tiempo) | Precisién(Tiempo) | Precisién(Tiempo)
1 2.09E-08(9.8E-1) | 1.25E-08(1.1E+0) | 1.06E-08(L.6E+0)
2 | 1.ISBE-09(4.9E+0) | 9.96E-10(6.9E+0) | 9.50E-10(1.3E+1)
3 | 9.08E-11(7.2E+1) | 8.72E-11(1.3E+2) | 8.60E-11(2.5E+2)
4 | 7.83E-12(1.8E+3) | 7.75E-12(3.5E+3) | 7.72E-12(7.0E+3)

Tabla 8: Precisién numérica y tiempo de ejecucién (en segundos) del esquema Implicito con
diferentes At.
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Casos

At x 4
Precisién(Tiempo)

At x 2
Precision(Tiempo)

At
Precisién(Tiempo)

1.06E-08 (6.60E-1)

1.06E-08(3.50E+0)

1.06E-8(1.43E+0

9.50E-10(3.4E+0)

9.50E-10(5.5E+0)

9.50E-10(1.1E+1

1.62E-10(1.4E+2)

| Wl N =

(
4.02E-10(8.4E+1)
3.21E-10(1.8E+3)

1.17E-10(2.7E+3)

)
)
8.62E-11(2.5E+2)
6.36E-11(5.1E+3)

Tabla 9: Precisién ntimerica y tiempo de ejecuciéon (en segundos) del esquema Predictor
Corrector con diferentes At.

se beneficia del uso de At mayores, ya que practicamente mantiene el error y logra disminuir
considerablemente los tiempos de ejecucion.

El tercer experimento de este apartado compara la mejor configuraciéon de At en cuanto
al desempeno computacional de cada esquema, para el esquema Explicito se utilizé At/4 y
en el caso del esquema Implicito At x 4.

’ Caso ‘ Nro. de Celdas | Precisién Numérica | Tiempo(s) ‘

o1 76,296 1,08E-08 5,00E-02
g |2 532,480 9.64E-10 3.2E-01
éjl 3 4,360,200 8.69E-11 4.0E+00

4| 33,685,504 7,83E-12 2,4E+01
o1 76,296 2,09E-08 9,84E-01
S [2] 532480 1,18E-09 4,9E+00
S 13] 4,360,200 9.08E-11 7,2E+01
T 4] 33,685,504 7,83E-12 1,8E+03

Tabla 10: Comparacién del esquema Explicito utilizando como paso temporal At/4 y el
esquema Implicito empleando At x 4 .

Considerando los resultados de la Tabla 10 se puede observar que el uso de los métodos
Explicitos a medida que se disminuye el At se acercan en precisién a los resultados de los
Implicitos y con tiempos de cémputos menor. Se puede decir desde este experimento que
las variaciones del At tuvieron mayores beneficios para los métodos Explicitos que para los
Implicitos, y ademéds se puede agregar que trabajar con una discretizacién mas fina tiene
mayor impacto que la solo modificacion del At.

Esta situacion permite reafirmar que las restricciones de precisién de los métodos explici-
tos se pueden mitigar trabajando con discretizaciones més finas y que los sobre-costos impli-
cados pueden ser abatidos mediante el uso de manera eficiente de arquitecturas masivamente
paralelas.

El dltimo experimento relativo al cambio del At es realizado sobre el esquema Predictor-

Corrector, los resultados se pueden observar en la Tabla 9. En este esquema los cambios del
At, mejoran el desempeno para un A x 2 proporcionalmente al decremento de la precisién,
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y con un A X 4 ya no se mantiene la proporcién entre la mejora de desempeno y la perdida
de precisién, sino que el tiempo de computos no disminuye en la magnitud esperada. Esto
es debido a que el paso predictivo del Predictivo-Corrector con un At grande produce una
primera solucién no muy buena y que el paso correctivo no logra refinarla. Los resultados de
este esquema si se los compara con los demdas esquemas no son buenos del punto de vista de
precisién ni de desempeno.

5.3.6. Estudio multi-criterio

Como se vio a los apartados anteriores, para realizar una comparacién justa entre los
métodos/pardmetros es necesario hacer una anélisis multi-criterio. En este sentido, como tlti-
mo experimento se evaluaron cada uno de los esquemas con una baterias de pruebas, cada
una de éstas varian en el At para el caso de los esquemas Explicitos y en los casos de los
esquemas Predictor-Corrector e Implicito combinan diferentes At con diversos coeficientes de
convergencia, lo cual permite hacer una amplia exploracién del espacio de resultados. Aqui
se pueden definir dos funciones objetivos a optimizar, por un lado minimizar el tiempo de
computos y por el otro maximizar la precisién numérica (minimizar el error). Esta bateria
de pruebas generan un gran numero de soluciones que son comparada segun el criterio de
Pareto [74]. Entonces se puede decir que la solucién Si(x1, 1) domina a la solucién Sa(x2, y2),
si se cumple algunas de las siguientes condiciones: 1 < 2y y1 < Y2, 0 1 < x2 ¥ Y1 < Yo.
Ahora se puede definir el Frente de Pareto como el conjunto que forman las soluciones no
dominadas por ninguna otra solucién. Finalmente, en este estudio se confrontan los desem-
penos computacionales alcanzados con respecto a las precisiones numéricas obtenidas como
resultado de esta bateria de pruebas y se construyen los diferentes Frentes de Pareto [74]
conformados.

Primero se evalian las implementaciones del esquema FExplicito sobre las diferentes
plataformas (EXPL¢py, SCEXPLepy, EXPLgp,). En estas evaluaciones se trabaja sobre el At,
como es un esquema numéricamente inestable se comienza con el maximo At y luego se lo
va a dividiendo por 2, 3 y asi sucesivamente hasta el valor 10. Naturalmente, con At mas
pequenios se obtienen desempenos mas pobre pero se alcanzan mejores valores de precisién
numérica.
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Figura 5.3: Frentes de Pareto para el esquema Explicito.

Para este estudio se utilizé una extension de los casos de prueba. En especial se definio
un nuevo caso, el Caso 5, que no fue mencionado anteriormente porque es solo alcanzado
por el esquema Explicito. Los demds esquemas no llegan a estas dimensiones por limitantes
de memoria. Este caso cuenta con 223.495.688 celdas, y llega a una precisién numérica por
debajo de 1.00E-12.

La Figura 5.3, donde se compara tiempo insumido y la precisién alcanzada muestra como
escala este esquema para las tres plataformas, mejorando en un orden aproximadamente el
error al ir creciendo en las dimensiones del caso, pero disminuyendo el desempeno en también
un orden. En todos los casos la implementacién EXPLgy,, mejora un orden el desempeno de
la implementacion EXPL¢y,,, y esta ultima mejora en un orden la implementaciéon SCEXPLpy,.

En cuanto a la precisién numérica la implementaciéon EXPLgp,, recordar que la variante
explicita permite trabajar con una discretizacién mas fina, alcanza razonablemente los mejores
valores.

Luego para el esquema Implicito se hacen diferentes pruebas combinando diversos At
y coeficientes de convergencia del SIP. en este caso el esquema es numericamente estable y
por lo tanto se pueden utilizar At de mayor tamano. Los resultados se pueden apreciar en la
Figura 5.4.
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Figura 5.4: Frentes de Pareto para el esquema Implicito.
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Los resultados obtenidos con este esquema (5.4) son similar al caso explicito, pero con
un comportamiento mas uniforme en los casos que presentan dimensiones mas grandes. Como
se puede apreciar la implementacién EXPLy, tiene mejor desempeno que la implementacion
EXPLgpy, parte de este desempeno se explica porque el método SIP en el proceso de parale-
lizacién comienza y termina trabajando (hiperplanos iniciales y finales) con pocos puntos al
mismo tiempo.

Finalmente, se estudié el esquema Predictivo-Corrector, nuevamente se evalué una ba-
teria de pruebas con diferentes coeficientes de convergencia, como en el esquema Implicito
se trabaja con diferentes At. En la Figura 5.5 estdn plasmados los resultados para el es-
quema Predictor-Correcto. Este esquema muestra un escalado uniforme para los valores de
error (precisién numérica) y en cuanto al desempeno la diferencia con respecto al esquema
Explicito crece proporcionalmente con la dimension del problema.
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Figura 5.5: Frentes de Pareto para el esquema Predictor-Corrector.
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La Figura 5.6 muestra los frentes de Pareto para las implementaciones sobre GPU.
Estos frentes fueron construido con la unién de los datos de todos los casos de prueba de
dichas implementaciones. Las graficas facilmente permiten apreciar que tanto para el esque-
ma Implicito como para el Predictor-Corrector presentan un comportamiento similar. En el
caso del esquema Explicito presenta un desempeno muy superior a los anteriores, y se puede
observar que en algunos casos obtiene una diferencia de un orden de magnitud en el desem-
peno con respecto a los demds esquemas y manteniendo la precision numérica, y también se
identifican caso donde a igual desempeno la diferencia en cuanto a la precisién numeérica es
de un orden de magnitud a favor del esquema explicito.

Parte de estos resultados habian sido observados en pruebas anteriores, pero este estudio
hace un analisis mas amplio del espacio de soluciones y, por lo tanto, permite sacar conclu-
siones mas contundentes.

Curvas de Pareto sobre GPU
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Figura 5.6: Frentes de Pareto de las implementaciones sobre GPU.

En las siguientes Figuras (5.7 y 5.8) expresan los resultados para las implementacio-
nes sobre OpenMP y secuencial sobre CPU respectivamente. Los resultados permite ver un
comportamiento similar para los dos casos, en los cuales se observa un mejor desempeno del
esquema Implicito.



Frentes de Pareto sobre CPU paralelo
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Figura 5.7: Frentes de Pareto de las implementaciones sobre OpenMP.

La Figura 5.7 muestra que la implementacién Impl.,, tiene un desempeno superior que
EXPLepy, solamente cuando la discretizacion es gruesa (parte derecha de la gréfica) se igualan
los desempenios pero, luego las diferencias de desempeno crecen a favor de la implementacion
Impley, a medida que la discretizacién utilizada se hace més fina (parte izquierda de la
grafica). La implementacién PRE-CORy, intermedio entre los dos tal cual paso sobre las
implementaciones sobre GPU.

Frentes de Pareto sobre CPU secuencial
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Figura 5.8: Frentes de Pareto de las implementaciones sobre CPU.

La Figura 5.8, exhibe las tres implementaciones secuenciales, donde el comportamiento
es similar a las implementaciones paralelas sobre CPU, dentro de estas implementaciones se
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destaca la del método implicito.

Frentes de Pareto de los Esquemas Explicito e Implicito

1,0E-04
1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04 1,0E+05 1,0E+06 1,0E+07 1,0E+08 1,0E+09
1,0E-05
1,0E-06
1,0E-07

1,0E-08

1,0E-09

PRECISION NUMERICA

1,0E-10
1,0E-11
1,0E-12

1,0E-13
TIEMPOS EN MILISEGUNDOS

Figura 5.9: Frentes de Pareto para el esquema Explicito e Implicito de las implementaciones
paralelas.

Finalmente en la Figura 5.9 se comparan los Frentes de Paretos de las implementaciones
paralelas de los esquemas Explicito e Implicito, donde claramente queda expuesto que la im-
plementacion del esquema Explicito sobre GPU (EXPLgp,) alcanza una precisién que mejora
en un orden de magnitud la mejor implementaciéon del esquema Implicito y con un tiempo
de cémputos del mismo orden. En cambio cuando se trabaja sobre CPU la implementacién
IMPLy, es superior a su propia implementacion sobre GPU (IMPLg,,) e incluso sobre la im-
plementacién EXPL.,,. Como conclusién de esta tltima comparacién se puede decir que si
se trabaja sobre una plataforma que incluye GPUs es mejor abordar el problema desde un
esquema FExplicito, por otro lado, si se trabaja utilizando el CPU lo adecuado es emplear un
esquema Implicito.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Este trabajo presenta un estudio sobre la aceleracién de la resolucién de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales sobre arquitecturas masivamente paralelas. En concreto,
se utilizé la ecuacién del transporte (advectiva - difusiva) en 3D como caso de estudio para
comparar el uso de diferentes esquemas numeéricos de resolucion, es decir Explicito, Implicito y
Predictor - Corrector. La comparacién se realizé tanto desde el punto de vista del desempeno
computacional como de la precision numérica alcanzada. Cada esquema se implementé en
un cédigo secuencial (en C) y en dos cédigos paralelos (C junto con OpenMP y C junto con
CUDA).

Sobre la base de la discretizacion de la ecuacién del transporte usando el paradigma de
diferencias finitas para el esquema Explicito se desarrollaron diferentes variantes. Una im-
plementacion secuencial sobre CPU (SCEXPLp,), esta implementacién tiene como objetivo
permitir medir la aceleracién de las implementaciones paralelas. Una implementacién para-
lela sobre CPU (EXPLp,) utilizando la interfaz de programacién de aplicaciones paralelas
OpenMP. Esta implementacion tiene como objetivo evaluar las bondades de las plataformas
Multi-Core y comparar los beneficios con las implementaciones Many-Core. La tltima imple-
mentacién en esta variante es para procesadores Many-core (EXPLgp, ). Se intenté maximizar
la paralelizacién y obtener buenos niveles de escalabilidad en las dimensiones del problema,
ademads la estrategia utilizada minimiza las lecturas en memoria y hace un uso adecuado de
la memoria compartida.

Por otro lado, se realizaron diferentes variantes para el esquema Implicito, utilizando
el método de Crank-Nicolson. El principal problema a resolver en esta implementacién fue
la resolucién de un sistema lineal en cada paso de tiempo. Para abordar esta resolucién
se utiliz6 por un lado el método iterativo SIP, este método permite trabajar con matrices
penta y heptadiagonales, en el caso abordado en esta tesis las matrices que se generan desde la
discretizaciéon de diferencias finitas, son heptadiagonales. Ademas, este método permite cierto
grado de paralelismo al agrandar los dominios de resolucién como se describié en el Capitulo 3
de la tesis. Las implementaciones IMPLcp,, IMPLyy, estdn paralelizadas principalmente por
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hiperplanos, por lo cual es necesario la utilizacién de un procedimiento auxiliar para el calculo
de los indices de dichos hiperplanos.

También se implement6 el método BiCGStab, el cual se comparé con el método SIP,
con el objetivo de verificar que este ltimo es un solver con mejor desempeno para el tipo de
problemas cubiertos en esta tesis.

Por 1ltimo, se desarrollé un tercer esquema, Predictor - Corrector, con el propdsito de
aprovechar el grado de paralelizacién del esquema Explicito y la precisién numérica que ofrece
el esquema Implicito. Como resultado se obtuvo un nuevo esquema, que mejora en precision
al esquema Explicito y en desempeno comparable al esquema Implicito.

Para los tres esquemas, como ya se comento, se realizaron tres implementaciones con-
templando los diferentes dispositivos de cédlculo a utilizar en el trabajo. Entonces, se desa-
rrollan las variantes secuenciales SCEXPLcpy, SCIMPL¢py,, SCPRE-CORpy, las paralelas usan-
do OpenMP EXPL¢py, IMPLypy, PRE-CORepy, ¥ las implementaciones sobre GPU, EXPLg,,,
IMPLgpy, PRE-CORgy.

En todos lo casos, las tres implementaciones de un mismo esquema alcanzan resultados
con la misma precisiéon numérica y las pequenas diferencias en los resultados numéricos son
explicables por el uso de nimeros de punto flotante.

Como primera conclusion de la evaluacién experimental se puede decir que el esquema
Explicito es el que permite mayor escalabilidad, ya que los otros esquemas requieren el uso
de mas datos en memoria, por ende dichos esquemas tienen limitantes que no les permiten
alcanzar dominios de las dimensiones que alcanza el esquema Explicito.

Como segunda conclusién basada en los resultados obtenidos, se puede afirmar que el
esquema Explicito tiene mejor desempeno computacional que el esquema Implicito y que el
Predictor - Corrector. Ademas, las diferencias en el desempeno aumentan con la dimensién
del problema abordado. Sin embargo, los resultados del esquema Implicito ofrecen una mejor
precision numérica.

En otra linea, y en base a la aplicacién de paralelismo, el rendimiento paralelo de la CPU
para los tres métodos ofrece beneficios similares. El uso de las implementaciones paralelas
no otorga grandes beneficios para casos de pruebas con tamanos pequenos, pero en dominios
con tamanos significativos estas implementaciones ofrecen grandes beneficios. Sin embargo,
el uso de una GPU para los esquemas Explicitos presenta resultados mucho mejores que
su uso para los otros esquemas, especialmente para la variante Implicita (notese que en el
primer caso, el aumento de velocidad esta cerca de un 10x al utilizar la GPU, mientras que
en el caso implicito los tiempos de ejecucién son similares a los de la CPU en paralelo). Este
resultado es importante porque, con estos valores de aceleracién, los problemas de precision
de los esquemas explicitos se pueden compensar mediante el uso de una grilla mas fina para
los célculos. Cabe senalar que la precisién para el Caso 2, cuando se resuelve mediante el
esquema Implicito es comparable a la precision en el Caso 3 utilizando el esquema Explicito.
Por otro lado, la versién basada en el uso de la GPU del esquema Explicito para el Caso 3
supera la mejor implementacién del esquema Implicito sobre el Caso 2.
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Finalmente, se realizé un estudio exhaustivo de cada método, combinando diferentes
valores de At y coeficientes de convergencia para la realizacién de cada estudio y confrontando
los resultados en frentes de Pareto.

La evaluacion experimental llevada a cabo muestra que el método Implicito ofrece mejo-
res resultados de precisién, pero el uso de las GPUs permite mayores valores de aceleracién en
el caso Explicito. Esta situacion revela que los métodos Explicitos pueden superar sus contra-
partes Implicitas, cuando son ejecutados sobre arquitecturas hibridas. Incluso si se considera
establecer restricciones de precisién a alcanzar.

6.2. Difusién del trabajo en foros cientificos

Algunos resultados obtenidos durante el desarrollo de la tesis aparecen publicados en
diferentes foros de divulgacién cientifica. A continuacion se listan estas publicaciones agrupa-
das segun si son revistas cientificas, actas de congresos internacionales y actas de congresos
regionales.

6.2.1. Revistas Cientificas

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. A comparison of various schemes for
solving the transport equation in many-core platforms, The Journal of Supercomputing,
January 2017, Volume 73, Issue 1, pp 469-481.

6.2.2. Conferencias Internacionales

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. A trade-off between explicit and impli-
cit schemes to solve differential equations on GPUs, International Conference Compu-
tational and Mathematical Methods in Science and Engineering (CMMSE 2016), Rota-
Cadiz, Espana, 2016.

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. Assessing the explicit finite differen-
ce method on a massive parallel platform, XLII Conferencia Latinoamericana de In-
formatica (CLEI 2016), Valparaiso, Chile, 2016.

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. Evaluacién multi-criterio del uso de

arquitecturas many-cores para acelerar la resolucién de la ecuaciéon de transporte, In-
ternational Conference Groundwater (ICGW 2017), Bogota, Colombia, 2017.
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6.2.3. Conferencias Regionales

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. Evaluacién de alternativas para la re-
solucién de la ecuacion de transporte en arquitecturas multi-many- cores, Jornadas de
Mecdnica Computacional, Arica, Chile, 2016.

= M.BONDARENCO; P.GAMAZO; P.EZZATTI. Resolucién de la Ecuacién de Transpor-
te en arquitecturas Many-Cores evaluando esquemas Explicitos e Implicitos, ENIEF,
La Plata, Argentina, 2017.

6.3. Trabajos Futuros

Durante el trabajo de tesis diferentes aspectos no fueron abordados o fueron cubiertos
unicamente de forma preliminar. Muchos de estos aspectos merecen un abordaje en el futuro.
A continuacién se describe las lineas més promisorias:

= Se tiene la intencién de estudiar el comportamiento de los esquemas abordados para
otros casos de prueba (tanto de mayor dimensién como otras ecuaciones diferenciales).
También evaluar otras plataformas, tarjetas grificas de arquitecturas méas modernas
(Maxwell y Pascal) asi como implementaciones multi-GPU, y sobre un cluster de ser-
vidores para estudiar casos de dimensiones mayores a las utilizadas en esta tesis.

= Desde el punto de vista fisico se planea modificar la implementaciéon para que use un
campo de velocidades heterogéneo, es decir que cada celda de la dicretizacion contenga
un campo de velocidades.

= En adicién al punto anterior se plantea abordar problemas no lineales, para poder
simular casos de estudios més complejos.

= Ademads, tenemos la intencién de estudiar plataformas de hardware, que involucran

otras caracteristicas entre los que se destacan Intel Xeon Phi, procesadores ARM y
plataformas distribuidas que incluyan a las anteriores.
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