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Capitulo 1

Introduccion

La genética de poblaciones tiene como objeto de estudio la estructura genética de las
poblaciones naturales [Kimura, 1964]. Una manera de comprender esta estructura es a
través del estudio de las diversas fuerzas que la determinan y que, en algunos casos, la
modifican, generando cambios evolutivos. Estudiar toda la estructura genética de una po-
blacion de cientos a millones de individuos desde un punto de vista tedrico es una tarea
si no imposible, bastante compleja. Desde la década del 1920 tras los trabajos seminales
de Ronald Fisher, John Haldane y Sewall Wright, se ha analizado la composicién gené-
tica de las poblaciones y su eventual evolucion poniendo foco en las frecuencias de uno
o unos pocos alelos (entendiendo alelo como variante de un gen) en la poblacién. Desde
este punto de vista el concepto de evolucion serd entendido como cambio en el tiempo de
la frecuencia de un gen dentro de una poblacién.

Tras el redescubrimiento (o mds bien, la resignificacion [Moore, 2001]) del trabajo
de Mendel sobre plantas hibridas, gran parte del desarrollo de la genética de poblaciones
ha estado enfocado en el estudio de caracteres poblacionales heredables. Los trabajos de
Fisher, Haldane y Wright conformaron la forma de pensar en la genética de poblaciones
tedrica: el estudio de la frecuencia de un alelo heredable en una poblacion es cuantitativo
y es el resultado de una lista de supuestos sobre como funciona la herencia en la poblacién
estudiada. El modelo més simple desde el punto de vista matemadtico es el propuesto por
Haldane en el cual la forma en que cambia la frecuencia de un alelo de una generacién a la
siguiente es deterministica [Haldane, 1924]. En el conjunto de articulos A Mathematical
Theory of Natural and Artifical Selection, Haldane estudié como es la evolucion de un alelo
cuando este estd bajo una presion selectiva deterministica. Este modelo sélo es aplicable
cuando la poblacién es de tamafio infinito y, por lo tanto, no es facilmente aplicable a las
poblaciones naturales. Sin embargo, un par de afios atrds Fisher planteaba un modelo en
donde existia la posibilidad de evolucion sin presiones selectivas: se planteaba por primera
vez la posibilidad de que existieran fluctuaciones aleatorias en las frecuencias de los alelos
de una generacion a la siguiente [Fisher, 1922].

En su trabajo Evolution in Mendelian Populations [Wright, 1931], Wright teoriza que
debido al tamafio finito de las poblaciones naturales, sin presiones selectivas, mutacién o
migracion, la frecuencia de los alelos puede fluctuar por puro azar. Aunque estudiar la fre-
cuencia de un alelo con respecto al tiempo como un proceso estocdstico no fue propuesto
por Wright ni Fisher, la manera moderna de incluir el azar en la dindmica poblacional es
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7 CAPITULO 1. INTRODUCCION

a través de procesos estocdsticos. En particular, el cambio en las frecuencias génicas en
poblaciones de tamafio reducido, con generaciones no solapadas y bajo neutralidad (sin
mutacion, migracion ni seleccion) puede ser analizado de forma apropiada como una cade-
na de Mdrkov finita y de tiempo discreto. Este modelo llamado modelo de Wright-Fisher
serd el modelo central del presente trabajo por diversas razones. En primer lugar, es un
modelo mateméticamente simple y con el cual se pueden ver las implicaciones que tie-
ne el tamafo poblacional en la dindmica de la poblacién. En segundo lugar, su simpleza
permite, con poco esfuerzo, la generalizacion a situaciones mds complejas, por ejemplo,
afladiendo mutacion y seleccion. Por dltimo, este modelo sigue siendo relevante en estu-
dios de genética de poblaciones modernos, a pesar del transcurso del tiempo.

Sin embargo, en general, los procesos de evolucién son muy lentos y el nimero de
individuos que componen las poblaciones es grande, por lo que serd apropiado modelar
la dindmica poblacional a través de un proceso de Markov continuo. Fue Feller el que
presento por primera vez un enfoque continuo del modelo de Wright-Fisher a través de un
proceso de difusion [Feller, 1951]. No obstante, los mayores aportes a este andlisis fueron
realizados por Motoo Kimura, en una serie de articulos que culminaron en su articulo
seminal Diffusion Models in Population Genetics. En este articulo, la frecuencia de un
alelo p es observada en un intervalo de tiempo pequefio (¢, £+ 9) y se asume que el proceso
que la gobierna es markoviano. Esta modelizacién, mas rica pero considerablemente mas
complicada desde un punto de vista matematico, permite resolver preguntas que el modelo
discreto no permite.

El objetivo del presente trabajo serd el de estudiar el modelo de Wright-Fisher en tiem-
po discreto en tres casos distintos: bajo neutralidad, bajo seleccién y bajo mutacion y se-
leccion. El desarrollo del modelo discreto resultard insuficiente para responder algunas
preguntas; por lo tanto, se estudiard cémo el modelo discreto puede ser aproximado por
un modelo continuo, mds en particular, por un proceso de difusién. La presentacion de es-
ta aproximacion diferird de la presentada por Feller y Kimura y utilizard las herramientas
propuestas por Ethier y Kurtz [Ethier y Kurtz, 2005]. El estudio del proceso de difusion
limite se desarrollard mediante la teoria de semigrupos y la teoria de ecuaciones dife-
renciales estocdsticas. Este planteo permitird tanto un desarrollo tedrico de los procesos
markovianos como un desarrollo préctico y computacional a través de simulaciones.

El capitulo 2 estard dedicado al estudio de la teoria de semigrupos y a una introduccién
a la teoria de procesos markovianos. La primera seccion estard dedicada a introducir los
conceptos necesarios de teoria de operadores para poder definir el concepto de semigrupo
de operadores y el concepto de generador infinitesimal de un semigrupo. Tras una breve
introduccion a conceptos bdsicos de probabilidad y procesos estocdsticos, se definirdn los
procesos de Markov y se estudiard su vinculacién a la teoria de semigrupos.

El capitulo 3 estard destinado a estudiar el concepto de ecuaciones diferenciales esto-
césticas. Se presentard al proceso de Wiener y algunas de sus propiedades fundamentales
para luego introducir el concepto de integral de It6. En una siguiente seccion se construiré
la integral de It6 en su version mds simple y ésta serd utilizada para presentar el concepto de
ecuacion diferencial estocdstica. El capitulo cierra con la vinculacién entre las ecuaciones
diferenciales estocdsticas, los procesos markovianos y la teoria de semigrupos.



El capitulo 4 es el central del trabajo. En una primera seccion presentard al modelo de
Wright-Fisher neutral como una cadena de Markov discreta con espacio de estados finitos.
Se estudiardn algunas de sus propiedades y se mostrard como las herramientas matematicas
dadas por el modelado como cadena de Markov serdn insuficientes. Se probard que un
reescalado en tiempo y espacio de la cadena de Markov discreta tiene como distribucién
limite una difusién. Con este dltimo resultado se estudiardn el tiempo esperado a ciertos
estados absorbentes y la distribucion estacionaria del proceso. La siguiente seccion estara
dedicada a un estudio similar al realizado para el modelo de Wright-Fisher neutral pero se
incluird la seleccion natural al andlisis. Se probard la distribucién limite del reescalado en
tiempo y espacio, lo que permitird estudiar el impacto de distintos regimenes selectivos
en la dindmica poblacional. El dltimo modelo considerado consistird en el agregado de
probabilidades no nulas de mutacién. Al igual que en los modelos anteriores, se mostrara
que existe una difusion limite y se estudiard el impacto de las tasas de mutacion en las
frecuencias alélicas.

El cédigo escrito en R que permite replicar los resultados obtenidos en esta monografia
puede encontrarse en https://github.com/WakeUpGary/Wright-Fisher.


https://github.com/WakeUpGary/Wright-Fisher

Capitulo 2

Semigrupos y procesos de Markov

La dindmica temporal de una cadena de Markov discreta puede ser estudiada a partir
de su distribucion inicial y su matriz de transiciones. Este estudio serd més complejo para
procesos estocdsticos markovianos en tiempo continuo y espacio de estados no numerable.
Para esto serd necesario introducir el concepto de semigrupo y estudiar la vinculacién
entre semigrupos definidos en determinados espacios de funciones y su vinculaciéon con
las trayectorias de ciertos procesos.

2.1. Introduccion a los semigrupos

2.1.1. Conceptos esenciales de espacios de Banach

Definicion 2.1.1 (Espacio normado). Un espacio vectorial X sobre un cuerpo K es un
espacio normado si existe una funcion ||-|| : X — R, llamada norma, tal que

1) Azl = (A=

,paratodoxr € X y A € K.

2) flz+yll < |zl + lly

, para todos x,y € X.
3) |z =0 x=0x

Definicion 2.1.2 (Operador lineal acotado). Sean X, Y espacios normados sobre K = R
yT : X — Y un operador lineal. Se dice que que T' es un operador acotado si existe
K € R tal que para todo v € X

1T ()] < K |]] 2.1

(Cémo podemos hallar cudl es el minimo valor de K € R para el cudl se cumple (2.1)?
Si ||z|| = 0, se tiene, por definicién de norma, que x = Ox y ||7(0x)|| = ||0y]|| = 0. En
este caso, cualquier valor K real haria cumplir (2.1). Podemos entonces restringir nuestra
busqueda a X \ {Ox }. Por lo tanto, dividiendo (2.1) por ||z|| se tiene que

|17 ()]
]

<K
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Luego, K debe ser por lo menos tan grande como el supremo de la expresion de la iz-
quierda. Por lo tanto, el minimo valor para el cual se cumple (2.1) es, efectivamente, este
supremo:

T
e wp 1T
zeX\{0}x HZEH

Esta idea nos conduce a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.3 (Norma de un operador). Sean X, Y espacios normados sobre K = Ry
T : X — Y un operador lineal. Se define la norma del operador T’ como

P GO

sup
zex\{o}y |1Z]|

Proposicion 2.1.1. Se consideran X, Y espacios normados y 7" : X — Y un operador
lineal acotado. Entonces

1) Una férmula equivalente para la norma de 7" es
IT|| = sup ||T(z)]
reX
llell=1
2) La norma del operador 7' es efectivamente una norma.

Demostracion. 1) Aplicando la linealidad de 7" en la definicién de norma de un ope-

| T (x
Tl s @I
zeXx\{0} ]| zeX\{0}

Para todo = € X \ {0} podemos considerar

xz

Y=
|l

De donde se concluye que

1T = sup [Ty,
yeX
lyll=1

como queriamos probar.

2) Probemos que ||7'|| es efectivamente una norma:

a) Sea A\ € R. Se tiene que

AT = sup [AT(2)[| = sup |A[[|T(z)[] = |A| Sup 1T (@) = AT

[lz]l=1 fl=f|=1 z||=1
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b) Sean T} y T, operadores lineales. Luego

|71+ Ta|| = sup |[(Ty + T2) ()]

llzfl=1

< sup [Ta(z)]| + sup [Ta(2)[| = [Ta]l + [ T2]]

llzfl=1 llz]l=1

¢) |T| =0 supex\joyy 1T(@)| =0 Ve e X\ {0} : T(x) =0y & T =0
[

Observacion 2.1.1. Toda norma ||-|| induce una métrica en X dada por

d(z,y) = [lz =yl
Al equipar a X con una distancia obtenemos también la topologia métrica en X. Una

distancia en X también permite hablar de la nocién de completitud de X. Esta nocion serd
clave en la siguiente definicion:

Definicion 2.1.4 (Espacio de Banach). Un espacio normado X es un espacio de Banach
si es un espacio completo con la métrica inducida por la norma.

Definicién 2.1.5 (Operador cerrado). Dado X un espacio de Banach'y A : D(A) C
X — X un operador lineal, se dice que A es un operador cerrado si para toda sucesion
{#n}nen C D(A) tal que

limz, =2 y lim A(z,) =y
n—oo n—oo

se cumple que x € D(A)y A(z) = y.

Definicién 2.1.6 (Operador definido de forma densa). Dado X un espacio de Banach y
A : D(A) C X — X un operador lineal, se dice que A estd definido de forma densa si
D(A) es denso en X.

2.1.2. Introduccion a la teoria de semigrupos

Si bien el concepto de semigrupo tiene sus origenes en el dlgebra, no sera definido de
esta manera en el presente en este trabajo. Por el contrario, este concepto serd presentado
desde un enfoque del andlisis funcional. Para aquellos interesados en el enfoque puramente
algebrista se puede consultar [Howie, 1976]. Una referencia en la que prima el enfoque
funcional pero en la que no se evita el enfoque algebrista es la de [Hille y Philips, 1957].
En la siguiente seccion seguiremos el desarrollo de la teoria de semigrupos que sigue de
[Engel y Nagel, 2006] y [Ethier y Kurtz, 2005].

Definiciéon 2.1.7 (Semigrupo de operadores). Sea X un espacio de Banach. Se define
un semigrupo de operadores como una familia de operadores lineales acotados, S =
{St}i>0, definidos en X, tales que

1. Sy = 1x, es decir, Sy es el operador identidad en X.
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2. St1+t2 = Stl 9] St2~

Ejemplo 2.1.1. Sea X = C[0,00) = {f : [0,00) — R : f es continua} con la norma del
supremos; esto es

1fll= sup |f(z)]
z€[0,+00)

Definimos S = {S;}+>0 una familia de operadores lineales tales que

(Se(f))(x) = fz+1)

Veamos que S es un semigrupo en C[0, +00). Probemos, en primer lugar, que para todo
t>0,85;:C[0,400) = C[0,+00) es un operador lineal acotado. Sea f € C[0, +00). Se
tiene que

[SeAI = Nf @+l = sup [flz+1)]= ?éﬂglf(y)l = [If1l

(z+t)eR

Lo que prueba que .S; es un operador acotado con constante X = 1.
Probemos ahora que Sj es el operador identidad:

(So(f))(x) = f(x+0) = f(z),  Vzel0,+00)

Sean, a continuacion, t1,t; > 0. Queremos probar que S, 1+, (f) = (S1 0 S2)(f)-
Luego, para todo = € [0, +00) se tiene que

(St () () = [l + (1 + 12))

(St 050,)(f) (@) = 54 (S () (@) = St (N)(w +12) = flw+ta+t) = o+ (0 +12))
Lo que prueba que S es un semigrupo en X.

Definicion 2.1.8 (Semigrupo fuertemente continuo y contraccion). Sean X un espacio
de Banach 'y S = {S;}1>0 un semigrupo. Se dice que S es un semigrupo fuertemente
continuo si

m S,(f) = f

t—0

para toda f € X. Se define una contraccion o un semigrupo contractivo como un semi-
grupo, S que cumple que

1S <1

para todo t > 0.
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Definicién 2.1.9 (Generador infinitesimal). Sean X un espacio de Banachy S = {S;}i>0
un semigrupo. Se dice que G : D(G) C X — X es el generador infinitesimal de S si

67) — tim ) =

t—0 t

El dominio D(G) del operador G es el subconjunto de X para el cual este limite existe.

Si A es un intervalo real finito [a, b] diremos que v : A — X es Riemann integrable
si dada una particion a =ty < --- <t, =byd = max;—y_,(t; — t;_1) existe

77777

n

lim U(Sk)(tk — tk—l)
0—0 P

con S € [ty, tg11]. Como es usual, si u es Riemann integrable notaremos con

n

b
lim S use) (b — te 1) = / u(t) dt
6—0 o1 a

Lema2.1.1. SeaG : D(G) C X — X el generador infinitesimal de un semigrupo {S; }+>o
definido en un espacio de Banach X. Se cumplen las siguientes propiedades:

1) G: D(G) C X — X es un operador lineal.

2) Si f € D(G) entonces Si(f) € D(G). Ademas

d

51(f) = 51G(£)) = G(Si(f)

3) Paratodot > 0y f € X se tiene que

/Ot Su(f)du € D(G)

4) Paratodo t > 0 se tiene que

St(f)—fzg(/otsu(f)du) si f € X
:/OtSu(g(f))du si f € D(G)

Demostracion. Ver [Engel y Nagel, 2006], p. 36. |

A partir del lema (2.1.1) podemos dar una idea de por qué encontrar generadores infi-
nitesimales es relevante para estudiar un semigrupo. Esto lo dard la siguiente proposicion:
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Proposicion 2.1.2. El generador de un semigrupo fuertemente continuo es un operador
lineal cerrado y definido de forma densa que determina al semigrupo de manera tnica.

Demostracion. Sea S = {S;}+>o un semigrupo fuertemente continuo definido en un es-
pacio de Banach X. Por el lema 2.1.1 (1) el generador infinitesimal G es un operador
lineal.

e § es cerrado
Sea { f,}nen C D(G) para la cual existen
m f,=f y limG(f.)=g
n—oo n—oo

Por definicién de operador cerrado, queremos probar que f € D(G)y G(f) = g.
Por el lema 2.1.1 (4) tenemos que para todo ¢ > 0

S0~ f= [ ' 5u(G(f,)) du

Como S es un semigrupo fuertemente continuo tenemos convergencia uniforme de
S, en [0, ¢]. Luego tomando n — oo se tiene que

Si(f)— f = / Sulg) du

Dividiendo ambos lados por 1/t y tomando ¢ — 0 tenemos que

hS@dn g5 g

Se concluye que G(f) € D(G) y G(f) = g, como queriamos probar.

G(g) = 11'111M = lim

t—0 t t—0

e § estd definido de forma densa

Sea f € X. Por el lema 2.1.1 (3) los elementos 1 f(f Su(f) du pertenecen a D(G)
para todo ¢t > 0. Como {5, } es fuertemente continuo se tiene que

L [ S () du = f

t—0 t 0

Luego D(G) es denso en X.

e G define {S;};>¢ de forma tnica.

SeaT = {1} }+>0 otro semigrupo fuertemente continuo cuyo generador infinitesimal
es G. Paratoda f € D(G)yt > 0 definimos 7y : [0,¢] — X tal que

TIf(S) = Stfs(Ts(f))
Para todo s € [0,¢] fijoy f € D(G) definimos al conjunto A, tal que
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h

Consideramos la funcién ¢ : [0, 1] — X tal que

xﬁz{ﬂﬁﬁ*qxﬂzhemu}uwuun»

h

G(Ts(f)) sih=0

Por definicién de G, ¢ es continua y como el intervalo [0, 1] es compacto, se concluye
que A es un subconjunto compacto de X para todo s € [0, ¢].

TnD-T() 0 < h <1
w>={ o

Se tiene que

(s + 1) = ng(s)) = 3 1St nlToan(F)) = Sical ()]

>

= 1S L) - &sﬂs(»
+St—s—h( s(f)) St s f)

- St—s—h (%(Ts—‘rh )))
+% (Stfs h — St s) ( s

Por el lema (2.1.1 (2)) y utilizando el hecho de que A, es un conjunto compacto, al
tomar h — 0 se obtiene que

d

25(8) = S5 (G(T5(f))) = G(Si-(To(£))) = 0.

Como —nf( ) = 0, ny es constante. Luego, por definicién de 7y, n¢(0) = Si(f) y
ns(t) = Ti(f). Se concluye que

T.(f) = Si(f)

paratoda f € D(G). Luego, T; = S; para todo ¢ > 0, como se queria probar.

Ejemplo 2.1.2. Continuando con el ejemplo (2.1.1), sea X = C[0,00) y S = {S;}.>0 tal

que

(Sef)(x) = flz+1)

(Es posible encontrar un generador infinitesimal para este semigrupo? Estamos interesa-
dos en encontrar un operador lineal G : D(G) C C[0,00) — C]0, 00) tal que

0f) — 1 LD = @)

t—0 t
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Se puede observar que el limite de la derecha es el cociente incremental y que si este
limite existiese, obtendriamos la derivada de f en el punto ¢. Por lo tanto, el generador
infinitesimal de S es el operador diferencial G : D(G) C C[0, 00) — C0, c0) tal que

d
G1)@) = 2 f(a)
y luego G estd definido para toda f € C1[0, c0).

Definicion 2.1.10. Se consideran X un espacio de Banachy A : D(A) C X un operador
lineal cerrado en X. Un subespacio C C D(A) se dice que es un niicleo de A si se cumple
que la clausura de la restriccion de A a D es A; esto es

Ap=A

A continuacién presentaremos, sin demostracion, un teorema que serd de suma utilidad
para probar convergencia de procesos. Seguiremos la siguiente notacion. Para cadan € N,
X, es un espacio de Banach asi como también X lo es. Para cadan € N definiremos como
m, : X — X, una transformacion lineal acotada. Notaremos con f, — f si f, € X,,,

JeXylim, ||fn - 7Tn(f)” =0.

Teorema 2.1.1. Para cada n € N se considera S,, una contraccién en X,,, ¢, > Oy
G, = é(Sn — I) siendo [ el operador identidad sobre X,,. Supongamos ademds que
lim,, o0 €, = 0. Definimos a S = {S; };>0 un semigrupo contractivo fuertemente conti-
nuo en X con generador infinitesimal G y sea D un nicleo de G. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1) Paracada f € X ytodot > 0

lim SU/e D) (7, (f)) = Si(f)

n—o0

uniformemente en todo intervalo acotado, donde S,Sk) =S5,0---085,.
~——

k veces

2) Paracada f € X ytodot >0

lm S D) (7, (f)) = Sl f)

n—oo

3) Paratoda f € D existe f,, € X, paratodon € Ntalque f,, — fy G,.(fn) = G(f).

Demostracion. Ver [Ethier y Kurtz, 2005], p. 31. [ |
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2.2. Conceptos esenciales de procesos estocasticos

2.2.1. Esperanza condicional

Definicién 2.2.1 (Espacio de probabilidad). Sea €2 un conjunto no vacio, A una o-dlgebra
definida sobre Qy P : A — |0, 1] una medida. Se define un espacio de probabilidad a la
terna (2, A, P).

Definicion 2.2.2 (Variable aleatoria). Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Una fun-
cion X : Q2 — R es una variable aleatoria si
{fweQ: X(w)eBle A

para todo B boreliano de R. O, de forma equivalente, X es una variable aleatoria si

X'B)ecA
para todo B boreliano de R.

Definicion 2.2.3 (0-dlgebra generada). Dada X una variable aleatoria definida en un es-
pacio de probabilidad (2, A, P), se define o(X) la o-dlgebra generada por X al conjunto

o(X) = {XN(B): B € BR)}

Definicion 2.2.4 (esperanza condicional a un evento). Sea X una variable aleatoria con
E|X| < ooy B € Atal que P(B) # 0. Se define la esperanza condicional de X dado B
como

E(X|B):%/BXdP

Consideremos ahora una variable aleatoria X arbitraria e Y una variable aleatoria
discreta, es decir, el conjunto de imdgenes de Y es de la forma {y, s, . . . }. Pediremos
también que P(Y = y,) # 0 para todo n € N. Condicionar sobre Y, entonces, sera lo
mismo que condicionar sobre los eventos de la forma {Y = y, }. Como, a priori, no es
posible determinar cudl de los eventos ocurrird, consideraremos la sucesion de eventos

E(XHY =yi}), E(X{Y =g2}), ...
Una manera de hacer esto es construir una nueva variable aleatoria que sea constante

eigual a E(X|{Y = y,}) en cada conjunto {Y = y,,}.

Definicion 2.2.5 (esperanza condicional sobre una variable discreta). Sea X una varia-
ble aleatoria arbitraria con E|X| < oo e Y una variable aleatoria que toma valores
{1, Y2, ... }. Definimos la esperanza condicional de X dado Y a la variable aleatoria
E(X|Y) tal que

E(X]Y)(w) = E(XKY =yn}) si Y (w) = yn

para todo n € N.
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Proposicion 2.2.1. Sea X una variable aleatoria arbitrariacon E| X | < coe Y una variable
aleatoria discreta, entonces

1) E(X]Y) es o(Y)-medible.

2) Paratodo A € o(Y)

/AE(X\Y) dP:/AXdP

Demostracion. 1) Sea {yi,¥s,...} el recorrido de Y. Por definicién o(Y") es la o-
dlgebra generada por los conjuntos de la forma {Y = y, }. Sea B € o(Y'). Existen,
por lo tanto, un subconjunto J C N tal que

B = U{w €N:Y(w) =y;}
jeJ
Luego

E(X|Y) Y(B) = E(X|Y)~ <U{w€Q Y (w) = })

= JEXY) ' (fweQ: Y(w) =y})
jeJ
= U{w €eN:Y(w)=y;} oY)

Lo que concluye que E(X|Y') es o(Y)-medible.

2) Para cadan € N se tiene que

/ E(X|Y)dP / E(X{Y =yn})dP
{Y=yn} {Y=yn}

Como todo A € o(Y) es la unién numerable y disjunta de conjuntos de la forma
{Y =y, } se concluye que
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AMMﬂW:AX@

paratodo A € o(Y).
|

Motivados por el teorema anterior podemos definir el concepto de esperanza condi-
cional dadas dos variables aleatorias X e Y arbitrarias:

Definicion 2.2.6 (Esperanza condicional sobre una variable aleatoria). Sea X una variable
aleatoria tal que B| X | < oo e Y una variable aleatoria arbitraria. Se define la esperanza
condicional de X dado Y a una variable aleatoria, B(X|Y'), que cumple que

1. E(X|Y) es o(Y)-medible.

2. Paratodo A € o(Y)

AwmmszX@

Definicién 2.2.7 (Sub-o-dlgebra). Sea (2, A) un espacio medible. Se dice que S es una
sub-o-algebra de A si

1. SC Ay,

2. S es una o-dlgebra de S).

Definicion 2.2.8 (Esperanza condicional sobre una sub-o dlgebra). Sea X una variable
aleatoria definida en un espacio de probabilidad (), A, P) tal que E| X | < oc. Se considera
S una sub-o-dlgebra de A. Se define la esperanza condicional de X dado S a una variable
aleatoria, E(X|S), que cumple que

1. E(X|S) es S-medible.

2. Paratodo A € S

/AIE(X|S)dP:/AXdP

Observacion 2.2.1. La nocién de esperanza condicional sobre una sub-o-dlgebra extiende
la nocién de esperanza condicional sobre una variable aleatoria arbitraria Y en el sentido
de que

E(X|o(Y)) = E(X]Y)

Observacion 2.2.2. Dados X una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad
(Q, A, P) y S una sub-o-dlgebra de A, la esperanza E(X|S) es tinica. La prueba de este
resultado puede verse en [Shiryaev, 1996].
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Lema 2.2.1. Se consideran X, Y variables aleatorias definidas en un espacio de probabi-
lidad (2, A, P) y tales que E|X| < ooy E|Y| < co. Sea S una sub-o-dlgebra tal que X
e Y son medibles en S. Entonces, son equivalentes:

1) X =Y casi seguramente.

2) Paratodo A € S se cumple que [, XdP = [, YdP.

Demostracion. (=) Sea B = {w € Q : X(w) # Y(w)}. Por hipétesis sabemos que

P(A) = 0. Luego
/ XdP = / Y dP
A A

(<) Supongamos que X # Y casi seguramente.
Para cada n € N definimos

paratodo A € S.

A, ={weQ: (X -Y)(w)>1/n}
B,={weQ: (Y -X)(w)>1/n}

Como X # Y casi seguramente, existe n € N tal que P(A,,) > 0 o existe m € N tal que
P(B,,) > 0. Supongamos que existe n € N tal que P(A,,) > 0. Entonces

P(A
/ XdP—/ YdP:/ (X —v)ap > 2
An An An n

Y, por lo tanto,
/ XdP # / YdP
Apn An

Lo cual es una contradiccién con el hecho de que | A XdP = i) 4 YdP. Luego

P(X—Y>0):P<UAR> <) P(4,)=0

neN neN
Supongamos ahora que existe m € N tal que P(B,,) > 0. Se tiene que

P(Bn)

/YdP— XdP:/ (Y — X)dP > >0
Bm m

m

Y, por lo tanto,

/ XdP # | YdP
m Bm
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Lo cual contradice nuestra hipétesis. Entonces

P(Y—X>O):P<UBn> <> P(B,)=0

neN neN

De donde se concluye que
PlweQ: X(w) #Y(w)}) =0
[ |

Proposicion 2.2.2. Sea X una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad
(Q, A, P) tal que E|X| < co y S una sub-o-dlgebra tal que X es S-medible. Entonces

E(X|S) =X
casi seguramente.

Demostracién. Por definicion de esperanza condicional, E(X|S) es S-medible y para todo
AecS

/AE(X|S) dP:/AXdP

Luego, por el lema (2.2.1), E(X|S) = X casi seguramente. |

Proposicion 2.2.3 (Linealidad de la esperanza condicional). Sean X, Y variables aleato-
rias definidas en un espacio de probabilidad (€2, A, P) tales que E| X| < oo y E|Y| < o0,
y S una sub o-dlgebra de A. Se cumple que

E(aX + bY'|S) = aE(X|S) + bE(Y|S)
Demostracion. Sea B € S. Se tiene que

/B aE(X|S) + bE(Y|S)dP = a /

B

:a/XdP+b/YdP
B B

:/aX—i-BYdP,
B

E(X|S)dP+b/ E(Y|S)dP

donde en la penitltima igualdad se utiliz6 la definicion de E(X|Y"). [

Proposicion 2.2.4 (Propiedad de la torre). Sea X una variable aleatoria tal que E| X| < oo
definida en (2, .4, P), S una sub-o-dlgebra de A y E(X|S) la esperanza condicional de
X dado S. Luego, para toda sub-g-dlgebra B C S se cumple que

E(E(X]S)|B) = E(X]B)
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Demostracion. Por definicion de esperanza condicional se tiene que paratodo A € §

/AE(X|8)dP—/AXdP

y para todo A € B se tiene

Ammmwzéxw.

Como B C S se tiene que

/E(X]S) dP:/E(Xus) dP,
A A

para todo A € B. Luego, por definicién de esperanza condicional, E(E(X|S)|B) cumple
que

/ E(E(X|S)|B)dP = / E(X|S)dP,
A A
para todo A € B, de donde se concluye que
E(E(X]|S)[B) = E(X|B)
[

Corolario 2.2.1 (Ley de la esperanza total). Sean X, Y variables aleatorias tales que
E|X| < ooy E|X| < oo definidas en (€2, A, P). Entonces se cumple que

E(E(X]Y)) = E(X)

Demostracion. SeaS =o(Y)y B ={@,Q} CS.
Por la proposicion (2.2.4) se tiene que

E(E(X]S)|B) = E(X[B)

Por definicion de esperanza condicional se tiene que

E(X|Y) = E(X|o(Y)) = E(X]|S).

Por otra parte, se observa que, como B = {&, (2},

E(E(X]Y)|B) = / E(X|Y)dP = E(E(X]Y))

E(X|B) = /QXdP = E(X)

Se concluye que

E(E(X]Y)) = E(X)

como queriamos probar. [ |
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Proposicion 2.2.5. Sea {Y,, },,cn una sucesion de variables aleatorias tales que |Y,,| < X,
E|X| < ooyY, =Y, entonces

lim E(Y,|S) = E(Y|S)
n—o0
Demostracion. Ver [Shiryaev, 1996], p. 218. [ |

Proposicion 2.2.6. Sean X, Y variables aleatorias definidas en un espacio de probaiblidad
con E|X| < ooy E|Y| < o0, y S una sub o-dlgebra de A. Supongamos ademds que
E(XY) < ooy que Y es S-medible. Entonces se cumple que

E(XY|S) = YE(X|S)

Demostracion. Sea X una variable aleatoria arbitraria tal que E(|X|) < co. Supongamos
que Y = 1,4 con A € §. Probemos que

E(X14|S) = 14E(X|S) 2.2)

Sea B € S. Se tiene que

/ 14X dP = X dP
B ANB
- / E(X|S) dP
ANB
= / 14E(X|S) dP.
B
donde en la pentltima igualdad se utiliz6 la definicion de esperanza condicional. Luego,

E(X14]S) = 14E(X|S) (2.3)

Supongamos ahora que Y es una variable aleatoria de la forma

Y = zn: ai]lAi
i=1

conay,...,a, € Ry Ay,..., A, € § —aeste tipo de variables aleatorias las llamamos
variables aleatorias simples. Entonces

i=1

=K (iazX]lAl

=1

E(XY|S) =E (X (i ai]lAZ) ‘5)

=Y q;E(X14,|S) (proposicién 2.2.3)
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= a;14E(X]S) (2.3)
i=1
=YE(X|S)
Por lo tanto, para toda variable simple S-medible, Y, se cumple que

E(XY|S) = YE(X|S) (2.4)

Consideremos ahora a Y una variable aleatoria arbitraria con E(|Y|) < ooy sea
{Y, }nen una sucesion de variables aleatorias simples S-medibles y tales que

V.| <Y y limY,=Y cs
neN
Por la ecuacion (2.4) tenemos que, para todo n € N:
E(XY,|S) = Y,E(X|S).
Como |XY,,| < |XY]|, por la proposicién (2.2.5) se tiene que
E(XY,|S) = E(XYS).
Se concluye que

Y,E(X|S) = YE(X|S).
u

La esperanza condicional a una sub-o-dlgebra cumple otras propiedades. Aqui s6lo
se presentaron aquellas propiedades relevantes para el desarrollo del trabajo. Una presen-
tacion mds completa de estas propiedades puede verse en [Shiryaev, 1996], capitulo 2,
seccion 7.

Definicion 2.2.9 (Varianza condicional). Sea X una variable aleatoria tal que E| X | < oo
e Y una variable aleatoria arbitraria. Se define la varianza condicional de X dado Y

var(X|Y) = E[(X — E(X[Y))*|Y]

Observacion 2.2.3. Podemos escribir la varianza condicional como

var(X|Y) = E[(X? - 2XE(X|Y) + E(X|Y))?|Y]

Utilizando la proposicion (2.2.3) se tiene que

var(X|Y) = E[X?|Y] — 2E[XE(X|Y)[Y] + E[E(X|Y)?|Y]

Por definicién de esperanza condicional, E(X|Y") es o(Y')-medible. Luego, por la propo-
sicién (2.2.6) se concluye que

var(X|Y) = E(X?|Y) — E(X|Y)?
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Proposicion 2.2.7 (Ley de varianza total). Dadas X una variable aleatoria tal que
var(X) < co e Y una variable aleatoria se cumple que

var(X) = E(var(X|Y)) + var(E(X]Y))
Demostracion. Por definicidn de varianza se tiene que
var(X) = E(X?) — [E(X)P
Utilizando el corolario (2.2.1) podemos reformular esta ecuacién como
var(X) = E(E(X?|X)) — [E(E(X]Y))]*
Por la observacion (2.2.3) se tiene que

var(X) = E(var(X[Y) + [E(X|Y)]*) — [E(E(X|Y))]"

Aplicando linealidad de la esperanza y reagrupando se concluye que

var(X) = E(var(X|Y)) + var(E(XY)).

2.2.2. Martingalas

Definicién 2.2.10 (Proceso estocdstico). Sea (E, &) un espacio medible. Dado (2, A, P)
y un conjunto de indices I se define un proceso estocdstico a una familia X = {X;};cs de
variables aleatorias definidas en (2, A, P) que toman valores en E. Al conjunto (E,E) le
llamaremos espacio de estados.

Definicion 2.2.11 (Filtracién). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Sea ¥ = {t >
0} cont € Rot € Z. Sedice que F = {F,; }iex es una filtracion si se cumple que

1. F; es una sub-o-dlgebra de A, para todo t € [0, +00), y
2. dadost,s € [0, +00) se cumple que F; C Fiys.
Un espacio (2, A, F, P) diremos que es un espacio filtrado.

Definicién 2.2.12 (Filtracion generada por un proceso estocdstico). Sea X = { X, }iex un
proceso estocdstico sobre un espacio de estados (E, £). Definimos a la filtracién generada
por X o filtracién natural de X y la notamos como F* = {F, }iex a la filtracion tal que

Fi=o{X;'(B):s<t BeE&} (2.5)

Definicion 2.2.13. Sea F = {F,;}iex una filtracion. Sea X = {X;}icx un proceso esto-
cdstico. Decimos que X estd adaptado a F si para todo t € [0, +00), la variable X, es
Fi-medible.

Observacion 2.2.4. Todo proceso estocdstico estd adaptado a su filtracién natural.
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Observacion 2.2.5. Intuitivamente J; representa nuestro conocimiento hasta el tiempo ¢.
JF; contiene todos los eventos A tales que al tiempo ¢ es posible decidir si ocurrieron o no.
Como la familia { F; };cx es una familia creciente de conjuntos, nuestra informacion sobre
la dindmica del proceso aumentara con el tiempo.

Definicién 2.2.14 (Martingala, submartingala y supermartingala). Sea > = {t > 0}.
Un proceso estocdstico X = {X,}iex es una martingala con respecto a una filtracion

F ={Fi}tes si
1) E|X;| < oo paratodot € X..
2) X estd adaptado a F

3) E(Xy|Fs) = X para todo s,t € X tales que s < t.

Si¥ ={t >0 :t e R} diremos que X es una martingala en tiempo continuo. Si
Y ={t>0:t€Z} diremos que X es una martingala en tiempo discreto.

Si en lugar de la igualdad del punto (3) para todo s,t € 3 tales que s < t se cumple
que

E(X:|Fs) > X

diremos que X es una submartingala mientras que si se cumple que
E(X|Fs) < X
diremos que X es una supermartingala.

Proposicion 2.2.8. Sea X = {X,, } ey una martingala con respecto a una filtraciéon F =
{Fu}nen. Entonces

E(X,) =E(Xy), VneN
Demostracion. Como X,, es una martingala se tiene que

E(E(Xn-&-ﬂfn)) = E(Xn>

Por otra parte, como X, es F,,11-medible y F,, C F, 1 se tiene, por la proposicion
(2.2.2) que

E<Xn+1) = E(E<Xn+1|fn))

Luego, para todo n € N se concluye que

]E(Xn+1) = E(Xn)

como queriamos probar. |
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2.3. Procesos de Markov

En la siguiente seccion definiremos el concepto de proceso de Markov intentando ilus-
trar como éste puede ser pensado como una extension del concepto de cadena de Markov
al tiempo continuo y a un espacio de estados arbitrario. Una vez presentado este concepto
estudiaremos la vinculacion entre la estructura probabilistica de los procesos de Markov
y el enfoque analitico de la teoria de semigrupos.

Definicién 2.3.1 (Proceso markoviano). Sea X = { X, }:>o un proceso estocdstico definido
en un espacio de probabilidad (2, A, P) y que toma valores en un espacio métrico (E, d).
Sea FX = {F}>0 la filtracion natural de X. Se dice que X es un proceso de Markov
o markoviano si

P(X;.s € B|F) = P(X\y, € B|X)),
para todos s,t > 0y B € B(E).
Un proceso de Markov es homogéneo en el tiempo si
P<Xt+h < B’Xt> - P(Xt € B‘Xo)
para todo B € B(E) y todo t,h > 0.

Observacion 2.3.1. La definicién de probabilidad condicionada implica calcular una pro-
babilidad condicionada a un evento. En la definicién de proceso de Markov escribimos
P(X;y, € B|F)donde F;* es una sub-c-dlgebra. Cuando escribimos P (X, , € B|F;*)
formalmente estamos escribiendo

E(15(Xers)IF)-

Al igual que muchas referencias sobre procesos estocasticos, haremos este abuso de nota-
cién durante el resto del trabajo.

Observacion 2.3.2. Equivalentemente, se puede definir un proceso X = {X;};>¢ como
markoviano si cumple que

E(f(Xs)| ') = E(f (Xers) [ X0,

para todos s,t > 0y f : E — R B(F)-medible y acotada. Una prueba de que estas
nociones son equivalentes puede verse en [Cinlar, 2011].

Recordemos que una cadena de Markov estd caracterizada por su distribucion inicial y
su matriz de transicion. La siguiente definicion pretende extender esta nocion para el caso
en que X es un proceso estocdstico markoviano.

Definicién 2.3.2 (Funcién de transicion). Sea E un espacio métrico y B(E) su o-dlgebra
de Borel. Una funcion P : [0,400) X E x B(E) — R es una funcién de transicion
homogénea en el tiempo si

1. fijados x € Eyt € [0,4+00), P(t,z,-) es una medida de probabilidad,
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2. paratodo x € E, P(0,z,-) = 0,, con d, delta de Dirac en z,
3. fijado B € B(E), P(-,-, B) es medible en B(|0,+0) X E), y

4. para todos s,t > 0, x € E, y B € B(FE) se cumple la llamada propiedad de
Chapman-Kolmogorov

P(t 45,2, B) = / P(s,y, B)P(t, . dy).
F

Definicién 2.3.3 (Funcién de transicién de un proceso markoviano). Una funcion de tran-
sicion P(t,x, B) es una funcién de transiciéon de un proceso estocdstico markoviano
homogéneo en el tiempo X si

P(X,, € B|F") =P(X,,, € B|X,) = P(s, X;, B)

o, de forma equivalente, si

E(f(Xe1s)|FY) / J(y) (s, Xo. dy)

Definicion 2.3.4 (Distribucion inicial). Dado un proceso estocastico markoviano X =
{Xi}i>0, definimos la distribucién inicial de X en (E, B(E)) a la medida de probabilidad
v dada por

v(B) = P(X, € B)

Observacion 2.3.3. Al igual que obteniamos para cadenas de Markov en tiempo discreto
y espacio de estados E la probabilidad de transicion

P(Xpq1 = j|Xn = 1) = pij,

obtenemos ahora una funcion de transicién P (s, X;, B) que nos indica la probabilidad de
que el proceso alcance en el tiempo ¢ + s el conjunto B sabiendo dénde se encontraba el
proceso en tiempo t.

Observacion 2.3.4. El item (4) de la definicién (2.3.2) es la extension de las ecuacion
de Chapman-Kolmogorov (5.1.2) para cadenas de Markov en tiempo discreto y espacio
de estados finito para procesos estocdsticos markovianos en tiempo continuo y espacio de
estados £. Veamos que esta propiedad es razonable dado un proceso markoviano.

Sean X = {X;};>¢ un proceso estocdstico markoviano sobre un espacio de estados £
y P(s, Xy, B) una funcién de transicion. Luego

P(t + s, Xy, B) = P(Xysips € B|FY)

E(]l (XtJrqus)“F )

E(E(Lp(Xttuts) | Fost) | F) (propiedad 2.2.4)
E(P( u+t+s € B|fzﬁt)|f§)
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E(P(s, Xyis, B)|FX) (definicion de funcién de transicion)
E

(P(s, Xyse, B)| X0) (definicion de proceso markoviano)

_ / P(s,y. B)P(t, X, dy)
F

No es sencillo obtener formulas explicitas para las funciones de transicién de procesos
markovianos arbitrarios. Una excepcion notable de esto es la funcién de transicién de un
movimiento browniano unidimensional (que definiremos en el capitulo 3):

—(u )2

P(Xt+s c B|Xt) = P(S,Xt, 2s dy

\/5%_

Por esta razén, no podremos en la gran mayoria de los casos, definir un proceso marko-
viano a través de su funcion de transicion. Debemos utilizar otras técnicas de especificar-
los. En particular, utilizaremos que la propiedad de Chapman-Kolmogorov nos define un
semigrupo contractivo:

Proposicién 2.3.1. Sean (F, d) un espacio métrico y B el espacio de funciones
B ={f:E — R:B(E)-medible y acotada}

equipado con la norma del supremo. Sea P (¢, z, B) una funcién de transicién definida en
[0,4+00) x E x B(E). Definimos S = {S; }+>¢ tal que paratodot > 0,5, : 8 — By

- /E f(y) P(t, z, dy)

Luego, S es un semigrupo contractivo en ‘B.

Demostracion. En primer lugar, probemos que para todo ¢ > 0, S; es un operador lineal

acotado:
/ f)P(t, x, dy)‘

[ (supls1) Pie.o.a)
/ P(t,x,dw]l— 1]

N~
=1

1S:(f)|| = sup
zel

< sup
el

= || f[| sup
zeE

Observemos que para todo ¢ > 0 se tiene entonces que

1S (O <A

lo que implica que ||S|| = 1. En caso de que S sea un semigrupo, este hecho muestra que
S es un semigrupo contractivo.

Probemos que, efectivamente, S es un semigrupo. Probemos que Sy es el operador
identidad en ‘B. Sea f € ‘B. Por definicién de S se tiene que
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S5 = [ $@)PO.2.dy)
E
Como P(t,z, B) es una funcién de transicién (definicién 2.3.2 (3)) se tiene que
[ 1Pz dy) = [ w6 = fa)
E E
Para concluir, probemos que Sy, 1+, (f) = (Si, ©.St,)(f). Se tiene que
St (f) = / fW) Pt + t2, 2, dy)
E
= / f(y) (/ P(ts, z,dy) P(t1, x, dz))
E E
= / (/ fy) P(ts, z, dy)) P(ty,x,dz)
E\JE g
Sta ()
= Stl (StQ(f)) = (Sh © St2)(f)
Lo que concluye que S es un semigrupo de operadores en ‘B. |

Dado un proceso de Markov X = { X} };>o homogéneo en el tiempo y que toma valores
en un espacio métrico F' y una funcién de transicién P (s, X;, B) definimos el semigrupo

asociado a X como

(S.f)(x) = E(f(X))|Xo = ) = [E f(y) P(t, . dy)

(2.6)

Notaremos E,. (-) :== E(-| Xy = z). De esta forma, el semigrupo asociado a X lo notaremos

como

(Sef)(x) = Eo(f(X3))

2.7)



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas

3.1. Proceso de Wiener: Definicion y propiedades basicas

De ahora en mds los procesos estocdsticos considerados tomaran valores en £/ = R.
Comenzaremos estudiando el proceso de Wiener, proceso estocdstico fundamental para
definir ecuaciones diferenciales estocdsticas.

Definicién 3.1.1 (Proceso de Wiener). Un proceso estocdstico W = {W, };>q con valores
en R es un proceso de Wiener unidimensional o un movimiento browniano unidimen-
sional si

1. Wy = 0 casi seguramente.
2. PlweQ:Wyw) e C0,+0)) = 1.
3. Elincremento Wy, — W, es independiente de o(W,) para todo t,h > 0.

4. Wiop, — Wy~ N(0, h) para todo t, h > 0.

Observacion 3.1.1. Un proceso de Wiener unidimensional W = {W, };>, es un proceso
markoviano.

Sea f : R — R Borel-medible y acotada 'y F = {F;};> la filtracion generada por .
Luego

E(f(Wira)|Fi) = E(f (Wips — Wi + W) | F)
=E(f(VsZ + W,)|F)

— /ﬂgE(f(Z-FWJ‘E)%fZ (\%) dz,

donde f7 es la funcién de densidad de una variable aleatoria normal estandar. Como W
es medible en F;, por la proposicion (2.2.2)

E(f(z 4+ Wy)|Fs) = f(z+ W,).

Luego

31
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B Wl F) = [ 1+ W) fz (ﬁ) dz

= E(f(Whss) W)

A continuacién presentaremos una propiedad fundamental del proceso de Wiener que
sera de suma utilidad en el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferenciales estocas-
ticas:

Proposicion 3.1.1 (Variacion cuadrdtica del proceso de Wiener). Sea W = {W;};>( un
proceso de Wiener. Para cada n 'y T' > 0 se considera una particion del intervalo [0, T,
m,, de la forma

T ={0=t,0<th1 <...<ty,=T}

Supondremos, ademas, que
Im max |t,i401 —ths| =0
n—o0 0<i<n—1 | nitl n,z|

Definimos

n

Qn = Z(Wt,i—‘rl — Wii)?

i=1
Entonces

Qn £ T, estoes, E[(Q,—T)*] — 0

n—oo
Demostracion. Queremos probar que para todo 7" > 0

E[(Qn — )] — 0.

n—oo

Dado n € N, la idea serd descomponer (),, — 71" de la siguiente forma:

n—1 n—1
Qn T = (Z(th,i+1 - th,i)2> -T= Z(th,i+1 - th,z‘)Q - (tn,iJrl - tn,i)
=0

=0

y denominar Y; = (W, — I/Vtw.)2 — (tni+1 — tni), paratodoi = 0,...,n — 1. Luego

n,it+1

E[(Q. —T)* ) =E (i Y%) = (E ("‘1 Yz)> + var <”z_: YE)

Calculemos cada uno de estos sumandos



33 CAPITULO 3. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

i
L

E(th,i+l - th,i)2 —(tn71+1 - tnvl)

J/

Il
=)

7

=0

TV
ti—ti—1

Antes de calcular el término var (Z" ! Y) notemos que las variables Y; son indepen-
dientes por definicién de proceso de Wiener. Se tiene entonces que

n—1

= var|(y/tnin — tniZ)’]

=0

donde Z es una variable aleatoria normal estdndar. Luego

n—1 n—1
var (ZY) = var( Z2 Z nyitl —

=0 =0

—_

3

< var(Z?) [ MAX (tpiv1 — tny) bniv1 — tng

0<i<n—1° ]

I
=)

i

= Var(Zz) |: max (tn,i-i-l — tn,z):| T

0<i<n-—1

Como Z? ~ x?, var(Z?) < oo. Luego, por la condicién (3.1.1):

Iim E[(Q, — T)% < lim var(Z?) | méx (t,;41 — tm)} T=0

n—00 n—0o0 |:O§i§n1

3.2. Integral de Ito

3.2.1. Construccion de la integral

Sea (2, A, {F:},P) un espacio de probabilidad filtrado. Sea {IV; };>o un proceso de
Wiener F;-medible —podemos tomar, por ejemplo, / como la filtracion natural dada por
W . Estamos interesados en definir la integral estocdstica

/0 "X () dW(s)
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Si bien las trayectorias de 1 son continuas casi seguramente, no podemos definir esta
integral en el sentido de Riemann-Stieljes porque las trayectorias del proceso de Wiener
no tienen variacion acotada (ver [Petrov y Mordecki, 2008]). La construccion de la inte-
gral estocdstica serd, en cierta medida, similar al de la integral de Lebesgue pero utilizara
caracteristicas propias del proceso de Wiener.

Definicién 3.2.1 (Proceso estocético progresivamente medible). Sea X = {X;}i>o, un
proceso estocdstico definido en un espacio filtrado (2, A, F;, P) y que toma valores en R.
Se dice que X es un proceso estocdstico progresivamente medible si para todo (s,w) €
[0,t] x Q, X;(w) es medible en B[0,t] x F;.

Sea T'" > 0. Consideramos la clase H2[0, 7] de procesos estocasticos {{H;} : t €
[0, T} progresivamente medibles y que satisfacen la condicién

T
/ E(H?)ds < oo
0

SeaO =ty < t; < ...t, = T una particién del intervalo [0, T'|. Definimos un proceso
simple a un proceso estocdstico de la forma H = {H; }o<;<r tal que

n—1
H;, = Z hi]]‘[tivti+l)(t)’
=1

donde, para todo : = 0,...,n — 1, h; es una variable aleatoria J;,-medible y tal que
E(h?) < occ.

Observemos que todo proceso simple pertenece a H[0, 7. Para todo ¢ € [0, T tene-
mos que

[ n—1 2
E<Ht2) =K (Z hi]l[tz‘,tiﬂ)(t))
=1

n—1
=E Z h?]l[tutiﬂ)(t) +2 Z hihj]l[ti,tiﬂ)(t)]l[tj,tﬁl)(t))
i=1

1<j

=E(h},) <

donde la dltima igualdad se debe a que los intervalos [t;,t;,1) son disjuntos dos a dos y
que para todo t € [0, 7] existe un ¢, € [0, 7] tal que ¢ € [tx, tgy1)-

Definimos la integral de un proceso simple / con respecto a un proceso de Wiener W
como

t n—1
/ HydW, =Y hi(Wh,,, — W) (3.1)
0 i=0
La siguiente proposicién nos mostrard que la integral de un proceso simple con res-
pecto a un proceso de Wiener cumple una propiedad deseable: la integral serd un operador
lineal en H2[0, 7.
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Proposicién 3.2.1. Sean H") y H® procesos simples en 5[0, T']. Para todos o, 3 € R
se cumple que

1) aHt(l) + ﬁHt(Q) es un proceso simple en H2[0, T vy,

2) fO + BH )th fO O!H th + fO BH th
Demostracién. 1) Sean HV y H® procesos simples Por definicién de proceso sim-
ple, existen particiones 7Y = {A;}io 1y 7? = = {B,}j=0...m-1 del intervalo

[0, T tales que

— . 2 2
- Zhi )]l[tivti+1)(t)’ Ht( ) = h§ )ﬂ[sjijJrl)(t)
=0

Notemos que, como [¢;,¢;11) C [0,T]y [0,T] = U;.”:_Ol S5, Sj+1)s [ti, tiv1) puede ser
escrito como

[tistiv1) = [tistiv1) N (TDI Bj)

J=0

paratodoi = 0,...,n — 1. De la misma forma, podemos escribir [s;, s,+1) como

[sj,8j+1) = [s5, 8541) N (O[tiati+1)) :

i=0
paratodo j = 0,...,m — 1. Como la interseccion de intervalos semiabiertos es a
su vez un intervalo semiabierto se tiene que los conjuntos [t;, ;1) N [S;, Sj41) son
intervalos semiabiertos. Notaremos

[, urs1) = [ti, tig1) N [S5, Sj41)

conke{l,....n+m—1}.

Definimos
b = hl(l) sit; <wuy < tit1
y 2 2
g](c):hg) sisjguk<3j+1
Notemos que
n—1
1 1
Ht( ) = Z h t tH—l) ng [ur,up+1) )
=0
y
m—1
2 2
Ht( ) = h‘g ) [S] sj+1 ng [ug, Uk+1 )
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Se concluye que

oHV + BHP =" (agy” + B ) L juy s ()
k

es un proceso simple.

2) Por definicion de integral estocdstica para procesos simples se tiene que
T
| @ 4 5B AW, = S (ag + 57 Wa — W)
0 k
1 2

= azgl(c )(Wuk+1 - Wuk) + Bzgl(c )(Wuk+1 - Wuk)

k k
n—1 m—1

= Z hgl)(Wti-&-l - Wtz) + 6 Z hg‘Q)(WsH_l - Wsj)

i J

T T
—a / HY dW, + B / 1P aw,
0 0

Proposicién 3.2.2. Para todo proceso simple { H; }iepo,r] € H?[0, T se cumple que
LE(Jy Hedwi) =0
T 2 T 9
2. E {(fo thWt) } = [TE(HZ) dt

Demostracion. 1. Sea {H,}iejor € H?[0, T un proceso simple. Luego

T
E</ thVVt) =K
0

-1

E [hi(Wi 1 — W)

n—1
Z hi(VVtH-l - VVtz)]

1=0

IS .
1l
- O

E(hi) E(Wy 0 = W,,) =0,

0

Il
o

i

donde en la peniltima igualdad se utiliz6 que h; es F;,-medible y Wy, , — W, es
independiente de F,.

2. Calculemos, en una primera instancia, el cuadrado:

([~ 5

1

—_

2
hi(Wiqa — Wn))

Il
o
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n—1

= Z h?(Wti-f-l - Wti)Q

1=0

+2 Z hihj(WtiJrl - Wti)<Wtj+1 - Wtj)

0<i<j<n—1

Tomando esperanza se tiene que

T 2 n—1
E ( / thWt> ] = E(h(Wis1 — W,)%)
0 i=1
+2 Z E(hihj (Wi 1 — Wi, ) (W00 — Wy)))
1<i<j<n
Por independencia se tiene que, paratodo: =1,...,n —1

tit1
B (Wisr — We)?) = B EWVisr ~ W) = [ E(h)ds

tit1—ts

Por otra parte, por independencia:

E(hihj(Wi1 — Wi, ) (Wi 00 = Wy,)) = E[hihy (W0 — W) E[W, 11 — Wi, )] =0

N

-~

0

Se concluye que

T 2 n—1 tiv1 T
E (/ thwt) = Z/ E(h%)ds = / E(H?)dt
0 i=1 t; 0

|

Sea L?(P) el espacio de variables aleatorias tales que

E(X?) = /XZdP <00

R
Podemos considerar a L?(P) como un espacio de Banach con la norma ||-|| : L?*(P) — R
dada por
X1 = VE(X?),

para toda X € L*(P). Por otra parte, consideramos la norma |[|-|| : H[0, 7] — R tal que

T
|5 = / E(H2) dt
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Sea H,[0, T el subconjunto de procesos simples de Hs [0, T']. Se considera la funcién
f: H2[0,T] — L?(P) que a cada proceso H le asigna su integral con respecto a W; esto
es:

T
f(H) = / Hy dW, (3.2)
0

Por la proposicion (3.2.2) se tiene que f es una isometria entre un subconjunto de
H2[0,T]y L*(P).

Proposicion 3.2.3. El subconjunto de procesos simples es un subconjunto denso en el
espacio Ho[0, T']. Esto es, para todo proceso H € H[0, T existe una sucesion de procesos
simples {Ht(")}neN C H2[0, T tal que

T
lim |H — H,|| =0, o, equivalentemente,  lim E(Ht(") — Hy)?dt =0
n—oo

n—oo 0

Demostracion. La prueba serd dividida en partes.

e Todo proceso H € H,[0,T| no acotado puede ser aproximado por procesos acota-
dos.

Para probar esto se considera H = {H,}cjo,r] € H2[0, 7] no acotado. Definimos la
L . (N)
sucesion de procesos simples { H, "’ } yen tal que
H™N = H_y v (H,).

e Todo proceso continuo y acotado puede ser aproximado por procesos simples.

Sea H = {H, }4cpo,m € H2[0,T] un proceso continuo y acotado. Definimos la suce-
. . (N)
sién de procesos simples { H; "’ } yen tales que
H™ = Hnyyn

Es claro que limy o ||H — Hy|| =0

Como H estd acotado existe K € R tal que

‘Htl S K7

para todo ¢t € [0, 7). Paratodo N € N se obtiene, por lo tanto,

=Y < |H| < K.
Luego, como

lim HY) = H,,

N—oo

para todo ¢t € [0, T, se concluye, por el teorema de convergencia dominada que
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T
im [ EH™ - H,)?dt =0

N—oo 0

e Todo proceso acotado puede ser aproximado por procesos continuos.

Probar esto probard la proposicion ya que dado un proceso H € H?[0, T'| acotado,
podra ser aproximado por procesos continuos que a su vez pueden ser aproximados
por procesos simples.

Se considera, entonces, H = {H, };cjo,1] € H2[0, T acotado. Definimos la sucesion
de procesos {Ht(N)} Nen tales que

t
HY = N H,ds
(t—1/N)+

donde (¢t —1/N)* = max{0,#—1/N}. Los procesos H™) son continuos y ademds
se cumple que
|HM|| < N(t—t+1/N)|H| <K

Por lo tanto HY) ser4 uniformemente acotado y progresivamente medible. Defini-

mos {G,} tal que
GS == / Ht dt
0

Por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, para todo s € [0,7] existe G’ y se
cumple que

H, =G, = lim H™
N—oo
Aplicando el teorema de convergencia dominada se concluye que

T
im [ EH™ - H)?dt =0

N—oo 0

En virtud de la proposicién (3.2.3) podemos extender la isometria lineal definida en
(3.2) a todo el espacio Hz[0, 7] de forma unica y, de esta forma, definir la integral para
todo proceso H € H5[0,T].

Definicién 3.2.2 (Integral estocdstica o de It6). Sea H = {H,},c01) € H2[0,T] un pro-
ceso arbitrario y {Ht(N)} ~Nen C H2[0, T] una sucesion de procesos simples tales que

T
lim [ E(H™ — H,)?dt =0.
n—oo 0

Se define la integral estocdstica o integral de Ito, fOT H; dW; como

T T
/ Hydw,= lim [ H™ aw,
0

N—o0 0
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Las propiedades obtenidas en (3.2.1) y (3.2.2) pueden ser extendidas a la integral de
1t6. Esto serd resumido en la siguiente proposicion

Proposicién 3.2.4 (Propiedades de la integral de 1td). Sean HY, H® H € H [0, T].
Se cumple entonces que

D [FaHD + BHP)YdW, = o [ HD aw, + 5 [T H® aw,

2) E (fOTthWt> —0
3) E {(fOT H, th)Q} = [TE(HZ) dt

3.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

A continuacién presentaremos un resultado fundamental del cdlculo estocdstico: la for-
mula de It6. Presentaremos esta férmula en tres versiones: una versién débil para funciones
tres veces diferenciables que serd demostrada, la version cldsica para funciones de clase
C? y una versién mds general para ecuaciones diferenciales estocdsticas.

Teorema 3.3.1 (Férmula de Ito: version débil). Sea {IV;};>o un proceso de Wiener adap-
tado a la filtracién { F; }+>0. Sea f : R — R con derivadas f’, f”y f" acotadas. Entonces:

fWV) — f(Wh) /f s)dWs + = /f”

Demostracion. Seam, = {0 =t,0 <t,1 <...<t,, =t} unasucesién de particiones
encajadas del intervalo [0, ¢] tales que

A0 PR Vs~ tni] =0 G

Para cada n € N, podemos escribir entonces la siguiente igualdad:

n—1

FV) = FWo) = [f(Wa,,0n) — F(We, )]

i=0
Consideremos el desarrollo de Taylor de orden 2 de f centrado en v = W, , para cada
1=0,...,n—1:

, 1
f(th,i+l) - f(th,z> - f (th,i)<th,i+1 - th,i) + §f//(th,i)(th,i+1 - th,i)z
1 "
+§f (I/‘/gnyi)(th,H»l - th,i)37

donde, por la expresion del resto de Lagrange, fm- € [tnis tnit1)-
Sumando y restando el término 3 (W4, ,)(tni41 — ty;) se obtiene

L,
f(th,i-o-l) - f(th,z) = f/(th,i)(th,i+1 - th,i) + §f/(th,i)(tn,i+1 - tn,i)
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+ f/”( tn, 1)(th,i+1 - th,i)3
+ §f”( W Wi iir = Wi )? = (tngie1 — tnyi)]

Sumando ahora sobre 7 obtenemos

1
FWV) = fFWo) = ) f'Wor ) Weiis = Weo i) 5 ) f" (W) (Bnier — i)
=0 =0
Lo Ins
]‘ — " 3
+ ?Zof <thz)( tnz+1 thz)
Ins
1 n—1
+ § f”(th 1)[<th,i+1 th 7,)2 (tn i+1 tn 7,)]
=0
Ina
Para cada s € [0, 7] definimos
n—1
- Ztnvi]l[tn,iatn,i+l)(8)'
=0
Tenemos que ¢,(s) — s uniformemente.
n—oo
Por la definicion de integral estocdstica tenemos que
n—1 t t
Ly =Y F W )Wy i = We,,) = / ' (Wiy) dWs — / £ (W)W,
P 0 n—oo Jq
en probabilidad.
Por otra parte, como f” es continua tenemos que
1 n—1
Utilizando que | f”(x)| < K paratodo x € R se obtiene que
~1
|‘[n73| Z ”/ th 41 M/tn,i )3
1 /// 3
3_ Z n ,i41 - th,i) |
K

3_ Z tnitl nz)g‘

=0
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Debido a que estamos considerando una sucesion de particiones que cumplen (3.3) y que,
por definicion, las trayectorias de un proceso de Wiener son continuas, se tiene que

max Wy, ., —W, .| —0
0<i<n-—1 ’ ’ —00
casi seguramente.
Por otra parte, por la propoposicién (3.1.1),
n—1
(th,z‘+1 - th,i)2 n%ooE t?
=0

en media cuadratica. Por lo tanto, [, 3 — 0 en probabilidad.

n—oo

Resta probar que I,,, — 0 en probabilidad. Para probar esto calculamos E(12 ).
n—oo )

n—1 2
1
E [24 = (5 (W Wi ior = Wi)? = (tnisr — tm)])
1=0
1 n—1
= Z E [f//(th,i)2[(th,i+l - th,i)2 - (tn,i-&-l - tn,i)]z}
1=0
1
+5 > B W, (Wi, — Wi, ) = (tnigs — )]
0<i<j<n—1

Xf”<th,j)[(Vth,j+1 - Vth,j)Q - (tn7j+1 - tn,j)])
Para 7 < j las variables

P W, MW, = We, )P = (tngir — taa) 1 f"(Wa, )

son J;, .-medibles y, por definicion de proceso de Wiener, IV, —W,, , esindependiente

de Fy, ;. Luego m
]E(f”(wtn,i)[(wtn,i+1 - th,i)2 - (tn i+1 7 )}f//(Wt )
X [(Why o0 = Wi s)? = (tnj+1 —tnj)]) =
E(f"(We, (Wi = Wi, )? = (b — ta )1 (Wi, )

(¢
n,j+1 - n])2 ( TL]+1 - tnv])]z - 0

~
0

x QE[(Wt

Como, por hipétesis, existe C' € R tal que | f”(z)| < C obtenemos que

n—1

E(IZA) = EZE [f”(mn,i)Q[(mn,i+1 - Vth,i)Q - (tn,i-i-l - tn,z‘)]ﬂ

=0
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o n—1

< ZE (Wi s = Wi ) = (tnisr — tnd)]?]
2 n— 1

= — Z var th . th’i)ﬂ
2 n— 1

:—Zvar \/ nz+1 nzZ }

) 9 n—1

C C
— Ivar(ZZ)I Z(tn,iJrl — tn,i)z

=0
L& (Z?) It tn—klt — 0,
<7 var O<I£l<aX nk+1 n—k

donde Z ~ N(0, 1). |

Teorema 3.3.2 (Férmula de Itd). Sea {W;};>( un proceso de Wiener adaptado a la filtra-
cién {F; }i>0. Supongamos que, ademds, el incremento W, , — W, es independiente de la
o-algebra F,. Sea f : R — R de clase C2. Entonces:

o, /f )W, + = /f”

Demostracion. Ver [Borodin, 2017], p. 100. [ |
Ejemplo 3.3.1. Sea f : R — R tal que f(z) = 2. Como

@) =20, f(x)=2

t t
Wf:Q/ Wdes—|—/ ds
0 0
t

:2/ WsdW, +t
0

t 2
[, =
0 2

Definicién 3.3.1. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Sean W = {W,}ico,r) un
proceso de Wiener y & una variable aleatoria independiente de W. Sea F;, = o{&, Wy :
0 < s <t} la o-dlgebra generada por & y el proceso de Wiener en el intervalo |0, t].

Se consideran a,b : [0, T] x R — R funciones medibles.

Un proceso X = { X, }icpo, se dice que es la solucion fuerte de la ecuacion diferen-
cial estocastica

por (3.3.2) tenemos que

Reescribiendo esto:

N | =+

{ dXt = CL(t, Xt>dt + b(t, Xt)th
Xo=¢

si se cumple que
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1. X es un proceso con trayectorias continuas.
2. X es adaptado a F,.

3. Paratodot € |0,T] se cumple que

¢
/ la(s, X,)| + |b(s, X,)?| ds < oo
0

4. Paratodot € [0,T] se cumple que

t t
X, =¢ +/ a(s, Xs)ds + / b(s, Xs) dWs
0 0

Ejemplo 3.3.2. A partir del ejemplo (3.3.1) tenemos que el proceso X; = W2 es solucién
de la ecuacion diferencial estocdstica

dXt - dt —|‘ Xt th
XO — 0

Proposiciéon 3.3.1. Sean a,b : [0,7] — R. Se asume que existe C' € R tal que para todo

tel0,T)yz,yeR

la(t, z) — al(t, y)| + [b(t, ) = b(t, y)| < Clz =y

la(t, z) +[b(t, y)| < C(1 + [=])

Sea ¢ una variable aleatoria tal que E(£?) < oo. Entonces, existe una tnica solucién fuerte
de la ecuacion diferencial estocdstica

{ dXt = CL(t, Xt)dt + b(t, Xt)th
Xo=¢

Demostracion. Ver [Borodin, 2017], p. 130. |

Definicién 3.3.2 (Difusion). Sea X = { X, }1c(0.11 un proceso markoviano que toma valo-
res en R. El proceso X es una difusion si se cumplen las siguientes condiciones:

1) Paratodoe > 0, todot € [0,T] y todo x € R se cumple que

lim P(|Xiyp — 2| > el Xy =2)=0
h—0

2) Existen funciones a,b : [0,T] x R — R tales que existe ¢ > 0 tal que para todo
t €[0,T)ytodo x € R se cumple que

E, [(Xein — Xo)1oq(| Xern — Xi])]

e B = alt,z)
E, [(Xpn — X121 100 (1 X0en — X
o B [t = XL (X = X] _

h—0 h
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Las funciones a(t,x) y b*(t, z) se denominardn coeficiente de deriva y coeficiente de di-
fusion, respectivamente.
El proceso estocdstico X = {X;} es una difusiéon homogénea en el tiempo si

1) Paratodoe > 0, todot € [0,T]y todo x € R se cumple que

lim P(|Xt+h — ZE| > €|Xt = .’L‘)

h—0 h =0

2) Existen funciones a,b : R — R tales que existe ¢ > 0 tal que para todo t € [0,T]y
todo x € R se cumple que

E [(Xisn — Xo)Loq (I Xepn — Xe])| X = 2]

Hm h = al()
E [(Xien — X)L (| Xen — Xo])| X, =

lim [(Xesn ) Lo (| Xern )X = 2] — 1(z)

h—0 h

La primera condicidon para que un proceso sea una difusion indica que las trayectorias
del proceso no presentan cambios grandes en tiempos arbitrariamente chicos. Esto es, el
proceso tendrd trayectorias continuas.

La segunda condicién puede ser interpretada de la siguiente forma. La esperanza de
los incrementos truncados condicionado a que se parte en un tiempo ¢ del punto = sobre
un periodo infinitamente pequeifio estd dada por a(x) mientras que la varianza condicional
estd dada por b*(z).

Proposicion 3.3.2. Sean a,b : [0, 7] x R — R funciones continuas. Sea X solucién fuerte
de

{ dXt = a(t, Xt>dt + b(t, Xt)th
Xo=¢

Entonces X es una difusién con coeficiente de deriva a(t,z) y coeficiente de difusion
v (t, x).

Demostracion. Ver [Borodin, 2017], p. 274. [ |

Proposicién 3.3.3 (Generalizacién de la formula de Itd). Sea X = { X, }+c[o,r) 1a solucion
fuerte de la ecuacion diferencial estocastica

dXt = G(Xt)dt + b(Xt)th
X() =zrelR

con a, b funciones cadlag en R. Se considera una funcién f : R — R € C?. Entonces se
cumple que

A0 = £000) = [ FXax)ds+ [ FOOME)aW+ 5 [ )02 s
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Demostracion. Ver [Borodin, 2017], p. 104. [ |

A continuacion, utilizaremos la proposicion (3.3.3) para hallar el generador infinitesi-
mal del semigrupo asociado a la solucidn fuerte de una ecuacion diferencial estocastica.

Sea X = {Xt}te[gvT] un proceso que toma valores reales y es la solucion de la ecuacién
diferencial estocastica

dXt = G(Xt)dt + b(Xt)th
X() =x€eR

Supongamos que b(x) > 0 para todo x € Ry que a, b son funciones Lipschitz.
Por la proposicién (3.3.2) el proceso X es markoviano y tiene una funcién de transicion
P(s,x, B). Recordemos el semigrupo de operadores definidos en B

(Sef)(x) = Eo(f(X1))

Sea C?(R) el espacio de funciones de clase C? cuyas derivadas son acotadas. A partir
de la proposicién (3.3.3) podemos obtener el generador infinitesimal de este semigrupo:

—0 t t—0

Eq (f(X2) — f(x))
t
E. (f(Xi) — f(Xo))

B, (f(Xy)) — f(2)
t

= lim
t—0

= lim
t—0

t
=i Bl S (XX dWs) - Ea(fy f/(Xo)a(X,) ds)

t—0 t t—0 t

J/ J/
N ~

1) (2)
1 lm Ex(% fot f//(WS>(b(XS))2 ds)
=0 t
3)

S/

Estudiemos la expresién en (1). Por la proposicién (3.2.4) tenemos que

E, ( / PN dWs) 0

para todo ¢ € [0, 7). Luego

E ( JEFXOB(X) dW s| X = x)
lim
t—0 t
Para la expresion en (2) se tiene que

o Eely /'(X5)a(X,) ds) ( :

t—0 t
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De forma andloga, para la expresion en (3) se tiene que

o BoG o £/OW)(B(X))ds) _ (1 o Jo 1OV (X)) ds))
=0 t “\ 210 t

= "))

En conclusion, el generador infinitesimal G : C%*(R) — C?*(R) de la solucién de la
ecuacion diferencial estocéstica

dXt = a,(Xt)dt + b(Xt)th
XO =z elR
€S

(G1)() = ' (@)a(a) + 5 " @)*(a) G4

A continuacién enunciaremos, sin demostrar, una proposicién que serd util para dar
férmulas explicitas a las esperanzas de ciertos tiempos de parada.

Proposicion 3.3.4. Sea X = {X,};>¢ solucion de la ecuacién diferencial estocdstica

dXt == Q(Xt)dt + b(Xt)th
XO =zrzelR

Sea el tiempo de parada H, 3 = min{t > 0 : X; ¢ (a,f)}. Se consideran f, F' :
[a,b] — R continuas a trozos y f no negativa. Sea ¢ : {a,b} — R. Entonces

Q(z) = E, [¢<XHQ,6> exp (— /0 ") ds)

+ /0 " R exp (- /0 CF(X) du) ds]

es la unica solucion a la ecuacion diferencial

SP0Q (@) + a(0)Q (2) — F2)Q(x) = —F(x)
Q(a) = ¢(a)
Q(b) = ¢(b)
Demostracion. Ver [Borodin, 2017], p. 291. |

Observacion 3.3.1. En particular, tomando en la proposicién (3.3.4) f(z) = 0, F(z) =
1y ¢(a) = ¢(b) = 0 se obtiene que Q(z) = E,(H,y) es la solucién de la ecuacién
diferencial

(GQ)z) =-1,  Qa) = Q(b) =0,

siendo G el generador infinitesimal del semigrupo asociado a la difusién X = {X; };>.
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3.3.1. Aproximaciones numéricas
Esquema de Euler

Sea X = {X;}o<t<r solucién fuerte de la ecuacién diferencial estocdstica

Xo=¢

El esquema de Euler-Maruyama es un proceso iterativo para obtener trayectorias aproxi-
madas de X:

Dada una particién del intervalo [0,7],tp = 0 < t; < ...t, = T definimos como
aproximacion de Euler al proceso estocdstico de tiempo continuo Y = {Y;}o<t<r que
satisface que

{ dXt = CL(t, Xt)dt + b(t, Xt)th

Yign =Yi+a(ty,Y)(tign — i) +0(t:, V) (Wh,,, — Wh),

i+1
con W = {W, }o<t<r un proceso de Wiener.

Este esquema determina valores aproximados sélo en los puntos de la particién
to,t1,...,t,. Para obtener valores de los puntos intermedios utilizaremos interpolacién
lineal. Para cada t € [0, 7] definimos n; = méax;—o1. »{t; < t}. Luego la interpolacién
que realizaremos es

t—tn,
th = Ynt + —(Ynt+1 - Ynt)

nit+1 7 bng

Una prueba de que la aproximacion Y es consistente puede verse en [Kloeden y Platen, 1995].

Esquema de Milstein

Sea X = {X;}o<i<7 un proceso de Ito que satisface la ecuacion diferencial estocastica

{ dXt = CL(t7 Xt>dt + b(t, Xt)th
Xo=¢

Sea una particién del intervalo [0,7],ty = 0 < t; < ...t, = T. En el esquema de
Milstein, nos referiremos como aproximacion de Milstein al proceso estocdstico de tiempo
continuo Y = {Y;}o<:<r que surge de afiadir un término adicional al esquema de Euler:

Yiei =Yi+at, V) (tiqn — i) + 0(t5, Ys) (We o, — Way),

b Sbl1s V) o0 Y0 (Wi, = W) — (ti — 1)
x
con W = {W, }o<i<r un proceso de Wiener.
Al igual que en el esquema de Euler, utilizaremos interpolacion lineal para obtener
valores intermedios entre [t;, t;11].
Una prueba de que la aproximacion Y es consistente puede verse en [Kloeden y Platen, 1995].



Capitulo 4

Modelos de genética de poblaciones

4.1. Conceptos de genética

En esta seccién se introducirdn algunos términos basicos de genética para entender
posteriormente los modelos de genética de poblaciones estudiados. Esta seccién no pre-
tende ser exhaustiva sino familiarizar al lector no versado en genética con algunos con-
ceptos importantes para este trabajo. Guias més desarrolladas que vinculan la genética con
la evolucién pueden verse en los libros [Griffiths et al., 2004], [Herron y Freeman, 2014],
[Futuyma, 2005].

Los individuos de una misma especie no son iguales: presentan variaciones. Estas va-
riaciones pueden tener diversos origenes: los individuos pueden diferir entre ellos debido
a las variaciones en los genes que poseen, o debido a las interacciones que tienen con
el ambiente, o debido a cémo el ambiente afecta la expresion de ciertos genes. Estamos
interesados en este trabajo en las variaciones en los genes, llamadas de ahora en mas va-
riaciones genéticas. Pero ;a qué nos referimos con gen?

Gran parte de las estructuras de las células que forman a los organismos estan formadas
por proteinas. Las proteinas son cadenas formadas por aminodcidos. Los veinte amino4ci-
dos que existen le dan a la proteina propiedades quimicas diversas. En particular, a pesar
del término cadena, las proteinas no son estructuras lineales si no que tienden a plegarse
y formar estructuras tridimensionales. Qué forma tendrdn estas estructuras dependera de
qué aminodcidos conformen la proteina. La informacion sobre como construir las cadenas
de aminodcidos estd en el llamado material genético.

En algunos virus, el material genético serd el ARN; en el resto de los organismos
serd el ADN. Tanto el ARN como el ADN son écidos nucleicos: cadenas de nucléotidos
unidos entre si mediante enlaces fosfodiéster. Los nucléotidos son moléculas formadas por
un grupo fosfato, un azicar y una base nitrogenada. En el ARN el azicar es una ribosa
mientras que en el ADN el azicar es una desoxirribosa. Las bases nitrogenadas que forman
parte de los nucléotidos del ADN son adenina (A), citocina (C), guanina (G) y uracilo (U);
los nucledtidos del ADN utilizardn también A, C y G, pero reemplazardn U por timina
(T). Podemos pensar entonces a los 4dcidos nucleicos como ‘palabras’ formadas por el
alfabeto {A,C,G,U} en el caso del ARN y {A,C, G, T} en el caso del ADN —aunque
esta comparacion no es del todo correcta porque, al igual que las proteinas, los dcidos

49
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nucleicos formaran también estructuras tridimensionales.
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Figura 4.1: Estructura del ADN.

En porciones de la cadena llamadas regiones codificantes las cadenas de ADN o ARN
son ‘leidas’ de a ternas de nucledtidos y estas ternas son codificadas en un aminodcido en
particular —a este conjunto de tres letras que codifican para un aminodcido lo denomina-
remos codon. Aquellas regiones del ADN o ARN (aquellas ‘palabras’) que una vez leidas
dan como resultado una proteina serdn denominados genes'. Los genes de los organismos
estdn integrados dentro de largas cadenas de ADN (o ARN) denominados cromosomas.
Al conjunto de cromosomas de un organismo (que puede incluir desde un solo cromosoma
como es el caso de las bacterias a centenas de cromosomas como en algunas especies de
plantas) se le denomina genoma. Al lugar fisico en donde se encuentra un gen dentro de un
genoma lo denominaremos el locus del gen; denominaremos también locus a posiciones
arbitrarias dentro del genoma, aiin cuando estas no sean codificantes.

Dentro de una poblacién, existen variaciones en los genomas de los individuos, que lla-
maremos variacion genética. Pensemos en una posicion en particular en el ADN (o ARN)
de los organismos de una poblacién. Supongamos que la mitad de la poblacion tiene en esta
posicion una A y la otra mitad tiene una G. Diremos en este caso que existen dos variantes
o alelos en esta poblacién para esta posicion. Eventualmente, podrian existir cuatro alelos
en esta poblacién (cada alelo correspondiente a cada una de las bases nitrogenadas, A, G,
C, T). De la misma forma, si en vez de considerar una posicién en particular dentro del
genoma, consideramos un codén en particular tendremos 64 alelos posibles —en la pri-
mera, segunda y tercera posicion tenemos 4 alelos y, por lo tanto, tenemos 4 x 4 X 4 = 64
alelos.

Desde el punto de vista de la genética de poblaciones una poblacion es un grupo de

'Esta definicién, desde un punto de vista bioqufmico moderno, no es del todo correcta. El concepto de
gen es altamente discutido. Una revisidn histdrica de este concepto puede verse en [Portin y Wilkins, 2017]
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organismos de una misma especie que habitan en un drea geogréfica restringida que les
permite aparearse entre si. Como en esta definiciéon hablamos de apareamiento, en esta
definicion estd el supuesto de que los organismos considerados presentan reproduccion
sexual.

En individuos sexuales, los genotipos no son transmitidos de una generacion a la si-
guiente. Los genotipos son divididos en gametos a través de los procesos de segregacion
de gametos y de recombinacién; luego estos gametos forman genotipos en el proceso de
fecundacion:

genotipo — gametos — genotipo 4.1)

La cuestion central de la genética de poblaciones es estudiar como las frecuencias de cier-
tos alelos evolucionan de una generacion a la siguiente. Para esto, construiremos modelos
explicitando ciertos pardmetros de las poblaciones. Por ejemplo: cudl es el tamafio po-
blacional, cudl es la regla con la que se aparean los gametos, como se introducen (si es
que esto ocurre) nuevos alelos a la poblacién y cudl es la supervivencia relativa de los
individuos portadores de cada alelo.

4.2. Equilibrio de Hardy-Weinberg

El modelo mds sencillo de apareamiento es el de apareamiento al azar: en este modelo,
la probabilidad de que un individuo se aparee con otro de determinado genotipo es igual
a la frecuencia de este genotipo en la poblaciéon. Una manera de pensar este modelo de
apareamiento es la siguiente: Tomamos todos los gametos (6vulos y espermatozoides)
en una gran bolsa, seleccionamos un espermatozoide y un 6vulo con los ojos cerrados;
este par formard un nuevo cigoto. Este modelo es claramente una simplificacién de como
ocurre el apareamiento en poblaciones reales, por ejemplo, de mamiferos, pero puede no
ser tan descabellado para aquellas especies marinas con fecundacion externa.

Supongamos que esta poblacion entra en etapa reproductiva de forma sincronizada y
que segrega infinitos gametos A y a. Siguiendo la analogia de la bolsa, supongamos que
la probabilidad de sacar un gameto A (sea évulo o espermatozoide) de la bolsaes p y la
probabilidad de sacar un alelo a es ¢. Como estamos hablando de probabilidades, debera
cumplirse que

ptqg=1

Hagamos el supuesto de que la poblacion se reproduce de forma aleatoria. De nuestra gran
bolsa saquemos un espermatozoide A y un évulo A. Por el supuesto del apareamiento al
azar tenemos que

P(gameto Ay gameto A) = P(gameto A)P(gameto A)

=pxp =p°

De manera anédloga tendremos que
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P(gameto a y gameto a) = P(gameto a) x P(gameto a)

=qgxq = ¢

P(gameto Ay gameto a) = P(gameto a)P(gameto A)
=P XxXq

En la siguiente poblacidn, por lo tanto, tendremos las siguientes proporciones:

AA Aa aa

p* 2pq ¢

Dejemos que los cigotos se desarrollen y se conviertan en adultos. Estamos interesados
ahora en calcular cémo seran las frecuencias de los alelos A y a en este nuevo pool géni-
co. Como los adultos A; A; constituyen una proporcién de p? de la poblacién, brindardn
una proporcion p? de gametos A;. De la misma forma, los adultos A; A, constituyen una
proporcién de 2pq de la poblacién y por tanto brindardn una proporciéon de 2pq gametos;
la mitad de estos gametos serdn A; y la otra mitad As. Por lo tanto, la frecuencia del alelo
Aj en este nuevo pool génico sera

1
p2+§2pq=p2+pq=p2+p(1—p) =p

Realizando operaciones andlogas se obtiene que la frecuencia del alelo a en el nuevo
pool génico serd q. Este hecho arroja una consecuencia fundamental de este modelo y que
es larazon de su nombre, equilibrio de Hardy-Weinberg: las frecuencias alélicas de una
generacion a la siguiente no cambian.

Supuestos del equilibrio de Hardy-Weinberg

Durante del desarrollo del modelo se realizaron, de forma implicita, varios supuestos
que serdn explicitados a continuacion. El equilibrio de Hardy-Weinberg muestra que las
frecuencias alélicas de dos alelos A y a para un locus A no cambiardn de generacién a
generacion si la poblacién y el locus considerados estdn bajo los siguientes supuestos:

1. Poblacion infinita

2. Ausencia de seleccion natural

3. Ausencia de mutacién

4. Ausencia de migracion desde otras poblaciones
5. Organismos diploides.

6. Reproduccion sexual
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7. Apareamiento al azar
8. Generaciones no solapadas

9. Locus autosémico; es decir, el locus en cuestién no esta en un cromosoma sexual de
la poblacion.

10. Frecuencias alélicas no dependientes del sexo.

Debido a la cantidad enorme de supuestos que presenta este modelo, es de esperarse que la
aplicacion a poblaciones reales esté restringida. Mientras que algunos de estos supuestos
pueden ser ficilmente modificados (el de organismos diploides, por ejemplo), otros su-
puestos serdn imprescindibles para que las frecuencias alélicas de generacion a generacion
permanezcan incambiadas. En particular, uno de los supuestos que caerdn inmediatamente
al estudiar poblaciones reales es el de poblacion infinita: ;qué ocurre con las frecuencias
alélicas cuando consideramos poblaciones finitas pero dejamos el resto de los supuestos
fijos? La respuesta rdpida: la poblacién evoluciona. Esto serd estudiado en el siguiente
apartado.

Generalizacion a k alelos

El razonamiento realizado anteriormente puede ser ficilmente extendido al caso donde
existan k alelos, Ay, ..., Ax para un locus particular. Supongamos que las frecuencias de
los alelos Ay, ..., A sonpy, ..., p,respectivamente. Al igual que en el caso de dos alelos,
se cumplird que

pr+pet--+pr=1

Permitamos que los adultos segreguen infinitos gametos y que estos gametos se reproduz-
can al azar. La probabilidad de formar un cigoto de tipo A;A;, coni = 1,...,k es p?. Por
otra parte, para calcular la probabilidad de formar un cigoto A;A;, coni # j, observemos
que esta conformacién puede darse o bien por la unién de un 6vulo A; con un esperma-
tozoide A; o bien por la unién de un espermatozoide A; y un 6vulo A;: ambas uniones
tienen probabilidad p;p; de ocurrir. Luego, la probabilidad de obtener un cigoto A;A; es
2p;p;. Podemos escribir la probabilidad de un cigoto cualquiera, entonces, como

1 sii=y
0 sii#j
Calculemos, a continuacion, la frecuencia del alelo A; a partir de la frecuencia de los

genotipos A;A; luego de la reproduccién —Ila frecuencia del resto de los alelos se podrd
calcular de manera andloga:

P(A;iAj) = (2 = 6ij)pipj,  0ij = {

1 1
P(4) = P(AA) +P(Ady) + -+ SP(AA)

= pldppat...ppe=pi(pr+pat - pp) =

. J

1
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Por lo tanto, al igual que en el caso de dos alelos, en el caso de £ alelos, si la poblacién sigue
los supuestos del equilibrio de Hardy-Weinberg, las frecuencias alélicas se mantienen de
generacion en generacion.

4.3. Modelo de Wright-Fisher

4.3.1. Introduccion y propiedades

El siguiente modelo planteado consiste en considerar una poblacién que esta bajo todos
los supuestos del equilibrio de Hardy-Weinberg excepto el considerado sobre el tamano
poblacional. En este caso, el tamafio poblacional dejard de ser infinito y pasard a tener un
tamarfio fijo V:

Sean una poblacién diploide de tamafio /V y un locus en particular en el genoma de esta
poblacidn; existen, por ser una poblacion diploide, 2N copias de este locus. Supongamos
que para este locus existen dos alelos, A y a, en esta poblacion.

Comencemos con una poblacion inicial para el cual la frecuencia del alelo A es i/2N
y la del alelo a es (2N — i) /2N. Por ejemplo, supongamos que nuestra poblacién inicial
es

AA aA AA AA aa,

en este caso, la frecuencia del alelo A es 7/10 y la del tipo a es 3/10. Queremos construir,
a partir de esta poblacion, la problacién de la siguiente generacién. Asumiremos que el
tamano de la poblacién es constante; por lo tanto, la poblacién en la siguiente generacion
serd también de tamafio 2/N. Supondremos que los individuos segregaran infinitos alelos y
que se reproducirdn al azar. Esto nos permitird construir la nueva poblacion de la siguiente
forma: muestrearemos 2N alelos con reposicion a partir de la generacion inicial; mues-
trearemos alelos A con probabilidad 7/10 y alelos a con probabilidad 3/10; cada alelo serd
muestreado con independencia del otro. En la siguiente generacion, entonces, podriamos

obtener la poblacion
aa aA Aa AA AA.

La frecuencia del alelo A en esta nueva generacién es 6/10 y la del alelo a es 4/10. ;Cuél
es la probabilidad de obtener estas frecuencias dadas mis frecuencias en la generacion
anterior?

Observemos que se obtienen 6 A con probabilidad (l

10
probabilidad (%)4. Como la probabilidad de obtener a es independiente de la de obtener

A'y, ademads, no nos interesard como estan conformados los pares, la frecuencia del alelo

o L . o 6 /34
A en la siguiente generacién, dada mi generacion inicial, es () ()" ()" =~ 0,2.

6 .
) y que se obtienen 4 a con

Sea Z, : Q@ — {0,1,...,2N} el ndmero de alelos de tipo A en la generacién n.
Como el nimero de alelos A de la generacion n + 1 s6lo depende de la cantidad de
alelos de la generacién n, {Z,},en es una cadena de Mdrkov con espacio de estados
E ={0,1,...,2N}. Siguiendo el razonamiento visto en el ejemplo anterior, obtenemos
probabilidades de transicién que siguen una distribucion binomial:
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, . 2NN (i)’ O\ 2V
pij = P(Zny1 = jlZn =1) = < j ) (#) (1 — ﬁ) (4.2)

Definicién 4.3.1 (Proceso de Wright-Fisher). Diremos que una cadena de Markov en tiem-
po discreto Z = {Z,}nen es un proceso de Wright-Fisher de pardmetros N € Ny
po € {0,1/2N,... 1} sobre E = {0,1,...,2N} Si

1) la distribucion inicial es P(Zy = 2Npy) = 1y,

1) la matriz de transicion P = ((pi;))ij=o01,..2n es tal que

N\ [ i )’ i\
":P Z pr— .Z p— 1 p— — 1—_
et () (5 (5

Observacion 4.3.1. El proceso presenta dos estados absorbentes, a saber, 0 y 2/V. Esto se
obtiene debido a la forma en que la generacién en tiempo n + 1 a partir de la generacién
n. A modo de ejemplo, si nuestra poblacion en tiempo n es

AA AA AA AA AA

en tiempo n + 1 sélo podremos obtener una poblacioén similar; cuando se obtiene una
poblacién de este tipo diremos que el alelo A se fijo. El caso andlogo ocurre cuando el
alelo a se fija.

En la figura (4.2) se pueden observar trayectorias simuladas de un proceso de Wright-
Fisher. Podemos notar que a medida que el nimero de generaciones aumenta, la varianza
de Z, aumenta. Probaremos este resultado a continuacion. Para esto serd necesario pro-
bar otra caracteristica de un proceso de Wright-Fisher: este proceso es una martingala en
tiempo discreto y espacio de estados finito.

2000-

1500 - ‘ *'
‘ f‘N i, ww'f" '
t.‘mw"{l :M | Ww m

il

nF 1000- '\ AL N |.J'
Wi
Y

)

500-

0 500 1000 1500 2000

Figura 4.2: Trayectorias de un proceso de Wright-Fisher de pardmetros N = 1000 y zo = 1000.
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Proposicion 4.3.1. Todo proceso de Wright-Fisher de parametros N y po, Z = {Z, }nen
es una martingala con respecto a F la filtracién generada por Z.

Demostracion. Debemos probar que Z cumple las propiedades que definen una martin-
gala.

e Paratodo n € N se cumple que E(Z,,) = Zg} iP(Z, =1) <
e Por la observacion (2.2.4), Z est4 adaptado a F.

e Por la estructura markoviana del proceso se obtiene que
E(Zn+1|'Fn) = E(Zn+1|Zn)

Luego, como Z,,1|Z,, ~ Bin(2N, Z,,/2N) se tiene que

Z.
E(Zp41|Zy) = 2N—- = Z,
(ZuilZa) = 2N 22

Corolario 4.3.1. Sea Z = {Z,,},,en un proceso de Wright-Fisher de pardmetros N y 2.
Entonces, para todo n € N se cumple que E(Z,,) = z.

Demostracion. Por la proposicion (2.2.8), E(Z,) = E(Z,) = 2z para todo n € N. |

Proposicion 4.3.2. Sea Z = {7, },en un proceso de Wright-Fisher de pardmetros N y
po- Entonces, para todo n € N se cumple que

var(Z,) = zo(1 — 7) (1 - (1 - QLN)R)

Demostracion. Sean € N. Por definicién de varianza se tiene que

var(Z,) = E(Z?) — [E(Z,))?

Analicemos el segundo término:

E(Z;) = E[E(Z}] Zn-1)]
= E(var(Z,|Z,-1) + E(Z, |Zn 1)?)

o () () )
:E(Z N )

= E(Zu_1) + (1 - %) E(Zy_y)

=E(Z,_1) + (1 — 2LN) (var(Zy,—1) + [E(Z,-1)]?)
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Por la proposicién (4.3.1) podemos reescribir la ecuacion (4.3.2) como

var(Z,) = E(Z2) — [E(Z,-1)]?

Luego
var(Zn) = E(Zn-) + (1 - %) (Var(Zu 1) + [E(Zo-1)?) — [B(Zor)P

Utilizando el corolario (4.3.1) se obtiene la siguiente relacién de recurrencia:

var(Z,,) = var(Z,_1) (1 — %) + 2o (1 — %) :

Resolviendo la ecuacién de recurrencia se obtiene

var(Zy) = zo(1 — 20) (1 - (1 - %)3

como queriamos probar. |

En la figura (4.2) se observa que algunas poblaciones alcanzan el estado 0 y otras
alcanzan el estado 2V antes de n = 2N mientras que otras no lo hacen. Partiendo de
la observacion (4.3.1), estamos interesados en calcular cudl es la probabilidad de que se
alcance un estado absorbente y en caso de que se alcance, cudl es el tiempo esperado para
que esto ocurra.

Para calcular la probabilidad de absorcidn y el tiempo esperado a la misma, definimos
el tiempo de parada

T:T{relg{Zn:OvZn:ZN} 4.3)

Proposicion 4.3.3. Paratodoi € £ = {0,1,...,2N} se cumple que

P(Z, = 2N|Zy = i) = ﬁ

Demostracion. Como el espacio de estados £/ = {0, ..., 2N} es finito se tiene que P (7 <
oo0) = 1. Por otra parte, como 0 'y 2N son estados absorbentes se tiene que

lim 2, = Z; (4.4)
n—oo
Por la proposicion (4.3.1) se obtiene que
i =FE(Z,|Zy =1).

Podemos descomponer esta esperanza del siguiente modo

EZ(ZH) = E(Zn]l{Tgn”ZO = Z) + E(Zn]l{7>n}|Zo = Z)
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Por (4.4), tomando n — oo se obtiene
i =E(Z;|Zy =1)
Por otra parte, calculando la esperanza condicional directamente
i =FE(Z;|Zy=1) =0xP(Z, =0|Zy =1i) + 2N x P(Z, = 2N|Zy = i)
De donde se concluye que
4 7
P(Z, =2N|Zy=1i) = IN
[

Estamos interesados ahora en calcular cudl es el tiempo medio necesario para alcanzar
los estados absorbentes 0y 2V. Notemos con k#* a E;(74) con

TA = inlg{Zn € {0,2N}}
ne
Por la proposicion (5.1.4) se tiene que

A _ 0 site A
A . .
Este resultado, si bien correcto, no nos brinda demasiada informacion sobre el tiempo

esperado. Para resolver este problema y dar una férmula cerrada para este la esperanza del
tiempo de absorcion realizaremos una aproximacion por difusion.

4.3.2. Aproximacion por difusion

Para cada N € N se considera Z(V) = {Z}LN)}HGN el proceso de Wright-Fisher de

pardmetros N y po que toma valores en Ey = {0,1,...,2N}. Sea
v _ L
Xi7 =54

un reescalado de tiempo y espacio del proceso original. Como puede observarse en la

figura (4.3), para cada N € N se obtiene un proceso estocdstico con trayectorias en
Dg [0,+00), con Ey = {0,1/2N, ..., 1}.
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Figura 4.3: Reescalado de un proceso de Wright-Fisher en tiempo y espacio. A la izquierda, un proceso
de Wright-Fisher Z = {Z,,} de pardmetros N = z, = 10. A la derecha, el proceso continuo X = {X; };>¢
tal que Xy = Z|an¢)-

Para cada N € N tenemos un semigrupo asociado Sy = {Sny+}+>0 tal que

(Swa(H))(2) = E(f(XM) XY = 2)

paratoda f : Ex — R continua ytodaz € Ey. Observemos c6mo actia este semigrupo.
Supongamos que t < ﬁ Entonces

(Swe(f)) = E(F(XMXY = 2) = E(F(XT) XY = 2) = f(2).

Es decir, Sy = 1, el operador identidad para todo ¢t < 1/2N. Supongamos ahora que
= ﬁ Entonces

(Swjonf) (@) = E(f(X 501X = )
—E (f <%Z£N)> ZM = 2Na:>

Supongamos ahora que ﬁ <t< % Podemos escribir entonces t = t'+
Se tiene entonces que

L

/ 1
2N,cont < 5§

(Snef)(@) = Snpt1/2n(f)(@)
=[Sy o (Sn1/2n(f))](x) (definicion de semigrupo)
= (Sn/onf)(x) (Sn,u es el operador identidad)

Supongamos que ¢t = 2/2N. Luego

(Sn2/an (f))(@) = (Snajavs12n (f)) ()
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= (Y an(N))(@)

Ahora, para cualquier % < ¢ < & podemos escribir

(Sn.ef)(x) = (S, t’+1/2N+1/2N+-~~+1/2Nf) (z)
= (Snw 0 Sy an) (N)(@)
= (S\ o) (N)(@)

Sea X = {X,}o<i<1 el proceso de difusién cuyo semigrupo estd dado por el generador
infinitesimal

1 0?
(G1)(@) = (1 — @) 5 f(2);
es decir, X serd un proceso de Markov con trayectorias en [0, 1] correspondientes al semi-
grupo generado por G. Notaremos con S = {S; };>0 a este semigrupo.

Proposicion 4.3.4. Bajo las condiciones anteriores se tiene que

lim sup sup |[(Sn.f)(x) — (Sef)(z)| =0 4.5)

N—oo 0<t<to erN

para toda f € C([0,1]) y todo t, > 0. Consecuentemente, si

1m XM = X,

N—oo

en distribucién, entonces X V) = X débilmente en D0, +-00).

Antes de realizar la prueba de esta proposicion que serd clave en el desarrollo de este
trabajo, observemos qué es lo que esta prueba indica. Se tiene que con el reescalado descri-
to anteriormente los semigrupos asociados al proceso discreto y al proceso de difusion se
hacen arbitrariamente chicos. Esto, sumado a la convergencia en distribucién del proceso
discreto al proceso de difusion en el valor inicial, nos daré la convergencia debil del proce-
so discreto al proceso de difusion. Esta proposicion muestra de forma ejemplar el porqué
de estudiar semigrupos de operadores y sus correspondientes generadores infinitesimales.

Demostracion. La idea serd utilizar la proposicion (2.1.1) para probar (4.5). Para cada N
consideramos Xy = Dg, [0, +00) y consideraremos X' = Dj 1)[0, +00). El espacio de
Skorokhod D;[0, +00) es un espacio de Banach equipado con la norma del supremo, ||| _.
Utilizaremos que para cada N € N, las transformaciones lineales acotadas 7y : X —
X'txn que menciona la proposicion (2.1.1) son todas iguales a la identidad. Consideraremos
la sucesion {ey } yen tal que ey = ﬁ, para todo N € N. Notaremos con Sy a

(Sn ) (@) = Ea(f (X1j2n))-

Sn es una contraccién por la proposicién (2.7). Por lo tanto, para probar (4.5), por la
proposicion (2.1.1) basta probar que
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lim sup [2N(Sy — 1) f(z) = (Gf)(x)] =

N_)OOCEGEN

para toda f € C?[0, 1]. Asumiremos también, por simplicidad que f” estd acotada. Tene-
mos que

(Sy = I)f(z) = ]E:c(f<X1/2N)) — f()

Realizando un desarrollo de Taylor de orden 2 de f alrededor de = tenemos que

(Sv = D f(z) = Eo(f(X1j2n)) — f(2)
E.(f(z) + f'(@)(Xyjon — ) + %f"(l‘)(Xl/zN —2)? +r(X1/2n))
~ ()
= B (@) + F@Be(Xyjow — 2) + 5 ()l (X1 — 2))
+HE, (r(X1j2n)) — f ()
= F(@) EaXyyy = 2) + 3 " @)E((Xryon — 0)%) B (X1 o)),

J/

(1) h )

donde (X, /o) es el resto integral de Taylor, es decir:

X128
(X1 2n) :/x " 2( )(X1/2N—t)2 dt

Analicemos el sumando (1):
Egc(Xl/ZN - ZU) = E(XI/QN‘XO = JU) -
1
(2N 11Z0 x) !

1
1
=0

Para el sumando (2) se tiene

E.((X1jon — 7)?) = var(X; on| Xo = )
var(Z1|Zy = 2N )

1
~ (2N)?
1
(2N) g 2Nz(l — )

z(1 - x)
2N

Luego, por definicién de G
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2N (S — D)f ) ~ (G1)@)] = 2N L 1) =T 4 VB (r (X, o)

1

— 51— 2)f"(z)

La prueba de que esto implica la convergencia débil en Djg 1[0, +0cc) puede verse en
[Ethier y Kurtz, 2005], p. 230. |

A partir de la proposicion anterior podemos obtener trayectorias de la aproximacién
por difusion sabiendo que el generador infinitesimal

2

(1)) = 51— ) o (2)

corresponde a la solucién de la ecuacién diferencial estocdstica X = { X, } tal que
{ dXt i V4 Xt(]- - Xt) th
Xo =po € (0, 1)
Siguiendo la seccién (3.3.1), utilizaremos el esquema de Milstein para simular solucio-

nes de X. Dado un tiempo 7" > 0 y una precision de n definimos A = T'/n y obtenemos
una grilla {Ai : i = 1,...,n}. El esquema de Milstein entonces serd

Xo < Do

X1 < Xi + VXi(1 — Xi) (Wagsr) — Wai)

() [ (Waeny =~ Wa)” = A

con W = {WW, };> un proceso de Wiener.

1.00-

0.75-

X
o
o
o

0.25-

0.00-

O.EJO O..25 O,.SO 0..75 1.EJO

Figura 4.4: Trayectorias de la difusién limite de un proceso de Wright-Fisher en [0, 1]. Las trayectorias
fueron obtenidas mediante el esquema de simulacidn de Milstein con una precision para el proceso de Wiener
den = 10%.
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4.3.3. Tiempo de absorcion

Sea A = {0,2N}, el conjunto de los estados absorbentes en un proceso de Wright-
Fisher neutral, Z = {Z, }. Siguiendo el desarrollo presentado en la seccién (4.3.2), para
cada N € N construimos el reescalado en tiempo y espacio X V) = {Xt(N)}tZO donde X

™~ _ Lo

Para todo N € N los estados 0 y 1 serdn ahora absorbentes para el proceso X V). Sea
X = {Xi}i>0 la difusion limite hallada en la seccion (4.3.2).
Se considera I = [0, 1], definimos & : D;[0, +00) — [0, +00) tal que
€(e) = fuf{(t) € {0.1} 0 2(t-) € {0,1})

con la convencién de inf @ = oo.
Definimos

?w=¢XW), T =¢(X)

Proposicién 4.3.5. Si X\ - X, entonces (X™), 7y) = (X, 7) en D;[0, +00) x
[0,4+00) y {7n } nven es uniformemente integrable.

Demostracion. Ver [Ethier y Kurtz, 2005], pagina 419. |

Corolario 4.3.2. Si X" -+ X, entonces

lim E(ry) = E(7)

N—oo

Demostracion. Como se tiene que XéN) N X, por la proposicion (4.3.5) se tiene que
la sucesion {7y }yen es uniformemente integrable. Luego, por la proposicion (5.3.1) se
cumple lo pedido. [

El colorario (4.3.2) implica que para estudiar el tiempo esperado para alcanzar un
estado absorbente en el modelo de Wright-Fisher neutro, basta estudiar E(7).

Proposicion 4.3.6. Sea G el operador diferencial definido en C?0, 1] dado por

(G9)@) = 2oL~ )0 f(z).

Sea g la dnica solucion diferencial en C[0, 1] N C?([0, 1] \ {0, 1}) que cumple

{9(9) = -1
g(1) =g(0) =0

Entonces, E,(7) = g(x) para todo = € [0, 1]. Consecuentemente,

E,(7) = ~2[rlog(x) + (1 - 2) log(1 - )]
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Demostracion. Por la observacion (3.3.1) tenemos que E,(7) = g(x) siendo g solucién

de
{Q(g) =1
9(1) = g(0) =0
Calculemos ahora la férmula explicita para g. Sea g solucién de la ecuacion diferencial
definida en (4.3.6). Para todo = € (0, 1), g cumple que

%az(l —x)g"(x) =-1

- 2(i5)

El término de la derecha puede ser descompuesto en fracciones simples como

() 2 Gr)

g'(x) = =2 (% 1 i x)

Integrando a ambos lados se obtiene que

de donde se obtiene

Por lo tanto,

g (x) = —2(log(z) — log(1 — z)) + k1
Volviendo a integrar a ambos lados se obtiene
g(x) = =2(zlog(z) —z 4+ x4+ (1 — x)log(l — 2)) + k1x + ko

Tomando x — 0y utilizando la condicién de borde g(0) = 0 se obtiene que
lim g(z) = lim —2(zlog(z) + (1 — x)log(1 — x)) + kiz + ko
z—0 z—0
— k‘g - 0
Tomando ahora z — 1y utilizando la condicién de borde ¢g(1) = 0 se obtiene
lim g(z) = lim —2(zlog(z) + (1 — z)log(1 — x)) + kyx
z—1 z—1

Por lo tanto:

g(x) = =2[rlog(x) + (1 — 2)log(1 — z)]
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Figura 4.5: Densidad estimada 7 = inf{t > 0 : X; € {0,1}} para el proceso de difusién dX; =
X:(1 - Xy)dWy y Xo = 0,5. Enrojo, E(1) = —21log(1/2). Para la estimacién de la densidad se simu-
laron 40,000 observaciones mediante el esquema de Milstein.

4.3.4. Distribucion de X, y distribucion limite

Estamos interesados ahora en encontrar la distribucién del proceso de difusiéon X =
{X:} que aproxima un proceso de Wright-Fisher para cualquier ¢ > 0 y en caso de que
esta exista, encontrar la distribucion limite del proceso.

En la figura (4.6) se observan trayectorias del proceso de Wright-Fisher para distintos
t > 0y partiendo del estado Xy = 0, 5. Para t = 0,2 la distribucién de X; es unimodal y
simétrica y a medida que crece ¢ y se acerca a 1 obtenemos dos modas en 0y 1 correspon-
dientes a los estados absorbentes del modelo. Parat = 1 se distingue que aproximadamente
la mitad de las trayectorias han alcanzado uno de los dos estados absorbentes.
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Figura 4.6: Densidad del proceso de difusion X = {X;};>0. (A), (C), (E): Trayectorias simuladas del
proceso (n = 100) para t € [0;0,2],t € [0;0,4] y t € [0, 1], respectivamente. (B), (D), (F): Densidad

estimada de X; parat =0,2,t = 0,4y t = 1, respectivamente.

La distribucion de X para valores de ¢ cercanos a 0 es una distribucién normal truncada
(ver Apéndice (5.4)) como puede distinguirse en la figura (Apéndice 5.1). A medida que ¢
crece y mds trayectorias alcanzan los estados absorbentes, se pierde la distribucién normal

(test de Kolmogorov-Smirnov, p < 0,01).

De acuerdo a la figura (4.7) la distribucién asintética de X, dado que X, = p € [0, 1],

€S

lim Xt = (1 — p)(SO + p51
t—o0

donde 9; es una delta de Dirac para: = 0, 1.
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Figura 4.7: Distribuci6n estimada de X .. La distribucion fue estimada en base a k = 10° simulaciones
de X; cont = 100. (A) Xy = 0,1. (B) Xy = 0,3. (C) Xp = 0,5. (D) Xy = 0,7.

4.4. Modelo de Wright-Fisher con seleccion natural

El modelo presentado a continuacion es el resultado de relajar una més de las restric-
ciones del modelo Hardy-Weinberg: al modelo de Wright-Fisher neutral se introducira el
concepto de eficacia relativa para estudiar la dindmica poblacional bajo un régimen de
seleccion natural.

Al igual que en el modelo de Wright-Fisher neutral, estaremos interesados en estudiar
un locus particular en una poblacion diploide de tamafo /N. En este locus existirdn dos
alelos en la poblacion, A y a. De acuerdo al genotipo que posean los individuos sobrevivi-
rdn a la etapa adulta de forma diferencial; a la probabilidad de que un individuo sobreviva
a la etapa adulta le llamaremos viabilidad. Pensaremos que los individuos A A tienen una
viabilidad wy1, los Aa y a A una viabilidad w5 y los aa una viabilidad wos.

La manera en que modelaremos la evolucion de una poblacién de una generacion a la
siguiente serd en dos etapas. En una primera etapa consideraremos a todo el pool génico
y construiremos una poblacién de adultos infinita. Supondremos que la probabilidad de
obtener un alelo A serd p y la probabilidad de obtener un alelo a serd ¢ = 1 — p. Al
igual que en el modelo neutral supondremos que existe reproduccion al azar. Por lo tanto
obtendremos cigotos con las siguientes probabilidades:

P(AA)=p

P(Aa) =2pq  P(Aa)=¢’

Sin embargo, no todos estos cigotos sobrevivirdn a ser adultos y serdn capaces de segre-
gar gametos para construir la siguiente generacion. Calculemos cudl serd la probabilidad
de observar un adulto del genotipo AA:
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w11 p

———
P(S|AA)P(AA)

PAAIS) = 5524 P(AA) 7 P(5|44) P(A4) + P(S|AA) P(AA)
——— —— H_/T/ —— ——
w11 p2 w12 Dq w22 q?
wi1p®

T wip? + wi22pg + warg?

Donde S es el evento "sobrevivir". A la cantidad wq1p?wi1p? + wi22pq + waaq? suele
denominarse viabilidad promedio o fitness promedio 'y se nota como . De la misma forma
podemos calcular la probabilidad de observar un individuo adulto Aa y la de observar un
individuo aa:

2
P(AalS) = Y221 p(gelg) = “224
w w
Calculemos las frecuencias del alelo A y a luego de que esta generacién de adultos
segreguen gametos. Para calcular la frecuencia A observamos que los individuos A A con-
tribuyen con p*wy; /w de los alelos, todo ellos de tipo A, y los individuos Aa contribuyen
con 2pquwio/w alelos, la mitad de ellos de tipo A. Luego la frecuencia del alelo A, que

notaremos Como p,.; €s

prwir + pqwia
psel — T

De manera andloga se obtiene que la frecuencia del alelo a, que notaremos como ¢, €s

Pqwiz + ¢*wao
Tet = —

La siguiente etapa del modelo es obtener una poblacion de tamafio 2/V. Para esto ob-
tendremos 2NV realizaciones independientes de una distribucién Bernoulli de pardmetro
Dsel- Podemos construir entonces el siguiente proceso que describe cémo es la dindmica
poblacional:

Sea Z,, : 2 — {0,1,...,2N} el nimero de alelos A en la generacién n. Como el
nimero de alelos A de la generacién n + 1 s6lo depende del nimero de alelos de la gene-
racién n, {Z, }nen es una cadena de Mdrkov con espacio de estados £ = {0,1,...,2N}.

Las probabilidades de transicién son

. (2N | B
Pbij = P(Z'IH-I = ]|Zn - Z) - ( ] >(psel)3(1 _psel)2N J

con

i \2 i i
_ (sx) win + (55) (1 — 55) wio
Pset = =5 i i i \2
av Wit 2 (55) (1 - 55) wiz + (1 - 55) wa
Definicién 4.4.1 (Proceso de Wright-Fisher con seleccion). Diremos que una cadena de

Markov en tiempo discreto Z = {Z,, },en es un proceso de Wright-Fisher con seleccion
de pardmetros N, zy y w = (w11, wia,wa2) sobre E = {0,1,2,... 2N} Si
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1) la distribucion inicial es P(Zy = zp) = 1y,

1) la matriz de transicion P = ((p;;))i j=o01,..2n es tal que

N, y
Dbij = P(Zn+1 = ]’Zn - Z) = ( ] >(psel>](1 _psel)QN J

con

L en () (- e o
2o +2 () (1 - ) wia-+ (1= 7)o

Observacion 4.4.1. Es usual que las viabilidades w1, wi2, wso sean consideradas como
viabilidades relativas en vez de absolutas. Esto puede ser ttil para determinar cudn viable
€s un genotipo con respecto a otro.

Supongamos por ejemplo que wy; = 0,9, wis = 1y wee = 0, 7. Por ejemplo, toman-
do el alelo AA como el alelo de referencia, podemos calcular la viabilidad del alelo Aa
relativa al alelo AA como

had LA 1 ~1,1
w11 0, 9
y la viabilidad del alelo aa relativa al alelo AA como
w292 0, 7
Notese que la ecuacion (4.6) no se modifica si en lugar de las viabilidades absolutas se las
toma como relativas.

Observacion 4.4.2. El supuesto de que las viabilidades de un genotipo son constantes en
el tiempo puede ser un supuesto fuerte para modelar la evolucién de algunas poblacio-
nes. Una exposicion clara y rigurosa de como incluir seleccion fluctuante en el tiempo al
modelo de Wright-Fisher puede encontrarse en [Weber, 1986].

4.4.1. Aproximacion por difusion

Aproximaremos el proceso de Wright-Fisher con seleccion por un proceso de difusion
limite de forma andloga a lo obtenido en la seccién (4.3.2):

Se considera un vector de viabilidades (absolutas o relativas) w = (w11, w2, wao). Para
cada N € N se construye el proceso de Wright-Fisher con seleccién, Z V) = {ZT(LN)},LGN,
de pardmetros NV, w y py. Se realizara la siguiente reparametrizacion de las viabilidades,

Uij
2N’

coni,j = 1,2y o0;; € R. Paracada N € N encajaremos el proceso Z®) en un proceso

wij:1+

continuo realizando el reescalado X (V) = {Xt(N)}tZO tal que
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v _ Lo
Xi = g2y

un reescalado de tiempo y espacio del proceso original. Para este proceso el operador de
transicion Sy = {Sy+}+>0 como

(Swef)(@) = E(F(X)|Xo = ),
paratoda f : {0,...,2N} — R continua.
Consideramos el operador diferencial G : C?[0, +00) — C?[0, +00) tal que

0 1 0?

(G)(z) = a(z) 5 f'(@) + J2(l = 2) 75— f"(2)

a(r) = 2*(1 =)oy +2(1 — 2)(1 — 22)015 — (1 — 2)%02

Proposicion 4.4.1. Bajo las condiciones anteriores se tiene que

lim sup sup |[(Sn.f)(x) — (Sef)(z)| =0 4.7

N—o00 0<t<to erN
paratoda f € C([0, 1]) y todo t, > 0. Consecuentemente, si

1m XM = X,

N—o0
en distribucién, entonces X V) = X débilmente en Dy [0, 4+00).

Demostracion. La prueba serd andloga a la realizada para el caso neutral dado por la pro-
posicién (4.3.4). Para cada N definimos definimos S como

(Snf)(x) = Ea(f(X1/2w))-
Luego, por la proposicién (2.1.1), para probar (4.7) basta probar que
lim sup [2N(Sy — 1) f(z) — (9f)(x)| = 0
oo erN

para toda f € C*([0, 1]). Se tiene que

(Sv = I) f(z) = E(f(X1)2n)| X0 = 2) — f(2)

Realizando un desarrollo de Taylor de orden 2 de f centrado en x se tiene que

(Sy = I)f(z) = Ex(f(X1/2N)) — f(7)
=E, (f(2) + f'(2)(X1jon — 2) + f"(2) (X128 — 2)* + 7(X1/2n))
—f(x)
=E.(f(2)) + f(2)Ep(X1jon — ) + " (2)Es (X1 j2n — )7)
+E,(r(X1)2n)) — f(2)
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~ /) Be(Xyy =) 4T B (X, o — )
—/_/ ~ - )
1) (2
FEL(r(Xyov))
—_———

®3)

Analizaremos la expresion en (1) para entender como afecta la reparametrizacion de
w;;. Las expresiones en (2) y (3) serdn andlogas a la (1) y a lo expuesto en la proposicién
(4.3.4).

Ex(Xl/zN - 417) = E(X1/2N|X0 = l’) -

1
1 ZL'QWII + 5(3(1 — Jf)wlg
_ —x
2N 22wy + 22(1 — 2)wiz + (1 — ) 2w

22wy + 2(1 — 2)wiy — 2wy — 2223 (1 — 2)wie — (1 — x)%woy
22wi1 + 22(1 — 2)wiz + (1 — x)%wae
22(1 — 2)wy + (1 — 2)(1 — 22)wio — (1 — 2)2wy
2211 + 22(1 — )wie + (1 — 7)%wae

Escribiendo la reparametrizacion w;:

paratodo 7, j = 1, 2, tenemos que

221 — 2)wyy + 2(1 — 2)(1 — 22)wip — 2(1 — 2)%wy =
=0

A\
~ ™~

7*(1—2)+2(1 —2)(1 —22) — 2(1 — 2)?
22(1 — z)oy + (1 — 2)(1 — 22)01 — 2(1 — 2)%09
2N

=1
A

iy + 22(1 — 2)wip + (1 — 1) %woey = 2° +22(1 — 2) + (1 — x)a
22 +2z(1 — ) + (1 — z)?
N ON
2N+ 2?2 +2z(l —x) 4+ (1 —x)?
B 2N

Por lo tanto

22(1 —x)o + (1 —2)(1 — 22)010 + 2(1 — 7)%09y

2NE(X1jon — 2|Xo = ) = 2N
(X1j2n — 2] Xo =) 2N + 22+ 22(1 — ) + (1 — z)?

que tiende con N — oo a
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a(r) = 2*(1 — 2)oy +2(1 — 2)(1 — 22)0o15 + 2(1 — )09,
La proposicion se concluye de forma andloga a (4.3.4). [

A partir de la proposicién anterior podemos obtener trayectorias de la aproximacién
por difusién sabiendo que el generador infinitesimal

(G)() = ala) 3 F/(a) + 521 — ) o f"(a)

con

a(r) =2*(1 —z)oy + (1 —2)(1 — 22)015 — (1 — )02

corresponde a la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica X = {X,} tal que

dXt = (XE(l — Xt)O'n + Xt(l — Xt)(l — 2Xt)0'12 — Xt(l — Xt)QO'QQ)dt
X (1= Xy) dW,y (4.8)
XO =Dpo € (Oa 1)

Siguiendo la seccion (3.3.1), utilizaremos el esquema de Milstein para simular solucio-
nes de X. Dado un tiempo 7' > 0 y una precisién de n definimos A = T'/n y obtenemos
una grilla {Ai : i =1, ...,n}. El esquema de Milstein entonces serd

Xo < po
Xi-‘,—l — (XZQ(]_ — Xi)O'H + Xz(l - Xz)(l - 2X¢)O’12 - Xz(]- — Xi)ZO'QQ)A
+v/Xi(1 = X5) (WA(z’H) - WAi)

+ (258) [(Wiagon) - W) -

con W = {W, };>0 un proceso de Wiener.
Dado el fitness de un alelo w;; y un tamafio poblacional podemos obtener mediante la
reparametrizacion

aij

Wi =1t oy

el coeficiente o;; de la difusion limite como

045 = 2N(wij - 1)

Asi, por ejemplo, si la viabilidad del alelo AA es de 0, 8 podemos obtener que

o1 = —2N0,2
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Tipos de seleccion

Analizaremos casos especiales de seleccion modificando los coeficientes de seleccion
0;; y veremos cudles son las implicancias de estas modificaciones en la dindmica de las
trayectorias de la difusién limite X = {X;};>0.

e Selecciéon balanceadora. En este caso, el fitness del genotipo Aa es mayor que el
de los genotipos homocigotas, AA y aa. Expresando las eficacias de los genotipos
AA'y aa relativas a las del genotipo Aa se obtiene que las eficacias son

W11 W12 Wa2
1—s; 1 1— 59

con sy, s9 € [0, 1]. Por lo tanto, la difusién limite en (4.8) es, en este caso,

dX; = [Xi(1 — X;)(—X:2Ns1 + (1 — X;)2Ns5]dt
Xi(1— Xy) dW; 4.9)
Xo=po € (0, 1)

e Seleccion disruptiva. En este caso el fitness del genotipo heterocigoto Aa es menor
al de los genotipos homocigotos AA y aa. Expresando las eficacias de los genotipos
AAYy aa relativas a la de Aa se obtiene que las eficacias son

w11 W12 W2
]_ + S1 1 1 + S9

con sy, s9 € [0, 1]. Por lo tanto, la difusién limite en (4.8) es, en este caso,

dX: = [Xe(1 — Xy)(X42Nsy — (1 — X;)2Nsy|dt
Xi(1 = X;) dW, (4.10)
XO =Do € (07 1)

e El alelo A es dominante. Como consecuencia de la dominancia del alelo A la efica-
cia de los genotipos AAy Aa es igual. Expresando las eficacias relativas al genotipo
AA se obtienen las eficacias

W11 W12 W2

1 1 1-s

con s € [0, 1]. Por lo tanto, la difusién limite en (4.8) es, en este caso,

{dXt:Xt(l—Xt)ZQNsdtﬂL Xi(1 = X;) dW; 4.11)

XO = Po € (0, 1)
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w11 Wiz W2
1—s 1 1

¢ Elalelo a es dominante. Como consecuencia de la dominancia del alelo a la eficacia
de los genotipos Aa y aa es igual. Expresando las eficacias relativas al genotipo aa
se obtienen las eficacias

con s € [0, 1]. Por lo tanto, la difusién limite en (4.8) es, en este caso,

(4.12)

Xo=po € (07 1)

A

'“*MQ

W "

',u:}. ‘4;;.”}‘“’"‘ T,
K, Ll i M‘

PRI\

Figura 4.8: Trayectorias de la difusion X = {X,};>o correspondiente al proceso de Wright-Fisher con
seleccion. (A) Seleccion balanceadora. Las trayectorias corresponden a la ecuacion (4.9) con s; = s9 = 0,1
y N = 100. (B) Seleccién disruptiva. Las trayectorias corresponden a la ecuacién (4.10) con s; = s = 0,1
y N = 100. (C) A dominante. Las trayectorias corresponden a la ecuacién (4.11) con s = 0,1y N = 100.
(D) a dominante. Las trayectorias corresponden a la ecuacion (4.12) con s = 0,1 y N = 100.

4.4.2. Tiempo de absorcion

Sea X = {X,}s>0ladifusién limite definida por la ecuacién (4.8). Definimos el tiempo
de parada

T = %Izlg{Xt € {0,1}}.

Estamos interesados en calcular E, (7). Esto lo dar la siguiente proposicion.
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Proposicion 4.4.2. Sea G : C?(0,1] — C?[0, 1] dado por

) 1 o

(G)(2) = alz) 7 f'(2) + 52(1 = 2) 55— f"(2)

con
a(r) =2*(1 —z)oy + (1 —2)(1 — 22)012 — (1 — )020.
Sea g la tnica solucién diferencial en C[0, 1] N C?([0,1] \ {0, 1}) que cumple
{Q (g) =—1

9(1) =g(0) =0
Entonces, E,(7) = g(z) para todo x € [0, 1].

Demostracion. La prueba es consecuencia inmediata de la observacion (4.3.6).
Se consideran a, b : [0, 1] — R tal que

a(r) = 2*(1 — z)op + 2(1 — 2)(1 — 22)01 — (1 — 7)%09y

1
b(x) = 5:1:(1 —x)
Sea g solucion de la ecuacion diferencial (4.4.2). g es, por lo tanto, solucién de la ecuacién

equivalente

g(1 ) = ( )
Definimos u(x) = ¢'(x). La ecuacion (4.13) puede ser escrita como
(@) + 5 8u(z) = 55 4.14)
9(1) =9(0) =0

Para resolver esta ecuacion definiremos el factor integrando I(x) tal que

I(z) = ¢ i

donde con f 5 j dx nos referimos a una primitiva de (( ; Nétese que I (z) cumple que

(L(z)u(x)) = I(x)— + I(x)u'(z)
Multiplicando por /(z) a la ecuacién (4.14) se obtiene

a(x) -1

I(2) (u/(g;) + mu(m)) = 1575

Integrando a ambos lados de la ecuacioén observamos que

/ () (u’(x) + %mo dz = I(z)u(z) = / I(x)% da.



4.4. Modelo de Wright-Fisher con seleccion natural 76

Se concluye que

1 —1
u(z) = @ /I(x)b(_a:) dx

Para hallar la férmula explicita de g basta tomar una primitiva de u y evaluarla en las
condiciones de borde. [

El resultado obtenido en la proposicién (4.4.2) es, en buena medida, un resultado de-
cepcionante, comparado con el resultado andlogo obtenido para el proceso neutral en la
proposicion (4.3.6). Esto se debe a la estructura mas compleja del generador infinitesimal
de la difusion limite del proceso de Wright-Fisher con seleccién. Para obtener una idea
de la esperanza de 7 utilizaremos simulaciones de la difusiéon para varios esquemas de
seleccion.

25-

20-

Neutralidad
I:‘ Seleccion balanceadora
I:] Seleccion direccional

Seleccion disruptiva

0.5-

0.0-

0.0 25 50 75 10.0

Figura 4.9: Densidad estimada de 7 para diversos esquemas de seleccion. Los valores de 7 fueron obtenidos
simulando trayectorias de la difusién limite del proceso de Wright-Fisher con seleccion, X = {X;}:>0,
mediante el esquema de Milstein con una precisién de n = 10°. Neutralidad: corresponde a la difusién
limite del proceso de Wright-Fisher neutro. Seleccion balanceadora: corresponde a la difusion que cumple
la ecuacién (4.9) con s; = s = —0,1 y N = 100. Seleccion disruptiva: corresponde a la difusiéon que
cumple la ecuacién (4.10) con s; = so = 0,1 y N = 100. Seleccién direcional: corresponde a la difusién
que cumple la ecuacién (4.11) con s = 0,1 y N = 100.

En la figura (4.9) se muestra la densidad de 7 para distintos la difusién limite del pro-
ceso de Wright-Fisher siguiendo distintos esquemas de seleccion (ver nota a pie de figura
(4.9) para méas informacion sobre los pardmetros de seleccion). Las densidades fueron cal-
culadas simulando trayectorias hasta alcanzar cualquiera de los dos estados absorbentes
y partiendo del estado X, = 9\5 Los esquemas de seleccion disrup% y direccional
arrojaron valores menores de E(7) que el obtenido bajo neutralidad (E(7) = 0,54 para

seleccion disruptiva y E(7) = 0,94 para seleccién direccional). La fuerza que repele a las
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trayectorias de los estados absorbentes en el esquema de seleccion balanceadora dio como
resultado que E(7) fuera considerablemente mayor comparado con el resultado obtenido

—

bajo neutralidad (E(7) = 15,23).

A Boos c
004 0.020-
0.04-
0034 0.015-
] 0.010-
0.02- 002
0.01- 0.005-
0.00 0.00- 0.000
0.00 025 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00
Xt X X
D E F o020
0.04-
.10 0.15
0.03-
0.10-
0.02 0.0
- M -
0.00- 0.00 0.00
0.00 0.25 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00 0.00 0.25 050 075 1.00
X X X
G H |
06-
0.04- 04
0.03- 0 03
0.02- 02
02
0.01- 01
0.00 00 00
0.00 0.25 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00 0.00 0.25 050 075 1.00
X X X

Figura 4.10: Densidad estimada de X, para diversos esquemas de seleccion. Los valores de X; fueron
obtenidos simulando trayectorias de la difusién limite del proceso de Wright-Fisher con selecciéon, X =
{Xt}+>0, mediante el esquema de Milstein con una precision de n = 1 x 10°. La fila superior corresponde
ala densidad de X; parat = 0, 2; la fila central corresponde a la densidad de X; parat = 0, 4; la fila inferior
corresponde a la densidad de X, para ¢t = 1. Figuras A, D y G: corresponden a la difusién que cumple la
ecuacion (4.9) con s; = so = —0,1 y N = 100. Figuras B, E y H: corresponden a la difusién que cumple
la ecuacién (4.11) con s = 0,1 y N = 100. Figuras C, F y I: corresponden a la difusién que cumple la
ecuacion (4.10) con s; = s = 0,1y N = 100.

4.4.3. Distribucion de X; y distribucion limite

Podemos hallar, mediante simulacion, la distribucion de X; para cadat > 0. En la
figura (4.10) se observan estimaciones de la densidad de X; parat =0,2,t =0,4,t =1
y para varios esquemas de seleccion partiendo del estado inicial Xy = 0,5 y pardmetros
especificos (ver pie de figura para més detalles). La probabilidad estimada de alcanzar el
estado 0 bajo seleccion direccional en contra del genotipo aa (figuras C, F, 1) es de apro-
ximadamente 0,001 en tiempo ¢ = 1. Por el contrario, en base a n = 10000 trayectorias se
estima que P(X; = 1) ~ 0,65. Resultados andlogos se alcanzan si se utiliza un esquema de
seleccion direccional en contra del AA. Las selecciones balanceadora (figuras A, D, G) y
disruptiva (figuras B, E, H) llevan a la a las trayectorias de X a ambos estados absorbentes
con probabilidades equivalentes. La diferencia entre la seleccion disruptiva y la seleccion
balanceadora se encuentra en la velocidad con la que se alcanzan los estados absorbentes:
mientras que la probabilidad de alcanzar un estado absorbente es aproximadamente 0,94
para un regimen de seleccién disruptiva, la probabilidad es aproximadamente 0,04 para
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seleccion balanceadora.

4.5. Modelo de Wright-Fisher con seleccion natural y mu-
tacion

El modelo presentado a continuacion surge quitando uno mds de los supuestos del
modelo de Hardy-Weinberg: estudiaremos cudl es el efecto de agregar una probabilidad
no nula de que en cada generacion exista mutacion.

Se considera una poblacion diploide de tamafio N. Analizaremos la dindmica de un lo-
cus autosémico que presenta dos alelos en la poblacién, A y a. Consideraremos que existe
un vector w = (wy, w2, weg) correspondientes a las viabilidades de los genotipos AA,
Aa y aa, respectivamente. A diferencia de lo expuesto en la seccién (4.4), supondremos
que existe una probabilidad y; > 0 de que un alelo A mute a un alelo a y una probabilidad
2 > 0 de que un alelo @ mute a un alelo A. La manera de modelar la dindmica temporal
de la frecuencia de los alelos A y a se realizard en tres pasos:

En un primer paso consideraremos todo el pool génico y supondremos que la frecuen-
ciadel alelo A es pyladel aleloaes g = 1— p. A continuacion, formaremos cigotos. Para
esto, calcularemos la probabilidad de obtener un alelo A y un alelo a teniendo en cuenta
las probabilidades de mutacion:

P(A) = P(extraer A y que éste no mute a a) + P (extraer a y que éste mute a A)

=p(1 — 1) + qpe

P(a) = P(extraer a y que éste no mute a A) + P (extraer A y que éste mute a a)

= q(1 — p2) + ppa.

Definiremos las frecuencias de A y a, tras mutacién, p™*") y ¢, como

Pmue = P(1 — 1) + qpio, Gmue = (1 — p2) + ppa.

En la siguiente etapa formaremos cigotos y dejaremos que estos se desarrollen en adul-
tos. Siguiendo un desarrollo andlogo al visto en la seccion (4.4) tenemos

w122pmutqmut P(aa!S) _ wQZQI?nut

2
P(AA|S) = % P(AalS) = :

con
— 2 2
W = W11Pmut + W122pmthmut + W24 myt-

La tdltima etapa del modelo es obtener una poblacién de tamafio 2/N. Para esto ob-
tendremos 2N realizaciones independientes de una distribucién Bernoulli de pardmetro
Dse1- Podemos construir entonces el siguiente proceso que describe como es la dindmica
poblacional:
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Sea Z,, : Q0 — {0,1,...,2N} el nimero de alelos A en la generacién n. Como el ni-
mero de alelos A de la generacion n+ 1 s6lo depende del nimero de alelos de la generacién
n, {Z, }nen es una cadena de Markov discreta con espacio de estados F = {0, 1,...,2N}.
Las probabilidades de transicion son

. (2N | y
DPij = P(Zn+1 = ]’Zn = Z) = ( ] >(psel>j<1 _psel)QN J

con

p?nutwn + Prmut(1 — Dmue) W12

p =
el pr2nutw11 + 2pmut(1 - pmut) W12 + (1 - pmut)2w22
y . .
= Qo) (- )
Pmut IN 451 IN Ha.

Definicion 4.5.1 (Proceso de Wright-Fisher con seleccion y mutacién). Diremos que una
cadena de Markov en tiempo discreto Z = {Z, }nen es un proceso de Wright-Fisher con
seleccion y mutacion de pardmetros N, zyp, w = (w11, w1, W) y b = (1, p2) sobre
E=1{0,1,2,...,2N} Si

1) la distribucion inicial es P(Zy = zp) = 1y,

1) la matriz de transicion P = ((pi;))ij=o01,..2n es tal que

. (2N | y
DPij = P(Zn-f—l = .]|Zn = Z) = ( ] >(psel>](1 _psel)QN J
con
Dsel = pl%mtwll + pmut(l - pmut)w12
sel —
prQnLttwll + 2pmut(1 - pmut) w12 + (]— - pmut)2w22
y . .
= Q)+ (-2
Pmut 2N H1 2N H2-

La principal diferencia entre el modelo de Wright-Fisher con mutacién y los modelos
sin mutacion radica en la estructura de los estados de la cadena de Markov subyacente: en
un proceso de Wright-Fisher con mutacion ya no existirdn estados absorbentes y la cadena
resultard irreducible. Esto implicard que ya no serd de interés el tiempo esperado de alcan-
zar los estados absorbentes y, por el contrario, el interés estard en estudiar la distribucién
estacionaria de Z. Al igual que en la secciones anteriores, la herramienta para estudiar el
proceso de Wright-Fisher con mutacion sera la aproximacion por difusion.
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4.5.1. Aproximacion por difusion

Aproximaremos al proceso de Wright-Fisher con seleccién y mutacién por un proceso
de difusion limite de forma andloga a lo obtenido en las secciones (4.3.2) y (4.4.1).

Sean w = (w1, w12, wsy) un vector de viabilidades y g = (u1, p2) un vector de pro-
babilidades de mutacién. Para cada N € N consideraremos el proceso de Wright-Fisher
con seleccion de parametros N, w, 'y po, Zn = {ZTSN)}RGN. Al igual que en la seccién
(4.4.1) asumiremos que las viabilidades w;; son O(2/N) realizando la reparametrizacién

Oij
2N
Consideraremos también que las mutaciones x; son también O(2N) realizando la repara-
metrizacion

(4.15)

wl-j:1+

- 2N
Para cada N € N encajaremos al proceso Z™) en un proceso de tiempo continuo X ¢
{Xt(N)}tZo tal que

s (4.16)

Ny _

™~ _ Lo
XV = o Z oy

Paracada N € Nnotaremos con Sy = {Sny+}+>0 al semigrupo de operadores de transicién

(Snef)(@) = E(F(X) X = 2)

paratoda f : {0,...,2N} — R continua.
Consideramos el operador diferencial G : C?[0, +00) — C?[0, 4+00) tal que

) 1 o2

(GF)(w) = ale)5— (@) + 53(1 = )= f"(2)

con

a(r) = —ux +up(l — ) + 2*(1 — 2)oy + 2(1 — 2)(1 — 22)015 — (1 — )02
Proposicion 4.5.1. Bajo las condiciones anteriores se tiene que

lim sup sup [(Snef)(x) — (Sef)(x)] =0 (4.17)

N—o00 0<t<to erN
paratoda f € C([0, 1]) y todo t, > 0. Consecuentemente, si

1m XM = X,

N—oo
en distribucién, entonces X V) = X débilmente en D [0, 4+00).

Demostracion. Andloga a la proposicion (4.4.1). |
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A partir de la proposicién anterior podemos obtener trayectorias de la aproximacién
por difusién sabiendo que el generador infinitesimal

0 1 0?

(GF)(@) = alw) 5 (@) + Ja(1 = 2) 2 f"(2)

con
a(z) = —uyz + up(l — z) + 2°(1 — 2)o1y + 2(1 — 2)(1 — 27)019 — 2(1 — x)%09e
corresponde a la solucién de la ecuacion diferencial estocdstica X = { X, };> tal que

dXt = (—UlXt + U2(1 — Xt)—|—
Xf(l - Xt>0-11 + Xt(l - Xt)(]- — 2Xt)012 - Xt(]- — Xt)QO'QQ)dt

(4.18)
X,(1— X,) dW,
XO = Do € (0, 1)
A 1.00- B 100
0.75- 0.75-
5 050 5 0.50-
0.25- 0.25-
0.00- 0.00-
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t t
C 100 D 100
0.75- 0.75-
' 0.50 X 0.50
0.25 0.25
0.00- 0.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

t t

Figura 4.11: Trayectorias de la difusién X = {X;};>o correspondiente al proceso de Wright-Fisher con
seleccidon y mutacion. Las trayectorias fueron simuladas mediante el esquema de Milstein con una precision
de n = 10°. (A) Soluciones de la ecuacién (4.18) con pardmetros N = 100, u; = us = 2N x 0,1y
011 = 012 = 092 = 0. (B) Soluciones de la ecuacién (4.18) con pardmetros N = 100, u; = 2N x 0,1
ug = 2N x 0,001y 011 = 012 = 092 = 0. (C) Soluciones de la ecuacién (4.18) con pardmetros N = 100,
u; = 2N x 0,001 ug = 2N x 0,1y 011 = 012 = 022 = 0. (D) Soluciones de la ecuacion (4.18) con
parémetros N = 100, Ul = U = 011 = 019 = 022 = 2N x 0, 1.

4.5.2. Distribucion estacionaria

Proposicion 4.5.2. Se considera X = { X} }>( la difusién limite de un proceso de Wright-
Fisher con seleccion y mutacion tal que 11, pto > 0. Entonces X tiene una tnica distribu-
cién estacionaria v € P([0, 1]). Més aun, v es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lesbegue en [0, 1] y su densidad f es la tnica solucién de la ecuacion
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~(af) + (b5 =0

/Olf(:v)dle

tal que

con

a(r) = —wx +ux(l — ) + 22°(1 — 2)oy + 2(1 — 2)(1 — 22)015 — (1 — )20

b(x) = z(1 —z).
Demostracion. Ver [Ethier y Kurtz, 2005]. |

En la figura (4.12) se observa la densidad estimada de la distribucién estacionaria para
varias tasas de mutacion.

A 0.06- 1 B 0.4- [
1 - 0.3~
0.04- . i
| 8 0.2- |
0.02- I it
i 0.1~ 1
0.00- ——""'lll M 0.0- _.-rnTlﬂ—
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.85 0.90 0.95 1.00
Xt Xt
0.4~
o M D 0.06- M.
0.3- I
0.04-
0.2-
0.02-
0.1~
0.0- 0.00-
0.00 0.05 0.10 0.15 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Xt Xt

Figura 4.12: Densidad estimada de la distribucién estacionaria de la difusiéon X = {X;};>0. Fueron
simuladas k = 10° trayectorias para estimar la densidad de ¢t = 100. (A) Corresponde a la difusién (4.18)
con pardmetros N = 100, u1 = ugs = 2N0,1 y 011 = 012 = 092 = 0. (B) Corresponde a la difusién
(4.18) con pardmetros N = 100, u; = 2N0,001, us = 2N0,1y 017 = 012 = 025 = 0. (C) Corresponde
a la difusién (4.18) con pardmetros N = 100, u; = 2N0,1, ug = 2N0,001 y 011 = 012 = 020 = 0. (D)
Corresponde a la difusién (4.18) con pardmetros N = 100, u1 = us = 011 = 022 = 2IN0,001 y 12 = 0.

Las densidades para los casos donde 011 = 012 = 09 €s tedricamente una distribucién
Beta (ver [Ethier y Kurtz, 2005]). Las densidades expuestas en la figura (4.12) se ajustan
una distribucion Beta (test de Kolmogorov-Smirnov, p > 0,01).



Comentarios finales

Las herramientas brindadas por los procesos de difusion resultan ttiles para estudiar
el proceso de Wright-Fisher discreto. El estudio de la difusién que aproxima al proceso
discreto permite estudiar algunos aspectos de este tltimo que las herramientas propias de
las cadenas de Markov no permiten. Por otra parte, resultados como el de la proposicion
(4.3.4) dan la pauta de que se pueden estudiar otros resultados sobre la difusién limi-
te resolviendo ecuaciones diferenciales deterministicas apropiadas. En particular, cabe la
pregunta de si se puede estudiar la distribucion de X; para un ¢ fijo resolviendo alguna
ecuacion diferencial deterministica; resolver esto puede ser ttil para dar un sustento tedri-
co a algunas aseveraciones realizadas en algunos articulos de genética de poblaciones (por
ejemplo, en [Nicholson et al., 2002]). Da esta monografia, por lo tanto, un puntapié inicial
para un estudio mds exhaustivo de este proceso fundamental en genética de poblaciones.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Cadenas de Markov discretas

Definicion 5.1.1 (Cadena de Markov discreta). Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad
v X, : Q@ — E una variable aleatoria para cada n € N que toma valores en un espacio
de estados E numerable. Se dice que { X, }nen es una cadena de Markov, si

P(Xpi1 = tni1| Xy = in, Xpo1 = lpo1, ..., Xh =11, Xog = 1p) =
P(XnJrl = Z-nJrl‘)(n = Zn)a
paratodon € Neig,t1,...,0,_1,0n,int1 € F.

Definicién 5.1.2 (cadena de Markov homogénea). Se dice que una cadena de Markov
{ X, }nen es homogénea si

P(X,1 = j|X, =1) =P(X; = j| X0 = 1),
para todo n € N.
Si { X, }nen es una cadena de Markov homogénea notaremos
pij = P(X1 = j|Xo = 1),
y llamaremos a p;; la probabilidad de transicion del estado ¢ al estado j.

Definicién 5.1.3 (Distribucion inicial). Dada una cadena de Markov { X, },en definida
en un espacio de estados E = (0,1,2,...), se define su distribucién inicial al vector
A= (Ao, A\, Ag, ... ) € RIE tal que

)‘j = P(Xo = j)

Definicion 5.1.4 (matriz de transicién). Dada una cadena de Mdrkov X = {X,}nen
homogénea definida en un espacio de estados E = (0,1,2,...), se define su matriz de
transicion P = ((p;;)) € RIPXIEl donde p;; es la probabilidad de transicién del estado i
al estado j. Esto es, P es la matriz (eventualmente infinita):

84
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Poo Po1 DPo2
Pio P11 D12
P20 P21 D22

Pio DPi1 DPi2

Proposicion 5.1.1. Sea X = {X,, }oen una cadena de Markov homogénea en un espacio
de estados E con matriz de transicion P y distribucidn inicial A. Entonces se cumple que
P(Xo = io, X1 =11, .., XN = in) = NigPiois Piia - - - Pin_rin

Demostracion. Supongamos que { X, },en es una cadena de Markov homogénea. Enton-
ces, aplicando la definicién de probabilidad condicionada se tiene que

P(X, =i, Xn1=tln1,..., X1 =11, X0 =1p) =
P(X, =iy X1 =tn-1,..., X1 =11, Xo = 10)P(Xpo1 = tp_1, ..., X5 =iy, Xo = ip)
Como X es una cadena de Markov
P(X, =i, X1 =tn_1,..., X1 =11, X0 =1p) = P(X;, = 0| Xpno1 = 1n1)
= Din_1in
Luego

P<Xn = Z‘nv)(nfl = Z‘nfla cee 7X1 - Z‘17)(0 = ZO) =
Din 1in P (X1 =tp_1, ..., X1 =11, Xo = o)

Aplicando n — 1 veces la definicién de probabilidad condicionada y la hipdtesis de que
{X.,} es una cadena de Markov para el término P(X,,_1 = i,—1,..., X1 = i1, Xo = o)
se concluye que

P(Xo =10, X1 =11,..., Xn = 1n) = NigPigir Piris - - - Din_1in
[ |

Observacion 5.1.1. Este ultimo resultado implica que toda cadena de Markov { X, },en
homogénea queda totalmente determinada por su distribucién inicial A y su matriz de

transicion P. Esto se debe a que dados indices ji, ..., jr € Ntalesque j; < js < ... < Jg
podemos calcular la distribucion de (X, . .., X, ) utilizando la ley de probabilidad total
para obtener la distribucién de (Xo, X1, ..., X, ) y luego aplicando el resultado anterior.

(n)

Denotaremos p;; a la probabilidad de transicion del estado i al estado j en n pasos:
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Proposicion 5.1.2 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Dada una cadena de Markov
X = {X, }nen homogénea definida en un espacio de estados numerable E se cumple que

n+m (n) (m)
Z Pik Py

keE
Demostracion.
PI™ = P(Xpin = X0 = 1) = Y P(Xim = j, X = k[ Xo = i)
keE

_Z n-‘rm_]aX _kvXOZZ)

o Xo = Z)
P(X, =k, Xo=1)

— P(Xpim =JlXn =k Xo=
Z +m = ]| 0 Z) P(Xy=1)
keE

P(Xner ]‘Xn*k)

- ZP(XW = j1 X0 = BP(X, = k|Xo = )

donde en la dltima igualdad se utilizé que
P(Xim = j|Xn = k) = P(X,0 = j|Xo = )
ya que la cadena es homogénea. |

Definicién 5.1.5. Dada una cadena de Mdrkov X = {X,, },,en homogénea definida en un
espacio de estados numerable E, se dice que de un estado i se va a un estado j, y se nota
como i — j Si

PEneN: X, =jXo=1i)>0
Se dice que 1 se comunica con jy se nota comoi < j Sii —jyj —>i.

Teorema 5.1.1. Sea una cadena de Markov X = {X,,},ecn homogénea definida en un
espacio de estados numerable £. Son equivalentes:

1. i—j

2. Existe un conjunto de estados i = ig, ?1, . .., %, = j tales que

Pigir Pivia - - - Pin_1in > 0

3. Existe ng € N tal que pl(?)

> 0.
Demostracion. (1) = (3) Se tiene que

P = P(X, = j|Xo = 9)
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<P @O{Xn = j}‘Xo = z)

<Y P(X, = j|Xo =)
n=0

= pl
n=0

Por hipdétesis tenemos que

P(EneN:X,=jX,=1i)>0.

Esto es equivalente a

P (G{Xn :j}'Xo = z) >0

(n)

Luego por la inecuacién en (5.1) se tiene que > -, pi; > 0y por lo tanto debe existir

no € N tal que p > 0.
(3) = (1) Por hipétesis se tiene que existe ng € N tal que p;{ > 0. Luego, por la
inecuacion vista en (5.1) se cumple que

0<py <P <U{Xn :j}‘Xo = z) ,
n=0
estoes, 7 — J.

(1) < (2) Se tiene que

77777

Luego, por la inecuacion (5.1) se cumple lo pedido. |

Proposicion 5.1.3. Dada una cadena de Méarkov X = {X,, },.en la relacién i <> j define
una relacion de equivalenciaen £/ x E.

Demostracion. e Reflexividad. Dado i € E se tiene que
P(Xo=1ilXo=1) =1,
luego existe n € N tal que ¢ < 7.
e Simetria. Se sigue trivialmente de la definicién de ¢ <> j.

e Transitividad. Sean i, 5, k € F'talesque? — jy 7 — k. Porteorema 5.1.1 tenemos
que existen ny, n; € N tales que

pi? >0, pj > 0.
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Luego, por teorema (5.1.2)

(no+n1)
0<p2]p]1 <szl plk 7ngo '
leE

Lo que implica que ¢ — k. La prueba de que £ — 7 es andloga.
|

Definicion 5.1.6 (Clase cerrada, estado absorbente y cadena irreducible). Sea una cadena
de Mdrkov X = { X, }pen homogénea definida en un espacio de estados numerable (E | <>

).

e Diremos que una clase de equivalencia C es cerrada si dado i € C'y j € F tal que
© — j esto implica que j € C.

e Unestado i € E se dice absorbente si {i} es una clase cerrada.

e Diremos que X es una cadena irreducible si E es la uinica clase de equivalencia.

Supongamos que X, es una cadena de Markov en tiempo discreto definida en un es-
pacio de estados E finito. Sea A C E, A # &. Definimos un tiempo de llegada, T4 a la
variable aleatoria

TAII’I;%{XnEA}, o, Ta=o00 si {X,€A}l=0

Estamos interesados en la esperanza de la variable 74, condicionado a que se parti6 de
un estado ¢:

ki =E(ralXo = i) = Y _nP(ra = n|X, = i)
n=0

Proposicion 5.1.4. El vector de esperanzas de tiempos de llegada k% € RI®! definido
como

A=k ic E}
es solucion la minima solucién no negativa de
kA =0 sii € A
kiAzl—FZJ%ApU/{?JA site A

Demostracion. Ver [Norris, 1997], p. 17. [ |
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5.2. Espacio de Skorokhod

Las trayectorias del proceso estocastico definido en la seccion (4.3.2) no son continuas:
presentan saltos en los puntos t = |i/2N |, con ¢ € N. Sin embargo, las trayectorias de
este proceso tienen la propiedad de tener limite por izquierda y ser continuas por derecha.
Las funciones que cumplan tengan esta propiedad son las llamadas funciones cadlag:

Definicién 5.2.1 (Funcién cadlag). Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion f :
[0,00) — X se dice que es cadlag (del francés ‘continue a droite, limite a gauche’) si
cumple que

a) f es continua por derecha. Esto es, para todo t € [0,0) se cumple que
f(t) =lim f(t+ h)
h—0
b) f tiene limite por izquierda. Esto es, para todo t € [0, 00) se cumple que
J I —
lim f(t — h)
Definicién 5.2.2 (Espacio de Skorokhod). Dado (X, d) un espacio métrico, definimos co-

mo espacio de Skorokhod, y lo notamos como Dx |0, +00), al conjunto

Dx[0,+00) = {f : [0,4+00) = X : f es cadlag}

5.3. Integrabilidad uniforme

Definicién 5.3.1 (Integrabilidad uniforme). Una sucesion de variables aleatorias { X, } nen
se dice que es uniformemente integrable si

lim sup/ | X, dP =0
{1 Xn|=za}

a—0o0 neN

Proposicion 5.3.1. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias uniformemente inte-
d
grables y sea X tal que X,, — X. Entonces

lim E(X,) = E(X)

n—oo

Demostracion. Ver [Billingsley, 1968], p. 32. |

5.4. Distribucion normal truncada

Sea Z una variable aleatoria normal de pardmetros 11y o2. Notamos con ¢ a la densidad
de Z, esto es
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Bl p,0%) = ———e 3 ()’

vV 2mo?

y, con ® a la funcién de distribucion de Z, esto es

(52)°

N|=

1 X
<P(x;u,02)=\/m/ e

Dada Z y a,b € R tales que a < b diremos que una variable aleatoria X tiene distribucién
normal truncada entre a y b si su funcion de densidad f : R — R es tal que

0 siz <a
. 2 TR 2 .
f(I, w, o0, a, b) = @(b;ui(%fg(i;“’g2) sia<x<b
0 six >0
También es posible definir una distribucién truncada unilateralmente tomando a = —oo

0 b = +oo y definiendo ®(a; u,0%) = 0y ®(b; p,0%) = 1.

5.5. Bondad de ajuste de la difusion limite del proceso de
Wright-Fisher a una normal truncada

0.6~

0.4-

p-valor

0.2-

0.0 ] e TR0 e e e e e e e

Figura 5.1: p-valores de bondad de ajuste normal de X, para distintos valores de t. Para cada tiempo ¢
se simularon 10,000 trayectorias y se realizé un test de Kolmogorov-Smirnov tomando como hipétesis nula
que la distribucién de X; es una normal truncada de pardmetros a = 0, b = 1, u = X, yo =S, (ver
(5.4)). La linea roja punteada corresponde a un p-valor de 0, 01.
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