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Hay dos modos de conciencia:
una es luz, y otra, paciencia.
Una estriba en alumbrar
un poquito el hondo mar;
otra, en hacer penitencia
con cana o red, y esperar
el pez, como pescador.
Dime tu: ;Cudl es mejor?
¢ Conciencia de visionario
que mira en el hondo acuario
peces vivos,
fugitivos,
que no se pueden pescar,
o esa maldita faena
de ir arrojando a la arena

muertos, los peces del mar?

Antonio Machado. Proverbios y

cantares, 577.






RESUMEN

Uno de los desafios principales en sistemas complejos es inferir la estructura
de red subyacente a partir de la observacion del comportamiento de sus compo-
nentes. Usualmente los procesos de inferencia se basan en andlisis bi-variado,
como ser la correlacién cruzada (CC), para cuantificar la semejanza entre el
comportamiento de pares de nodos. Sin embargo, muchos de los factores prin-
cipales que favorecen o perjudican la eficiencia de estos procesos permanecen
como un misterio. En esta tesis utilizamos modelos neuronales sintéticos para
analizar las propiedades estructurales principales que favorecen o perjudican la
inferencia de la conectividad a partir de mediciones de la correlacién cruzada
entre pares. Especificamente, implementamos mapas de Izhikevich acoplados
por pulsos conectados con la misma estructura que los sistemas neuronales del
nematodo Caenorhabditis elegans, asi como en redes con nivel de aleatoreidad
(Erdos-Rényi) y propiedades de mundo pequenio similares (Watts-Strogatz).
Analizamos la eficiencia y robustez de los procesos de inferencia bajo distintos
tipos de medicién de la actividad neuronal y comportamientos colectivos, con-
trastando los resultados obtenidos al describir la actividad neuronal mediante
los potenciales de membrana o las series de intervalos inter-disparo. Nuestros
resultados muestran que, en general, las propiedades de mundo pequeno favo-
recen a los procesos de inferencia, mientras que la heterogeneidad en el grado
los perjudica. En particular, las tasas de acierto en sistemas con la estructura
neuronal de C. elegans — que combinan propiedades de mundo pequeno con
heterogeneidad en el grado — son mas cercanas a las tasas de acierto en siste-
mas con estructuras de Erdos-Rényi que con arquitecturas de Watts-Strogatz.
Nuestros resultados son relevantes para comprender mejor la relacion entre las

propiedades estructurales y la funcionalidad en redes neuronales.

Palabras claves:
Redes Neuronales, Inferencia de Conectividad, Sistemas Complejos, Redes

Pequeno Mundo, Anélisis bi-variado.
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ABSTRACT

A main goal in the analysis of a complex system is to infer its underlying
network structure from time-series observations of its behaviour. The inference
process is often done by using bi-variate similarity measures, such as the cross-
correlation (CC). However, the main factors favouring or hindering its success
are still puzzling. Here, we use synthetic neuron models in order to reveal the
main topological properties that frustrate or facilitate inferring the underlying
network from CC measurements. Specifically, we use pulse-coupled Izhikevich
neurons connected as in the Caenorhabditis elegans neural networks as well
as in networks with similar randomness (Erdés-Rényi) and small-worldness
(Watts-Strogatz). We analyse the effectiveness and robustness of the inferen-
ce process under different observations and collective dynamics, contrasting
the results obtained from using membrane potentials and inter-spike interval
time-series. We find that overall, small-worldness favours network inference
and degree heterogeneity hinders it. In particular, success rates in C. elegans
networks — that combine small-world properties with degree heterogeneity —
are closer to success rates in Erdos-Rényi network models rather than those
in Watts-Strogatz network models. These results are relevant to understand
better the relationship between topological properties and function in different

neural networks.

Keywords:
Neural Networks, Network Inference, Small-World, Bi-variate Analysis,

Complex Systems.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Desafios de la complejidad

En las dltimas décadas hemos sido testigos de un enorme crecimiento en
el interés por el estudio de sistemas complejos. Esto se debe, en parte, a que
muchos de los desafios méas importantes que tenemos por delante requieren
de la articulacién de diversas disciplinas desde un enfoque sistémico, en con-
trapartida a la visiéon reduccionista desde la que han llegado los principales
avances de la ciencia hasta mediados del siglo XX. Este enfoque sistémico, que
reorganiza nuestra forma de hacernos preguntas y sugiere nuevos abordajes
ante ellas, esta en el corazén de lo que llamamos ciencia de la complejidad, y
por lo tanto del estudio de sistemas complejos. De esta forma, en los ultimos
anos se han estudiado extensivamente sistemas fisicos, bioldgicos, sociales o
tecnologicos desde una perspectiva de sistemas complejos, que permiten com-
prender mejor una amplisima gama de fenémenos y ofrecen nuevos horizontes
de aplicaciones.

Enfocar el estudio de un sistema desde el punto de vista de los sistemas
complejos usualmente implica reconocer en él dos componentes fundamenta-
les: unidades que tienen cierta dindmica (i.e. una regla de evolucién) por un
lado, y una estructura de red a través de la que las unidades interactian
no-trivialmente por otro. Esta receta, tan simple de describir como dificil de
abordar, ofrece un marco desde el que es posible estudiar las propiedades mas
fascinantes de los sistemas complejos: los fendmenos emergentes. La posibi-
lidad de exhibir estos comportamientos colectivos y organizados, que no es

posible explicarlos mediante un proceso de estudio exhaustivo de las unidades



que componen al sistema y posterior generalizacion, son la estampa que separa
a los sistemas complejos del otros conjuntos interactuantes de componentes, y
la razoén por la cual en los sistemas complejos el colectivo es mucho mas que
la mera suma de sus componentes.

A la luz de este abordaje encontramos fenémenos emergentes tan ubicuos
como la sincronizacién (Arenas et al. (2008), Pecora and Carroll (1998)), tran-
siciones de fase (Lee and Yang (1952), Tagliazucchi et al. (2012)), catéstrofes
(Hsieh et al. (2005), Wang et al. (2011)), memoria (Goh and Barabasi (2008)),
aprendizaje (Madala and Ivakhnenko (1994)) y, quizas, vida. Todos ellos sur-
gen a partir de un intrincado didlogo entre sus componentes, via la estructura
de red subyacente, que los habilita a organizarse de cierta forma particular. En
este contexto una de las preguntas claves, o quizas la pregunta clave, es como
las propiedades de la estructura de red pueden favorecer o inhibir la emergencia
de distintos fenémenos colectivos. Esta pregunta puede tener distintas aristas
dependiendo del sistema que estemos estudiando. Por ejemplo, en sistemas
modelados por conjuntos de osciladores acoplados pude estar formulada en
términos de cudles son las arquitecturas que favorecen algtin tipo de sincroni-
zacién (Rubido (2015), Arenas et al. (2008)). En otros casos nos preguntamos
como se ve afectada la temperatura de transicion de ferro a paramagnetismo
al cambiar el tipo de red en un material magnético (Lee and Yang (1952)),
qué tipo de conectividad maximiza la propagacion de un rumor en redes socia-
les (Lopez-Pintado (2008), Wang et al. (2016)), cuél es el conjunto minimo de
enlaces a eliminar para inhibir una reacciéon en una red de regulacion genética
(Deutscher et al. (2006)) o como cambian las redes funcionales del cerebro en
pacientes con alzheimer (Sorg et al. (2007)).

Desde un punto de vista estructural si bien originalmente muchos sistemas
complejos solian ser modelados mediante redes con cierto grado de homoge-
neidad como redes regulares (Lee and Yang (1952)) o redes completamente
aleatorias (Erdos and Rényi (1960)), a lo largo de los afios se ha encontrado
que la mayoria de los sistemas reales poseen estructuras de red organizadas por
principios que las hacen mas ricas y las alejan de estos casos extremos. Muchas
redes reales poseen ordenes jerarquicos y hubs, se estructuran en comunidades,
crecen siguiendo reglas intrincadas, etc. (Newman (2018), Albert and Barabési
(2002)), y esto ha motivado la creaciéon de modelos y algoritmos para generar
redes complejas que recuperen estas propiedades (Watts and Strogatz (1998),
Barabdsi and Albert (1999), Newman (2001)). De esta forma se ha buscado



comprender los mecanismos de formacion de las estructuras de red observadas.

Un ejemplo central en el que la relacién entre los comportamientos colecti-
vos/funcionalidad y la estructura juega un papel crucial es el cerebro humano,
cuya complejidad no deja de asombrar y presenta desafios que motivan un
sinfin de investigaciones y preguntas que contintian sin respuesta a dia de hoy.
Tal es su grado de importancia que ha motivado la creacion de una nueva
disciplina: Network Neuroscience (Bassett and Sporns (2017)). En particular,
un problema clave en Network Neuroscience consiste en revelar la intrincada
relacién que entrelaza la conectividad funcional (i.e. actividad neuronal corre-
lacionada) y la red estructural (i.e. el conectoma neuronal). Para conseguir
esto es necesario conocer como inferir la estructura a partir de observaciones
del comportamiento del cerebro (por ejemplo series temporales que revelen la
actividad neuronal en distintas zonas del cerebro). Sin embargo debido a la
enorme complejidad del cerebro humano, que se ve reflejada tanto en los pa-
trones de actividad neuronal como en la conectividad estructural, a dia de hoy
no tenemos una respuesta definitiva para muchas de estas preguntas.

Si bajamos a escala neuronal podemos modelar el cerebro humano u otros
sistemas nerviosos mediante redes en las que en cada nodo representa una neu-
rona, v los enlaces representan sinapsis quimicas y eléctricas. Aqui podemos
encontrarnos con sistemas neuronales tan numerosos como el propio cerebro
humano ( ~ 10'' neuronas y ~ 10" enlaces), o tan pequefios como el sis-
tema nervioso del nematodo Caenorhabditis elegans (C. elegans) que posee
277 neuronas conectadas ( Kotter (2004), Kaiser and Hilgetag (2006) y Va-
rier and Kaiser (2011)). En este contexto es posible observar directamente la
conectividad, relevando las conexiones eléctricas y los neurorreceptores y neu-
rotransmisores, a diferencia de la conectividad funcional a escala macroscépica,
cuya estructura esta sujeta al problema particular que estemos estudiando. Sin
embargo, para observar la conectividad a escala microscopica es necesario rea-
lizar un ensayo destructivo. En contrapartida, los avances tecnolégicos de los
ultimos anos posibilitan la observacion del comportamiento neuronal de for-
ma no-invasiva, e incluso in vivo Tian et al. (2009). Por este motivo tener la
capacidad de inferir la conectividad de un sistema neuronal a partir de la ob-
servacion de la actividad de sus componentes nos abre las puertas a un estudio
mas completo de sistemas nerviosos in vivo y, por lo tanto, a una mejor com-
prension de su funcionamiento. El problema de inferir la estructura de red es,

entonces, de una relevancia incalculable para cualquier sistema neuronal, sin



importar el tamano del mismo ni la escala en la que se lo trate.

En las ultimos anos se ha observado que las redes del cerebro tanto a
escala neuronal como funcional, asi como un sinfin de otros sistemas neuro-
nales, poseen unas caracteristicas estructurales muy peculiares arropadas bajo
el nombre de efecto de mundo pequeno, o small-world (Watts and Strogatz
(1998), Bassett and Bullmore (2006)). El efecto mundo pequeno, que consiste
en la articulacién de la tendencia de una red a formar comunidades con la
cualidad de que las distancias entre pares de nodos sean pequenas, juega un
papel crucial en la funcionalidad de los sistemas neuronales. Por ejemplo, a
escala funcional se considera que habilita al cerebro a cumplir dos tareas fun-
damentales: la de segregacién e integracion de informacién (Sporns (2013)).
Sin embargo, atin no se conoce por completo qué funcionalidades estan sien-
do favorecidas o inhibidas por el efecto mundo pequeno en el cerebro y otros
sistemas neuronales.

Un ejemplo paradigmético de sistema neuronal que presenta el efecto mun-
do pequeno es el de la estructura de red neuronal de C. elegans, siendo incluso
uno de los mas citados de esta clase de redes. Mas atin, es citado en el articulo
original de Watts y Strogatz en el que proponen un algoritmo de construccién
de redes aleatorias con efecto mundo pequeno (Watts and Strogatz (1998)). Es-
te fendmeno juega un rol central en las arquitecturas neuronales, por lo que es

vital estudiar cémo afecta a la eficiencia de los distintos procesos de inferencia.

1.2. Procesos de inferencia

Al abordar el problema de la inferencia la mayor parte de los esfuerzos han
estado volcados sobre como inferir la conectividad de forma exitosa y robusta
(Rubido and Masoller (2018), Bianco-Martinez et al. (2016)). En ese sentido
se ha planteado un gran nimero de métodos de inferencia y analizado en
qué sistemas y condiciones dinamicas pueden ser exitosos. Estos estudios son
de gran importancia, no sélo por el abanico de posibles aplicaciones que se abre
al contar con un método de inferencia efectivo, sino también porque conocer
qué lleva a cierto método a ser exitoso arroja luz sobre las caracteristicas
esenciales del sistema cuya estructura intentamos inferir, y por lo tanto nos
lleva a comprenderlo en mayor profundidad. Sin embargo, muy poco se conoce
actualmente sobre cudles son las caracteristicas principales de una estructura

de red que influyen en el éxito o fracaso de una técnica de inferencia. En
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otras palabras, poco conocemos sobre cémo las caracteristicas estructurales
afectan a los procesos de inferencia. Profundizar en esta direccién, ademads,
puede contribuir al diseno de redes neuronales sintéticas para cumplir segin
qué funcionalidades.

Tipicamente los métodos de inferencia estan basados en analisis bi-variado
para medir la semejanza entre la actividad de pares de nodos, siendo los cuan-
tificadores méas populares la correlacién cruzada (CC) (Haimovici et al. (2013),
Eguiluz et al. (2004)) y la informacién mutua (MI) (Rubido et al. (2014), Ti-
rabassi et al. (2015), Bianco-Martinez et al. (2016)). La idea principal detras
de estas técnicas es que pares de nodos que comparten un enlace directo entre
ellos también compartiran mas informacién, y por lo tanto sus comportamien-
tos seran semejantes, mientras que nodos que no estén enlazados directamente
son menos propensos a compartir informacion. De esta forma, se calcula la
semejanza entre todos los pares de nodos posibles y se realiza un proceso de
binarizacién en el que, dado un umbral 7, se considera que todos los pares de
nodos cuya semejanza sea mayor que 7 indican la existencia de un enlace, y
aquellos por debajo del umbral indican la ausencia de una conexién directa.
La figura 1.1 ejemplifica este tipo de proceso de inferencia.

Por otro lado a nivel neuronal el comportamiento de cada nodo se puede
representar de distintas maneras, es decir, existen distintas representaciones
de la dinamica neuronal que arrojan distintas series temporales en la parte
izquierda de la figura 1.1. Algunas de las més populares son la serie temporal
dada por el potencial de la membrana celular (MP) (Hodgkin and Huxley
(1952)), o la serie de tiempos entre los disparos de la neurona (serie de ISIs por
su término en inglés interspike intervals) (Masoller et al. (2008)). El efecto que
tiene escoger distintas representaciones de la dinamica neuronal en la eficiencia
de los procesos de inferencia atin se desconoce.

En esta tesis estudiamos como afectan algunas caracteristicas topoldgicas
a los procesos de inferencia en redes neuronales sintéticas basados en analisis
bi-variado. En particular nos centramos en estudiar como afecta el fenémeno
de mundo pequenio a la eficiencia de los procesos de inferencia. Nuestras redes
neuronales consisten en mapas de Izhikevich acoplados por pulsos en régimen
de rafagas. Cuantificamos la semejanza entre la actividad de pares de neuronas
mediante la correlacién cruzada (C'C). Analizamos la eficiencia de las inferen-
cias mediante andlisis de la caracteristica operativa del receptor (andlisis ROC,

por sus siglas en inglés) y, en particular mediante la razén de verdaderos posi-
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Figura 1.1: Ejemplo de proceso de inferencia de redes. Obtenemos una serie
temporal para cada nodo representando la actividad de las neuronas (izquierda).
Calculamos la semejanza entre todos los pares de series temporales y realizamos un
proceso de binarizacién asignando un valor de 1 a los pares de nodos cuya semejanza
sea mayor a cierto umbral 7, y 0 a las deméds (centro). Inferimos que existe un enlace
entre todos los pares de nodos cuya semejanza binarizada tenga un valor de 1,
infiriendo asi una estructura de red (derecha).

tivos (T'PR por sus siglas en inglés), que mostramos que es la unica relevante
en este contexto. Como marco referencial exploramos estructuras de red es-
tadisticamente similares a las redes neuronales frontal y global de C. elegans
(caso paradigmaético de red con efecto de mundo pequeno), en particular redes
de Erdos-Rényi con densidades de enlaces similares y redes de Watts-Strogatz
con propiedades de mundo pequeno similares.

¢ Como influyen las propiedades de mundo pequeno en los procesos de in-
ferencia basados en andlisis bi-variado? Abordamos esta pregunta estudiando
cémo varia la eficiencia de las inferencias en distintas dinamicas colectivas,
cuando variamos qué tan mundo pequenio es la red (al que llamamos nivel de
mundo pequeno) pero manteniendo las otras caracteristicas topoldgicas esen-
ciales invariadas (el tamano de la red, niimero de enlaces totales y nimero de
enlaces que tiene cada nodo). Realizamos este estudio tanto partiendo de redes
Watts-Strogatz (que poseen propiedades de mundo pequeno) y disminuyendo
el nivel de mundo pequeno, como partiendo de redes de Erdés-Rényi (que no
poseen propiedades de mundo pequeno) y aumentando paulatinamente el nivel
de mundo pequeno.

¢ Cudles son las caracteristicas topologicas esenciales que mas pesan en los

procesos de inferencia para las estructuras de red observadas en la naturaleza?



Afrontamos esta pregunta comparando la eficiencia de nuestros procesos de
inferencia en distintas dindmicas colectivas cuando la estructura es la de la
red neuronal de C. elegans, con redes estadisticamente similares pero que son
completamente aleatorias (i.e. redes de Erdds-Rényi con el mismo tamano y
numero de enlaces, pero que no poseen propiedades de mundo pequeno), y con
redes que también son estadisticamente similares y ademas poseen propiedades
de mundo pequeno cercanas a C. elegans (redes Watts-Strogatz), pero que
tienen otras caracteristicas que las diferencian, como una mayor regularidad.

¢ Como se ven afectados los procesos de inferencia al cambiar de representa-
cion de la dinamica neuronal? Para ello comparamos la eficiencia de nuestros
procesos de inferencia en distintas dindmicas colectivas y estructuras de red
cuando escogemos las dos representaciones mas populares del comportamiento
neuronal, los potenciales de membrana y los ISIs. En particular nos pregunta-
mos como cambia la eficiencia de la inferencia y su robustez cuando cambiamos
de representacion de la dinamica neuronal.

Esta tesis estda organizada de la siguiente forma. En el capitulo 2 intro-
ducimos el modelo neuronal de Izhikevich. En el capitulo 3 introducimos los
conceptos principales de redes complejas utilizados en esta tesis y los distin-
tos algoritmos para construcciones de redes aleatorias. Ademas, mostramos las
propiedades principales de las redes de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz. En el
capitulo 4 describimos los métodos empleados para la generacion de distintas
topologias y la implementacién numérica de los mapas de Izhikevich. Ademas
describimos nuestro método de inferencia y derivamos un marco para el anélisis
de la caracteristica operativa del receptor en nuestro conexto. En el capitulo 5

mostramos los resultados principales de este trabajo.






Capitulo 2
Modelo neuronal de Izhikevich

Historicamente los modelos neuronales se han planteado en términos de
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE), que representan la evolucién del
potencial de la membrana celular y la variacién de conductancias de canales
i6nicos (como ser los de sodio y potasio). En este sentido, las ecuaciones de
Hodgkin y Huzley se presentan como el modelo simplificado de mayor riqueza
biofisica, siendo el que incorpora la mayor cantidad de detalles del comporta-
miento real de las neuronas. Sin embargo, este nivel de detalle biofisico trae
consigo un alto costo computacional a la hora de simular los sistemas y, por
otro lado, se ha encontrado que la mayoria de las propiedades de los sistemas
neuronales dependen de cémo evoluciona el potencial de la membrana, sin im-
portar cémo se produce dicha evolucién. Esta observacién abre la puerta a los
modelos neuronales basados en mapas, que permiten obtener comportamien-
tos similares con un costo computacional considerablemente menor aunque, en
parte, sacrificando la plausibilidad biofisica de los modelos.

En este capitulo presentamos el mapa de Izhikevich como modelo neuro-
nal. Este modelo, que pertenece a la familia de los quadratic integrate-and-fire
bidimensionales, tiene la ventaja computacional que tienen los mapas sobre
las ODEs y, ademés, posee la propiedad de ser biofisicamente plausible. La
articulacién de estas dos caracteristicas es la razén que nos lleva a escoger el
mapa de Izhikevich como modelo neuronal en este trabajo de investigacion. A
continuacion presentamos las caracteristicas dinamicas generales del mapa de
Izhikevich y mostramos como conseguimos mediante él obtener los distintos
regimenes dindmicos observados en neuronas reales. Ademads, comparamos el

modelo de Izhikevich con otros modelos neuronales.



2.1. Modelos de integracién y disparo

Modelar un sistema bioldgico suele ser un gran desafio, y las neuronas no
son una excepciéon. En las ultimas décadas se han realizado esfuerzos enormes
por generar modelos detallados que tomen en cuenta la mayor cantidad de
variables biofisicas posibles (Dayan et al. (2001), Ibarz et al. (2011)). Estos
modelos son de gran importancia a la hora de comprender los origenes del
comportamiento neuronal, pero presentan también algunas desventajas. Por
un lado comprender el funcionamiento de un modelo que incluye una alta
cantidad de detalles biofisicos puede presentar enormes dificultades. Por otro,
el costo computacional de su integracion es alto, y eso dificulta la simulacién
de redes de un gran numero de neuronas. Ademads en muchos aspectos se
obtiene una mejor comprension del funcionamiento de las neuronas mediante
modelos que eliminen lo accesorio y mantengan solo las componentes esenciales
para reproducir los comportamientos de la membrana celular observados en
neuronas reales.

La primera gran simplificacién es el modelo de Hodgkin-Huxley (Hodgkin
and Huxley (1952)), que conserva un gran numero de detalles biofisicos y por
lo tanto resulta costoso desde un punto de vista computacional, ademas de
ser muy sensible ante cambios en los valores de sus parametros. Estas razones
motivaron nuevas simplificaciones, y de ello surgié la familia de modelos de
integraciéon y disparo (integrate-and-fire en inglés). Dentro de estos modelos
uno de los més sencillos es el LIF (leaky integrate-and-fire en inglés) (Gerstner
and Kistler (2002), Ibarz et al. (2011), Dayan et al. (2001)), definido por las

ecuaciones

T0(t) = —(v(t) — Er) + RI  siv(t7) <6

(2.1)
V() = Vpes si v(t™) =4,

donde v(t) representa el potencial de la membrana celular, 7 el tiempo carac-
teristico del sistema, E el potencial de reposo de la membrana, I un posible
input externo y € es el umbral de disparo. Este modelo tiene un atractor glo-
bal en v = Ep + RI, pero puede alcanzarlo o no dependiendo del valor del
umbral 6. Por ejemplo, si 6 esta por debajo de Ej + RI entonces el poten-
cial de la membrana v intentara tender asintoticamente al atractor, pero una
vez que alcance el umbral saltard a v,..; disparando una espiga (spike), para

luego repetir periddicamente este proceso. Este régimen es conocido como de
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espigas (spiking). Sin embargo, si # es mayor a v = Ep + RI, el potencial de
la membrana si tendera asintéticamente al atractor, entrando en un régimen
quiescente. Sin embargo, cabe notar que en este caso la neurona es excitable;
una perturbacion mayor a § — E, — RI hara al potencial alcanzar el umbral,
por lo tanto la neurona emitird una espiga y su potencial caerd a v,., antes de
volver al atractor.

Una mejora al modelo LIF que permite reproducir un espectro mayor de
comportamientos neuronales es el modelo quadratic integrate-and-fire (QIF)
(Gerstner and Kistler (2002), Ibarz et al. (2011), Dayan et al. (2001)). En el
modelo QIF sustituimos la dependencia lineal de ¥ con v por una del tipo

cuadratica. Las ecuaciones que describen a este modelo estdn dadas por

T0(t) = k(v(t) — v)(v(t) —ve) + 1l si v(t™) <6

(2.2)
V(1) = Upes si v(t™) =96,

donde v, < v, y k > 0. Para interpretar este modelo observemos los retratos
de fase de la figura 2.1. Cuando I = 0 el sistema tiene dos puntos de equilibrio,
uno estable y otro inestable (figura 2.1 a)), en v = v, y v = v, respectivamente.
Como el umbral es superior a v, el sistema tendera siempre al equilibrio estable
vy, ¥y por lo tanto estarda en régimen quiescente como se observa en la figura
2.1 b). Nuevamente, la neurona es excitable ya que una perturbacién mayor
a v, — v, provocarda que emita una espiga antes de volver al equilibrio. Por
otro lado, este sistema presenta una bifurcaciéon nodo-silla (Strogatz (2018))
en I = I, = k(v,—v,)?/4r. Para I > I, los puntos de equilibrio desaparecen y
el flujo es en un solo sentido (figura 2.1 ¢)), por lo que el potencial de membrana
crecerd hasta llegar a 0 y luego saltara a v,.,, generando por lo tanto un régimen
de espigas (figura 2.1 d)). Una de las principales ventajas del modelo QIF
sobre el LIF yace en la bifurcacion nodo-silla que hace posible, controlando
I, conseguir una frecuencia de oscilacién arbitrariamente baja (cuando maés
cerca estd I de Iy, menor serd la frecuencia), comportamiento observado en
algunos tipos de neuronas (Ibarz et al. (2011), Gerstner and Kistler (2002)).
Este modelo, ademas, es de utilidad como base para analizar el modelo de
Izhikevich ya que este ultimo extiende el QIF a dos dimensiones para abarcar
otras dindmicas neuronales que con una dimensién no es posible modelar de

forma sencilla.
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Figura 2.1: Dindmicas del modelo QIF. a) Retrato de fase del modelo QIF
con Vpes = —175, v, = —65, v. = =55, 0 = —40, T =66, k =1, r=25e I = 0.
Observamos un equilibrio estable (circulo lleno) en v = v, y uno inestable (circulo
vacio) en v = v.. Las flechas indican el sentido del flujo. b) Potencial de la membrana
como funcién del tiempo para los mismos parametros y condicién inicial v(0) = —50.
c¢) Retrato de fase para el modelo QIF con los mismos pardmetros que en a) pero
I = 2. Observamos que en este caso la neurona se encuentra en régimen de spiking.
d) Potencial de la membrana como funcién del tiempo para el caso ¢), con condicién

inicial v(0) = —50.
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2.2. Modelo de Izhikevich

El modelo de Izhikevich fue planteado originalmente como ODE (Izhikevich
(2003)) pero es posible transformarlo sencillamente en un mapa discretizando
el tiempo, por ejemplo con paso t = 1. Este modelo es bidimensional, con una
variable rdpida v que da cuenta del potencial de membrana y una variable
de recuperacion u que modela los cambios de conductancia post-sinapticos de
canales idnicos. Las ecuaciones que describen el modelo de Izhikevich, en su

version de mapas, son

min(0.04v? + 6v, + 140 + I — u,,,30) si v, < 30
Un+1 = (23)
C si Un Z 30,

para el potencial de membrana (o variable rapida), y

sy = a(bv, —up) +u, st v, <30 (2.4)
Uy +d si v, > 30,
para la variable de recuperacion (o variable lenta). La variable répida dada por
la ecuacion 2.3 posee un término que coincide con el potencial de membrana
del modelo QIF, pero ademas tiene un término de acoplamiento con la variable
lenta u. Esta variable lenta juega un papel crucial a la hora de generar algunas
dindmicas neuronales como el régimen de rdfagas.
En el modelo de Izhikevich (Ecs. 2.3 y 2.4) todas las dindmicas observadas
en neuronas reales se pueden obtener variando los parametros a, b, ¢, d e I.
Aqui, el parametro a > 0 separa las escalas temporales entre la variable rapida
y la lenta, b regula la influencia de la variable rapida sobre la lenta, ¢ es el valor
al que salta el potencial de membrana al emitir una espiga y d es la influencia
de cada espiga sobre la variable lenta. Para comprender como se producen
las distintas dindamicas mediante este modelo, y en particular la dindamica de
rafagas, que es la que utilizamos en este trabajo, debemos observar el espacio
de fases. A partir de la ecuacién 2.3 se desprende que la curva de puntos
estacionarios para v es u = 0.04v% + 50+ 140 + I, y de la ecuacién 2.4 tenemos
que la curva de puntos estacionarios para u es u = bv.
Consideremos la curva estacionaria para v mostrada en la figura 2.2. Los

puntos en el espacio de fases [u, v] que se encuentren en el interior de la curva
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Figura 2.2: Espacio de fases y series temporales del modelo de Izhikevich.
En a), ¢) y e) tenemos un régimen quiescente y en b), d) y f) uno de rafagas. En
ambos casos: a = 0.02, b = 0.25, ¢ = =55, d = 0. En a): I =0; en b): I = 0.8. En
celeste mostramos la curva estacionaria para la variable rdpida v y en marrén para
la variable lenta w. Las flechas celestes (marrones) muestran el sentido del flujo de
la variable rapida (lenta). En la interseccién de ambas curvas estacionarias tenemos
los puntos fijos del sistema global. En a) tenemos un punto fijo estable (S) y uno
inestable (U), lo que da lugar a un régimen quiescente. En trazo negro mostramos
una trayectoria ejemplo en la que luego de un transitorio el sistema se mantiene en su
punto de equilibrio S. En b) los dos puntos de equilibrio son inestables dando lugar
a un régimen de rafagas. En trazo negro mostramos trayectorias donde se muestra
el ciclo de emision de espigas, seguido de un periodo de silencio. Debajo mostramos
las series temporales para la variable répida ( ¢) y d)) y lenta (e) y f)) que generan
estas trayectorias.
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estacionaria parabdlica cumplen que u > 0.04v? + 5v + 140 + I, entonces
Unt1 < 0, y por lo tanto el flujo de v aqui es sentido decreciente. Por el
contrario, para puntos por fuera de la curva estacionaria parabdlica, el flujo
de v serd en sentido creciente. Esto genera que la curva estacionaria tenga dos
ramas, una estable (la inferior) y otra inestable (la superior). Veamos ahora lo
que sucede con el flujo de u. La curva que separa los sentidos del flujo de u es
la recta u = bv. Para puntos del espacio de fase con valores de u por encima
de esta recta sera u > bv y por lo tanto el flujo de u sera decreciente. Por el
contrario, para puntos del espacio de fase con valores de u por debajo de esta
recta el flujo de u serd creciente.

Las intersecciones entre las curvas estacionarias para u y v son los puntos
de equilibrio del sistema global. Dado que consideramos b > 0, el sistema
siempre tendra un equilibrio inestable correspondiente a la interseccion entre
la curva estacionaria para u y la rama inestable de la curva estacionaria para
v. El otro equilibrio puede ser estable o inestable, dependiendo de si cae sobre
la rama estable o inestable de la curva estacionaria para v. Los otros casos
notables son que el sistema global tenga un solo punto de equilibrio o ninguno.
Como en el modelo QIF, el modelo de Izhikevich obtiene mucha flexibilidad
(i.e. posibilidad de distintas dindmicas) de su bifurcacién (de Neimark-Sacker
en este caso) en la transicién de dos puntos de equilibrio inestable a uno estable
y otro inestable (Balibrea Gallego and Valverde Fajardo (1999)). Si suponemos

a y b fijos la corriente externa critica de la bifuracion sera:

(b—a)
Ins = 16.25 — 62.5b + 6.25 (b2 0 a2) (2.5)

Para comprender como el modelo de Izhikevich genera los regimenes quies-
cente y de rafagas volvamos a los espacios de fases mostrados en la figura 2.2.
En el caso a) en el que hay un punto de equilibrio estable y otro inestable,
observemos la trayectoria ejemplo iniciada en vy = —40, up = —18. El flujo
de v es creciente, por lo que la variable rapida crecera hasta el umbral de 30
y saltard a c. Ademas el flujo de u también es creciente, por lo que la trayec-
torias se irdn moviendo hacia la derecha en el diagrama de la figura 2.2 a).
Este proceso se repite hasta que en un momento la trayectoria, al resetearse a
v = ¢, cae en el interior de la curva estacionaria para v, aqui el flujo de v es
decreciente y el sistema es atraido por la rama estable de la curva estacionaria

para v (rama inferior de la pardbola mostrada en la figura 2.2) a). Una vez en
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la rama estable el flujo de u va en sentido decreciente, y entonces el sistema es
atraido por el punto de equilibrio estable del sistema. El estado estacionario
del sistema es por lo tanto quiescente. La figura 2.2 muestra la evolucién hacia
el equilibrio de la variable rédpida v en c) y la variable lenta u en e) para este
caso.

Consideremos ahora el caso b) de la figura 2.2 en el que ambos puntos de
equilibrio son inestables y la dinamica del sistema es de rafagas. El comporta-
miento de la neurona para puntos en la zona exterior de la curva estacionaria
de v es similar al caso anterior: la variable rapida v del sistema crecerd hasta
su umbral y saltard a ¢, mientras que la variable lenta u crecerd, por lo que las
trayectorias se iran desplazando hacia la derecha en la figura 2.2 b). Similar-
mente al caso anterior, cuando al resetearse a v = ¢ la trayectoria del sistema
caiga en el interior de la curva estacionaria para v serd atraida por la rama
estable de la pardbola. La diferencia con el régimen quiescente es que luego,
como el flujo de u es decreciente, el sistema se moverda por la rama estable
hasta cruzar a la rama inestable y esta pérdida de estabilidad hara que las
trayectorias del sistema se vuelvan a ir hacia v = 30, para repetir asi el ciclo.
Observamos entonces una serie de espigas consecutivas seguidos de una etapa
en la que v varia lentamente (cuando estd en la rama estable de la curva esta-
cionaria para v), y se produce asf la dindmica de réfagas. La figura 2.2 muestra
la evolucién de la variable réapida v en d) y la variable lenta u en f) para este
caso.

Otro caso notable es el régimen de espigas, en el que el sistema dispara
periédicamente. El modelo de Izhikevich consigue este régimen para el caso
de dos puntos de equilibrio inestable, ajustando la pendiente de la curva es-
tacionaria para la variable lenta u (recta marrén en la figura 2.2), de forma
de que durante un ciclo de espigas la variable lenta tenga un desplazamiento
promedio nulo y el sistema se mantenga en una trayectoria homoclinica. Para
detalles de como el modelo de Izhikevich reproduce otras dinamicas neurona-
les observadas en neuronas reales pero que no son objeto de estudio en este

trabajo, como por ejemplo dindmica caética, ver Izhikevich (2007).
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2.3. El mapa de Izhikevich ante otros modelos

neuronales

A la hora de escoger un modelo neuronal generalmente existe un compro-
miso entre el costo computacional de su simulacién, su plausibilidad biologica
(medida en el nimero de caracteristicas de neuronas reales que puede reprodu-
cir), y el significado biofisico de sus pardmetros. Si a uno le interesa estudiar la
relacién entre las variables biofisicas y los comportamientos neuronales el em-
pleo del modelo de Hodgkin-Huxley o el de Morris-Lecar es inevitable (Hodgkin
and Huxley (1952), Izhikevich (2004)), pero ésto viene con la penalizacién de
que su simulacion requiere un alto esfuerzo computacional. Por el contrario,
si uno desea simular un gran conjunto de neuronas los modelos LIF y QIF se
presentan como los que consumen menos tiempo para su simulacién. De hecho
la diferencia principal entre ellos esta en que el LIF es un modelo lineal y por
lo tanto presenta ventajas a la hora de obtener resultados analiticos, mien-
tras que el QIF es mucho mas rico desde el punto de vista de los regimenes
dinamicos obtenidos. Sin embargo, ambos fallan en reproducir algunos de los
comportamientos mas bésicos observados en neuronas reales.

El mapa de Izhikevich consigue reproducir todos los comportamientos del
potencial de la membrana celular observados en neuronas reales y, por este
motivo, se lo considera dentro de los de mayor plausibilidad biolégica. Incluso
consigue algunas propiedades observadas en determinados tipos de neuronas
que el modelo de Hodgkin-Huxley no posee (Izhikevich (2004)). Ademads, el
costo computacional de la simulacién del mapa de Izhikevich es similar a los
modelos LIF y QIF, por lo que estd en el espectro de los més eficientes. La
gran desventaja del modelo de Izhikevich ante el de Hodkin-Huxley es que en
el ultimo cada caracteristica del modelo esta relacionada directamente con los
procesos biofisicos de las neuronas, mientras que la construcciéon del modelo
de Izhikevich esta orientada a obtener las dindamicas deseadas sin importar
los procesos detras. En este sentido el modelo de Izhikevich es una eleccion

adecuada de modelo neuronal si uno desea estudiar un sistema numeroso en el
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que las neuronas puedan tener un amplio espectro de dinamicas.

La figura 2.3 muestra las distintas propiedades neuronales recuperadas por
el modelo de Izhikevich. Si bien en este trabajo trabajamos con neuronas en
régimen de réafagas, y por lo tanto muchas de estos comportamientos neuronales
no se encuentran en las neuronas sintéticas que planteamos, la posibilidad de
reproducirlos mediante mapas de Izhikevich nos otorga facilidades a la hora
de extender nuestro estudio a neuronas con diferentes caracteristicas. Como
resumen, la figura 2.4 muestra donde se ubica el mapa de Izhikevich en el
mundo de los modelos neuronales en términos de eficiencia computacional y
caracteristicas neuronales que puede reproducir. La articulaciéon de una gran
eficiencia con una plausibilidad biolégica nos lleva a escoger este modelo como

unidad dindmica.
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Figura 2.3: Distintos comportamientos observados en neuronas reales y
obtenidos mediante el modelo de Izhikevich. Muchos de estos comportamien-
tos estén referidos a como responde el potencial de la membrana (variable répida v
en el modelo de Izhikevich) ante cambios en el input externo ( pardmetro I en el
modelo de Izhikevich). En azul mostramos el potencial de membrana. Debajo, en
naranja, el comportamiento del input externo I. Los valores de los pardmetros en
los que se consigue cada una de estas dindmicas son los sugeridos por Izhikevich en

www.izhikevich.com.
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Figura 2.4: Comparacion entre diferentes modelos neuronales. Arriba: Plau-
sibilidad biolégica vs. costo computacional para diversos modelos neuronales. Ob-
servamos que el modelo de Izhikevich se encuentra dentro de los menos costosos y
espectro dindmico mas amplio. Abajo: Comparacién entre las caracteristicas de neu-
ronas reales que diversos modelos neuronales pueden reproducir. Imagen tomada de
Izhikevich (2004).
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Capitulo 3

Modelos y observables de redes

complejas

Una de las caracteristicas esenciales de los sistemas complejos, y en par-
ticular los sistemas neuronales, es que las unidades que los componen estan
conectadas formando estructuras de red subyacentes. Las caracteristicas to-
poldgicas de estas redes juegan un rol crucial en los posibles comportamientos
emergentes del sistema; pueden favorecer la emergencia de algunos fenéme-
nos colectivos y desfavorecer otros. En el caso de los sistemas neuronales la
estructura de red subyacente a considerar depende de la escala en la que se
esté estudiando el sistema. Por ejemplo el cerebro humano se estudia tanto
en escala microscépica donde los nodos son neuronas y los enlaces las sinapsis
eléctricas y quimicas, como en escala macroscopica en la que los nodos son
regiones del cerebro que contienen miles de millones de neuronas y los enla-
ces representan relaciones funcionales entre distintas regiones. Sin embargo, en
ambas escalas las estructuras de red tienen una caracteristica en comun: son
redes de mundo pequenio, es decir, tienen un alto nivel de clustering al mismo
tiempo que se puede llegar de un punto a otro de la red por caminos cortos.
En el caso del nematodo Caenorhabditis elegans, que contiene 277 neuronas,
su red presenta caracteristicas de mundo pequeno, pero también tiene un alto
nivel de heterogeneidad en el niimero de enlaces por nodo.

En este capitulo presentamos algunos conceptos generales de redes com-
plejas y definimos los observables topoldgicos que utilizamos a lo largo de este
trabajo. Ademads, analizamos las caracteristicas topoldgicas de C. elegans y

mostramos un modelo de redes aleatorias que permite construir redes con den-
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sidad de enlaces similar a C. elegans (Erdos-Rényi), y otro que recupera el
efecto small-world (Watts-Strogatz).

3.1. Redes complejas en la naturaleza

Las redes complejas son ubicuas en la naturaleza y en la sociedad. Repre-
sentan la estructura de sistemas tan variados como redes genéticas (Gardner
et al. (2003), Newman (2018)), redes de contactos sociales o interacciones entre
especies (Albert and Barabasi (2002), Newman (2018)), redes eléctricas (Rubi-
do (2014)), co-autores de articulos (Newman (2003), Newman (2018)), sistemas
magnéticos (Lee and Yang (1952)), redes climéticas ( Barreiro et al. (2011)),
redes neuronales o redes funcionales del cerebro (Newman (2003), Watts and
Strogatz (1998), Fox et al. (2005), Achard and Bullmore (2007)). Cualquier
sistema que se pueda representar en términos de componentes interactuando
entre si admite una representacion de su estructura mediante redes complejas,
por lo que el espectro de areas que abarca esta disciplina estda en continuo
crecimiento.

Si bien originalmente muchos sistemas complejos eran modelados por re-
des con cierto grado de homogeneidad como redes regulares (Lee and Yang
(1952)) o redes completamente aleatorias (Erdos and Rényi (1960)), a lo lar-
go de los anos se ha encontrado que la mayoria de los sistemas reales poseen
estructuras de red organizadas por principios que las hacen més ricas y las
alejan de estos casos extremos. Muchas redes reales poseen érdenes jerarquicos
y hubs, se estructuran en comunidades, crecen siguiendo reglas como preferen-
tial attachment, etc. (Newman (2018), Albert and Barabdsi (2002)), y esto ha
motivado la creaciéon de modelos y algoritmos para generar redes complejas
que recuperen estas propiedades.

Un caso paradigmatico es el de los sistemas neuronales, que pueden ser
muy numerosos como el del cerebro humano (~ 10" nodos) o pequefios como
el de C. elegans (277 nodos). A nivel neuronal los nodos representan la distin-
tas neuronas del sistema y los enlaces los acoplamientos eléctricos y quimicos
entre ellas. Aun en los sistemas neuronales mas pequenos existen preguntas
sin responder sobre su estructura como qué regla siguen para la formacion de
nuevos enlaces o su eliminacién, como afectan las caracteristicas topolégicas a
la funcionalidad o cémo depende esta estructura de factores externos. En este

trabajo nos enfocamos en redes con el mismo niimero de nodos que las redes
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frontales y globales de C. elegans y con propiedades topoldgicas similares. A
continuacion describimos las nociones basicas de redes complejas y definimos
los observables topoldgicos que analizamos para estudiar como influyen en los

procesos de inferencia.

3.2. Representaciéon de redes complejas y sus

propiedades

Una red compleja tiene asociado un grafo que la representa. Para describir
este grafo es necesario considerar si la red tiene enlaces direccionados (i.e. los
enlaces pueden representar una influencia unilateral en la que el nodo 7 afecta
al j pero no reciprocamente) o no, y si las redes son pesadas (distintos enlaces
pueden implicar niveles diferentes de influencia) o sin peso (no hay enlaces
més intensos que otros). En este trabajo tratamos con redes no-direccionadas
y sin peso, y por lo tanto los conceptos que presentamos a continuacion estan
definidos para este contexto. Algunos de estos conceptos son extensibles a redes

direccionadas, mientras que otros solo aplican para redes no-direccionadas.

Matriz de adyacencia

Consideremos una red con N nodos. Si adjudicamos a cada nodo un indice
1€ 1,2,..., N, podemos representar el grafo de la red mediante una matriz de
adyacencia A, tal que (A);; =1 <= i y j estdn conectados, y (4);; =0
si no lo estan. Como no admitimos auto-enlaces, la diagonal de la matriz de

adyacencia es siempre nula. Por ejemplo, el grafo de la figura 3.1,

Figura 3.1: Ejemplo de grafo conectado, no direccionado y sin peso.

tiene como matriz de adyacencia:
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(3.1)

—_ = = O
O = O =
S O = =
o O O

La matriz de adyacencia de un grafo contiene toda la informacion sobre la
estructura de red del sistema que describe, si bien extraer de ella algunas pro-
piedades de la red sigue siendo un desafio. De todas formas podemos extraer

facilmente alguna de las propiedades de red.

Para un grafo no direccionado la matriz de adyacencia es simétrica, y esto
implica que sus valores propios son reales. Si sumamos todos los elementos de la
fila 7 de A tenemos el nimero de enlaces del nodo i-ésimo, que definimos como
el grado del nodo. Por otro lado el mayor valor propio de A, conocido como
valor propio de Perron-Frobenius, esta acotado superiormente por el grado
méximo entre los nodos de la red (Chang et al. (2008)). Las potencias de la
matriz de adyacencia también brindan informacién valiosa sobre la red. Por
ejemplo el elemento (7,j) de A™ es el nimero de caminos de largo n entre el
nodo i y el nodo j (Newman (2018)).

Matriz laplaciana

Otra forma de representar el grafo asociado a una red, similar a la matriz
de adyacencia pero que facilita la extraccién de algunas otras propiedades de la
red, es la matriz laplaciana L. Consideremos una matriz diagonal D que tenga
en el elemento i-ésimo de su diagonal el grado del nodo 7. Definimos entonces

la matriz laplaciana del grafo como

L=D— A4, (3.2)

donde D es la matriz diagonal de grados y A la matriz de adyacencia. Por

ejemplo, para el grafo de la figura 3.1 la matriz laplaciana es

3 -1 -1 -1

-1 2 -1 0

L= (3.3)
-1 -1 2 0
-1 0
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Figura 3.2: Ejemplo de un proceso difusivo en una red. Inicialmente el
observable que se difunde es nulo en todos los nodos salvo en el nodo rojo. Cierto
tiempo después el nivel del observable en el nodo rojo desciende y aumenta el de sus
vecinos. El proceso continiia hasta alcanzar el equilibrio.

La matriz laplaciana, al igual que la de adyacencia, es simétrica. Ademas, la
suma de todos los elementos de una fila o columna es cero, lo que implica que
tiene un valor propio positivo nulo (asociado a un vector propio (1,1, ....,1)).
En el caso de que la red en vez de estar conectada (i.e. que sea posible llegar
cualquier nodo a otro navegando por sus enlaces) tenga varias componentes,
definidas como subgrafos conectados de la red, la multiplicidad algebraica de
el valor propio nulo de la matriz laplaciana L es el nimero de componentes de
la red (Albert and Barabasi (2002)).

Como la matriz laplaciana es semidefinida positiva, ademés de poseer un
valor propio nulo, los otros son reales y positivos (Newman (2018)). Asimismo,
el valor propio no nulo mas pequeno, llamado autovalor de Fiedler, posee una
interpretacién que permite relacionar a la estructura de red con un proceso
dindmico. Consideremos un proceso difusivo en el que cierta magnitud parte
de un nodo y se difunde a través de la red (figura 3.2 ). Si expresamos con
1 la concentracion del observable a difundir, a primer orden la ecuacion del
proceso difusivo es (Albert and Barabasi (2002), Newman (2018)):

dip

- L) = 4
o T CLY =0, (3.4)

donde C' es una constante escalar y L la matriz laplaciana. Podemos observar
de la ecuacion de difusiéon que L juega el papel del operador laplaciano en
un proceso difusivo en un medio continuo, y de hecho es la discretizacién
del operador laplaciano para una red (Anderson Jr and Morley (1985)). La
ecuacion de difusién (ecuacion 3.4) es lineal y tiene una solucién exponencial.
Por lo tanto, la tasa de difusion esta limitada por el menor valor propio no
nulo de la matriz laplaciana Ay (autovalor de Fiedler). El autovalor de Fiedler

tiene entonces una interpretacién directa: es la tasa de difusién de la red.
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Otro caso importante en el que los autovalores de la matriz laplaciana
tienen una interpretacién directa y se relacionan con posibles comportamientos
colectivos de la red es la sincronizacién de osciladores idénticos. En estos casos,
en los que se puede modelar al sistema mediante el formalismo de la master
stability function (Barahona and Pecora (2002)), la habilidad de sincronizacién
del sistema depende de que Ay /Ay, donde Ay es el mayor valor propio de la
laplaciana y \; es el autovalor de Fiedler, sea suficientemente pequeno. Es decir,
si el ancho de la distribuciéon de valores propios es mayor a cierto umbral, el
sistema no alcanza un estado de sincronizacién total (Nishikawa et al. (2003),
Barahona and Pecora (2002), Comellas and Gago (2007)).

La distribucién de los valores propios (A) de la matriz laplaciana estd di-
rectamente relacionada con la distribucion de probabilidad de que, al elegir un
nodo al azar, éste tenga un grado especifico. Esa distribucién se conoce como
distribucion de grados. Los primeros tres momentos de la distribucion de valo-
res propios P(\) estan directamente relacionados con los primeros momentos
de la distribucién de grados P(k) (Preciado et al. (2013)):

(A%) = (k) + (k?) (3.5)
(A7) = 3(k?) + (k) — 6A,

donde p es nimero de triangulos del grafo. Observamos, entonces, que la dis-
tribucion de valores propios de la laplaciana guarda una estrecha relaciéon con
la distribucién de grados de la red.

La posibilidad de interpretar los valores propios de la matriz laplaciana
como hemos mostrado en esta seccién lleva a que frecuentemente se la utilice
para representar el grafo de la red en lugar de la matriz de adyacencia. Sin
embargo, muchos observables topolégicos definidos independientemente de la
interpretacion matricial del grafo, algunos de ellos descriptos en la siguiente
seccion, se suelen enunciar en términos de propiedades de la matriz de adya-
cencia, por lo que ambas representaciones son relevantes. Al dia de hoy sigue
siendo un desafio dar una interpretacion de los vectores propios tanto de la

matriz laplaciana como de la de adyacencia.
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3.3. Algunos observables topolégicos

Mas alla de las propiedades de las matrices que representan los grafos de
redes complejas, las propiedades de éstas suelen cuantificarse mediante otros
observables topoldgicos que se definen de forma que expresen las propiedades
que se consideran mas relevantes de las estructura de red. Un ejemplo de ello
es el grado y la distribucion de grados, que ya hemos definido y da cuenta de
aspectos como la densidad de red, heterogeneidad, etc. A continuaciéon pre-
sentamos algunos de los observables topoldgicos esenciales de las redes, y que

utilizamos en este trabajo.

Densidad de enlaces

Consideremos una red de N nodos con M enlaces. El grado medio de la red
es entonces (k) = 2M/N. Definimos la densidad de enlaces p como la fracciéon
de los enlaces posibles de la red que efectivamente estan presentes. En una
red de N nodos tenemos N (N — 1)/2 enlaces posibles. Entonces, si existen M

enlaces en la red, la densidad p sera

oM
NN 1)

La informacién que brinda la densidad de enlaces es equivalente a la del grado

p= (3.6)

medio ya que podemos escribir la densidad de enlaces como p = (k)/(N — 1).
La densidad de enlaces es uno de los observables m&s basicos de una red,
y es de gran importancia. Por ejemplo una red aleatoria poco densa tiene
mayor probabilidad de estar desconectada (Erdos and Rényi (1960)) y ser poco
robusta, mientras que una red muy densa suele tener robustez pero también
ser costosa (Achard and Bullmore (2007)).

Coeficiente de clustering

Una forma de cuantificar qué tan apinada es una red es mediante el co-
eficiente de clustering, que mide la tendencia a que los vecinos de un nodo
sean vecinos entre si. Dado un nodo en una red, definimos el coeficiente local
de clustering ¢ como la densidad de enlaces del subgrafo formado por todos
sus vecinos, pero sin incluir al nodo en cuestién (Newman (2018)). Otra forma

util de verlo es que c es la fraccién de triangulos posibles entre el nodo y sus

27



vecinos que efectivamente estan formados. La figura 3.3 muestra dos ejemplos

sencillos del cdlculo del coeficiente local de clustering.

Figura 3.3: Ejemplo de coeficiente de clustering. En el grafo de la izquierda,
el coeficiente local de clustering del nodo rojo es ¢ = 0 ya que el subgrafo formado
por sus vecinos no contiene ningin enlace. En la red de la derecha el coeficiente local
de clustering del nodo rojo es ¢ = 1/3, ya que el subgrafo de sus vecinos contiene
un enlace de los tres posibles. Las lineas punteadas denotan enlaces posibles del
subgrafo formado por los vecinos del nodo rojo pero que no estan presentes.

Para una red podemos definir el coeficiente global de clustering (también
llamado directamente coeficiente de clustering) como el promedio en la red
del coeficiente local de clustering (Newman (2018)). El coeficiente global de
clustering (C') representa la tendencia a lo largo de la red a que los vecinos de
un nodo sean vecinos entre si. En una red de contactos representa la tendencia a
que sea aplicable que "los amigos de mis amigos son mis amigos”. El coeficiente
de clustering juega un papel importante en un gran niimero de procesos y tiene
influencia en la funcionalidad de muchos sistemas. Por ejemplo, es sabido que
las redes funcionales del cerebro tienen un coeficiente de clustering alto, y esto
juega un rol importante en los procesos de integracién y segregacién de la
informacién (Fox et al. (2005), Achard and Bullmore (2007), Eguiluz et al.
(2005)). Un alto coeficiente de clustering es una de las componentes claves del
fendmeno mundo pequeno que describimos en las siguientes secciones.

Es posible expresar el coeficiente global de clustering de una red en térmi-
nos de los elementos de su matriz de adyacencia (Newman (2018)). Para ello
tomemos la interpretacién de que el coeficiente global de clustering es la frac-
cién de triangulos posibles entre un nodo y sus vecinos que estan efectivamente
formados, promediada en la red. Consideremos las potencias de la matriz de
adyacencia, el elemento (A");; es el nimero de caminos distintos de largo n que
llevan del nodo i al j (Albert and Barabdsi (2002), Albert and Barabdsi (2002),
Newman (2018)). De esta forma, el elemento (A3%);; representa el nimero de
caminos de largo 3 que parten en el nodo ¢ y terminan en si mismos. Por lo

tanto la Tr(A3) es 6 veces el nimero de tridngulos en la red, ya que por cada
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tridangulo formado hay 6 caminos cerrados de largo 3. Por otro lado, el nimero
de tridangulos posibles en la red se puede expresar en términos del nimero de
caminos no-cerrados de largo 2, que viene dado por la suma de los elementos
no diagonales de A%/6, donde el factor 6 vuelve a entrar por las mismas razones

que en el caso anterior. Asi, obtenemos que

Tr(A3)

¢= Zi;ﬁj("ép)ij.

(3.7)

Distancia geodésica media

Otra caracteristica que nos interesa cuantificar es la distancia entre no-
dos de la red. Definimos la distancia geodésica entre un par de nodos como
el nimero de enlaces del camino méas corto que conecta los nodos (Newman
(2018)). El promedio de la distancia geodésica entre todos los pares de nodos
de la red se define como la distancia geodésica media [, en el caso de que la
red esté conectada, )

I = —N(N_l)zczij, (3.8)
1>]
donde d;; es la distancia geodésica entre los nodos 7 y j.

La distancia geodésica media juega un papel importante en varios pro-
cesos. Por ejemplo un camino geodésico bajo favorece los procesos difusivos.
Asimismo, en varios procesos de optimizacion se busca obtener los caminos
geodésicos medios mas cortos con el menor nimero de enlaces posible para
minimizar el costo (Newman (2003)). Asi como el coeficiente de clustering,
el camino geodésico medio juega un papel central en el fenémeno de mundo
pequeno, en el que los caminos geodésicos medios son bajos. Otro observable
asociado al camino geodésico medio es el diametro de la red D, que se define

como el méximo de los caminos geodésicos de la red (Newman (2018)),

D= ma:z:m{dij}. (39)

3.4. Modelos de redes aleatorias

De acuerdo a las propiedades topoldgicas de redes observadas en la natu-
raleza y en la sociedad se han propuesto diversos modelos y algoritmos que

generan redes aleatorias con estas propiedades. De esta forma se ha buscado
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comprender los mecanismos de formacion de las estructuras de red observa-
das, y ademas hacer predicciones sobre cémo se comportan otros observables.
El tener modelos que reproduzcan algunas de las propiedades topoldgicas de
las redes observadas abre la puerta a nuevos cédlculos analiticos y numéricos.
Ademas, estos modelos se plantean en base a algoritmos que nos permiten
construir redes con ciertas propiedades deseadas, aspecto que resulta de gran
utilidad a la hora de disenar redes sintéticas para aplicaciones especificas.

En este trabajo utilizamos dos modelos, el de Erdos-Rényi y el de Watts-
Strogatz, para construir redes aleatorias que recuperen algunas caracteristicas
topolégicas de las redes de C. elegans. De esta forma podemos estudiar cudl
es la influencia de los distintos observables topoldgicos en la dinamica colec-
tiva de las redes neuronales y en los procesos de inferencia. A continuacion

presentamos ambos modelos y sus propiedades topolégicas mas importantes.

Modelo de Erdos-Rényi

El modelo de Erdés-Rényi (ER) es el més antiguo y méas estudiado dentro
del mundo de los algoritmos para redes aleatorias (Erdos and Rényi (1960)).
Si bien es el més simple, aun existe un gran nimero de estructuras reales
que se modelan mediante redes de Erdés-Rényi (Newman (2018),Albert and
Barabasi (2002)). Por ejemplo si se tiene poca informacién sobre una red, como
el numero de nodos y la densidad de enlaces, la primera aproximacién para
modelarla es mediante una red de Erdos-Rényi. Su simpleza trae consigo la
ventaja de que es posible hacer cdlculos analiticos sobre ella méas que sobre
cualquier otro modelo de red aleatoria, y esto en parte motiva que se siga
utilizando como primera aproximacion toda vez que sea posible.

Consideremos un conjunto de N nodos, tenemos entonces N(N — 1)/2
enlaces posibles. El modelo de Erdos-Rényi consiste en que todos los enlaces
posibles tengan una probabilidad de presencia p uniforme (Erdos and Rényi
(1960)). Este procedimiento da como resultado una red aleatoria de Poisson,
llamada de esa forma debido a que la distribuciéon de grados, cuando N —
00, es una distribucion de Poisson. Como cada nodo tiene una probabilidad
de presencia p (y probabilidad de ausencia 1 — p), la probabilidad de que
existan M enlaces en una realizacién del modelo de Erdos-Rényi es binomial.
La distribucién de grados correspondiente también sera binomial ya que dado

un nodo cualquiera existen N — 1 enlaces posibles, todos con probabilidad p
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de presencia (y 1 — p de ausencia). Tenemos entonces que la distribucién de

grados esta dada por

(N —1)!

p(k) = N 1=k

k N-1-k
De la ecuacion 3.10 se desprende que el grado medio y la varianza estan dadas
por

= (N —-1)p

= (k?) — (k)* = Np(1 - p)

En el limite N — oo, manteniendo constante (N — 1)p, la distribucién de

<]Z> (3.11)

grados tiende a una distribucion de Poisson

p(k) = wewl)l)_ (3.12)

Para una red de Erdos-Rényi el cédlculo del coeficiente de clustering es
directo en el limite termodinamico. Cuando N — oo, como todos los enlaces
tienen la misma probabilidad p de presencia, entonces para la densidad de
enlaces p se cumple p — p. Teniendo en cuenta que el coeficiente local de
clustering de un nodo es la densidad de enlaces del subgrafo formado por
sus vecinos, y el coeficiente global es dicha cantidad promedidada en la red,

entonces tenemos que

C =p. (3.13)

Tenemos entonces que el coeficiente de clustering de las redes ER es equivalente
a su densidad. En muchos sistemas reales modelables por topologias de Erdos-
Rényi las redes son poco densas, por lo que el coeficiente de clustering también
suele ser bajo.

Por otro lado el calculo analitico de la distancia geodésica media de las
redes de Erdos-Rényi es una tarea muy costosa. Sin embargo, en Fronczak
et al. (2004) los autores prueban que el camino geodésico medio de redes ER
es

o losM =y 1 (3.14)
log((k)) 2

donde v = 0.5772 es la constante de Euler. Cabe aclarar que la solucién de
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Fronczak et al. es general, no sélo para el limite termodinamico. Cuando N —
oo tenemos que | — log(N)/log((k)). La distancia geodésica media de las
redes ER suele ser muy pequena comparada con otros tipos de redes como
las regulares, y al crecer el tamano de la red escala como log(N), que es un
crecimiento relativamente lento.

Otra caracteristica importante de las redes Erdos-Renyi es que pasan por
una transicion de fase de su conectividad (Erdos and Rényi (1960), Newman
(2003), Albert and Barabasi (2002)). Cuando una red estd desconectada de-
cimos que esta formada por componentes, definidas como los subgrafos co-
nectados m&s numerosos que no sean conexos entre si. A la componente que
contiene el mayor nimero de nodos le llamamos componente gigante. Si el gra-
fo esta conectado la componente gigante es la red entera. La transicion en la
conectividad de las redes de Erdos-Rényi se da al cambiar la probabilidad de
presencia p de los enlaces. Para valores de p pequenos la probabilidad de que
en una realizacién de una red ER la red esté conectada es muy pequena. A
partir de cierto valor umbral de p la probabilidad de que la red esté conectada
crece abruptamente y tiende a 1. Otra forma de observar esta transicion es
utilizando el tamano de la componente gigante, que para valores pequenos de
p abarca pocos nodos, y a partir de cierto umbral transiciona a abarcar casi
todos los nodos de la red.

Para mostrar la transicion en la conectividad construimos ensembles de
realizaciones de redes de Erdos-Rényi para distintos valores de p. La figura
3.4 muestra el tamano promedio de la componente gigante como funciéon de
la probabilidad de presencia p, y observamos la transiciéon del tamano de la
componente gigante de valores muy pequenos a abarcar toda la red. Erdos y
Rényi muestran en Erdos and Rényi (1960) que, para el limite termodindmico,
esta transicion se da en p. = 1/N. Este valor umbral se entiende en tanto
p = 1/N arroja un grado medio (k) = 1 para la red y, por lo tanto, en
promedio los nodos tienen un enlace. Al construir una red de Erdos-Rényi,
para asegurarnos que esté conectada, debemos escoger valores de umbral que
sean mucho mayores a p.. Cuando tratamos con redes mas pequenas, como en
este trabajo en el que tratamos con redes de N = 131 nodos (nimero de nodos
de la red neuronal frontal de C. Elegans) y N = 277 nodos (ntimero de nodos
de la red neuronal global de C. Elegans), el umbral de transiciéon puede diferir
un poco del valor en el limite termodindmico como vemos en la figura 3.4.

Sin embargo, el umbral real de transicion permanece en el orden de magnitud

32



=
=
>

/1

1 T 1 T
1 1
1 1
1 1
£o8r | g 08 1
3 : z :
.80 ! .80 !
o6t ' oel
8 1 8 1
g : g :
504t . 5 o04rf
N ! 2, 1
= 1 = !
5 &) 1

O 021 O 02
1

O L L L L 0 1 L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
p p

Figura 3.4: Tamano de la componente gigante (normalizada) como funcién
de la probabilidad de presencia de enlaces p para redes de Erdoés-Rényi
con N = 131 nodos (izquierda) y N = 277 nodos (derecha). Cada punto
resulta de un promediado en 100 realizaciones de la red con ese valor de p. En linea
punteada mostramos el umbral de transiciéon en la conectividad, que para el limite
termodinamico se daen p = % El tamano de la componente gigante fue determinado
utilizando un algoritmo breadth-first search (Beamer et al. (2013)).

del su caso limite, y por lo tanto escogiendo valores de p al menos un orden
de magnitud mayores al umbral de transicién en el limite termodindmico nos
aseguramos que la probabilidad de que la red esté desconectada sera muy baja.

El modelo de Erdos-Rényi nos permite disenar redes con una densidad de
enlaces deseada, pero mas alla de eso no otorga libertad para fijar ningin otro
observable topolégico. En este trabajo utilizamos esta caracteristica como for-
taleza, ya que nos permite explorar el efecto que tiene la densidad de enlaces
por si sola en los sistemas neuronales. En el limite termodinamico las redes
de Erdos-Rényi se consideran dentro de las redes aleatorias homogéneas, da-
do que al tener todos los enlaces la misma probabilidad de presencia la red
suele ser aproximadamente invariante ante traslaciones (i.e. tiene la misma
apariencia vista desde cualquier nodo). El nivel de clustering de la red depen-
de directamente de la densidad de enlaces. En este trabajo disenamos redes
de Erdos-Rényi con la misma densidad de enlaces que las redes neuronales de
C. elegans, cuyo valor relativamente pequeno. Por lo tanto, nuestras redes ER
tienen un coeficiente de clustering bajo. Por otro lado, la distancia geodésica
media de una red ER suele ser baja en tanto la red esté conectada, sin importar
la densidad de enlaces. Esta caracteristica topoldgica de las redes ER también
la presenta la estructura de red neuronal de C. elegans, que tiene un camino

geodésico medio bajo.

33



Modelo de Watts-Strogatz

Muchas redes de la naturaleza y de la sociedad tienen caracteristicas que
se apartan de la aleatoridad total de las redes de Erdos-Rényi, pero también
de la regularidad de otras redes como un anillo con K (par) vecinos (a la que
llamamos nearest-neighbors, o NN). Como vimos en la seccién anterior, las
redes de Erdos-Rényi se caracterizan por tener un coeficiente de clustering tan
bajo como su densidad de enlaces y distancias geodésicas medias bajas. En el
otro extremo una red regular, como por ejemplo una configuraciéon de vecinos
cercanos (NN) en forma de anillo con K vecinos, tiene una distancia geodésica
media mucho més alto que el de las redes ER, pero también puede tener
un coeficiente de clustering alto si K es lo suficientemente alto. Sin embargo
muchos sistemas, como los sistemas neuronales, tienen una estructura de red
optimizada para conseguir un coeficiente de clustering alto pero una distancia
geodésica media baja (Newman (2018), Watts and Strogatz (1998), Albert and
Barabasi (2002)). Este fenémeno, que esté relacionado con la eficiencia de la
red ante ciertos procesos y se encuentra a medio camino entre una estructura
de red regular y una completamente aleatoria, se conoce como mundo pequeno.

Consideremos un anillo con K (par) vecinos, K/2 hacia cada lado. El co-
eficiente de clustering para esta topologia esta dado por (Newman (2003))

o 3K-2
4K —1

por lo que para K suficientemente grande el coeficiente de clustering se asemeja

(3.15)

a C' = 3/4, que es un valor considerablemente alto en relacién a redes ER.
Ademas para esta configuracion Barrat et al. calcula la distancia geodésica

media en Barrat and Weigt (2000), obteniendo que

N(N + K +2)

l= 2K(N —1)

(3.16)

Por lo tanto la distancia geodésica media escala como N, y es entonces en
general alta.

El modelo de Watts-Strogatz (WS) genera redes con efecto mundo pequeno
partiendo de N nodos en una configuraciéon NN con K vecinos (grado medio
(k) = K), y reconectando todos sus enlaces con probabilidad uniforme 5. En
la configuracién inicial tenemos N K /2 enlaces presentes. Si un enlace (7, j) es

seleccionado para reconectar éste desaparece, pero otro nuevo, digamos, (i, k)

34



aparecerd. Este nuevo enlace es elegido de la lista de enlaces que involucran al
nodo ¢ pero no estaban presentes en la red, de forma equiprobable.

Para que el modelo de Watts-Strogatz construya redes con el efecto mundo
pequeno debemos encontrar, para cada tamano de red N y nimero de vecinos
K, el valor 6ptimo de probabilidad de reconexion [ para que esto suceda.
Si f = 0 tenemos una topologia NN, mientras que si § = 1 tenemos una
red completamente aleatoria (Erdds-Rényi). El efecto mundo pequeno se da
cuando la distancia geodésica media es similar a la de una red ER, mientras
que el coeficiente de clustering es similar al de una configuracién NN. Watts y
Strogatz, en Watts and Strogatz (1998), muestran que mediante este algoritmo
el efecto pequeno mundo se puede conseguir. En este trabajo, ademas, nos
interesa construir topologias de Watts-Strogatz con un coeficiente de clustering
y distancia geodésica media que se asemejen a las de la estructura de red del

sistema neuronal frontal y global de C. elegans, que exhiben el efecto mundo

pequeno.
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Figura 3.5: Distancia geodésica media y coeficiente de clustering, norma-
lizados, como funcién de la probabilidad de reconexion § para redes de
Watts-Strogatz. A la izquierda redes de N = 131 nodos con K = 10, y a la derecha
redes de 277 nodos con K = 14. En ambos casos cada punto es un promedio en 100
realizaciones. Observamos en ambos casos el efecto mundo pequeno entre 8 = 1072
y 8 = 107!, Calculamos las distancias geodésicas medias mediante el algoritmo de
Seidel, propuesto en Lenhart et al. (1988).

Exploramos el desempeno del algoritmo de Watts-Strogatz para redes de
N =131y N = 277, que son los dos tamanos de red utilizados en este trabajo.
En la figura 3.5 mostramos el coeficiente de clustering y la distancia geodésica
media para redes de Watts-Strogatz con N = 131 nodos y K = 10, y para redes
WS de N =277y K = 14. Escogimos los valores de K = 10 y K = 14 para

obtener redes con la misma densidad de enlaces de las redes frontal y global
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respectivamente del sistema neuronal de C. elegans. En ambos casos podemos
observar que existe un rango de valores de 3 en la que la distancia geodésica
media es relativamente pequena, mientras que el coeficiente de clustering se
mantiene en valores altos. En esta region es donde el efecto mundo pequeno
toma lugar. Esto confirma que el modelo de Watts-Strogatz consigue reproducir
el efecto mundo pequeno en las condiciones topoldgicas en las que trabajamos.

Al dia de hoy no tenemos expresiones analiticas para el coeficiente de cluste-
ring y la distancia geodésica media del modelo de Watts-Strogatz. Sin embargo,
la figura 3.5 nos muestra que los valores de estos observables para redes WS
se encuentran entre los valores para redes de Erdos-Rényi (Ecs. 3.13 y 3.14) y
para redes regulares (Ecs. 3.15 y 3.16). Por lo tanto, si bien no tenemos valo-
res exactos, podemos dar cotas para el coeficiente de clustering y la distancia

geodésica media de una red Watts-Strogatz

W << 32

N (k-1 (3.17)
log(N)—y | 1 N(N+(k)+2) ' )
g T2 <1< Sme-n

donde N es el nimero de nodos de la red, (k) el grado medio y ~ la constante
de Euler.

El modelo de Watts-Strogatz nos permite buscar redes que, ademas de tener
un grado medio similar al de las redes neuronales de C. elegans, también mues-
tren propiedades de mundo pequeno similares. Mediante las redes de Watts-
Strogatz podemos entonces estudiar, comparando con redes de Erdos-Rényi,
el efecto que tienen las propiedades de mundo pequeno en el comportamiento
colectivo de redes neuronales y en la capacidad de inferir la estructura de red

mediante la observacién del comportamiento de las neuronas.

Un nuevo observable topolégico: nivel de mundo pequeno

Una de las preguntas principales que abordamos en este trabajo es como las
propiedades de mundo pequeno afectan a los procesos de inferencia en sistemas
neuronales. Para ello nos interesa cuantificar qué tan mundo pequeno es una
red compleja. Un observable topoldgico que permite dicha cuantificacion es el
cociente entre el coeficiente de clustering y la distancia geodésica media de una

red. Méas precisamente, se define
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o — C/Crand
B l/lrand 7

donde Crong vV lrana representan el coeficiente de clustering y la distancia

(3.18)

geodésica media de una red de Erdos-Rényi con el mismo ntimero de nodos y
densidad de enlaces que la red que estamos estudiando (Humphries and Gurney
(2008), Telesford et al. (2011)). En otras palabras, o es el cociente C/I relativo
al de una red de Erdos-Rényi estadisticamente semejante, que tomamos como
referencia de estructura sin propiedades de mundo pequeno.

Analicemos los valores que puede adoptar o en algunos casos particulares.
Para una red de Erdos-Rényi tenemos, evidentemente, ¢ = 1, aunque cabe
aclarar que es posible obtener valores o < 1. Si observamos la figura 3.5, que
ilustra el efecto mundo pequeno, observamos que tenemos en el otro extremo
una red regular que consiste en un anillo en el que cada nodo tiene K vecinos.
En este caso la red tampoco tiene propiedades de mundo pequeno ya que las
distancias geodésicas medias son altas. Calculemos el valor de o en este caso
para el limite termodinamico.

Las Ecs. 3.15 y 3.16 muestran el coeficiente de clustering y distancia
geodésica media para una configuracién de anillo, mientras que las Ecs. 3.13
y 3.14 muestran sus valores correspondientes para redes de Erdos-Rényi. Para
tomar el limite termodinamico hacemos N — oo pero mantniendo la densidad
de enlaces p constante para poder comparar nuestros resultados con el caso de
N finito. Es facil ver que p = (k)/(N — 1) y, por lo tanto, para mantener p
constante al tomar el limite termodinamico (k) debe escalar como (k) ~ N. En
consecuencia, si tomamos el limite termodinamico en la ecuacion 3.14 tenemos

que lygng = 1. Por otro lado Cgng = p (ecuacién 3.13). Tenemos entonces:

C/Cmnd - QK(K - 2) (N B 1)

anillo =— = . 3.19
Canillo = w4 pK—1 N(N+ K +2) (319)
Tomando ahora el limite termodinamico para o, tenemos que
3
Uanillo(oo> = 5 (320)

Veremos luego que para redes que muestran efecto mundo pequeno los valores

de o son tipicamente mayores a 2.
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Capitulo 4

Métodos de inferencia de la

conectividad

En este trabajo abordamos el problema de estudiar las caracteristicas to-
poldgicas que afectan a los procesos de inferencia de redes neuronales con ca-
racteristicas similares al conectoma de C. elegans. En particular estudiamos el
efecto de las propiedades de mundo pequeno y la distribucién de grado sobre los
procesos de inferencia basados en analisis bi-variado. Para ello realizamos un
andlisis de las propiedades topoldgicas de las redes neuronales de C. elegans y
construimos redes con niveles similares de aleatoreidad (Erdds-Rényi), y redes
con propiedades de mundo pequeno similares (Watts-Strogatz). Construimos
nuestros sistemas neuronales implementando mapas de Izhikevich acoplados
por pulsos y en dinamica de rafagas sobre los ensembles de redes construidos y
estudiamos sus dinamicas colectivas. Realizamos la inferencia de la topologia
cuantificando la semejanza entre la dindamica de distintos nodos y realizando
un proceso de binarizacion. Cuantificamos la calidad del proceso de inferencia
y analizamos las diferencias de este proceso en distintos sistemas neuronales a
la luz de las diferencias en sus propiedades topoldgicas y dinamica colectiva.

Detallamos en este capitulo los métodos utilizados en este proceso de infe-
rencia y posterior analisis. En la primera seccién presentamos las propiedades
topolodgicas de la red neuronal de C. elegans y los métodos utilizados para la
construccién de redes similares. En la segunda seccion describimos las condi-
ciones dinamicas y numéricas de la simulacion de los mapas de Izhikevich y
discutimos el modelo de acoplamiento utilizado en este trabajo. Para estudiar

la dindamica colectiva de nuestros sistemas neuronales definimos un parame-
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tro de orden discutido en esta seccion. Finalmente, describimos el método de

inferencia utilizado y discutimos formas de cuantificar su calidad.

4.1. Generacién de topologias

Dado que estudiamos el efecto que las propiedades mundo pequeno y la
heterogeneidad de grado tienen sobre la inferencia, los observables topoldogicos
que son de interés son la distribucién de grados, el camino geodésico medio y el
coeficiente global de clustering. Para extraer estos observables de la matriz de
adyacencia de la red neuronal de C. elegans y compararlos con los correspon-
dientes valores en topologias construidas mediante modelos de redes aleatorias
necesitamos introducir algunas hipétesis. Una vez obtenidos los observables
topoldgicos de interés para C. elegans, es preciso disenar estrategias para cons-
truir redes de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz que tengan propiedades similares

a la estructura neuronal del nematodo.

4.1.1. Analisis de las redes de C. elegans

Consideramos la matriz de adyacencia de las redes neuronales frontal y
global de C. elegans brindadas por Kétter (2004), Kaiser and Hilgetag (2006)
y Varier and Kaiser (2011). La red neuronal frontal de C. elegans contiene 131
neuronas y la global 277, segiin lo reportado por los autores. De todas formas
advertimos al lector de que existen otras versiones del conectoma de C. elegans.
Algunos autores reportan una red neuronal frontal de 130 neuronas, y para la
red global existen versiones de 278 y 280 neuronas. La diferencia principal
entre ellas yace en el criterio escogido para despreciar neuronas débilmente
conectadas. Sin embargo, las propiedades topoldgicas generales no varian por
estas pequenas diferencias. Escogemos la version citada anteriormente debido
a que los autores han publicado la base de datos para acceso ptublico, lo que
facilita la reproducibilidad de nuestros resultados.

Las redes neuronales global y frontal de C. elegans son, de hecho, direc-
cionadas, esto es, algunos enlaces representan interacciones direccionadas (i.e.
una neurona afecta a la otra pero no reciprocamente). Si bien podriamos tra-
bajar con redes direccionadas para el caso de C. elegans, nuestras preguntas
guia ain no tienen respuesta para el caso de redes no-direccionadas, y ademas

algunos de los observables topolégicos que son de interés en este trabajo estan

40



bien definidos solo en este contexto. Por otro lado, si quisiéramos trabajar con
redes direccionadas, al construir redes aleatorias que posean propiedades simi-
lares a la estructura neuronal de C. elegans deberiamos incluir asimismo un
factor de direccionalidad aleatoria. Esta tarea requeriria de un estudio delicado
de cuéles son las propiedades de la direccionalidad nos interesaria conservar, lo
que se alejaria del objetivo de este trabajo. Por esta razén tomamos la hipote-
sis de que las redes son no direccionadas. Es decir, asumimos que todos los
enlaces de la matriz de adyacencia de las redes neuronales frontal y global de
C. elegans son no-direccionados.

Por otro lado, tanto en la red neuronal frontal como global de C. elegans
los enlaces tienen peso. Es decir, algunos implican una interacciéon mas intensa
que otros. Esto da cuenta de algunas variables como el tipo de enlace (eléctrico
0 quimico), o la distribucién espacial de las neuronas. A la hora de considerar
esta propiedad nos enfrentamos a un problema similar al de la direccionali-
dad de las redes. Si bien podriamos considerar los pesos para trabajar con
la estructura neuronal de C. elegans, esto llevaria a que, a la hora de gene-
rar redes aleatorias con propiedades similares, deberiamos introducir variables
nuevas que den cuenta de la distribucién de pesos. Esta tarea resulta bastan-
te engorrosa y se aleja de nuestros intereses, por lo que hacemos la hipotesis
de que todos los enlaces son no-pesados. Tanto esta hipdtesis como la de no-
direccionalidad de los enlaces son muy frecuentes en los estudios de la topologia
de C. elegans (Ren et al. (2010), Crofts and Higham (2011)). En la figura 4.1
podemos visualizar las matrices de adyacencia de las redes neuronales frontal
y global de C. elegans bajo las hipdtesis anteriormente mencionadas.

La Tabla 4.1 muestra los observables principales de las redes neuronales
frontal (N = 131) y global (N = 277) de C. elegans una vez hechas las hipdte-
sis de no-direccionalidad y enlaces sin peso. La distancia geodésica media fue
calculada utilizando el algoritmo Breadth First Search (Beamer et al. (2013)),
mientras que el coeficiente global de clustering fue obtenido directamente de la
matriz de adyacencia mediante la ecuacion 3.7. Podemos observar que la red
neuronal global es mas densa que la frontal y tiene un coeficiente de clustering
mayor, si bien la distancia geodésica media es marginalmente mayor. Esto im-
plica que la red neuronal global de C. elegans bajo nuestras hipdtesis presenta
un mayor nivel de mundo pequenio que la frontal. En particular los niveles de

mundo pequenio o, definidos por la ecuacién 3.18, son para C. elegans:
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Figura 4.1: Matrices de adyacencia de C. elegans con la hipdtesis de
peso uniforme y no-direccionalidad. En (a) la matriz de adyacencia de la red
neuronal frontal de N = 131 nodos. En (b) la matriz de adyacencia de la red neuronal
global. La simetria de la representacion revela el cardcter no-direccional de las redes
representadas.

O trontal = 2.80
frontal (4.1)

Ogiobar = D.08.

De hecho, la red neuronal global de C. elegans es citada ampliamente como un
ejemplo de red con efecto mundo pequeno, incluyendo el articulo original en el
que Watts y Strogatz presentan su modelo (Watts and Strogatz (1998), Albert
and Barabdsi (2002), Newman (2003)). Veremos, sin embargo, que existen
diferencias importantes entre la estructura neuronal de C. elegans y una red
de Watts-Strogatz con el mismo nivel de mundo pequeno, y este aspecto es
clave para comprender parte de los resultados de este trabajo.

Otro aspecto que nos interesa estudiar de las estructuras neuronales de C.
elegans es la heterogeneidad en el grado. Podemos ver esto cualitativamente
mediante las distribuciones de grado de las redes neuronales frontal y global
de C. elegans, como mostramos en la figura 4.2. En principio observamos que
ambas distribuciones de grado poseen colas largas, siendo la de la red neuronal
global un poco mds larga, ya que existen nodos con cerca del 30 % de los enlaces
posibles, mientras que en la frontal los nodos con mayor grado tienen cerca del

20 %. Por otro lado, la heterogeneidad del grado parece ser mayor en la red
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Tabla 4.1: Observables topoldgicos principales para las redes neuronales frontal
(N = 131) y global (N = 277) de C. elegans, y para los ensembles de redes de
Erdos-Rényi y Watts-Strogatz.

N =131 (k) T (k) l o C oc

C. elegans 10.4885 - 2.5234 - 0.2452 -
Erdos-Rényi | 10.4147 | 0.3489 | 2.3231 | 0.0262 | 0.0816 | 0.0065
Watts-Strogatz | 10.0000 | 0.0000 | 2.4836 | 0.0141 | 0.2386 | 0.0148

N =277 (k) o l oy C oc

C. elegans 13.8484 — 2.6389 — 0.2779 —

Erdos-Rényi | 13.8282 | 0.3376 | 2.4281 | 0.0172 | 0.0499 | 0.0024
Watts-Strogatz | 14.0000 | 0.0000 | 2.5958 | 0.0100 | 0.2830 | 0.0101

neuronal frontal ya que, como podemos observar en la figura 4.2, en la red
neuronal global existe un mayor porcentaje de nodos con un grado cercano a

su moda.

4.1.2. Generacion de redes de Erdos-Rényi

Utilizamos el modelo de Erdds-Rényi para construir redes que tengan la
misma densidad de enlaces que las redes neuronales frontal y global de C.
elegans. Para ello debemos encontrar un valor 6ptimo de la probabilidad de
presencia de los enlaces que, segun los calculos para el modelo de Erdos-Rényi
(Ecs. 3.11), nos de un grado medio similar al de las redes de C. elegans. Esto
se consigue sencillamente tomando los grados medios obtenidos para las redes
neuronales de C. elegans (Tabla 4.1) e imponiéndolos en la ecuacién 3.11.

Tenemos entonces que

P=7—7 (4.2)

donde (k) = 10.4885 0 13.8484 y N = 131 o 277 dependiendo de si queremos
la densidad de enlaces similar a la red neuronal frontal o global de C. elegans
respectivamente. Esto nos arroja p = 0.0801 para N = 131 nodos, y p = 0.0500
para N = 277 nodos. Para estos casos la transicién de percolacién (ver figura
3.4) se da en el entorno de p = 0.0076 y p = 0.0036 para N = 131 y N = 277
nodos respectivamente. Nuestros valores de p, por lo tanto, estdn un orden
de magnitud por encima de los valores criticos. De todas formas, al construir

redes Erdos-Rényi, nuestros algoritmos chequean que se hayan generado redes
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Figura 4.2: Distribucién de grados para las estructuras neuronales de
C. elegans. En (a) distribucién de grados de la red neuronal frontal de N = 131
nodos, y en (b) de la red global de N = 277 nodos. Podemos apreciar que ambas
distribuciones de grado poseen colas largas (i.e. nodos con un nimero de enlaces
alto).

conectadas. Por otro lado, estos valores de p nos indican que los coeficientes
de clustering seran bajos (ver ecuacién 3.13).

Utilizando los valores éptimos de p construimos dos ensembles, cada uno
de 20 matrices de adyacencia, con N = 131 y N = 277 nodos respectivamente.
La Tabla 4.1 muestra los valores de los observables que nos interesa estudiar
para los ensembles de redes Erdos-Rényi construidos. En la tabla mostramos
los valores de grado medio, coeficiente de clustering y distancia geodésica me-
dia promediados en los ensembles, asi como sus desviaciones estandar en los
mismos. Podemos observar que en ambos ensembles los grados medios (y equi-
valentemente las densidades de enlaces) coinciden los de las redes neuronales
frontal y global de C. elegans, teniendo en cuenta la variabilidad del grado
medio de los ensembles. Podemos reducir considerablemente esta variabilidad
iterando el proceso de construccion de matrices de adyacencia hasta que to-
das posean un grado (casi) arbitrariamente cercano al de sus correspondientes
topologias de C. elegans. Sin embargo, escogemos mantener la variabilidad
del grado medio (y por ende en la densidad de enlaces) en el ensemble para
también estudiar la robustez de nuestros resultados.

Volvamos a la Tabla 4.1, alli podemos observar que la distancia geodési-
ca media es un poco mas baja en nuestros ensembles de Erdos-Rényi que en

C. elegans, un 8% en ambos casos. Estos valores coinciden con la expresion
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Figura 4.3: Distribucién de grados para los ensembles de redes Erdos-
Rényi. En (a) ensemble de N = 131 nodos y en (b) de N = 277. Cada punto
estd promediado a lo largo del ensemble. Superponemos en negro las correspondientes
distribuciones de grado de las redes neuronales de C. elegans.

analitica del camino geodésico medio para el modelo de Erdos-Rényi, ecuacién
3.14. Ademss, los coeficientes de clustering de los ensembles de Erdos-Rényi
son considerablemente mas bajos que en las redes neuronales de C. elegans, co-
mo esperabamos en vista de su expresion en el limite termodindmico (ecuacién
3.13). Esto se debe a que las redes de Erdos-Rényi, a diferencia de la estructura
neuronal de C. elegans, no muestra propiedades de mundo pequeno (por defini-
cién o = 1). Por lo tanto, los ensembles de Erdds-Rényi conservan la densidad
de enlaces de las redes de C. elegans, pero difieren en otros observables.

La figura 4.3 muestra, en azul, las distribuciones de grados promediada a
lo largo de los ensembles de redes de Erdos-Rényi. Si las comparamos con las
distribuciones de grado de las redes neuronales de C. elegans (puntos negros en
la Fig 4.3, podemos observar que las redes de C. elegans poseen colas mas largas
que las ER. Este comportamiento es esperable teniendo en cuenta el resultado

asintético de la distribucién de grados de redes de Erdoés-Rényi (ecuacién 3.12).

4.1.3. Generacion de redes de Watts-Strogatz

El modelo de Watts-Strogatz nos permite construir redes con propiedades
de mundo pequeno, que buscamos que sean similares a las de las redes de C.
elegans. En particular buscamos que tanto los coeficientes de clustering co-

mo las distancias geodésicas medias sean similares. Ademds, buscamos que las
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densidades de enlaces no difieran mucho de los valores de C. elegans y los en-
sembles de redes Erdos-Rényi. Como en el modelo de Watts-Strogatz partimos
de un anillo regular en el que todos los nodos poseen K vecinos, entonces el
grado medio de todas estas redes sera K. Por lo tanto, para acercarnos a los
grados medios mostrados en la Tabla 4.1, escogemos K = 10 y K = 14 para los
ensembles de N = 131 y N = 277 nodos respectivamente. El otro parametro
a ajustar en el modelo de Watts-Strogatz es la probabilidad de reconexién f3.

Para encontrar el valor éptimo de la probabilidad de reconexién [ para que
nuestro algoritmo genere topologias con propiedades de mundo pequeno simi-
lares a las redes frontal y global de C. elegans, seguimos la siguiente estrategia.
Fijamos los valores de K como mencionamos anteriormente. Luego realizamos
un barrido en el parametro 5. Para cada probabilidad de reconexién [ gene-
ramos 20 matrices de adyacencia mediante el modelo de Watts-Strogatz con
estos parametros, calculamos las distancias geodésicas medias y los coeficien-
tes de clustering, y promediamos estos valores a lo largo de las 20 matrices
de adyacencia. Podemos, entonces, asignar a cada probabilidad de reconexién
£ un punto en el espacio [C,I]. De esta forma, escogemos el valor de 8 que
minimice la distancia euclidea en el espacio [C,[] al punto correspondiente a
los valores de C' y [ para las redes neuronales de C. elegans. Mediante esta
metodologia obtenemos 3 = 0.33 para las redes de N = 131 nodos y f = 0.28
para las de N = 277.

Construimos un ensemble de redes Watts-Strogatz de N = 131 nodos y otro
de N = 277 nodos, con los parametros del modelo obtenidos anteriormente.
Todas las redes en un ensemble tienen el mismo grado medio ((k) = 10(14)
para redes de N = 131(277)). La Tabla 4.1 muestra el coeficiente de clustering
promediado en el ensemble y su desviacién estandar. Podemos ver que tanto
para N = 131 como para N = 277 los coeficientes de clustering coinciden con
los de las redes de C. elegans teniendo en cuenta la variabilidad. Lo mismo
sucede con las distancias geodésicas medias. Los niveles de mundo pequeno

para nuestras redes de Watts-Strogatz son, por lo tanto:

0131 = 2.78
o7 = 526,

(4.3)

similares a los correspondientes valores para las estructuras de C. elegans (ecua-

ci6n 4.1). Las otras propiedades topologicas de interés son aquellas relacionadas

46



(a) (b)

0.15 |

0.1}

P,

0.05

Figura 4.4: Distribucién de grados para los ensembles de redes Watts-
Strogatz. En (a) ensembles de redes de de N = 131 nodos y en (b) de N = 277.
Cada punto estd promediado a lo largo del ensemble. Superponemos en negro las
correspondientes distribuciones de grado de las redes neuronales de C. elegans y en
azul las de los ensembles de topologias de Erdos-Rényi.

con la distribucion de grados.

En la figura 4.4 podemos observar, en marrén, las distribuciones de gra-
dos promediadas a lo largo de nuestros ensembles de redes de Watts-Strogatz
de N = 131 y N = 277 nodos. Si comparamos estas distribuciones de gra-
dos con las correspondientes en las redes neuronales de C. elegans podemos
observar dos diferencias fundamentales. Una es la ausencia en las redes de
Watts-Strogatz de la cola larga observada en las topologias de C. elegans, y
la otra es que en las redes de WS el peso de la media es mayor (i.e., hay un
porcentaje mayor de nodos que tienen el mismo grado que la media). Esto
ubica a las redes de Watts-Strogatz mas cerca de la regularidad en relacién a
las de C. elegans. Por otro lado, si comparamos las distribucion de grados de
las redes de Watts-Strogatz con las de las redes Erdos-Rényi observamos que
el segundo momento de la distribuciéon de grados de las Erdos-Rényi es mayor
que el de las Watts-Strogatz. Esto le da a las redes de Erdos-Rényi una ma-
yor heterogeneidad en el grado respecto a las Watts-Strogatz. Podemos decir
entonces que nuestras redes Watts-Strogatz estan mas cerca de la regularidad
que las Erdos-Rényi, lo que es esperable si tenemos en cuenta el proceso de

construccién de las redes de Watts-Strogatz.
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4.1.4. Controlando las propiedades de mundo pequeno

Las redes de Erdos-Rényi nos permiten estudiar inferencia en topologias
que comparten la misma densidad de enlaces con las de los sistemas neuro-
nales de C. elegans pero no sus propiedades de mundo pequeno, mientras que
mediante las Watts-Strogatz estudiamos redes con las mismas propiedades de
mundo pequeno que C. elegans pero no su nivel de heterogeneidad en el gra-
do. Asimismo, nos interesa estudiar el efecto de las propiedades de mundo
pequeno sobre los procesos de inferencia. Para ello debemos ser capaces de
alterar las propiedades de mundo pequeno de nuestras redes, manteniendo la
distribucién de grados constante. Podemos lograr esto mediante un mecanismo

sencillo planteado por Maslov en Maslov and Sneppen (2004).

>

k m k m

Figura 4.5: Esquematizacién de un paso del algoritmo de Maslov para
realizar reconexiones manteniendo el grado de cada nodo invariante. Ini-
cialmente los nodos ¢ y j estan conectados, asi como los nodos j y m. Luego de un
paso los enlaces iniciales desaparecen y aparecen dos nuevos: el que conecta ¢ con m
y el que enlaza k con j.

La figura 4.5 muestra el principio de accion de este algoritmo. Simplemente
consiste en tomar aleatoriamente dos pares de nodos conectados, todos con la
misma probabilidad, por ejemplo ¢, j, k y m en la figura, eliminar las conexio-
nes existentes entre cada par ((i,7) y (k,m) en la figura), y conectar cruzados
los nodos, haciendo aparecer los enlaces (i,m). y (j,k) en el ejemplo de la
figura 4.5. Existe la posibilidad de que al tomar dos pares e intentar la reco-
nexion, el enlace nuevo (por ejemplo el (i,m) en la figura 4.5) ya exista. Para
mantener el grado de cada nodo debemos evitar esto, por lo tanto cada vez
que el enlace nuevo a definir ya existe rechazamos esta combinacién de pares
de nodos y tomamos una nueva. Otra situacién que nos interesa evitar es que
en un paso del algoritmo de Maslov la red quede desconectada, por lo tanto
en cada paso chequeamos que el grafo esté conectado mediante el algoritmo de
Seidel (Beamer et al. (2013)), y si el grafo se desconecta rechazamos este paso.

Mediante el algoritmo de Maslov podemos construir redes que tienen la
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misma distribucién de grados pero distintos niveles de mundo pequeno. Para
esto tomamos una de las redes iniciales del ensemble de Watts-Strogatz, que
tiene propiedades de mundo pequeno, y le aplicamos el algoritmo de Maslov.
Observamos que, a medida que realizamos pasos de reconexién, el coeficiente
de clustering se va reduciendo més rapidamente que la distancia geodésica
media y, por lo tanto, las redes resultantes se van alejando cada vez més de
tener propiedades de mundo pequeno. Este fenémeno se ve reflejado en un
decrecimiento del nivel de mundo pequeno o, definido por la ecuacién 3.18.

Utilizamos la biyeccién existente entre el nimero de pasos del proceso de
reconexién y el nivel de mundo pequeno o de la siguiente forma. Tomamos redes
de los ensembles de topologias WS como estados iniciales y realizamos sobre
ellas un nimero fijo de pasos de reconexién de Maslov, obteniendo ensembles
con distintos niveles de mundo pequeno variando el nimeros de pasos. De esta
forma, partimos de 10 redes del ensemble de topologias de Watts-Strogatz de
N = 131 nodos y, aplicando el algoritmo de rewiring de Maslov construimos seis
nuevos ensembles de 10 topologias, que se corresponden con 25, 50, 100, 150,
200 y 250 pasos de Maslov. De la misma forma, partiendo de 10 topologias de
nuestro ensemble de redes de Watts-Strogatz de N = 277 nodos, construimos
seis ensembles de 10 redes cada uno que se corresponden con 100, 200, 400,
600, 800 y 1000 pasos de Maslov.

La figura 4.6 muestra el coeficiente de clustering C, distancia geodésica
media [ y el nivel de mundo pequeno ¢ en nuestros distintos ensembles cons-
truidos a partir de redes Watts-Srtogatz. Podemos observar como, a medida
que aumentamos el nimero de pasos de reconexion del algoritmo de Maslov,
el coeficiente de clustering desciende mondétonamente al igual que la distan-
cia geodésica media. Sin embargo, el coeficiente de clustering tiene una mayor
variaciéon porcentual, mientras que la de la distancia geodésica media es mu-
cho menor en relacién a la antes mencionada. Como consecuencia el nivel de
mundo pequeno también disminuye monoétonamente, como muestra la figura
4.6.

Si partimos de redes de Erdos-Rényi nos interesa elevar el nivel de mundo
pequeno, a diferencia de cuando partimos de redes de Watts-Strogatz. Para
lograr esto podemos utilizar el algoritmo de reconexion de Maslov pero con
una configuracion diferente. Construimos un algoritmo de tipo Monte-Carlo
partiendo de una red de Erdos-Rényi que consiste en realizar un paso de re-

conexion, calcular el nuevo nivel de mundo pequeno o, y aceptar el paso solo
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Figura 4.6: Coeficiente de clustering, distancia geodésica media y nivel
de mundo pequeno como funciéon del nimero de pasos del algoritmo de
Maslov. Partimos de nuestras redes de Watts-Strogatz de N = 131 -(a), (c) y
(d)-, y de N = 277 -(b), (d) y (e)- nodos. Cada punto representa un promedio en
las 10 realizaciones de cada ensemble, y las barras indican la desviacién estandar
correspondiente. 50
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Figura 4.7: Coeficiente de clustering, distancia geodésica media y nivel
de mundo pequeno como funcién del niimero de pasos del algoritmo de
Maslov. Partimos de nuestras redes de Erdés-Rényi de N = 131 -(a), (¢) y (d)-
,y de N = 277 -(b), (d) y (e)- nodos. Cada punto representa un promedio en
las 10 realizaciones de cada ensemble, y las barras indican la desviacion estdndar
correspondiente. 51



si el nuevo ¢ es mayor al previo. Podemos aprovechar el hecho de que tipica-
mente el coeficiente de clustering varia mucho mas rapidamente que el camino
geodésico medio para disminuir tiempo de cédlculo, ya que calcular ¢ implica
computar ambos observables, pero el cdlculo de C' es mucho menos costoso
computacionalmente que el de [. Por lo tanto nuestro algoritmo maximiza el
coeficiente de clustering, y esto se traduce en una maximizacion del nivel de
mundo pequeno.

De esta forma construimos, a partir de 10 topologias de ER de N = 131
nodos, seis ensembles de 10 topologias, que se corresponden con 50, 100, 150,
200, 250 y 300 pasos de Maslov. Ademas, partiendo de 10 redes de nuestro
ensemble de Erdos-Rényi de N = 277 nodos construimos cinco ensembles
de 10 topologias cada uno, correspondiente a 100, 200, 300, 400 y 500 pasos
de Maslov. En todos los casos escogemos el nimero de pasos de Maslov de
forma que los valores de o resultantes abarquen el rango comprendido entre
los niveles de mundo pequeno de redes de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz de
nuestros ensembles originales.

La figura 4.7 muestra el coeficiente de clustering C', distancia geodésica
media [ y el nivel de mundo pequeno o en nuestros distintos ensembles cons-
truidos a partir de redes Erdos-Rényi. En este caso vemos que a medida que
aumentamos el nimero de pasos de reconexién del algoritmo el coeficiente de
clustering crece monétonamente como era esperable, de la misma forma que la
distancia geodésica media. Al igual que en los ensembles construidos a partir
de redes de Watts-Strogatz, el coeficiente de clustering tiene una mayor va-
riaciéon porcentual que la distancia geodésica media, y esto hace que el nivel
de mundo pequeno aumente mondétonamente, como muestra la figura 4.6. Te-
nemos, por lo tanto, ensembles de redes con distintos valores de o pero que

poseen la misma distribuciéon de grados.

4.2. Condiciones dinamicas y numéricas

Para construir nuestros sistemas neuronales montamos, sobre las topologias
planteadas en la seccion anterior, mapas de Izhikevich en régimen de rafagas
(ver capitulo 2). Para ello debemos plantear un modelo de acoplamiento, que
determina cémo se afectan entre si las neuronas que estan enlazadas. Discu-
timos aqui las condiciones dinamicas y el acoplamiento escogido. Buscamos,

ademas, caracterizar la dinamica colectiva de los sistemas, indicando por ejem-
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plo el nivel de sincronizacion del sistema. La dindmica colectiva puede estar
caracterizada por la trayectoria del sistema en el espacio N-dimensional de los
potenciales de membrana, o bien puede ser suficiente con conocer la trayecto-
ria del sistema en el espacio de las series de intervalos temporales (nimero de
iteraciones) entre dos disparos consecutivos de una neurona, conocida como
serie de intervalos inter-disparo. Discutimos en esta seccién nuestro parametro

de orden y las intervalos inter-disparo.

4.2.1. Dinamica individual y acoplada

Los mapas de Izhikevich permiten reproducir todas las dindmicas observa-
das en neuronas individuales reales. Sin embargo, debido a que existe un enor-
me espectro de dindmicas posibles y resulta inabarcable tratar con todas (ver
figura 2.3), escogemos centrarnos en una y planteamos extender este estudio
para otras dindmicas como objeto de trabajos futuros. Escogemos la dinamica
de rafagas porque, por un lado, ha sido extensamente observada en distintos
sistemas neuronales reales (Hablitz and Johnston (1981), Hayashi and Ishizuka
(1992), Llinds and Steriade (2006)) y, por otro, este régimen individual lleva
a diversos regimenes colectivos distintos, lo que hace a nuestros resultados un
tanto mas robustos respecto de otras posibles dindmicas individuales como el
régimen de espigas (ver Resultados).

Los estudios experimentales sobre el sistema neuronal de C. elegans mues-
tran que mayormente se encuentra constituido por neuronas quiescentes, mu-
chas de ellas excitables (Kaiser and Hilgetag (2006), Kotter (2004), Ibarz et al.
(2011)). Sin embargo, modelar un sistema con este tipo de neuronas se hace ex-
tremadamente complicado ya que la actividad neuronal depende enormemente
de los inputs externos, como por ejemplo la comunicacion con células motoras
u otros mecanismos sensoriales. La simulacién de este tipo de inputs externos
es un problema de investigacion en si mismo, y abordarlo nos alejaria bastante
de nuestros objetivos, que no estan relacionados con una simulaciéon del sis-
tema neuronal de C. elegans sino que tomamos su estructura como ejemplo
de red neuronal de mundo pequeno. Dejamos, por lo tanto, planteado como
problema a futuro el extender la validez de nuestros resultados a las dindmicas
neuronales observadas experimentalmente en C. elegans.

En el modelo de Izhikevich, mostrado por las Ecs. 2.3 y 2.4, la dindmica de

rafagas se consigue seteando los parametros del modelo en a = 0.02, b = 0.25,
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c= —58,d=0e [ = 2. La dinamica individual resulta dada, por lo tanto, por

las ecuaciones

min(0.04v2 + 6v, + 142 — u,,,30) si v, < 30
Un_;’_l — (44)
—5H8 si v, > 30,

para el potencial de membrana (o variable rapida), y

0.02(0.25v,, — uy,) +u, si v, <30
Upt1 = (4.5)
Uy, si v, > 30,
para la variable de recuperacién (o variable lenta).

A la hora de acoplar las neuronas nos encontramos con un gran nimero de
posibilidades. Existen diversos modelos para los acoplamientos con diferentes
niveles de abstraccién (y, por lo tanto, de plausibilidad biofisica), tanto para
acoplamientos eléctricos como quimicos. En Ibarz et al. (2011) los autores re-
visan algunos de los modelos de acoplamiento més populares. Sin embargo, la
adecuacion de un modelo u otro para segin qué situacion sigue siendo objeto
de discusion al dia de hoy. En este trabajo escogemos implementar acoplamien-
tos por pulsos. Izhikevich, en Izhikevich (1999a) y Izhikevich (1999b), muestra
que mediante un cambio de coordenadas se puede transformar una gran va-
riedad de modelos neuronales con acoplamientos biofisicamente plausibles en
modelos con acoplamientos por pulsos. Izhikevich, de esta forma, argumenta
que comprender el funcionamiento de sistemas neuronales acoplados mediante
pulsos es crucial y sus resultados son en muchos casos extensibles a sistemas
con acoplamientos méas complejos desde un punto de vista biolégico. Por lo
tanto, considera a los acoplamiento mediante pulsos como modelos potencial-
mente realistas, a diferencia de otros autores centrales en el drea como Hodgkin
y Huxley. La ventaja de utilizar un acoplamiento mediante pulsos respecto de
otros es que reduce significativamente el nimero de parametros a emplear,
como mostramos a continuacion.

Consideremos una neurona de Izhikevich en régimen de rafagas, descrip-
ta individualmente por las Ecs. 4.4 y 4.5, conectada con M vecinos. En un
acoplamiento por pulsos cada vez que una neurona vecina dispara, el poten-
cial de la neurona receptora (variable rapida v) aumenta instantdneamente en
un valor constante €/M. Si la neurona receptora se encuentra a un potencial

de membrana mayor a 30 — ¢/M, esta se ird a v; = 30 y en el siguiente paso
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disparard, provocando que su variable rapida salte a v; = —58. Podemos obser-
var que el acoplamiento depende de un parametro de intensidad global € pero
esta modulado por la conectividad M de la neurona receptora, de forma que
el disparo de una neurona no tiene necesariamente el mismo efecto sobre todas
sus neuronas vecinas. Esta caracteristica de nuestro modelo de acoplamiento
estd incluida también en otros modelos (Ibarz et al. (2011)). Las ecuaciones de

nuestro modelo acoplado quedan, por lo tanto, con la forma

Vint1 = 0.040371 + 60 + 142 — i + 1 Z#i A;;6(vj, — 30)

(4.6)
Uin+1 = 002(0251]“1 — ui,n) + Uj.m

st v;p <30,y

Vin = —5H8
e (4.7)

Uin4+1 = Uin
si v;, = 30, donde k; es el grado del nodo i-ésimo, A la matriz de adyacencia
de la red y € la intensidad global de acoplamiento.

Si bien la dindmica individual aislada de cada neurona es de rafagas, la
dindmica individual acoplada de las neuronas puede encontrarse en otro régi-
men si la intensidad de acoplamiento € es lo suficientemente grande. En el
capitulo 5 mostramos que la dinamica individual acoplada sufre una transicién
de un régimen de rafagas a uno de espigas en cierto valor critico de €, y luego
otra a dindmica quiescente. En nuestras simulaciones tomamos 7 x 10? itera-
ciones, y descartamos las primeras 2 x 10* para asegurarnos la eliminacién de

transitorios.

4.2.2. Intervalos inter-disparo y parametros de orden

Para caracterizar la dinamica colectiva de sistemas neuronales usualmente
se observa cémo se comportan los potenciales de la membrana, representados
por la variable rapida v. Sin embargo, en los ultimos anos se ha estudiado cémo
las redes neuronas, asi como otros sistemas que emiten espigas, codifican gran
parte de su comportamiento colectivo en una subsucesion de la serie temporal
original, llamada serie de intervalos inter-disparo (interspike intervals en inglés,

Aragoneses et al. (2013), Aragoneses et al. (2014)). La serie de intervalos inter-
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disparo es la serie de intervalos temporales entre espigas consecutivas. En la
figura 4.8 podemos ver un ejemplo de cémo se extrae la serie de intervalos
inter-disparo de la serie temporal del potencial de membrana v. Yendo un paso
mas alld, en algunos casos es posible extraer informacién del comportamiento
colectivo incluso a partir de la serie de intervalos temporales entre los comienzos

de rafagas consecutivos (Ibarz et al. (2011)).

(a) (b)
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Figura 4.8: Ejemplo de potencial de membrana de una neurona aislada en
régimen de rafagas y su correspondiente serie de intervalos inter-disparo.
Los parametros de la simulacién son los mismos que los planteados en las Ecs. 4.4 y
4.5.

Estudiamos el comportamiento colectivo de nuestros sistemas mediante un
parametro de orden. Si bien existen diversos parametros posibles que revelan
diferentes aspectos de la dinamica colectiva del sistema, ninguno de ellos pue-
de describir el comportamiento colectivo por completo. De todas formas para
este estudio no buscamos una descripcién completa de la dindmica colectiva de
nuestros sistemas neuronales. Por lo tanto, buscamos un parametro de orden
sencillo que permita identificar cambios macroscopicos en la dindamica colecti-
va, como ser un cambio de régimen sincrono a uno desordenado, o de régimen
de rafagas a espigas. Teniendo esto en cuenta definimos un parametro de se-
mejanza entre pares de neuronas R;; como la diferencia cuadratica entre los

potenciales de membrana, promediada en el tiempo. Esto es,

1
Rz’j = — Z (Uz',k - Uj,k)2 ) (4-8>

n
k
donde v; ;, y v son la iteracion k-ésima de la serie de potenciales de membrana
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de las neuronas ¢ y j respectivamente. Este pardametro sera nulo si existe sin-
cronizacién completa entre las neuronas ¢ y j pero, por ejemplo, no sera nulo
en el caso de sincronizacion de fase.

A partir de la semejanza entre los potenciales de membrana de pares de
neuronas, podemos definir un parametro de orden R para el sistema neuro-
nal como el promedio, a lo largo de todos los pares de nodos de la red, del

parametro de semejanza entre pares. Es decir,

2
R= mZRij, (4.9)

i>j

donde N es el nimero de nodos de la red. Este parametro de orden es alto si el
sistema es asincrono, menor si existe sincronizacién de fase, y se anula cuando
existe sincronizacion total. En el capitulo 5 mostramos que este parametro de
orden permite detectar cambios en la dinamica colectiva, y es posible rela-
cionarlo con los procesos de inferencia. Es posible aplicar este pardametro de
orden tanto a los potenciales de la membrana, definiendo R;; como la semejan-
za entre las variables rdpidas v; y v;, como a los intervalos inter-disparo (ISI),
definiendo R;; como la semejanza entre la serie de tiempos transcurridos entre
disparo y disparo. Mostramos en Resultados que ambos parametros de orden
brindan la misma informacion sobre la dindmica colectiva del sistema, por lo

que son equivalentes para nuestros propoésitos.

4.3. Meétodos de inferencia

Nuestro método de inferencia consiste en utilizar analisis bi-variado para
medir la semejanza entre las series temporales (tanto potenciales de membrana
completos como intervalos inter-disparo) de pares de nodos, tomar la hipotesis
de que los nodos mas semejantes son aquellos que comparten un enlace direc-
to, y realizar una binarizacion en base a ello para obtener una red compleja
inferida. Ilustramos, aqui, nuestra eleccion de cuantificador de la semejanza en-
tre series temporales, y describimos nuestro proceso de binarizaciéon. Ademas,
mostramos cémo utilizamos andlisis de recewwer operating characteristic para
cuantificar la calidad de la inferencia, y comparar asi la calidad en distintas

situaciones.
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4.3.1. Medidas de semejanza y binarizacion

A lo largo de los tltimos anos el problema de inferir la estructura de red sub-
yacente de un sistema complejo mediante observaciones del comportamiento
de sus componentes ha sido estudiado mediante una gran variedad de técnicas,
si bien aun presenta desafios a resolver. Mas alld de sus aplicaciones directas,
los estudios de inferencia tienen implicaciones que contribuyen a una mayor
comprension del funcionamiento de muchos sistemas complejos. Dependiendo
del sistema particular a estudiar y lo que se quiera abordar, existen muchos en-
foques posibles al problema de la inferencia. En este trabajo utilizamos analisis
bi-variado para cuantificar la semejanza entre nodos e intentar inferir, a través
de ella, la conectividad de la red. Las medidas de semejanza mas utilizas para
inferir la conectividad son la correlacién cruzada (CC) y la informacién mutua
(MI).

Los sistemas complejos en los que es de interés estudiar problemas rela-
cionados a la inferencia de de conectividad son de origen muy variado. En
muchos casos se utiliza una estructura de red como una abstraccién planteada
para modelar una interrelacién funcional y/o informacién compartida entre
sus componentes. En esta categoria tenemos dos ejemplos paradigmaticos en
los que se ha utilizado tanto la correlacién cruzada como la informacién mutua
como estimadores de la semejanza para definir una estructura de red, las redes
climaticas (Barreiro et al. (2011), Tsonis et al. (2006)) y las redes funcionales
del cerebro (Eguiluz et al. (2005), Fox et al. (2005)). En estos casos la eleccién
del estimador de la semejanza directamente define qué estamos describiendo
mediante la estructura de red. Sin embargo, este no es el caso en sistemas en
los que la estructura de red representa una conectividad fisica, como sucede
en las redes neuronales.

Para el caso de sistemas complejos compuestos por unidades dindmicas que
interactiian mediante una estructura de red, la inferencia mediante correlacién
cruzada o informaciéon mutua es efectiva en algunos casos (Tirabassi et al.
(2015), Rubido and Masoller (2018)). En Rubido et al. (2014), los autores
muestran que este mecanismo permite inferir sin errores la estructura de red
en el siguiente caso. Consideremos el conjunto de todas las correlaciones cru-
zadas entre las series temporales de pares de nodos del sistema. Por ejemplo, si
tenemos N nodos tendremos N (N — 1)/2 correlaciones cruzadas. Ordenemos

los valores de estas correlaciones cruzadas de menor a mayor. Si observamos
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que estas correlaciones ordenadas estan separadas en dos grupos por un cam-
bio abrupto, entonces el grupo de mayores correlaciones cruzadas son las que
implican un enlace directo entre los nodos que involucran. Esto también se
cumple si en vez de utilizar correlacion cruzada utilizamos informacion mutua
entre pares de nodos. Ademads, muestran que una condicion necesaria para que
ocurra esta division es que el sistema global muestre una coherencia parcial,
0 sea, que no sea ni completamente sincrono ni esté totalmente desordenado.
En el capitulo 5 mostramos la insuficiencia de esta condicién necesaria para
nuestro caso.

Para redes neuronales existen metodologias mas sofisticadas para inferir
la estructura de red, por ejemplo involucrando la mutual information rate
(Bianco-Martinez et al. (2016)) o analisis de causalidad como la entropia de
transferencia Shu and Zhao (2013). En particular para el sistema neuronal de
C. elegans recientemente se ha utilizado en inferencia una herramienta muy
potente, la causal mutual information (CaMI), que no solo es capaz de detec-
tar informaciéon compartida entre series temporales, sino que también puede
distinguir si existe un flujo de informacién. En Borges et al. (2018), los auto-
res se basan en una propiedad esencial de las redes neuronales: mientras que
nodos que no estan directamente enlazados pueden compartir un alto nivel
de informacion, la ausencia del enlace directo previene la existencia de una
relacién causal entre los comportamientos de ambos potenciales de membra-
na. Mediante esta propiedad, y utilizando la CaMI, los autores logran inferir
exitosamente la topologia direccionada de C. elegans. Aqui, sin embargo, no
estamos interesados en maximizar el éxito de los procesos de inferencia.

En este trabajo estudiamos como diferentes propiedades topoldgicas de las
redes neuronales afectan a la relacion entre informacién compartida y conecti-
vidad. Esta relacién queda claramente reflejada realizando inferencias basadas
en medidas de semejanza méas directas como correlacion cruzada o informa-
ci6on mutua. Por otro lado, nuestro estudio cobra importancia en vista de que
el andlisis bi-variado se utiliza ampliamente en casos en los que la estructura
de red modela una relacién funcional y/o informacién compartida entre las
componentes, por lo que es de gran relevancia estudiar las implicaciones de
realizar este tipo de procesos de inferencia en casos en los que disponemos a
priori de una estructura de red contra la que contrastar nuestros resultados.

Como cuantificador de la semejanza entre pares de nodos consideramos la

correlacién cruzada (CC) entre los potenciales de la membrana. Es decir,
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donde v; y v; son los potenciales de membrana de las neuronas 7 y j res-
pectivamente, o, y 0,, sus respectivas desviaciones estandar, y () denota un
promedio temporal. Si las neuronas ¢ y j presentan sincronizacion total enton-
ces serd C'Cj; = 1. Por el contrario si el par de neuronas no estan sincronizadas
la correlacion cruzada serd baja. Al mirar el sistema global tenemos que si el
sistema tiene un nivel de sincronizacion alto todas las correlaciones son cer-
canas a 1, y por lo tanto no es posible identificar correlaciones altas con la
existencia de un enlace entre los nodos involucrados. En el otro extremo suce-
de un fenémeno similar. Si el sistema es completamente incoherente todas las
correlaciones cruzadas son cercanas a 0 y nuevamente no es posible identificar
los nodos conectados.

En esta técnica, a partir de las correlaciones cruzadas se suele tomar un
umbral variable 0 < 7 < 1, de forma de considerar que la fraccién 7 de
correlaciones cruzadas mas altas se corresponda con enlaces directo. De esta
forma se obtiene para cada valor de 7 una topologia inferida y se utiliza algin
método para encontrar el valor éptimo del umbral para que la inferencia sea de
mayor calidad. Sin embargo, como en este caso conocemos el niimero exacto de
enlaces de la red real podemos hacer algunas simplificaciones, como mostramos

en la siguiente seccién.

4.3.2. Caracteristica operativa del receptor

Al enfrentamos ante un proceso de clasificacién de cierta poblacién en dos
grupos, el andlisis de la curva de caracteristica operativa del receptor (ROC,
por receiver operating characteristic) ofrece una herramienta simple pero muy
util para evaluar la calidad de nuestro algoritmo de clasificacién (Brown and
Davis (2006)). Se ha utilizado, por ejemplo, al evaluar la capacidad de ciertos
test clinicos para distinguir pacientes con cierta patologia (Swets and Pickett
(1982)), o para testear algoritmos clasificatorios de machine learning (Chawla
et al. (2003)). Dentro del problema de la inferencia de la conectividad, el
analisis de la curva de ROC se utiliza frecuentemente para testear y optimizar
los métodos de inferencia (Rubido et al. (2014)).

El tipo de proceso de clasificacion que es abarcable mediante el analisis de

la curva de ROC consiste en asignar algin tipo de puntaje a cada elemento
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de la poblacién objetivo, fijar un umbral 7, y dividir a la poblacién en dos
grupos segun si el puntaje de cada elemento es mayor o menor al umbral. En
nuestro caso la poblaciéon objetivo es el conjunto de todos los pares de nodos,
el puntaje que asignamos a cada par es la correlacién cruzada C'Cj; entre ellos,
y el umbral es el pardametro 7 mencionado en la seccién anterior. Este proceso
nos divide a todos los pares de nodos en dos grupos, aquellos pares que estan
conectados por un lado y los que no lo estan por otro. Para evaluar el éxito
de la técnica el analisis ROC emplea cuatro cantidades fundamentales, que en

nuestro contexto podemos definir como:

» tasa de verdaderos positivos (TPR): Fraccién de los enlaces exis-
tentes que fueron correctamente identificados como tales en el test. Tam-
bién conocida como sensibilidad.

» tasa de verdaderos negativos (TNR): Fraccién de los enlaces
inexistentes que fueron correctamente identificados como inexistentes en
el test. También conocida como especificidad.

» tasa de falsos positivos (FPR): Fraccién de los enlaces inexistentes
que fueron incorrectamente identificados como existentes en el test.

» tasa de falsos negativos (FNR): Fraccién de los enlaces existentes

que fueron incorrectamente identificados como inexistentes en el test.

Tenemos, por lo tanto,

TPR=ZLL
TNR =1~
< (4.11)
FPR= g
FNR=£X,

donde Pos es el numero de enlaces existentes y Neg el nimero de pares de
nodos que no estan conectados entre si.

Las cuatro cantidades fundamentales de analisis ROC no son independien-
tes entre si. En general existen dos ligaduras que las reducen a dos grados
de libertad. La primera ligadura es que conocemos el tamano de la muestra
que analizamos. En nuestro caso es el conjunto de los N(N — 1)/2 pares de
nodos existentes. Ademds, en general, se evalian los tests comparando con

muestras en las que conocemos cudl es la particién en dos grupos correcta
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antes de aplicarlos a muestras desconocidas. Este es nuestro caso ya que co-
nocemos las topologias que intentamos inferir. Si nuestra red tiene M enlaces
(verdaderos positivos), entonces tendra [N(N — 1)/2] — M pares de nodos no
enlazados directamente (verdaderos negativos). Podemos, entonces, expresar

estas ligaduras como

TP+ FN=M

(4.12)
FP+TN =00y,

Podemos articular las Ecs. 4.11 y 4.12 teniendo en cuenta que en la ecuacién
411 Pos - M,y Neg — [N(N —1)/2 — M]. Esto nos lleva a las expresiones

de ligaduras para las cuatro cantidades fundamentales:

TPR+FNR=1
FPR+TNR=1.

(4.13)

La ecuacion 4.13 nos muestra que podemos expresar toda la informacion
que el andlisis ROC brinda mediante dos de las cuatro cantidades fundamen-
tales. Usualmente esto se hace asignando a cada técnica de clasificacion una
curva en el espacio [FFPR, TPR], en la que cada punto de la curva representa
los valores de TPR y F'PR del método para un valor de 7 especifico. La figura
4.9 muestra el espacio ROC en el que se suelen representar los algoritmos de
clasificacién. El eje horizontal representa la tasa de falsos positivos, y el vertical
la tasa de verdaderos positivos. Una clasificacién ideal tendria una tasa de fal-
sos positivos dada por FFPR = 0 y una tasa de verdaderos positivos TPR = 1.
Un algoritmo de clasificacién, entonces, serd mejor en tanto su curva ROC se
acerque mas al punto [0,1]. El valor de 7 éptimo se suele seleccionar como
aquel que se corresponda con el punto de la curva més cercano a [0, 1].

Las ligaduras de la ecuacién 4.13 nos permiten representar toda la infor-
macion que el analisis ROC puede brindar sobre el algoritmo de clasificacion
mediante una curva en el espacio ROC representado en la figura 4.9. Alli, para
representar toda la curva [FPR(7), TPR(T)|, es necesario hacer un proceso
de inferencia para cada valor de 7. Como mencionamos anteriormente, esto es
util para encontrar el valor de 7 que brinde una inferencia de mayor calidad
mediante ese método. Sin embargo, en este trabajo no estamos interesados en
maximizar la calidad de la inferencia, sino en ver como se ve alterada al cam-

biar pardmetros topoldgicos y dinamicos de los sistemas. Como esperamos que
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Figura 4.9: Espacio ROC en el que se suelen representar los algoritmos de
clasificacién. Una clasificacién perfecta se encontrarfa en [0, 1]. La linea punteada
representaria la curva de ROC con 7 como parametro, para el caso en el que el
test consiste en quedarse con una fraccién 7 de los enlaces de forma aleatoria con
igual probabilidad de seleccionar cualquier enlace. Las curvas ROC de un método se
deben encontrar siempre por encima de la linea random para que no sea defectuoso.

las cuatro cantidades fundamentales del andlisis ROC sean funciones suaves
de 7 es esperable que, por ejemplo, la dependencia de TPR y F'PR con la
topologia y la dindmica se comporte cualitativamente de la misma forma para
cualquier valor fijo de 7. Por lo tanto basta con fijar un valor de 7 y estudiar
como varian TPR y FPR al cambiar la topologia y la dindmica.

En este trabajo escogemos fijar el valor de 7 de forma que el nimero de
enlaces conservado en el proceso de inferencia coincida con el nimero de enlaces
M que tiene la red que intentamos inferir. Esta eleccién trae consigo una nueva
ligadura ya que, ahora, el ntimero total de enlaces identificados como tal es M.

Por lo tanto tenemos que

TP+ FP = M. (4.14)

Esta nueva ligadura nos permite representar toda la informacién que el anélisis
ROC brinda mediante solo una de las cuatro cantidades fundamentales. Por
ejemplo, si escogemos representar la calidad de la inferencia mediante el TPR,

es sencillo ver que la nueva ligadura establece que
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FPR = tﬂ, (4.15)
p~t—1

donde p = 2M/[N(N — 1)] es la densidad de enlaces de la red. Existe, enton-
ces una dependencia lineal entre ellos. Teniendo en cuenta las otras ligaduras
(ecuacién 4.12) tenemos que, con nuestra eleccién de 7, las cuatro cantidades
fundamentales estan linealmente relacionadas entre si. Volvamos a la ecuacién
4.15, donde observamos que la relaciéon entre TPR y F'PR depende también
de la densidad de enlaces p. En el limite de una red muy esparsa, p — 0,
tenemos que FFPR — 0. Esto tiene sentido si tenemos en cuenta que siempre
el valor de 7 escogido es tal que el nimero de enlaces conservados coincide
con el nimero real de enlaces de la red y, por lo tanto, si p — 0 el niimero de
enlaces conservados también tendera a 0, y entonces tanto TPR como FPR
teneran a 0. En el otro extremo, si p — 1, el denominador del lado derecho de
la ecuacion 4.15 se anula, pero al mismo tiempo, p — 1 implica tender a una
red completa, y esto lleva a que TPR también tiende a 1 con la misma rapidez
que p, por lo que F'PR permanece finito.

A la hora de evaluar como se ven afectados nuestros procesos de inferencia
al cambiar caracteristicas topoldgicas o dindamicas escogemos la tasa de ver-
daderos positivos (T"PR) como cuantificador. El andlisis anterior muestra que
el resto de las cantidades fundamentales del analisis ROC tendran el mismo
comportamiento que T'PR, ya que existe una relacion lineal entre cualquier

par de ellas.
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Capitulo 5
Resultados y discusion

En este capitulo presentamos los resultados principales de nuestro trabajo.
Para responder las preguntas principales planteadas en la seccion 1.2 tratamos
con redes de mapas de Izhikevich acoplados por pulsos en dinamica de rafagas.
Realizamos sobre ellas procesos de inferencia mediante analisis bi-variado utili-
zando la correlacién cruzada (C'C') como medida de semejanza, y los evaluamos
mediante caracteristica operativa del receptor (ROC). En particular utilizamos
la TPR para cuantificar la eficiencia de los procesos de inferencia, en virtud
de que en el capitulo 4 mostramos que es la unica magnitud de analisis ROC
relevante en nuestro contexto.

En la primera seccion mostramos que el efecto mundo pequeno favorece la
eficiencia de nuestros procesos de inferencia. Puntualmente, estudiamos cémo
cambia la eficiencia de los procesos de inferencia en redes de Erdos-Rényi y
Watts-Strogatz estadisticamente similares a las redes neuronales de C. elegans,
cuando cambiamos su nivel de mundo pequeno pero manteniendo sus distri-
buciones de grado invariantes. En la segunda seccién analizamos el peso de
algunas propiedades topoldgicas en los procesos de inferencia. En particular
comparamos la eficiencia de nuestros procesos de inferencia sobre las estructu-
ras de red neuronal (red frontal y global) de C. elegans con la eficiencia en redes
que tienen densidad de enlaces y heterogeneidad en el grado similares a las es-
tructuras del nematodo (Erdos-Rényi), y con la eficiencia en redes que tienen
niveles de mundo pequeno similares (Watts-Strogatz). En la tercera seccion es-
tudiamos cémo afecta a nuestros procesos de inferencia la eleccién de distintas
representaciones de la dindmica neuronal. Para ello comparamos la eficiencia

de los procesos de inferencia en distintas dindmicas colectivas (intensidades de
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acoplamiento) y tipos de estructura (Erdés-Rényi y Watts-Strogatz), cuando
escogemos como representacion del comportamiento neuronal los potenciales
de membrana o los intervalos inter-disparo. Finalmente, en la tltima seccién
damos cuenta de las condiciones dindmicas bajo las que son obtenidos nuestros
resultados principales, asi como su robustez.

Para la obtencién de los resultados que mostramos a continuacion seguimos
la metodologia descripta en la seccion 4.3 para inferir estructuras de red. Esto
es, para cada red neuronal sintética simulada registramos la actividad de cada
nodo, representada ya sea por potenciales de membrana (MP) o por intervalos
inter-disparo (ISI), y obtenemos una matriz de adyacencia inferida mediante
la aplicacién de un umbral a la matriz de correlaciones cruzadas (CC) de la
actividad neuronal de cada par de nodos. El umbral es escogido de forma de
que el nimero de enlaces de la red inferida coincida con el de la red real.
Para cuantificar la eficiencia de cada proceso de inferencia utilizamos la tasa
de verdaderos positivos (T'PR), en virtud de que en la seccién 4.3 mostramos
que es la unica magnitud de analisis de caracteristica operativa del receptor
(ROC) que es relevante en este contexto.

Los siguientes resultados son obtenidos a partir de series temporales que
representan la actividad neuronal (potenciales de membrana o intervalos inter-
disparo) en sistemas neuronales modelados mediante mapas de Izhikevich
idénticos acoplados por pulsos, dispuestos en los ensembles de redes descriptos
en la seccion 4.1, y con dinamica de rafagas cuando se encuentran desacoplados,
de acuerdo a las Ecs. 4.4 y 4.5 de la seccion 4.2. En cada sistema estudiamos la
relacion T'PR(e) dejando, para cada intensidad de acoplamiento, evolucionar
al sistema durante 7 x 10 iteraciones, descartando las primeras 2 x 10* como
transitorio. Repetimos cada medicion para 20 realizaciones de la topologia, que

a su vez repetimos en 10 condiciones iniciales aleatorias.

5.1. Efecto del nivel de mundo pequeno en los

procesos de inferencia

Para estudiar el efecto del nivel de mundo pequeno sobre los procesos de
inferencia planteamos ensembles de redes que son estadisticamente similares a
las estructuras de red neuronal frontal y global de C. elegans pero con distinto

nivel de mundo pequeno. En este contexto estudiamos dos grandes grupos.
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Por un lado tenemos redes de Erdés-Rényi de N = 131 (N = 277) nodos
con el mismo tamano y densidad de enlaces que estructura de red neuronal
frontal (global) de C. elegans. A partir de estas estructuras realizamos procesos
de reconexién de enlaces siguiendo los algoritmos descriptos en la seccién 4.1
para obtener ensembles de redes con las mismas distribuciones de grado que las
originales, pero distintos niveles de mundo pequeno o. Por otro lado realizamos
el mismo proceso pero partiendo de redes de Watts-Strogatz N = 131 (N =
277) con el mismo tamano, densidad de enlaces y nivel de mundo pequeno o
que la estructura de red neuronal frontal (global) de C. elegans. El efecto del
nivel de mundo pequeno en la inferencia se ve reflejado en la relacion TPR(o)

para distintos valores de la intensidad de acoplamiento e.

5.1.1. Resultados principales

La figura 5.1 muestra la tasa de verdaderos positivos T'PR como funcién de
la intensidad de acoplamiento € en ensembles de redes que difieren en sus niveles
de mundo pequeno ¢ pero poseen la misma distribucién de grados. El rango de
intensidades de acoplamiento abarcado es el uinico relevante, ya que por fuera
de éste nuestros procesos de inferencia son menos efectivos que una eleccion al
azar de enlaces (cuyo valor de T PR esta expresado con la linea punteada negra
en los paneles de la figura 5.1). En la seccién 5.4 mostramos que en este rango
de valores de € nuestros sistemas sufren una transicion de dinamica de rafagas a
espigas, perdiendo coherencia en el entorno del valor critico €*, lo que posibilita
el éxito de nuestras inferencias. Este rango de intensidades de acoplamiento
esta dentro de acoplamientos débiles. Por ejemplo un valor de ¢ = 0.3 implica
que, en promedio, la influencia de cada neurona sobre otra es €/(k), que en
nuestro caso esta entre 0.02 y 0.03. Por lo tanto en cada disparo que recibe
una neurona el potencial de membrana aumenta, en promedio, entre un 2% y
un 3 % de la diferencia entre el minimo y méximo potencial de membrana (ver
secci6n 4.2).

Podemos ver que en general obtenemos mediante nuestros procesos de infe-
rencia eficienciaes maximas entorno al 50 % de enlaces acertados (T'PR ~ 0.5).
Por ejemplo, con una densidad de enlaces p =~ 0.08 como poseen nuestros en-
sembles basados en redes de ER de N = 131 nodos, un valor de TPR ~ 0.5
implica una tasa de verdaderos negativos TN R ~ 0.96 y una de falsos positi-

vos de FPR ~ 0.04 (ver seccién 4.3, en particular la ecuacién 4.14). Nuestro
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Figura 5.1: Eficiencia de los procesos de inferencia como funcién de la
intensidad de acoplamiento y el nivel de mundo pequeno. En (a) y (b)
mostramos T PR como funcién de la intensidad de acoplamiento € para redes de
mapas de Izhikevich en dindmica de rafagas y acoplados por pulsos, con la misma
distribucién de grados que nuestros ensembles de Erdés-Rényide N = 131y N = 277
nodos respectivamente. En (c¢) y (d) mostramos TPR(e) en el caso de redes con la
misma distribucién de grados que nuestros ensembles de Watts-Strogatz de N = 131
y N = 277 nodos respectivamente. Todos los puntos representan un promedio en
10 condiciones iniciales y en 20 realizaciones diferentes. Los valores de T'PR fueron
calculados considerando los potenciales de membrana como serie temporal. En todos
los casos observamos cémo T'PR crece a medida que aumenta el nivel de mundo
pequeiio o para casi todas las intensidades de acoplamiento.

método de inferencia, por lo tanto, es altamente exitoso infiriendo la ausencia
de enlaces (96 %) y evitando falsos positivos (4 %). Esto se debe principalmente
a la baja densidad de enlaces: p ~ 0.08(0.05) en todos los ensembles de redes
con N = 131(277) nodos.
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En la figura 5.1 observamos que tanto en redes estadisticamente similares
a la estructura de red neuronal frontal (N = 131) como global (N = 277)
de C. elegans la tasa de verdaderos positivos es mayor cuando el nivel de
mundo pequeno es mayor para casi todas las intensidades de acoplamiento.
Este fendmeno se repite tanto en redes con distribuciones de grado de Erdos-
Rényi -(a) y (b) en la figura 5.1- como de Watts-Strogatz -(c) y (d)-. En
todos los paneles los puntos azules representan los T'PR promediados en los
ensembles iniciales de redes ER y WS. Al aumentar (disminuir) el nivel de
mundo pequeno de las redes de ER (WS) vemos que, ademés de aumentar la
tasa de verdaderos positivos en casi todas las intensidades de acoplamiento, el
valor de € en el que se da el maximo de T'PR también crece.

Comparemos los procesos de inferencia en nuestros ensembles con distri-
buciones de grado de ER con aquellos con distribuciones de grado de WS.
Si bien podemos observar que la eficiencia de las inferencias en los ensembles
originales de WS es en general mayor que en los ensembles originales de ER
(comparar puntos azules en los paneles (a) y (¢) o en (b) y (d) en la figura 5.1),
al comparar la inferencia en ensembles con el mismo nivel de mundo pequeno
los resultados observamos lo contrario. Por ejemplo, observemos el comporta-
miento de TPR(€) para nuestros ensembles de redes de N = 131 nodos con
o = 2.08 y distribuciéon de grados de Erdos-Rényi, mostrada con puntos vio-
letas en el panel (a) de la figura 5.1, con el mismo caso pero con distribucién
de grados de Watts-Strogatz, mostrada en puntos amarillos en el panel (c).
La eficiencia maxima en el caso de redes con distribucién de grados de ER y
0=2.08es TPR=0.52 (y TNR = 0.96), mientras que en redes con distribu-
cién de grados de WS y el mismo o es TPR = 0.44 (y TNR = 0.95). Por lo
tanto, ante redes con el mismo nivel de mundo pequeno entre si, la inferencia
en estructuras con distribuciones de grado de ER tiende ser mas efectivas que
aquellas con distribuciones de grado de WS.

Podemos corroborar que ante redes con el mismo ¢ las estructuras con
distribucién de grados de ER tienden a ser mas efectivas que las de WS me-
diante las figuras 5.2 y 5.3. La figura 5.2 muestra el valor maximo de la tasa
de verdaderos positivos T'PR a lo largo de las intensidades de acoplamiento
consideradas. Observamos que el valor maximo alcanzado tiende a ser mayor
cuando el nivel de mundo pequeno es mayor, si bien en el caso de las redes con
distribucién de grado de WS el crecimiento de T'PR con ¢ no es monétono. De

todas formas la regién de niveles de mundo pequeno en la que el crecimiento
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Figura 5.2: Valor 6ptimo de eficiencia de los procesos de inferencia como
funcion del nivel de mundo pequeno. Maximo de la tasa de verdaderos positi-
vos a lo largo de las intensidades de acoplamiento consideradas, promediado en las
realizaciones y condiciones iniciales, como funcién del nivel de mundo pequeno para
redes con las mismas distribuciones de grado que nuestros ensembles de redes de
Erdos-Rényi -(a) y (b)-, y de Watts-Strogatz -(c) y (d)- de N =131 y N = 277 no-
dos. Los valores de T PR son calculados considerando los potenciales de membrana
como serie temporal, y promediandolos en 10 condiciones iniciales distintas, y en 10
realizaciones.

no es monétono es relativamente pequena. Ademds, vemos que para valores
de o similares, las redes con distribuciones de grado de ER tienden a alcanzar
valores Optimos de inferencia mayores. Observamos un comportamiento simi-
lar en la figura 5.3, que muestra el rendimiento global de nuestros procesos
de inferencia a lo largo de las intensidades de acoplamiento consideradas me-

diante el valor de TPR promediado en todos los valores de e. Cabe destacar
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Figura 5.3: Eficiencia de los procesos de inferencia promediados a lo largo
de las intensidades de acoplamiento. Tasa de verdaderos positivos promedia-
da a lo largo de todas las intensidades de acoplamiento, realizaciones y condiciones
iniciales, como funcién del nivel de mundo pequeno para redes con las mismas dis-
tribuciones de grado que nuestros ensembles de redes de Erdos-Rényi -(a) y (b)-, y
de Watts-Strogatz -(c) y (d)- de N = 131 y N = 277 nodos. Los valores de TPR
son calculados considerando los potenciales de membrana como serie temporal, y
promediandolos en 10 condiciones iniciales distintas, y en 10 realizaciones.

que, como el espaciado considerado para € es constante, los valores de (T'PR).

considerados son directamente proporcionales al drea debajo de TPR(e).

5.1.2. Discusion

En esta seccion mostramos que las propiedades de mundo pequeno favore-

cen a los procesos de inferencia basados en analisis bi-variado. Las figuras 5.1,
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5.2 y 5.3 muestran que los procesos de inferencia empleados son mas exitosos
cuando el nivel de mundo pequeno es mayor, para redes con la misma distribu-
cion de grados. En otras palabras, las técnicas de inferencia basadas en analisis
bi-variado son maés efectivas infiriendo la conectividad de redes con propieda-
des de mundo pequeno que estructuras en las que esta propiedad esta ausente.
Esto, ademas, implica que en sistemas complejos cuya estructura de red posee
propiedades de mundo pequeno fuertes, la relacion entre semejanza en com-
portamiento y cercania en conectividad es mas estrecha.

Nuestros resultados fueron obtenidos empleando la correlacién cruzada en-
tre pares como medida de semejanza entre neuronas. En la figura 5.12 de
la seccion 5.4 mostramos que estos resultados son robustos ante un cambio
del largo de la serie temporal empleado para el calculo de las CCs. Ademss,
resultados preliminares sugieren que nuestras conclusiones son robustas ante
distintas medidas de semejanza entre pares.

Las condiciones topoldgicas en las que mostramos nuestros resultados son
similares a las de redes presentes en sistemas neuronales reales. En particular
los tamanos de red y densidad de enlaces escogidos coinciden con los de la red
neuronal frontal (N = 131, p = 0.08) y global (N = 277, p = 0.05) de C.
elegans. En este contexto utilizamos dos grandes grupos de redes, aquellas con
distribucién de grados que coincide con redes de Erdos-Rényi con las carac-
teristicas mencionadas anteriormente (pero nivel de pequeno mundo variable,
como ilustra la figura 4.7), y otras con distribucién de grado de redes Watts-
Strogatz con las caracteristicas mencionadas anteriormente pero que ademas
poseen niveles de mundo pequeno similares a las redes neuronales de C. elegans
(que es variado de acuerdo a lo mostrado en la figura 4.6). Si bien las distribu-
ciones de grado de ambos conjuntos de ensembles son diferentes los resultados
son validos en ambos casos, lo que sugiere robustez de nuestros resultados ante
cambios de la distribucién de grado. Ademas, en virtud de que existe un gran
nimero de sistemas en la naturaleza y en la sociedad cuya estructura de red es
modelable mediante redes ER y WS, nuestros resultados pueden ser relevantes
en diversas areas del conocimiento.

Hemos mostrado, por lo tanto, que nuestros procesos de inferencia son méas

eficientes cuando el nivel de mundo pequeno de las redes es mayor.
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5.2. Inferencia de conectividad: estructura de

C. elegans y modelos candnicos

Para estudiar la eficiencia de los procesos de inferencia basados en analisis
bi-variado en las estructuras neuronales de C. elegans estudiamos sistemas
con las estructuras de red neuronal frontal (N = 131) y global (N = 277)
del nematodo, consideradas como no-direccionadas y sin peso, de acuerdo a
lo establecido en la seccion 4.1. Estas estructuras presentan propiedades de
mundo pequeno, con ¢ = 2.80 para la red neuronal frontal y ¢ = 5.08 para la
global (ver ecuacién 4.1), y sus densidades de enlaces son relativamente bajas,

p=0.08 y p=10.05 para la red frontal y global respectivamente.

5.2.1. Resultados principales

La figura 5.4 muestra la eficiencia de nuestros procesos de inferencia al
inferir las estructuras de red neuronal de C. elegans en distintas intensidades
de acoplamiento. En puntos negros mostramos la tasa de verdaderos positi-
vos para sistemas con la estructura neuronal frontal -(a) y (c)- y global -(b)
y (d)- de C. elegans. En los paneles (a) y (b) realizamos inferencias conside-
rando el potencial de membrana como representante de la dinamica neuronal,
mientras que en (c) y (d) utilizamos los intervalos inter-disparo. Para calcular
las correlaciones de las series de intervalos inter-disparo utilizamos un largo
de 2000 espigas. Correspondientemente, el calculo de las correlaciones entre
potenciales de membrana se realizé considerando el largo de la serie necesario
para abarcar ese mismo nimero de espigas. Cada punto se corresponde con un
promedio en 10 condiciones iniciales aleatorias. Ademads, en azul mostramos
la tasa de verdaderos positivos como funcion de la intensidad de acoplamiento
promediada en nuestros ensembles de redes de Erdds-Rényi estadisticamente
similares a las estructuras neuronales de C. elegans (ver seccién 4.1), y a su
vez cada una de ellas promediada en 10 condiciones iniciales. En rosado mos-
tramos el mismo observable pero promedidado en nuestros ensembles de redes
de Watts-Strogatz estadisticamente similares a las estructuras neuronales de
C. elegans.

Al comparar los procesos de inferencia realizados mediante los potenciales
de membrana en sistemas con la estructura de red frontal y global de C. elegans

observamos que podemos inferir con mas acierto la red frontal, llegando a un
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méximo de casi el 40 % de los enlaces recuperados (ver figura 5.4 (a)), que la
global, cuyo TPR méaximo se corresponde con obtener un porcentaje apenas
superior al 20 % de los enlaces (figura 5.4 (b)). Sin embargo, cuando consi-
deramos la tasa de verdaderos negativos, vemos que en sus valores maximos
recuperamos correctamente el 96 % de los enlaces ausentes de la estructura de
red global, mientras que obtenemos correctamente un 95% de la estructura
de red frontal. Por lo tanto, en la estructura de red frontal recuperamos mas
exitosamente los enlaces existentes, mientras que en la global recuperamos mas
efectivamente los enlaces ausentes.

Comparemos ahora la inferencia sobre las estructuras neuronales de C.
elegans con las realizadas sobre nuestros ensembles de redes estadisticamente
similares a las estructuras del nematodo. Para la mayor parte de las intensi-
dades de acoplamiento la tasa de verdaderos positivos es considerablemente
mas alta en las estructuras de WS que en las otras, alcanzando tanto en los
ensembles de N = 131 como en los de N = 277 nodos tasas de verdaderos
positivos del orden del 50 % de los enlaces existentes, que implican un 96 %
y 97% de enlaces ausentes acertados en las redes de N = 131 y N = 277
nodos respectivamente. Ademads, observamos que en las redes de WS podemos
realizar procesos de inferencia con éxito en intensidades de acoplamiento en
las que tanto para las redes de ER como de C. elegans no obtenemos tasas de
verdaderos positivos mayores a las de un proceso randémico (ver, por ejemplo
TPR para € > 0.3 en la figura 5.4 (b)). Por lo tanto, nuestros procesos de
inferencia son mas exitosos y robustos ante cambios en los acoplamientos que
en las redes ER o C. elegans.

Sorprendentemente, observamos que la eficiencia de nuestras inferencias so-
bre redes de C. elegans tiene mayor similitud a la de las inferencias sobre redes
de Erdos-Rényi que sobre redes de Watts-Strogatz estadisticamente similares.
Como podemos ver en la figura 5.4, la relacién TPR(€) para las redes de C.
elegans es mas cercana a la correspondiente para redes ER tanto en el caso
de la red frontal -panel (a)- como global -panel (b)-, y esta observacién se
mantiene tanto si realizamos la inferencia utilizando los potenciales de mem-
brana como representante de la dindmica neuronal -(a) y (b)- como cuando
utilizamos los intervalos inter-disparo -(c¢) y (d)-. Este resultado es notable si
tenemos en cuenta que las estructuras neuronales de C. elegans se encuentran
dentro de los casos mas citados de redes con efecto de mundo pequeno, mien-

tras que el algoritmo de Watts-Strogatz es considerado un modelo candnico
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Figura 5.4: Eficiencia de los procesos de inferencia como funciéon de la
intensidad de acoplamiento para las estructuras de red neuronal de C.
elegans, en comparacién con redes ER y WS. En los paneles (a) y (c) [(b)
y (d)] tenemos la tasa de verdaderos positivos (T'"PR) como funcién de la intensi-
dad de acoplamiento € para sistemas formados por N = 131 [N = 277] mapas de
Izhikevich acoplados por pulsos en dinamica de rafagas, montados sobre la estruc-
tura de red neuronal frontal [global] de C. elegans. Superpuestos en azul y rosado
tenemos T'PR(€) promediados en los ensembles de redes ER y WS estadisticamente
similares a los de C. elegans. En los paneles (a) y (b) utilizamos los potenciales de
membrana como representantes de la dindmica neuronal, mientras que en (c) y (d)
utilizamos los intervalos inter-disparo. Todos los puntos resultan de un promediado
en 10 condiciones iniciales.
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para la construccion de redes de mundo pequeno.

La Tabla 4.1 de la seccién 4.1 muestra una comparacioén entre los observa-
bles principales de las estructuras de red neuronal frontal y global de C. elegans
con los valores correspondientes en los ensembles de redes de Erdos-Rényi y
Watts-Strogatz estadisticamente similares. Aqui podemos ver que los tres gru-
pos de redes poseen similitudes en la densidad de enlaces, pero las redes de C.
elegans poseen un nivel de mundo pequeno mas cercano al de los ensembles de
WS que a los de ER (o = 2.80(5.08) para C. elegans y o = 2.78(5.26) para las
redes WS de N = 131(277) nodos, mientras que o ~ 1 para redes ER, ver Ecs.
4.1y 4.3). Sin embargo, las redes de ER guardan mayor semejanza con las de

C. elegans en cuanto a su distribucién de grados.

(a) (b)

0.15

0.05

Figura 5.5: Distribucién de grados de la estructura de red neuronal frontal
y global de C. elegans. En celeste la distribucién de grados de las redes de Erdos-
Rényi -en (a) de N = 131 y en (b) de N = 277 nodos-, promediados a lo largo de
los ensembles. En marrdn las distribucién de grados de las redes de Watts-Strogatz,
promediadas a lo largo de los ensembles.

Para explicar la mayor semejanza entre las curvas TP R(¢€) de las estructuras
de C. elegans con las de ER, podemos comparar las distribuciones de grados
correspondientes. En la figura 5.5 tenemos las distribuciones de grados de las
estructuras de red neuronal frontal y global de C. elegans, comparadas con las
distribuciones de grado promediadas a lo largo de los ensembles de redes ER
y WS correspondientes. Podemos observar que, si bien las redes de WS tienen
propiedades de mundo pequeno similares a C. elegans, sus distribuciones de

grados difieren bastante. Las redes de WS tienen una heterogeneidad de grado
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mucho menor, que se ve reflejada en el hecho de que el peso de la moda es
mucho mayor en las redes WS que en las de CE. Ademas, las distribuciones de
grado de C. elegans presentan una cola més larga que las WS. En ese sentido
y como podemos ver en la figura 5.5, las distribuciones de grado de las redes
ER son mas cercanas a las de C. elegans. Sin embargo, las redes de ER carecen
de la cola larga que si poseen las distribuciones de grado de C. elegans.

En el caso de la estructura de red neuronal global de C. elegans, vemos en
el panel (b) de la figura 5.5 que su distribucién de grados difiere aiin mas de las
de los ensembles de redes ER y WS estadisticamente similares que en el caso
de la red neuronal frontal -panel (a)-. La cola de la red neuronal global de C.
elegans es aiin mas larga que la de la red frontal, y esto trae como consecuencia
que su moda difiera de la de los modelos canénicos. Tenemos entonces que la
red neuronal global de C. elegans tiene una moda de 10 mientras que la de
las redes ER y WS estadisticamente similares es de 14. Estas diferencias se
ven reflejadas en que la relacién TPR(e) para la red neuronal global de C.
elegans se aleje bastante de sus correspondientes para redes ER y WS, si bien

se mantiene mas cercana a las ER.

5.2.2. Discusion

En esta seccién mostramos que la eficiencia de los procesos de inferencia
basados en andlisis bi-variado al inferir las estructuras de red neuronal de
C. elegans es mas cercana a la eficiencia para inferir topologias de Erdos-
Rényi que de Watts-Strogatz. Este resultado es sorprendente dado que, por
un lado, uno de los ejemplos més citados de red de mundo pequeno es la
estructura neuronal de C. elegans y, por otro, el modelo de Watts-Strogatz es
utilizado frecuentemente como ejemplo candnico de red de pequeno mundo.
Sin embargo, en la figura 5.4 observamos que los procesos de inferencia sobre
las estructuras de C. elegans tienen eficienciaes mas similares a las de las
estructuras de Erdos-Rényi con tamanos y densidades de enlaces similares que
a estructuras de Watts-Strogatz con tamanos, densidades de enlace y niveles
de mundo pequeno similares.

Nuestros resultados fueron obtenidos empleando la correlacion cruzada en-
tre pares como medida de semejanza entre neuronas. En la figura 5.12 de la
seccién 5.4 mostramos que estos resultados son robustos ante un cambio del

largo de la serie temporal empleado para el calculo de las CCs. Ademas, en la
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figura 5.4 mostramos que nuestros resultados se verifican tanto cuando utili-
zamos los potenciales de membrana para describir la dindmica neuronal como
cuando empleamos los intervalos inter-disparo. Por lo tanto, nuestros resulta-
dos son robustos ante distintas formas calculo de la semejanza entre pares de
neuronas.

Los resultados mostrados en la figura 5.4 implican que la dinamica colecti-
va de los sistemas neuronales con estructuras de C. elegans son més cercanos
a sistemas con arquitecturas de Erdos-Rényi que de Watts-Strogatz. Esto pue-
de deberse a que las distribuciones de grados de redes Erdds-Rényi son mas
cercanas a las estructuras de C. elegans que las Watts-Strogatz, si bien estas
ultimas comparten las propiedades de mundo pequeno con las estructuras del
nematodo. En la figura 5.5 vemos que en las redes de Watts-Strogatz la mo-
da tiene un peso mayor, mientras que las redes de C. elegans tienen una cola
considerablemente mas larga. Estas diferencias tienen consecuencias sobre las
eficienciaes de nuestras inferencias.

La diferencia entre las eficiencias de la inferencia de distintas redes esté re-
lacionado con el fenémeno de sincronizacion mediante hubs (Vlasov and Bi-
fone (2017), Pereira (2010)), frecuentemente observado en redes neuronales.
La sincronizaciéon mediante hubs consiste en que un nodo (hub) provoque una
sincronizacion entre sus vecinos, ain cuando ellos no comparten un enlace di-
recto, permaneciendo el hub con una dinamica completamente independiente
de ellos. Este tipo de sincronizacién es especialmente perjudicial para nuestros
procesos de inferencia, ya que llevan a que reconozcan enlaces entre neuronas
que no estan directamente conectadas, sino que estan sincronizadas mediante
un hub, ademéas de no poder detectar los enlaces entre estas neuronas y el
hub. La alta regularidad de las redes de Watts-Strogatz impiden la emergencia
del fenémeno de sincronizacién mediante hubs ya que reducen el nimero de
nodos candidatos a hub. Por el contrario, las colas largas de las redes de C.
elegans potencian este tipo de sincronizacion. Teniendo esto en cuenta no es
sorprendente que la eficiencia de las inferencias sobre redes de Watts-Strogatz
sea las mas altas de las estudiadas y las de las estructuras neuronales de C.

elegans las mas bajas.
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5.3. Inferencia en distintas representaciones

de la dinamica neuronal

Estudiamos cémo se ven afectados los procesos de inferencia basados en
analisis bi-variado cuando cambiamos la representacion de la dinamica neuro-
nal. En particular, comparamos las diferencias entre realizar inferencias utili-
zando los potenciales de membrana (MP) o los intervalos inter-disparo (ISI)
para describir la dinamica neuronal. Para ello realizamos inferencias utilizando
la correlacién cruzada (CC) como medida de semejanza entre la actividad neu-
ronal (MPs o ISIs), en sistemas compuestos por mapas de Izhikevich acoplados
por pulsos, cuya dindmica desacoplada es de rafagas, e implementados sobre
redes de nuestros ensembles de estructuras de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz
estadisticamente similares a la estructura neuronal frontal (N = 131) y glo-
bal (N = 277) de C. elegans. Tenemos por lo tanto cuatro ensembles sobre
los que realizamos inferencias, cuyas propiedades topoldgicas estan explicadas
en la seccién 4.1. En particular comparamos como cambia la eficiencia de los
procesos de inferencia y la robustez ante distintas realizaciones de la topologia

cuando cambiamos de representacién de la dinamica neuronal de los MPs a los
ISIs.

5.3.1. Resultados principales

Exploremos ahora la eficiencia de nuestros procesos de inferencia en los
ensembles de redes de Erdos-Rényi para diversas intensidades de acoplamien-
to cuando escogemos distintas representaciones de la dinamica neuronal. La
figura 5.6 muestra la tasa de verdaderos positivos (T"PR) como funcién de la
intensidad de acoplamiento ¢, utilizando tanto los MPs -(a) y (b)- como los
ISIs -(c) y (d)- para representar la dindmica neuronal, en nuestros ensembles
de redes de Erdos-Rényi de N = 131 y N = 277 nodos. Aqui, para el calculo
de las CCs evolucionamos los sistemas 2 x 10* pasos como transitorio, y luego
del transitorio consideramos 2000 espigas para la construccion de las series de
[SIs. Para la inferencia utilizando los MPs consideramos el largo de la serie
temporal que se corresponde con las 2000 espigas utilizadas para los ISIs.

En la figura 5.6 observamos que al cambiar de eleccién de serie temporal
los valores maximos de la tasa de verdaderos positivos se dan en distintas in-

tensidades de acoplamiento. Més aun, para distintos valores € el tipo de serie
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Figura 5.6: Tasa de verdaderos positivos como funcién de la intensidad
de acoplamiento para los procesos de inferencia en nuestros ensembles
de redes de Erdos-Rényi. Los paneles (a) y (c) se corresponden con el ensemble
de redes ER de N = 131 nodos, y (b) y (d) muestran inferencias en los ensembles
de redes ER de N = 277 nodos. En los paneles (a) y (b) la infrencia es hecha
utilizando los potenciales de membrana (MPs) como representante de la dindmica
neuronal, y en (c¢) y (d) utilizando los intervalos inter-disparo (ISI). Los colores
representan T'PR(€) en distintas realizaciones (i.e. distintas matrices de adyacencia
del correspondiente ensemble). A su vez, cada punto resulta de un promedio en 10
condiciones iniciales aleatorias.
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temporal que arroja un mayor valor de T'PR varia. Por ejemplo, para intensi-
dades de acoplamiento entorno a € = 0.25 la inferencia mediante potenciales de
membrana arrojan mayores valores de T'P R, mientras que para acoplamientos
entorno a € = 0.31 sucede lo contrario. Sin embargo, para la mayoria de los
casos la inferencia realizada considerando los MPs como serie temporal arroja
mayores valores de T'PR. Por lo tanto, la pérdida de informacién al reducir la
serie temporal de los potenciales de membrana a los ISIs perjudica la calidad

de nuestra inferencia.
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Figura 5.7: Variabilidad de la tasa de verdaderos positivos (T'PR) como
funcién de la intensidad de acoplamiento para los procesos de inferencia
en nuestros ensembles de redes de Erdos-Rényi cuando utilizamos los
MPs y los ISIs como serie temporal. En (a) ensembles de redes ER de N = 131
nodos, y en (b) redes ER de N = 277 nodos. La inferencia fue hecha sobre redes de
mapas de Izhikevich, en dinamica desacoplada de rafagas, y acoplados por pulsos,
considerando tanto potenciales de membrana (naranja) como intervalos inter-disparo
(celeste). La variabilidad en cada punto fue considerada como la desviacién estdndar
a lo largo de las 20 realizaciones (i.e. a lo largo de las 20 matrices de adyacencia de
cada ensemble). Observamos que cuando consideramos los potenciales de membrana
como serie temporal la variabilidad de T PR es en general mayor.

Sin embargo, la reduccién de informacién que implica el pasaje de los MPs
a los ISIs trae consigo ventajas. Nuestros procesos de inferencia, cuando utili-
zamos los intervalos inter-disparo como serie temporal, son més robustos ante
distintas realizaciones de nuestra red neuronal sintética. Esto es, el compor-
tamiento de TPR(e) tiene menor variabilidad ante cambios en la matriz de
adyacencia escogida de nuestros ensembles en relaciéon a como se comporta

TPR(¢) cuando utilizamos los MPs como serie temporal. La figura 5.7 ilustra
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la variabilidad que tiene la tasa de verdaderos positivos como funcién de la
intensidad de acoplamiento ¢ cuando utilizamos como serie temporal los ISIs
y los MPs, en las mismas condiciones dinamicas y numéricas con las que cons-
truimos la figura 5.6. Podemos ver que tanto en los ensembles de Erdos-Rényi
de N = 131 como en los de N = 277 nodos, la desviacién estandar a lo largo
de los ensembles es en general menor cuando utilizamos los ISIs. Por lo tan-
to, si bien la eficiencia de la inferencia se ve reducida utilizando las ISIs, su
robustez aumenta respecto de cuando utilizamos los potenciales de membrana
como serie temporal.

Cuando exploramos los procesos de inferencia en nuestros ensembles de re-
des Watts-Strogatz encontramos resultados similares. La figura 5.8 muestra la
tasa de verdaderos positivos (T"PR) como funcién de la intensidad de acopla-
miento e utilizando tanto los MPs -(a) y (b)- como los ISIs -(c) y (d)- para
representar la dindmica neuronal, en nuestros ensembles de redes de Watts-
Strogatz de N = 131 y N = 277 nodos. Para el calculo de las CCs evoluciona-
mos los sistemas 2 x 10* pasos como transitorio, luego del cual tomamos 2000
espigas para el calculo de los ISIs. En la inferencia utilizando los MPs consi-
deramos el largo de la serie temporal que se corresponde con las 2000 espigas
utilizadas para los ISIs.

En la figura 5.8 observamos el mismo comportamiento que en el caso de
las redes de ER. Al cambiar de eleccion de serie temporal los valores maximos
de TPR se dan para distintas intensidades de acoplamiento. M&s atn, para
distintos valores € el tipo de serie temporal que da una inferencia con mayor
valor de T'PR también varia. Por ejemplo, para intensidades de acoplamiento
entorno a € = 0.26 la inferencia mediante potenciales de membrana arrojan
mayores valores de T'P R, mientras que para acoplamientos entorno a ¢ = 0.31
sucede lo contrario.

Al igual que con las redes de Erdds-Rényi, en nuestros sistemas de Watts-
Strogatz para la mayoria de los casos la inferencia realizada considerando los
potenciales de membrana como serie temporal arroja mayores valores de T'PR.
Por lo tanto también vemos que la pérdida de informacion al reducir la serie
temporal de los potenciales de membrana a los ISIs perjudica la eficiencia
de nuestra inferencia. Por otro lado, también observamos que los valores de
T PR de la inferencia utilizando los ISIs como serie temporal son mas robustos
ante distintas realizaciones de la topologia de WS. La figura 5.9 muestra la

desviacion estandar de la tasa de verdaderos positivos de nuestras inferencias
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Figura 5.8: Tasa de verdaderos positivos como funcién de la intensidad
de acoplamiento para los procesos de inferencia en nuestros ensembles de
redes de Watts-Strogatz. Los paneles (a) y (c) se corresponden con el ensemble
de redes WS de N = 131 nodos, y (b) y (d) muestran inferencias en los ensembles de
redes WS de N = 277 nodos. En los paneles (a) y (b) la infrencia es hecha utilizando
los potenciales de membrana (MP) como representante de la dindmica neuronal, y en
(¢) y (d) utilizando los intervalos inter-disparo (ISI). los colores representan T'PR(e)
en distintas realizaciones (i.e. distintas matrices de adyacencia del correspondiente
ensemble). A su vez, cada punto resulta de un promedio en 10 condiciones iniciales
aleatorias.
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a lo largo de los ensembles de redes de WS como funcién de la intensidad de
acoplamiento. Observamos que la variabilidad de T'PR es sensiblemente mayor

cuando consideramos los MPs como serie temporal para realizar la inferencia.
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Figura 5.9: Variabilidad de la tasa de verdaderos positivos (T’ PR) como
funcién de la intensidad de acoplamiento para los procesos de inferencia
en nuestros ensembles de redes de Watts-Strogatz cuando utilizamos los
Mps y los ISIs como serie temporal. En (a) ensembles de redes WS de N = 131
nodos, y en (b) redes WS de N = 277 nodos. La inferencia fue hecha sobre redes
de mapas de Izhikevich, en dindmica desacoplada de rafagas y acoplados por pulsos,
considerando tanto potenciales de membrana (naranja) como intervalos inter-disparo
(celeste). La variabilidad en cada punto fue considerada como la desviacién estandar
a lo largo de las 20 realizaciones (i.e. a lo largo de las 20 matrices de adyacencia de
cada ensemble). Observamos que cuando consideramos los potenciales de membrana
como serie temporal la variabilidad de T PR es en general mayor.

5.3.2. Discusion

A la hora de representar la dindmica de un sistema neuronal las opciones
mas escogidas son los potenciales de membrana y los intervalos inter-disparo.
Si bien los MPs constituyen una descripciéon mas completa y contienen toda la
informacion que los ISIs pueden brindar, también poseen ciertas desventajas.
Desde un punto de vista experimental suele ser més sencillo registrar solamente
los tiempos en los que la neurona dispara que el comportamiento completo del
potencial de la membrana. Numéricamente, trabajar con los ISIs suele requerir
menos tiempo y costo computacional. Aqui mostramos que cambiar de repre-

sentacién de la dindmica neuronal afecta a los procesos de inferencia basados
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en analisis bi-variado, favoreciéndolos en algunos casos y perjudicandolos en
otros.

En las figuras 5.6 y 5.8 mostramos que, en general, la inferencia utilizando
los potenciales de membrana es mas efectiva que cuando empleamos los inter-
valos inter-disparo como representante de la dinamica neuronal. Podemos ver
que la eficiencia es mayor para la mayoria de las intensidades de acoplamiento.
Sin embargo, tanto en las redes ER como en las WS, existen algunas inten-
sidades de acoplamiento en las que las inferencias utilizando las ISIs son mas
efectivas.

Por otro lado, tanto en las redes ER como WS vemos que la variabilidad de
la eficiencia de nuestras inferencias al utilizar los ISIs es en general significati-
vamente menor que cuando utilizamos los MPs. Este fenomeno esta ilustrado
en las figuras 5.7 y 5.9. Encontramos entonces que el filtrado de informacion
que implica pasar de los ISIs a los MPs trae consigo una mayor robustez, si
bien también reduce la eficiencia de las inferencias. Por lo tanto, al realizar in-
ferencias por este tipo de técnicas tenemos un compromiso entre la eficiencia y
su robustez ante cambios en la topologia. La conveniencia de un tipo de repre-
sentacién u otra de la dinamica neuronal depende entonces de la informacién

que queramos extraer del sistema o de la aplicaciéon buscada.

5.4. Sobre la robustez de los resultados

En esta seccién mostramos en mayor detalle las condiciones dindmicas en
las que obtenemos nuestros resultados. Implementamos el parametro de or-
den R definido en la seccién 4.2 para nuestros sistemas neuronales sintéticos
y mostramos que la regién en la que nuestros procesos de inferencia son efec-
tivos coincide con una franja especifica de valores de R. Ademads, mostramos
que nuestros sistemas sufren una transicion de dinamica colectiva de rafagas
a un régimen de espigas al rededor de un valor critico €* que se encuentra
dentro del rango de intensidades de acoplamiento en los que la inferencia es
efectiva. Finalmente analizamos la robustez de nuestros resultados de inferen-
cia ante cambios del largo de la serie temporal empleada para el célculo de las

correlaciones cruzadas.
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5.4.1. Dinamica colectiva

Como mostramos en la seccion 4.2, nuestro parametro de orden cuantifica
la diferencia cuadratica media entre la actividad de todos los pares de nodos
de la red. Podemos implementarla tomando tanto los MPs como los ISIs como
representante de la actividad neuronal. Sin embargo, observamos que brindan
informacion equivalente, por lo que utilizamos el parametro de orden aplicado

a la serie de ISIs como cuantificador de la dindmica colectiva.
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Figura 5.10: Parametros de orden como funcién de la intensidad de aco-
plamiento para nuestros sistemas neuronales sintéticos con estructuras
de C. elegans, Erdos-Rényi y Watts-Strogatz. Nuestros sistemas estan for-
mados por mapas Izhikevich con dinamica desacoplada de rafagas y acoplados por
pulsos. En el panel (a) [(b)] tenemos R(e) promediado en 10 condiciones inicia-
les aleatorias para sistemas con la estructura de red neuronal frontal [global] de
N =131 [N = 277] nodos de C. elegans, en puntos negros. Mostramos superpuestos
los mismos parametros de orden pero para los ensembles de redes de Erdos-Rényi
(anaranjado) y Watts-Strogatz (amarillo) de N = 131 -(a)- y N = 277 -(b)- nodos.
En estos casos cada punto representa un promedio a lo largo de las 20 redes del
ensemble, que a su vez son promediados en 10 condiciones iniciales.

En la figura 5.10 mostramos el comportamiento del pardmetro de orden
(aplicado a los ISIs) como funcién de la intensidad de acoplamiento para los
sistemas compuestos por mapas de Izhikevich acoplados por pulsos, en dinami-
ca aislada de rafagas y dispuestos en las estructuras de red neuronal frontal
-puntos negros del panel (a)- y global -puntos negros del panel (b)- de C. ele-
gans, asi como en nuestras redes de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz estadisti-
camente similares a las estructuras neuronales del nematodo. Si comparamos

el comportamiento de TPR(e) (ver figura 5.4) en estos sistemas con el del
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parametro de orden, vemos que nuestros procesos de inferencia son efectivos
cuando 5 x 10! < R < 5 x 107! aproximadamente. Para valores de R menores
el sistema posee un nivel de sincronizacién que no hace posible realizar una
inferencia de forma efectiva, y para valores mayores a ese rango el sistema se
encuentra demasiado desordenado y tampoco es posible realizar inferencias.

Comparemos las distintas dependencias R(e) de la figura 5.10. Aqui obser-
vamos que en las redes de C. elegans los parametros de orden guardan mayor
semejanza con los de sistemas con estructuras de red de Erdos-Rényi que con
los de Watts-Strogatz. Mdas aun, presentan la misma caida abrupta de R en-
torno a € = 0.30, que no esta presente en las redes de Watts-Strogatz. La
semejanza de la relacién R(e) entre nuestros sistemas con estructuras de C.
elegans y aquellos con topologias de FErdos-Rényi es consistente con las con-
clusiones obtenidas en la seccion 5.2, en la que vimos que la inferencia en
sistemas con estructuras de C. elegans y Erdos-Rényi guardan similaridades
que contrastan con las inferencias en redes de Watts-Strogatz.

Por otro lado, en la figura 5.10 observamos que el parametro de orden para
las redes de Watts-Strogatz decrece mas lentamente al aumentar € que los otros
casos. Esto tiene como consecuencia que R permanece en valores en los que
el sistema exhibe coherencia parcial para un rango mayor de intensidades de
acoplamiento. Esto es coherente con lo mostrado en los paneles (a) y (b) de
la figura 5.4, donde vemos que los sistemas con estructura de Watts-Strogatz
exhiben una region mas amplica de intensidades de acomplamiento en los que
la inferencia es efectiva. Como discutimos en la seccion 5.2, esta similitud entre
los sistemas con estructura de C. elegans y Erdos-Rényi puede deberse a las
propiedades de sus distribuciones de grado.

El cambio abrupto que observamos en los parametros de orden entre
e = 025y € = 0.30 viene de la mano de una transicion en el comporta-
miento colectivo del sistema. Para observar esto centrémonos en la figura 5.11,
que muestra raster plots con los tiempos de disparo de cada neurona para va-
rios valores de € distintos, de sistemas compuestos por mapas de Izhikevich, en
dinamica desacoplada de rafagas y acoplados por pulsos, cuando estan mon-
tadas sobre una realizacion del ensemble de redes Erdos-Rényi de N = 131
nodos. Para acoplamientos relativamente bajos (¢ = 0.10, e = 0.15 0 € = 0.20),
vemos que la dindmica colectiva es de rafagas sincronizadas. Observamos que
a medida que aumenta la intensidad de acoplamiento cada rafaga contiene mas

espigas. Por lo tanto, el periodo de silencio abarca cada vez menos iteraciones.
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Figura 5.11: Raster plots indicando los tiempos de disparo de mapas de
Izhikevich acoplados por pulsos, para distintas intensidades de acopla-
miento. Los mapas estan en dinamica de rafagas cuando se encuentran desacopla-
dos, y estdn montados sobre una red del ensemble de Erdos-Rényi de N = 131 nodos.
En el eje vertical representamos el indice de la neurona, y en el eje horizontal la ite-
racién del mapa. Podemos observar la transicién de dindmica colectiva de rafagas
sincronizadas a un régimen de espigas entre e = 0.30 y ¢ = 0.35.
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Alrededor de € = 0.25 el niimero de espigas en una rafaga es tal que el periodo
de silencio desaparece y se provoca una transicion de régimen de régimen de
rafagas a espigas. El mismo comportamiento se observa en el caso de las redes
de mapas de Izhikevich de N = 277 nodos, y en las redes de C. elegans y
Watts-Strogatz.

La transicion de régimen de rafagas a espigas ha sido reportada en otros
trabajos, como por ejemplo en Shilnikov and Cymbalyuk (2005) o Innocenti
et al. (2007). Cerca del valor critico de € la dindmica colectiva pierde coherencia,
permaneciendo en un estado de coherencia parcial. Teniendo esto en cuenta, y
en vista de que en Rubido et al. (2014) reportan que para que un proceso de
inferencia basado en analisis bi-variado sea exitoso es necesario un estado de
coherencia parcial, resulta coherente que sea en este entorno donde el acierto
de la inferencia sea mayor. Por este motivo nos centramos en estudiar nuestros

sistemas alrededor de la intensidad critica de acoplamiento.

5.4.2. Dependencia con el largo de la serie temporal

En este trabajo hemos explorado la robustez de nuestros resultados ante
distintas realizaciones de la topologia (i.e. distintas matrices de adyacencia con
las caracteristicas topoldgicas deseadas) y ante distintas condiciones iniciales.
Encontramos que nuestros resultados (dependencia de TPR con la intensidad
de acoplamiento €) son robustos ante diferencias en condiciones iniciales y dis-
tintas realizaciones. Si bien en algunos casos las curvas de T'PR(¢) muestran
cierta variabilidad, su comportamiento cualitativo se mantiene. Asimismo, es-
tudiamos como cambian nuestros resultados ante distintas elecciones de la serie
temporal (potenciales de membrana o interspike intervals). En este caso en-
contramos que las curvas de TPR(e) si varfan cualitativamente dependiendo
de si utilizamos los intervalos inter-disparos o los potenciales de membrana. La
pregunta que queda por responder es como se ven afectados nuestros resultados
ante distintos largos de la serie temporal.

La figura 5.12 muestra cémo se comporta T PR(e) al cambiar el largo de
la serie temporal empleado para calcular las correlaciones cruzadas, en el caso
de los ensembles de redes Erdos-Rényi de N = 131 y N = 277 nodos -trazo
celeste en la figura 5.10 (a) y (c¢)-. Podemos ver que tanto cuando escogemos
los intervalos inter-disparo como serie temporal como cuando elegimos los po-

tenciales de membrana, la relacién entre TPR y € no se ve cualitativamente
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afectada. Por el contrario, las pequenas diferencias que tiene son cuantitativas.
Estas observaciones son vélidas también para redes de nuestros ensembles de
topologias de Watts-Strogatz y para sistemas con las estructuras neuronales

de C. elegans. Podemos concluir que nuestros resultados no se ven afectados

por el largo de la serie temporal escogida para el calculo de correlaciones.
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Figura 5.12: Tasa de verdaderos positivos calculada utilizando diferentes
largos de serie temporal como funcion de la intensidad de acoplamiento
para nuestros procesos de inferencia. Los sistemas planteados estan compues-
tos por mapas de Izhikevich acoplados por pulsos, en dindmica de rafagas cuando
estan desacoplados. En (a) y (b) la inferencia fue hecha considerando los potencia-
les de membrana v como serie temporal de cada nodo, y en (c) y (d) realizamos
las inferencias considerando los intervalos inter-disparo. Cada punto representa el
promedio en 10 condiciones iniciales distintas.
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Capitulo 6
Conclusiones y perspectivas

En esta tesis abordamos el problema de inferencia de la conectividad en
redes neuronales, y realizamos aportes para entender mejor el rol que tienen
distintas propiedades estructurales en el éxito o fracaso de los métodos de
inferencia.

Nos centramos en estudiar el efecto de algunas caracteristicas estructurales
de redes neuronales sobre los métodos de inferencia de la conectividad basa-
dos en analisis bi-variado. En particular estudiamos cémo las propiedades de
mundo pequeno afectan la eficiencia de dichos procesos de inferencia. Asimis-
mo analizamos el desempeno de los métodos basados en analisis bi-variado
para inferir la conectividad de la estructura neuronal C. elegans, que es una
de las redes con caracteristicas de mundo pequeno presentes en la naturaleza
mas ampliamente citadas, en relacién a su capacidad para inferir otras redes
estadisticamente similares. Ademads, estudiamos el efecto de escoger distintas
representaciones de la actividad neuronal sobre lo procesos de inferencia.

En nuestro abordaje trabajamos con redes neuronales sintéticas modeladas
mediante mapas de Izhikevich acoplados por pulsos, dispuestos en estructuras
dadas por los modelos candnicos de Erdos-Rényi y Watts-Strogatz, asi como en
la estructura neuronal frontal y global de C. elegans. Realizamos inferencia de
la conectividad utilizando la correlacién cruzada como medida de semejanza
entre la actividad de neuronas y evaluamos los resultados mediante carac-
teristica operativa del receptor. En ese sentido, en la seccién 4.3 derivamos
un marco para trabajar con caracteristica operativa del receptor en nuestro

contexto.
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Las principales conclusiones de nuestro trabajo son:

= Las caracteristicas de mundo pequeno favorecen los procesos de inferen-
cia basados en analisis bi-variado. Nuestros resultados fueron obtenidos
en una dinamica individual especifica -de rafagas- y un tipo de acopla-
miento particular -por pulsos- (ver seccién 5.1). En este contexto resal-
tamos la robustez de nuestros resultados ante cambios estructurales y
en la intensidad de acoplamiento. Estas conclusiones pueden tener am-
plias consecuencias teniendo en cuenta que el efecto de mundo pequeno
es ubicuo en la naturaleza y la sociedad. Por otro lado la técnica que
empleamos es de las mas utilizadas para inferir la estructura de una am-
plia gama de sistemas, por lo que es relevante conocer sus debilidades y
fortalezas para inferir redes con distintas caracteristicas.

= En el problema de la inferencia sobre sistemas neuronales con la estructu-
ra de C. elegans mostramos que la capacidad para inferir la conectividad
del nematodo mediante andlisis bi-variado, es decir, la eficiencia de la
inferencia para distintas intensidades de acoplamiento, es similar a la
capacidad para inferir la conectividad de redes Erdos-Rényi, y ambas
contrastan con la inferencia de estructuras de Watts-Strogatz, que es en
general mas efectiva debido a que la heterogeneidad en el grado de estas
estructuras es menor (ver seccién 5.2). Estos resultados dan cuenta de
las limitaciones del empleo del algoritmo de Watts-Strogatz para modelar
redes de pequeno mundo presentes en la naturaleza y sociedad, practica
frecuente pero que puede llevar a predicciones erroneas. Destacamos que
nuestros resultados se corroboran tanto cuando utilizamos los potencia-
les de membrana como los intervalos inter-disparo para representar la
actividad neuronal.

= Los procesos basados en andlisis bi-variado consiguen inferir la conecti-
vidad con mayor éxito cuando la actividad neuronal se expresa mediante
los potenciales de membrana, mientras que al describirla mediante los
intervalos inter-disparo la eficiencia de los procesos de inferencia es mas
robusta ante cambios estructurales (ver seccién 5.3). Esto sugiere la exis-
tencia de un compromiso entre eficiencia y robustez al utilizar distintas
representaciones de la actividad neuronal para realizar inferencias. Estos
resultados son relevantes para comprender mejor las ventajas y limita-

ciones de utilizar los intervalos inter-disparo como representantes de la
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dindmica neuronal.

Actualmente nos encontramos en proceso de escritura de un articulo que
condensa los resultados principales de esta tesis. Como trabajo a futuro nos
planteamos la extension de este estudio a sistemas neuronales con otros tipos
de dinamicas individuales y modelos de acoplamiento. En el problema de la
inferencia de sistemas con estructura de C. elegans, ademas, nos planteamos
contrastar nuestros resultados con los obtenidos mediante otras técnicas de
inferencia. Asimismo, nos planteamos el estudio del efecto de las propiedades
de pequeno mundo sobre la inferencia en otros sistemas complejos, como ser
redes de mapas logisticos en dindmica caodtica. En ese sentido destacamos la
posibilidad de contrastar resultados numéricos con experimentales, en virtud
de que actualmente disponemos de un montaje experimental de redes de mapas
logisticos.

Queremos remarcar que nuestros resultados y conclusiones no se restringen
al estudio de redes neuronales sino que podrian tener consecuencias en el campo
de los sistemas complejos en general. Los procesos de inferencia que empleamos
se utilizan en otros contextos en los que el fenémeno de mundo pequeno juega
un rol central como las redes climéticas o redes funcionales del cerebro. En
ese sentido, la mayor parte de los estudios de inferencia suelen centrarse en
la maximizacién de su eficiencia, mientras que poco se conoce sobre como las
caracteristicas estructurales los favorecen o perjudican. Los resultados de este

trabajo constituyen una serie de aportes en esa direccion.
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