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Resumen

En el marco de la teoria del equilibrio general, se introduce un modelo evolutivo para una
economia con produccidn. De esta forma se intenta explicar la posibilidad del surgimiento
de cambios inesperados e impredecibles (crisis econémicas), en una economia, como
resultado de la accion, bajo informacion imperfecta, de agentes que buscan maximizar sus

beneficios.
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Abstract

In the framework of the general equilibrium theory, we introduce an evolutionary model
for an economy with production. This will try to explain the possibility of the emergence
of unexpected and unpredictable changes (economic crisis), in the economy as a result of

the action, under imperfect information, of agents looking for maximize their profits.
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1 Introduccion

Es bien sabido que la teoria del equilibrio general competitivo, es una teoria
basicamente estatica. EI teorema de Debreu-Mantel-Sonneschein, muestra que la funcion
exceso de demanda, adquiere formas muy generales, que hacen imposible, que sin mayores
restricciones sobre las economias, pueda considerarse un sistema dinamico en la que dicha
funcién explique los cambios econdmicos. Consecuentemente, la literatura existente sobre
modelos dinamicos de equilibrio general es limitada, pues debe asumir hipétesis latamente

restrictivas sobre las preferencias de los consumidores, o escaza.

En este trabajo la dindmica de la economia aparece como resultado de la accion de
gerentes o propietarios de las firmas, que en busca de mejores beneficios, cambian la
tecnologia bajo la que producen. Los equilibrios cambian, cuando la distribucion sobre las
posibles tecnologias usadas por las firmas, cambia, dando lugar asi, a una dindmica, que si
bien ocurre sobre la variedad de equilibrios walrasianos, posibilita la aparicion de
economias singulares y consecuentemente, el surgimiento de cambios inesperados Yy
apriori, impredecibles (crisis econdmicas), como resultado de pequefias modificaciones en
la distribucidn de las tecnologias. EI modelo dinamico supone informacion imperfecta, en
el momento en el cual los gerentes o propietarios de la firma, deciden cambiar su
tecnologia de produccion, para aquellas que, en el momento, muestran mayores beneficios.
En un modelo de equilibrio general, aun en condiciones de equilibrio competitivo, no todas
las firmas obtienen los mismos beneficios, por lo tanto la pregunta acerca de por qué las
firmas competitivas bajo condiciones de perfecta mobilidad de capital, no eligen las
tecnologas que ofrecen los més altos beneficios, es pertinente y su vigencia es la que
explica, al menos en este trabajo, la dinamica y la posibilidad de aparicion de crisis
econdémicas, como resultado de la accion racional de gerentes 0 propietarios

maximizadores de beneficio, bajo informacién imperfecta.

2 El modelo

Suponemos que en la economia existen | bienes diferentes, m consumidores

representados por sus funciones de utilidad u,:R! — R cuasiconcavas dos veces



derivables con continuidad y dotaciones iniciales w, eR! para todo iel ={1,..,m}. El

conjunto de las firmas sera representado por F. Es un conjunto finito, cuya cardinalidad

serd representada por |F|, cada una de las cuales utiliza una de las posibilidades
tecnoldgicas representadas por Y; R'; j {1...., k}. Representaremos por N; el nimero

de firmas que producen de acuerdo a la tecnologa Y; de forma tal que n; =N;/|F |y
ademés |F |= ZE:le. Las restricciones tecnologicas cumplen las condiciones habituales,

es cerrado, convexo, acotado superiormente y ademas R! MY; ={0}. En cada momento t,

la produccion se realiza acorde a una distribucién sobre las tecnologias, representada por

n(t) = (n,(t),..,n,(t)) siendo n,(t) el porcentaje de firmas que en el momento t utilizan la
tecnologia Y;;j=1,..k. Cada firma f eF elige un plan de produccion maximizador
dentro de su restriccién tecnoldgica, esto es, a precios p dados una firma f € F utilizando
la tecnologia Y;, elige un plan y' €Y, tal que py" > py vy €Y;;j=1..,k, quees el
mismo para cada firma que utiliza la misma tecnologia. El producto total, corresponde a

ye Z?le Y, tal que:

y=2y" =IFI2ny,
=1

feF j

donde y;eY; representa el plan Optimo a precios dados, de cada firma usando la
tecnologia Y;. Asuminos que la economia es de propiedad privada, esto es que las firmas
son de propiedad de los consumidores. El numero real &, representa la proporcion de los
beneficios de la firma f € F que corresponden al consumidor i< 1. Por lo que se verifica

que 0<@, <1l paratodo iel y feF y ademés que zn 0. =1 paratodo f eF. Si

i=1 i
asumimos que en el momento t la distribucion de las firmas es n vy las firmas maximizan

sus beneficios, a precios p dados, todas las que producen con una misma tecnologa, ellas

el mismo plan de produccidn, al que representamos por y;(p). La funcion de oferta de la

firma f eF serd representada por y' :Ri+ —R' y consecuentemente corresponde a

y'(p) = y;(p) para toda firma cuya tecnologia sea Y;. La participacion del i—ésimo



conusmidor en los beneficios correspondientes sera ;N ;py;(p) = Zmﬂifyf (p), por lo
J

0.
ue 6. = :
q 1] Zerj | F |

f
N

Consecuentemente, dada la distribucion de las firmas, la riqueza del i—ésimo
agente esta dada por la funcion W, : R — R definida por

W, (p) = pw; + D 6, py; (P)

feF

0 equivalentemente por
W,(p) = pwi+| F | > 6;n;py;(p).
j=1

Las utilidades y las dotaciones iniciales de los cosnumidores, asi como su particpacion en
los beneficios de cada firma, se mantendran constantes, por cada economia se caracterizara
por la distribucién de las firmas sobre los posibles tipos de tecnologia, la que puede
modificarse con el tiempo. Como ya fue dicho, las demas caractersticas se mantendran

constantes, inclusive el total de firmas existentes. El vector de distribucion n caracterizara

a las economias las que seran representadas por E.. La riqueza de los consumidores
depende de los precios y de la distribucion de las firmas, para destacar esta dependencia,

utilizaremos la funcion W, : R! xS* — R definida por
W, (p,n) = pw,+| F | X 6;n; py; (p). (1)
=1

Siendo S* el simplex de dimension k —1.

Cada economia E_, representa una economia neoclasica con produccion de

n
propiedad privada, en el sentido de la definicion habitual, ver por ejemplo [Aliprantis et
all]. Bajo las condiciones indicadas, cada economia tiene al menos un equilibrio

walrasiano.

Definimos la funcién de demanda individual por x, :R!, —R' siendo x,(p) la



solucion del problema de maximizar u;(X) s.a:x e B;(p,n), Vi=1...,m,, siendo

B,(p.n) = {xeR.: px<W, (p,n)

La restriccion presupuestaria del i-ésimo consumidor. Daremos a continuacion la
definicién de funcion exceso de demanda para una economia neoclésica, con produccion

de propieded privada (ver [Aliprantis et all]).

Definicion 1 Si por E, representamos una economa de propiedad privada como la

anteriormente definida, la funcion de exceso de demanda &, :R!, — R' es la funcion

definida por:

&(P)= 3 e (R)- XY (P =D, @

feF

Un sistema de precios de equilibrio, correspondera a un vector p(n)eR!, tal que

& (p() =0.

3 Consideraciones sobre el equilibrio walrasiano y la distribucién de las

firmas sobre los tipos de tecnologia

Si bien el modelo supone, para cualquiera sea la distribucion de las firmas sobre los
tipos de tecnologia, la existencia del equilibrio walrasiano, los beneficios de los firmas, aun
bajo equilibrio, no necesariamente son los mismos para todas las tecnologias posibles.
Siendo esto as y bajo condiciones de libre movilidad de capital, los gerentes o propietarios
racionales (asumimos que los propietarios y gerentes de las firmas tienen iguales intereses)
preferiran producir de acuerdo a las tecnologias que ofrezcan los mayores beneficios. Por
lo que parece natural, que se produzcan modificaciones en la distribucién de las firmas a lo

largo del tiempo.

Dependiendo de cada n, la oferta 6ptima de cada firma que opere con la tecnologa

Y;, correspondera a una funcion, p—y;(p) si asumimos precios de equilibrio, los

beneficios de las firmas segin su tipo de tecnologlia, estaran dados por



7;(p(n)) = p(n)y;(p(n)). Debe considerarse que la demanda de cada consumidor,

dependeré en definitiva de la distribucion de las firmas, pues su riqueza es funcién de n.

Notese que la funcién exceso de demanda de cada consumidor, considerada como

funcion de los precios y de la distribucion de las firmas (ver ecuacion 2) (p,n) — & (p,n)

resulta derivable con respecto a cada uno de sus argumentos.

Recordamos a continuacion las definiciones de economias regulares y singulares

(tales caracterizaciones fueron introducidas en [Debreu, G]).

Definicion 2 Decimos que un vector de precios p~ es un equilibrio regular para
una economia E, siy sdlo si, es un cero regular para la funcion exceso de demanda, es
decir: siysolosi: & (p’) =0 yademas el jacobiano de dicha funcién, evaluado en p’,
J p(fn(p*) resulta de rango maximo, si la condicién sobre el jacobiano no se verifica,

diremos que el equilibrio es singular o critico.

Definicion 3 Diremos que una economa E_ es regular si cada cero de la funcion

£ :R! - R' resulta regular, es decir si todos sus precios de equilibrio son ceros

regulares para la funcién exceso de demanda. En otro caso la economa se dira singular®.

Obsérvese, que no necesariamente los precios de equilibrio de una economia
singular, tienen porqué ser todos singulares, basta con que uno de ellos tenga esta
caracterstica, para que la economia se denomine singular. En principio, la teoria no puede
predecir cual de los posibles equilibrios para una economia con multiplicidad de

equilibrios, prevalecera o se revelaré en el instatne t.

Sea p un equilibrio regular para la economia E,. Luego p es un cero regular para
la funcion exceso de demanda, esto es: & (p)=&(p,n) =0, y ademas J &(p,n) es de

rango maximo, entonces de acuerdo al teorema de la funcion implcita ([Lages Lima, E.]),

es posible definir en un entorno relativo de n una funcion p:V. —R!, tal que

g(M=¢(p(n),n)=0 VneV, ytal que p= p(n).

¥ para una caracterizacion de estas economias véase por ejemplo [Balasko Y.] o bien para una caracterizacion
mas detallada de las economias regulares con produccion [Mas-Colell, A.].



Notese que no necesariamente existe un Gnico p~ de equilibrio para cada
economia’ del tipo E,, no obstante, para cada p~ que corresponda a un equilibrio regular

de dicha economia, existird un entorno V, de n y un entorno Vp,, de p’, tales que
Vn eV, existe un unico p(n) eVp* verificandose que £(p(n),n) =0 y ademas p(n)=p,

tal es el contenido del teorema de la funcion implicita anteriormente mencionado.

Luego, si bien es cierto que una modificacion en la distribucion de las firmas,
modifica el conjunto de equilibrios de la economia, el comportamiento de una economia
regular, no se ve severamente afectado si la distribucion de las firmas no se modifica
mucho, por cuanto el numero de equilibrios y su caracter de regular no se modifica (ver
[Debreu, G]). Reumiendo, podemos decir que si una economia es regular, las economias

modificadas serdn todas regulares, si la distribucion de las firmas no difiere mucho de la

original. Es decir que, si en t, la economia E, €s regular, existe un cierto entorno % de

la distribucion inicial, tal que si la distribucion de las firmas, en un momento t psoterior,

es tal que n(t) eVnO entonces la economia E, , seguira siendo regular y mas aun, a cada

n(t
p*eEqnO regular, le correspondera un unico p(n(t)) € Eq,, Y reciprocamente. Esta

ultima afirmacion vale inclusive para los precios regulares de economias singulares.

No obstante el numero de equilibrios se modificard en forma impredecible, si las
modificaciones ocurren en las economias singulares si se revel6 un precio singular. Los
equilibrios singulares desaparceran pudiendo aumentar el nimero de equilibrios en uno o
disminuir en uno por cada equilibrio singular que desaparezca. Cual de las dos opciones
ocurrira, es en principio impredecible, esta carateristica es propia del modelo, y no
corresponde a una situacion de informacion imperfecta, sino a una imposibilidad inherente
al modelo mismo. Es precisamente esta caracteristica la que hace a la imposibilidad de
definir medidas apriori a una crisis econdémica, pues ellas ocurren solamente si la ecoomia
es singular y si el equilibrio existente es critico. S6lo conoceremos las caracteristicas de las
economias post crisis, luego de que tal evento ocurra. Si podemos afirmar que los

equilibrios que surjan luego de una crisis, seran regulares, pues las economias singulares

* Sobre las condiciones que garantizan la unicidad del equilibrio para economias con produccion, referimos al
lector interesado a [Mas-Colell, A.].



corresponden a espacios topoldgiacamente magros o de medida nula si nos enfocgmos
desde el punto de vista de la teoria de la medida [Debreu, G]. No obstante las caractersticas
de ete conjunto de economias, son ellas las causantes de las crisis econémicas, y la Unica

forma de explicarlas, dentro del modelo del equilibrio general.

A continuacion introduciremos una dinamica, que dentro del referido modelo, sea
capaz de explicar la evolucién de las economias y la posibilidad de que en sus respectivos
procesos de modificacion, atraviesen por economias singulares, lo que dara lugar a crisis

econdmicas.

4 Una dindmica para las firmas

Es natural pensar, que en condiciones de competencia perfecta, los propietarios de
las firmas o en su caso los gerentes, interesados en maximizar sus beneficios, produzcan
con aquellas tecnologias que les permite obtener mayores beneficios. En condiciones de
equilibrio, las firmas maximizadoras de beneficios, producen de acuerdo a planes dptimos.
No obstante no todas ellas obtienen los mismos niveles de beneficios, dependiendo esto de
las ramas de produccion o tecnologia utilizada. Consecuentemente, es posible pensar que la
produccion de acuerdo a las tecnologias mas exitosas se incremente, emigrando los

capitales desde las ramas, o tecnologias de menores beneficios hacia las de mayores. Es

natural también pensar que esta emigracion desde las tecnologa de tipo Y, hacia una de
tipo Y,, sea creciente con la diferencia de beneficios 7, (y,)—x,(y,) obtenidos en
condiciones de equilibrio y decreciente con los costos de transformacion c,,. Por y;(n)
representamos la oferta 6ptima de una firma actuando en una economia E, de acuerdo a la

tecnologa Y;, siendo p(n) un precio de equilibrio, es decir y;(n) = y;(p(n)).

Supongamos que una vez que se revelan los precios de equilibrio y los beneficios
correspondientes a cada tecnologia, los propietarios o gerentes pueden decidir cambiar o
no, su tipo tecnoldgico. Asumiremos que la informacion acerca de los beneficios presentes
y su posible evolucion, no llega al mismo tiempo a todos los productores, por lo que la
decision de emigrar hacia las ramas de beneficios mayores no es unanime ni simultanea.

Asumiremos que en cada instante t, una vez que los precios de estuilibrio se revelaron,



existe una probabilidad p,, positiva, de que una firma operando hasta enotnces, de acuerdo
a la tecnologia Y, se transforme en Y, si y solamente si resulta (7, — ) >c,, =0, es decir

si y solamente si, la diferencia en los beneficios correspondientes al equilibrio que se

revelo en el instante t, para las firmas operando con tales tecnologias, resulta mayor que el
costo de transformacion de una tecnologia en otra. Asumiremos ademas, que existe una

funcion ¢, :RxR — R tal que:

P = @ ((m — 7). C1)

la que resulta positiva si y solamente si (7, —7,) >c,, negativa si la desigualdad es la
opuesta, creciente con la diferencia (7, —z,) y decreciente con c,,. No6tese que para cada
economia E,, los beneficios obtenidos por cada firma dependen de la distribucion
existente sobre los tipos de tecnologa n(t), y del vector de precios de equilibrio que se
revele, es decir 7z, = p(n(t))y, (p(n(t))) por lo que en definitiva, podemos pensar en los

beneficios obtenidos para cada tecnologia, como una funcion de los precios de equilibrio y

de la distribucion de las firmas en sus tipos de tecnologia, es decir 7, :Eq, xS* —R tal
que 7, = 7, (p,n) donde por Eq, representamos al conjunto de los precios de equilibrio de

la economia E, es decir:

Eq, = {peR’, :&(p) =0}

De esta forma existira un flujo positivo hacia una tecnologa Y, desde todas aquellas
tecnologas Y, para las que p; >0 y un flujo negativo desde Y, a otras tecnologias si
p; >0 por lo que obtenemos el siguiente sistema dinamico para la evolucion de la

tecnologia:

n= > p“nj—_z pyn 1=1.k-1

j3Pj|>0 J3P|j>0

n, =—an.

j#k

©)

Por n, se representa la derivada con respecto al tiempo del valor de la i-ésima coordenada



de la distribucion n (la variable temporal se omite para simplificar la escritura). En forma

general, este sistema dinamico puede ser escrito en la forma:

0y = D ¢y (m (p(n),n) —7; (p(n), M)n; 1 =1,....k ~1
4)
N =->n;.

jzk

Siendo n(t,) =n, la distribucion de las firmas en el instante t,. El vector p(n)
representa los precios de equilibrio en el instante t>t, (la variable t se suprime para
mayor comodidad) siendo p(n(t,)) = p(n,) el sistema de precios de equilibrio que se
revela en el instante t=t,. Obsérvese que los equilibrios dindmicos, corresponden a

situaciones en los que los beneficios obtenidos por las diferentes firmas, bajo precios de

equilbrio, son los mismos. La lipsichtizianidad de las funciones ¢;, j =1,...,k asegurara la

existencia de la solucion del sistema dinamico (4) y su unicidad una vez fijadas las

condiciones iniciales. La evolucion de los precios, a partir del inicial p(n,) corresponde, si

este es regular, a la funcion p(n(t)) cuya existencia y continuidad, en un intervalo Vno de

la distribucion inicial n,, como ya fue dicho, es consecuencia del teorema de la funcion
implcita, verificAndose consecuentemente, en t, la igualdad p(n(t,)) = p(n,).
Representaremos a la solucion del sistema (4) por la funcion vectorial &:S*xT — S*
definida por &(n,,t) =n(t) siendo &(n,t,)=n,, por T se representa el intervalo de
tiempo t, <t <t, siendo t, el primer instante (posiblemente infinito) en el que n(t) deja

de pertenecer al intervalo VnO defindo por el teorema la la funcion implcita. Es decir que,

p(n(t))) corresponde a un precio de equilibrio critico. ElI camino regular

{(&(n,y,t),t) :t €T} representa la evolucion de la economia.

El sistema dindmico sigue rigiendo la evolucion de la tecnologa mientras que la
distribucién n(t) de lugar a precios de equilibrio p(n(t)) regulares. Es posible que la
evoluvion de la distribucion de las firmas, regida por este sistema dindmico converja con el
tiempo, hacia una distribucion tal que de lugar a un equilibrio econémico singular. A partir

de este momento, las modificaciones inmediatamnete posteriores dejaran de ser continuas.



La aparicion de singularidades da lugar a grandes modificaciones en el comportamiento de
la economia, aun ante cambios insignificantes en la distribucion de las firmas en sus tipos.
En estas condiciones, los precios dejan de modificarse en forma continua como resultado
de cambios en la distribucion tecnoldgica. Esto da lugar a la aparicion de crisis econdémicas
como resultado de cambios en las tecnologias utilizadas por las firmas. Y el resultado,
inmediatamente posterior, a una modificacion en el comportamiento de las firmas, para una
economa singular, no serd consecuencia del sistema dinamico presentado. Como ya fue
dicho, las carateristicas de la economia posterior son a priori, impredecibles. Aunque el
hecho de que sin lugar a dudas, esta sera regular, hard que la evolucion posterior pueda
analizarse nuevamente, a partir de un sistema dinamico similar al presentado, cambiando

ahora las condiciones iniciales.

5 Conclusiones

En el presente trabajo se introdujo una dindmica que permite explicar la evolucion
tecnoldgica de una economa competitiva y a partir de ella, los modificaciones en el
comportamiento general de la economia. Se introduce un sistema dindmico que permite
analizar la evolucién de las economas regulares, siempre y cuando las modificaciones en la
distribucion de las firmas en sus tipos tecnoldgicos no sobrepase determinados valores,
impuestos por el teorema de la funcién implicita. Si la economia no es regular, y el precio
que se revela en un instante determinado, no es regulra, aparece la posibilidad de cambios
bruscos e inesperados ante pequefias modificaciones de la distribucion de las firmas en sus
tipos, haciendo que las economias posibles, inemdiatamente posteriores a estas
modificaciones, presenten comportamientos impredecibles y con modificaciones
importantes en su estructura respecto de la original, dando lugar asi a la aparicion de crisis
econdmicas, como resultado de modificaciones tecnoldgicas. A pesar de ser el conjunto de
las firmas singulareses pequefio desde el punto de vista topologico o bien desde el punto
de vista de la proabilidad, juegan ellas un papel significativo en el momento de explicar la
crisis econdémicas. La teora del equilibrio general esta en deuda con el estudio de las

singularidades.
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