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RESUMEN

El mapa logistico se populariz6 inicialmente como un modelo simplificado
de crecimiento poblacional. A pesar de su aparente simplicidad, este mapa ex-
hibe un amplio rango de dindmicas a medida que se varia la tasa de crecimiento
poblacional (el inico parametro del mapa), incluyendo soluciones periodicas
como caoticas. En general, los cambios cualitativos en las dindmicas que exhibe
un sistema debido a la variacién de un parametro de control se conocen como
bifurcaciones. Por otro lado, el estudio de sistemas acoplados permite, ademas
de caracterizar las bifurcaciones, identificar otros cambios cualitativos en las
dindmicas colectivas, como la histéresis o la sincronizacién. En particular, la
histéresis corresponde a que el conjunto de atraccién del sistema es diferente
cuando se incrementa o decrementa un parametro de control. En esta tesis, se
realiza un estudio experimental de bifurcaciones e histéresis en mapas logisticos
acoplados. Los datos provienen de una implementacion electronica que modela
mapas logisticos acoplados difusivamente en configuraciones controlables, los
cuales se complementan con simulaciones numéricas. La caracterizacion expe-
rimental del mapa logistico aislado muestra una excelente concordancia con el
modelo tedrico. Cuando 2 mapas se acoplan, se observa la gran influencia de
cambiar el parametro de crecimiento poblacional de un mapa en las dindmicas
que experimenta el otro, incluso para acoplamientos débiles. Tanto para 2 ma-
pas acoplados como para 8, se observa la emergencia de histéresis cuando se
cambia la intensidad del acoplamiento. En particular, se encuentra que entre
todas las configuraciones estudiadas de acoplamientos entre mapas, el mayor
grado de histéresis aparece en la configuracion de mapas acoplados como ani-
llo (la cual, es homogénea espacialmente y posee una gran diferencia entre el
campo medio global y el local). En términos de un modelo ecolégico que con-
sidera poblaciones interactuando, se interpretan estos resultados como que el
acoplamiento entre poblaciones puede llevar a una poblacién que individual-
mente evoluciona en un régimen oscilatorio a que experimente una evolucion
cadtica, o viceversa. Por otro lado, el cambio entre aumentar o decrementar

la interaccion entre las poblaciones lleva a la aparicién de comportamientos
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irreversibles (histéresis).
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ABSTRACT

Initially, the logistic map became popular as a simplified model for population
growth. Despite of its apparent simplicity, this map exhibits a broad range of
dynamics as the population growth-rate is changed (the only parameter of the
map), which include periodic and chaotic solutions. In general, the qualitati-
ve changes in the dynamics that a system exhibits as a control parameter is
changed are known as bifurcations. On the other hand, the study of coupled
systems allows to, besides characterizing bifurcations, identify other qualitati-
ve changes in the collective dynamics, such as hysteresis and synchronization.
Particularly, the hysteresis corresponds to having a different attracting set
when a control parameter is increased than when is decreased. In this thesis,
an experimental study on the bifurcations and hysteresis of coupled logistic
maps is done. The data come from an electronic implementation that models
diffusively coupled logistic maps in arbitrary configurations, which are comple-
mented with numerical simulations. The experimental characterization of an
isolated logistic map shows an excellent agreement with the theoretical model.
When 2 maps are coupled, strong effects are observed in the dynamics of a
map as the population growth-rate of the other map is changed, even for weak
couplings. Both, for 2 coupled maps and for 8, the emergence of hysteresis is
observed as the coupling strength is changed. In particular, it is found that
among all the coupling configurations studied, the larger hysteresis is found for
the configuration of coupled maps in a ring (which is spatially homogeneous
and has a large difference between the global and local mean fields). In terms of
an ecological model that considers population interactions, these results are in-
terpreted as if the coupling between populations could drive a population that
has an oscillatory evolution when isolated to experience a chaotic evolution,
or viceversa. On the other hand, the change between increasing or decreasing

the interaction strength between the populations leads to the emergence of
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irreversible behaviours (hysteresis).

Keywords:

Bifurcations, Hysteresis, Logistic map, Coupled maps.
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Capitulo 1
Introduccion

Hoy en dia se hace dificil pensar la investigacién cientifica sin el sustento
que brindan los sistemas dinamicos, es decir, sistemas que evolucionan con el
tiempo. Desde que Newton publicé sus Principios Matematicos en 1687, se ex-
tendié la idea de modelar la dinamica de un sistema real mediante ecuaciones
diferenciales, y sus métodos se incorporaron para explicar la evolucion en dife-
rentes dreas, como por ejemplo en quimica o biologia [Zill, 1997], e incluso en
economia y en ciencias sociales [Kiel and Elliott, 1996]. Si bien las ecuaciones
permitieron describir el comportamiento de diferentes sistemas, frecuentemente
resultaba imposible encontrar soluciones analiticas. En general, se ha logrado
encontrar soluciones para el caso de ecuaciones diferenciales lineales, pero los
sistemas no lineales presentan una complejidad que los convierte en un reto
aun vigente.

Los sistemas dinamicos presentan comportamientos sumamente variados
y que muchas veces desafian la intuicién. Por ejemplo, perturbaciones infini-
tesimales sobre alguna de las variables del sistema tienen efectos drasticos;
sistemas que presentan simetria tienen soluciones asimétricas; el aumento de
rugosidad puede llevar a que la velocidad de un flujo sea mayor o agregar
calor a un sistema puede conducir a un enfriamiento. Un subconjunto intere-
sante dentro de los sistemas dinamicos son los sistemas cadticos, que exhiben
una gran sensibilidad a las condiciones iniciales [Guckenheimer, 1979], y por
lo tanto existe una impredecibilidad sobre eventos futuros (con precision finita
nunca se puede saber exactamente la condicién inicial, por lo que no se puede
predecir el futuro de la trayectoria). Esta sensibilidad también se traduce en

que las trayectorias que parten de puntos muy préximos se alejan entre si de



forma exponencial. Lyapunov en su tesis doctoral [Lyapunov, 1892] abordé el
problema general de la estabilidad de las soluciones de un sistema dinamico.
Como consecuencia definié un parametro que evalia la rapidez con que diver-
gen las érbitas, y que resulté fundamental para cuantificar la caoticidad de un
sistema. Sistemas cadticos abundan en la naturaleza, desde la atmodsfera terres-
tre [Lorenz, 1963] y los sistemas hidrodindmicos [Zielinska et al., 1985] hasta
el sistema neuronal [Wang et al., 1993] o los ldseres [Mujumdar et al., 2007].

La principal herramienta para la resoluciéon de problemas en dinami-
ca fue el Analisis Matematico, hasta que a fines del siglo XIX, Poin-
caré [Poincaré and Magini, 1899] fusioné el andlisis con la geometria al desa-
rrollar un nuevo punto de vista para el estudio de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, sentando las bases de lo que actualmente se denomina la teoria de
Sistemas Dinamicos. En su trabajo, Poincaré aplicé el método de considerar
secciones transversales a soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria, para
entender el comportamiento de las soluciones y observé que gran parte de la
informacion importante esta codificada en los puntos en los que la trayectoria
pasa por esas secciones transversales. Con este procedimiento se obtiene otro
tipo de sistemas dindamicos, que consiste en el estudio de las ecuaciones ite-
rativas, y a los que denominamos mapas. Trabajar con mapas corresponde a
inspeccionar la dindamica de un sistema en unidades discretas de tiempo.

Los mapas son cada vez més utilizados en diferentes areas y pueden surgir
de maneras distintas. Uno es el caso ya mencionado, el mapa de Poincaré, don-
de el mismo es creado para estudiar ecuaciones diferenciales, permitiendo en
algunos casos, sin resolver el sistema, determinar el tipo de dindmica presen-
te. Pero también se utilizan para modelar diversos fenémenos, especialmente
en aquellos contextos donde resulta natural considerar el tiempo como una
variable discreta. Este puede ser el caso de la electronica digital, o algunas
ramas de la teoria econémica y financiera, donde se encuentra, por ejemplo,
el modelo de Bass para la compra de productos [Enns, 2010], o también el
de algunos sistemas biolégicos, como el latido del corazén o las interacciones
neuronales [Rodrigues et al., 2016], o incluso el estudio de ciertas dindmicas
poblaciones [May, 1976]. Asimismo los mapas son interesantes de estudiar por
st solos, ya que pueden tener, para expresiones poco complejas, un comporta-
miento dindmico mucho mas rico que las ecuaciones diferenciales, pudiendo,
incluso un mapa unidimensional, exhibir dindamicas caéticas [Strogatz, 1994].

Otra gran ventaja que presentan los mapas es que el costo computacional de



estudiar su evolucion es, en general, mucho menor que el requerido para el
estudio de sistemas de tiempo continuo.

El mapa logistico es un modelo paradigmético que fue propuesto por el
bislogo Robert May en 1976 [May, 1976] y se popularizé como un modelo sim-
plificado de crecimiento poblacional. A diferencia de lo que sucede en un modelo
de crecimento exponencial, en el modelo logistico se contempla la capacidad
del medio (i.e., nimero méximo de individuos). Se observa que a medida que
varia la tasa de crecimiento de la poblacién (el inico parametro de control), el
sistema experimenta diferentes dinamicas. Estos cambios significativos en las
dinamicas del sistema se conocen como bifurcaciones. Ademas, constituye un
sistema dindmico facilmente manejable para caracterizar el comportamiento
caotico.

Los mapas logisticos tienen un gran numero de aplicaciones. Se han em-
pleado como maquina de encriptacion, estudiandose tanto a nivel numéri-
co [Kocarev and Jakimoski, 2001], como experimental [Pareek et al., 2006,
Mazloom and Eftekhari-Moghadam, 2009, Singh and Sinha, 2010]. También
han sido estudiados y utilizados como generadores de ruido [Phatak, 1995],
observandose incluso que son capaces de aproximarse al ruido blanco
[McGonigal and Elmasry, 1987]. Ademés el mapa logistico ha sido aplicado
a la ecologia [Stone, 1993, Storch et al., 2017], y como modelo demografico,
que es el sentido en que fue propuesto originalmente por May [May, 1976].

Esta tesis se enfoca en la investigacion experimental de bifurcaciones e
histéresis en mapas logisticos acoplados difusivamente.

Mapas logisticos acoplados han sido estudiados de forma numérica por di-
ferentes investigadores [Perez et al., 1993, Vandermeer and Kaufmann, 1998],
permitiendo identificar variados fenémenos colectivos. Un ejemplo de ello es la
sincronizacién cadtica [Viana et al., 2005, Marti, 2003], que refiere a un proce-
so en el que dos o mas sistemas cadticos ajustan una propiedad dada de su mo-
vimiento a un comportamiento comun debido a la presencia de acoplamiento.
La sincronizacion cadtica tiene relevancia en diferentes areas, especialmente en
fisiologia, dptica no lineal y dindmica de fluidos [Boccaletti et al., 2002]. Por
ejemplo, se conoce actualmente que ciertas patologias neurolégicas, como la
epilepsia [Rodrigues et al., 2016], se caracterizan por la presencia de un alto
grado de sincronizacién entre las neuronas [Escalona-Morén et al., 2007]. Se
ha observado también, que en un conjunto de mapas logisticos acoplados con

dindmica local cadtica, la sincronizacion depende fuertemente del acoplamien-



to [Ponce C. et al., 2009]. Por otro lado, en [Lloyd, 1995] se han reportado
resultados numéricos para modelos ecolégicos que abordan los efectos de la
diversidad y la hetoregeneidad espacial en poblaciones en competencia. En
ese trabajo al igual que en esta tesis, se implementa el acople entre mapas
utilizando el modelo difusivo propuesto por Kaneko [Kaneko, 1990].

Implementar electrénicamente el mapa logistico [Madhekar, 2006] permite
contrastar la dindmica y caracteristicas del modelo con datos experimentales.
En 2016 se publicé una implementacién experimental simple de un sistema
compuesto de dos mapas logisticos [LHer et al., 2016]. En el mismo se reali-
za un diseno de mapa en forma de bloque. Para su construccién se emplean
componentes electronicos de bajo costo, y los pardmetros de interés pueden
controlarse con facilidad. Otro bloque corresponde a la interacciéon entre ma-
pas, el cual esta disenado para efectuar el acople en el estilo propuesto por
Kaneko. Dicha implementacién, extendida al caso de 8 mapas logisticos aco-
plados, se utiliza en este trabajo de tesis para estudiar experimentalmente la
presencia de histéresis en el sistema.

Distintos trabajos han reportado histéresis en mapas acoplados
[Neufeld and Vicsek, 1995, de San Roman et al., 1998, Gu et al., 1984]. En
general, la histéresis estd asociada al cambio en el conjunto de atraccion del
sistema en el proceso de incrementar y decrementar el pardmetro de control.
Por ejemplo [Neufeld and Vicsek, 1995] emplean una funcién gaussiana con
un parametro multiplicativo para modelar los mapas y un acople de tipo la-
placiano. En ese caso se observa la histéresis en funcién del pardametro de
los mapas. Por otro lado, el trabajo de [Gu et al., 1984] reporta histéresis en
mapas logisiticos acoplados al variar el parametro de los mapas, cuyo acople
incluye un término multiplicativo. Sin embargo, todos estos trabajos realizan
una investigacion exclusivamente numeérica.

En esta tesis, los resultados se obtienen principalmente de la imple-
mentacién electrénica de mapas logisticos acoplados difusivamente, comple-
mentandose con simulaciones numéricas. La implementacién experimental per-
mite confirmar la presencia de histéresis en un sistema real, donde existe ruido
intrinseco electronico y heterogeneidad entre los mapas. En particular, se des-
taca que la relacién sefial ruido es del orden de 10°, por lo que el efecto del
ruido es practicamente imperceptible. Por otro lado, el sistema electronico uti-
lizado reproduce el modelo tedrico con una diferencia promedio menor al 5 %,

por lo que se puede calibrar al sistema para obtener mapas cuasi idénticos.



Para cuantificar el grado de histéresis, se emplea la varianza media como
un parametro de orden, el cual permite analizar la globalidad de los com-
portamientos observados. A partir de su analisis, se confirma la presencia de
histéresis como un fenémeno robusto, observado para todas las realizaciones,
incluso para diferentes configuraciones de acoplamiento y nimero de mapas.

Estos resultados obtenidos pueden interpretarse en términos del modelo
ecologico. La configuracién de mapas acoplados corresponde a la dindmica de
poblaciones que compiten o cooperan para obtener recursos en un ecosistema
comun. Se observé que el acoplamiento entre las poblaciones puede llevar a sub-
poblaciones a un régimen constante u oscilante, atin cuando individualmente
tendrian una evolucién cadtica (bifurcaciones debido al acoplamiento). Por otro
lado, el cambio entre aumentar o decrementar la interaccion entre las poblacio-
nes lleva a comportamientos irreversibles (histéresis) o cambios de estado que
podrian requerir un gran esfuerzo para ser restaurados [Gsell et al., 2016]. Es
decir que esto plantea una gran advertencia sobre los efectos que el forzamiento
antropogénico puede tener al afectar las interacciones entre poblaciones de un

ecosistema balanceado.






Capitulo 2
Dinamica de tiempo discreto

Este capitulo se estructura en cuatro secciones. La inicial, en la que se in-
troducen los conceptos generales asociados a la descripcién de dinamicas de
tiempo discreto. En la segunda, se realiza una descripcién del mapa logisti-
co, las diferentes dinamicas que presenta y algunos parametros que permiten
caracterizarlo. A continuacién, una breve seccion describe la histéresis. Por
ultimo, se realiza la descripciéon del acoplamiento utilizado en la tesis entre va-
rios mapas logisticos. En ese sentido, se describe en primera instancia el caso

de dos mapas acoplados, para luego generalizar a N mapas acoplados.

2.1. Conceptos generales: dinamica de tiempo

discreto

Uno de los objetivos de la ciencia es predecir como evolucionara un sistema
a medida que el tiempo avanza. Un sistema dinamico consiste en un conjun-
to de estados posibles, junto con una regla que determina el estado futuro en
términos de estados pasados. Por el estado del sistema, se entiende cualquier
informacion que sea necesaria para determinar su situacién, composicién, es-
tructura, y/o evolucién en un determinado tiempo. Es decir, el estado de un
sistema se determina por un conjunto de variables, el cual evoluciona por me-
dio de alguna regla. Por lo tanto, un sistema dinamico es la representacién
de un sistema por medio de ecuaciones que permiten predecir estados futuros
en base a estados pasados. De esta manera surge la distincion entre sistemas
dinamicos de tiempo continuo o discreto. Asimismo, esta definicién de sistema

dinamico diferencia entre sistemas deterministas y sistemas estocasticos.



La definicién requiere que la regla sea determinista, es decir, que permita
determinar el estado futuro de forma tnica a partir de los estados anteriores
[Alligood et al., 1996]. Por lo tanto, esta definicion de un sistema dindmico
determinista no admite aleatoriedad. Por ejemplo, un modelo matematico para
el precio de un producto en funcién del tiempo, que intenta predecir cudl serd el
precio de hoy en funcion del precio de ayer, asignandole al precio de ayer mas
o menos un délar con las dos posibilidades equiprobables, no es un sistema
dindmico. En lugar de sistema dinamico este modelo se denomina proceso
aleatorio o estocastico. Este tipo de modelo no es determinista y por lo tanto
no se ajusta a la definicion de sistema dinamico.

Se destacan dos tipos de sistemas dinamicos, uno corresponde al caso en
que la regla se aplica en intervalos de tiempo finitos y constantes, a los que se
denominan sistemas dinamicos de tiempo discreto. Un sistema de tiempo
discreto toma el estado futuro como entrada y se actualiza produciendo un
nuevo estado como salida. La evolucion de este proceso dindmico se refleja en
la composicién de alguna funcién f. Se define f2(x) = f(f(x)) y, en general,
f¥(x) como el resultado de aplicar la funcién f al estado inicial k veces. Dado
un valor inicial de x, se espera saber f¥(x) para k grande.

El otro tipo de sistema dinamico se obtiene midiendo el tiempo de forma
continua. La regla que rige en ese caso se convierte en un conjunto de ecuaciones
diferenciales, y en estos casos, se usa el término sistema dindmico de tiempo
continuo. Muchos de los fenémenos naturales que se buscan explicar pueden
describirse y explicarse en el contexto de los mapas; sin embargo, desde la
época de Newton, ha predominado la vision cientifica de modelar la naturaleza
mediante ecuaciones diferenciales [Alligood et al., 1996].

En 1798, Malthus para describir el crecimiento de la poblaciéon humana
[Malthus, 1798], empleé el modelo

flx) =2z, (2.1)

en donde x representa la cantidad de individuos en un determinado momento,
y f asigna a cada ntimero un valor dos veces mas grande. Dada una condi-
ci6én inicial zy (poblacién al comenzar el estudio), se obtiene que a la primer
iteracién f(xzg) = 29, mientras que a la segunda iteracion f(f(xg)) = 4xo, y
asi sucesivamente. Esta funcién experimenta un crecimiento exponencial, dado

que para la k ésima iteracién, f*(z) = 2~z



Malthus predijo con ese modelo que se produciria una catastrofe, ya que
si la poblacién crece de forma exponencial y, segiin sus modelos, los recursos
lo hacen de forma lineal, habria un momento donde las personas no tendrian
alimentos para sobrevivir. En ese sentido, en 1972 se publicé el informe denomi-
nado «Los limites del crecimiento» [Meadows, 1972] en donde la tesis principal
radica en la idea de que en un planeta limitado, las dinamicas de crecimiento
exponencial no son sostenibles.

Generalizando la ec. (2.1), se obtiene
f(z) =rx, conr >0, (2.2)

la cual también experimenta una evolucién exponencial, f*(z) = rkz, para
r # 1. Sin embargo, en este caso, el comportamiento depende del valor del
parametro r, incorporando la posibilidad de decaimiento exponencial para el
intervalo 0 < r < 1. Por ejemplo, en economia se emplea este modelo para
describir la demanda de productos, mediante lo que se denomina ley de la
utilidad marginal decreciente. Esta explica que cada unidad sucesiva de un
bien tiene menos utilidad marginal (valor individual) para el consumidor que
la anterior, y por lo tanto disminuye el valor que esta dispuesto a pagar, lo que
conduce a una curva descendente de demanda para ese bien [Case et al., 2012].

El modelo de crecimiento propuesto por Malthus, ec. (2.1), no respon-
de adecuadamente a largo plazo. En algin punto, los recursos del medio se
veran comprometidos por el aumento de la poblacion, y el crecimiento se redu-
cird dejando de ser exponencial. En otras palabras, aunque la ec. (2.1) puede
ser correcta para un cierto rango de poblaciones, pierde su aplicabilidad en
otros rangos. Un modelo que toma en cuenta la existencia de una capacidad

maxima poblacional debido a recursos limitados es dado por
f(z) =22(1 —x), con z € [0,1]. (2.3)

En este modelo, cuando la poblacién x es pequena, el factor (1 — x) esté cerca
de uno, y f(z) se parece mucho a la funcién de duplicacion, ec. (2.1). Por otro
lado, si la poblacién = estd cerca de 1, entonces (1 — x) esta cerca de 0y f(x)

se parece a la funcién de duplicacién pero con pendiente negativa. Es decir

flz)=2x(1—2x) queconel CV.y=(1-2)= fly) =2y(y —1).



De este modo, cuando z &~ 1 = y =~ 0, y por lo tanto, f(y ~ 0) = 2y* — 2y ~
—2y. Este es un efecto no lineal, y el modelo dado por la ec. (2.3) es un ejemplo
de un modelo de crecimiento logistico.

Asi como el crecimiento logistico es un modelo para explicar el crecimiento
de una poblacién con recursos finitos, existen otros mapas que explican la
evolucion de otros sistemas. Por ejemplo, el siguiente mapa bidimensional es

un modelo de la dindmica neuronal [Chialvo, 1995], y estd dado por

Tni1 = f(Tn, yn) = 227 + k

2.4
Yn+1 = g(yn’ xn) = aYn — bxn +c, ( )

donde x actiia como el potencial de activacion, y representa una variable de
recuperacion y n representa los pasos de iteraciéon, correspondientes a la evolu-
cion del sistema de tiempo discreto. El modelo incluye ademés cuatro parame-
tros. El pardmetro k£ que actia como una perturbacion aditiva dependiente del
tiempo, a, la constante de tiempo de recuperacién (a < 1); b, la dependencia de
activacién del proceso de recuperacion (b < 1) y ¢ el desplazamiento (offset).

Este mapa, con pocos parametros reproduce muchas dindmicas observadas
en las neuronas y en otros sistemas excitables. Surge de considerar que las
neuronas tienen las siguientes propiedades globales. (i) En ausencia de una
perturbacion externa, el sistema tiene un punto de equilibrio estable, gene-
ralmente llamado estado de reposo. (ii) El espacio de fase esta dividido por
una region umbral en dos dominios: subumbral y supraumbral. Al perturbarse
instantaneamente al sistema que se encontraba en estado de reposo, éste pasa
al dominio subumbral, y entonces se mueve rapidamente al equilibrio. Por otro
lado, una perturbacién lo suficientemente grande como para mover el sistema
al dominio del supraumbral da como resultado una alteracion mucho mayor de
las variables de estado. Eventualmente, regresan al estado de reposo. En las
células nerviosas, esta respuesta se llama potencial de accion. (iii) Durante un
potencial de accion, y tras un intervalo de tiempo, el sistema puede no respon-
der de la misma manera a las perturbaciones externas. En la fase temprana
del potencial de accién (conocido como periodo refractario) el umbral se aleja
del punto de reposo, e incluso puede desaparecer transitoriamente (periodo
refractario absoluto), y luego se relaja progresivamente a la regién asintdtica.
Por lo tanto, la amplitud minima de una perturbacién aplicada durante es-
te perfodo refractario es una funcién del tiempo. (iv) Bajo una polarizacién

constante estos sistemas excitables pueden exhibir oscilaciones periédicas. Fs-
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tas oscilaciones, en algunos sistemas y para algunos valores de parametros,

pueden bifurcarse a soluciones cadticas.

2.1.1. Trayectorias y orbitas: representacion grafica

La trayectoria de un mapa f es la representacién de las sucesivas itera-
ciones en funciéon del tiempo n, es decir, la representacién de la serie temporal.
La secuencia {xg, x1, T, ...} se denomina érbita del mapa con condicién inicial
xo [Strogatz, 1994].

Dada una condicion inicial xy y un mapa f diferenciable, existe una tinica
érbita, que representa la solucién del sistema [Berinde, 2010, Gill, 2017]. La
misma puede: tender asintéticamente a un valor constante, tener un compor-
tamiento asintotico oscilante, o bien, nunca converger a ninguno de los casos
anteriores.

El comportamiento asintético del sistema dindmico se denomina régimen
estacionario. En contraposicion, el régimen transitorio surge a partir de un
cambio o perturbacién en el sistema, es por definicién aquel comportamiento
que desaparece cuando el tiempo tiende a infinito. Aunque para sistemas alta-
mente disipativos, el régimen transitorio se aprecia durante un corto intervalo
de tiempo [Panchev, 2003]. El régimen estacionario o pemanente, puede ser
trivial, oscilante o incluso exhibir dinamicas mas complicadas. En muchos ca-
sos el interés se centra en el comportamiento asintético del sistema, debiéndose
por tanto dejar extinguir el transitorio. Pero en otros casos es dicho transito-
rio el que se hace necesario comprender, por ejemplo, en algunos estudios de
dindmicas neuronales donde los tiempos involucrados en el sistema no permiten
alcanzar un régimen asintético [Rabinovich et al., 2006].

Para representar una trayectoria de un mapa, basta graficar los valores del
mapa en las sucesivas iteraciones, f™(z), en funcién de la iteracién, n. Por otro
lado, para representar la 6rbita de un mapa en la recta real, se puede hacer un
grafico llamado diagrama de telarana. La fig. 2.1 (a) muestra la trayectoria
de un sistema que experimenta una solucién constante. Se observa un régimen
transitorio para n < 8, estabilizandose en una solucién estacionaria constante
xr, = 0.5 para n > 8. En la fig. 2.1 (b) se presenta el diagrama de telarana
correspondiente. Para su construccion se representa la funcion a estudiar junto
con la recta diagonal y = x. Se comienza la érbita a partir de la condicion inicial

dada, en este caso xy = 0.1. Tomando como valor de salida f(zy), se traza el
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valor de la funcién por encima de xy. En la fig. 2.1 (b) el valor de salida es
0.18. Luego, para encontrar f(0.18), es necesario considerar 0.18 como el nuevo
valor de entrada. Para convertir un valor de salida en un valor de entrada, se
dibuja una linea horizontal desde el par de entrada-salida (0.1, 0.18) hasta
la diagonal y = x. Reiterando el procedimiento con el nuevo valor x = 0.18,
se dibuja un nuevo par de segmentos verticales y horizontales. Se encuentra
f(f(0.1)) = £(0.18) = 0.295 en la gréfica de f, y al moverse horizontalmente
la salida se convierte en la posicién de entrada. Continuando de esta manera,
se obtiene una representacién gréfica de la érbita {0.1,0.18,0.295, ...} la cual
estd constituida por la trayectoria de segmentos. De la figura se desprende
claramente que la érbita converge al punto x,, = 0.5, como ya se observo en la

representacion de la trayectoria.

0.8 ] 08
0.6 1 06
5 B
0.4 1 o4t
0.2 ] 02+
0 : : : : 0 : : : :
0 8 16 24 32 40 0 02 04 06 08 1
n X
(a) (b)

Figura 2.1: Representaciones correspondientes a una dindmica constante: (a) tra-
yectoria y (b) diagrama de telarana.

La fig. 2.2 (a) muestra la trayectoria de un sistema que experimenta una
dindmica oscilante. Hasta n = 16 se observa un régimen transitorio, iniciando
a continuacion el régimen estacionario, que consiste en una oscilacion periodica
entre dos estados, x, ~ 0.82 y z,, ~ 0.48. El diagrama de telarana para tal
caso se representa en la fig. 2.2 (b), y muestra la evolucién de la drbita a
través del transitorio para luego de ello quedar confinada al par de valores ya
identificados en la trayectoria.

En la fig. 2.3 (a) se representa la trayectoria de un mapa en el que no hay
una oscilacién evidente entre ningiin conjunto de valores, se observa que los
estados recorren todo el rango de valores, [0,1]. El diagrama de telarana co-

rrespondiente se representa en la fig. 2.3 (b), y muestra que la érbita completa
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Figura 2.2: Representaciones correspondientes a una dindmica periddica: (a) tra-
yectoria y (b) diagrama de telarana.

todo el intervalo.

1
0.8} 0.8}
06} 06
& B
04| =04
02} 02 £
0 0 |
0 8 16 24 32 40 0 02 04 06 08 1
n X
(a) (b)

Figura 2.3: Representaciones correspondientes a una dindamica aperiédica: (a) tra-
yectoria y (b) diagrama de telarana.

La importancia de la construccion del diagrama de telarana de un mapa
es que muestra la existencia o no de un conjunto de valores a los que el mapa
converge. Es decir, la existencia de un conjunto estacionario atractivo. Ademas,
da una idea de cuan larga fue la transicion desde el punto inicial a dicho

conjunto.

2.1.2. Puntos fijos: caracteristicas y estabilidad

Dado un mapa f, se define z* como punto fijo de f si verifica que f(z*) =

z*. Esto implica que z,41 = f(x,) = z*, y por lo tanto, la 6rbita permanece
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en x* para todas las iteraciones siguientes [Strogatz, 1994].
Un punto fijo * de f se denomina estable si para cada ¢ > 0 existe v > 0

tal que si |xg — % < vy z, = f"(x9), con n € N, se tiene que
|z, —a%| <6

Por el contrario, £* se denomina un punto fijo inestable de f si z* no es
estable, es decir, si 4 6 > 0 tal que para cada 7 > 0 se pueden determinar xg
v k que satisfagan

w0 —a*| <7, Jag — '] > 6.

El entorno delta Ejs(z*) es el conjunto de todos los nimeros reales dentro
de una distancia § de z*, es decir, Fs(z*) = {x € R: |z — z*| < 0}.

Se define x* € R como un punto fijo de atraccion global o sumidero
global de f si f(z*) = 2* y para todo x € R, lim_,, f*(2) = 2*. Se denomina
a ¥ € R como un punto fijo de atraccion local o sumidero local de f
si f(z*) = x* y todas las dérbitas que comienzan en puntos suficientemente
cercanos a x* son atraidos a x*, es decir, si existe un 0 > 0 tal que para todo
v € Es(z*), limy_o f¥(x) = z*. Por el contrario, si puntos suficientemente
cercanos a x* se repelen de x*, entonces z* se llama fuente, repelor o punto
fijo de repulsién [Alligood et al., 1996].

Para aplicar el concepto, se considera el ejemplo (2.3), f(z) = 2z(1 — )
(cuya Orbita se presenté en la fig. 2.1(b)). Partiendo de la definicién se obtiene
que

f(z*)=2" = 2" =22"(1 — "),

de donde los dos puntos fijos son

x’{:()yxzzé. (2.5)

La derivada del mapa en un punto fijo * es una medida de como la distancia

entre £* y un punto cercano se amplia o reduce con f. Es decir, los puntos

0 y 0.1 comienzan exactamente 0.1 unidades separadas. Después de aplicar la

regla f a ambos puntos, la distancia entre los mismos aumenta. Por lo que, el
punto fijo 0 es inestable.

El siguiente Teorema de Estabilidad [Layek, 2015, Lyapunov, 1892] aporta

un criterio local de clasificacién de los puntos fijos:
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Sea f un mapa (suave) en R, y * un punto fijo de f.
1. Si |f'(x*)] < 1, entonces z* es un sumidero (estable).

2. Si|f'(x*)| > 1, entonces x* es una fuente (inestable).

Para aplicar el teorema anterior al ejemplo (2.3), se determina la derivada
de f,
f(x) =2 — 4a.

El teorema de estabilidad clasifica los puntos fijos presentados en la ec. (2.5):
z} localmente inestable, ya que f’(0) = 2 > 1y 23 = 1 localmente estable,
dado que f’ (%) = 0 < 1. Esto implica que los puntos cercanos a xj = 0 son
repelidos tras la aplicacién de f y los cercanos a x5 = % son atraidos.

El conjunto de todas las condiciones iniciales cuyas érbitas convergen a un
punto fijo atractivo (estable) determinado de un mapa se denomina cuenca
de atraccion. La cuenca de atraccién de un punto fijo z* de un mapa f se

denota por W#(z*), y se define como [Layek, 2015]

We(x*) = {x : lim f*(x) = x*}

k—o00
Este conjunto es un conjunto estable del punto x*. El conjunto correspondiente

a la cuenca de un punto inestable se define como

W*(z*) = {z: f¥(z) ¢ E.(z*),Vn > N,un entero positivo} .

Analizando cualitativamente la cuenca de atraccion de x5 = % en el ejemplo,
puede considerarse los extremos del intervalo [0,1]. El punto 0 no pertenece a
la cuenca de atraccién, ya que es un punto fijo. Ademds, 1 no pertenece, ya
que f(1) = 0 y sucesivas iteraciones de f no pueden cambiarlo. Sin embargo,
todas las demas condiciones iniciales del intervalo (0, 1) produciréan érbitas que
convergen al sumidero z3 = %

Hay un caso que no esta cubierto por el Teorema de Estabilidad enunciado,
y corresponde a la estabilidad de un punto fijo * para el cual |f'(2*)| = 1. En
este caso el punto fijo se denomina no hiperbdlico. Resulta dificil concluir si
un punto fijo no hiperbdlico atrae o repele. Para esos casos se puede utilizar
un diagrama de telarafia y asi analizar la naturaleza del punto fijo, o estudiar

las derivadas de orden superior [Layek, 2015].
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2.1.3. Soluciones periddicas: caracteristicas y estabili-
dad

Se define * como un punto periédico de periodo k de un mapa f en
R si f¥(z*) = 2%, y si k > 1 es el menor entero positivo. La érbita con el
punto inicial z* (que consta de k puntos) se denomina érbita periédica de
periodo k. [Alligood et al., 1996].

Si se cambia la constante en el mapa logistico, tomando por ejemplo, f(z) =

3.3z(1 — z), se obtiene una drbita de periodo 2 como se muestra en la fig. 2.4.

0 02 04 06 0.8 1
€T

Figura 2.4: Diagrama de telarana para la funcién f(x) = 3.3xz(1 — x), en todo el
rango [0,1].

En este caso, los puntos fijos son 27 =0y 5 = %, ambos repelores. Ahora
que no hay puntos fijos atractores para casi todas las opciones de condicién
inicial, las érbitas describen un patréon de valores alternados entre p; = 0.4794
y pa = 0.8236. La 6rbita con la condicion inicial xq = 0.2 se grafica en la fig.
2.4, la cual muestra el comportamiento tipico de una érbita que converge a un
sumidero del periodo 2. Se atrae a p; cada dos iteraciones, y a py en iteraciones
alternadas.

Deben destacarse dos partes importantes en este comportamiento. Primero,
se observa que f(p1) = pa v f(p2) = p1. Otra forma de ver esto es que f2(p;) =
p1; entonces p; es un punto fijo de h = f2. (Lo mismo podria decirse para ps).
En segundo lugar, esta oscilacién peridédica entre p; y po es estable y atrae
a las orbitas, por lo tanto este comportamiento periédico es observable en
un sistema real modelado por f. El par {p;,p2} es un ejemplo de una 6rbita
periddica.

Si x* es un punto periédico de periodo 2 para el mapa f, entonces x* es un

punto fijo del mapa h = f2. Sin embargo, el reciproco no es cierto, un punto fijo
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de h = f? también puede ser un punto fijo de un valor inferior. Generalizando,
si f es un mapa con z* un punto de periodo k, la érbita periodo k de x* es un
sumidero periédico si z* es un sumidero para el mapa f*. La érbita de z* es
una fuente periédica si z* es una fuente para el mapa f*.

De este modo, aplicando la regla de la cadena y el Teorema de Estabilidad,

se tiene que la 6rbita periédica {p1, pa, ..., pr} es:

1. un sumidero, si | f'(pg).../" (p2) f'(p1)] < 1, o

2. una fuente, si | f'(pg)...f'(p2) f'(p1)| > 1.
Estas inecuaciones expresan que la derivada de la k-ésima iteracién f* de f en
un punto de una érbita k es el producto de las derivadas de f en los k puntos
de la érbita [Alligood et al., 1996].

Por lo tanto, para determinar la estabilidad de las orbitas periddicas se
debe analizar el comportamiento de los puntos cercanos, como en el caso de
un punto fijo, ya que los puntos cercanos a la érbita periddica pueden ser
atrapados o repelidos por ella. El hecho clave es que un punto periédico para f
es un punto fijo para f¥. Entonces puede aplicarse el Teorema de Estabilidad
para investigar el comportamiento de una érbita periédica. En el caso de una
6rbita de periodo k, se plantea el teorema al mapa f* (en lugar de f).

Un mapa continuo f en el intervalo [0, 1] puede tener un punto fijo y nin-
guna otra Orbita periddica (como el ejemplo de la ec. (2.1), f(x) = 2z). Puede
presentar un punto fijo, y érbitas de periodo 2 y ninguna otra érbita peridédica
(como en el ejemplo representado en la fig. 2.4). Sin embargo, la existencia de
una Orbita periddica de periodo tres, implica la existencia de érbitas de todos
los periodos. En 1964, el mateméatico soviético, A.N. Sharkovskii publicé un
articulo en el que demostré un notable teorema para sistemas dindmicos dis-
cretos. El teorema permite verificar la existencia de ciclos periddicos de ciertos
periodos de un mapa unidimensional a partir de la existencia de otros ciclos
periédicos de diferentes periodos del mapa [Layek, 2015].

Para enunciar el teorema de Sharkovskii, previamente es necesario disponer

los niimeros naturales en el orden de Sharkouvskii:

3<5=<7=<..<23<25=<27=<..<223<225<227=< .
"3 <25 <2MT <. <2< =20 <22 <22 <2 <1 (2.6)

Este ordenamiento se construye de la siguiente manera: primero, se enumera

todos los enteros impares positivos mayores que 1 en orden creciente. Luego se

17



hace una lista de los enteros que son 2 veces los enteros impares mayores que 1
en orden creciente y luego los ntimeros que son 22 veces de los enteros impares,
y asi sucesivamente. Finalmente, se enumeran los enteros en orden decreciente
que son las potencias integrales de 2. En el orden de Sharkovskii, el entero 3
es el niimero mas pequeno y el 1 es el mas grande.

El Teorema de Sharkovskii afirma que, un mapa continuo f en un intervalo
con una oOrbita de periodo p, si p < g segun el orden de Sharkovskii ec. (2.6),
entonces f tiene una érbita de periodo ¢. Esto implica que, si un mapa f tiene
una 6rbita de periodo 8, entonces también tiene al menos una de periodo 4,
una de periodo 2 y un punto fijo. De igual modo, si f tiene un ciclo de periodo

3, entonces tiene todos los ciclos periddicos.

2.2. El mapa logistico

Un mapa logistico se obtiene al iterar la ecuacién

Tnr1 = f(r,x,) = ra,(1 —x,), (2.7)

a partir de una condicién inicial zy, donde x,, y x,11 son dos estados conse-
cutivos del mapa, y r es el parametro de control. En 1976, el biélogo Robert
May [May, 1976] propuso el mapa logistico como un modelo de poblacién en
un sistema en el que los recursos son limitados. El crecimiento exponencial
dado por la parte z,,,; = rz, resulta limitado por la no linealidad —rz?, que
representa la competencia entre los individuos por los recursos compartidos.
May observé que aunque el sistema se presenta como matematicamente senci-
llo, sus érbitas tienen un comportamiento complejo. Se restringe el pardmetro
de control r al rango (0, 4] para que f(r,x,) mapee el intervalo 0 < z,, < 1 en
si mismo.

Para poder analizar la dindmica del mapa, en primer lugar se determinan

los puntos fijos, en funcién del parametro r,

f(ryz*)=a" = 2" =ra*(1 —x%)

de donde se obtienen dos puntos fijos ] =0y 235 = %1 Ademas, para poder

clasificar dichos puntos, se determina f'(r, x)
f(r,x) =r(l —2x). (2.8)
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Cuando 0 < r < 1, el mapa sélo presenta el punto fijo en 27 = 0 ya que en
ese rango 5 < 0. Evaluando la derivada, ec. (2.8), en el punto fijo se obtiene
que |f'(r,0)] = r < 1, y por el Teorema de Estabilidad se tiene que 7 = 0
es un punto fijo estable. De este modo, cada condicién inicial entre 0 y 1 es
atralda a este sumidero. En términos del modelo poblacional, con tasas de
reproduccién bajas, las poblaciones pequenas tienden a desaparecer.

Si 1l <r < 3, entonces 27 = 0 es un punto fijo inestable, ya que |f'(r,0)| =
r > 1. El mapa ademéds tiene un punto fijo estable en z3 = %, ya que al
evaluar la derivada, ec. (2.8), se obtiene |f'(r,x3)| = |2 — r|, que es menor
que 1 en el intervalo. Esto se interpreta en el modelo poblacional, que las

poblaciones pequefias crecen a un estado estable de valor z = =X

Para r > 3, el punto fijo #3 = "= es inestable ya que |f'(r,z3)] > 1, y
un periodo 2 estable toma su lugar. Para confirmarlo se analiza la segunda

iteracién del mapa
fA(r, ) =r*z(1 — 2)[1 — ra(1 — z)]. (2.9)

Con el fin de encontrar los valores p; y po, se resuelve la ecuacion de cuarto
grado f%(r,x) =z,
r?z(l —2)[1 —rz(l — z)] = z.

Se observa que los puntos fijos ¥ = 0 y 2* = 1 son soluciones triviales de esta
ecuacién, y corresponden a los puntos fijos de f(r,z). Ademds se obtienen las

raices
(r+1)+/(r=3)(r+1)
2r

que son reales para r > 3. Por lo tanto, existe un periodo 2 para todo r > 3.

En r = 3 las raices coinciden en z* = 1 — % = % Para r < 3 las raices son

P1,p2 = (2.10)

complejas, lo que significa que no existe una 6rbita de periodo 2.
Cuando r crece por encima de 1 + v/6 =~ 3.45, el periodo 2 se vuelve

inestable. Esto puede verificarse, derivando f?(r, z), ec. (2.9),

(f2(r,z)) = r? = 2ric — 2732 + 61322 — 4r32,
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y sustituyendo r = 1 4+ v/6, para obtener

(F2(1+v6,2)) = (1+v6))2 —2(1 +V6)%z — 2(1 + V6)*x
+6(1+V6)*2? — 4(1 + V6)32?,

cuyas raices

. . (1+V6£5)

coinciden con la ec. (2.10) para ese valor de 7.

Para valores ligeramente mas grandes de r, el comportamento de los pun-
tos periddicos de f(r,z) se vuelve més complicado. Nuevas 6rbitas periddicas

surgen a medida que se incrementa de 3.45 a 4.

2.2.1. Bifurcaciones

El término bifurcacion se refiere a cambios significativos en el con-
junto de puntos fijos, periddicos u otros conjuntos de interés dinamico
[Alligood et al., 1996]. La bifurcacién de un sistema fue reportada por prime-
ra vez por el matematico francés Henri Poincaré [Poincaré, 1885]. El estudio
de la bifurcacién se ocupa de como ocurre el cambio estructural cuando los
parametros estan cambiando. El cambio estructural y el comportamiento de
transicion de un sistema son la parte central de la evolucion dindmica. El pun-
to en el que se produce la bifurcaciéon se conoce como punto de bifurcacién o
critico. El comportamiento del punto fijo y la naturaleza de las trayectorias
pueden cambiar drasticamente en los puntos de bifurcaciéon. Cuando ocurre la
bifurcacion, la condicion de atractor y repelor se altera en general. El diagrama
de los conjuntos localmente atractivos del sistema en funcion de los valores de
los pardametros se conoce como diagrama de bifurcaciones [Layek, 2015].

Un diagrama de bifurcacién muestra los valores asintéticos (puntos fijos,
érbitas periddicas u otros conjuntos de atraccién) de un sistema en funcién de
un parametro de control. Esta representacién permite ver el comportamiento
a largo plazo para todos los valores de r a la vez, ya que representa el atractor
del sistema en funcién de r.

Los tres paneles superiores de la fig. 2.5 muestran series temporales co-
rrespondientes a diferentes dinamicas del mapa logistico, las cuales incluyen el

comportamiento transitorio y asintotico. El panel inferior de la fig. 2.5 mues-
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Figura 2.5: Senales temporales para 3 dindmicas diferentes de un mapa logistico:
(a) punto fijo con » = 2.5, (b) senal periédica con r = 3.2 y (c) senal cadtica
correspondiente a r = 3.8. (d) Diagrama de bifurcaciones obtenido numéricamente

al iterar el mapa logisitico 2'2 veces para cada valor del pardmetro r considerado en
el intervalo 2.4 < r < 4.0.
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tra el correspondiente diagrama de bifurcaciones, el cual exhibe tinicamente el
comportamiento asintotico.

La dindmica de punto fijo se mantiene hasta r = 3.0, donde se produce
la primer bifurcacién que conduce a un periodo 2. En r ~ 3.45 comienza una
solucién de periodo 4, la cual se mantiene hasta r ~ 3.54, donde se dupli-
cara nuevamente el periodo, comenzando asi una cascada de bifurcaciones. De
hecho, hay una secuencia completa de sumideros periédicos, uno para cada
periodo 2", n = 1,2,3, ... . Dicha secuencia se denomina cascada de duplica-
cion de periodo. En r = 3.57 comienza a observarse la dindmica cadtica. Para
otros valores del parametro r, la érbita parece completar aleatoriamente todo
el intervalo [0,1], o un subintervalo. En la fig. 2.6 se muestra el diagrama de
telarana para r = 3.86. Estos conjuntos de atraccién, llamados atractores ex-
tranos, pueden aparecer o desaparecer abruptamente, o cambiar el tamano de
forma discontinua. Este fenémeno llamado crisis es evidente en varios valores

del parametro 7.
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Figura 2.6: Diagrama de telarana de la trayectoria de f(z) = 3.86x(1 — ), en el
rango [0,1], y cuya condicién inicial zy = 0.01.

Las explosiones sucesivas de los diagramas de bifurcacion revelan otra ca-
racteristica interesante, las ventanas periddicas. Una ventana de periodo
tres, por ejemplo, se aprecia en en la fig. 2.5(d), en el rango 3.83 < r < 3.85.
Esto se refiere a un conjunto de valores del pardametro para los cuales hay un
sumidero periddico, en este caso un sumidero de periodo tres, que se ubica
entre dos zonas cadticas. Dado que un punto de periodo tres de f(r,z) es un
punto fijo de la tercera iteracién f3(r,z), la creacién del sumidero de periodo
tres se puede apreciar al ver el desarrollo de la gréfica de f3(r,z) como un
movimiento de 3.82 a 3.86.

En la fig. 2.7 se representa la tercera iteracién, f3(r, x), del mapa logistico,
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ec. (2.7), para 3 valores del pardmetro r en torno a una ventana periédica.
También se muestra el diagrama de bifurcaciones en el mismo rango de valores.
El panel (a), revela que para r = 3.82 la 6rbita de periodo tres atin no se ha
formado. Este valor del parametro (r = 3.82) corresponde al extremo izquierdo
de la ventana periodica que se observa en el panel (d). En la fig. 2.7 (b), la
orbita de periodo 3 se ha formado, y aparece como tres intersecciones con la
diagonal y = x, ya que cada punto de un periodo 3 de f es un punto fijo de
f2. Como se desprende de la figura, la forma del grafico obliga a que se creen

simultdneamente dos drbitas de periodo 3.
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Figura 2.7: (Arriba) Gréficos de la tercera iteracién, f3(r,z), del mapa logistico
f(r,z) = rz(1 —z)). Se muestran tres valores diferentes del pardmetro: (a) r = 3.82
(b) r = 3.84 (c¢) r = 3.86. (Abajo, d) Diagrama de bifurcaciones del mapa logistico
en funcion del parametro, en el intervalo 3.82 < r < 3.86, donde se observa en detalle
una ventana periddica.

Un corte vertical al centro del diagrama del panel (d) muestra que existe un
sumidero de periodo 3. En el panel (c) de la fig. 2.7, donde r = 3.86, el periodo
de tres sumideros se ha convertido en una fuente, lo que se corresponde al lado
derecho del diagrama (d). La desaparicion del periodo tres como un atractor

coincide con una bifurcacion de duplicacion de periodo, que crea un sumidero
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de perfodo seis, que luego tiene un destino similar [Alligood et al., 1996].

2.2.2. Caos

El caso r = 4.0 resulta de especial interés. La grafica de f(z) = 4z(1—x) se
muestra en la fig. 2.8(a), la cual si bien es una pardbola, el mapa definido por
f tiene un comportamiento dindmico muy rico. Para empezar, se distinguen
dos intersecciones con la recta y = x en los puntos xt =0y x = %, por lo que

hay dos puntos fijos. Dado que
fi(r,x) = 4(1 - 2z)

se obtiene que f'(r,0) =4 > 1y f(r,2) =2 > 1, por lo que ambos puntos
fijos son inestables. Para buscar érbitas periddicas se representan las graficas
de y = fk(r, z).
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Figura 2.8: Gréficos con r = 4.0 de (a) el mapa logistico f(xz) = rz(1 —x)), (b) la
segunda iteracion f2(x) y (c) la tercera iteracién f3(z).

La grafica de y = f2(r,z) se presenta en la fig. 2.8(b). Se observa que la
imagen de f en [0,1] es [0,1], por lo que la grafica se mantiene completamente
dentro del cuadrado unitario, ademés f(r, %) =1y f(1) = 0 lo cual implica
que f2(r,3) = 0. Por otro lado, existen dos valores {a;,as} € [0,1] tales que
f2(r,a1) = f?(r,as) = 1, esto es

1

1 1
f(?“,a):§:>4a(1—a):§:>a2_a+§20

de donde se obtienen dos raices que son

{ } 1 + 1
al, aor = — + ——.
b 2 2\/§
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De este andlisis se desprende que f?(r,z) tiene cuatro puntos fijos y, por lo
tanto, f(r,z) tiene cuatro puntos de periodo uno o dos, dos de los cuales ya
fueron identificados como los puntos fijos de f. El nuevo par de puntos, p;
y pe, forman una érbita de periodo dos: es decir, f(r,p1) = p2 v f(r,p2) =
p1. Andlogamente se encuentran los 8 puntos fijos de f3(r, z), resolviendo la
ecuaciéon f3(r, z*) = x*.

Con cada iteracion sucesiva de f, el nimero de puntos fijos se duplica,
observandose en general, que f* tiene 2¥ puntos fijos en [0, 1]. Por supuesto,
para k > 1, f* tiene menos de 2* puntos del perfodo k. Por ejemplo, z = 0 es
un punto de periodo uno y, por lo tanto, no un punto periodo k para k > 1,
aunque es uno de los 2% puntos fijos de f*.

La existencia de infinitas 6rbitas periddicas no implica en si misma el tipo
de imprevisibilidad generalmente asociada con los mapas cadticos, aunque si la
rica dinamica presente. El caos se identifica con la aperiodicidad de sus érbitas
y la dependencia sensible de las condiciones iniciales [Guckenheimer, 1979]. La
mas conocida, y tal vez la mas 1til propiedad de un sistema cadtico refiere de
la separacién exponencial de las érbitas, responsable de la sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Dado un mapa f en R, decimos que un punto x, tiene una dependencia
sensible de las condiciones iniciales si hay una distancia d distinta de cero,
de tal manera que puntos arbitrariamente cercanos de xy finalmente superan
la distancia d de la imagen correspondiente (f(xo)). Mas precisamente, existe
d > 0 tal que cualquier vecindad E de x( contiene un punto x tal que | f*(x) —

f¥(x0)| > d para algiin entero k no negativo [Alligood et al., 1996].

Solucion analitica y medida invariante para r =4

A pesar de la sensibilidad a las condiciones iniciales, y a la impredeci-
bilidad que esto conlleva para predecir el futuro de los estados del mapa,
se puede deducir una soluciéon analitica para el mapa logistico en r = 4
[Poulin and Touchette, 2008]

T, = sen*(2"16y), (2.11)

donde 6y = Lsin~"y/(zy). La misma se obtiene por sustitucién en la ec. (2.7)

haciendo el cambio de coordenadas z,, = sin?(w0,,).

La importancia de este resultado se basa en el hecho de que z, puede
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evaluarse directamente, para cualquier condicion inicial x, sin determinar los
valores intermedios {1, Zs,...,x,_1}. Sin embargo, este resultado es valido
unicamente para un mapa logistico con r = 4, y no se conocen resultados
tedricos como (2.11) para otros valores del pardmetro.

Para describir la evolucién del sistema, generalmente se estudian las érbitas
y sus propiedades. Sin embargo, también se puede extraer informacion relevan-
te al estudiar cudl es la probabilidad de encontrar al sistema en uno u otro
estado. Es decir, en vez de mirar la evoluciéon temporal del sistema, se pue-
de estudiar cémo se distribuyen los estados posibles en el dominio del mapa,
i.e., el espacio de estados. Para esto, se necesita conocer la medida invariante
del sistema dindamico. Se denomina medida a un método de asignacion de un

nimero a cada conjunto cerrado para el que se cumpla que:

1. para cualquier conjunto toma un valor no negativo, y
2. el valor correspondiente a la unién disjunta de un grupo de conjuntos es

igual a la suma de las valores asignados de los conjuntos individuales.

Si una medida ademas verifica que su valor para todo el espacio es igual
a 1, entonces se denomina medida de probabilidad [Alligood et al., 1996]. La
medida invariante de un mapa puede entenderse como aquella que no cambia
durante el curso de la evolucién de las iteraciones del mismo. Mas precisa-
mente, dado un mapa f en el intervalo [0, 1], se dice que una medida pu es
invariante bajo el mapa f, si para cualquier subconjunto S C [0, 1], entonces
[Shivamoggi, 2014]

Para el caso particular del mapa logistico con r = 4 se ha determinado la
medida invariante del sistema [Poulin and Touchette, 2008] a partir de su den-
sidad de probabilidad, p(x). Especificamente, por medio de u(S) = [ p(x) dz,
donde para = € (0,1) la densidad de probabilidad esta dada por

(1) = —— (212)
p(r) = ———. )
mx(l — )

Esta medida invariante se puede utilizar para caracterizar las propieda-
des del atractor. Un sistema dindmico dado puede tener muchos atractores,
cada uno de ellos con su propia cuenca de atraccién (diferentes conjuntos de

condiciones iniciales conducen a diferentes atractores). Sin embargo, para una
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cuenca dada de atraccién, el atractor es el conjunto cerrado mas pequeno. Pa-
ra dindmicas caoticas, el limite que separa las cuencas de atraccién suele ser
un fractal, en cuyo caso, un cambio arbitrariamente pequeno en la condicién
inicial puede llevar a un comportamiento asintotico completamente diferente
[Shivamoggi, 2014].

Exponentes de Lyapunov

Aleksandr Mijailovich Lyapunov (fisico y matematico ruso) estudié, entre
otras cosas, la estabilidad de sistemas dinamicos [Lyapunov, 1892]. En particu-
lar, aporté una herramienta para evaluar la caoticidad promedio de un sistema:s:
los exponentes de Lyapunov. Estos exponentes miden la tasa media de diver-
gencia (o convergencia) exponencial de trayectorias en el espacio de fase para
cada condicién inicial. Entonces, cualquier sistema que contenga al menos un
exponente de Lyapunov positivo, se define como cadtico.

Los exponentes de Lyapunov () proporcionan una caracterizacién util de
un sistema dindamico en términos de qué tan sensible es el sistema a pequenos
cambios en sus condiciones iniciales [Alligood et al., 1996]. En muchas aplica-
ciones, es suficiente calcular solo el mayor exponente de Lyapunov, A,q., ya
que, en general, \,,., > 0 implica la presencia de un comportamiento caotico,
mientras que A,q; < 0 indica un comportamiento periodico.

Para aplicar a un mapa unidimensional el concepto de exponente de Lya-
punov, se considera una condicién inicial xg y otra muy préxima, zo + dg.

Tomando logaritmos y notando que §,, = f™(xo + do) — f"(20), se tiene que

On
2

1
)\ =

= —In
n

= |, (23)

_ L ’ S (o + o) — [ (o)
do

n

donde se ha considerado el limite §; — 0. Aplicando la regla de la cadena se

tiene
(fn),(xo) = H f’(%)-

Sustituyendo este resultado en (2.13) se obtiene

Azo) = %m [/ @)= %Zm | ()] . (2.14)
=0 =0

Si la expresion (2.14) tiene limite para n — oo,
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AMzg) = hm{ Zln|f x;) }, (2.15)

a ese limite se le llama exponente de Lyapunov para la érbita que comienza
en xg. Cuando f tiene un unico atractor, A es independiente de xg.

De este modo, considerando dos condiciones iniciales que difieren en una
cantidad pequena dy se observa que cada una da lugar a una érbita, las cuales
convergen o divergen exponencialmente dependiendo del valor de A, ya que
después de n iteraciones |dn| = |dyle™.

Para el caso del mapa logistico, se sustituye la expresion de la derivada de
f, ec. (2.8), en (2.15), obteniéndose

=

-1

1

A(r) = z\} N In|r(1—2z,)| (2.16)

1

2.2.3. Autosimilaridad y fractalidad

Cascadas de bifurcaciones de duplicacion de periodo se han visto en
gran cantidad de sistemas de baja dimension que exhiben un compor-
tamiento caodtico, como por ejemplo modelos de osciladores neuronales
[Ngouonkadi et al., 2016] o laseres [Hohl and Gavrielides, 1999]. Su relevan-
cia yace en que la cascada de duplicacion de periodo es quizas la ruta mas
facilmente identificable hacia el caos para un sistema dinamico. Los trabajos
experimentales que intentan identificar y estudiar el caos en sistemas reales a

menudo se concentran en esta caracteristica.
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Figura 2.9: Esquema de un diagrama de bifurcaciones en funcién del parametro r,
donde se identifican los puntos de bifurcacién {ag, a, ...}

En dichas cascadas se observa que una érbita periddica estable se vuelve
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inestable a medida que se varia el parametro de control y es reemplazada por
una orbita periédica estable con el doble de su periodo. Al continuar variando
el parametro de control, esta nueva orbita se vuelve inestable y es a su vez re-
emplazada por una nueva 6érbita estable con un periodo nuevamente duplicado.
El proceso continta a través de una infinidad de bifurcaciones de duplicacion
de periodo, como se esquematiza en la fig. 2.9. La secuencia de bifurcaciones

de duplicacién de periodo se da de la siguiente manera
Periodo 1 — Periodo 2 — Periodo 2> — ... — Periodo oo

Poincaré fue el primero en dar una descripciéon matematica completa de
una bifurcacién que duplicaba el periodo, y Myrberg [Myrberg, 1962] descri-
bi6é por primera vez una cascada. Las cascadas se hicieron muy conocidas con
las aplicaciones publicadas por May [May, 1976].

En 1978, M. Feigenbaum observo que las razones de la distancia del parame-
tro entre dos duplicaciones sucesivas del periodo se aproximan a una constan-
te a medida que los periodos aumentan hasta el infinito [Feigenbaum, 1978].
Ademas, esta constante es universal en el sentido de que se observa en una
variedad de sistemas dinamicos. Especificamente, si la n-ésima duplicacién del
periodo ocurre en a = a, (ver fig. 2.9), entonces [Feigenbaum, 1978§]

§ = lim 2192 _ 4 669201600... (2.17)
n—00 Uy — Gp_1
En la actualidad, 6 se conoce como la constante de Feigenbaum, y el valor de
0, para las primeras bifurcaciones del mapa logistico es [Layek, 2015]
a1 — ag

51 = = 4.75031. (2.18)

ag — a1

En 1981, el grupo formado por los investigadores Giglio, Musazzi y Perini
encontraron una cascada de periodo 2, y hasta el periodo 16, al medir tempera-
turas en una celda de Rayleigh-Bénard. Utilizando el gradiente de temperatura
como parametro de bifurcacién, estimaron la constante de Feigenbaum en apro-
ximadamente 4.3 [Giglio et al., 1981]. En el mismo ano, P. Linsay produjo una
cascada similar al variar el voltaje de activacién en un circuito RLC controlado
periédicamente [Linsay, 1981]. Su estimacién de la constante de Feigenbaum
fue de 4.5 £ 0.6. Estos resultados confirmaron la universalidad del fenémeno.

En ejemplos anteriores, como el de la fig. 2.6, se observé cémo se confor-

man conjuntos complicados en el espacio de fase. Este tipo de conjuntos se
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denominan atractores extranos. En 1963, Lorenz [Lorenz, 1963] observé que
la geometria de este conjunto debe ser muy peculiar, algo asi como un com-
plejo infinito de superficies. Las herramientas para analizarlos provienen de
la geometria fractal. En términos generales, los fractales son formas geométri-
cas complejas con una estructura fina en escalas arbitrariamente pequenas
[Strogatz, 1994]. Por lo general, tienen algin grado de autosimilitud. En otras
palabras, si ampliamos una pequena parte de un fractal, veremos caracteristi-
cas que recuerdan al conjunto. A veces la similitud es exacta; mas a menudo
es sb6lo aproximada . Los diagramas de bifurcaciones muestran un comporta-
miento de escala autosimilar en la cascada del mapa, como se muestra en la
fig. 2.10.
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Figura 2.10: Diagrama de bifurcaciones correspondiente al mapa logistico en el
intervalo 2 < r < 4, y su ampliacion en el intervalo 3.28 < r < 3.68, en donde se
pone de manifiesto el comportamiento de escala.

2.3. Histéresis

La palabra histéresis deriva del griego «voTépnois», que significa retraso.
Fue introducida en el vocabulario cientifico hace mas de 120 anos por el fisico
escocés, Alfred Ewing, de la siguiente manera: «Cuando hay dos cantidades M
y N, de tal manera que las variaciones ciclicas Ncausan una variacién ciclica
M, entonces, si los cambios de M se retrasan con respecto a los de N, podemos
decir que existe histéresis en la relacién de M y N» [Ewing, 1885]. La histéresis
corresponde a cambiar de conjunto de atraccién cuando se incrementa respecto

a cuando se decrementa el pardmetro de control [Shivamoggi, 2014].
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Desde su introduccién, el fenomeno de histéresis es principalmente conoci-
do en los materiales ferromagnéticos. Cuando esta presente un campo externo
By, los dominios magnéticos del material tienden a orientarse paralelamente al
campo. A medida que se incrementa el campo externo, se alcanza un punto en
que casi todos los momentos magnéticos en el material ferromagnético estan
alineados en forma paralela con EE. Esta condicién se llama magnetizacion de
saturacion; una vez que ésta se alcanza, un mayor incremento del campo ex-
terno ya no ocasiona un aumento en la magnetizacién ni en el campo adicional
causado por la magnetizacién [Young et al., 2009].

Sin embargo, los fenémenos de histéresis son comunes en numerosos siste-
mas fisicos, ademas de en los ferromagnéticos. Por ejemplo en sistemas mecani-
cos, ecoldgicos y biolégicos, donde reflejan los efectos de la memoria y la irrever-
sibilidad [Krasnosel’skii, 1983]. En particular, el modelo de oscilador de Duffing
es un ejemplo de sistema en el que se observa la histéresis [Kovacic et al., 2008],

y esta dado por
4 2C5 + 7y = fo+ frcos(), (2.19)

donde y es el desplazamiento, ( es la razéon de amortiguamiento, v es un
parametro relacionado con la no linealidad, fy es una fuerza constante y f;
y ) son el valor y la frecuencia de la excitacion arménica, respectivamente. En
dicho trabajo la fuerza de excitacién y la relacion de amortiguacién se man-
tienen fijas, mientras que la frecuencia se incrementa y decrementa. La fig.
2.11 muestra la amplitud del desplazamiento, A (adimensionada), en funcién
de la frecuencia obtenidas en tal caso. A medida que la frecuencia aumenta la
amplitud, sigue la ruta indicada como 1-2-3-4-5-6. El punto 2 y el punto 4
son puntos de salto. Al reducir la frecuencia partir del punto 6, se sigue la ruta
6-7-8-9-10. En este sentido, el punto 7 y el punto 9 corresponden a puntos de
saltos.

También se ha observado, por ejemplo, un comportamiento que muestra
la presencia de histéresis al estudiar la fuerza de friccién en sistemas experi-
mentales [Wojewoda et al., 2008], e incluso se ha demostrado que la histéresis
estd presente a nivel atémico [Benson et al., 1994].

En el estudio de mapas, la histéresis esta asociada al cambio en el con-
junto de atraccién del sistema en el proceso de incrementar y decrementar
el parametro de control. La histéresis se ha observado en mapas cadticos

acoplados, por ejemplo, variando el parametro multiplicativo del mapa. En
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Figura 2.11: Saltos observados en los valores de la amplitud al incremen-
tar y decrementar la frecuencia de forzamiento {2 para un oscilador de Duffing
[Kovacic et al., 2008].

[Neufeld and Vicsek, 1995] se analizan diferentes dindmicas de un sistema for-
mado por mapas gaussianos con un acople no difusivo. La fig. 2.12 muestra los
diagramas de bifurcaciones correspondientes y el ciclo de histéresis obtenido.

También se ha reportado histéresis en mapas logisticos acoplados, como por
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Figura 2.12: Diagrama de bifurcaciones obtenido al aumentar el parametro del
mapa entre los valores 0 y 1, y (b) al disminuir el pardmetro nuevamente hasta cero.
De esta manera se oserva una histéresis en el intervalo (0.41 — 0.48). En (c) el ciclo
de histéresis se amplia [Neufeld and Viesek, 1995].

ejemplo [Gu et al., 1984]. All{ se estudian numéricamente mapas logisticos con

acople multiplicativo, y se observa la histéresis en funcién del parametro de los

mapas.
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2.4. Mapas logisticos acoplados

2.4.1. Dos Mapas logisticos

A continuacion se considera el caso de dos mapas acoplados, los cuales seran

representados por las variables de estado 2 y xg), siendo los parametros de

control ry y rq, respectivamente. La evolucién de estos mapas acoplados se
determina a partir de [LHer et al., 2016]

2 = (1= o) f(ry, aP) + e f (ra, 22

, (2.20)
2% = (1 =) f(ry, ) + f (r1, 2

donde ¢ representa la intensidad del acople y f(r,z,) corresponde la funcién
logistica (2.7).

La ec. (2.20) puede reescribirse como

o = flraal) = e [£rall) = S, af?)]
e = Jraaf?) = 2 [ £l = s, 2f1)]

Como es esperable para una intensidad de acoplamiento nula, € = 0, el segundo

(2.21)

término de cada ecuacién en (2.21) se anula, y el sistema se reduce a

xlej)tl = f(r1, %(11))

2.22
=) o

que corresponde a dos mapas aislados. Para el caso de acoplamiento méaximo,

e = 1, se obtiene

(2.23)

lo que implica que cada mapa responde completamente condicionado a la
dindmica del otro mapa. Otro caso en el que el sistema responde completa-

mente desacoplado independientemente de la intensidad del acople es cuando

[f(ri,2) = flra,2)] =0 (2.24)

y por lo tanto el sistema se reduce al de la ec. (2.22). Por ejemplo, el término

de acoplamiento se vuelve nulo cuando los sistemas estan sincronos, ya que la
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. 1 1 2
evolucién de ambos es idéntica, de manera que f(rq, !, )) = f(rq, ) )). O sea,
que cuando los sistemas estén sincronos se verifica la ec. (2.24), y efectivamente
estan desacoplados y actuando como un tinico sistema aislado.

Si se cambia € por (1 —¢), el sistema (2.21) se convierte en

wlh = flra D) = 2 [, 0) = S0, 0]

, 2.25
22 = Fryal)) — 2 [ frnold) = fra,al?)| >

que es en esencia el mismo sistema. Lo mismo sucede si se intercambian los

pardmetros 7, por 7o, ya que el sistema (2.21) se reduce al (2.25).

2.4.2. N Mapas logisticos

La ecuacién de acople (2.20) propuesta para dos mapas puede generalizarse,
resultando [Kaneko, 1990]

N
0 _ (i) Ay )

Tpi1 = (L—¢)f(ri,x,)) +€ —=f(r;, x,; 2.26

== ) f(ri,z) ;dlﬂ] ) (2.26)

donde A;; corresponde a la entrada ij de la matriz de adyacencia, y d; = ) | i Aij

es el grado del i-ésimo mapa. La configuracion puede caracterizarse por una

matriz de adyacencia, en la cual cada elemento (A4;;) de la matriz es A;; = 1 si

el par de mapas 7, j estan conectados entre si, y A;; = 0, si no hay conexién.

En esta tesis la matriz de adyacencia es siempre simétrica, como en la fig. 2.13.

H\M
(a)

Figura 2.13: Tres configuraciones de una red de 8 nodos: (a) anillo, (b) estrella y
(¢) todos con todos.

Para generalizar el andlisis realizado para el caso de dos mapas obsérvese
la fig. 2.13, donde se presentan tres posibles configuraciones para ocho mapas

acoplados. El primero de los casos presentados es el anillo, en el cual cada
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mapa del conjunto esta conectado uinicamente con los dos mapas adyacentes
a cada lado. Luego se presenta una configuracion de estrella, donde el mapa
central esta conectado a todos los de la periferia, pero éstos solo interactiian
directamente con el central. Por itimo, la configuracién completa o todos con
todos corresponde al caso en que cada mapa del conjunto se interconecta con
todos los demas.

Se define el campo medio global instantdneo, h,(n), para la ec. (2.26) como

1 N
:NZ ri, ), (2.27)

y se define el campo medio local instantaneo, hl(i) (n), para el i-ésimo mapa de
la ec. (2.26) como

1 N
:d_z Ay f(ry, D). (2.28)

Analizando el caso del anillo, fig. 2.13 (a), se observa que es una configura-
cion homogénea ya que cada mapa del conjunto tiene exactamente las mismas
conexiones que los demas. Sin embargo, para esta configuracién existe una gran
diferencia entre el campo medio global, ec. 2.27, que involucra a los 8 mapas,
y el campo medio local, ec. 2.28, que involucra inicamente a 2 mapas vecinos.

La configuracién todos con todos, fig. 2.13 (c), también es homogénea en
sus conexiones, ya que cada mapa tiene la misma cantidad de vecinos. Ademas,
en este caso, el campo medio local y el global son aproximadamente idénticos.
Especificamente, en la ec. (2.28) d; = N — 1 para todos los i y A;; = 1 — d;5,
donde §;; es la funcién de Kronecker.

La configuracién estrella, que se representa en el panel 2.13 (b), es altamente
heterogénea. Esto se debe a que si bien entre los mapas integrantes de la
periferia las conexiones son idénticas (inicamente 1 enlace con el centro), el
mapa central tiene la mayor diferencia posible, es decir, N — 1 conexiones.
De igual modo, al analizar el campo medio, se observa que el mapa central
experimenta un campo medio local debido a todo el conjunto, y por lo tanto
coincidente con el campo global. Sin embargo, los mapas integrantes de la
periferia experimentan un campo medio local debido inicamente a la conexién

con el mapa central, y por lo tanto muy diferente al global.
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Capitulo 3
Metodologia

En este capitulo se realiza una descripcion de la metodologia de trabajo,
tanto del sistema experimental como de la implementacion numérica y del
analisis de los datos obtenidos. En la primera seccion se presenta el montaje
general, donde se detalla la implementaciéon electronica y el acoplamiento de
los mapas. En la segunda seccién se describe el proceso de anélisis de los datos,
la discretizacién de la senal y se introducen los parametros de orden que se
emplean para analizar el comportamiento del sistema. En la iltima seccion se

brindan los detalles de la simulacion.

3.1. Implementacién electrénica

En este trabajo de tesis se realizo la implementacion de un circuito
electronico que simula el comportamiento de un mapa logisitico, de acuer-
do con la ec. (2.7). El proceso de adquisicién de los datos, la variacién del
parametro de control y de la intensidad del acoplamiento fue automatizado.
Para ello se empleé una tarjeta adquisidora NI USB 6216. La misma posee
una resolucién de 16 bits y cuenta con hasta 32 lineas de entrada (o salida) di-
gitales, 16 entradas y 2 salidas analégicas (cuya resolucion es ~ 3.5uV), siendo
su frecuencia de muestreo maxima de 400K Hz [NI, 2009]. Trabajando en el
rango =10V, la resolucién de las entradas analdgicas es de 305uV .

El disenio del circuito! empleado estd dividido en dos grandes bloques: el
bloque mapa logistico (BML), el cual efectiia analégicamente la funcién logisti-

ca, y el bloque de muestreo y retencion (BMR), que es el responsable de generar

IEn el anexo 1 se presentan todos los diagramas de los circuitos empleados.
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la senal a trazos [Horowitz and Hill, 2015]. Cabe resaltar que en esta imple-

mentacion electrénica no es posible controlar las condiciones iniciales.

3.1.1. Bloque mapa logistico

La fig. 3.1 muestra un esquema del circuito que implementa la funcién
logistica. Para su construccién se utilizé un multiplicador analégico AD633AN,
cuyo rango de entrada es =210V, el de salida +11V y el voltaje de saturacion,
Vs = 10V, (dato proporcionado por el fabricante). Este dispositivo permite
realizar el producto de dos senales eléctricas analdgicas de entrada (Vj, y +10V
en este caso) generando la senal V,,; a la salida del sistema. Se utilizé una
resistencia R = 1K con una precision de 1% y una resitencia variable R,

en el rango de entre 0 y 3K 2.

L
0V ADG633AN

ov

Figura 3.1: Diagrama del circuito electrénico que reproduce la funcién logistica
[LHer et al., 2016].

Aplicando las leyes de Kirchhoff, el voltaje a la salida del multiplicador
estd dado por' [LHer et al., 2016]:

(3.1)

Voutl) = (1 ; R) Vin (8)(Vi = Vin (8))

R Vs
Los voltajes del circuito electrénico pueden identificarse con las variables
de estado de la ec. (2.7) mediante la siguiente transformacién: z, — V;,/ Vi,

Tpi1 — Vour/Vs, v el pardmetro de control estd dado por

r= (1 + Rg’") (3.2)

1Deduccién en Anexo?2.
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Obsérvese que, a partir de la ec. (3.1), cuando r = 4, el voltaje puede
superar V; debido al ruido electrénico, saturando el multiplicador analdgico.
En consecuencia, en el andlisis para caracterizar el sistema se establece r < 4,
para que la saturacion del multiplicador no constituya un problema.

La ec. (3.2) muestra que el control del pardmetro r del mapa se logra a
partir de la variacion de la resistencia R,,.. Para automatizar ese proceso se
realizo una implementacion electromecanica, que consiste en un motor paso a
paso controlado desde la tarjeta, el cual se acopla a una resistencia variable.
Asi, cada posicién del motor implica un valor de la variable R,,,. De este mo-
do, se logré un sistema automatizado de variaciéon del parametro del mapa,
que permite barrer todo el rango de interés, 1 < r < 4, respondiendo adecua-
damente para incrementos (dr) a partir de dry,;, = 0.003. Como ese valor es
el paso minimo, se considera también la incertidumbre en el parametro (r).

En la fig. 3.2 se muestra la respuesta medida del bloque BML. La linea
azul muestra la senal de entrada, linea roja continua muestra la respuesta del
bloque BML mientras que la linea negra a trazos representa la respuesta tedrica
obtenida mediante la ec. (3.1). Se obtiene una excelente concordancia entre la

respuesta del BML y el modelo planteado en la ec. (3.1), con un error inferior
al 3%.

0 10 20 30 40
t(ms)

Figura 3.2: Voltajes medidos a la entrada (azul) y la salida (rojo) del bloque que
implementa el mapa logistico. En negro se representa el V,,; calculado.
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3.1.2. Bloque de muestreo y retencién

El bloque BMR, muestrea el voltaje de la senal analdgica proveniente del
BML y mantiene su valor constante durante un periodo de tiempo especifico.
De este modo, el resultado es una serie temporal analégica que varia sus valores
paso a paso, modelando la evolucién discreta de un mapa [LHer et al., 2016].

Dos conceptos temporales tienen especial importancia en el estudio de cir-
cuitos de muestreo y retencién (sample-and-hold), y son el «tiempo de mues-
treo» y el «tiempo de retencion». El primero marca el tiempo minimo necesario
para almacenar correctamente el valor de la entrada, y en este caso esta dado
por la frecuencia de muestreo de la tarjeta utilizada. El segundo es el tiem-
po que el dispositivo retiene la senal, y que estda determinado por la que se
llamara frecuencia del BMR (fyg).

Para la implementacion de este bloque se utilizaron dos operacionales
LF398 representados en la fig. 3.3 por los dos buffers mas a la izquierda y
un amplificador operacional, el buffer de la derecha [Suneel, 2006]. Su fun-
cionamiento basicamente consiste en muestrear el voltaje desde el terminal de
entrada en un instante, manteniendo su valor en el condensador un cierto tiem-
po (tiempo de retencién) y luego liberar la senial desde el terminal de salida
un periodo de reloj posterior. Cada dos periodos de reloj, los roles de ambos
LF398 se intercambian. Este cambio resulta en una evolucion discontinua del
circuito completo (BML mas BMR), donde en cada instante de tiempo se ob-
tiene un valor de z,,. La frecuencia 6ptima del reloj, que establece el lapso de
tiempo entre valores consecutivos del voltaje de salida, se debe elegir teniendo
en cuenta algunas restricciones experimentales. Por un lado, hay un limite da-
do por el tiempo que demora el BMR en cargar los condensadores y por otro
lado, la existencia de capacitancia parasita, corrientes de polarizacion en los
amplificadores operacionales u otros componentes. Ademas, el tiempo de res-
puesta para que el resto del circuito se estabilice después de cualquier cambio,
es decir, el tiempo requerido por el BML y el acoplamiento para estabilizar la
salida, constituye un limite superior para la frecuencia del reloj. Sin embargo,
desde un punto de vista practico, la frecuencia del reloj debe ser lo més alta
posible para reducir el tiempo necesario para realizar los experimentos y obte-
ner series temporales largas. En consecuencia, se ha elegido una frecuencia de

trabajo en el rango entre 10kHz y 20k H z.
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Figura 3.3: Diagrama esquematico del bloque de muestreo y retencién. Este bloque
produce una evolucién paso a paso, modelando la evolucién discreta de un mapa
[LHer et al., 2016].

Para evaluar el funcionamiento del bloque, se lo alimenté con una senal
sinusoidal y se analiz6 el voltaje a la salida del mismo. La fig. 3.4 muestra la
senal de entrada (rojo) y la senal a trazos a la salida del BMR (negro). En
el caso que se muestra, correspondiente al prototipo montado inicialmente, la
frecuencia del BMR es fy;g = 1,6 K Hz, la cual permite registrar 8 puntos por
ciclo de la senal senoidal de 0,20K Hz analizada. Para las deméas medidas se
ajustd fyr ~ 3.5K Hz, con la cual es posible registrar 18 puntos por ciclo de

esta senal, y permitio optimizar las mediciones posteriores.

0 5.0 10 15 20
t(ms)

Figura 3.4: Voltajes medidos a la entrada (linea roja a trazos) y a la salida (linea
negra continua) del bloque de muestreo y retencion.

Tras la accion del bloque BMR la senal de salida se compone de mesetas,

cada una de las cuales representan diferentes estados, que al seleccionar un
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punto por meseta podra considerarse un sistema discreto. La longitud de las

mesetas estd determinada por el tiempo de retencién que se haya seleccionado.

3.1.3. Moddulo de acoplamiento

Para acoplar dos mapas logisticos se implemento el circuito esquematizado
en la fig. 3.5, denominado bloque de acoplamiento (BA). V; y V; representan el
voltaje del mapa 1 y 2 respectivamente, mientras que V¢ respresenta el voltaje
de control del acoplamiento.

El BML esta conectado al BMR para definir la evolucién en tiempo discreto
de cada mapa y ademads estd conectado al bloque de acoplamiento (BA) para

implementar la evolucién acoplada del sistema acuerdo con la ec. (2.20).

V,
! Vout
\e A
L
ov ADG633AN
Vi

Figura 3.5: Diagrama del circuito de acoplamiento. El voltaje de salida (Vi)
de este circuito relaciona linealmente ambos voltajes de entrada, Vi y Va, con una
intensidad de acoplamiento dada por V¢ [LHer et al., 2016].

Analizando los voltajes en el multiplicador AD633 de la fig. 3.5, se obtiene
Vour [LHer et al., 2016]

Ve Ve

Vot (1) = (1 _ v) Vi) + 1200 (3.3)

donde Vi es el voltaje de saturaciéon del multiplicador, Vo es el voltaje de
control del BA y la intensidad del acople entre los mapas esta dada por ¢ = “;—g
Identificando xou; — Vour/Vs, se observa que la ec. (3.3) corresponde a la ec.
(2.20) para 2 mapas.

Para variar la intensidad del acople, €, se emple6 una salida analdgica de la
tarjeta, que tiene una resolucion de 3.5V, y por lo tanto los valores de € seran
confiables hasta el orden de las millonésimas, siendo més que satisfactorio para

los requerimientos del experimento.
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Para realizar el acople de N mapas, se implemento la matriz de acopla-
miento que se representa como A;; en la ec. (2.26). La misma es un dispositivo
formado por N x N conectores (ver fig. 3.6), que permiten definir como 0
(desconectado) o 1 (conectado) los enlaces entre los N mapas acoplados. Se
implementan ademés N? circuitos de acoplamiento como el descripto en la fig.
3.5, ya que los acoples son bidireccionales.

La fig. 3.6 muestra una fotografia del montaje experimental empleado, en
la que se distinguen: (1) la matriz de acoplamiento, representada por A;; en
la ec. (2.26), (2) los mapas logisticos, (3) la tarjeta adquisidora y (4) la imple-

mentacién que permite el control del parametro r.

Figura 3.6: Montaje experimental. 1- Matriz de acoplamiento, 2- Mapas logisticos,
3- Tarjeta de adquisicién, 4- Control del pardmetro r.

De este modo, con la calibracién y la programacion adecuada, se dispone

de un sistema automatizado de variacién de parametros y recoleccion de series

temporales.
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3.2. Analisis de datos

La fig. 3.7 muestra un diagrama de flujo que describe las distintas etapas

seguidas para procesar los datos experimentales.

Preprocesamiento

Adquisicién de la . ) . o .
= 7 Acondicionamiento Discretizacion Procesamiento
senal experimental

Figura 3.7: Diagrama de flujo correspondiente a las distintas etapas del analisis de

los datos.

3.2.1. Preprocesamiento
Acondicionamiento de la senal

Para efectuar el analisis de los datos experimentales es necesario acondicio-
nar las senales. Esto significa, en primera instancia, aplicar un filtro pasa bajos,
de modo de evitar frecuencias esptireas al momento de construir el mapa. La
fig. 3.8 muestra una sefial experimental (en bruto) superpuesta a su version

acondicionada mediante un filtro pasa bajos.

4
s [ =
B
N
ol
o " -
4 s \ s !
0 1 2 3 4 5

t(ms)

Figura 3.8: Senal experimental directa (rojo) y la misma senal tras aplicarle un
filtro pasa bajos (negro).
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Proceso de discretizacion.

Para que la senal que se recoge en el sistema de adquisicion pueda enten-
derse como la representacion de un mapa, es necesario almacenar un punto por
cada estado del sistema. Cuando el sistema se encuentra en un determinado
estado, la senal experimental presenta una meseta, que tomara diferentes valo-
res conforme el sistema evoluciona. Es necesario, entonces, registrar solamente
un punto por meseta, para lo cual se emplearon algoritmos desarrollados en
Matlab. La fig. 3.9 permite visualizar el resultado de este proceso, donde los

marcadores rojos corresponden a los puntos que conforman el mapa.

0.8

0.6

04

0.2 r

0 40 80 120 160 200
n

Figura 3.9: Senal experimental (linea continua) que permite visualizar que cada
meseta de la curva corresponde a un punto del mapa z,, = f(n) (circulos).

3.2.2. Procesamiento

El empleo de un pardmetro de orden' permite analizar la globalidad del
sistema, evitando el andlsisis individual de cada diagrama de bifurcaciones.

Para ello se introduce la varianza de cada mapa, segin la ecuacién

T
1 N
2 _ (l) _ 7
of =~ ;:1 <acn X >> . (3.4)

donde z,, son los elementos de la serie temporal, T es la longitud de cada serie

y y(i) el valor medio temporal de la serie, es decir, Y(i) = % 22:1 Tp.

"Entendido como un pardmetro que indica el grado de orden del sistema [Costa, 2005]
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A partir de la varianza de cada uno de los mapas, se define la varianza

media del sistema (02) como

=1 =
_N; (3.5)

donde N es el nimero de mapas y o2 corresponde a la varianza del i-ésimo
mapa.

Como la varianza es una medida de la dispersion de las érbitas, para el
caso de un punto fijo teérico se obtiene 02 = 0, lo cual es consistente con el
valor obtenido para un punto fijo experimental, como el que se muestra en la
fig. 3.10 (a), donde 0? = 2 x 107°V?2. En el panel (b) se muestra una senal
periédica cuyo 0% = 2.6V?, mientras que para la sefial cadtica, panel (c) se

obtuvo 02 = 6.0V?2, lo que indica una mayor dispersién en las érbitas.

10 10 10‘ ” H ”
= . = oINIIRIR - < ZW I ”“H PWPU l
S S = o 1) T

2 2 2

0 0 0

0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15
t(ms) t(ms) t(ms)
(a) (b) (c)

Figura 3.10: Senales experimentales correspondientes a: (a) punto fijo, (b) régimen
periédico y (c) régimen cadtico.

Para cuantificar el cambio en la varianza media al aumentar o disminuir el

pardmetro, se determina en cada caso el incremento relativo (/) como

_2 __2
L =22=2"2 (3.6)

o2, +02_

donde ¢2_, representa la varianza media al incrementar el pardmetro y o2,
al decrementarlo. Se dispone entonces de un parametro de orden, la varianza
media, que permite realizar un estudio global del sistema. El mismo se emplea
para caracterizar el sistema en diferentes casos, y especialmente para identificar
el fenémeno de histéresis. Ademas, el cdlculo del incremento relativo en la

varianza media, permite discutir en qué caso es mas significativa la histéresis.
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3.3. Simulaciones

En cada una de las etapas del trabajo experimental se realizaron simu-
laciones del modelo tedrico, las cuales son un aporte principalmente en dos
aspectos: por un lado validar el montaje experimental y por otro optimizar el
trabajo experiemental.

En cuanto al primer aspecto, las simulaciones permiten contrastar el com-
portamiento esperado para un sistema que responda segin el modelo propuesto
con los datos experimentales procedentes de la implementacion electronica. Por
otro lado, también acompanan el trabajo experimental haciéndolo mas eficien-
te, ya que permiten identificar regiones en los valores de los parametros donde
centrar la recoleccién de datos.

Las simulaciones se realizaron, en general, sobre 4096 iteraciones,
desechandose las primeras 1024 para descartar el régimen transitorio. En aque-
llos casos en que se implementd un conjunto de mapas cuasidénticos, las he-
terogeneidades experimentales se incorporaron a la simulaciéon. Con tal fin,
considerando la incertidumbre en las medidas de los pardmetros como cota
superior de las diferencias entre los mismos para la simulacion, se generd alea-
toriamente un vector r = {ry, ry, ...,y }, formado por los parametros de los N
mapas.

Las simulaciones se realizaron tomando como condicién inicial de cada nue-
va trayectoria el ultimo punto de la trayectoria anterior. De este modo se
logré reproducir satisfactoriamente las dinamicas observadas en la implemen-

tacién electronica.
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Capitulo 4
Resultados y discusion

En el desarrollo de este capitulo se presentaran los resultados experimenta-
les y la discusién de los mismos. Esta estructurado en tres partes. La primera
de ellas muestra la caracterizacién experimental del circuito, realizdndose el
estudio de un mapa logistico aislado. La parte central corresponde al estudio
de dos mapas logisticos acoplados. En la misma se analizan los diagramas de
bifurcaciones al variar el parametro de un mapa, asi como también al variar la
intensidad del acople. En este sentido se analiza lo que sucede al incrementar
y decrementar dicha intensidad. Ademads se emplea la varianza media como
un parametro de orden que permite analizar la globalidad del sistema. Por
ultimo, y como forma de ampliar el estudio, se analiza el comportamiento de
ocho mapas acoplados bajo diferentes configuraciones. Para obtener los datos
que se presentan en las distintas secciones se efectuaron mas de 100 realiza-
ciones considerando los diferentes casos, confirmando que las observaciones
corresponden a fenémenos robustos. Se muestran, por lo tanto, sélo algunos

resultados representativos.

4.1. Mapa logistico aislado

Para el estudio de un mapa logisitico aislado, se realizé el montaje del
bloque BML (segun fig. 3.1) y del BMR, para registrar las series tempora-
les (Voue = f(t)) correspondientes a diferentes valores del pardmetro r. En
la fig. 4.1 se muestra el diagrama de bifurcaciones, donde el panel izquier-
do corresponde a la simulaciéon numérica y el panel derecho a los resultados

experimentales. El diagrama pone de manifiesto las diferentes dinamicas que
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experimenta el sistema segun el valor del parametro r. Con r < 3.00 se obser-
va que el sistema se encuentra en la cuenca de atraccién de un punto fijo, lo
que se identifica en el diagrama como una linea fina de puntos. En r = 3.00
se produce la primera bifurcacién, y el sistema comienza a experimentar so-
luciones periédicas, las cuales oscilan entre dos valores. Al llegar a r ~ 3.45,
se produce una bifurcacion en cada rama del periodo 2, ingresando el sistema
en un régimen de periodo 4. Cuando el parametro supera ligeramente el valor
3.54 se aprecia un pequeno intervalo de periodo 8 y comienza una cascada de
bifurcaciones que derivan en el ingreso al caos para r ~ 3.57, lo que en el dia-
grama se observa como regiones donde los puntos se extienden verticalmente.
Esta dinamica se corresponde con lo esperado tedricamente, destacandose una

excelente concordancia.

1 1
0.8 0.8}
8 G £
0.4 Y * 0.4+
0.2 0.2
0 0 ‘ ‘ ‘ ‘
18 22 26 30 34 38 18 22 26 30 34 38
T r
(a) (b)

Figura 4.1: Diagrama de bifurcaciones obtenido: (a) numéricamente y (b) a partir
de los datos experimentales, de un mapa logistico aislado a medida que se incrementa
el parametro 7 del mismo.

Continuando con el andlisis del comportamiento dinamico del mapa imple-
mentado electrénicamente, se comparan los exponentes de Lyapunov calcula-
dos a partir de la ec. (2.16) sobre las series temporales obtenidas numérica
y experimentalmente. Las series experimentales sobre las que se calculan los
exponentes de Lyapunov son de N = 256 puntos, mientras que las simula-
ciones numéricas se realizaron sobre N = 1024 iteraciones. Numéricamente
se analizo el intervalo 2 < r < 4. Sin embargo, las series experimentales se
obtuvieron en el rango 2 < r < 3.8, para evitar la saturaciéon del multiplicador
que se produce en r ~ 4.

Los exponentes de Lyapunov obtenidos para ambos casos se presentan en la
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Figura 4.2: Exponente de Lyapunov () en funcién del pardmetro r: (a) determi-
nado numéricamente en el rango 2 < r < 4y (b) calculado sobre serie experimental,
con 2 < r < 3.8. La recta horizontal permite identificar los cambios de signo de A.

fig. 4.2, la cual muestra que hay un notable acuerdo entre los datos numéricos
(panel a) y los experimentales (panel b). La respuesta del circuito en términos
del exponente de Lyapunov, asi como el diagrama de bifurcaciones muestran
que esta implementacion electronica reproduce de buena manera el comporta-

miento del mapa logistico.

4.1.1. Constante de Feigenbaum de cada ML

Se determind experimentalmente la constante de Feigenbaum (J) segun la
ec. (2.18) para cada uno de los 8 mapas a utilizar. Los resultados se presentan

en la tabla 4.1, donde se muestra ademas su desviacion respecto al valor tedrico.

Tabla 4.1: Valores de la constante de Feigenbaum para los 8 mapas y su corres-
pondiente desviacién del valor tedrico deo = 4.75031 [ec. (2.18)].

mapa 1 2 3 4 ) 6 7 8
Omapa || 5-00 | 5.10 | 4.98 | 4.62 | 4.66 | 4.86 | 4.72 | 4.60
Ad 6% | 8% | 5% | 3% | 2% | 2% | 1% | 3%

Como reflejan los datos presentados en la tabla 4.1, el porcentaje de dis-
crepancia con el valor tedrico de la constante de Feigenbaun fue para todos los
mapas seleccionados inferior al 10 %, incluso sélamente 2 de ellos superaron el
5%, lo que representa una muy buena concordancia entre la implementacién

electréonica y el modelo.
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4.2. Dos mapas acoplados

En esta secciéon se presentan los resultados obtenidos para la implemen-
tacién de dos mapas logisticos acoplados segtn la ec. (2.20). En primera ins-
tancia se presentan los diagramas de bifurcaciones obtenidos al incrementar
el pardmetro de uno de los mapas (r5) manteniendo el pardmetro del otro
mapa fijo en r; = 3.80, que corresponderia a dinamica cadtica para el mapa
aislado. La intensidad del acople se fijé en ¢ = 0.1. A continuaciéon se mues-
tran los resultados correspondientes a mantener fijos los pardmetros (r1 y 72)
e incrementar la intensidad del acople en el rango 0 < ¢ < 1. Este estudio
se realizo sobre dos configuraciones diferentes: una con r, = ro = 3.80 y otra
con r; = 3.80 y ro = 3.20. Por tltimo el andlisis se centra en el estudio de la

histéresis que se observa al incrementar y decrementar .

4.2.1. Diagramas de bifurcaciones

Primeramente se estudié el comportamiento del sistema al incrementar
el pardmetro r del mapa 2 manteniendo fijos el parametro r; = 3.80 y la
intensidad del acople € = 0.1. Los resultados experimentales se muestran en la
fig. 4.3, en donde ademas de la representaciéon tridimensional del diagrama de
bifurcaciones de ambos mapas, :z:g) y :cg), a medida que se varia el parametro
r en el intervalo 1 < r < 3.90 (panel a), se muestran sus correspondientes
proyecciones (paneles c y e).

Este diagrama cuantifica cémo la variacién del pardmetro de uno de los
mapas, en este caso del mapa 2, produce el surgimiento de bifurcaciones en
ambos mapas. Puede observarse en la fig. 4.3 (c), que el mapa ) aunque
mantiene su parametro r; fijo, experimenta diferentes dindmicas conforme el
valor del pardmetro r (= r3) del segundo mapa, aumenta. Una dindmica de
periodo 4 se mantiene hasta las proximidades de r = 2 donde comienza una
dindmica de periodo 8, produciéndose luego una cascada de bifurcaciones que
derivan en una dindmica cadtica. Préximo a r = 3 se obseva una pequena
ventana periédica, para continuar el régimen cadtico hasta r ~ 3.5. Alli el
sistema vuelve a experimentar régimenes periddicos. Se observa que xg) pasa
por una orbita de periodo 4, para luego llegar a una de periodo 2. En r ~ 3.8,
comienza a visualizarse una nueva cascada de bifurcaciones.

Aunque r; = 3.80 corresponde a una dindmica cadtica para un mapa logisti-

co aislado, el acoplamiento débil (¢ = 0.1) determina que las dindmicas del
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(d) (e)

Figura 4.3: (a) Diagrama de bifurcaciones obtenido experimentalmente al acoplar
2 mapas logisticos xﬁll) y 1’%2) con r1 = 3.80 £ 0.03, ¢ = 0.1 y el parametro r del
mapa 2 incrementdndose en el intervalo 1 < r < 3.90. Proyecciones: (c) en el plano

2P - y (e) en el plano 2% — 7. Resultados numéricos para: (b) 557(11), y (d) 22,
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mapa 24 se alteren en funcién del segundo mapa, 2.

Anélogamente, aunque ro = 1 corresponderia a un estado de punto fijo
para un mapa logistico aislado, en el panel (e) puede apreciarse que debido al
acoplamiento el mapa 7P presenta una orbita periddica. En las proximidades
de r = 2 experimenta una bifurcacion, al igual que el mapa 1, donde comienza
una cascada de bifurcaciones que derivan en una dinamica cadtica. Para valores
de r cercanos a 3 se obseva una ventana periédica, y luego contintia el régimen
cadtico hasta r ~ 3.5, como se observé con el primer mapa. Inclusive las
dindmicas a partir de ahi contintian coincidiendo para ambos mapas, ya que
para r algo mayor a 3.5 el mapa 2 también recorre una o6rbita de periodo 4
para luego experimentar un régimen de periodo 2. Finalmente, en r ~ 3.8,
comienza a serie de bifurcaciones de duplicacién de periodo.

Los paneles (b) y (d) de la fig. 4.3, muestran una simulacién del caso ana-
lizado experimentalmente. Los resultados numéricos confirman las dindmicas

observadas, mostrando una muy buena concordancia entre ambos.

Dos mapas cuasi idénticos acoplados

Los diagramas de bifurcaciones para mapas cuasi idénticos en funcién de
la intensidad del acoplamiento se muestran en la fig. 4.4, donde los parametros
de los mapas se fijaron en r; = ry = 3.80.

Debido a la presencia de acoplamiento entre los mapas la dinamica resul-
tante se muestra en algunos casos cadtica, y en otros casos periddica. Esto con-
trasta con el comportamiento exclusivamente cadtico que muestran los mapas
aislados para este valor de parametro, r = 3.80, en ausencia de acoplamiento.

Respecto a la primer ventana peridédica que se distingue en los diagramas
de la fig. 4.4, en el intervalo 0.10 < e < 0.16, puede observarse una notable
simetria entre ambos mapas, donde el panel (b) corresponde a :B%l) y el panel
(d) a 2. Sin embargo, la segunda ventana periddica que puede distinguirse en
las proximidades del intervalo 0.84 < e < 0.92, exhibe una mayor complejidad.
Mientras que el primer mapa (:L‘,(Il)) se encuentra en la cuenca de atraccion de un
punto fijo de valor préximo a 0.7, el segundo (x,(f)) fluctua entre dos atractores
dependiendo de las condiciones iniciales. De hecho, oscila entre el punto fijo
en el que se encuentra el primer nodo, y una senal de periodo 2, con valores
de 27 préximos a 0.5. Los paneles (a) y (c) de la fig. 4.4, corresponden a una

simulacién del caso analizado experimentalmente. Los resultados numéricos
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€ £
(c) (d)
Figura 4.4: Diagramas de bifurcaciones obtenidos al incrementar la intensidad del

acople (g) entre dos mapas logisticos azg) y azg) cuasi idénticos, con r1 = 19 =

3.80 £ 0.03. (a) 2 numérico. (b) ) experimental. (c) 22 numérico. (d) 2
experimental.

muestran una buena concordancia en general.

Dos mapas diferentes acoplados

La fig. 4.5 muestra los resultados numéricos, paneles (a) y (¢), y experi-
mentales, paneles (b) y (d), de un estudio andlogo para dos mapas a los que
se han ajustado sus parametros en r; = 3.80 y ro = 3.20. Puede observarse

1 - " . 2
que para € = 0, m%) se encuentra en régimen caotico, mientras que x%) S

e
encuentra en régimen de periodo 2, que son los resultados esperados para un
mapa logistico aislado con r; = 3.80 y 7o = 3.20, respectivamente. Al incre-
mentar la intensidad del acople, incluso para valores de € < 0.10, el segundo
mapa comienza a experimentar una dinamica cadtica, aunque su parametro

corresponda a régimen periddico para un mapa aislado. Cuando la intensi-
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
9 €

(c) (d)

Figura 4.5: Diagramas de bifurcaciones obtenidos al incrementar la intensidad del

acople (g) entre dos mapas logisticos xg) con 11 = 3.80 £0.03 y m%z) con ro =

3.20 £ 0.03. (a) 21 numérico. (b) 2 experimental. (c) 2% numérico. (d) 2P

experimental.

dad del acople alcanza valores préoximos a 0.20 ambos mapas ingresan a un
régimen peridédico de periodo 8, y luego pasan a un periodo 4 para € > 0.20,
dinamica que se mantiene hasta valores proximos a 0.80. En el intervalo apro-
ximado 0.80 < e < 0.85, puede apreciarse que cada unos de los mapas que
se encontraban en régimen de periodo 4 colapsan a puntos fijos. A partir de
e =~ (.89 ambos mapas experimentan una cascada de bifurcaciones, introdu-

ciéndose nuevamente en caos en € ~ 0.95.

4.2.2. Histéresis en 2 mapas logisticos acoplados

Para estudiar la histéresis del sistema se implementaron dos disenios dife-

rentes del mismo, uno con mapas cuasi idénticos y otro con mapas diferentes.
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En cada caso se increment6 la intensidad del acople (¢) entre los mapas, para
luego decrementarla en el mismo rango de valores. Este proceso permitio de-
tectar si se observan cambios en la dinamica del sistema para un mismo valor
de ¢ dependiendo del modo en que varia. Se registraron mas de 20 series de
datos para cada diseno, que permiten afirmar que el fenémeno es robusto. Se

muestran, por lo tanto, sélo algunos resultados representativos.

Dos mapas cuasi idénticos acoplados

La fig. 4.6 muestra los resultados obtenidos para el caso de dos mapas, 2y
y xg), cuasi idénticos, con r; = ry = 3.80, representandose en magenta los

correspondientes a incrementar € y en negro a decrementarlo.

(a) (b)

Figura 4.6: Diagramas de bifurcaciones obtenidos experimentalmente al incremen-
tar (magenta) y decrementar (negro) la intensidad del acople (¢) entre dos mapas

logisticos g (a) y 2P (b), con r1 = ro = 3.80 + 0.03.

La segunda ventana peridédica que ya fue identificada para esta configu-
racién en el intervalo aproximado 0.84 < ¢ < 0.92, es donde se exhibe mas
claramente el fenomeno de histéresis. Observando el mapa xq(ml), fig. 4.6 (a), en
ese intervalo, puede verse que mientras se incrementa la intensidad del acople
el mapa se encuentra en la cuenca de atraccion del punto fijo de valor préximo
a 0.70, mientras que al decrementar £ el mapa presenta un comportamiento
que fluctia entre el punto fijo y una senal de periodo 2 de pequena amplitud.

Andlogamente, la fig. 4.6 (b) muestra que el mapa x,(f) en ese intervalo

presenta dindmicas alternadas a xq(zl), ya que exhibe el comportamiento fluc-
tuante entre un punto fijo y una senal de periodo 2, al incrementar el valor del

acople, mientras que al decrementar € el mapa se encuentra en la cuenca de
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atraccién del punto fijo de valor préximo a 0.70. Por su parte, las cascadas de

. . 1 .
bifurcaciones se producen en el caso del mapa 1 en 2 2 0.90 al incrementar

£y en xg) ~ (.45 al decrementarlo. También en este sentido, xg) presenta un

comportamiento alternado con xg), produciéndose en :cg) ~ 0.90, decremen-
tando €, una cascada similar a la descripta al incrementar la intensidad del
acople para xg) y en x,(f) ~ (.45 al incrementarlo.

El analisis individual de los diagramas de bifurcaciones para cada mapa
permitio identificar el fendmeno de histéresis, y aproximadamente el rango de

valores de € en que se produce, 0.84 < e < 0.94.

0 62 04 06 08 1 0.82 0.86 0.90 0.94 0.98
9 9

(a) (b)

Figura 4.7: Varianza media (¢2) al incrementar (magenta) y decrementar (negro)
la intensidad del acople, €, entre 2 mapas logisticos cuasi idénticos con r; = ro =
3.80 £ 0.03. (a) Resultados obtenidos con 0 < ¢ < 1, y (b) barrido fino en la zona
de interés, 0.82 < e < 0.98.

La fig. 4.7 (a), muestra los valores de la varianza media (c2) para el caso,
ry = ro = 3.80, obtenidos en todo el rango de valores 0 < ¢ < 1. El panel
(b) corresponde a una nueva realizacién con un barrido mas fino en la zona de
interés, 0.82 < ¢ < 0.98, que es el rango de valores en que se hace apreciable

la histéresis.

Dos mapas diferentes acoplados

Los resultados obtenidos experimentalmente para el caso de dos mapas,

xf}) y mg), con r; = 3.80 y 73 = 3.20, respectivamente, se muestran en la fig.
4.8 (a).

En el intervalo 0.78 < e < 0.84 puede apreciarse para ambos mapas la

histéresis. Observando la fig. 4.8 (b), se distingue que el mapa 2 al incremen-
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0.6 0.8 0 02 04 06 0.8
9 9

(b) (c)

Figura 4.8: (a) Diagrama de bifurcaciones obtenido experimentalmente al incre-

mentar (magenta) y decrementar (negro) la intensidad del acople (¢) entre dos mapas

logisticos x%l) y xq(zz), con r; = 3.80+£0.03 y ro = 3.20+ 0.03. Proyecciones de mismo

diagrama en, (b) el plano 2V ey (c) en el plano 2 _¢.

0.4

tar el acople experimenta un periodo 4, en el mencionado intervalo, mientras
que al decrementar ¢ fluctia entre un punto fijo y una senial de periodo 2 con
pequena amplitud. Por su parte, .73512), si bien al incrementar el acople experi-
menta un periodo 4, en el mencionado intervalo, al decrementarlo el mapa se
encuentra en la cuenca de atraccién de un punto fijo, siendo la tnica solucién
observada (ver fig. 4.8 (c)).

Los valores de la varianza media (;) para la configuracién r; = 3.80 y
ro = 3.20, se muestran en la fig. 4.9, el panel (a) corresponde a todo el rango

de e, y el panel (b) a un barrido més fino en la zona de interés, 0.75 < & < 0.95,
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donde se hace mas notoria la histéresis. Ambas graficas ponen de manifiesto
que la varianza media (02) al incrementar la intensidad del acople, €, en dicho
intervalo, toma valores de o2 &~ 0.07 y al decrementar ¢, 02 &~ 0.02. Por lo
tanto se detecta un cambio en el pardmetro de orden en un factor mayor a 3, o
en términos del incremento relativo, que se define en la ec. (3.6), experimenta
un 1, ~ 120 %.

0.1
0-08 N
0.06
[\
¢
0.04 1
*J
0.02
0 : : : : 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
15 e
(a) (b)

Figura 4.9: Varianza media (¢2) al incrementar (magenta) y decrementar (negro)
la intensidad del acople, ¢, entre 2 mapas logisticos con r; = 3.80 £ 0.03 y ro =
3.20 +£ 0.03. (a) Resultados obtenidos con 0 < ¢ < 1, y (b) barrido fino en la zona
de interés, 0.75 < e < 0.95.

4.3. 8 mapas logisticos acoplados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al variar la intensidad
del acople, €, entre 8 mapas logisticos, cuasi idénticos, con r = (3.80 £ 0.03).
Se estudian tres configuraciones en particular, que son las presentadas en la

fig. 2.13: anillo, todos con todos y estrella.

4.3.1. Configuracion anzllo

La configuracién tipo anillo implica que cada nodo se interconecte con
los dos nodos contiguos. Solo se presentan, en la fig. 4.10, los diagramas de
bifurcaciones para dos mapas vecinos, integrantes del anillo de ocho mapas, ya
que los resultados obtenidos para los restantes mapas son similares. Los dos
diagramas, que se muestran en los paneles (a) y (b), evidencian histéresis en

un amplio rango de valores, 0 < ¢ < 0.4. Para ¢ 2 0.4 los mapas recorren
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las mismas ramas periodicas al incrementar o decrementar la intensidad del
acople.

Observando los paneles (c¢) y (d) puede distinguirse un comportamiento es-
pecialmente interesante el intervalo 0.08 < e < 0.16, donde ambos mapas des-
criben érbitas peridédicas a medida que se incrementa ¢, pero al decrementarlo
se evidencian soluciones cadticas para el mismo rango de valores del parametro
de acople. Ademas en el panel (c), correspondiente a xg), se observa caos en
el intervalo 0.34 < ¢ < 0.40 al incrementar o decrementar el acople, pero en

un rango de valores de x,, muy diferente.

9 €

(c) (d)

Figura 4.10: Diagramas de bifurcaciones de 2 mapas logisticos en una configuracion
de anillo de 8 mapas, obtenidos al incrementar (magenta) y decrementar (negro) la
intensidad del acople (¢). (a) Mapa 1, 2. (b) Mapa 2, 2. (¢) Ampliacién en
el rango 0 < € < 0.4 correspondiente al mapa 1, %(11). (d) Ampliacién en el rango

(2)

0 < € £ 0.4 correspondiente al mapa 2, xy, .

Los valores de la varianza media del sistema (02) en todo el rango de ¢

para la configuracién en anillo descripta, se muestran en la fig. 4.11. La grafica
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muestra que la varianza media presenta cambios significativos en los intervalos
ya detectados en los diagramas de bifurcaciones, alcanzando un incremento
relativo I, ~ 110%. Se verifica, como ya se discutid, que al incrementar o
decrementar la intensidad del acople, las dinamicas del sistema difieren noto-

riamente.

g

Figura 4.11: Varianza media (0?) al incrementar (magenta) y decrementar (negro)
la intensidad del acople (¢) entre 8 mapas logisticos cuasi idénticos (r = 3.80 £ 0.03)
en configuracion de anillo.

4.3.2. Configuraciéon todos con todos

Para la configuracién de los mapas conectados todos con todos (segun se
describe en la seccién 2.4.2), se obtuvo los 8 diagramas de bifurcaciones, los
cuales son muy similares entre si debido a la simetria que presenta el siste-
ma. En la fig. 4.12 (a) y (b) se muestran los diagramas correspondientes a
dos de los mapas del conjunto. Se observa un régimen cadtico en el interva-
lo 0 < e < 0.16. A partir de ese valor del pardmetro de acople se distingue
una ventana de periodo 2, hasta ¢ ~ 0.28 ingresando alli ambos mapas en
un régimen cadtico hasta el maximo valor de acople (¢ = 1), dindmica en la
cual permanecen incluso cuando se decrementa el parametro de acople, hasta
llegar nuevamente a ¢ ~ (.28, recorriendo la ventana periddica ya descripta
para nuevamente en € < 0.16 experimentar dinamicas cadticas. A simple vista
sobre los diagramas de bifurcaciones es casi imposible detectar en este caso la
histéresis. Para analizar con més detalle se presentan los paneles (¢) y (d) en

la fig. 4.12, los que corresponden a una ampliaciéon de los diagramas para el in-
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Figura 4.12: Diagramas de bifurcaciones de 2 mapas logisticos en una configuracion
de 8 mapas, conectados todos con todos, obtenidos al incrementar (magenta) y

decrementar (negro) la intensidad del acople (g). (a) Mapa 1, 2. (b) Mapa 2,
(2)

xy . (c) Ampliacién en el rango 0 < € < 0.3 correspondiente al mapa 1, xsll). (d)

Ampliacién en el rango 0 < € < 0.3 correspondiente al mapa 2, :57(12).

tervalo 0 < e < 0.3. Para ¢ ~ 0.12, pueden distingirse en el panel (d) pequenas
diferencias entre las cascadas de bifurcaciones obtenidas al incrementar e res-
pecto a las obtenidas al decrementarlo. También se observan diferencias en los
valores que recorren las orbitas periddicas con € = 0.28, en las proximidades
de la regién cadtica.

Para confirmar la presencia de histéresis se analiza la varianza media del
sistema (02), cuyos valores en todo el rango de €, se muestran en la fig. 4.13
(a). La gréfica pone de manifiesto que la varianza media (02) presenta cambios
sutiles en el intervalo 0.25 < e < 0.30.

El panel (b) corresponde a una nueva realizacién con un barrido mas fino

en la zona 0.25 < € < 0.30, que es el rango de valores en que se hace apreciable
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la histéresis alcalzando la varianza media a duplicar su valor en el proceso de
decrementar ¢ respecto al caso de incrementarlo. A partr de la ec. (3.6), se
determiné el incremento relativo (I,) de la varianza media del sistema para
el intervalo aproximado 0.28 < e < 0.28 obteniéndose I, ~ 70 %. Ello indica
que, aunque para un estrecho rango de valores de la intensidad del acople, la

histéresis se produce y es significativa en términos de o2.

0
0 02 04 06 08 1 025 026 0.27 028 0.29 0.30
g 9

(a) (b)

Figura 4.13: Varianza media (¢2) al incrementar (magenta) y decrementar (negro)
la intensidad del acople (g) entre 8 mapas logisticos cuasi idénticos, r = (3.8040.03),
donde se han interconectado todos con todos. (a) Resultados obtenidos con 0 < & <
1, y en (b) barrido fino en la zona de interés (0.25 < ¢ < 0.30).

4.3.3. Configuracion estrella

La configuracién tipo estrella resulta de conectar un mapa central con cada
uno de los siete restantes que componen la periferia, y los integrantes de dicha
periferia unicamente con el mapa central (ver seccién 2.4.2), Para tal caso
se obtuvo los 8 diagramas de bifurcaciones. En la fig. 4.14 se muestran los
diagramas correspondientes al mapa central, representado como xq(ll) (panel a),
y para uno de los siete mapas de la periferia, 2P (panel b).

Es interesante la similitud, especialmente en el panel derecho, con los dia-
gramas presentados en la fig. 4.6, correspondientes a soélo dos mapas con
r1 = ro = 3.80. Considerando que en la configuracién tipo estrella los no-
dos de la periferia solo se conectan al nodo central, es esperable que respondan
con cierta similitud al caso de inicamente dos nodos. Aun asi, la primera ven-
tana periddica que para tal caso se identificé en las proximidades del intervalo

0.06 < e <0.16, en el caso de los diagramas presentados en la fig. 4.14 la pe-
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Figura 4.14: Diagramas de bifurcaciones de 2 mapas logisticos en una configuracion

de estrella de 8 mapas, obtenidos al incrementar (magenta) y decrementar (negro)

la intensidad del acople (g). (a) Mapa central, 2. (b) Un mapa de la periferia,

(1)

22, (c) Ampliacién en el rango 0.8 < ¢ < 1 correspondiente al mapa 1, x, . (d)

Ampliacién en el rango 0.8 < & < 1 correspondiente al mapa 2, a:g).

riodicidad puede discutirse. Si bien hay atractores que podrian identificarse en
rn ~ 0.9y x, = 0.5, los valores oscilan notoriamente en un rango que podria
cuantificarse como Az, ~ 0.05. Ello se hace incluso més notorio al analizar la
segunda ventana periddica, en la cual los diagramas muestran lineas estrechas,
y que puede identificarse en las proximidades del intervalo 0.84 < ¢ < 0.92.
Ademas, alli se exhibe claramente el fenémeno de histéresis. Observando el
mapa :v,(zl) en ese intervalo, puede verse que mientras se incrementa la intensi-
dad del acople el mapa se encuentra en la cuenca de atraccién del punto fijo
de valor proximo a 0.82, para luego experimentar una cascada de bifurcaciones

en las proximidaddes de :c,&” ~ (0.45, mientras que al decrementar ¢ la cascada

de bifurcacines la experimenta en )~ 0.88, y luego el mapa se encuentra en
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la cuenca de atraccién de un punto fijo de valor proximo a 0.53.

Respecto a 2P en ese intervalo, comparte con el 2 el recorrido de los

puntos fijos, pero se diferencia de aquel si se analizan las cascadas de bifurca-

. . 2
ciones, correspondiendo la que se encuentra en x%)

. 2
incrementa €, y 2 ~ 0.45 a cuando se decrementa.

~ (.88 al caso en que se

Figura 4.15: Varianza media (¢2) al incrementar (magenta) y decrementar (negro)
la intensidad del acople () entre 8 mapas logisticos cuasi idénticos (r = 3.80+0.03)
en configuracion de estrella.

La fig. 4.15 muestra que la varianza media (02) presenta cambios significa-
tivos en dos intevalos muy proximos a donde se han analizado las venatanas
periédicas en los diagramas de bifurcaciones. De este modo, se confirma que al
incrementar o decrementar la intensidad del acople, las dindmicas del sistema

difieren.

4.3.4. Comparacion entre las configuraciones

Si bien en las tres configuraciones se detectd histéresis en términos de la
varianza media (¢2) considerando como pardmetro la intensidad del acople (¢),
no ha sido igualmente significativa en todos los casos. Para cuantificar este
hecho, se determiné en cada caso el méximo incremento relativo (7,.) segin la
ec. (3.6).

En la tabla 4.2 se muestran los valores de I, para cada una de las con-
figuraciones de 8 mapas estudiadas. En la misma, se pone de manifiesto que
en la configuracién tipo anillo es en la cual la histéresis es mas significativa,

obteniéndose diferencias superiores al 100 % en los valores de varianza media.
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Tabla 4.2: Valores del incremento relativo (I,.) determinado segun la ec. (3.6) para
las tres configuraciones analizadas.

Configuracion || Anillo | Completa | Estrella
I, 120 % 70 % 55 %

Se hace evidente ademads, la importancia de la configuracién en el acople de
los mapas para el estudio del fendmeno de histéresis.

De todas las configuraciones, las estrella es la que presenta menor incre-
mento relativo (/) en su histéresis. Adn asi, puede apreciarse el fenémeno
incluso en los diagramas de bifurcaciones para un amplio rango de valores de
la intensidad del acople.

En la configuracién completa la histéresis se detecta en un rango muy aco-
tado de valores de ¢, siendo poco apreciable sobre los diagramas de bifurcacio-
nes. En esta configuracion, queda de manifiesto la importancia de analizar un
pardmetro de orden como la varianza media (02). Sin embargo, el incremen-
to relativo de la configuracion completa es algo mayor al de la configuracion
estrella. Por otro lado, en la configuracién anillo es donde la histéresis es mas
claramente apreciable. Se observa para un amplio rango de valores de € y se
detectan los mas altos valores de I,.

De la comparacién de estos resultados surge que la configuracion de anillo,
que presenta homogeneidad espacial (igual niimero de conexiones para todos
los mapas) y heterogeneidad dindmica (diferencias entre el campo medio global
y local), es la que posee el mayor incremento relativo. Por el contrario, la
configuracion de estrella, que presenta heterogeneidad espacial y dinamica, es la
que posee el menor incremento relativo. Esto llevaria a pensar que la histéresis
se ve principalmente favorecida (desfavorecida) cuando la configuracion del

acoplamiento conlleva homogeneidad (heterogeneidad) espacial.
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Capitulo 5
Conclusiones y perspectivas

El mapa logistico constituye un sistema que, a pesar de su simplicidad,
posee una dinamica compleja y sirve como un modelo cuyas aplicaciones se
encuentran en diferentes areas (por ejemplo, el estudio de poblaciones o la en-
criptacién de datos). Como modelo poblacional, el mapa logistico describe la
evolucién de una determinada comunidad en un medio con una capacidad fini-
ta, dependiendo de un 1inico parametro que representa la tasa de crecimiento
de esa poblaciéon. Como instrumento de encriptaciéon de datos permite el ci-
frado de informacién basado en la sensibilidad que presenta a las condiciones
iniciales.

En el desarrollo de este trabajo de tesis, como primera etapa, se carac-
terizd una implementacién electronica que permite reproducir las dindamicas
del mapa logistico, y se identificaron experimentalmente las mismas. De este
analisis se concluye que es un muy buen modelo experimental, obteniéndose
valores de la constante Feigenbaum que en promedio difieren en menos del 5 %
del valor teorico.

Los mapas logisticos acoplados exhiben un rango de comportamientos
dindmicos mucho mas amplio que el mapa logistico aislado. En particular,
el acoplamiento entre mapas logisticos permite modelar la dinamica de la in-
teraccion entre poblaciones.

En este trabajo se estudiaron experimentalmente las respuestas de dos ma-
pas logisticos acoplados. Se observo la influencia del pardmetro de un mapa en
las dinamicas que experimenta el segundo, incluso para acoplamientos débiles.
En el modelo poblacional, significaria que variaciones en las tasas de crecimien-

to de poblaciones que conviven en un determinado ambiente se afectan mutua-
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mente. Por otro lado, en mapas acoplados el comportamiento de crisis puede
ser mas dramatico, donde cambios repentinos en el comportamiento dindamico
ocurren debido a pequenos cambios en la intensidad del acoplamiento. Con-
cretamente en esta tesis se reporta que en el sistema acoplado se produce el
fenémeno de histéresis, entendida como el cambio en el conjunto de atraccion
del sistema en el proceso de incrementar y decrementar la intensidad del aco-
plamiento. Ello implica que, si el sistema modela la evolucién conjunta de dos
poblaciones en un determinado habitat, la histéresis implica el surgimiento de
crisis ecoldgicas y las dificultades para revertir tales procesos. Se observé que el
acoplamiento puede llevar a un régimen periddico a subpoblaciones individual-
mente cadticas, y dando como resultando dinamicas perddicas de la poblacién
en su conjunto. Pero también es posible que un cambio repentino en las po-
blaciones debido a algin agente externo, pueda hacer variar al sistema, por
ejemplo, de una dindmica periédica a una cadtica.

Para modelar un ecosistema mas variado, es decir, un sistema que presente
méas poblaciones interactuando, se incrementé el nimero de mapas logisticos
acoplados. Si bien la histéresis se detecté en todas las realizaciones, se ob-
servo que las dinamicas que emergen del conjunto de 8 mapas cuasi idénticos
acoplados difusivamente, dependen fuertemente de la configuracion. En gene-
ral, el campo medio contiene informacion relevante sobre el comportamien-
to colectivo del sistema. En ese sentido, la configuracién en anillo fue la que
mostré el mayor grado de histéresis, que siendo espacialmente homogénea igual
presenta una gran diferencia entre el campo medio global y el local. Para iden-
tificar y cuantificar dicho fenémeno, se empled la varianza media del sistema
como parametro de orden.

Los resultados obtenidos resaltan los efectos ecoldgicos que puede tener el
forzamiento antropogénico en la convivencia de especies, provocando por ejem-
plo, cambios repentinos de estado irreversibles o de dificil restauracién. Estos
resultados también pueden ser un insumo en otros campos en donde se em-
plean mapas logisticos acoplados difusivamente, como por ejemplo en mecanis-
mos de encriptacién de imagenes [Mazloom and Eftekhari-Moghadam, 2009].
En ese sentido, los resultados de esta tesis alertan sobre posibles dificultades
en el proceso de desencriptacion en caso de configurarse el sistema de tal modo
que experimente histéresis.

Segun la literatura consultada, ésta es la primera observacion experimental

de histéresis en mapas logisticos acoplados. El fenémeno reportado es robusto,
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ya que los resultados experimentales han evidenciado la presencia de histéresis
en todas las realizaciones y considerando todas las diferentes configuraciones
(més de 100 mediciones). Posibles trabajos futuros incluyen la idea de modificar
la implementacion electronica, de modo que permita controlar las condiciones
iniciales, asi como también extender el nimero de mapas acoplados para estu-
diar en qué medida la histéresis depende de homogeneidad de la configuracién.
Es decir, realizar un estudio exhaustivo de la importancia de las distintas for-
mas de acoplamiento y la escalabilidad de los resultados cuando se incluyen

m&as mapas.
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Anexo 1

Diagrama de los circuitos

En este anexo se presentan los diagramas de los circuitos implementados

para la realizacién de este trabajo de tesis.

ov ADB33AN

ov

Figura 1.1: Esquema del circuito para implementar un mapa logistico. R = 1K);
Ryor = [0 — 3] KQ
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Esquema del circuito de mapas acoplados.

Figura 1.5
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Figura 1.6: Circuito que implementa la primera linea de la matriz de acoplamiento.
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Anexo 2

Ecuacién del Bloque Mapa

Logistico

El circuito que implementa la funcién logistica se basa en el multiplicador
analégico AD633AN!, cuyo rango de entrada es £10V, el de salida £11V y el
voltaje de saturacién, V; = 10V. Este dispositivo permite realizar el producto

de dos senales eléctricas analégicas y sumar una tercera (ver fig. 2.1).

[2] ~ 2]
gy

1.
Y1|Z1°VA52

> af?

AD633JN/AD633AN

w=X1-X2(¥1-v2)
10V

Figura 2.1: Diagrama del multiplicador analégico empleado.

La fig. 3.1 muestra un esquema del circuito completo, donde R = 1KQ y

R, representa una resitencia variable en el rango de 0 a 3K¢).

'Hoja de datos disponible en:
www.analog.com/media/en/technical — documentation/data — sheets/ad633.pdf
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Figura 2.2: Diagrama del circuito electrénico que reproduce la funcién logistica
[LHer et al., 2016].

El voltaje a la salida del multiplicador a partir de su ecuacion indicada en

la fig. 2.1 resulta
Vs

Considerando despreciable la corriente en las entradas, se tiene que

Vour = + Ve (2.1)

Vour — Vo = R.1,
y
V;)ut = (R + Rvar)-i>
de donde R
Ve = Vour(l — ————). 2.2
= Voull = ) (22

Sustituyendo la ec. (2.2) en la (2.1), se obtiene que el voltaje a la salida del

multiplicador esta dado por

o Rvar Mn(t)(‘/:s - V;n(t))
V:)ut(t) - (1 + R ) V;

que corresponde a la ecuacién (3.1).
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