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La stmplicidad de la matemdtica
“Eriste una opinion muy generalizada segun la cual la matemdtica es la cien-
cia mds dificil cuando en realidad es la mds simple de todas. La causa de
esta paradoja reside en el hecho de que, precisamente por su simplicidad, los
razonamientos matemdticos equivocados quedan a la vista. En una compleja
cuestion de politica o arte, hay tantos factores en juego y tantos desconocidos
o inaparentes, que es muy dificil distinguir lo verdadero de lo falso. El resultado
es que cualquier tonto se cree en condiciones de discutir sobre politica y arte
-y en verdad lo hace- mientras que mira la matemdtica desde una respetuosa

distancia.”

Ernesto Sabato, “Uno y el universo”, 1945.
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RESUMEN

Los problemas de modelado e identificacion de propiedades mecanicas con-
sisten en buscar reproducir un comportamiento constitutivo observado, a través
de la identificacién de pardmetros de un modelo dado. Dada la importancia
de sus aplicaciones, el planteo y resoluciéon de estos problemas en el estudio de
tejidos biologicos ha generado gran interés en diversas comunidades cientificas
en las ultimas décadas. En esta tesis se desarrollan nuevas herramientas para
la resolucion de problemas inversos asociados al modelado del comportamiento
mecanico de tejidos bioldgicos.

Se presentan tres nuevas formulaciones de optimizacién convexa del pro-
blema de identificacién no homogénea de material elastico lineal. Se desarrolla
también una metodologia para incluir una técnica de regularizacion, junto con
una estrategia para la eleccion del parametro de regularizacion. Se resuelven
seis ejemplos numéricos para validar y comparar las formulaciones propuestas.
Analizando los resultados se concluye que las mismas son mas eficientes que
las presentes en la literatura, asi como también apropiadas para su aplicacion
a datos con errores.

Se presenta también un nuevo modelo viscoeléstico fraccional para el mo-
delado del comportamiento constitutivo del tejido arterial. Se desarrolla un
método de caracterizacion, el cual es aplicado a la resoluciéon de tres ejemplos
numéricos con datos artificiales, comprobando su efectividad. Al aplicar el mé-
todo a datos obtenidos experimentalmente de presion y didmetro de arterias,
se muestran las ventajas del nuevo modelo y su factibilidad para ser aplicado
a datos obtenidos de forma no invasiva.

Se concluye que tanto las formulaciones propuestas para el Problema de
Identificaciéon como el nuevo modelo viscoelastico fraccional constituyen apor-
tes a la resolucion de problemas inversos asociados al modelado de tejidos
biologicos. Se presentan recomendaciones sobre posibles cambios en procedi-
mientos de obtencién de datos de presion y didmetro en humanos. También
se presentan trabajos futuros a desarrollar para concretar a corto plazo la

aplicacion a datos obtenidos in-vivo.

Palabras claves:
Problemas inversos, Elasticidad, Viscoelasticidad, Optimizacion convexa,

Biomecénica.
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ABSTRACT

The modeling and identification of mechanical properties of solids consists
in obtaining a representation of the constitutive behavior observed through the
determination of parameters of a given model. Given the importance of their
applications, the formulation of these problems in biological tissue modeling
have raised increasing interest in the last decades. In this thesis, new tools for
the resolution of these problems are presented.

Three new formulations of the non homogeneous linear elastic material
identification problem are presented. A methodology is developed for the ef-
ficient application of an appropriate regularization technique along with an
automatic selection strategy of the regularization parameter. Six numerical
examples are solved using synthetic input data. The results obtained let us
conclude that the proposed formulations are more efficient than others presen-
ted in the literature.

A new fractional viscoelastic element is also presented, which is used to
improve viscoelastic models usually applied to the modeling of arterial tissue
constitutive behavior. A numerical method for the characterization of me-
chanical properties of viscoelastic models is applied to fit data synthetically
generated, verifying the effectiveness of the method. The method is finally ap-
plied using experimental data obtained using ovine arteries, showing that the
method can be applied to data obtained through non-invasive procedures.

It is concluded that the contributions made to the material identification
and the viscoelastic modeling represent advances in the resolution of problems
associated with the modeling of biological tissue behavior. Recommendations
for modifications of the noninvasive experimental procedures applied for pres-
sure diameter measurement in adults are suggested. Important issues for future
research are enumerated, particularly those tasks related to the processing of

data obtained through in-vivo procedures.

Keywords:
Inverse Problems, Elasticity,  Viscoelasticity, Convex Optimization,

Biomechanics.
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Introduccion



Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de modelado e identificaciéon de propiedades mecanicas con-
sisten en buscar reproducir un comportamiento constitutivo observado, a través
de la identificaciéon de parametros de un modelo dado. Dada la importancia
de sus aplicaciones, en las ultimas décadas los problemas de modelado e iden-
tificacion asociados a tejidos biologicos han cobrado gran interés por parte
de diversas comunidades cientificas. Esto incluye no solamente a Médicos y
Biologos sino también a Ingenieros y Matemaéticos. El aporte de estas diver-
sas disciplinas ha favorecido el surgimiento de nuevos abordajes en busca de
soluciones para problemas conocidos. En esta tesis se presentan nuevas he-
rramientas para la resoluciéon de problemas inversos en mecéanica de sélidos
asociados al estudio del comportamiento mecénico de los tejidos biologicos.

El presente texto representa el inicio de una nueva linea de investigacion
del Departamento de Estructuras del Instituto de Estructuras y Transporte
(IET) de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica. Para
poder formar un equipo humano que continte el desarrollo de conocimiento en
Biomecénica, en el ano 2013 fue creado el grupo Mecanica de Sélidos Compu-
tacional (MecSolCom). El grupo, formado por docentes de dicho departamento,
trabaja en diversas teméticas entre las cuales se destaca el fortalecimiento de
la linea de investigacion Biomecénica.

Ha sido vital para el desarrollo de este trabajo la cooperacion de grupos e
instituciones médicas que realizan investigacion tanto clinica como bésica como
el Centro Universitario de Investigacion, Innovacion y Diagnostico Arterial
(CUiiDARTE) de la Universidad de la Republica y el Grupo de Ingenieria

Aplicada a los Procesos Biologicos y Agricolas, Universidad de la Reptblica.



La cooperacion con el grupo Hemodynamics Modeling Laboratory (HeMo-
Lab) del Laboratorio Nacional de Computacion Cientifica (LNCC) de Brasil,
ha permitido obtener datos numéricos que acercan los problemas resueltos en
esta tesis a los problemas reales asociados a la identificacion no homogénea
de parametros mecanicos in-vivo. Como veremos, estos problemas contintan
representando un gran desafio para la comunidad cientifica.

La investigacion que da origen a los resultados presentados en la presente
tesis fue realizada con el apoyo de la Agencia Nacional de Investigacion e In-
novacion (codigos: FMV-3-2011-1-6125 y POS-2011-1-3570), asi como también
con apoyo de la Facultad de Ingenierfa y la Comision Sectorial de Investigacion
Cientifica (CSIC) de la Universidad de la Republica.

Problematica y motivaciéon

Las enfermedades cardiovasculares (ECV) representan en la actualidad la
mayor causa de muerte a nivel mundial. En la Figura|l.1| se pueden ver repre-

sentadas las causas de muerte en humanos a nivel mundial al anio 2013. Todas
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Figura 1.1: Grafico de causas de muerte en humanos a nivel global en 2013 agru-
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padas, fuente: www.healthdata.org.

las causas son agrupadas en categorias diversas, incluyendo desde ECV (en in-

glés CVD: Cardio Vascular Diseases) hasta heridas no intencionales ( Uninten-


http://www.healthdata.org/

tional Injuries). Las causas en color azul representan enfermedades no trans-
misibles, que alcanzan un 70 %; las causas verdes estan asociadas a lesiones,
las cuales representan un 9 %. Finalmente el grupo rojo incluye enfermedades
transmisibles y de otros tipos. En la se muestran los porcentajes de

seis de las causas mas importantes. De forma general, se puede decir que el

Grupo Porcentaje (%)
CVD 32
Neoplasms 15
Chronic Respiratory Diseases 7.8
HIV+TB 4.8
Unintentional Injuries 3.7
Transport Injuries 2.7

Tabla 1.1: Porcentajes de causas de muerte en humanos a nivel global en 2013.

grupo llamado Neoplasms abarca las causas de muerte asociadas a distintos
tipos de Céncer. Observando los datos se destaca que las ECV junto con los
Céanceres representan casi el 50 % de las causas de muerte a nivel global hoy,
pero no solamente es importante ver los datos actuales sino también analizar
la tendencia. Las siglas HIV y TB representan el Virus de Inmunodeficiencia
Humana y la Tuberculosis respectivamente. La intensidad de los colores en la
Figura [I.1] refleja el nivel de crecimiento o decrecimiento que cada grupo de
causas ha tenido en el periodo 1990-2013.

En la Figura(l.2|se muestran las causas a nivel global pero sin la agrupacion
general, donde tinicamente tienen colores las causas que han incrementado en
el periodo 1990-2013. Se puede observar que la mayoria de las ECV y buena
parte de los canceres han incrementado, mientras que la mayoria de las otras
causas de muerte se han reducido en porcentaje. Esto permite destacar la
importancia de buscar nuevas herramientas para el tratamiento y diagnoéstico
de este tipo de enfermedades para revertir esta tendencia.

Actualmente es aceptado que algunos de los factores de riesgo mas direc-
tamente asociados con las ECV son el tabaquismo, el consumo de alcohol y
malos habitos alimenticios. A pesar de haber logrado avances en la reducciéon
de consumo de tabaco, la alimentacion contintda siendo un problema. Se ha

visto que los hébitos alimenticios son factores de riesgo para distintos tipos de

cancer (Bosetti et al| [2013) y ECV. En particular, algunos estudios recientes
asocian estas enfermedades con el consumo de carnes procesadas (Rohrmann|
2013)). Segun algunos investigadores, como [Herrero et al| (2013]), los ha-
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bitos alimenticios actuales no solamente afectan la salud del ser humano sino
también al medio ambiente. A pesar de esto, estas costumbres estan profun-
damente arraigadas como resultado de un proceso social desarrollado durante
siglos (Cordain et al], R00F)), por lo que la modificacion de este factor de riesgo

a corto plazo no seré sencilla.

Por lo dicho anteriormente, es evidente que nuevos enfoques deben ser desa-
rrollados para el tratamiento y diagnostico temprano de estas enfermedades.

Existen grupos de investigacion que se encuentran desarrollando nuevas meto-

dologias de evaluacion de riesgo de contraer ECV ([Naghavi et al| [2003)), incluso

utilizando indicadores clinicos obtenibles a través de estudios no invasivos en

Uruguay (Bia et al] [2011)). Otros enfoques también han sido recientemente

desarrollados aunque con el aporte de diversas ramas de la Ingenieria como

veremos a continuacion.


http://www.healthdata.org/

Enfoque

Uno de los nuevos enfoques desarrollados en las ultimas décadas consiste
en la aplicacion del conocimiento presente en la Ingenieria Estructural y la

Mecéanica de Solidos, a la resolucién de problemas asociados al diagnoéstico de

enfermedades. Un ejemplo interesante es el presentado en (Li et al| [2008)),

donde se utiliza la mecanica de s6lidos y modelos numéricos de arterias con

aterosclerosis para intentar predecir rupturas de la pared arterial (las rupturas

suelen desatar procesos que finalizan en infartos). En (Ferrara and Pandolfi
2008]) se aplica el criterio de Von-Mises (usualmente utilizado como criterio de

disenio de estructuras de acero), al desarrollo de un modelo para la prediccion

de la ruptura de la pared arterial. En (Zhang and Liul [2014)) se muestra de

forma teorica como métodos de optimizacion topolégica (usualmente aplicados
en optimizacion estructural) pueden ser aplicados al disenio y planificacion de
cirugias complejas como el procedimiento de bypass.

En algunas aplicaciones recientes con datos experimentales se procura re-

solver problemas reales como en (Goenezen et al] [2012)) donde se presenta la

resolucion de problemas de identificaciéon no homogénea para detectar tumo-

res de mama malignos en 10 pacientes. En (Formaggia et al [2003 [Cito et al.}

se presentan modelos y resultados de simulaciones numéricas de flujos
sanguineos en geometrias de arterias de un paciente especifico, brindando asf
un insumo importante (para los médicos) en la toma de decisiones ante la
eleccion de stents para una intervencién quirdrgica.

El enfoque adoptado en este trabajo consiste en aplicar conocimiento de la
Ingenieria Estructural, Problemas Inversos y Calculo Numérico para resolver
problemas similares a los descritos, considerando el uso de datos obtenidos
con procedimientos experimentales. La elecciéon de los problemas abordados
se ha realizado tomando en cuenta el tipo de datos disponibles en Uruguay
actualmente, asi como también los datos obtenibles a corto plazo. Afortuna-
damente el avance de la tecnologia y el crecimiento de la inversion en la salud
ha permitido mejorar las herramientas disponibles para la obtenciéon de datos.

En Uruguay CUiiDARTE ha trabajado en la obtenciéon y procesamiento
de diferentes parametros mecanicos arteriales con importancia clinica ,

2013) a través de la utilizacion de procedimiento no invasivos tanto en adultos

como ninos (Bia and Zocalo| 2014)). La informacion obtenida por este Centro

permite analizar los cambios de propiedades biomecanicas de arterias de po-



blaciones diversas de uruguayos, procurando separar casos en que los motivos
son asociados a cambios fisiologicos (crecimiento, embarazo, etc) de los motivos
enfermedad-dependientes (Hipertension arterial, insuficiencia renal, Diabetes).
Como ejemplo, en la Figura [1.3] se ve una imagen de una secciéon transversal

de arteria carotida obtenida utilizando equipamiento de CUiiDARTE. A través

15pix=1cm

Figura 1.3: Imagen de ultrasonido de seccién transversal de arteria caroétida.

de la aplicacion de diferentes dispositivos y técnicas de procesamiento de ima-
genes es posible estimar valores de presion sanguinea y didmetro de la seccién

arterial.

Objetivos

El objetivo central de este trabajo es obtener nuevos métodos de resolu-
cion de problemas inversos de mecanica de solidos, que puedan ser aplicados
al modelado de propiedades mecanicas de tejidos biologicos en la poblacion
Uruguaya a mediano plazo. Considerando los procedimientos de obtencion de
datos, se pueden distinguir dos grupos de objetivos: Identificacion no Homogé-
nea (procedimientos invasivos) y Modelado Viscoelastico (procedimientos no
invasivos).

Tomando en cuenta la experiencia de las instituciones médicas vinculadas y



el interés por el desarrollo de aplicaciones sobre medidas no invasivas, se prio-
riza la obtencién de métodos para la aplicacion a éste tipo de datos. En el caso
de la Identificacion no Homogénea, considerando el desafio que actualmente
representa la obtencién de datos y su utilizacién, se buscaré realizar aportes
en la mejora de las técnicas numéricas disponibles actualmente. Con esto se
busca comenzar a recorrer el camino hacia la aplicaciéon real a mediano plazo.
El objetivo de este trabajo en el area de identificacion no homogénea es
aportar nuevas formulaciones que reduzcan de forma critica el tiempo nece-
sario para la resoluciéon del problema de identificaciéon sin perder precision en
el resultado. Las formulaciones presentadas deben permitir su resolucion utili-
zando herramientas numeéricas disponibles asi como también proveer soluciones
aceptables incluso al utilizar datos con error de diverso tipo. Se desea obte-
ner un acercamiento a la resoluciéon de problemas de identificaciéon con datos
médicos, utilizando datos obtenidos a través del procesamiento de imégenes.
En el modelado viscoeléastico, se aspira a obtener un método de caracteri-
zacion de propiedades viscoelasticas aplicable a datos obtenidos de forma no
invasiva en adultos y ninios uruguayos a corto plazo. Para posibilitar esto, se
deberan obtener ademés recomendaciones concretas sobre posibles modifica-
ciones a realizar en los procedimientos actuales de obtenciéon de datos para la

aplicacion de los métodos desarrollados.

Estructura de la tesis

El texto tiene cuatro partes tituladas: {Introduccionl [Identificacion no ho-|
mogéneal, [Modelado Viscoelastico Fraccional y [Conclusion, En la

se introduce al lector al problema, se describen conceptos importantes para la

comprension del aporte realizado y se presenta el estado del arte de las lineas

de investigacion involucradas.

En la parte titulada[[dentificacion no homogénea)se describe la metodologia

desarrollada para abordar los problemas planteados en el area de identificacion
no homogénea, para luego presentar resultados numéricos validando los aportes

realizados al area.

En la parte|Modelado Viscoelastico Fraccional|se presenta un nuevo modelo

para representar el comportamiento mecanico de materiales viscoelasticos asi
como también se presenta un método para el ajuste de parametros del modelo

a partir de datos experimentales. La validacion del método se realiza mediante



la resolucién de ejemplos numéricos cuyos resultados son presentados. El mé-
todo es aplicado a datos experimentales obtenidos utilizando arterias de oveja,
mostrando que el nuevo modelo permite modelar de mejor forma el compor-
tamiento mecanico del tejido arterial.

Finalmente en la ultima parte se enumeran las conclusiones obtenidas a par-
tir del analisis de los resultados, asi como también se plantean distintas lineas
de trabajo a continuar para lograr los objetivos a mediano plazo establecidos

por el grupo MecSolCom en el area Biomecénica.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos de diferentes disciplinas, necesarios
para una correcta comprension del desarrollo de la metodologia utilizada en
la tesis. Cada seccién describe de forma esquematica los conceptos basicos
de cuatro disciplinas: Elasticidad, Viscoelasticidad, Optimizacion Convexa y

Problemas Inversos.

2.1. Elasticidad

En esta seccion se definen de forma sintética los problemas de la teoria
de la Elasticidad que seran considerados a lo largo del texto. Se comienza
describiendo el problema de Elasticidad no Lineal y luego se pasa a desarrollar

los problemas de Elasticidad Lineal que consideraremos.

2.1.1. Elasticidad no lineal

El problema de Elasticidad no Lineal consiste en encontrar una configura-
cion deformada de un solido hiperelastico de forma tal de equilibrar las cargas
externas aplicadas. Se omitiran numerosas hipotesis importantes para la pre-

sentacion formal del tema, el lector puede continuar la lectura en (Holzapfell,

EO00).

Formulacién del problema

Consideremos un so6lido formado por un material hiperelastico isétropo,

ocupando la regiéon 2 € R? con contorno unién disjunta de I'y y T'y, es decir
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0N =T, Ulyy I 'yNTy =0. Llamaremos configuracion de referencia a dicho
conjunto, asociado al instante de tiempo ¢ = 0. Consideremos que una tension
de contacto tg es aplicada en el contorno I'y. En el instante de tiempo ¢, cada
particula x de la configuraciéon de referencia es deformada a una posicion final
X dada por la funcion de deformacion y, esto es X = x(x, t). Se define el campo

vectorial de desplazamientos u y su gradiente Vu de la siguiente forma:
u(x) =x(x) -x, y Vu(x) = Vix(x) -1 (2.1)

donde se omiti6 ¢, dado que analizaremos la deformada en un tnico instante.
También se podra omitir la evaluacion en el punto x de ahora en adelante.

El estado local de deformaciones esta definido por el gradiente Vx aunque
pueden utilizarse diferentes definiciones de tensores que representan la defor-
macion en un entorno de x. Una herramienta ttil es el tensor de deformaciones
de Lagrange L definido por

L=_(Vu+Vu' 4+ Vu' Vu). (2.2)

N —

La funcién de deformacion x debe cumplir ciertas hipotesis de continuidad para
verificar J > 0, donde J = |V| representa la razéon de variacion volumétrica
local en cada punto del sélido.

Se considera que el material es elastico, es decir que las tensiones internas
producidas en el sélido dependen tnicamente de la deformacion actual. Se
asume ahora que el material es hiperelastico, por lo que existe una funcién
escalar de densidad de energia de deformacion interna W(L) : Sym — R,
la cual determina el comportamiento constitutivo de cada material, es decir
la relacion entre deformacion y tension. La energia de deformacion interna o

energia potencial elastica total del solido es calculada como:

Eun0) = [ BLE)AV (23)
Q
El equilibrio del s6lido ocurre cuando éste adquiere una configuracién donde

su energia potencial total £,; es minima. Asumiendo que las cargas aplicadas

son conservativas se puede calcular la energia potencial asociada a las cargas

11



externas aplicadas a menos de una constante de la siguiente forma:

Wezt(X) = /F tgr - XdA (24)

Considerando esto, buscar el equilibrio consiste en encontrar la configuracion
X que minimiza la energia potencial total. Esto se escribe, de forma genérica,

como un problema de célculo variacional

Hgn 5tot<X) = le,H g’mt(X) - Wext(X); (25)

donde por simplicidad es omitido el espacio al que pertenece la funcién de

deformacion y.

Materiales compresibles

Dado que el comportamiento del material es determinado por la funcién
U veremos algunos ejemplos de funciones propuestas para modelar diferentes
comportamiento constitutivos. Es importante representar el estado de tensio-
nes internas en cada punto del solido a través de un tensor de segundo orden,
una de las formas mas habituales es el tensor de Cauchy o. Para algunos ma-
teriales resulta util utilizar el segundo tensor de Piola-Kirchhoff o tensor de

Cosserat S, el cual puede ser relacionado con o
S=J(Vx)le(Vx) ™, (2.6)

o ser obtenido a partir de la definicion de material hiperelastico

o
S = (L), (2.7)

Saint-Venant Kirchoff EIl modelo de Saint-Venant-Kirchhoff establece una
relacion lineal entre el tensor de Cosserat y el tensor de deformaciones de

Lagrange. La expresion matemaética de ¥ en este caso es:
A 2 2
V(L) = B Tr(L)” 4 pTr(L7), (2.8)

donde A y p son los pardmetros de Lamé, valores reales que caracterizan el

comportamiento del material. Esta funcién establece entonces una expresion
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para las tensiones en todo punto a partir de la deformacion:
S = ATr(L)I + 2uL. (2.9)

En el caso de pequenas deformaciones este modelo lleva a la conocida ley

constitutiva de Hooke.

Curnier El modelo de Saint-Venant-Kirchoff permite representar el com-

portamiento a tracciéon para grandes deformaciones aunque no es capaz de

reproducir buenos resultados en compresion. Por esto, [Curnier| (1994]) propuso

un modelo modificado capaz de representar estados de compresion en grandes

deformaciones. La expresion de la densidad de energia de deformacion es:
U(L) = A\(J —log(J) — 1) + uTr(L?), (2.10)
donde A y u son los parametros de Lamé.

Funciones de energia de deformaciéon de materiales incompresibles

Se consideran ahora materiales que no sufren variaciones de volumen al ser
deformados, es decir que la funciéon y debe cumplir la condicién J = 1 en todo

punto. En este caso la relacion entre tension y deformacion esta dada por

Ov
S = —pl+ (L), (2.11)

donde p es un campo escalar a determinar, interpretado como una presién y

asociado a un estado tensional esférico.

Neo-Hookean El modelo mas simple para representar este tipo de compor-

tamientos es el modelo Neo-Hookean:
U(Le) = ¢(Tr(Le) — 3), (2.12)

donde el escalar ¢ representa el parametro material del modelo y L¢ es otra

medida del estado de deformaciones local, dado por Lo = 2L + 1.

Delfino En (Delfino et al} [1997)) se propone una funcion de energia de de-

formacion apropiada para el modelado de ciertos comportamientos observados
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experimentalmente en arterias cardtidas. La funcion esta dada por:
_ & h(Le)-3)
V(Leo) = G -1, (2.13)

donde a y b son dos parametros constitutivos del material, los cuales deben

ser positivos. En (Holzapfel et al] [2000]) se menciona que a pesar de asumir la

fuerte hipotesis de isotropia, se obtiene una buena representaciéon del compor-

tamiento de arterias sometidas a grandes deformaciones.

Veronda-Westmann En (Veronda and Westmann] [1970) se propone una

funcion de energia de deformacion para el modelado del comportamiento cons-

titutivo de tejido de piel, la cual luego es aplicada en (Goenezen et all [2012))

al desarrollo de una técnica para diagnostico de cancer de mama. La funcién

puede ser escrita como:
I 1 (Tr(Lc)) 1 I
\If( C) =ul - (67 ¢l — 1) — 5 ([2( C) — 3) (214)

donde g y vy son parametros del modelo e I5(+) es el segundo invariante del

tensor argumento.

Implementaciéon de herramienta numeérica

Las soluciones analiticas del problema de Elasticidad no Lineal se reducen
a un conjunto muy acotado (Hunter] [1979; [Collin et all [2009)), por lo tanto

diferentes métodos numéricos son aplicados para la resoluciéon de problemas.

Contar con herramientas de resolucién propias brinda importantes ventajas
a la hora de desarrollar metodologias eficientes de identificacion y modelado,
permitiendo también al grupo MecSolCom disponer de recursos vitales para
avanzar hacia el desarrollo como grupo de investigacion.

El autor ha implementado un c6digo FORTRAN para la resoluciéon de pro-
blemas de elasticidad no lineal utilizando el Método de los Elementos Finitos
(MEF) (Hughes] siguiendo principalmente (Belytschko et all] 2000) y
(Holzapfell [2000)). Se utiliza la herramienta GMSH (Geuzaine and Remacle]
para la generacion de mallas, la visualizacion de los resultados se realiza
utilizando PARAVIEW . Los modelos constitutivos implemen-

tados hasta el momento son Saint-Venant-Kirchoff, Curnier y Neo-Hookean,

utilizando una formulaciéon hibrida simplificada para el caso incompresible
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(Holzapfel et al] [2000]). Se utiliza un esquema de diferenciaciéon numérica de

paso complejo similar al descrito en (Kiran and Khandelwalf [2014]).

Para ilustrar el tipo de simulaciones que el codigo permite realizar en la
igura 2.1 se muestran imagenes de dos etapas de la deformacién de una ba-
rra al ser aplicadas distintos esfuerzos de torsiéon en un extremo de la misma

considerando el otro extremo empotrado. Se muestran las deformaciones pro-

(a) Barra sin carga aplicada. (b) Deformacion producida por carga de
menor magnitud.

(c¢) Deformacion producida por carga de mayor magnitud.

Figura 2.1: Deformacion de barra sometida a momento torsor.

ducidas al considerar cargas aplicadas de baja y alta magnitud, demostrando
la capacidad de la herramienta de resolver problemas con fuerte no linealidad.
La intensidad de color indica la magnitud del desplazamiento de cada punto.

Actualmente el codigo esta siendo extendido para la resolucion de proble-

mas viscoeldsticos. A futuro se buscardn nuevas formulaciones para el caso
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incompresible para incluir los modelos constitutivos de Veronda y Delfino.

2.1.2. Elasticidad lineal: caso compresible

Consideremos un s6lido ocupando una regiéon {2 con las hipotesis anterior-
mente consideradas, es decir, la region tiene borde 02, tal que 990 = T', Ul y
I'wNTy = 0. Como vimos, el campo vectorial de los desplazamientos u : £ — V3
se puede definir a partir de la funciéon de deformacion, siendo V3 el espacio
tridimensional de vectores.

Consideremos que en el borde I'y las tensiones de contacto aplicadas sobre
el solido son conocidas y estan dadas por el campo vectorial t mientras que
el desplazamiento es conocido en los puntos del borde I', y esta dado por el
campo vectorial u. Estas representan las condiciones de contorno del problema

dadas por las siguientes ecuaciones
on=tenTy y u=tenT,. (2.15)

donde o es el tensor simétrico de tensiones de Cauchy. En la Figura se

muestra un esquema de la regiéon junto con las condiciones de contorno.

Iy

Figura 2.2: Esquema de regiéon 2 ocupada por el solido.

Como vimos en la Seccion 2.1l el estado de deformaciones esta determina-
do por el tensor L, el cual depende del gradiente de la funcién de deformacién.
Se considera ahora la hipotesis de pequenas deformaciones, es decir |[Vy|| < 1,

lo que permite definir el tensor de deformaciones infinitesimales € dado por:
1 T
€:§(Vu+V u). (2.16)

Bajo la hipotesis de pequenas deformaciones, este tensor representa una buena
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aproximacion del tensor L, es decir € =~ L. El tensor € seré referido de forma
abreviada como tensor de deformaciones.

Consideremos que el solido estd compuesto por un material elastico lineal
heterogéneo. Es decir que la relacion entre el tensor de tensiones de Cauchy o

y el tensor de deformaciones es lineal y esta dada por la ecuacion constitutiva:
o = Cle] en Q, (2.17)

donde C es un tensor de cuarto orden que, dado que depende de las propiedades
del material en cada punto, esta definido por un campo de tensores C : €2 — C.
El conjunto C es el espacio al cual pertenece cada tensor C(x), definido a partir

de las hipotesis consideradas para el comportamiento del material.

Formulacién fuerte

El tensor de tensiones o debe satisfacer la ecuacién de equilibrio en todo
punto del sélido
V-o+b=0, (2.18)

donde b es el campo vectorial de fuerzas de volumen aplicadas en el s6lido, el
cual despreciaremos dada la naturaleza de los problemas que se abordaran en
esta tesis.

El problema de elasticidad lineal en su forma fuerte consiste en: hallar el
campo del desplazamientos u : Q — V3, el campo de tensores de tension
o : Q — Sym y el campo de tensores de deformacion € : Q@ — Sym, que

verifican las siguientes ecuaciones:

( V.-o=0en (2.19a)
o =Cle] en Q (2.19Db)

T
€= w en Q (2.19¢)
on] =ten T, (2.19d)
\ u=1uenly, (2.19¢)

siendo Sym el espacio de tensores simétricos de segundo orden. En este pro-

blema se asume que el campo de tensores constitutivos C es conocido.
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Formulacién débil

El problema de elasticidad lineal también puede ser enunciado en su forma
débil, lo cual permite la implementacion directa del MEF. En esta formula-
cion se sustituye la ecuacion de equilibrio puntual y las condiciones de
contorno en tensiones por un balance de trabajos internos y externos
descrito a continuacion.

El campo incognita u debe pertenecer a un conjunto de campos de despla-
zamientos que cumplan con las condiciones de contorno. Esto es representado
como u € U siendo U el conjunto de desplazamientos cinematicamente admi-
sibles, dado por:

U={ue H ()’ :u=taenly,}. (2.20)

Se consideran también los campos de desplazamientos virtuales v (también
llamadas funciones test), los cuales se anulan en I'y. V es el conjunto de des-

plazamientos virtuales:
V={veH(Q)?:v=0enTl,}. (2.21)

El trabajo virtual interno de las tensiones producidas en el s6lido al consi-
derar un campo de desplazamientos virtual v es representado por el operador

bilineal ac(u,v), dado por:
ac(u,v) = / Cle(u)] : e(v)dV (u,v) elU xV, (2.22)
Q

donde : representa el producto interno dado por A : B = Tr(BTA) definido
en el espacio de tensores de segundo orden. El trabajo virtual de las fuerzas

externas ¢(v) esta dado por:
l(v) = / v-t,dl ve. (2.23)
Tt

Estas definiciones permiten formular el problema de elasticidad lineal en su

forma débil, el cual consiste en hallar u tal que:
ac(u,v) = {(v) Vv e. (2.24)

El problema planteado puede ser representado en el esquema de la
A la izquierda se ve el solido con la distribucion de propiedades
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L'y

Iy

Figura 2.3: Esquema del problema directo de Elasticidad Lineal.

mecanicas C y condiciones de contorno conocidas y a la derecha el campo
de desplazamientos solucion del problema u(C). Esto es llamado Problema

Directo.

Isotropia y estados planos

Consideremos ahora que el material es isétropo en todos los puntos, es
decir que la relacion tension-deformacion es independiente de la orientacion del
cuerpo. Esta aproximacion permite escribir la relacion constitutiva en funciéon

de los pardmetros de Lamé:
o = \Tr(e)I + 2pe. (2.25)

La relacién es obtenida también como aproximacion de pequenas deformacio-
nes del modelo descrito de Saint-Venant-Kirchoff. Los pardmetros de Lamé

pueden ser escritos como

Ev FE

A R T S O

(2.26)

donde v es el coeficiente de Poisson y E el médulo de Young, pardmetros
usualmente utilizados en ingenieria.

Consideremos ahora problemas planos, donde las componentes relevantes
corresponden al plano z-y. Denotaremos el campo vectorial de desplazamientos
u como u = [uy,u,] siendo u, y u, las componentes del desplazamiento de
cada punto segin x e y respectivamente. En los problemas de estado plano de

deformaciones (EPD) la componente del tensor de deformaciones €., es nula,
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por lo que el desplazamiento segiin z es nulo o constante. Por otra parte en el
estado plano de tensiones (EPT) la componente del tensor de tensiones o, es

nula. En ambos casos se cumple:
Eyr =€, =0y 0y, =0, =0. (2.27)

En cualquiera de estos casos los tnicos términos que aportan al trabajo
virtual interno son las componentes 0,,, 0y, ¥ 04y cOn sus respectivas com-
ponentes del tensor de deformaciones. Para los problemas planos entonces,

denotaremos los tensores de forma vectorial

Uxx EISE
o= |oy,|, €=|¢y (2.28)
Oy 2E4y

Estado plano de tensiones Se puede probar que en el caso de estado plano

de tensiones el tensor constitutivo escrito en términos de F y v esta dado por:

B 1 v 0
C=—— 1 2.29
00 L
y la deformacion ¢,, cumple €., = —ﬁ (€zz + Eyy)-

Estado plano de deformaciones En el caso de estado plano de deforma-

ciones el tensor constitutivo toma la forma

1—v v 0

FE
C= v 1—-v 0 |, (2.30)
1+v)(1—-2v
ey |
y que la tension o, cumple 0., = —v (04, + 0yy).

Implementacion MEF

En esta seccion se presenta la descripcion bésica de la implementacion del

MEF para el problema de elasticidad lineal descrito. El lector puede continuar

la lectura en (Hughes| [1987)).
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El dominio €2 es discretizado en una malla de elementos finitos triangulares.
El desplazamiento es interpolado linealmente dentro de cada elemento a partir
de los desplazamientos nodales U°. Las deformaciones y tensiones son interpo-
ladas utilizando las derivadas de estas funciones de interpolacion lineales. Las

interpolaciones son expresadas de forma matricial como sigo:
ue
u® = [ e] = N°U*® e°=B°U° o°=C*B°U"° (2.31)
v

donde N es la matriz de funciones de interpolacion y B¢ es la matriz de
derivadas de funciones de interpolaciéon correspondiente para problemas de
estado plano.

Aplicando la interpolaciéon de elementos finitos obtenemos una expresion
para la Ecuacion para cada elemento ¢ de la malla de elementos finitos

/ (VoI(Be)'CBeU*“dV. (2.32)

Defiendo la matriz de rigidez en cada elemento K¢ y ensamblando en una

matriz global K de la siguiente forma
K=A"K*  con K°= / (B9)'CB“aV, (2.33)

se obtiene la forma discretizada del principio de trabajos virtuales, represen-

tado por el siguiente sistema de ecuaciones lineales
KU =F, (2.34)

donde F es el vector de fuerzas nodales.

2.1.3. Elasticidad lineal: caso incompresible

Los materiales incompresibles son aquellos que conservan su volumen al
ser deformados. Este tipo de problemas son usuales en mecéanica de los fluidos,
aunque también existen soélidos que son considerados incompresibles ya que se
requiera una elevada cantidad de energia para modificar su volumen. Como dice

(1981]), los tejidos bioldgicos son incompresibles o quasi incompresibles,
por lo que es de interés considerar este problema.
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Formulacién fuerte

Dado que los solidos incompresibles tienen un coeficiente de Poisson v =
0.5 la ecuacién constitutiva debe ser modificada, por lo que se considera la
siguiente:

o = —pl+2pue, (2.35)

donde p es un campo escalar que representa una presion a determinar en cada
problema. Modificando la ecuacién constitutiva y agregando la restriccion de
Tr(e) = 0 en la Ecuacion (2.19) se puede obtener la expresion correspondiente

a la formulacion fuerte, la cual serd omitida aqui.

Estado plano de tensiones

El estudio de este problema tiene interés ya que es una de las hipoétesis
consideradas al resolver problemas de solidos asociados a deformacion de te-
jidos biologicos. En este caso particular sabemos que o,, = 0 por lo tanto
despejando p y sustituyendo en la ecuacion constitutiva se obtiene la siguiente
expresion

o =2u(e + (4w + €y)T) (2.36)

Escribiendo esta ecuacion de forma matricial tenemos:

o=Ce C=2u (2.37)

S =N
S NN =
_ O O

donde 1 : Q — RT es el campo de modulos de corte del material.

Implementacién MEF

Tal como se explica en (Hughes| [1987) para resolver este tipo de proble-

mas sin obtener errores numéricos graves (como el efecto de bloqueo o mesh
locking), se deben utilizar formulaciones del MEF diferentes a la vista para el
caso compresible. De todas formas, en el problema de estado plano de tensiones
este problema no surge por lo que la metodologia para aplicar el MEF seria la
misma que ya fue descrita para el caso compresible, aunque se debe modificar

el tensor constitutivo C.
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2.2. Viscoelasticidad

En esta seccion se presentan de forma sintética algunos modelos simplifica-
dos de la teoria de viscoelasticidad. En pocas palabras, se puede decir que los
materiales viscoelasticos son aquellos en los cuales la tension no depende tni-
camente de la deformacion actual sino también de la historia de deformaciones
sufrida hasta el instante actual. Existe una extensa e interesante bibliografia

sobre la viscoelasticidad y sus aplicaciones a la cual el lector puede recurrir,

un par de ejemplos son (Lakes| [2009; [Marques and Creus) [2012)).

2.2.1. Modelos viscoelasticos

Diversos materiales de la naturaleza presentan un comportamiento viscoe-
lastico notable, por lo que es de interés presentar los modelos usualmente
utilizados para representar su comportamiento.

El comportamiento constitutivo de los diferentes materiales es representado
a través de esquemas de resortes y amortiguadores, los que llamaremos modelos
reologicos. Consideraremos que los materiales no tienen envejecimiento por
lo que los parametros de cada uno de estos elementos serd constante en el
tiempo. Las relaciones basicas entre tension y deformacion seréan las dadas
por: un resorte (spring) o un amortiguador (dash-pot). Estas son representadas

matematicamente por:
o(t)=Ee(t) y o(t)=ne(t), (2.38)

respectivamente, donde ¢ es la derivada primera respecto al tiempo de la fun-
cién de deformacion £(t) y n es un parametro llamado viscosidad el cual esta
asociado al amortiguador. A continuacion se describen dos modelos reolégicos

obtenidos combinando resortes y amortiguadores.

Modelo Estandar Lineal Sélido - SLS

En este modelo la relacion entre tension y deformacion es la que se obtiene
al considerar un modelo formado por dos resortes y un amortiguador dispuestos
de la forma que vemos a la izquierda en la Figura [2.4 Utilizando equilibrio y

las relaciones dadas por la Ecuacion ([2.38) se obtiene la ecuacion constitutiva
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Figura 2.4: Esquemas de modelos reoldgicos: Solido Estandar Lineal (izquierda) y
Doble brazo de Maxwell-Wiechert (derecha).

del modelo, dada por:
o+ 1,6 = Ey (e + 7.6), (2.39)

donde se omite la dependencia del tiempo y 7, y 7. son llamados tiempos de

relajacion y fluencia respectivamente y estan dados por:

m E1 + E
_ =T, 2.40
B T Eo (2:40)

To

Modelo de Doble brazo de Maxwell-Wiechert - DMW

En este modelo reologico la respuesta del material es representada por un
arreglo de tres resortes y dos amortiguadores dispuestos como se puede ver en
la |[Figura 2.4] Nuevamente operando se obtiene la ecuaciéon constitutiva dada

por la siguiente expresion:
0+ X1+ X2 = Eo(e +évi + Evp), (2.41)

donde fueron utilizados los siguientes pardametros:

X1 = To1 + To2, X2 = To1752, (242)
V1 = To1 + To2 + U1 + Uy, Vy = Tyl To2 + V1T + VaTo1, (2.43)
siendo
m 2 T 2
ol = 1+ o2 = T4 = =, = —. 2.44
Tol £, To2 E U1 E, y U2 E, ( )

Este modelo y el SLS son aplicados en (Wang et al} [2013]) para ajustar

datos experimentales obtenidos ensayando tejidos porcinos (bazo e higado). Los
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resultados muestran que el modelo DMW produce un ajuste considerablemente

mejor que el SLS.

2.2.2. Transformada Discreta de Fourier

Una herramienta util para la resolucién de este tipo de ecuaciones dife-
renciales es la transformada discreta de Fourier, o Discrete Fourier transform
(DFT).

Dada una magnitud y variable en el tiempo, representada por una funcién
periodica y(t), consideremos los valores obtenidos evaluando en N instantes de

tiempo a partir de t = 0. La senal discreta estéa dada por
Yo =y(T-n) ,con n=0,...,N—1, (2.45)

donde T es el tiempo entre muestras. La Transformada Discreta de Fourier
DFT como una funcion vectorial Y = TDF(y) donde la entrada k-ésima de Y

esta dada por
YkZZyn-e‘“kﬁ con k=0,...,N—1, (2.46)

donde w, = 27‘(‘]{7% es la k-ésima frecuencia y f; = 1/T es la frecuencia de

muestreo, es decir, el namero de valores medidos por unidad de tiempo. De

forma general se considera que y e Y son vectores con entradas complejas.
Se define también la transformada inversa de Fourier, y = TIDF(Y), donde

la n-ésima entrada de y esté dada por
| Nl '
yn:NkZ:OYk.e "5, n=0,...,N—1. (2.47)

Suponiendo que la funcién continua y se puede descomponer en una suma de

funciones exponenciales se obtienen las siguientes expresiones:

L - L V-
y(t) = ¥ Z Yy, €kt y(t) = i Z WYy €“r (2.48)
k=0 k=0

Si tenemos en los tiempos que cumplen ¢ = n/fs se puede observar que los

coeficientes de estas descomposiciones se pueden obtener mediante el uso de la
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DFT.
Es sencillo aplicar la DFT a cualquier de las ecuaciones diferenciales de
los modelos reolégicos descritos en la seccidén anterior y mostrar que se pasa a

obtener un sistema lineal de la forma
M,Y,=M.Y,, (2.49)

donde las matrices M son matrices que dependen de los pardmetros conocidos
del problema, y los vectores Y son vectores de las DFT de las tensiones y

deformaciones.

2.3. Optimizacién convexa

Los algoritmos de resolucién de problemas generales de optimizaciéon no
lineal garantizan buenos 6rdenes de convergencia tinicamente para problemas
particulares. En general la convergencia es asintotica por lo que se desea es-
tudiar problemas de optimizacién no lineales donde la buena convergencia sea
efectivamente alcanzable. En esta secciéon se presentan conceptos basicos de
la teoria de optimizacién no lineal, para luego describir aspectos importan-
tes de dos tipos de problemas de optimizacién convexa: optimizaciéon conica y

optimizacion cuadratica.

2.3.1. Nociones basicas de optimizacién no lineal

En esta seccion se describen de forma sintética conceptos basicos de la

teoria de optimizaciéon no lineal, se recomienda consultar (Luenberger and Yel
2008)) para una presentacion detallada.

Problema de optimizacién no lineal

El problema general de optimizacién no lineal consiste en encontrar los
valores x € R™ tal que la funcion objetivo f(x) alcance un minimo satisfa-
ciendo ciertas condiciones o restricciones dadas por las funciones vectoriales

g(x) € R™ y h(x) € RP. Dicho problema es representado como se muestra a
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continuacion: )

min /()
sujeto a:
g(x) <0 (2.50)
h(x) =0
\ x € R"”

donde la desigualdad < representa una relacion entrada-a-entrada entre los
vectores. Este problema es llamado Problema de Optimizacién No Lineal si f,
g o0 h es no lineal.

Se dice que un punto x es factible si cumple con las restricciones. El con-
junto de puntos factibles es llamado region factible D C R™. Se asume que las
funciones f, g y h cumplen con condiciones de regularidad y continuidad para

todos los puntos de la region factible.

Condiciones de optimalidad

Las condiciones de optimalidad representan una herramienta vital para
la busqueda de soluciones de problemas de optimizacion. Las condiciones de
primer orden establecen que: sea x* un minimo local del problema dado por la
Ecuacion (2.50)), entonces deben existir vectores Ax € R™ y i € R? tales que

se cumpla:
V(x) + ALVg(x*) + I Vh(x*) = 0

Meg(x*) =0 (2.51)
M>0

Estas condiciones son necesarias para que el punto sea un punto critico del
problema. Las condiciones necesarias para que sea una solucién del problema
(es decir un minimo) exigen que una combinacion de las matrices hessianas de
f, g v h sea semi-definida positiva.

Los algoritmos basados en gradientes (gradient-based) utilizan métodos nu-
méricos iterativos para buscar soluciones del sistema de ecuaciones no lineales
asociado a las condiciones de optimalidad, junto con diferentes estrategias para
imponer las condiciones sobre la hessiana.

Un ejemplo de problema de optimizaciéon no lineal es el de hallar la confi-
guracion de equilibrio de un sélido. Si una discretizacion de MEF' es aplicada

y la energia potencial total de la Ecuacion (2.5 es expresada en funcion de
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desplazamientos nodales U, el problema de Elasticidad No Lineal puede ser
formulado como un problema de optimizacion. Hallar los desplazamientos aso-
ciados a una configuracion de equilibrio es equivalente a buscar la configuracion
o el vector de desplazamientos que cumplan (al menos) las condiciones de op-

timalidad de primer orden:

VuEi(U) =0 (2.52)

Para buscar un minimo se debe incluir también una restriccion de desigualdad
representando la condiciéon de optimalidad de segundo orden, la cual no es

presentada aqui pero puede ser encontrada en la literatura.

2.3.2. Optimizacién cénica

En esta seccion veremos de forma resumida algunas definiciones basicas

de la teorfa de optimizacion convexa (Ben-Tal and Nemirovski, 2001)) y en

particular problemas de optimizacion conica (Alizadeh and Goldfarb], [2003)).

Optimizacion coénica

La optimizacion conica abarca una familia de formulaciones de optimizacion

aplicables a la resolucién de problemas de diseno. En (Lobo et al] [1998) se

describen algunas aplicaciones interesantes y diversas que van desde el diseno
de portafolios de inversion hasta la optimizacion de estructuras de barras.

Un problema ampliamente conocido y estudiado es el de optimizacion lineal
(Linear Programming LP), donde tanto el funcional como las restricciones son
lineales. En el caso de restricciones de desigualdad se puede escribir como:

)1(1&1;@1% {c"x | Ax>Db}. (2.53)

Con la intencién de resolver problemas con restricciones no lineales pero
conservando parte de las propiedades importantes de la teoria de programacion
lineal, en los problemas de optimizaciéon conica se generaliza la definiciéon de

la desigualdad como veremos esquematicamente a continuacion.

Definiciéon 1 (Conjunto coénico con punta convexo). El conjunto Q es un
cono con punta convexo (conver pointed conic set) si cumple las siguientes

propiedades:
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l.abeQ=a+becQ
2.aeQ,A>0=2XacQ
3.aeQ,—aecQ=a=0

A partir de esta definiciéon ahora es posible generalizar la relaciéon de de-

sigualdad entre vectores, asociada al conjunto Q, de la siguiente forma.
a>qb & a-b>Q0 & a-becQ. (2.54)

Consideremos algunos ejemplos para introducir la idea. El pri-
mer ejemplo es el conjunto ortante positivo definido como: R =
{xeR™ | ;>0 ¢=1,...,m}. Se puede mostrar que este conjunto es un
cono con punta convexo y que define la desigualdad entrada-a-entrada usual

para vectores. Es decir que se cumple:
a>b < a>prb & a-beRY (2.55)

Otros ejemplos de conjuntos conicos importantes son el cono de Lorentz L™ y

el cono de Lorentz rotado Q™ dados por:

L™ =<{xeR" |z, >

y Qm: {XGRm‘QIIl’Q > Zl’?}

i=3
(2.56)
respectivamente.
Podemos ahora formular el problema de Optimizaciéon Cénica general:
y T

Ax —b > 2.
min {c"x | Ax >q 0} (2.57)
siendo Q un conjunto cénico convexo con punta. Los problemas de progra-
macién conica son clasificados en funcion del tipo de conjuntos conicos de
las desigualdades. El problema de Optimizacion Coénica de Segundo Orden
(SOCP: Second Order Conic Programming) consta de un funcional lineal y

restricciones conicas asociadas a conos de Lorentz y/o Ortantes positivos.

Aplicaciéon: optimizaciéon de estructura reticulada

Consideremos el modelo mas simple (y menos realista) de optimizacion

para una estructura reticulada. El objetivo es mostrar una aplicacion de opti-
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mizacion conica, asi como también introducir una formulaciéon presentada en
la literatura que utilizaremos més adelante en el texto. Existe un abundan-
te desarrollo de conocimiento en el area de optimizaciéon estructural que sera
omitido al abordar este ejemplo.

Consideremos que el objetivo del disefio 6ptimo de una estructura es obte-
ner la estructura mas rigida posible dada una cierta cantidad de material. Sea
una estructura compuesta por todas las barras que unen una grilla de nodos,
con apoyos y sometida a una fuerza P, tal como se muestra en la Figura 2.5

Cada barra esta formada por un material conocido y tiene un largo conocido

Figura 2.5: Esquema de estructura reticulada plana.

¢; y una seccién transversal de area a definir (disenar) A;. Aplicando el MEF
podemos obtener una matriz de rigidez K(A) para cada combinacion de areas
representada por el vector A. Si el vector de fuerzas nodales es F y el volu-
men de material disponible es V,,, se desea encontrar las éreas que generan la
estructura con la menor energia de deformaciéon. El problema de optimizacion
es formulado como sigue:

min  1FTK(A)™'F
ACR"E

s.a. (2.58)

A> 0

Se puede mostrar que el funcional es convexo pero dado que es no lineal se
deben usar algoritmos generales para optimizacién no lineal, lo que motiva a

buscar una nueva formulacién del problema.

Aplicando el procedimiento descrito en (Beck et al] [2009)) se obtiene la
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siguiente formulacion equivalente:

( ’
min 1ra
Aea,0

S.a.
F

SE BiG; = (2.59)
Yo 26, < Ta
A> 0

L 2141612 H&ZHQ ’L.:]_,...,nE

donde ¢; € Ry 6; € R3 son variables auxiliares. Las matrices P;Z- seran presenta-
das mas adelante. El problema obtenido tiene un funcional lineal, restricciones
lineales y un grupo de restricciones dadas por conos de Lorentz rotados Q°,
por lo que estamos ante un problema de optimizacion céonica de segundo orden.
Resolviendo la formulacion conica de la estructura del ejemplo obtenemos las
areas Optimas para las barras. Veamos la estructura con las areas 6ptimas en

la Figura 2.6 Se observa que las barras de menor aporte a la rigidez de la

Figura 2.6: Esquema de estructura reticulada 6ptima obtenida.

estructura tienen menor area o fueron eliminadas de la estructura.

El modelo de optimizacion considerado en este ejemplo no es realista da-
do que no considera caracteristicas presentes en estructuras reales como: no
linealidad geométrica, miltiples estados de cargas, inestabilidad estructural y
otras consideraciones que aumentan la complejidad del problema volviéndolo

realmente desafiante.
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Dualidad

Para todo problema de optimizacion se puede definir un problema asociado
llamado problema dual (el problema original es llamado primal). En el caso de

problemas de optimizacién coénica de la forma:

min cTx

xeRn
(Primal) ¢ % (2.60)

Aeqx = beq
el problema dual es definido como:
(
, e
(y€qurz'15161Rm+p b'fqyeq bmym
(Dual) { 5& -
A;yeq +Alyin =c

\

donde Q* denota el cono dual de Q. Para los conjuntos conicos presentados
en la seccion se cumple Q* = Q. Definido el problema dual introducimos el

teorema de dualidad coénica.

Teorema 1 (Teorema de dualidad conica fuerte). Sean los problemas primal

Cet — s T o >
(CP):c min {c"x|Ax—b >k 0} (2.62)
y dual
(CD) :b* = max {b"A|ATX =c, A >k- 0}, (2.63)

se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. La dualidad es simétrica.

2. Para cada par factible (x,\) el duality gap es no negativo:
c'x—bIA>0 (2.64)

3. Si (CP) es acotado por abajo y es estrictamente factible, entonces (CD)
tiene solucion y c* = b*
4. Si (CP) o (CD) es acotado y estrictamente factible, entonces el par (x, \)

es un par de soluciones <
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a) bT\ = c’'x (duality gap nulo)
b) AI'(Ax —b) =0 (holgura complementaria)

A partir de este teorema se puede obtener el siguiente corolario.

Teorema 2 (Corolario de Teorema de dualidad fuerte). Si (CP) y (CD) son
estrictamente factibles entonces ambos tienen solucion y los valores dptimos
son iguales y cada una de las condiciones 4.1 y 4.2 son condicion necesaria y

suficiente para la optimalidad.

Este corolario brinda una herramienta fundamental para la caracterizaciéon
de las soluciones de problemas de optimizacion conica y el desarrollo de los

algoritmos de resolucién que fueron aplicados en la presente tesis.

Herramientas numéricas disponibles

Existen numerosas herramientas numéricas capaces de resolver eficiente-
mente este tipo de problemas. En se enumeran trece ejemplos,
entre los que se destacan MOSEK, CVXOPT y Sedumi. MOSEK es una herra-
mienta de optimizacién general muy potente de licencia comercial, mientras
que CVXOPT es de codigo abierto orientada a optimizaciéon convexa muy
eficiente aunque, para los ejemplos resueltos, no tan robusta como Sedumi.

Sedumi consiste en un software que puede ser ejecutado en Matlab, para
la resolucién eficiente de problemas de optimizacién conica. Fue presentada
en , y en la misma se han implementado algoritmos presentados
en los trabajos (Sturm and Zhang| [1997) y (Sturm) [2002)), donde también se

obtienen 6rdenes de convergencia eficientes asociados a dichas técnicas. Algo

importante a resaltar de esta herramienta es que se pueden obtener resultados

de mayor precision si se escalan adecuadamente las variables del problema.

2.3.3. Optimizaciéon cuadratica

Finalmente se describe un problema importante de la optimizacion: el pro-
blema de optimizacion cuadratica. Considerando el problema general dado por
la Ecuacion (2.50), se dice que consiste en un problema de optimizacion cuadré-
tica o Quadratic Programming (QP), cuando f(x) es una funcion cuadratica y
tanto g(x) como h(x) son funciones lineales. Tanto GNU-Octave como Matlab

disponen de funciones implementadas para su resolucion eficientes.
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2.4. Problema Inverso de Identificaciéon de
Material

En esta seccion veremos algunas definiciones basicas de la teoria de proble-
mas inversos, para luego pasar a describir el problema inverso de identificacion

de material y las formulaciones mas apropiadas para su resolucion.

2.4.1. Teoria de Problemas Inversos

Frecuentemente cientificos e ingenieros desean estimar parametros o pro-
piedades a partir de mediciones de magnitudes observables que estan indirec-
tamente relacionadas con los parametros a estimar. Este tipo de problemas,
llamados Problemas Inversos, surgen en diversas aplicaciones en las cuales los
datos suelen estar contaminados por errores, generando errores amplificados en
el parametro estimado. Este fenémeno es llamado inestabilidad en la solucién,
y veremos algunas herramientas matemaéticas necesarias para caracterizarlo y
tratarlo. El lector puede continuar la lectura en , .

Sea una region () y dos espacios de funciones H; y Ho ambos normados,
se considera que existe un operador P que relaciona elementos f € H; con

elementos g € Ha, es decir P(f) = g.

Definicién 2. (Problema bien puesto) Sea un operador P : H; — Ha, el

problema dado por la ecuacion

P(f) =y, (2.65)

es bien puesto si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

1. para cada g € Hs existe una solucion f € H; para los cuales se verifica

(265,

2. para cada g, la soluciéon f es tnica, y

3. la solucion f depende continuamente de g.

Definiciéon 3. (Problema mal puesto) Un problema es mal puesto si no es un
problema bien puesto, es decir, si no se cumple alguna de las tres condiciones

requeridas.

Consideremos ahora que el operador [P consiste en un sistema de ecuaciones

no lineales y que los datos g tienen errores, por lo que es posible que no exista
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un f soluciéon del problema. Buscaremos entonces el f que mejor ajuste los

datos, lo que puede ser formulado como:

min [[P(f) —g|]%. (2.66)

Dado que en la resoluciéon de problemas reales siempre existen errores pre-
sentes en los datos, se debe prever alguna herramienta que permita reducir
el efecto negativo que estos tienen sobre los resultados de los algoritmos de
identificacion. Para ello debemos aportar alguna informacion sobre el tipo de
solucion esperada. Esta informacion es aportada adicionando un término, lla-

mado regularizador R(f), al funcional a minimizar obteniendo el problema

min [[P(f) — gl + ar R(f), (2.67)

donde ag es el factor de regularizacion. El mismo controla cuanto es afectada
la solucién y su correcta eleccion es crucial. Existen diversas posibilidades para
el término de regularizacion, como por ejemplo || g||3,-

Entre los diversos criterios posibles para la eleccién de ar se adopta el de

Morozov (Vogell [2002)), que establece que el agp adecuado es el mayor valor
para el cual se verifica la siguiente relacion:

m(a) = H]P(f;)&; QHHQ <1

(2.68)

donde f es la solucién obtenida al resolver el problema dado por la Ecua-
cion (2.67) utilizando el valor ag, y dg es una estimacion de la norma del error

presente en los datos.

2.4.2. Problema Inverso de identificacién de material

Hasta ahora hemos presentado problemas de elasticidad donde el material
es conocido y los desplazamientos son obtenidos como solucién del problema.
El Problema de Identificacion de Material (PIM) consiste en estimar los para-
metros materiales utilizando como informacion los desplazamientos producidos
en cada punto del solido. Este Problema Inverso es uno de los tantos problemas
inversos en Elasticidad, el lector interesado puede encontrar més ejemplos en
(Bonnet and Constantinescul, [2005]).

Si el campo de desplazamientos medido es u™, el PIM consistira entonces
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en determinar el campo de propiedades del material C : 2 — C ( i.e., identificar
el material que conforma al sélido). En la [Figura 2.7| vemos un esquema del

problema.

(NG um:DC
Iy
Iy

Figura 2.7: Esquema del Problema de Identificacién de Material.

El problema puede escribirse como un problema de optimizacion de la si-
guiente forma:

(rcneig J(u(C) —u™), (2.69)

donde u(C) es la solucion del problema directo descrito por la Ecuacion (2.24)

para el campo de parametros materiales C y C es el conjunto de campos ten-

soriales considerado en su forma mas general como en (Geymonat and Pagano|

EO03):

C = {C € (Lo())** C=C",Cle] : &€ > 7|e|?
v > 0Ve,Cle] : € < ¢le||e'|M > 0Ve, e’} (2.70)
siendo L. (2) el espacio de Lebesgue de funciones dado por la norma del

supremo. De forma simplificada podemos decir que el funcional J caracteriza

las diferentes formulaciones posibles del problema.

Error cuadratico en desplazamiento

Una de las formulaciones méas utilizadas en la literatura es la que llama-

remos norma de error cuadratico en desplazamiento, ampliamente utilizada

en la literatura definida tanto en el continuo (Goenezen et al.| [2011} [Banerjee|
2013)) como directamente sobre el vector de desplazamientos de los nodos
de referencia (Doyley et al] [2000; [Franquet et al] [2012)). La definicion en el
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continuo puede ser expresada de la siguiente forma:

F2(C) = 5 [[u(C) —u™|[}, 02 (2.71)

donde || - [|1,(q)2 es una norma dada por:

lallsaeys = 1//Q|u|2dv. (2.72)

El funcional 75 consiste en una funciéon no lineal y no convexa. A continuacion

veremos una formulaciéon con un funcional convexo.

Error en ecuacion constitutiva

El funcional descrito en esta secciéon es llamado Error en Ecuacion Consti-

tutiva o Constitutive Equation Gap (CEG) y se define de la siguiente forma:

1
oro(w,,C) = 3 [ (0~ Cle(w)): C ' o~ Cle(w)) aV. (273
Q
siendo w € U un campo de desplazamientos cineméticamente admisible, o € X
un campo de tensiones estaticamente admisible y C € C el campo de tensores

constitutivos. Uno de los primeros trabajos donde este funcional es aplicado

al PIM es (Geymonat and Paganol 2003). Se puede decir que el funcional

surge como una modificacion del propuesto en (Ladeveze and Leguillon} [1983))

utilizado para la optimizacién de mallas de elementos finitos.
Para resolver el PIM con este funcional se debe introducir la informaciéon

™ una de las variantes posibles para intro-

de los desplazamientos medidos u
ducir esta informacion consiste en imponer w = u™. Esta variante es llamada
Constitutive Equation Gap Method (CEGM) ([Florentin and Lubineaul 2010}

[Pagano and Bonnet] [2012)). El método consiste basicamente en resolver el si-

guiente problema de optimizacion:

gleiélj(;Eg(C) con jCEg(C)zgleiSECEGM(U,C), (2.74)

donde el funcional Ecpayr surge de sustituir u™ en la definicion de Eqxpg:

Eonan(o,C) = % /ﬂ (o — Cle(@™)]): C o — Cle(u™)]] 4V (2.75)
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siendo ¥ el espacio de los campos de tensores de tension de Cauchy estatica-

mente admisibles. En nuestro caso esto equivale a:
Y={oceHM™(Q) : div(c) =0 en Q, on]=t enT}. (2.76)

El funcional £-pg presenta propiedades teéricas importantes para la re-

solucion de problemas de optimizacion como la convexidad (Geymonat and)

2003)). De acuerdo con [Avril et al.| (2008]) éste es uno de los funciona-
les mas adecuados para la resolucion del PIM. A pesar de que en los tltimos

anos han surgido diversas variantes de funcionales inspirados en el CEG (Flo-]
frentin and Lubineaul 2010} [Warner et al] [2014} [Diaz et al.| [2015]) sigue siendo

un método de referencia.
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Capitulo 3

Estado del arte

Este capitulo presenta una revision bibliografica de las areas de investi-
gacion correspondientes al tema abordado. En la se describen es-
queméticamente algunos conceptos basicos sobre el comportamiento mecénico
de los tejidos bioldgicos citando algunas referencias relevantes de la literatura.
En la se presenta una revisiéon histérica de la literatura del area
de Identificacion no Homogénea de material, la cual incluye al Problema de
Identificacion de Material descrito anteriormente. Finalmente en la
se presenta el estado del arte del area de modelado constitutivo a través de
modelos reologicos o viscoeléasticos, haciendo énfasis en modelos aplicados al

modelado constitutivo de tejido arterial.

3.1. Sobre la Biomecanica

La Biomecanica es basicamente la ciencia que aplica la mecénica a la bio-
logia. A pesar de que su desarrollo comienza en el siglo XVI, consideraremos
a , como la referencia fundamental. En dicho texto se describe
como conceptos de la Mecanica son aplicados a la Biologia, en particular al
modelamiento del comportamiento constitutivo de tejidos biologicos. Se puede
decir que un grupo importante de tejidos tienen un comportamiento elastico
lineal dentro de un cierto rango de deformaciones y frecuencias de aplicacion
de cargas. Luego de superado dicho umbral, se comienza a observar un com-
portamiento no lineal, en algunos casos debido a propiedades viscoelasticas o
a un comportamiento elastico no lineal (mecanico o geométrico).

Un ejemplo claro de los modelos constitutivos para tejidos es el desarrollado
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por [Veronda and Westmann| para el modelado del comportamiento de piel

(Veronda and Westmannl, [1970)) el cual establece béasicamente que el tejido es

isotropo e incompresible y tiene un comportamiento elastico no lineal dado por
una funciéon de densidad de energia de deformacién vista en el capitulo anterior
de esta tesis. Mas adelante veremos que este modelo fue recientemente aplicado
al diagnostico de cancer de mama.

Otro ejemplo interesante relevante es el estudio del comportamiento del

tejido arterial. En (Holzapfel et al| 2000) se presentan los modelos mas re-

levantes utilizados para el modelado del comportamiento elastico de tejido
arterial, como el presentado en (Delfino et al] [1997)), también descrito en el

capitulo anterior. En la Figura[3.1] se presenta un esquema de una seccién lon-

gitudinal arterial, donde se puede apreciar una compleja estructura compuesta

por diferentes capas, con fibras de distintos tipos en distintas direcciones. La

Composite reinforced by
collagen fibers arranged
in helical structures

Helically arranged fiber-
reinforced medial layers

Bundles of collagen fibrils
External elastic lamina
Elastic lamina

Elastic fibrils

Collagen fibrils

Smooth muscle cell
Internal elastic lamina
Endothelial cell

Figura 3.1: Esquema de secciéon longitudinal arteria mostrado en [Holzapfel et al|

(2000).

presencia de fibras produce un comportamiento anisétropo, mientras que la
geometria y el proceso de crecimiento a lo largo de los anos generan tensiones
internas o residuales, sumado a un comportamiento no lineal. Adicionalmen-
te, en algunas arterias, las propiedades mecéanicas de las fibras de musculo

liso pueden cambiar repentinamente, como resultado de procesos quimicos que
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ocurren en el endotelio o a nivel de sistema nervioso. Este fenémeno es llama-
do activacién y aporta mayor complejidad a los nuevos modelos que buscan
reproducirlo (Holzapfel and Ogden| [2010)).

Por otra parte las arterias, junto con el corazon, conforman el sistema car-

diovascular, en el cual la sangre circula transportando nutrientes vitales para

el correcto funcionamiento del organismo ([Nichols et al} [2011]). Las arterias

ubicadas en diferentes regiones del sistema tienen propiedades mecanicas dife-

rentes, las cuales les permiten desempenar funciones especificas logrando que

el sistema pueda cumplir su funcién (Bia et al} [2005). Como ya fue dicho,

actualmente se estan comenzando a desarrollar y aplicar modelos complejos
para modelar anomalias en el sistema cardiovascular y poder asistir a la to-

ma de decisiones de los médicos sobre intervenciones quirirgicas localizadas

(Cito et al| [2014]). Por otra parte modelos del sistema arterial completo estan

siendo desarrollados permitiendo reproducir y comprender ciertas funciones

del sistema cardiovascular (Blanco et al [2015b)) los cuales contindan siendo

desarrollados para abordar problemas cada vez maés realistas (Moireau et al
[2012; [Blanco et al.| [2015a]).

La resoluciéon de problemas inversos asociados a estos modelos complejos es

aun mas desafiante debido a la dificultad que plantean los problemas inversos,
por ejemplo por la reducida disponibilidad de datos. Los modelos considera-
dos a la hora de resolver problemas inversos deben ser més simplificados si se
desean aplicar a datos obtenidos con procedimientos de relativa baja invasi-
vidad. En las siguientes secciones se presenta una revision biliografica de las

areas vinculadas a los problemas inversos abordados en el texto.

3.2. Revisién identificacion no homogénea

En (Bonnet and Constantinescu] [2005) se presenta una extensa revision

de problemas inversos en mecanica de solidos y enfoques para abordar su re-
solucién. Uno de los problemas descritos es el Problema de Identificacion de
Material (PIM), el cual consiste en determinar alguna propiedad del material
que conforma un cuerpo, a partir de alguna informacién sobre su comporta-
miento al someterlo a un ensayo conocido.

Una de las aplicaciones donde este problema es usualmente formulado es en
la identificacion de dano de estructuras, donde se buscan desperfectos geomé-
tricos o mecanicos estructurales resolviendo un problema inverso ,
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(2007} [Stull et al] 2011} [Wang and Brighaml [2014)), no solamente aplicado el
MEF sino también el Método de los Elementos de Contorno (Rus and Galle-|
, 2002). Este tipo de enfoques suele ser valorado ya que en muchos casos

representa un analisis no destructivo.

Por otra parte, este tipo de abordaje puede ser utilizado para el desarrollo
de nuevas técnicas de diagnostico de enfermedades, buscando distinguir tejido
sano de enfermo a partir de sus propiedades constitutivas. A partir del trabajo
publicado por ha habido un gran interés de la comunidad cientifica
por el desarrollo de métodos para la resolucion del PIM con aplicacion a tejidos

biologicos (Doyley] [2012]).

Entre las primeras referencias donde se formulan problemas de identi-

ficacién de pardmetros mecénicos encontramos los trabajos (Kavanagh and|

[Cloughl [1971} [Cottin et al) [1984)), donde se presentan formulaciones de pro-

blemas de optimizacion para la determinacién de los mejores parametros de

un modelo mecanico considerado.

Por otra parte, en (Ophir et al] [1991)) surge la elastografia como una téc-

nica que permite, estimar las propiedades de materiales, procesando datos

obtenidos utilizando ultrasonido. Luego en ([Kallel and Bertrand} [1996} [Doyley|
2000)) se proponen métodos de identificaciéon con un enfoque diferente a

los de elastografia, donde se formula el problema inverso como un problema de

optimizacion. En este tipo de formulacion las variables a optimizar son las pro-
piedades mecénicas en cada region del material E y el funcional a minimizar
consiste en alguna medida de la distancia entre el vector de desplazamien-
tos medidos experimentalmente U™ y el de desplazamientos obtenido por un
modelo numérico U(E):

min [U(E) — U™ (3.1)

La resolucion del problema de optimizacion se realiza aplicando técnicas

iterativas usualmente basadas en calculo del gradiente del funcional como las

mencionadas en el capitulo anterior. En (De Korte et al. 2000} [Chandran et al.
2003)) se aplican métodos de este tipo para identificar moédulos de Young en

modelos de arterias.

El PIM, al igual que otros problemas inversos en ingenieria, plantea grandes
desafios como la unicidad o la inestabilidad de la solucién respecto a errores

en los datos. A través del trabajo de Ingenieros y Matemaéticos se han obte-
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nido algunos resultados sobre la unicidad de solucién bajo ciertas condiciones

para solidos incompresibles (Barbone and Gokhale| [2004]), utilizando datos de

ensayos dinamicos (McLaughlin and Yoon] [2004) asi como también sobre la

aplicacion de regularizacion (Gockenbach and Khanj [2005]).

Los métodos usualmente utilizados en la literatura para resolver los pro-
blemas de optimizacién del PIM tienen aspectos a mejorar para poder ser
aplicados en problemas reales de gran escala. Entre ellos se destaca la necesi-
dad de buscar formulaciones eficientes en las que sea posible aplicar técnicas
de regularizacion para reducir el impacto de errores en los datos. Una de las

innovadoras para la resolucion del PIM consiste en aplicar el método adjun-

to (Oberai et al] [2004)), el cual se ha aplicado exitosamente para, utilizando

la funcion de energia de deformacién propuesta por [Veronda and Westmann|
(1970), distinguir tumores malignos de benignos en tejido mamario (Goenezen|
2012)). Estas técnicas siguen estando basadas en calculo de gradientes,

por lo que la convergencia puede seguir siendo un aspecto a mejorar.

Los métodos para la resolucion del PIM han continuado su desarrollo, gene-

randose diversas variantes de las formulaciones del problema de optimizacion.

En (Avril et al] 2008)) se presenta una revision de diferentes métodos de identi-

ficacion donde se asume que se conoce el campo de desplazamientos en todo el
interior del material, lo que es llamado medidas de desplazamiento completo o
en inglés Full-field Measurements (FFM). A partir del desarrollo de técnicas de
procesamiento de imagenes y la disponibilidad de equipos a costos accesibles,
la utilizacion de métodos FFM creci6 de forma destacada.

En este tipo de métodos se asume que se cuenta con la informacion del
desplazamiento de todos los puntos de una cierta malla de puntos interiores.
Estos métodos han sido aplicados a caracterizacion de diversos materiales, co-
mo chapas de aleaciones de aluminio (Avril et al] [2008)), de PVC
, e incluso identificacion de propiedades hiperelésticas de arterias

asumiendo material homogéneo (Avril et al} [2010). En este trabajo abordare-

mos el desarrollo de métodos numéricos basados en FFM y utilizaremos datos

generados de forma similar a como es realizado en (Goenezen et all [2011}
[Franquet et all [2012)).

También en la mayoria de los algoritmos utilizados para resolver problemas

con FFM se calculan y utilizan gradientes de las funciones (Florentin and|
[Lubineaul [2010} [Franquet et al 2012} [2013). Por otra parte en otros casos

se utilizan algoritmos sin derivada (Stull et al.| 2011]), entre los cuales se ha
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mostrado que para algunos problemas de optimizaciéon se puede obtener un

desempeno similar al de algoritmos basados en gradientes (Auger et al.} [2009)).

Este tipo de algoritmos puede ser la tinica opcién si no es posible calcular un
gradiente analiticamente o se tiene un problema del tipo caja negra o black-
box optimization. En la mayoria de los problemas de identificaciéon se asume un
modelo constitutivo y se cuenta con una forma de calcular los gradientes. En
esta tesis se utilizaran formulaciones apropiadas para algoritmos de gradiente.

En la Seccién [2.4.2] se introdujo una formulacion del PIM destacada, ba-
sada en un método llamado Constitutive Equation Gap Method (Pagano and

, 2012)). Se puede decir que el mismo esté inspirado en un funcional pre-
sentado por [Ladeveze and Leguillon| para la generacion eficiente de mallas de

elementos finitos de calidad. Dicho funcional fue modificado para la resolucion
de problemas de identificaciéon de parametros con resultados teoricos positivos
(Geymonat and Pagano| [2003)) y luego aplicado a diversos PIMs ([Florentin|
fand Lubineaul 2010} 2011]). Recientemente varios métodos surgieron como va-
riantes del mismo (Warner et all 2014} [Ben Azzouna et all 2015} [Diaz et al.
, lo que muestra que este método representa uno de los mas apropiados

para el problema.

La mayoria de los articulos citados hasta el momento consideran compor-
tamiento elastico lineal, esto se debe a que la identificacion no homogénea
de parametros de modelos viscoelésticos plantea un desafio atiin mayor. Re-

cientemente se presentaron resultados sobre una extension de la metodologia

utilizada en (Warner et al] [2014]) para la identificacion no homogénea de para-

metros viscoelasticos (Diaz et al. [2015)). En dicho trabajo se logran identificar

distribuciones no homogéneas de parametros de un modelo constitutivo lineal
compresible isétropo para modulo de dilatacion volumétrica real y modulo de
corte complejo. Se describe que el caso de ambos parametros complejos se
torna poco estable para la formulacion del problema propuesto.

Por otra parte, a pesar de que el comportamiento de los tejidos biologicos
es no lineal en ciertos rangos de deformaciones, la identificaciéon no homogénea
no es usual en estos modelos. La identificacion de propiedades de modelos no
lineales ha sido generalmente abordada asumiendo que el material es homo-
géneo (Schulze-Bauer and Holzapfel, R003} [Avril et al] P010]). A pesar de que

existen algunos resultados destacados (Goenezen et al] [2011]) la identificacion

no homogénea de propiedades de modelos no lineales plantea un desafio ain

vigente en la comunidad cientifica.
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En este trabajo se presentan tres formulaciones eficientes del PIM. Dos de
ellas consisten en problemas de optimizacién conica de segundo orden, mien-
tras que la tercera consta de un problema de optimizacién cuadréatica. Todas
pueden ser resueltas utilizando algoritmos de optimizacién convexa de gran
eficiencia. También es presentada una metodologia para la introduccion de re-
gularizacion y eleccion automatica del coeficiente de regularizacion respectivo.
Ejemplos numéricos son resueltos mostrando que las formulaciones propuestas
son considerablemente mas eficientes que implementaciones del método CEGM

destacado entre los métodos actuales para la resolucion del PIM.

Objetivos PIM El objetivo de este trabajo en esta temética es aportar
nuevas formulaciones que reduzcan de forma critica el tiempo necesario para
la resolucion del PIM sin perder precision en el resultado. Se desea también
obtener formulaciones que puedan ser implementadas de forma simple, asi co-
mo también que puedan ser resueltas utilizando herramientas numéricas dis-
ponibles. Las formulaciones presentadas deben permitir que se pueda aplicar
regularizacion de manera simple y eficaz para reducir el efecto de error en los

datos sobre la solucién obtenida.

3.3. Revision de modelado viscoelastico

Tal como es descrito por (1981) los tejidos bioldgicos son viscoe-
lasticos. En diversos casos las propiedades viscoelasticas adquieren relevancia

debido a, entre otros factores, el tipo de cargas a las que el tejido es sometido.
Un ejemplo importante es el de las arterias donde, como veremos més adelan-
te, durante el ciclo de carga y descarga se produce una disipaciéon de energia
debido a la naturaleza viscoeléstica del material.

Como fue visto antes, el problema de identificacion no homogénea viscoelas-
tico ha sido abordado muy recientemente y con ciertas hipotesis particulares.
El enfoque utilizado en gran parte de la comunidad de ingenieria biomédica
para el modelado del comportamiento viscoeléstico consiste en utilizar modelos
viscoelasticos simples.

El comportamiento constitutivo de diversos materiales es usualmente repre-
sentado por modelos reologicos simples compuestos por resortes y amortigua-
dores lineales. De todas formas, como es indicado en , los modelos

formados por un pequeno nimero de resortes y amortiguadores cumplen un
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rol pedagogico y los materiales reales no pueden ser, en general, modelados
por este tipo de modelos. Una de las formas de aumentar la complejidad de
los modelos es a través de un aumento del nimero de elementos.

En estos modelos se considera que el material es homogéneo. Dado que
no se realiza discretizacion del dominio estos modelos son llamados 0-D. Esto
hace que la aplicabilidad sea limitada, por ejemplo no se podria reproducir el
comportamiento de arterias con un alto grado de estenosiﬂ usando un modelo
donde se considere que el material es homogéneo. En la literatura podemos en-
contrar diferentes modelos reolégicos aplicados al modelado de diversos tejidos
(Then et al] P012} [Zhang et al] 2008]). En el caso de arterias, se han aplicado
modelos reologicos simples para modelar el comportamiento de tejido arte-
rial ovino, relacionando didmetro arterial con tension tangencial
fet al} [2009} [2011]).

Con un enfoque méas general, en (Wang et al] [2013)) se muestra que el uso

de modelos reologicos formados por varios resortes y amortiguadores en serie
y paralelo, mejora el ajuste de los modelos a datos obtenidos en ensayos con
tejidos vivos. Se utilizan datos de bazo e higado porcino mostrando que una
buena precision en el modelado es obtenida al utilizar un modelo compuesto por
3 resortes y 2 amortiguadores. También se analizan diferentes disposiciones de
estos elementos mostrando cémo algunas configuraciones son apropiadas para
el modelado del comportamiento de so6lidos mientras que otras lo son para
fluidos.

Por otra parte, recientemente en (Anssari-Benam et al| [2015]) se presentod

también un planteo de unificaciéon de modelos reolégicos. Entre los diversos
modelos descritos como apropiados para el modelado de tejidos biolégicos (ar-
terias, valvulas adrticas, ligamentos) se mencionan configuraciones que
no recomienda para solidos. Los resultados son presentados para

un rango temporal que no permite verificar el defecto que [Wang et al.| (2013))

menciona sobre estos modelos.

Procurando mejorar la capacidad de los modelos viscoelasticos han surgido
Modelos Viscoelasticos Fraccionales (MVFEs), los cuales consisten en modelos
viscoelésticos incluyendo por lo menos un elemento fraccional.

En el elemento fraccional la tensiéon corresponde a un intermedio entre un

resorte y un amortiguador. También es conocido como spring-pot, una combi-

IProceso de engrosamiento de las paredes arteriales con reduccién de la seccién transversal
disponible para el flujo de la sangre.
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nacion entre resorte en inglés (spring) y amortiguador en inglés dash-pot. El
comportamiento intermedio es representado matematicamente imponiendo que
la tensién sea proporcional a la derivada fraccional de la deformacion respecto
al tiempo, es decir, 0 o< D*(t) (Podlubny} [1999)). El orden de la derivada «

es considerado como otro pardmetro mecanico, y es denominado pardmetro

fraccional. En los MVFs presentados en la literatura revisada por los autores
el parametro fraccional se considera dentro del intervalo [0, 1].

Las primeras investigaciones sobre modelos fraccionales surgieron a partir
de observaciones experimentales y se encuentran en la literatura de princi-
pios del siglo XX (Scott Blair} [1947). En las siguientes décadas el interés en

estos modelos se increment6 y aspectos importantes fueron mejorados, tales

como definiciones matematicas de la derivada fraccional con adecuada inter-

pretacion fisica (Stiassnie] [1979} [Podlubny] [1999)). En los afios 80 Bagley and]

(1983]) presentaron vinculos entre las teorias moleculares y modelos
viscoelasticos fraccionales macroscopicos en (Bagley and Torvik{ [1983]). Ellos

también contribuyeron a la determinacion de las restricciones algebraicas para

los parametros relevantes de los modelos, tomando en cuenta las limitaciones

de la termodinamica en (Bagley and Torvik] [1986]), asi como otros articulos en
la literatura (Friedrich] [1991)).

Los MVFEs han demostrado ser adecuados para el modelado del compor-

tamiento de materiales complejos reales, tales como elementos estructurales

anisotropos compuestos por materiales reforzados con fibras ((Allam and Zen-|
[kour] 2003)), polimeros (Lewandowski and Chorazyczewski], R010) y tejidos bio-

logicos. En el caso de tejidos biologicos, los MVFEs han representado una buena

e innovadora alternativa para el modelado del comportamiento de la pared
arterial (Zhang and Liul 2015} [Craiem et al.| [2008]).

Objetivos Modelado viscoelastico El objetivo en esta area es obtener
alguna mejora sobre los modelos viscoelédsticos presentes en la literatura. Esto
quiere decir que los modelos propuestos deben ser capaces de reproducir de
mejor forma el comportamiento de los materiales a modelar. En particular se
buscara reproducir el comportamiento de la pared arterial con mejor precision
que otros modelos utilizados en la literatura. También se debera desarrollar un

método para la caracterizacion de los parametros del modelo de forma eficiente.
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Parte 11

Identificacién no homogénea
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Capitulo 4

Métodos para Identificacién no

Homogénea

Los aportes realizados al area de la identificaciéon no homogénea de material
son desarrollados en este capitulo. Se comienza por la Seccion [£.1) donde se
formula y resuelve un Problema de Identificacion de Material (PIM) unidimen-
sional con el objetivo de mostrar que una correcta formulacién del problema
puede tener efectos positivos sobre los resultados obtenidos. En la Secciéon
se presenta la técnica de regularizacion a utilizar, junto con un procedimiento
de discretizacion adecuado para su aplicacion al PIM. En la Secciéon se
desarrollan tres nuevas formulaciones del PIM tanto en el continuo como en el
dominio discreto obtenido al aplicar el MEF. Finalmente en la Seccién se
describe la metodologia a utilizar para comparar las formulaciones presentes
en la literatura con las propuestas en esta tesis.

Para el desarrollo de las formulaciones se considera que el material es is6-
tropo y que el coeficiente de Poisson v es conocido, por lo que el campo de
tensores constitutivos puede ser escrito como C(x) = F(x)C; para todo punto
x € (), siendo C; el tensor constitutivo correspondiente a £ = 1. En este caso
el PIM consiste en hallar un campo escalar de modulos de Young E : Q — R™
a partir de los desplazamientos medidos u™. Estas hipotesis tienen validez
en diversos problemas de identificacion, destacando estudios numéricos sobre

caracterizacion de propiedades de arterias cardtidas realizados recientemen-

te (Franquet et al| [2012] [2013)). Por otra parte, es razonable considerar esta

hipotesis si se desea desarrollar formulaciones para identificar propiedades a

partir de datos obtenidos in-vivo, donde no es posible (actualmente) obtener
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la informacién necesaria para identificar todo el tensor constitutivo.

Para resolver los problemas de optimizacion asociados al PIM aplicaremos
el MEF para obtener un dominio discretizado formado por ng elementos trian-
gulares con interpolacion lineal. El médulo de Young es considerado uniforme
dentro de cada elemento, por lo que la funciéon escalar de moédulo de Young
E pasa a ser descrita por un vector E con tantas entradas como elementos

ng tenga la malla. También se consideran rangos admisibles para el valor del

modulo de Young en cada elemento como es realizado en (Chandran et al.
2003)).

Las formulaciones seran desarrolladas e implementadas para el PIM con-

siderando estados planos para un solido eléstico lineal compresible, de todas
formas pueden ser aplicadas de forma directa a problemas tridimensionales de

solido compresible o de estado plano para sélidos incompresibles.

4.1. Ejemplo unidimensional

Para buscar formulaciones eficientes del problema debemos comenzar por
plantearnos una simple pregunta: ; Qué normas son las mas apropiadas para
el problema formulado en la Ecuacion (3.1)?7 En esta seccion resolveremos un
problema de identificaciéon de material extremadamente sencillo, pero adecua-
do para mostrar las diferencias en resultados obtenidos utilizando distintas
normas.

Sea una barra de largo ¢ y seccion transversal de area constante A, formada
por un material elastico lineal, con su extremo izquierdo fijo y su extremo
derecho libre con una carga puntual aplicada P. El problema directo consiste
en hallar los desplazamientos de cada punto de la barra y es resuelto de forma
numérica discretizando la barra en np = 20 elementos finitos de barra de dos
nodos de igual largo, con un valor de médulo de Young conocido E] uniforme
en cada elemento i. E1 PIM en este caso consiste en: dados los desplazamientos
nodales, encontrar los valores de los modulos de Young de cada elemento.

Consideremos la siguiente distribucion de moédulos de Young solucién o de
referencia: E" = 1 Pa para los 10 elementos de la izquierda y E" = 2 Pa para
los 10 elementos de la derecha. Resolviendo el problema directo obtenemos los
desplazamientos solucion o de referencia U™, Adicionando un error a los des-
plazamientos de referencia se obtienen lo que representarian desplazamientos

“medidos” U™. Ahora, el problema inverso es formulado como un problema de
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optimizacién con un funcional de este tipo

Jnin - [[U(E) — U + agR(E) (4.1)
donde U(E) es el vector de desplazamientos obtenidos al resolver el problema
directo con los modulos de Young E, R(E) es un término de regularizacion
apropiado para el PIM y ag el coeficiente de regularizacion que determina el
peso de dicho término en el funcional. También consideraremos que se conoce lo
suficiente del material como para establecer un intervalo de valores esperable
para E;, el cual en este ejemplo serd Ip = [0.5,2.5]. Resolvemos el PIM y
analizamos los resultados.

Comenzamos por reformular el problema de la Ecuacién obteniendo
la siguiente formulacion equivalente:

z . m||2
min U = U™[]" + agR(E)

)

(FU) § 5% (4.2)
KE)U=F

EcI;? UeRwW

donde K(E) y F son la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales obte-
nidos al aplicar el MEF, y ny es el ntimero de grados de libertad con valor de
desplazamiento desconocido (en este ejemplo ng = ny = 20). Introduciendo
un vector de fuerzas residuales R es posible eliminar la variable U y obtener
una nueva formulacion

¢ 2
min - [R[]" + agR(E)

)

(FR) { % (4.3)
K(E)U" =F +R

EcI;? ReRw

En ambas formulaciones || - || son normas en R™V.
En este ejemplo veremos las ventajas y desventajas de las formulaciones FU

y FR al considerar la norma euclideana en el funcional. A pesar de esto, dado

que en (Avril et al] [2008) se enumeran distintas formulaciones obtenidas al

considerar diferentes normas en FU, es interesante mencionar qué conexiones
o equivalencias entre formulaciones surgen al variar la norma utilizada.

La formulacion FU con la norma euclideana representa una de las formu-
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laciones mas comunmente utilizadas en la literatura, probablemente por su
simple implementacion. Consiste en un problema de optimizaciéon no lineal el
cual puede no ser sencillo de resolver de forma eficiente. Por otra parte, dado
que tiene restricciones no lineales, el conjunto factible puede no ser convexo,
por lo tanto no se puede garantizar que un minimo local sea minimo global del
problema. La mayoria de los algoritmos de optimizacién que se podrian utilizar
para resolver este problema requieren un punto inicial. Por otra parte, dado
que el problema no es convexo, distintos puntos iniciales podrian conducir a
distintas soluciones.

La formulacion FR (con norma euclideana) cuenta con un funcional convexo
y restricciones lineales, por lo que nos encontramos ante un problema convexo,
lo que garantiza que todo minimo local es también minimo global. Dado que
existe una amplia gama de algoritmos eficientes para la resolucion de problemas
de optimizacion convexa, consideramos esto como una propiedad importante
a la hora de buscar normas adecuadas o formulaciones eficientes del PIM. En
este caso el funcional es cuadratico lo cual, junto con las restricciones lineales,
define un problema de optimizacién cuadratica como fue visto anteriormente.

Si utilizamos la norma || - || k)2 en FR, obtenemos una formulacién equi-
valente a FU con norma Euclidiana, por lo que se puede ver que puede existir
algin tipo de equivalencias entre ambas formulaciones al considerar diferentes
normas. De todas formas en dicho cambio de FR se perderian las propiedades
positivas mencionadas sobre la misma.

Veamos ahora el procedimiento seguido para la generaciéon de desplaza-
mientos nodales con error. Consideremos los valores de Young de referencia
E7, excepto por el elemento 11, para el cual utilizaremos un valor que se en-
cuentre fuera del intervalo factible Iz, por ejemplo E;; = 3 Pa. El problema
directo es resuelto con estos valores de E, obteniendo asi los desplazamientos
con error o desplazamientos “medidos” U™.

Al realizar la optimizacion sin considerar el término de regularizacion (ag =
0), obtenemos el resultado que vemos en la Figura donde se muestran los
valores de E en cada punto de la barra identificado por el niimero de elemento
(Element number en inglés). Podemos apreciar que para ambas formulaciones
la restriccion Fp; < 2.5 Pa se vuelve activa y los valores de E obtenidos para
los elementos cercanos al 11 también pasan a tener un error considerable. Este
efecto es considerablemente mas negativo en la formulacion FR que en la FU.

Luego se considera el término de regularizacién escogiendo el coeficiente de
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10
Element number Element number

(a) Valores obtenidos sin regularizaciéon  (b) Valores obtenidos con regularizacion

Figura 4.1: Resultados de ejemplo unidimensional de identificaciéon de material.

regularizacion ap utilizando la estrategia descrita en la Seccion [£.2.3] Como
vemos en la Figura el resultado obtenido con la formulaciéon FU mejora
al aplicar regularizacion, consiguiendo identificar los valores correctos de FE.
Los resultados obtenidos usando la formulaciéon FR muestran que no es posible
identificar los valores correctos de E. Si se utilizan valores mayores para ag en
la formulacion FR el valor Fq; disminuye pero los valores de F de los elementos
12 a 20 también lo hacen, aumentando el error global del resultado.

Comparemos las formulaciones y los resultados obtenidos analizando tres
aspectos importantes: convexidad, costo computacional y aplicabilidad de re-
gularizacion. Respecto a la convexidad, ya hemos dicho que la FR consiste en
un problema de optimizacién convexa lo que representa una ventaja impor-
tante respecto a la FU. Sobre el costo computacional, también la FR es mas
adecuada ya que, al permitir su resolucién utilizando algoritmos para opti-
mizacion cuadratica, su costo computacional es considerablemente menor al
asociado a resolver la FU, que consiste en un problema de optimizaciéon no
lineal general. Por tltimo, viendo los resultados concluimos que no es posible
aplicar regularizacion exitosamente a la formulacion FR del PIM mientras que
si es posible en el caso de la FU. Esta desventaja de la FR es critica ya que en
aplicaciones reales siempre sera necesario aplicar regularizacion y ésta debe te-
ner efectos positivos sobre los resultados tal como lo hace sobre la formulacion
FU.

A partir de las conclusiones obtenidas enumeraremos algunas propiedades

que consideramos son fuertemente deseables para toda formulacion del PIM:
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= convexidad: el problema de optimizacion formulado debe ser convexo,

= eficiencia: debe ser posible la resolucion del problema de forma eficiente
comparada con las formulaciones existentes, asi como también su aplica-
ciéon a la resolucion de problemas de gran escala sin perder eficiencia,

» regularizacion efectiva: debe ser posible aplicar regularizaciéon para redu-
cir el efecto de error en los datos sin afectar excesivamente la solucion,

» formulacién en el continuo: la formulaciéon debe ser establecida en el
continuo para reducir la dependencia de los resultados respecto a la malla

utilizada.

4.2. Regularizacion

Como vimos en la Seccion [2.4.1] al formular problemas inversos se debe
prever la utilizacion de alguna estrategia de regularizacion. En esta seccion se
presenta brevemente el término de regularizacion escogido para las formulacio-
nes del PIM introducidas en este trabajo. Luego se desarrolla una estrategia
para su inclusion a los problemas de optimizacion del PIM y finalmente se

describe una estrategia para la eleccion del coeficiente de regularizacion ag.

4.2.1. Eleccion del término regularizador para el PIM

Considerando las hipotesis enunciadas anteriormente, la variable material
a identificar serd E. Se puede ver que el error presente en los desplazamientos
medidos tiene un efecto negativo sobre las distribuciones obtenidas, producien-
do soluciones con elevado gradiente de F. Es posible limitar el efecto negativo
del error en los datos penalizando soluciones con elevada magnitud de dicho
gradiente, es decir, definiendo como término regularizador una norma de VE.
Podriamos por ejemplo considerar R(E) = |VE ||%2(Q)2, funcional que tiene
la ventaja de ser diferenciable, pero puede mostrarse que esto proveeria dis-
tribuciones de F demasiado suaves donde se penaliza excesivamente los saltos
o escalones en las propiedades de materiales. En problemas donde el sélido
tiene una inclusién de diferente material con una interfaz claramente definida,
no se debe penalizar excesivamente las soluciones con saltos, por lo que este

regularizador no es apropiado y tampoco es frecuente en la literatura del PIM.

Existen otros enfoques diferentes como en (Warner et al| 2014} [Diaz et al.]
2015|) donde el funcional utilizado es similar al CEG visto en la Seccion y
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el término de regularizacion consiste en una distancia entre los desplazamientos
medidos y los considerados en el funcional CEG. Esto permite relajar la im-
posicion de los desplazamientos medidos, obteniendo soluciones con gradientes
de menor magnitud.

Uno de los regularizadores méas apropiados para problemas donde existen

inclusiones con cambio brusco de los parametros mecanicos es el de variacion

total o Total Variation (TV) (Vogell [2002)), que esta dado por:
R(E) = |VEl.0r = [ [VEId (4.4
Q

donde F es la funcién escalar definida en 2. Utilizando este término se logra
obtener distribuciones de E suaves, aunque la presencia de inclusiones no es
severamente penalizada. Inclusiones o cambios abruptos en las propiedades

del material son esperables en la resoluciéon de problemas de identificacion de

tumores en tejido mamario (Goenezen et al| [2012)).

El regularizador TV debe ser utilizado cuidadosamente, dado que en puntos

de gradiente nulo no es diferenciable. Esto puede provocar un mal desempeno
al utilizar algoritmos de optimizacion basados en gradientes. En ([Vogell [2002)

se describe una técnica utilizada para evitar esto, la cual consiste en considerar

el siguiente funcional modificado:
RI(E) = / VEP + 2.do, (4.5)
Q

donde ¢y es un parametro real suficientemente pequeno. Este procedimien-

to es aplicado en (Goenezen et al 2011} 2012) y permite obtener resultados

satisfactorios aunque introduce el inconveniente de tener que definir un para-
metro adicional. En la siguiente seccién presentaremos una metodologia para

la evaluacion sin requerir el uso de dicho parametro.

4.2.2. Aplicaciéon de regularizaciéon

Como ya hemos mencionado el pardmetro mecanico E es uniforme dentro
de cada elemento finito, por lo que existen discontinuidades en las interfa-
ces entre elementos. Para poder presentar el desarrollo matematico formal es

conveniente introducir la siguiente proposiciéon previa.

Proposicion 1. Sea una region Q@ C R" y la funcion f € Lo(S2) dada por:
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f1 st x E Ql
f@)=4q fo size (4.6) 0
a stx € Py

donde fi1 y fo son valores reales conocidos, las regio-
nes Q1 y Qy cumplen que (LU =Q y Ny =0,
y el conjunto Po = QN Qy estd incluido en un hiper-

plano. a es un valor real conocido.
Entonces se cumple:

TV(f) = /Q VA= - £l | ds. (4.7)

Po

En la figura del enunciado se muestra un esquema del dominio en el caso
R2. Una demostracion de esta proposicion se puede encontrar en
. Es importante remarcar que el valor de la integral no depende
del valor a.

La proposicion vista sera util para evaluar R en una malla de elementos
finitos. Al aplicar la discretizacion de elementos finitos obtenemos una malla
de elementos triangulares divididos por n., segmentos (o triangulos en el ca-
so de mallas de tetraedros). Cada segmento interior de la malla m separa a
dos elementos cuyos dominios pueden ser considerados como €2; y {25 en la

proposicion, obteniendo la siguiente igualdad:

Nseg

R(E) =) [P.E| = |PE|,, (4.8)

donde P es una matriz de tamano ngy, X ng y P, es la m-ésima fila de la
matriz. Si el segmento m divide a los elementos p y ¢ la matriz P esta dada
por:
lp, sij=p
P,,=1 —ln sij=gq (4.9)
0 sLj#qyj#p
donde /¢, es la longitud del segmento m.
El término obtenido en la Ecuacion permite el célculo de la integral
en un dominio discretizado. A pesar de esto el funcional continta siendo no

diferenciable en puntos con gradiente nulo por lo tanto se considera la siguiente
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identidad:

min 17
VA seg
S.a.
IPE[, = PE-Z< 0 (4.10)
—-PE-Z< 0
Z € R"ses

\

donde Z es una variable auxiliar asociada a la variaciéon de F entre elementos

contiguos y 17 = (1,...,1) € R™=. Mas adelante presentaremos las for-
seg

mulaciones discretizadas del PIM incluyendo este término de regularizacion y

confirmaremos que no es necesario el uso del pardmetro ¢y para obtener buenos

resultados.

4.2.3. Analisis de coeficiente de regularizaciéon

Como vimos, uno de los aspectos mas importantes de la técnica de regulari-
zacion es la eleccion del factor de regularizacion ag. En esta seccion se describe
una estrategia para la seleccion automéatica de dicho valor utilizando el criterio
de Morozov y un método de biseccion.

El criterio de Morozov establece que el ag apropiado es el maximo valor

para el cual se cumple

*

ar umHLQ(Q)Q <1,
Or -

|

m(ag) = (4.11)
donde u™ es el campo de desplazamientos medido, ug, . es el desplazamiento
solucion del problema directo usando los parametros mecanicos obtenidos al
resolver el problema de identificacién con el coeficiente ag y dr es una estima-
cion del error de medida. En pocas palabras, el ar adecuado es el mayor valor
que produce en U una diferencia del mismo nivel que el error presente en los
datos.

Consideremos que deseamos alcanzar un cierto valor objetivo m; que,
para satisfacer la desigualdad del criterio de Morozov, debe ser menor a 1,
y que existen dos valores (gt ¥ (r)ignt tales que m((ar)et) < Mopj ¥
m((QR)right) > Mopj. Es posible entonces aplicar un método de biseccién en

escala logaritmica, donde en cada iteracion (k) se define un nuevo ag de la
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siguiente forma

k k
(k) loglo((a%))left) + 10g10((04$%))right)

logyg o’ = 5 ) (4.12)
continuando el proceso como en el método biseccién usual,
sim(af)) <ma;  (ar)y, = ay)
(4.13)
si m(aly)) > Moy (ar)lm) = ol

El criterio de parada consistird en que se cumpla la condicion: ]m(a%)) -
Mepj| < tol,,, donde tol,, es una tolerancia definida.

La hipotesis de que se pueda encontrar un (ag)es: tal que m((ag)es) <
mep; puede no ser satisfecha cuando el nivel de ruido estimado dz es relati-
vamente elevado, por lo que esto podria representar una limitacién para el
método propuesto. En caso de no poder ser aplicada esta estrategia se puede
realizar la identificacion para diferentes valores de ag en un intervalo definido
y aun asi aplicar el criterio de Morozov o visualizar la distribuciéon para aceptar

o rechazar el valor ag.

En (Goenezen et al} [2011)) se eligen valores de « de acuerdo con el criterio

de Morozov aunque no se describe un método automatico. Una técnica de

eleccion de apg ligeramente similar ha sido utilizada en (Warner et al} [2014)

aunque el método de bisecciéon propuesto aqui promete una mejor convergencia.
La comparacion de desempeno de las diferentes estrategias debe ser realizada

a futuro.

4.3. Nuevas formulaciones del PIM

Como fue visto en el ejemplo unidimensional, la formulacion utilizada para
resolver el PIM puede modificar notablemente la calidad de los resultados
obtenidos. En esta seccién se desarrollan tres nuevas formulaciones del PIM,
las cuales poseen las propiedades anteriormente mencionadas como deseables.
Para cada formulacién un problema de optimizacién es formulado inicialmente

en el continuo para luego presentar las versiones discretas obtenidas al aplicar
el MEF.
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4.3.1. Formulaciones conicas del PIM

En esta seccion se presentan dos nuevas formulaciones, las cuales consisten

en problemas de optimizacion conica como los presentados en la Seccion 2.3.2]

Desarrollo en el continuo

Como se vio en la Seccién el CEGM representa uno de los métodos de
referencia para la resolucion del PIM. Para desarrollar nuevas formulaciones
que conserven sus buenas propiedades partiremos del problema definido por la

Ecuacion (2.74). Podemos ver que el mismo es equivalente a resolver

(a,gleﬂzlxc Ecram(o,C), (4.14)

donde recordamos que el funcional Ecggar estd dado por la Ecuacion ([2.75)).
Uno de los desafios de este tipo de métodos es la construcciéon del conjun-
to 3, particularmente cuando se utilizan elementos finitos con funciones de
interpolacion de orden superior a uno. Utilizando el principio de los trabajos
virtuales dado por la Ecuacion podemos reescribir el problema de la

siguiente forma:

)
min Ecpam(o,C),

ag,

s.a. (4.15)
/a:s(v)dV:l(v) Vv ey,
Q

CeC o€ H™Q),

logrando asi eliminar el conjunto ¥ de la formulacion.

Para eliminar el tensor de tensiones o como variable podemos aplicar una

estrategia mencionada en (Pagano and Bonnet] [2012)) que consiste en conside-

rar que dicho campo de tensores de tensiones deriva de un campo de despla-

zamientos w. Sustituyendo tenemos

( /.
min 8CEGM<(CW7 (C),
w,C

/QC[E(W)] ce(v)dV =1(v) VYvey,
CeC wel.

(4.16)
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Desarrollando el funcional obtenemos el siguiente problema equivalente:

(min / Cle(w) — e(u™)] : (e(w) — e(u™)) dV;

(4.17)
/Q(C[e(w)] ce(v)dV =1(v) VYvev,

L CeC wel.

Utilizando la hipotesis de isotropia y aplicando la discretizacion de elemen-
tos finitos obtenemos la siguiente formulaciéon
min LW — U)K (E)(W — U™),
s.a.
K(E)YW =F,
Enm <E < Ens

(4.18)

donde fue incluido el intervalo admisible para los valores de F.
Finalmente, sustituyendo la restriccion en el funcional obtenemos la si-
guiente formulaciéon equivalente
min 3 (U)TK(E)U™ + ;FTK(E)"'F,
5.4, (4.19)
Eml’n S E S Eméx~

La formulacién obtenida hasta aqui consiste en un problema de optimizacion
no lineal con un funcional no lineal pero convexo dado que fue obtenido a partir
del Ecpanr. Se puede ver que el problema de optimizacion obtenido tiene una
estructura similar al obtenido al considerar el modelo simple de optimizacién
estructural en la Seccion[2.3.2] Es por esto que se desarrollara un procedimiento

equivalente para obtener también un problema de optimizacién céonica para el
PIM.
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Formulacién Coénica Primal

Consideremos ahora dos variables auxiliares 7 y 7, con dos respectivas

restricciones de desigualdad, obteniendo la siguiente formulacién equivalente:

p

ETEL}/EF %TU + %TF
S.a.
(UM KE)U"< 7y (4.20)

FTKE)'F< 7
Emin S E S Ema',x'

\

El problema obtenido tiene un funcional lineal, restricciones lineales y una
restricciéon no lineal escalar.

Para eliminar la restriccion no lineal aplicaremos un procedimiento similar

al que se muestra en (Beck et al] [2009)) para la formulacion de problemas de

optimizacion estructural, aplicado también en la Seccion [2.3.2] En este caso en
lugar de utilizar la areas como variables utilizaremos los médulos de Young.

La matriz de rigidez puede ser escrita como:
ng ng B R
K(E)=)Y_ EBCB | =) EBB (4.21)
i=1 =1

donde B; es la matriz de derivadas de funciones de interpolaciéon del elemento
i-6simo, la matriz B; es dada por B; = BZ\/(C—l\/m y €] es el volumen
del elemento i-ésimo. En la literatura suele usarse otra notaciéon en la que lo
que aqui se define como B; es el traspuesto de la matriz de derivadas de las
funciones de forma. Por simplicidad de notaciéon mantendremos este criterio.
La formulacién obtenida aplicando el procedimiento mencionado tiene la

siguiente expresion:

(

o0, 30 5T
s.t.
(UM KE) U™ < 7
ik 26, < T (4.22)
Y5 Bigi= F
o> < 2Eie; i=1,...,ng
Enn SE < Epg,




donde las variables creadas e; son escalares y las variables o; representan tenso-
res de la misma dimension que el tensor de tensiones evaluado en cada elemento
o;. La restriccion lineal que involucra a & representa una condiciéon de equili-
brio o compatibilidad de tensiones, a su vez, en la solucién del problema, o;
puede ser asociado con la tension en el i-ésimo elemento.

Incluyamos ahora el término proveniente de la regularizacion visto en la
Seccién y utilicemos la notaciéon para problemas de optimizacion conica

vista en la Seccion [2.3.2] Obtenemos asi nuestra primer formulaciéon conica del
PIM:

, 1 1 T
E,TUI,/’I;'IF],I}B,&,Z 5TU + 5TF + arl*Z,
s.a.
ng ~
Y B;6; =F
i=1
—AE E + TU Z]R+ 0
ng
(CPCEG) = 2ei+7F 2r, 0, (4.23)
i=1

—E + Ensx ZRKE 0,
E—-E.. ZR"J:E 0,
-PE+Z zRiS 0,

PE+Z ZRZS 0,

Ei,ei,&TTZ 50, Zzl, ..., R,
i Q

\

donde Ay es una matriz que cumple AgE = (U™)" K(E) U™

La formulacion resultante tiene restricciones conicas de segundo orden y un
funcional lineal por lo que consiste en un problema de programacién conica de
segundo orden (SOCP). Como mencionamos existen diversos algoritmos para
la resoluciéon eficiente de este tipo de problemas y dado que la formulacion
resultante fue obtenida a partir del método CEG y es equivalente al CEGM,
hereda sus buenas propiedades tedricas como la convexidad del funcional. Da-
do que la formulacién consiste en un problema de Conic Programming esta
formulacion sera llamada CPCEG.

Hasta ahora fue considerado el caso en el cual se dispone de un tnico vector
de desplazamientos nodales medido. En diversas aplicaciones es posible tener

més de un campo de desplazamientos para distintos estados de carga. Por

ejemplo en (Goenezen et al] [2011]) se utilizan dos campos de desplazamiento
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para un estado de cargas variando la magnitud de la presién y otros dos campos
para otro estado de cargas.

Consideremos el caso en el que se dispone de dos campos de desplaza-
mientos bajo la hipotesis de pequenas deformaciones para estados de cargas
proporcionales. Esto quiere decir que contamos con el vectores de desplaza-
mientos medidos UT" asociado al estado de cargas F y el vector U7" asociado
al estado de cargas cF. Introduciendo la modificacion U}' = %U’Zn pasamos a
obtener dos campos de desplazamientos asociados al vector de fuerzas noda-
les F. Ahora realizando el procedimiento desde el comienzo, considerando dos
términos del funcional Ecpapr asociados a cada campo de desplazamientos, se

puede ver que la formulacién del problema pasa a ser:

( min i %(TU)l + %(TU)Q + 71 +apl’Z
E,(tv)1,(tv)2,7F,€,6

S.a.

i=1

— (UM KE)UT + (r0)1 =g, 0
—(UM)" K(E)UZ + (10)2 >, 0

(CPCEG) =
_Z2€i+TF >r, 0

=1

—E + E 4 ZRZE 0
E-E.n ZR"_:_E 0
-PE+Z ZRiS 0

PE + Z ZRZS 0

()

(4.24)

Si los estados de cargas asociados a los campos de desplazamientos medidos
no son proporcionales, es sencillo utilizar una formulacién méas general donde
se consideren restricciones adicionales para las variables e y o asociadas a cada
estado de cargas.

Finalmente se puede mencionar que a partir de los valores &; es sencillo
obtener las tensiones en cada elemento. Esto podria significar una ventaja
adicional importante al considerar otros modelos constitutivos o alguna ley
para definir tensiones admisibles en el solido. Investigar esto serda objeto de

trabajos futuros.
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Formulacién Cénica Dual

En algunos problemas de optimizaciéon puede ser conveniente resolver el
problema dual, por ejemplo en algunos modelos de optimizacion estructural se
obtienen formulaciones mas eficientes al resolver la formulacion dual
[and Nemirovski| [1997)). En esta seccion se presenta brevemente la formulacion
dual del CPCEG.

Aplicando la definicion de problema dual vista en la Seccion a la
formulacion CPCEG dada por la Ecuacion (4.23)), y simplificando algunas va-

riables y restricciones triviales obtenemos la siguiente formulacion:

;

win  —FTy+ Bl m — Bl
Y,Z1,.--,Z6
s.a.
z3+2, =apl”,
—2 + 25 — Pz3 + Pz, + 1pz; = JA]
(CDCEG) 7z 0
Zo ZRKE 0
Z3 ZRZS 0
zy Zgrs 0
vIB:BTy — 2(z5); <0 i=1,...,ng

(4.25)
donde y y z; son las variables duales del problema primal. Asi como las va-
riables primales tienen interpretaciones fisicas, las variables duales también
pueden ser interpretadas como energias, desplazamientos y deformaciones.

Esta formulacion también puede ser resuelta utilizando los mismos algorit-
mos eficientes utilizados para la formulacion CPCEG. El teorema de dualidad
nos permite asegurar que si la formulaciéon primal es factible entonces esta tam-
bién lo sera por lo que ambas tienen las mismas propiedades tedricas deseadas.
Los resultados numéricos sobre el desempeno computacional de estas dos for-

mulaciones conicas del PIM seran presentados en el siguiente capitulo.

4.3.2. Formulacion Cuadratica del PIM

Veamos ahora otra formulacion que, de acuerdo con la investigacion reali-
zada en la literatura, no ha sido anteriormente utilizada para resolver el PIM.
En esta seccion se presenta una formulacion en la que el problema puede ser

resuelto de forma muy eficiente, a través de la resoluciéon de un problema de
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optimizacién cuadratica, al igual que en la FR, pero sin perder las ventajas
més destacables del método CEGM.

Consideremos nuevamente ahora el problema dado por la Ecuacion (4.15))
el cual consiste en una formulacion equivalente al CEGM. Modifiquemos ahora
el funcional considerando que el tensor C~! deja de depender de C, y pasa a ser
un campo tensorial dado (C%*))~! donde (k) puede representar un paso de una
iteracion en caso de modificar el tensor para realizar varias identificaciones. Se

obtiene el funcional modificado &, dado por:

Sék)(a,(C) = %/Q(O’ — Cle(u™)]) : (C(k))_l [0 — Cle(u™)]] dV. (4.26)

Este funcional cuadratico es similar al presentado por (Ladeveze and Leguillon]

1983)) para el analisis de calidad de mallas de elementos finitos, pero no ha sido
aplicado a la resolucion del PIM.

Consideremos ahora el cambio de variable s = o — Cle(u™)]. Reescribiendo
la formulacion del PIM con el nuevo funcional y utilizando el cambio de variable

obtenemos:

(

(4.27)
/ Cle(u™)] : e(v)dV + / s:e(v)dV =1(v) Vve,
Q 0

CeC se HWO),

\

donde se considerd el dominio més general para el tensor s.

Apliquemos ahora la discretizaciéon del MEF a la formulacion presentada
en la Ecuacion . El campo tensorial s pasara a definir un vector de solici-
taciones S € R3"#, Utilizando también que el material es is6tropo, obtenemos

la siguiente igualdad

1 - 1 -
5[5 @AV =Y mE)er s, @)
i=1 7

donde S; es el vector con las componentes correspondientes al elemento ¢-ésimo.
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Para simplificar la notacion definimos la matriz M®*) como

M;, 0 ... 0
0 : 1
M®*) = , M =Gt (4.29)
0 E;
0 ... 0 M,,

Finalmente considerando también las variables asociadas a la regularizacion

obtenemos la nueva formulacion cuadratica del PIM:

[(min 1STM®'S + 0x17Z
ES 2

S.a.
K(E)U"+BS =F
(QPCEG) —E + Ejsx ZRZE 0 (4.30)
E—-E.qw zRiE 0
-PE+Z ZRis 0
PE +Z ZRZS 0.

\

El problema tiene un funcional cuadratico, ny restricciones lineales 2np
restricciones de caja y 4ng variables, por lo que es un problema de progra-
macion cuadratica. Esto permite asegurar que si hay minimo entonces es un
minimo global. Llamaremos a esta formulacion QPCEG dado que consiste en
una formulaciéon modificada del CEGM en la cual debemos resolver simple-
mente un problema de optimizaciéon cuadratica. En el siguiente capitulo se

mostraran resultados obtenidos utilizando esta formulacion.

4.4. Implementacién de formulaciones exis-

tentes

Para obtener resultados concretos sobre la eficiencia computacional de las
formulaciones propuestas debemos establecer una metodologia de validacion
y comparacion. La misma consistird en la implementacion de dos formulacio-
nes del PIM utilizadas en la literatura y la posterior resoluciéon de ejemplos
numéricos, comparando los resultados con los obtenidos con las formulaciones

propuestas. En esta seccion se presenta una implementacion realizada para las

66



formulaciones vistas en la Seccion 2.4.2]

4.4.1. Error cuadratico en desplazamientos

A partir de la formulacién del problema inverso utilizando el funcional
dado por la Ecuaciéon (2.71)) y aplicando la discretizacion de elementos finitos

obtenemos la siguiente formulacion:

| m
min = [U(E) - U3,
S a. (4.31)
Eml’n S E S Eméx

(NPQED)

donde M, es la matriz asociada a la discretizaciéon de la norma considerada
para Lo(€2)?, U™ es el vector de desplazamientos nodales medidos y la norma

| - |lm, esta definida como
|Ullm, = VUT™M,L,U VU e R™. (4.32)

Dado que U(E) es una funciéon no lineal en E el funcional a minimizar
también lo serd, por lo que debe ser utilizado un algoritmo para problemas ge-
nerales de optimizacion no lineal, por lo que llamaremos NPQED (Nonlinear
Programming Quadratic Error in Displacements) a la formulacion. Dado que
es posible y sencillo el calculo de gradientes del funcional se pueden utilizar al-
goritmos basados en gradientes, y eventualmente, para mejorar la convergencia
de los algoritmos, se puede calcular la matriz Hessiana, provocando también

un aumento considerable del tiempo requerido en cada iteracion del algoritmo.

4.4.2. Constitutive Equation Gap

Consideremos la formulacion del CEGM dada por la Ecuacion (4.15) y

nuevamente consideremos o = Cle(w)]. Aplicando la discretizacion del método
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de elementos finitos obtenemos:

(min W —U2
EW 2 (E)

s.a.

S K(E)W =F (4.33)
Eml’n S E S Eméx

| WeRw

Finalmente podemos utilizar la restriccion para eliminar la variable W y ob-

tener asi la siguiente formulacion:

E
s.a. (4.34)

A pesar de que el funcional es no lineal, es convexo y esto garantiza que los
minimos obtenidos al aplicar algoritmos de optimizacion seran minimos glo-
bales. Esta propiedad es muy importante, particularmente cuando se utilizan
algoritmos basados en gradiente. También utilizaremos algoritmos de optimi-
zacion no lineal (Nonlinear Programming) para resolver esta formulacion y por
eso es llamada NPCEG.
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Capitulo 5
Resultados numeéricos

Luego de haber presentado las nuevas formulaciones del PIM en el ca-
pitulo anterior, en este capitulo se presentan resultados sobre su desempeno
numérico. Los ejemplos que seran resueltos son ampliamente utilizados en la
literatura y en la mayoria de los casos estan inspirados de alguna forma en pro-
blemas de identificaciéon de propiedades en tejidos biologicos. En la Seccion
se resuelven tres ejemplos numéricos de identificacion, con el fin de validar
las implementaciones de los métodos de resoluciéon y comparar el desempeno
numérico de las mismas. En la Seccion se abordan ejemplos con alguna
caracteristica que acerca el problema a un caso més realista asociado a los

desafios planteados en la identificacion de propiedades de tejidos biolégicos.

Sobre los codigos y computadora usada Para resolver los problemas de
optimizacion planteados en las formulaciones NPQED y NPCEG se utiliza la
funcion fmincon de MATLAB, con las siguientes opciones: Algorithm: interior-
point, TolFun = TolX = 107°. En ambos casos los gradientes requeridos por
fmincon son calculados evaluando expresiones analiticas. Los problemas de
programacion coéonica de las formulaciones CPCEG y CDCEG son resueltos
utilizando la herramienta numérica Sedumi v1.30 , , ejecutada en
MATLAB. Para la formulacion QPCEG fue implementado un cédigo usando
la funcién quadprog de MATLAB. La resolucion del problema directo de elasti-

cidad se realiza utilizando una implementacion propia del método de elementos

finitos, utilizando como mallador la herramienta GMSH ((Geuzaine and Rema-|

[cle 2009) y Paraview (Ayachit] 2015)) para la visualizacién. Todos los ejemplos

son resueltos utilizando un computador Intel Core i7 con 8 GB de Memoria

RAM y los codigos son seriales, por lo que no se utiliza paralelizacion para
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resolver los problemas.

Medidas de error Para medir el error de las soluciones obtenidas en cada
ejemplo utilizaremos diferentes normas del error relativo Ag. Utilizaremos las

normas L, de la siguiente forma:

1AElL, @ A |E — E"|
B —— E=———

5EL = ) )
S PV P Lr

(5.1)
donde p es un ntimero natural, E” es el campo de moédulos de Young de re-
ferencia o solucion y E es la distribucion de modulos de Young de la que se
desea calcular el error. También utilizaremos la norma infinito como sigue:

128l

0B, = =supAp, (5.2)

||1||LOO(Q) zeN

donde aqui se utilizo que ||1|[,_ o) = 1.

5.1. Resultados numéricos comparaciéon for-

mulaciones

Para comparar el desempeno de las formulaciones presentadas, resolvere-
mos tres ejemplos numéricos similares a los mas usualmente utilizados en la
bibliografia reciente de identificaciéon de material. Se desea obtener conclusio-

nes sobre el desempenio numérico de las formulaciones propuestas.

5.1.1. Ejemplo 1

Buscando obtener una primer comparacion del desempeno de las formu-

laciones descritas en el capitulo anterior, resolveremos un problema de refe-

rencia ampliamente utilizado en la literatura (Florentin and Lubineauf 2010}
[Lubineau and Florentin 2011} [Moussawi et al| [2013]). En particular se desea

evaluar la eficacia de la regularizacion para mejorar la solucién en las nuevas

formulaciones del PIM propuestas, asi como también confirmar numéricamen-
te que las formulaciones CPCEG y NPCEG son equivalentes. Por ahora no
seré considerada la formulacion CDCEG, la cual es tedricamente equivalente
a CPCEG.
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El problema a resolver consiste en un sélido de seccién cuadrada de lado ¢ =
0.01 m y espesor unitario, formado por un material elastico lineal sometido a un
estado plano de deformaciones. El coeficiente de Poisson es v = 0.3 y el m6dulo
de Young esté definido en dos regiones como se puede ver en la Figura ,

con los valores de referencia Ef =1 MPa y E} = 2 MPa. La tension aplicada

—4—
O
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t t 1 1
(a) Geometria y condiciones de contorno.  (b) Desplazamientos de referencia, factor

de escala 0.3.

Figura 5.1: Esquema de geometria y condiciones de contorno de Ejemplo 1 y des-
plazamientos de referencia correspondientes.

es ¢ = 1 MPa. En las referencias citadas se utiliza este ejemplo para identificar
los valores de coeficiente de Poisson y médulo de Young aunque no se aplica
regularizaciéon. En este caso identificaremos solamente modulo de Young y
aplicaremos regularizacion para reducir el efecto del error en los datos sobre la
solucion.

Para resolver el problema directo utilizamos una malla estructurada de
200 elementos triangulares con interpolacion lineal de los desplazamientos. El
campo de desplazamientos obtenido es llamado desplazamiento solucién o de
referencia. El vector de desplazamientos nodales es notado U” y es mostrado
en la Figura Para el problema inverso se considera la misma malla
que para el problema directo y cada uno de los elementos tendré un valor de
modulo de Young a determinar. Es por esto que el problema inverso tiene 200
valores de médulo de Young como incognitas a determinar.

Para emular desplazamientos medidos experimentalmente, se adiciona error
a los desplazamientos reales tal como es realizado en diversos articulos de la
literatura. En este ejemplo consideraremos error en desplazamientos de dos
formas: adicionando error aleatorio a los valores de médulo de Young de re-

ferencia y adicionando un error debido a la interpolacién de desplazamientos
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nodales entre mallas diferentes. Mas adelante veremos una justificacion del
error introducido como interpolacién de mallas.

Dado que uno de los objetivos es comparar las formulaciones NPQED y
NPCEG se utilizaron los mismos pardmetros para definir el criterio de parada
y en ambos casos el funcional fue escalado de forma tal de tener gradiente
unitario para el punto inicial. Como punto inicial se consider6 la distribucion
uniforme F(z) = 1.5 MPa. Para la identificacion con la formulacion CPCEG
no se utiliza punto inicial (el algoritmo no lo requiere) y se consideraron las
opciones pars.eps = 0 y pars.bigeps = 1073 para la ejecucion del Sedumi.
La formulacion QPCEG es resuelta utilizando quadprog, para el cual no se
utilizoé valor inicial. De todas formas se utilizo la distribucion E(x) = 1.5 MPa
para el calculo de M® en la Ecuacion . En el caso de la formulacion QP-
CEG con seleccion automética de ag, la distribuciéon E* obtenida para cada
valor ap es usada para calcular M®) | para la identificacion con el nuevo ag.
Para la inicializacién del proceso de biseccion se considerd (og)iest = 10740 y
(OR)right = 10° y un Morozov objetivo de 0.95 £ 0.05 para todas las formu-
laciones. El intervalo de valores E factibles est4 determinado por los valores

minimo y maximo En, = 10 Pa y Ens = 107 Pa respectivamente.

Resultados para error en F

Para la introduccién de error en los datos a través del valor de E se utiliza

una metodologia similar a la aplicada en (Canelas et al [2014]). En la misma

se introducen errores en los parametros materiales de referencia E” obteniendo
parametros con error E™ con los que se resuelve el problema directo, obte-
niendo desplazamientos medidos U™. Al valor de elasticidad soluciéon de cada

elemento E] se adiciona un error dg, de la siguiente forma:

donde dg, es generado de forma aleatoria con una distribucion normal de media
nula y varianza tal que el nivel del ruido introducido ng= JET' sea indepen-
diente de la malla utilizada. Resolviendo el problema directo utilizando los
parametros materiales E™ se obtienen los campos de desplazamientos U™ pa-
ra tres niveles de ruido ng: 0.01, 0.05, y 0.1.

Recordando la definicién de la Ecuacion obtenemos la siguiente ex-
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presion

ng
; g, | S|
e =g (5.4)

Introduciendo un cambio de variable X; = dg,|€;| v considerando X de dis-
tribucién normal X ~ A(0,0%) se puede mostrar que, para un nimero de

elementos ng considerablemente elevado, se cumple:

ng

e = E(X) 51

(5.5)
donde E(-) es la funcion esperanza. Operando llegamos a una expresion para

la varianza:

il

s (5.6)

O = NE

Dado un nivel de error en F y una malla, podemos ahora utilizar esta expresion
para introducir de forma apropiada el error.

Dado que la informacion utilizada para resolver el problema inverso con-
siste en desplazamientos, es importante tener una nociéon del nivel del error
que estamos introduciendo a los desplazamientos. Para esto realizamos 10 re-
soluciones del problema directo para cada nivel de ruido para dos mallas: 198
y 1126 elementos. En la vemos los valores de los promedios de los

errores obtenidos.

ne (%)

Error ng 1 5 10
NE 198 1 0.963 5.035 10.22
N 198 1 0.194 0.798  1.952
NE 1126 | 1.013  5.015  9.975
Nu 1126 | 0.096  0.498  1.051

Tabla 5.1: Ejemplo 1: promedios de niveles de error ng y 7, obtenidos para 10
ejecuciones.

En la tabla n, es calculado de la siguiente forma:

= [u™ —u"[| 1,0
. =

(5.7)

lur || £, )2

Podemos ver que en mallas de menor ntimero de elementos el error producido

en u es mayor.
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Se realiza la identificacion utilizando los parametros enumerados anterior-
mente. En todas las formulaciones se utiliza el procedimiento descrito en la
Seccién para la eleccién de ag. En la vemos los resultados
del error obtenido para diferentes niveles de ruido ng. En cada formulacion
el F* utilizado para calcular los errores es el obtenido al finalizar el proceso

iterativo de bisecciéon. En la tabla t. representa el tiempo total requerido y la

Formulaciéon ng = 0.01 ng = 0.05 ng = 0.1

0B}, OB, t.(s) | OB OEL  t.(s) | OB}, SE:,  t.(s)
NPQED 1.096 19.544 23253 | 3.753 39.662 19993 | 6.373 37.996 18643
NPCEG 0.510 5.139 15067 | 2.485 14.556 14677 | 4.737 27.488 12740
CPCEG 0.510 5.096  29.4 | 2485 14.501 274 | 4.737 27486 244
QPCEG 0.525 6.120 7.6 2321 15920 8.2 4511 29913 7.7
CPCEGNR || 1.344 5.906 27 | 4530 16.959 2.8 10.289 48.388 2.7

Tabla 5.2: Resultados de Ejemplo 1, error introducido en E.

formulacion CPCEGNR consiste en ejecutar la identificaciéon con la formula-
cion CPCEG sin utilizar regularizacion (g = 0) para la cual no se aplica el
método de biseccion. Los niveles de error introducidos en u en este caso son:
0.27%, 0.94% y 2.4 % correspondientes a ng: 1 %, 5% y 10 % respectivamente.

Lo primero que se observa es que los resultados de las formulaciones NP-
CEG y CPCEG son practicamente idénticos en error y que la CPCEG requiere
un tiempo 500 veces menor. También vemos que la formulacion NPQED re-
quiere un tiempo 40 % mayor que la NPCEG, logrando obtener un error ligera-
mente superior en el F. Finalmente vemos que la formulacion QPCEG provee,
en este caso, resultados comparables con los de la NPCEG y la CPCEG en un
tercio del tiempo requerido por la CPCEG.

Resultados para error en U

A continuaciéon se resuelve el problema incluyendo error en los desplaza-
mientos considerando el error producido al interpolar desplazamientos obte-
nidos con una malla fina en una malla gruesa. Es decir, los desplazamientos
nodales son interpolados a nodos de una malla formada por menos elementos.
Este tipo de error puede surgir al utilizar datos obtenidos experimentalmente
en un conjunto de puntos distinto a los nodos de la malla de elementos fini-
tos utilizada para resolver el problema inverso, como se plantea en

D012).
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En este caso se generan los desplazamientos de referencia con una malla
de 20000 elementos, y luego se interpola a la misma malla de 200 elementos
utilizada anteriormente, produciendo un nivel de error 7, de 1.77%. Es im-
portante destacar que este error es de una naturaleza diferente al producido al
considerar error en F dado que en este caso no es seguro que exista un campo
de propiedades mecéanicas que produzca los desplazamientos U™.

En la [Tabla 5.3 vemos los resultados de error obtenido asi como también

los tiempos necesarios para la identificacion donde ’its.” representa el nimero

Form | 0E,, JEL | aR m | t(s) its. t./its. (s)
NPQED 5.613  40.59 2.690 0.957 | 24115 7 3445
NPCEG 0.747 3.811 20.35 0.962 | 15622 8 1953
CPCEG 0.747 3.811 20.35 0.962 21 8 2.7
8
1

QPCEG 0.559 3.386 | 4.5-107'* 0.916 7 0.9
CPCEGNR || 39.32 1104 0 - 2.8 2.8

Tabla 5.3: Resultados de Ejemplo 1, error de interpolacién en U.

de iteraciones del método de biseccion y por lo tanto el valor ’t./its.” indica
el tiempo promedio que lleva realizar una identificaciéon con cada formulacién.
Los valores de ag y m son los correspondientes a la tltima iteracion del método
de biseccion.

Observamos que la formulacion NPQED requiere un tiempo considerable-
mente mayor que las otras formulaciones, asi como también el error es mayor.
Por otra parte NPCEG logra obtener un error reducido aunque no logra reducir
considerablemente el tiempo de resolucion respecto a NPQED. La formulacién
CPCEG provee resultados idénticos en el orden de una milésima parte del
tiempo. Finalmente vemos que, en este ejemplo, la formulacion QPCEG logré
un resultado mejor que las otras formulaciones en un tercio del tiempo de la
CPCEG.

Para ver los resultados de forma grafica se presentan los mapas de pro-
piedades mecénicas y error. En la comenzamos viendo el mapa de
propiedades mecénicas (a: escala de color azul) y error relativo (b: escala de
colores rojo a amarillo) obtenidos al aplicar la identificacion sin regularizacion
CPCEGNR a los datos con error de interpolacion. Se puede apreciar grafica-
mente que el error es elevado y no es posible identificar la geometria de la

inclusion.
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(a) Props CPCEGNR (b) Error CPCEGNR

Figura 5.2: Resultados de Ejemplo 1, identificacion sin regularizacion.

En la vemos los mapas de propiedades mecanicas obtenidos al
aplicar las cuatro formulaciones utilizando regularizacién. Vemos que las tres
ultimas formulaciones logran identificar claramente la inclusion y obtener los
valores de modulo de Young con un error muy reducido. De todas formas
veremos los mapas de error relativo para buscar posibles diferencias en los
resultados.

En la vemos los mapas de error relativo en propiedades mecani-
cas obtenidos al aplicar las cuatro formulaciones. Confirmamos nuevamente los
resultados de la tabla, donde vemos que NPCEG y CPCEG proveen resulta-
dos idénticos mientras que QPCEG aporta resultados con un error ligeramente

menor en este ejemplo.

Conclusiones preliminares

Viendo los resultados obtenidos para las formulaciones NPCEG y CPCEG
confirmamos lo esperado: ambas formulaciones son equivalentes y por ello pro-
veen distribuciones de modulos de Young practicamente iguales. De todas for-
mas vimos que la formulacion CPCEG es més eficiente ya que requiere un
tiempo considerablemente menor. Se destaca ademés que el tiempo necesario
para hacer la identificacion para NPCEG y NPQED depende del punto ini-
cial utilizado. Los resultados obtenidos fueron generados utilizando un punto
inicial considerablemente cercano al punto solucion.

Vemos que en este ejemplo la formulacion QPCEG compite con la CPCEG,
ya que los errores son comparables y los tiempos son ligeramente inferiores.

En los préximos ejemplos continuaremos comparando estas dos formulaciones.
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E (Pa) E(Pa)
19750406 19960+06

1.8e+6 18646

16846 16846

1de+6 14de+6

2e+6 EIQE-‘-O

2.795e+05 —9.880e+05

(c) CPCEG (d) QPCEG

Figura 5.3: Resultados de Ejemplo 1, médulos de Young obtenidos utilizando datos
con error de interpolacion.

A partir de los resultados obtenidos sin y con regularizacion, confirmamos
que es necesario considerar un término regularizador para obtener soluciones
con un error aceptable en F'y que las formulaciones propuestas son compatibles
con el funcional de variacion total. En los siguientes ejemplos no aplicaremos
las formulaciones NPCEG y NPQED con el objetivo de centrarnos en las for-

mulaciones propuestas.

5.1.2. Ejemplo 2

A continuacién resolveremos otro problema con el objetivo de comparar en
mayor profundidad el desempeno de las formulaciones CPCEG y QPCEG. La

geometria considerada en este caso también corresponde a un ejemplo usual-

mente utilizado en la literatura (Banerjee et al}[2013)), el cual esté inspirado en

problemas de identificacion en tejidos biologicos. Comenzaremos describiendo
el problema y luego mostraremos los resultados obtenidos al considerar dife-
rentes tipos de errores en los datos.

La geometria del problema consiste en un dominio cuadrado de lado ¢ =
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Figura 5.4: Resultados de Ejemplo 1, errores relativos obtenidos utilizando datos
con error de interpolacion.

0.1 m con dos inclusiones circulares de 0.0125 m de radio y con condiciones de
contorno que se pueden ver en la[Figura 5.5] Los valores de moédulos de Young
de referencia considerados son: E] = 2.5 MPa, Ej = 10 MPa y Ef = 5 MPa.
Se considera que el material es elastico lineal e is6tropo con coeficiente de
Poisson uniforme conocido v = 0.2. Se genera un campo de desplazamientos

obtenido con una tensiéon aplicada ¢ = 1 MPa.

Resultados para error en F

Comenzaremos considerando error en el médulo de Young de la misma for-
ma que fue hecho en la Seccion [5.1.1] con ng = 0.1. Para la optimizacion al
igual que en los ejemplos anteriores se consideran los siguientes limites minimo
y maximo para el valor de F: Fpnm = 10 Pay Ens = 10° Pa. Las tolerancias
para los criterios de parada para cada algoritmo son consideradas iguales al
ejemplo anterior. Se utiliza una malla no estructurada de 1078 elementos tanto
para la generacion de los desplazamientos como para la identificaciéon. La elec-

cion del pardmetro ag se realiza de forma automética aplicando la metodologia
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Figura 5.5: Esquema de geometria y condiciones de contorno de Ejemplo 2.

descrita anteriormente con un Morozov objetivo m = 0.95 4 0.05 partiendo de
(AR)izg = 1074 y (aR)der = 10°.

En la vemos los resultados obtenidos al aplicar las formulacio-
nes CPCEG y QPCEG. Vemos que las distribuciones de moédulos de Young

Form | 6E;  0EX | tiempo(s) its tiempo/its (s)
CPCEG | 3.705 23.405 667.5 8 83.4
QPCEG | 3.612 23.819 53.0 9 5.9

Tabla 5.4: Resultados de Ejemplo 2, error en F, ng = 0.1

obtenidas con ambas formulaciones tiene errores similares, mientras que la for-
mulacion QPCEG requiere menos de una décima parte del tiempo necesario
para resolver el problema con la formulacion CPCEG. Nuevamente la formu-
lacion QPCEG sigue siendo competitiva con CPCEG en términos de error.
Para comparar de forma grafica los resultados veamos los mapas de propie-
dades mecéanicas presentados en la Apreciamos que a pesar de no
obtener de forma precisa el valor de F,, ambas formulaciones consiguen iden-
tificar las geometrias de las inclusiones. Veamos el mapa de errores relativos

para apreciar los errores mas claramente.
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E (Pa) E (Pa)
7.659e+06 7.618e+06
7e+é 7e+6
be+6 6e+6
Se+6 5e+6
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1696406 2.315e+06

(a) CPCEG (b) QPCEG

Figura 5.6: Resultados de Ejemplo 2, médulos de Young obtenidos utilizando datos
con error en E.

En la podemos ver los mapas de error relativo obtenidos para

cada formulaciéon. En estas imagenes podemos apreciar que para ambas formu-

— Erron Error
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~6.5260-04 2,8556-04

(a) CPCEG (b) QPCEG

Figura 5.7: Resultados de Ejemplo 2 errores relativos obtenidos utilizando datos
con error en F.

laciones el error se concentra en la region 2 donde ambas soluciones tienen un
error relativo de 23.5 % aproximadamente. QPCEG tiene un error promedio
menor pero un error maximo mayor, por lo que siguen compitiendo de forma

similar.

Resultados para error en U

A continuaciéon aplicaremos ambas formulaciones a casos con errores en
los datos considerablemente mas exigentes. Se considera error incluido direc-
tamente en el vector de desplazamientos siguiendo un procedimiento utilizado
en (Banerjee et al 2013} [Warner et al [2014]).
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Para generar los desplazamientos a utilizar se resuelve el problema directo
con las propiedades mecanicas de referencia y un mallado de 12312 elementos.
Los desplazamientos nodales obtenidos son (desplazamientos de referencia) U”
son afectados por un error aleatorio para generar los desplazamientos “medi-

dos”, de la siguiente forma:
Uur =U(1+ oyr;) (5.8)

donde r; representa la entrada i-ésima de un vector de valores aleatorios de
distribucion gaussiana de media cero y varianza unitaria y el valor considerado
para 0y es 0.01. Estos desplazamientos nodales son finalmente interpolados a la
malla utilizada para realizar la identificacion, que tendra una menor cantidad
de elementos. En este ejemplo consideraremos tres mallas: 1078, 1552 y 3186,
que se corresponderan con los niveles de error ny: 0.59%,0.58 % y 0.57 %,
respectivamente.

Se observo que el método propuesto para la eleccion automatica de ag no
es efectivo cuando existe error aleatorio en U del nivel considerado y el factor
0r es calculado utilizando el 7, correspondiente. Realizaremos la eleccion de
apr de forma manual, utilizando como criterio las geometrias identificadas y el
error 0F, .

En la vemos los resultados obtenidos luego de la identificacion.

Nuevamente vemos que la formulacion QPCEG es 10 veces mas rapida que la

Foom | ng | 0E; | 0EL | aR tiempo(s)
CPCEG | 1078 | 5.810 | 47.215 | 1.19-10~* 91.3
QPCEG | 1078 | 7.499 | 47.502 | 2.15-107 7.8
CPCEG | 1552 | 5.805 | 40.936 | 1.19-10~* 249.9
QPCEG | 1552 | 8.161 | 45.972 | 9.43-10%° 9.6
QPCEG | 3186 | 11.74 | 68.070 | 2.03 - 10~1° 23.7

Tabla 5.5: Resultados de Ejemplo 2, ruido §y = 0.01

CPCEG, aunque en este caso vemos que el error de la solucion de la QPCEG
es al menos un 30% mayor. También se ve que al aumentar la cantidad de
elementos de la malla, la formulacion CPCEG disminuye el error obtenido,
no siendo asi en la formulacion QPCEG. La formulacion CPCEG requiere
mayores recursos de memoria por lo que no pudo ser aplicada para el mallado

de 3186 elementos, mientras que la formulacion QPCEG es capaz de resolver
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este problema, gracias a la menor cantidad de variables y la eficiencia de los
codigos de programacion cuadratica utilizados.

En la vemos los mapas de modulos de Young obtenidos para
las formulaciones CPCEG y QPCEG para la malla de 1552 elementos. Ambas

E (Pa)
5.906e+06
5.6e+6

E (Pa)
6.924e+06

be+6
4.8e+6

5e+6
4e+6

de+6
3.2e+6
3e+6
2.4e+6

2e+6
578e+06

1.602e+06

(a) CPCEG (b) QPCEG

Figura 5.8: Resultados de Ejemplo 2, médulos de Young obtenidos utilizando datos
con error en desplazamientos con dy = 0.01 y ng = 1552.

formulaciones logran identificar las inclusiones de forma aceptable y no se
percibe una diferencia importante en los mapas, por lo que pasamos a ver los
mapas de errores.

En la vemos los mapas de errores relativos. En estos graficos

Error
4597601

W Error
4.094e-01

v s

H\HHH‘HHH
N
=}
=}
3

1.048e-03

(a) CPCEG b) QPCEG

1.355e-04

Figura 5.9: Resultados de Ejemplo 2, errores relativos obtenidos utilizando datos
con error en desplazamientos con dy = 0.01 y ng = 1552.

logramos distinguir una diferencia importante en el error, mientras en la CP-
CEG el error se concentra en una inclusion, en la QPCEG esta més disperso
en el dominio, explicando el error dg« superior obtenido.

Se debe aclarar que los resultados obtenidos en este ejemplo y los presen-

tados en la literatura no son comparables de forma directa ya que en otros
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trabajos, como en (Warner et al] [2014)) se utiliza méas de un campo de despla-

zamientos como dato.

Conclusiones preliminares

Al utilizar error en los médulos de Young, ambas formulaciones proveen
resultados buenos de identificacion pudiendo reconocer la geometria de las
inclusiones y los valores de E con un error global menor al 4 %. Nuevamen-
te ambas formulaciones son eficientes aunque la QPCEG requiere un tiempo
menor asi como también menores recursos de memoria.

Se aprecia que el error es mayor en la region de la inclusiéon con mayor
valor F. Esto puede ser debido a que el efecto de la regularizaciéon de proveer
distribuciones uniformes de F afecta en mayor medida a los valores obtenidos
en regiones con mayor diferencia de F, es decir, un mayor error en la inclusion
2 que en la 3.

Los resultados vistos para datos con error en desplazamiento marcan una
primer diferencia entre las formulaciones QPCEG y CPCEG: la QPCEG ob-
tiene resultados con un error mayor a la CPCEG. A pesar de que el error
obtenido por la QPCEG es aceptable y es ejecutada en un tiempo menor, la

CPCEG se muestra como una formulacién mas robusta en este caso.

5.1.3. Ejemplo 3

En este ejemplo se busca obtener una tultima comparacion entre formula-
ciones, contrastando la CPCEG con su formulacion dual CDCEG presentada
en la Ecuacion (4.25)). Por otra parte también se desea obtener una estimacion
empirica de la relaciéon entre el tamano del problema a resolver y el tiempo
requerido por cada formulacion.

Resolveremos un problema con la geometria del Ejemplo 1, considerando
error en los valores de modulo de Young de nivel ng = 0.05. Utilizaremos
mallas estructuradas de: 32, 392, 512, 800, 1152, 1352 y 1568 elementos, tanto
para el problema directo como para el inverso. Para cada malla un error en F
es generado, produciendo un error en U ligeramente diferente indicados en la
tabla de resultados.

En la vemos los resultados obtenidos al resolver el problema. Se
puede ver que la formulacion CDCEG obtiene un error igual o ligeramente

superior a la CPCEG en nueve de diez mallados, mientras que en el ltimo

83



CPCEG CDCEG

Nelem | 0Ur, | 6E;, O0E3 tiempo(s) | 0E; ~ 0E;  tiempo(s)
32 3.943 | 11.19 41.64 1.023 11.19 41.67 0.878
392 1.020 | 2.094 15.61 9.711 2.100 15.99 7.262
512 0.821 | 1.905 19.32 16.32 1.879 19.55 13.14
800 0.785 | 1.812 20.34 43.26 1.889 22.00 31.52
1152 0.854 | 1.743 20.62 109.7 1.761 20.22 75.13
1352 0.681 | 1.551 21.45 164.7 1.936 24.89 123.6
1568 0.445 | 1.387 17.61 239.6 4.834 43.32 137.9

Tabla 5.6: Resultados de Ejemplo 3.

mallado se detecta un error considerablemente superior. También vemos que
la formulacion CDCEG requiere aproximadamente un 20 % menos tiempo en
todos los casos excepto para la ultima malla de 1568 elementos.

Continuemos el anélisis viendo la representacion grafica de los resultados.
En la vemos representados en escala logaritmica los resultados

obtenidos. A la izquierda vemos el grafico de tiempos de ejecuciéon en las orde-
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(a) Tiempos. (b) Cociente de errores 6E} /0UL,.

Figura 5.10: Resultados de Ejemplo 3, valores de tiempos de ejecucion y errores
obtenidos para mallas de diferente cantidad de elementos finitos.

nadas y el nimero de elementos de la malla en el eje de abscisas. Lo primero
que se observa es que para ambas formulaciones existe una clara relacion lineal
entre el logaritmo del tiempo requerido y el logaritmo del tamano del problema.
Dejando de lado el dato para 32 elementos se obtiene una relaciéon aproximada

entre el tiempo de ejecucion t y el numero de elementos de la malla n, dada
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por:
logo(t) =~ 2log(n) — 4.2 = t~6.3x10°n? (5.9)

Segun esta relacion un problema de 10000 variables requeriria menos de dos
horas para ser resuelto.

Para la ultima malla la formulacion CDCEG no logra resolver el problema
de forma satisfactoria. Esto puede ser observado en el grafico de la derecha,
donde vemos graficado el cociente de errores 0E7 /0U,.

La herramienta numérica Sedumi no realiza ciertos pre procesamientos de
los sistemas lineales a resolver, por lo que para resolver el CPCEG se ha visto
que un escalamiento de las variables mejora el resultado. Dicho escalado fue
realizado en cada aplicacion del CPCEG. Por otra parte, en el caso de CD-
CEG los modulos de Young son variables duales, por lo que el escalado en las

variables primales del CDCEG no mejoraria el precision de los E obtenidos.

Conclusiones preliminares

Sintetizando el analisis de los resultados, concluimos que la formulacién
CDCEG es ligeramente mas eficiente que la CPCEG en la mayoria de los casos
resueltos, aunque en los otros casos CDCEG no logra resultados satisfactorios
si se utiliza herramientas como Sedumi. Esto muestra a la CDCEG como mas
eficiente que la CPCEG pero no tan robusta como esta tltima. Un analisis mas
cuidadoso de la resolucion de la CDCEG debe ser realizado para su aplicacion

al PIM, utilizando también otras herramientas numéricas.

5.2. Resultados numéricos problemas realistas

En esta seccion abordaremos problemas similares a los anteriores con la
particularidad de contemplar condiciones mas realistas que las consideradas
hasta el momento. Comenzaremos resolviendo un ejemplo donde la geometria,
parametros y condiciones de contorno considerados estan inspirados en las de
un vaso arterial. Luego resolveremos problemas de identificacion utilizando
desplazamientos obtenidos aplicando una técnica de procesamiento de image-
nes usualmente usada para procesar imégenes de ultrasonido intra vascular
(IVUS). Finalmente se resuelve un ejemplo en el cual los datos medidos son

generados utilizando un modelo de Elasticidad no Lineal.
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5.2.1. Ejemplo 4

En este ejemplo resolveremos otro problema presente en la literatura del
area, donde se consideran valores de propiedades mecanicas y cargas en el
orden de las consideradas al modelar una secciéon transversal de una arteria
cardtida con un importante grado de estenosis. Se desea someter la formulacion
CPCEG a un problema desafiante no resuelto en la literatura del area tal como
es abordado aqui.

El ejemplo esté inspirado en el anéalisis realizado por (2008)), aunque
para las consideraciones del problema de identificaciéon y modelado, usaremos

practicamente todas las hipotesis consideradas por [Franquet et al| (2012)).
El problema consiste en un dominio con la geometria dada en la[Figura 5.17]

donde la region del solido estéa dividida en 16 particiones. Se consideran apoyos

de forma tal de eliminar movimientos rigidos y una presiéon uniforme interna

q = 5 kPa, aplicada como se muestra en la figura. En la figura se puede apreciar

Figura 5.11: Esquema de Ejemplo 4: geometria y particiones de malla.

la malla de elementos finitos a utilizar para el problema inverso, formada por
1492 elementos triangulares lineales.

Respecto a las propiedades materiales se consideran tres materiales que
componen la pared arterial. El anillo exterior es considerado arteria sana, o
healthy artery (HA) y su valor de modulo de Young es Eya = 600 kPa, en el
esquema esta region esté formada por las zonas 1 a 6. Luego en contacto con
esta zona tenemos tejido enfermo o diseased tissue (DT) con un moédulo de

Young ligeramente superior Fpr = 800 kPa, y esta zona es formada por las
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regiones 9 a 16. Finalmente tenemos un centro lipidico o lipidic core (LC) donde
se considera un moédulo de Young bajo Erc = 10 kPa, ocupando las regiones
7 v 8. Se considera estado plano de deformaciones al igual que en (Franquet
. Por otra parte, dado que se cuenta con una herramienta de anélisis

para solido compresible el coeficiente de Poisson serd v = 0.3 en lugar de 0.49.

Identificaciéon con un campo de desplazamientos

Para la generacion del desplazamiento de referencia se resuelve el problema
directo con una malla no estructurada de 12770 elementos, para luego inter-
polar los desplazamientos obtenidos a la malla de 1492 elementos obteniendo
asi U". Los desplazamientos obtenidos al utilizar la malla de 1492 elementos

con los valores de E", seran los U™ y presentan un error de nivel ny = 4.52 %.

En (Franquet et all 2012) se considera una variable de FE por cada uno

de los materiales de referencia, es decir que se consideran tres variables para
identificar. En este ejemplo seran considerados los mismos tres grupos de dicho
articulo, asi como también consideraremos los 16 grupos definidos por las par-
ticiones. Finalmente se resolvera el problema considerando un valor de médulo
de Young por cada elemento de la malla, como en los ejemplos anteriores.

En los casos donde haya grupos no se aplicara regularizacion, ya que la pro-
pia agrupacion oficia de regularizador. Esta agrupacion podria ser obtenida a

partir de la aplicaciéon de alguna técnica de segmentacion automética a image-

nes de tejidos biolégicos obtenidas utilizando ultrasonido (Witzenburg et al|
2015)). A continuacion desarrollaremos los resultados obtenidos al utilizar cada

una de estas agrupaciones de particiones.

Identificacién con tres grupos Consideremos ahora que los elementos son
agrupados segin los moédulos de Young de referencia: HA incluira los elementos
de las particiones 1 a 6, LC incluird las particiones 7 y 8, y DT incluira las
particiones 9 a 16. La identificaciéon se realiza utilizando la formulacion CP
sin término de regularizacion, los valores minimo y méximo considerados para
E son Eygym = 10 Pay Eng = 10° Pa. Se considera una variable E por cada
grupo, es decir que tendremos 3 valores E a identificar. Se podria decir que,
estrictamente, este problema no forma parte de los problemas de identificacion
no homogénea. De todas formas, seré resuelto dado que es el enfoque presente

en la literatura para la geometria de interés utilizada.
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En la se muestran los resultados de la identificacion, donde los

modulos de Young obtenidos son E* y el error relativo es calculado como

SE =E *b?,,ET . Podemos ver que el error obtenido en los valores de E es aceptable

Region || E” (kPa) | E* (kPa) | 0E(107?)
HA 600 581.66 -3.06
LC 10 8.90 -11.0
DT 800 764.82 -4.40

Tabla 5.7: Resultados de Ejemplo 4, para identificacién con 3 grupos de elementos.

teniendo en cuenta el nivel de error en U. El mayor error relativo se presenta
en la region con menor E, aunque en términos absolutos el mayor error se
presenta en la region con mayor modulo de Young. En este caso vemos que
la propia agrupaciéon de elementos funciondé como regularizador tal como era

esperado.

Identificaciéon con 16 grupos Consideremos ahora que cada una de las par-
ticiones mostradas en la tiene una variable de modulo de Young a
identificar. Nuevamente realizamos la identificacion con los mismos pardmetros
que en el caso anterior.

En la vemos los resultados obtenidos para cada grupo de elemen-

tos. En este caso obtenemos errores ligeramente superiores al caso anterior.

Region || E” (kPa) | E* (kPa) | E(1072)
1 600 568.41 -5.27
2 600 568.39 -5.27
3 600 560.06 -6.66
4 600 559.96 -6.67
5 600 568.65 -5.22
6 600 568.63 -5.23
7 10 8.42 -15.76
8 10 8.42 -15.76
9 800 773.22 -3.35
10 800 773.34 -3.33
11 800 764.63 -4.42
12 800 764.63 -4.42
13 800 629.80 -21.28
14 800 629.89 -21.26
15 800 728.04 -8.99
16 800 728.00 -9.00

Tabla 5.8: Resultados de Ejemplo 4, identificacion usando 16 grupos de elementos.
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En la Figura vemos el mapa de valores de médulo de Young ob-

tenidos en la identificacion. Apreciamos que la region correspondiente al lipid

E (Pa) Error
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(a) Modulos de Young. (b) Mapas de error relativo.

Figura 5.12: Resultados de Ejemplo 4, identificaciéon con 16 grupos de elementos.

pool es claramente identificada respecto a los valores las otras regiones.

En la Figura[5.12(b)| vemos el mapa de errores relativos en valor absoluto.
Podemos apreciar que en este caso el mayor error relativo ocurre en las regiones
13 y 14, y en segundo lugar, nuevamente en las regiones 7 y 8. En términos
absolutos el error en 7 y 8 no es significativo mientras que al ver el error
considerable de las regiones 13 y 14 se repite otra vez el efecto de reduccion de
los valores de E' mas elevados de la solucion en regiones en contacto con valores
menores. Esto se ve también en las regiones 15 y 16, aunque en menor medida.
De todas formas vemos que se logran identificar las relaciones de rigideces entre

las regiones.

Identificaciéon sin grupos Finalmente realizamos la identificacién con un
valor de médulo de Young por cada elemento. En este caso se debe aplicar
regularizacion al igual que en los ejemplos anteriores. La resolucion de este
ejemplo sin grupos no ha sido encontrada en la literatura del area.

En la[Tabla 5.9 vemos los errores obtenidos para dos valores de ag, un valor
bajo ag = 1077 y otro valor elevado ag = 3.0 x 107%. También se presentan
los valores correspondientes del parametro de Morozov m.

En la Figura vemos el mapa de modulos de Young con: un valor
de ap = 1077 mientras que en la Figura vemos el mapa obtenido
utilizando ar = 3.0 x 1075.

Los mapas de errores relativos son presentados en la Figuras [5.14(a)| y
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aR 0EL, | 0F« m
1.00E-007 || 15.6 | 99.84 | 0.26
3.00E-006 || 30.2 | 50.07 | 2.47

Tabla 5.9: Resultados de Ejemplo 4, identificacién sin utilizar grupos de elementos.
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Figura 5.13: Resultados de Ejemplo 4, médulos de Young obtenidos por identifi-
caciéon sin grupos.

5.14(b)| para ag bajo y alto respectivamente. Vemos que nuevamente la region
LC es identificada aunque las interfaces entre los otros materiales no pueden
ser claramente identificadas. También podemos apreciar que el regularizador
no es suficientemente efectivo ya que incluso para el valor de ag bajo, observan
discontinuidades en la zona central y continuidad en la zona derecha, lejos de

la zona de aplicacion de la carga.

Tiempos Enla vemos los tiempos requeridos para cada identifica-

cion. No es posible hacer una comparacion directa con los tiempos presentados

Método | tiempo (s) | t;/ta
directo 0.56 -

3 grupos 26.1 46.6
16 grupos 29.7 53.0
libre 276.1 493.0

Tabla 5.10: Ejemplo 3, tiempos requeridos por procedimientos numeéricos usados.

en (Franquet et al][2012)) ya que no se estan utilizando los mismos computado-

res ni los mismos cédigos. De todas formas, podemos tomar como referencia
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Figura 5.14: Resultados de Ejemplo 4, errores relativos obtenidos por identificacion
sin grupos.

el tiempo que requiere el codigo propio desarrollado en realizar el analisis de
elementos finitos del problema elastico lineal, y ver la relacién con el tiem-
po de identificacion. En la tabla ¢;/t4 representa el cociente entre tiempo de

identificacion y tiempo de analisis.

En (Franquet et al] [2012]) se resuelve un problema directo mas complejo

con una malla mas densa y elementos finitos de mayor orden, y el tiempo
requerido para cada resoluciéon del problema directo es similar, lo que muestra
que disponemos de una herramienta considerablemente mas lenta. Tomando

esto en cuenta podemos concluir que la formulaciéon conica es claramente mas

eficiente que el método utilizado en (Franquet et al] [2012) lo que es esperado

ya que en dicho articulo se utiliza un método de gradiente.

Conclusiones preliminares

Observando los resultados se puede decir que este ejemplo representa un
desafio para el método de identificacion con la estrategia de regularizacion
utilizada. El autor no ha visto resuelto este ejemplo considerando un £ por
cada elemento en la literatura, lo que confirma el desafio que representa. El
problema es debido en parte a la sensibilidad de los desplazamientos respecto
a la variacion del F de cada elemento.

Se observd también que al considerar otras condiciones de contorno sobre
el problema, como una presion externa de la misma magnitud que la interna,
los resultados de la identificacion mejoran significativamente. Estas condicio-

nes de contorno no representan la realidad que se intenta reproducir, pero el
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resultado muestra que, para esta formulacién, la precision en los modulos de
Young obtenidos en cada elemento pueden estar asociados al nivel de defor-
macion del elemento. Esto permite sugerir que en regiones con menor energia
de deformacion, la sensibilidad del funcional ante una variacién en E es con-
siderablemente menor. Modificaciones en el funcional y el regularizador seran
consideradas como parte de los trabajos futuros a proponer.

Una alternativa para paliar el resultado negativo visto en la resolucion de
este problema, consiste en utilizar como datos més de un campo de despla-
zamientos. En la siguiente seccidon presentaremos un resultado preliminar del

trabajo que se esté realizando en esta direccion.

Identificaciéon con tres campos de desplazamientos

Viendo los resultados obtenidos anteriormente en este ejemplo, surge la
motivacion de buscar estrategias para mejorar las distribuciones de £ obtenidas
al realizar la identificaciéon sin grupos. Una posible alternativa es utilizar mas
de un campo de desplazamientos como dato. En esta seccién continuaremos
utilizando la misma geometria y condiciones de contorno pero generaremos los
desplazamientos dato adicionando error en F.

Considerando los mismos valores utilizados anteriormente para E” y utili-
zando el procedimiento del Ejemplo 1, son generados de forma aleatoria tres
distribuciones de E™ con ng = 0.02. Tanto para la resoluciéon del problema di-
recto como para la identificacion se utiliza una misma malla de 748 elementos.
Los tres campos de desplazamiento generados U™ tienen niveles de error ny,
iguales a: 7.37-1073,8.34- 1073 y 1.11 - 1072

Comenzamos realizando la identificaciéon con un campo de desplazamien-
tos. Se utiliza la misma geometria y condiciones de contorno por lo que nos
encontramos ante un problema similar al resuelto anteriormente. Utilizamos
el primer campo de desplazamientos, el cual tiene menor error, y aplicamos la
estrategia de seleccion automética de ag obteniendo los resultados mostrados
en la [Figura 5.15] Podemos apreciar que a pesar de considerar un error bajo
en F y de utilizar el campo de desplazamientos de menor error no es posible
obtener una identificaciéon satisfactoria del mapa de propiedades mecanicas.
Esto es coherente con los resultados vistos en la secciéon anterior.

Procedemos ahora a realizar la identificaciéon considerando dos casos mas.

Por una parte utilizaremos los tres campos de desplazamientos considerando
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(a) Modulos de Young. (b) Errores relativos.

Figura 5.15: Resultados de Ejemplo 4, identificacién realizada con un campo de
desplazamientos y datos con error introducido en F.

el desplazamiento promedio en cada nodo, y por otra parte consideraremos
los tres desplazamientos de forma independiente para aplicar la formulacion
presentada en la Ecuacion . En los tres casos se realiza la identificacion
aplicando el criterio de seleccion de agr con los mismos parametros, con la
formulacion CPCEG.

En la se presentan los resultados numéricos mas importantes.

Se puede apreciar que, en este ejemplo, el uso més de un campo de despla-

Formulacion | 0E; (%) OE: (%) | its aR

Un desplazamiento 9.23 279.9 11 3.22E-07
Desplazamiento promedio 6.63 131.9 9 3.06E-07
Tres desplazamientos 7.89 87.95 8 8.43E-07

Tabla 5.11: Resultados de Ejemplo 4.

zamientos produce una notoria mejoria en los resultados, reduciendo el error
maximo entre un 50 y 70 %. La utilizacién del promedio provee un menor error
0E1,, mientras que utilizar los desplazamientos de forma independiente reduce
el maximo error cometido.

Para complementar el anélisis, en la se presentan los mapas
de propiedades mecéanicas y errores relativos obtenidos al utilizar tres campos
de desplazamientos de forma independiente. En este caso se logra distinguir
mas claramente la interfaz entre los distintos materiales en la zona derecha del

dominio, lo que representa una clara mejoria. El error maximo no parece estar
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Figura 5.16: Resultados de Ejemplo 4, identificacién con tres desplazamientos se-
parados y error introducido en FE.

concentrado como el caso de un desplazamiento.
En la vemos los gréaficos obtenidos al identificar con el despla-

zamiento promedio. Los graficos obtenidos son similares a los vistos al utilizar

E(Pa) Error
ES. 332e+05 1.319e+00
—6.3e+5 0.1
—34.2e+5 001
—Ez.m»s —=0.001
4.6282+403 =8.067e-05
(a) ap =1077 (b) agr =3.0 x 1076

Figura 5.17: Resultados de Ejemplo 4, errores relativos, identificaciéon con tres
desplazamientos separados y error en E.

tres desplazamientos aunque la concentracion de errores y la distribucion de
propiedades parece tener un comportamiento similar al de un campo de des-

plazamientos.
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Conclusiones preliminares

Viendo los resultados concluimos que la utilizaciéon de mas de un campo de
desplazamientos mejora de forma notable los resultados, por lo que se aconseja
su aplicacion a la hora de procesar datos reales. Mayores estudios deben ser
realizados para distinguir con mayor detalle diferencias de desempeno entre
el uso del desplazamiento promedio o los desplazamientos de forma indepen-
diente. También se entiende necesario cuantificar las ventajas de identificar
utilizando varios desplazamientos linealmente independientes, es decir genera-

dos por vectores de fuerzas nodales no proporcionales.

5.2.2. Ejemplo 5

En este ejemplo deseamos tener un primer acercamiento hacia la aplica-
cion de estas formulaciones para la identificacién de propiedades mecéanicas en
arterias utilizando imagenes médicas. En los problemas de identificacion de
propiedades en tejidos biologicos, los campos de desplazamientos son obteni-
dos a través de la aplicacion de técnicas de procesamiento de imégenes. Estas
imagenes son habitualmente obtenidas utilizando ultrasonido debido al relati-

vo bajo costo del equipamiento y, por ejemplo en el caso de Cancer de mama,

por estar asociados a procedimientos menos invasivos (Goenezen et al.| [2012]).

En el caso particular de la identificacién de propiedades de arterias, las iméa-
genes de ultrasonido son obtenidas utilizando procedimientos invasivos como
IVUS (Intra Vascular Ultra Sound) (Le Floc’h et all [2010]). El procedimiento

de procesamiento de imagenes e identificacion de propiedades es brevemente

descrito junto a una revision de la literatura en (Pérez Zerpal 2012)). Un gru-

po de técnicas utilizadas para el procesamiento de las imagenes es llamado
Optical Flow (OF). El grupo HeMoLab del LNCC se encuentra desarrollando
y aplicando técnicas de OF al tratamiento de imagenes obtenidas utilizando
IVUS. En esta seccién se presentan resultados preliminares de identificacion
utilizando datos procesados por integrantes de dicho grupo.

Sean dos imagenes de un mismo cuerpo obtenidas en dos instantes de tiem-
po diferentes, se desea obtener el vector de desplazamiento de cada punto de
la imagen. Cada imagen es formada por una malla estructurada z-y de pizels
y una funcion de intensidad I, (z,y,t). De forma sintética se puede decir que
la técnica OF obtiene el desplazamiento de cada pixel de la imagen imponien-

do que la intensidad I,, de cada punto del cuerpo no varie en el movimiento.
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Para realizar eso, cada método especifico resuelve un problema que, de forma

general, se puede escribir como:

o1, \*
min  Z(u) + aOFHVuH%Z(Q), Z(u) = / (Vln ‘u+ E) dQ, (5.10)
u Q
donde u es el campo de desplazamientos de todos los pizels y ozop||Vu||%2(Q)
representa un término de regularizacion utilizado para penalizar soluciones

de desplazamientos con fuertes discontinuidades. Omitiremos los detalles del

método y su aplicacion a las imagenes, el lector puede encontrar detalles y

referencias en (Maso Talou et al.} 2015]).

Geometria rectangular

Consideremos el problema abordado en el Ejemplo 1. Utilizando el campo
de desplazamientos obtenido por el método de elementos finitos, se produce
una imagen del cuadrado luego de ser deformado por la carga aplicada. Uti-
lizando las imégenes previa y posterior a la deformaciéon se aplica la técnica
OF, obteniendo los campos de desplazamientos que se muestran a la izquier-
da en la Los vectores de desplazamientos obtenidos por el MEF

3.564e-01
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g

‘-!:\\\\\\:1\-
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A SSS NN

9.441e-03
(a) Comparacion desplazamientos (b) Error relativo de desplazamientos

Figura 5.18: Resultados de Ejemplo 5, geometria considerada y comparacion de
desplazamientos.

son representados en azul mientras que los obtenidos con la técnica de OF son
mostrados en rojo. A la derecha vemos un mapa de errores relativos del despla-

zamiento. Podemos ver que los desplazamientos en las interfaces de materiales
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son identificadas con bajo error, mientras que en los contornos se observa un
error superior a 30 %.
En la[Figura 5.19 vemos los mapas de modulos de Young obtenidos para dos

valores de ag. Vemos que para un valor de ag bajo, es posible identificar con

E (Pa) E(Pa)

1951e+06
1.69%e+6
143e+0
1.168+6

9017e+05

(a) ap =2.4x 1075 (b) ar =1.0 x 1074

1.609e+06

1.46e+0

1.32e+6

1.18e+6

1033e+06

Figura 5.19: Resultados de Ejemplo 5, mapas de propiedades mecanicas obtenidas.

precision aceptable los valores de médulo de Young de la region de la inclusion
y el dominio que lo rodea. De todas formas, el error observado en los contornos
superior e inferior afecta la soluciéon produciendo un error considerable en dicha
area. Cuando el valor de ai elevado es considerado se obtiene una solucién con
menores discontinuidades aunque los valores se alejan de la soluciéon como es

de esperar.

Geometria anular

El problema que se resolveré a continuacién consiste en un anillo formado
por dos materiales sometido a presiéon interna uniforme. En el cuarto superior
tiene un modulo de Young E7 = 10° Pa (indicado con tono claro en la imagen)
y un material de E5 = 6 - 10° Pa es considerado para el resto del dominio.
Ambos materiales tiene un coeficiente de Poisson v = 0.45.

En la Figura [5.20| vemos los desplazamientos obtenidos aplicando el MEF
comparados con los desplazamientos obtenidos por el método OF. A la derecha
vemos el mapa de errores relativos.

Al realizar la identificaciéon obtenemos resultados similares a los vistos en
el caso anterior. El costo a pagar por identificar las interfaces claramente es la

pérdida de precision en los valores identificados.
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(a) Vectores de desplazamientos MEF y (b) Mapa de error relativo.
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Figura 5.20: Ejemplo 5, geometria anular, comparaciéon de desplazamientos de
MEF y Optical Flow.

Conclusiones preliminares y trabajos futuros

Concluimos que el error introducido al aplicar técnicas como OF para la
obtencion de los desplazamientos, dificultan al método de identificacion la ob-
tencion de las distribuciones de material con precision. A pesar de esto, las
geometrias o interfaces entre materiales son identificadas correctamente para
los ejemplos resueltos.

A pesar de obtener resultados que deben ser mejorados se debe destacar
que, en algunas aplicaciones, el hecho de identificar la geometria de la inclusion
y un orden del valor de Young correspondiente es un logro suficientemente
importante. Mas ain cuando esto es realizado con altos niveles de eficiencia
computacional.

Considerando que el error introducido por el OF estara presente en datos
reales de desplazamientos U™, se debera mejorar los resultados utilizando mas
de un campo de desplazamientos, algo que es posible ya que las imagenes
obtenidas con IVUS consisten de una serie de imégenes en varios instantes de
tiempo.

Modificaciones en el funcional y el regularizador deberan ser consideradas
buscando resolver problemas con importante variaciones de energia deforma-
cion. También se debera investigar posibles modificaciones del abordaje del OF,

por ejemplo modificando el término de regularizaciéon de la Ecuacion ((5.10]).
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(a) ap = 1.3 x 10~ (b) ag =3.1x 1073

Figura 5.21: Resultados de Ejemplo 5 con geometria anular, propiedades mecénicas
obtenidas.

5.2.3. Ejemplo 6

En aplicaciones de Biomecanica, la resoluciéon del problema directo sue-

le involucrar modelos no lineales, por ejemplo en [Goenezen et al| (2012) un

modelo elastico no lineal es considerado para la identificaciéon de propiedades
mecanicas de tumores de mama.

En este ejemplo se presentan los resultados obtenidos al aplicar el méto-
do de identificacion a datos obtenidos considerando las no linealidades de la
Elasticidad Finita. Por otra parte, también se considera que al identificar no
se cuenta con informacion sobre las interfaces o ubicacion de las inclusiones,
etc, por lo tanto, para el problema inverso se utiliza una malla estructurada.

En particular se resuelve un ejemplo donde las interfaces internas no pueden
ser encontradas como bordes de elementos de la malla. En este ejemplo la

formulacion CPCEG es aplicada.

Generacion de datos e identificacidon

El problema considerado consiste en un dominio cuadrado de lado ¢ = 1 m,

con una inclusién circular de radio 0.25 m y condiciones de contorno mostradas

en la El comportamiento hiperelastico asumido para el material
estd dado por el modelo de Curnier descrito en la Secciéon [2.1.1] por lo tanto

la densidad de energia de deformacion esta dada por:

U(L) = A\(J —log(J) — 1) + uTr(L?). (5.11)
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Figura 5.22: Esquema de Ejemplo 6: geometria, condiciones de contorno y malla
de 1250 elementos.

Los parametros A y p son parametros positivos que, para el modelo linealizado,
se corresponden con los parametros de Lamé.

Los parametros de referencia considerados son A = 20/3 Pa 'y u = 4 Pa
para la inclusion, mientras que para el resto de el dominio los parametros son
A =2/3 Pay p = 04 Pa. Esto es equivalente a decir que, para pequenas
deformaciones, el modelo linealizado tiene pardmetros v = 0.25 y £ = 1 Pa
para el cuadrado, y v = 0.25 y £ = 10 Pa para la inclusion.

La carga aplicada ¢ = 0.12 Pa produce sobre el sélido las deformaciones
mostradas en la El problema directo es resuelto utilizando una
malla no estructurada formada por 2254 elementos triangulares. Las mallas
deformada e indeformada son presentadas en la figura, asi como también la
magnitud de los vectores del campo de desplazamientos. No hay factor de
escala aplicado por lo que se puede apreciar que el material sufre grandes
deformaciones.

Los desplazamientos son interpolados a una grilla regular de 26 x 26 nodos,
obteniendo asi los desplazamientos “medidos” del ejemplo U™. Los puntos de
esta grilla definen una malla estructurada de 1250 elementos mostrada en la
Esta malla sera considerada para la resolucién del problema in-

verso, por lo tanto, las interfaces de la inclusion no estan representadas por

100



Desplazamientos (m)
1.2e-01

0.065054
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Figura 5.23: Ejemplo 6: Deformacién y mapa de magnitudes de desplazamientos
producidos para la carga aplicada ¢ = 0.12 MPa y malla no estructurada de 2254
elementos.

bordes de los elementos de la malla.

El criterio de parada considerado para las ejecuciones del SeDuMi es el
mismo que en los ejemplos anteriores. Para el proceso de biseccion se utilizo
(aR)iest = 107 y (g)rignt = 10%. Para el calculo del pardmetro dp se gener6
un vector de desplazamientos U, en los nodos de la malla estructurada, consi-
derando un modelo lineal con los parametros de referencia. Luego se considerd
dr = 1.15||U — U™||,. Esta estimacion del error introducido tiene, en cierto
modo, en cuenta la no linealidad del problema y el error cometido al identificar
con un modelo no lineal.

El método de identificacion es aplicado obteniendo el pardmetro de regu-
larizacion 6ptimo ap = 5.62 x 10~* y la distribucién de parametros materiales
mostrados en la [Figura 5.24] En la misma se muestra que la identificacion es
capaz de identificar adecuadamente las interfaces de la inclusion. Ademas, a
pesar de que los desplazamientos medidos corresponden a un modelo no lineal,

los parametros mecénicos del modelo linealizado son correctamente estimados.
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Figura 5.24: Resultados de Ejemplo 6, moédulos de Young obtenidos.

Conclusiones preliminares

Los resultados obtenidos permiten concluir que la metodologia propuesta
es capaz de identificar informaciéon importante del material incluso cuando el
solido es sometido a grandes deformaciones, con un comportamiento no lineal
y sin contar con informacion sobre la geometria de las inclusiones. A pesar de
esto, una extension formal del método para identificacion de propiedades en

modelos no lineales debe ser desarrollada en trabajos futuros.
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Capitulo 6

Herramientas para el modelado

fraccional

Dado que los datos disponibles de mediciones no invasivas en humanos
consisten en valores de presion y diametro, los métodos utilizados para el mo-
delado de su comportamiento son de naturaleza diferente a los de identificacién
no homogénea. El objetivo en esta area es aportar al mejoramiento del mode-
lado del comportamiento constitutivo de los modelos simples que pueden ser
aplicados con los datos disponibles en la actualidad o a corto plazo.

En este capitulo se presentan herramientas desarrolladas para la introduc-
cion de nuevos modelos viscoelédsticos y la correcta estimacion de sus parédme-
tros mecanicos. En la Seccién se presenta un nuevo elemento reoldgico a
ser utilizado como parte de los modelos viscoelasticos. Luego en la Seccion
se describen tres enfoques diferentes para aplicar los modelos constitutivos vis-
coelasticos al problema de arterias sometidas a presion interna. Finalmente en
la Seccion se introduce una formulacién de un problema inverso para la

identificacion de los parametros mas adecuados a partir de los datos.

6.1. Un nuevo modelo fraccional

En la Seccion fueron descritos los modelos viscoelésticos mas impor-
tantes utilizados para el modelado del comportamiento constitutivo de tejidos
biologicos. Los resultados de la literatura muestran que los mismos pueden ser
mejorados a través del aumento de la complejidad de los modelos. En
se incrementa el niimero de brazos de Maxwell obteniendo un me-
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jor ajuste a datos de tension y deformacion de tejidos porcinos. Una desventaja
de este enfoque es el aumento de las constantes a determinar en el proceso de
identificacion.

En esta secciéon se describen los modelos viscoelasticos fraccionales, los
cuales mejoran las capacidades de los modelos viscoelasticos clasicos, asi como
también se presenta un nuevo elemento reolégico que permite mejorar ain mas

el ajuste de estos modelos a datos experimentales.

6.1.1. Modelado Viscoelastico Fraccional

Analisis fraccional

La teoria del Anélisis Fraccional consiste en una generalizacion del Analisis
Diferencial, donde el concepto de derivada de una funcién se generaliza para
ordenes de derivacion no enteros. En esta seccion se presentaran los conceptos

minimos para la aplicaciéon de esta herramienta al modelado constitutivo, el

lector interesado puede continuar la lectura en (Podlubny} [1999)).

Dado que consiste en una generalizacion, existen diferentes posibles defini-

ciones para la derivada. A pesar de que la busqueda de definiciones apropiadas

sigue siendo tema de investigacion (Khalil et al| [2014]). En este trabajo se

considera la definicién de Riemann-Louville con limite inferior —oo. La misma

es descrita en ([Podlubny} [1999) como una definicién apropiada para procesos

estacionarios, como solidos sometidos a cargas periddicas.
La expresion matemética de esta definicion para una funcion real f(t) esta

dada por la siguiente expresion:

t (n)
Do‘f(t):ﬁ/mﬁch7 n—1<a<n, (6.1)
donde « representa el orden de derivacion y I' es la funcion gamma, la cual
consiste en una generalizacion de la funcién factorial para ntmeros reales.
Podemos ver que al considerar n = 1 y a = 0 obtenemos la expresion de la
propia funcion y en el caso n =2 y a = 1 obtenemos la derivada primera.
Una propiedad 1util, que es verificada por la definicion adoptada, es la si-

guiente:
D™ = (iw)*e™ VteR, VaeR, (6.2)

donde el valor * puede ser calculado utilizando la identidad ¢* = cos (oz%) +
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7 sin (a%). Este calculo es el realizado por la herramienta numérica GNU-

Octave, la cual utilizaremos para obtener los resultados numéricos.

Elemento spring-pot

El analisis fraccional cobré gran interés para los investigadores en modelado
constitutivo de materiales a partir de la segunda mitad del siglo XX, cuando

se comienza a formalizar el concepto de derivada fraccional para formular el

elemento fraccional llamado spring-pot (Bagley and Torvik] [1983)). Este ele-

mento representa un comportamiento intermedio entre un resorte (spring) y
un amortiguador (dash-pot). Este comportamiento complejo es representado

de forma sencilla a través de la siguiente ecuacion:
op(t) = B D%p(t),  a€[0,1], (6.3)

donde « es el orden de derivacion que relaciona tension y deformacion, op(t)
y er(t) representan la tension y la deformacion en el instante ¢ en el elemen-
to fraccional respectivamente, mientras que £ y n son parametros mecanicos
asociados a la rigidez (para o = 0) y la viscosidad (para o = 1).

Este elemento ha sido recientemente utilizado para mejorar la capacidad de
modelos viscoelasticos de Kelvin para el ajuste del comportamiento mecénico
de arterias (Zhang and Liuf 2015} [Craiem et al) [2008). En dichos trabajos

se destaca el potencial del pardmetro o como constante asociable con una

interpretacion fisica o fisiologica del comportamiento del material.

6.1.2. Nuevo elemento viscoelastico fraccional

En esta seccion se presenta una extension del elemento fraccional descrito
en la secciéon anterior, el cual sera introducido en el modelo SLS en la proxima
seccion, obteniendo un modelo de pocos parametros con una gran capacidad

para modelar comportamientos complejos.

Presentacion HOSP

Como vimos en el elemento spring-pot el parametro « es considerado en el
intervalo [0, 1]. Este intervalo para el valor a sera denotado [,. Consideremos
ahora que se permite un mayor orden para la derivada extendiendo este inter-

valo a I, = [0,2]. Este elemento es llamado high-order spring-pot (HOSP) y
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no ha sido visto en la literatura de modelado de comportamiento constitutivo
de materiales, por lo que representa una nueva herramienta para el modelado
del comportamiento mecénico.

Como vimos el comportamiento del elemento spring-pot puede tener inter-
pretaciones fisicas con orden de derivacion entre 0 y 1. En el caso del HOSP
resulta desafiante encontrar una interpretacion fisica asociada con el compor-
tamiento constitutivo al considerar 6rdenes de derivaciéon mayores a 1. La bus-
queda de una interpretacion fisica serd parcialmente abordada més adelante,
de todas formas es relevante demostrar que esta nueva relaciéon de mayor orden
entre tension y deformacion es admisible desde un punto de vista termodina-

mico.

Factibilidad fisica del HOSP

A continuacion se muestra que el elemento HOSP presentado anteriormen-
te es fisicamente admisible. Se mostrarad que la restriccion o < 2 puede ser
considerada en lugar de a@ < 1 sin violar las restricciones termodinamicas,
permitiendo asi su utilizaciéon en modelos viscoelasticos. Las restricciones ter-
modinadmicas son impuestas a través de la condiciéon de disipacion positiva en
un ciclo termodinamico. A partir de la imposiciéon de las restricciones se ob-
tiene una relacion entre los parametros de forma similar a como es realizado
en (Bagley and Torvik] [1986} [Friedrichf [1991)).

Consideremos que las funciones de deformaciéon y tension pueden ser des-

compuestas utilizando series de Fourier,

e(t) = Z eneMt o(t) = Z op et (6.4)
n=0 n=0

donde 7 es la unidad imaginaria. Los coeficientes complejos €, y o, deben
generar funciones (t) y o(t) reales.

Se considera la ecuaciéon constitutiva del elemento HOSP con parametros
mecanicos E) y 7/ en la que la derivada de la deformacion puede ser sustituida
por la derivada de la expresion de la Ecuacion . Utilizando la identidad
dada por la Ecuaciéon se obtiene:

o(t) = E\ 7. D%(t), = o,=FE\ 7. (i \)%n, (6.5)
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identidad que permite obtener los coeficientes de la tension respuesta o, gene-
rada por el elemento HOSP para una deformaciéon dada.
De la misma forma se obtiene la descomposicion de la funcién de la primer

derivada de la deformacion:

o]
Et) =) it = é =il (6.6)
n=0
Para validar el modelo constitutivo, debemos verificar que las leyes termodi-

namicas son satisfechas. En particular se consideran procesos termodinamicos

cerrados, en los cuales la disipacion debe ser no negativa (Silhavy}, [1997} |(Gurtin|

2009).

Consideremos un proceso termodindmico cerrado en el cual las influencias

térmicas pueden ser despreciadas y la conductividad del sélido es suficiente-
mente alta como para considerar que el gradiente de temperaturas es nulo. La
tasa de variacion del trabajo interno w es igual a la tasa de variacion de la

energfa libre de Helmholtz ¢) mas la disipacion 9, es decir:
W =1 + 0. (6.7)

Dado que la energfa libre ¢ es una variable de estado, la integral de ¢ en

cualquier proceso cerrado es nula. Considerando un periodo 7', obtenemos la

T T
/wdt:/ 9dt > 0. (6.9)
0 0

La integral asociada al trabajo interno puede ser calculada de la siguiente

/Odet = /OT (o,€) dt, (6.9)

donde (a,b) = a - b, siendo b el conjugado de b. Sustituyendo las expresiones

de las Ecuaciones (6.5 y se obtiene:

T T o oo
/ wdt = / <Z E1 7—; (@)\n)agn ei>\nt> (Z i)\ngn ei)\n t) dt. (610)
0 0 n=0

n=0

siguiente desigualdad

forma:

Las funciones exponenciales consideradas forman una base ortogonal para el
producto interno usual en espacios de funciones continuas complejas.

Utilizando la condicién de disipacion positiva para todo proceso, se puede
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ver que todos los términos de la sumatoria deben ser positivos, por lo tanto
obtenemos las siguiente desigualdades equivalentes a la restriccion termodiné-

mica:

R(EL 7. A2% e, (—iAngn)) >0 & S ([en]?® By 7o AZi% Ay) >0,
(6.11)
donde R e & representan la parte real e imaginaria respectivamente. Susti-
tuyendo la expresion de i* en la segunda desigualdad se obtiene la siguiente

restriccion para el pardmetro a:
/o ™
Ey7. sin (a§> > 0. (6.12)

Dado que E; y 7, son constantes positivas, se concluye que o debe pertenecer
al intervalo real [0, 2] para obtener un elemento fraccional consistente con la
teoria termodinémica.

Este resultado permite concluir que el elemento HOSP es apropiado para
su uso en modelos de comportamiento constitutivo.

Adicionalmente se puede demostrar que la factibilidad termodinamica esta
asociada a una simple condiciéon geométrica del grafico de la histéresis. En un ci-
clo cerrado fisicamente admisible, la curva paramétrica descrita por (e(t), o(t))
orientada segin t creciente, debe definir una curva cerrada orientada de for-

ma horaria. La demostracion de esto junto con lo descrito anteriormente fue

presentado en (Pérez Zerpa et al.| 2015]).

6.1.3. Nuevo modelo viscoelastico fraccional

Modelo FSLS

Consideremos el modelo SLS descrito en la Seccion [2.2.1] donde la tension
es la correspondiente a una configuracién de dos resortes y un amortiguador. Si
sustituimos el amortiguador por un elemento fraccional pasamos a obtener el
modelo Fractional Standard Linear Solid (FSLS) representado en la Figural[6.1]
Todas las constantes de material son positivas. El caso en el que el elemento
fraccional es el spring-pot ha sido utilizado previamente, sin embargo el modelo
con el HOSP representa un nuevo modelo viscoelastico fraccional.

Partiendo de la ecuacion constitutiva del modelo SLS dada por la Ecua-
cion se puede mostrar que la ecuacion constitutiva del FSLS esta dada
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h,

Figura 6.1: Esquema de modelo reologico Solido Estandar Lineal Fraccional

por:
o+ 1,D% = Ey ((¢ — g9) + 7. D%) (6.13)

donde los llamados tiempos de relajacion y fluencia son definidos por:

/(771>a ,_ Ei+ Ey
==, T = ———T,

- 14
=T (6.14)

y €9 es una deformacion de referencia correspondiente a una configuracion esta-
tica libre de tension. Podemos destacar que los parametros 7 tienen dimension
[Tiempo ¢], un anélisis dimensional seria una componente importante en un
eventual analisis completo de la interpretacion fisica de los parametros.
Repitiendo el procedimiento de la demostracion de factibilidad termodina-

mica para la ecuacion constitutiva del modelo FSLS se obtiene la relacion:
/ / . ™
E(r. — 7,)sin <a§> >0, (6.15)

donde, de las definiciones de 7/ y 7 en la Ecuacion ([6.14]), podemos ver que
7/—7! > 0. Finalmente, se obtiene el mismo intervalo factible para el parametro

a, resultado que era esperable.

6.2. Modelado de comportamiento de arterias

En esta seccion presentaremos distintos abordajes para el analisis del com-
portamiento mecanico de vasos arteriales. Una hipotesis que se encuentra pre-
sente en los tres modelos es que la geometria corresponde a un tubo de pared
delgada sometido a presion interna y se considera que no hay deformacion en

la direccion axial del tubo. Estas hipotesis son usuales para modelar el com-
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portamiento de arterias (Fung] [1997} [Valdez-Jasso et al) 2009} [Nichols et al.|

OTI).

6.2.1. Modelo FSLS con r; conocido

Consideremos un cilindro de pared delgada sometido a una presiéon interna
variable en el tiempo p, espesor h y radio r. También asumamos que existe una
configuracion de radio ry en la cual la presion aplicada es nula. Esta configu-
racion serd la configuracion de referencia (no necesariamente la configuracion
natural) y las expresiones de la tension y deformacion unitaria tangencial estan
dadas por:

pr r—r7o

. = 6.16
o B Yy <o To ) ( )

respectivamente.
La relaciéon constitutiva elastica entre estas dos magnitudes es llevada a su

expresion equivalente del modelo FSLS descrito anteriormente, es decir:
o9 = E(eg — o) = o+7.D% =Fy ((e—¢go)+7.D%), (6.17)

donde €y es un parametro a determinar proporcional a la tensiéon tangencial
en la pared cuando no hay presion interna aplicada.

Con este modelo podemos obtener una estimacion de la tension y defor-
macion en la pared arterial a partir de datos de presion y didmetro arterial en
funciéon del tiempo. La ecuacion constitutiva nos permite obtener pardmetros
mecanicos que caracterizan el comportamiento mecénico de acuerdo con el mo-
delo. Los pardmetros pueden ser agrupados en un vector x de cuatro entradas

y asi escribir la siguiente ecuacion general del modelo

o+ x4D%0 = —x1 + x98 + 13 D%, (6.18)

6.2.2. Modelo FSLS con r; desconocido

El modelo anterior parte de la hipotesis de que es conocido el radio de
la arteria para presion nula ry. Esto es posible cuando se trabaja con datos
obtenidos in-vitro, o si en algin momento del procedimiento de medicion es
posible generar las condiciones para medir dicho valor. Es de interés desarrollar
técnicas de identificacidon que no requieran conocer el parametro ry para poder

ser aplicadas. Por ello aqui se presenta un procedimiento para llegar a una
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ecuacion constitutiva donde dicho parametro es identificable junto con los otros
parametros constitutivos a partir de datos presion-didmetro obtenidos de forma
no invasiva.

Nuevamente partimos de la relacion elastica lineal entre tension y defor-

macioén unitaria:

r r—r

% =B 0 (6.19)

Introducimos un cambio de variable r;(t) = 1/r(t) obteniendo la siguiente
expresion:

p(t) = % — Ehry(t). (6.20)

Consideremos ahora que el espesor tiene una variacién despreciable y de-
finamos un parametro 8, = h/rg que asumiremos conocido. Esta hipotesis es

usual al trabajar con arterias de geometria ampliamente estudiada en la litera-

tura, como en (Valdez-Jasso et al} [2009)) donde se miden valores de (3}, =~ 0.1.

Obtenemos asi una nueva relacion elastica entre presion e inverso del radio,
dada por:
p(t) = EfB — EBuror (1), (6.21)

donde el parametro material a determinar es F, mientras que rq y [, son
parametros geométricos.

Obtengamos ahora la ecuacion viscoelastica correspondiente al modelo
FSLS

p(t) + 7, Dp(t) = EBy — EBurori(t) — Efprot,, Dr(t). (6.22)

Esta ecuacion se puede escribir nuevamente de forma genérica agrupando los

parametros en un vector x:
p(t) + x4 Dp(t) = —xy + xor[(t) + 3 D%y (1) (6.23)

donde los parametros son

T = —Ep,
- E
T Bhnro , (6.24)
r3 = —EBuroT,,
Ty = TI/’
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si O;, es considerado como conocido, es sencillo obtener el valor de los cuatro
pardmetros E, ro, 7/, y 7, a partir de x. Los pardmetros x pueden ser obtenidos

utilizando un método de caracterizaciéon que serad desarrollado mas adelante.

6.2.3. Modelo SLS con ry conocido y dinamica

Dado que el proceso de deformacion de las arterias es dindmico, es de
interés analizar qué efecto puede tener sobre los resultados dejar de lado la
contribucion inercial en las ecuaciones de los modelos de caracterizacion. En
esta seccion se presentan las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un
cilindro de pared delgada, como el considerado anteriormente, considerando
la contribuciéon dinamica en el equilibrio. El modelo constitutivo considerado
en este caso es el SLS mientras que la contribucién inercial es incluida en las
ecuaciones de equilibrio.

Las ecuaciones de balance mecénico de un sélido de densidad p estdn dadas
por:

V.o +b=pi, (6.25)

donde b es el campo vectorial de fuerzas de volumen, o es el tensor simétrico
de tensiones de Cauchy y u el campo de desplazamientos.

Consideremos ahora que el solido consiste en un cilindro de pared delgada
sometido a una presion p bajo un estado plano de deformaciones con tension
axial despreciable. Considerando la presiéon como una fuerza de volumen dis-
tribuida en el espesor h obtenemos una expresion para la tension tangencial
og:

_TU@ + % = pii . (6.26)
Dado que €y = u,/ro podemos obtener la siguiente expresion para la tension:
pr

0p =~ = pProTEy. (6.27)

Finalmente obtenemos una expresion para la presion interna en funcién de

la tension, deformacion y los parametros geométricos

p:h%mhroé@. (6.28)
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6.3. Meétodo de Caracterizacion

Hasta ahora hemos visto diferentes modelos mateméaticos desarrollados pa-
ra describir la mecanica de cilindros de pared delgada bajo distintas hipotesis.
Un aspecto igualmente importante es el desarrollo de métodos para la obten-
cion de los parametros de estos modelos a partir de medidas de las magnitudes
involucradas. En esta seccion se formula un problema inverso para la caracte-
rizacion de los parametros de un modelo general, asi como también se describe
una implementacion numérica del método.

Consideremos un modelo constitutivo general de la forma:
o+ x4D% = —x1 + 296 + x3D%. (6.29)

Si se dispone de datos medidos experimentalmente de tension y deformacion,
el problema del modelado consiste en determinar los parametros mecanicos
del modelo que mejor ajusten los datos. Se considera el parametro fraccional «
separado de los otros cuatro pardmetros mecénicos que son representados por
el vector x.

Consideremos ahora que las funciones o y £ que verifican la ecuacién del
modelo son evaluadas en N instantes de tiempo definidos por una frecuen-
cia de muestreo fs. Aplicando la Transformada Discreta de Fourier (ver Sec-
cion a ambos lados de la igualdad y utilizando la propiedad dada por la

Ecuacion (6.2) obtenemos la siguiente expresion:
(I+ 24A0)6 + 211 — (251 + 23A,)€ = 0, (6.30)

donde & y € representan los vectores correspondientes a las transformadas de
los valores de tensiones y deformaciones respectivamente, A, es una matriz
diagonal con coeficientes (Ay)nn = (iw,)* y 1 es un vector con 1; = d;N,
siendo ¢;; el delta de Kronecker y la frecuencia w, dada por w,, = 27mf—]\7.

Consideremos que la tension y deformacion medidas son obtenidas expe-
rimentalmente en N instantes de tiempo y son representadas por o y € res-
pectivamente. Los vectores correspondientes a sus transformadas discretas de
Fourier seran & y &.

Para formular el problema inverso consideremos ahora que una de las mag-

nitudes es medida sin error, por ejemplo las tensiones, por lo que sustituyendo
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en la Ecuacion (6.30) y despejando obtenemos el vector correspondiente a la
deformacion dada por el modelo:
~ (1 +I4(iwn)a)é’n+$1N5no

J(x,a) = , —0,...,N—1. 6.31
€n(x, ) T2 + (i) n (6.31)

donde €,, representa la n-ésima entrada del vector de transformada de Fourier
de las deformaciones correspondientes al modelo.

Establecido el modelo y los datos experimentales con que se cuenta, el pro-
blema de caracterizacion de pardmetros consiste en obtener los parametros que
producen un minimo error entre la deformacién obtenida por el modelo y las
medidas experimentales. El problema puede ser formulado como un problema
de optimizacion de forma similar a como fue visto anteriormente para el PIM
de la Ecuaciéon . En este casé el problema es llamado de Caracterizacion

de Material Fraccional y tiene la expresion:

minx,a f(X7 Oé) A 2112
(CMF) ¢ sujeto a con f(x,a)= l£C, 692_6” , (6.32)
xeDy, «a€l Il

donde f es la funcién objetivo que mide el error relativo entre los coeficientes
TDF de la deformaciéon del modelo y la medida obtenida experimentalmente,
I, es el intervalo real al que pertenece o y Dy es el conjunto factible de x.
En el caso del modelo presentado en la Secciéon el conjunto factible es
Dy = Rx(R")3. Este problema inverso puede ser resuelto utilizando un método
numeérico iterativo descrito a continuacion.

El problema (CMF) consiste en determinar dos tipos diferentes de para-
metros: por una parte x y por otro lado el parametro fraccional «. Dada las
particularidades del parametro fraccional (como el hecho de pertenecer a un
intervalo acotado), se decide resolver el problema CMF para un conjunto dis-
creto y finito de valores a, dado por S, = {as + kAa |k =1,..., N,}.

Para cada valor aj € S, el problema CMF es resuelto, para luego obtener
el pardmetro fraccional 6éptimo a*, como el que produce un valor minimo de

la funciéon objetivo f. Esto puede ser expresado de la siguiente forma:
o = arg min(min f(x, a)), x* = arg min (f(x,a")). (6.33)

a€Sy x€Dx x€Dx

El problema de optimizacién en este caso consiste en un problema de op-

115



timizaciéon no lineal. Dado que el funcional es continuo en la region factible es
posible utilizar algoritmos basados en gradientes. También es posible proveer

un punto inicial apropiado para el algoritmo dado por:

x! = )Erelgi IMyx — &>, con M, = [i —& —A,E Aaé'] . (6.34)
Se ha visto que el uso de este punto inicial produce una mejora considerable
del desempeno de los algoritmos de optimizacion aplicados.

A pesar de que la TDF provee un vector de coeficientes con N entradas,
para la evaluacion de la funcién objetivo f, se utilizara un determinado nu-
mero de coeficientes correspondiente a los primeros armonicos de la frecuencia
fundamental de la senal.

El método propuesto puede ser aplicado a la identificacion de parametros
viscoelasticos de arterias a partir de medidas de presién-didmetro con el pa-
rametro geométrico ro conocido. En el capitulo siguiente veremos resultados
sobre la aplicacion del método a diferentes tipos de datos.

Finalmente se destaca que también es posible su aplicaciéon aunque no sea
conocido ry considerando la Ecuacion y modificando el conjunto fac-
tible D,. Contar con una metodologia que permita obtener el parametro rg
representa un avance vital para poder utilizar datos de presiéon-didmetro obte-
nidos de forma no invasiva como los que esta obteniendo actualmente el grupo
CUiiDARTE.
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Capitulo 7

Resultados de modelado

fraccional

En este capitulo se valida y aplica el método de caracterizacion de paré-
metros viscoelasticos presentado en el capitulo anterior. También se obtienen
resultados sobre su aplicacion al modelado del comportamiento constitutivo
de tejido arterial. En la Seccion se resuelven diferentes ejemplos utilizando
datos sintéticos con el objetivo de validar el método de identificacion, asi co-
mo también buscar una relaciéon entre los modelos utilizados para generacion
de los datos y el parametro fraccional . Luego en la Seccion se realiza
la caracterizacion usando datos obtenidos experimentalmente utilizando tejido

arterial de ovejas.

Sobre los c6digos y computadora usada Para la resolucion de los proble-

mas de optimizacion se aplica la funciéon sqp del paquete de optimizacion de la

herramienta numérica libre GNU-Octave (Eaton et all [2015]). También se uti-

liza la funcién 1sqnonneg para la obtencién del punto inicial como soluciéon del
problema de minimos cuadrados descrito en el capitulo anterior. Los codigos
fueron implementados por el autor y los problemas fueron resueltos utilizando

un computador con un procesador Intel i7 y 8GB de memoria RAM.

Medidas de error Para medir la diferencia entre la funcién de deformacion
dada por el modelo luego de la caracterizacion € y la deformacion medida &,
se define un error relativo utilizando la norma L, en el espacio de funciones

e(t) definidas en el intervalo [0, T,,], denotado por Ly([0, T},]). La expresion del
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error esta dada por:

le = Eloaomny Vo 1) — 2P at

Error, = =
) €Ml 2210730 fOT’" [£(2)[? dt

donde T,,, es un instante de tiempo positivo.

7.1. Ejemplos utilizando datos Artificiales

En esta seccion se resuelven tres ejemplos utilizando datos generados de
forma sintética con un objetivo diferente en cada uno. En el Ejemplo 1 se veri-
fica que el método de caracterizacion funciona correctamente incluso al utilizar
datos con errores. Luego en el Ejemplo 2 se aplica el modelo fraccional pro-
puesto al modelado de datos generados utilizando un modelo constitutivo de
mayor complejidad que el FSLS. En el Ejemplo 3 el método de caracteriza-
cion es aplicado a datos generados utilizando un modelo SLS considerando los

términos inerciales en las ecuaciones de balance mecéanico.

7.1.1. Ejemplo 1 - Datos FSLS

En este ejemplo se aplica el método de caracterizacion a datos de tension y
deformacion generados artificialmente utilizando el modelo FSLS descrito en
la, Seccion [6.1.3] considerando tres niveles de error diferentes. Se desea saber
si la implementacion del método de caracterizacion obtiene los pardmetros
utilizados para generar los datos incluso en presencia de error de bajo nivel.

Los valores de deformacion que consideraremos como valores de referencia

se producen utilizando la siguiente ecuacion:

2

e"(t) = eoc + Z Eke COS(Akt) + exs sen(Agt), (7.2)
k=1

donde las frecuencias son A\, = 27r§krad/seg, y las amplitudes son &g, =
0.15, 1. = 0.075, €15 = 0.025, 9. = 0.361. v €95 = 0.3¢15 . Los valores de
tension o se calculan utilizando el modelo FSLS, con los siguientes parametros
mecénicos: £ = 1000Pa, 7. = 0.1s% 7, = 0.01s* y a = 0.64 (g9 = 0). La

adicion de ruido a los datos se realiza utilizando un procedimiento similar al

usado en (Lewandowski and Chorazyczewskil [2010]) a través de la siguiente
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expresion:

E(t) = "(t) + v(t)€/var(er), a(t) =o"(t) + w(t)é/var(om),  (7.3)

donde v(t) y w(t) son valores aleatorios con una distribuciéon normal estandar
y & es el nivel de ruido. Tres conjuntos de datos son generados, el primero
sin error introducido mientras que para el segundo y tercer conjunto se utiliza
& =1%y & = 2% respectivamente. De esta forma se obtiene lo que se utilizara
como valores “medidos” de tension y deformacion.

El método de caracterizacion se aplica para cada valor a en el conjunto
S, asociado al intervalo I, = [0.2,1] con un paso Aa = 0.005. Para valores
inferiores a 0.2 el problema pasa a estar mal condicionado, llevando a errores
numéricos. El mal condicionamiento se puede observar en el caso a =~ 0, en
el cual el modelo es puramente eléstico y deja de existir una solucién tuni-
ca del problema, obteniendo asi un problema mal puesto segin la definicién
presentada en la Seccion [2.4.1]

Para apreciar de forma gréfica los datos medidos y los generados con los
parametros provistos por la identificacion, en la Figura [7.1] a la izquierda se
muestra la histéresis obtenida utilizando la deformacién dada por el modelo
con los parametros mecéanicos 6ptimos (cruces) y la histéresis producida con la

primer serie de datos (circulos). En la misma figura a la derecha se puede ver las

300 OREY 300

mode]

250 250

200 200

tensién
tension

150 150

100 100

50 50
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

deformacion deformacién

Figura 7.1: Resultados de Ejemplo 1: histéresis obtenida usando datos sin error
(izquierda) y con error (derecha).

histéresis respectivas obtenidas al utilizar los datos con ruido correspondientes
a & = 2%. Vemos que la histéresis es correctamente reproducida ain ante

datos con error.
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Se presentan a continuaciéon los resultados numeéricos de la identificacion.
Dado que el error introducido en los datos es de naturaleza aleatoria, se generan
datos y se resuelve cinco veces. En la Tabla se presenta el intervalo que

incluye a los valores obtenidos para cada parametro del modelo. Para todos

Parametro Solucion Datos 1  Datos 2 Datos 3

€0 (10’4) 0 0.1613 [—20.71,7.67] [—17.83,1.6]
E (kPa) 1.0 1.00003  [0.9863,1.0049] [0.9880, 1.0008]
7 (s*) 0.1 0.0998 [0.0985,0.1047]  [0.0992,0.1049]
Ty (89) 0.01 0.0099 [0.0067,0.0114] [0.005,0.013]

« 0.64 0.64 [0.615,0.65] [0.62,0.65]
Objetivo (1079) 1.208 [65.28,149.5] [208.69, 433.51]
Error (107%) 2.804 [37.87,38.91] [74.79,76.07]

Tabla 7.1: Resultados de Ejemplo 1, valores promedio de cinco conjuntos de datos
generados para cada error.

los parametros, exceptuando el 7,, el error es del orden del ruido introducido.
El error del pardmetro fraccional en los datos sin ruido esta asociado a la
precision utilizado en la bisqueda, en este caso es 0.005 lo cual representa un
error por debajo de 0.7 %. Es importante senalar también que la deformacion
de referencia ey obtenida por el método se puede despreciar respecto a los
valores de deformacion de la senal &.

En la Figura se muestra el grafico de los valores de la funcién objetivo
(fitness) obtenidos al realizar la caracterizacion para cada valor o € S, para
las tres series de datos. El grafico en escala logaritmica muestra que, para
el ejemplo resuelto, el parametro o puede ser identificado claramente por el
método de caracterizacion atin en presencia de error y que no existen otros

minimos locales respecto a a.

Conclusiones preliminares

Se concluye que la implementacion del método funciona correctamente ya
que los valores obtenidos al utilizar los datos sin ruido, tienen una precision
adecuada. Por otra parte, vemos que al adicionar error a los datos el método
sigue siendo capaz de caracterizar de forma adecuada el parametro fraccional.

En los siguientes ejemplos someteremos el método a otros tipos de datos.
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Figura 7.2: Grafico de funcion objetivo (Fitness) del 6ptimo para cada valor a € Sy,

para Ejemplo 1.

7.1.2. Ejemplo 2 - Datos DMW

En este ejemplo se desea valorar la capacidad del modelo FSLS de repre-
sentar el comportamiento de modelos viscoelasticos complejos compuestos por
varios resortes y amortiguadores. Para esto, el método de caracterizacion es
aplicado utilizando datos de tension y deformacion generados artificialmente
con el modelo DMW descrito en la Seccion [2.2.1] El modelo DMW es escogido
dado que es uno de los modelos complejos utilizados en la literatura reciente
para modelar el comportamiento de tejidos biol6gicos. En particular en
, se utiliza dicho modelo para reproducir el comportamiento cons-

titutivo de higado y bazo porcino.
Para la generacion de datos se utilizan parametros mecanicos obtenidos en

el trabajo mencionado anteriormente. El primer conjunto de datos se genera
utilizando los parametros obtenidos para modelar el comportamiento de la
muestra de bazo porcino, los valores son Ey = 1.22 kPa, E; = 1.03 kPa,
m = 2.44 kPa s, F; = 0.66 kPa y n, = 38.22 kPa s. El segundo conjunto
de datos corresponde a higado porcino y los parametros son Fy = 3,53 kPa,
E, = 7,74 kPa, n; = 21.81 kPa s, 5 = 5.62 kPa y n, = 410.81 kPa s. En

ambos casos se considera £y = 0.
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La deformacion soluciéon se genera utilizando el mismo procedimiento que
en el Ejemplo 1 y en este caso se considera una tercera frecuencia, para la cual
los parametros son €3, = 0.1e1. y €35 = 0.1e1,, con A3 = 1.8 X 27 x 3. Ademas,
vamos a considerar un factor de 10~3 para las amplitudes de tension, asi como
para las frecuencias y la frecuencia de muestreo. Estos datos de deformacion
y el modelo DMW proporcionan valores de tensiéon en el mismo orden de los
obtenidos en los procedimientos experimentales realizados en (Wang et al],
2013)). En este ejemplo los datos no son contaminados con error, ya que se
centra el analisis en la diferencia de los modelos viscoelasticos.

Con el fin de comparar los resultados obtenidos al identificar usando el
modelo FSLS con el spring-pot y con el elemento de HOSP, llevamos a cabo
la caracterizacion teniendo en cuenta el parametro fraccional en los intervalos
I} =10,1] e I2 = [0,2]. Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla [7.2]

Parametro Datos 1 (bazo) Datos 2 (higado)
I I? I I?

20 (10°9) 5.18 6.66 0.97 2448
E (Pa) 1,238 1,277 3.780 4218
7. (s%) 90.73 12153 | 18371  220.15
T, (s%) 57.25 80.58 70.99 101.63
« 1 1.0775 1 1.0865
Objetivo (10~7) | 14.96 2.48 44.78 8.61
Error (1074) 17.061 7.62 29.91 14.64

Tabla 7.2: Resultados de Ejemplo 2

Podemos ver que para ambos conjuntos de datos, el uso del elemento de
HOSP reduce el error en un 50 %. Nos concentraremos en el analisis del para-
metro o obtenido y remarcamos que no se buscara relacionar los pardmetros
mecanicos obtenidos con los pardmetros mecanicos usados para generar los
valores de tension artificiales.

En la Figura se muestran los valores 6ptimos de la funcién objetivo
obtenidos para los valores de « en el intervalo [0.3,1.6] con A = 0.0025 para
ambas series de datos, donde los valores rojos (circulos) representan la funcion
objetivo obtenida para los datos utilizando los parametros correspondientes a

higado porcino, y el azul (cruces) los parametros de bazo porcino.
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Figura 7.3: Resultados de Ejemplo 2, grafica de valores 6ptimos de funcion objetivo
(Fitness) con « € [0.3,1.6].

Se puede apreciar que el uso del elemento HOSP, proporciona un mejor
ajuste, es decir, un menor valor de la funcién objetivo para ambas series de
datos DMW. En ambos casos el a éptimo es mayor a 1, por lo que el elemento

HOSP representa una mejora.

Conclusiones preliminares

Como conclusiéon preliminar se puede decir que el uso del elemento HOSP
mejora la capacidad del modelo FSLS de reproducir el comportamiento de
un material asociado al modelo DMW. Dado que en (Wang et al| 2013) se

concluye que los modelos DMW son apropiados para el modelado del compor-

tamiento de los tejidos de 6rganos de porcinos, a partir de los resultados se
concluye, de forma indirecta, que la utilizacion del elemento HOSP permite
mejorar el ajuste provisto por modelos simples al ajuste de datos de tejidos

biologicos.

7.1.3. Ejemplo 3 - Datos SLS dinamico

En este ejemplo se busca investigar el efecto de la aproximaciéon usualmente
considerada de cargas quasi-estaticas sobre los pardmetros obtenidos al identi-

ficar, en particular el valor del pardmetro fraccional identificado. Para realizar
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esto se generan datos de presion y diametro correspondiente a un cilindro de
pared delgada formado por un material SLS sometido a presiéon interna con-
siderando los términos inerciales en las ecuaciones de balance. Las ecuaciones
correspondientes a dicho modelo fueron descritas en la Seccion [6.2.3] Luego se
realiza la caracterizacion con el modelo FSLS quasi-estatico. Se analiza particu-
larmente el efecto producido en el pardmetro «, buscando una posible relacion
entre un elevado valor de o y la densidad del sélido p.

La funcion de deformacion es generada usando el mismo procedimiento del
Ejemplo 2, para luego generar valores de tensiéon usando el modelo SLS con
parametros £ = 580kPa, 7. = 0.06s, 7, = 0.01s y g9 = 0. Las amplitudes y
frecuencias son multiplicadas por un factor de 10® para obtener magnitudes en
el orden de los datos experimentales que utilizaremos en el siguiente ejemplo.

A partir de los datos de deformacién y tension, obtenemos valores de presion
y diametro correspondiente utilizando la Ecuacion considerando p =
1000 kg/m3. De esta forma obtenemos valores de presion y diametro similares
a los que se producirian en arterias durante el ciclo cardiaco. Se generan tres
conjuntos de datos con diferentes valores de densidad p = 3 x 1000 kg/m? con
5£: 1, 5000 y 10000. La geometria del cilindro es determinada por o = 9.3 mm
y espesor h = 0.1 7.

Para aplicar el método de caracterizacion los valores de presion y diametro
son convertidos a tension deformacion despreciando los términos inerciales de

las ecuaciones, es decir, utilizando las siguientes expresiones:

pr T —To
= — = . 7.4
Op B €p o ( )

Para la caracterizacion se considera el S, dado por el intervalo [0.6, 1.9] y paso
Aa = 0.005.

Los parametros obtenidos al realizar la caracterizacién con cada conjunto
de datos son presentados en la Tabla[7.3, Vemos que cuando 3 = 1 el ajuste
de la funcién de deformacién es muy bueno, y los parametros mecanicos son
identificados con un error relativamente bajo, por lo que podemos afirmar que
para la densidad considerada es razonable despreciar los términos inerciales. Al
aumentar el valor de 3 el error aumenta hasta llegar a 2 %, de todas formas para
lograr este ajuste se modifica el valor de « al igual que los otros parametros.

El grafico de los valores 6ptimos de la funcién objetivo para los o € S, es

mostrado en la Figura [7.4] Podemos ver que el valor de densidad p tiene un
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Parametro Solucion 8=1 £ = 5000 £ = 10000
g0 (107%) 0 0.0371 46.98 161.17

E (kPa) 580 579.97 597.01 646.11

71 (s%) 0.06 0.0599 0.0372 0.0224

71 (s%) 0.01 0.00996 0 0

a! 1 1 1.1 1.315
Fitness (107%) | - 3.042 68459 329440
Error (107%) | - 4.814 113.11 248.07

Tabla 7.3: Resultados de Ejemplo 3.

v 88880
7 oone. ﬁw |
s ST
4 ) vﬂ&s
10 xﬁv\ 13@%’@')2(
¢ /
2 100 Y ')<
° \ ¥
X /
10_7 1]
108 B = 1
& B = 50001
109 —8— B = 10000/]

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
a

Figura 7.4: Resultados de Ejemplo 3, grafico de valores de la funcién objetivo
(Fitness).

efecto sobre el valor de o inicamente para valores elevados de /3. Esto también
permite establecer que, para el ejemplo considerado, es razonable despreciar

los términos inerciales de las ecuaciones de balance. Esto es coherente con los

resultados presentados en (Formaggia et al. [2003)).

Por tltimo se muestran los graficos de las histéresis obtenidas al utilizar
el modelo con el elemento spring-pot y el HOSP para identificar los datos de
£ = 10000. En la Figura a la izquierda se muestra la histéresis obtenida con
los pardametros correspondientes a la caracterizacion con el spring-pot (o = 1)

y a la derecha se ve la histéresis para a = 1.315 (solucion obtenida con el
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HOSP). Se observa que el uso del HOSP mejora el ajuste de los datos.
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deformation deformation

Figura 7.5: Resultados de Ejemplo 3 histéresis obtenidas usando datos corres-
pondientes a S = 10000, identificacion usando modelo con spring-pot (izquierda) y
usando elemento HOSP (derecha).

Conclusiones preliminares

La primer conclusiéon importante que se obtiene es que los términos iner-
ciales pueden ser despreciados cuando los parametros del problema estan en
el orden de los considerados en este ejemplo, los cuales en algunos casos son
similares a los asociados a problemas de arterias durante el ciclo cardiaco.
También se puede asegurar que para los modelos considerados, el valor de p
debe ser varios 6rdenes superior al valor de referencia para modificar el valor
de « identificado de forma sustancial. Los resultados de este ejemplo seran
tenidos en cuenta al resolver el siguiente problema.

Otro comportamiento complejo que no fue considerado en la caracterizacion
es la interaccion de la pared con el fluido. Dado que este efecto de interaccion
fluido estructura existe en el fendémeno de circulaciéon sanguinea y la deforma-
cion arterial, se debe estudiar como el hecho de no considerar este fenémeno
en la caracterizacion, puede afectar tanto el pardmetro fraccional como los pa-

rametros mecanicos del modelo. Este tema sera abordado en trabajos futuros.
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7.2. Ejemplo 4 - Modelado comportamiento

pared arterial

Dado que nuestro interés se centra en el modelado del comportamiento de
la pared arterial, en este ejemplo vamos a realizar la caracterizacion utilizando
datos obtenidos a partir de procedimientos experimentales aplicados a arterias.

Los datos utilizados en este ejemplo fueron obtenidos por integrantes de
CUiiDARTE y forman parte de los datos presentados en ([Valdez-Jasso et al.
. En el citado articulo se presentan datos de presion y diametro de dis-

tintos segmentos de arterias del sistema arterial de 11 ovejas saludables. En

este trabajo utilizaremos datos correspondientes a un segmento de Aorta As-
cendente y otro segmento de Aorta Toracica. En la Figura [7.6] se muestra un
esquema del sistema arterial ovino, util para identificar los distintos segmentos

utilizados. A la izquierda se ubica la cabeza, mientras que a la derecha se ob-

Kb <
3 \/l‘ A
L/L/L/L/[/L/UL/L/ A //‘

—CA_/’ BT V\?\N\V\V\V\Y\v\ r\v\v\r\n
&

Figura 7.6: Esquema de sistema arterial ovino (]Valdez—J asso et a1.|, |2009D.

servan las ramificaciones correspondientes a las extremidades inferiores. En la

figura, los segmentos que utilizaremos corresponden a AsA (Aorta Ascendente)

y al intervalo ubicado entre PA y DA. Comenzaremos con el segmento AsA.
Teniendo en cuenta que para el vaso estudiado aqui se puede suponer h/r ~

0.1, donde h es el espesor y el r es el radio medio de la arteria, se puede utilizar

un modelo similar al usado en (Valdez-Jasso et al.} [2009)) y calcular la tension

y deformacion tangencial segtin las expresiones para tubos de paredes delgadas

pr r—7"To
S = 7.5
0¢ h ) ] To ) ( )

donde p es la presion interna y r el radio medio. Las componentes radial y

axial de la tension se desprecian segin [Fung| (1981)); [Armentano et al| (1995).

Los datos presion-diametro fueron obtenidos con una frecuencia de muestreo

de 200 Hz, y son convertidos a valores de deformacién y tension teniendo en
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cuenta el radio de referencia ro = 9.7 mm . La presion se expresa en milimetros
de mercurio.

Dado que el procedimiento in-vitro lo permite, en este caso el radio rg
fue medido. De todas formas en aplicaciones del método a datos obtenidos
utilizando procedimientos no invasivos este pardametro debe ser identificado.
Es por esto que también aplicaremos un método de identificacién apropiado
para este fin.

[0,1] ¥
[0,2] , y el paso para a se considerd6 Aa = 0.001. También se aplica

La caracterizacion se realizo utilizando los dos intervalos I} =

2 _
I: =
un método de caracterizacion para identificar parametros del modelo descrito
en la Seccion del cual ry es un pardmetro. Los resultados se presentan en

la Tabla En la columna I — ry se muestran los parametros obtenidos al

Variable IL=10,1 I2=10,2] | L, —rg
E (kPa) 773.3 1037.9 1056.7
£0(1072) 232 208 ]

7/ (1073s* 3.3 7.6 7.74
(107357 6.97 2.85 1.91

o 1.0 1.644 1.651
ro(mm) - - 9.66
Error (1072) 4.55 2.31 0.42
Objetivo (107%) | 9.33 1.06 0.034

Tabla 7.4: Resultados de Ejemplo 4, usando datos de Aorta Ascendente.

utilizar el modelo fraccional con el elemento HOSP y r4 no conocido.

Podemos observar que, al igual que en el ejemplo anterior, el uso del ele-
mento HOSP (I, = [0, 2]) reduce el error en un 50 %. También se destaca que
el método de caracterizacién con ry desconocido obtiene satisfactoriamente el
valor de ry considerando los errores presentes en los datos.

Se debe mencionar que estos pardmetros mecéanicos fueron obtenidos al
utilizar datos producidos al someter la arteria a una presion periédica con una
frecuencia fundamental marcada. Esta frecuencia depende del ciclo cardiaco,
por lo que en distintos pacientes se podrian tener datos con diferente frecuencia
fundamental. Se debera estudiar cémo los pardmetros viscoelésticos pueden
variar respecto al cambio de frecuencia cardiaca en una misma arteria.

En la Figura a la izquierda podemos ver la histéresis obtenida en el

optimo con I, en donde los datos experimentales son mostrados con color
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rojo (circulos) y los datos del modelo con color azul (cruces). A la derecha se

muestran los resultados para I2 = [0, 2], donde se demuestra la mejora en el
ajuste.
1800 real @ 1800 O real
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Figura 7.7: Resultados de Ejemplo 4, histéresis obtenidas experimental y de modelo
usando I} (izquierda) y I? (derecha).

En la Figura podemos ver la gréafica de valores 6ptimos de la funcion

objetivo para todo « en el intervalo [0.5, 1.9]. Apreciamos que el valor de @ mas
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Figura 7.8: Resultados de Ejemplo 4, grafico de valores 6ptimos de funcién objetivo.

adecuado para modelar el comportamiento es indudablemente el valor provisto
por el método ya que el grafico de la funcién objetivo tiene un tinico minimo
local en el intervalo S,,.

El comportamiento visto para la Aorta Ascendente es repetido también
para un segmento de Aorta Toracica, para el cual se obtienen las histéresis que

se muestran en la Figura[7.9] La histéresis del modelo se representa con trazo
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Figura 7.9: Resultados de Ejemplo 4, histéresis experimental y de modelo obtenidas
para Aorta Toracica para I} (izquierda) y para I2 (derecha).

azul y los datos experimentales en verde. A la izquierda se ve las histéresis
obtenidas usando el elemento spring-pot y a la derecha utilizando el HOSP.
Se utiliz6 el modelo de ajuste con 7y desconocido y en cada caso se obtiene
un valor rq diferente por lo que las deformaciones asociadas al movimiento son

claramente diferentes. Se ve que el ajuste en este caso es mejorado notoriamente
al usar el HOSP.

Conclusiones preliminares

Observando los resultados se confirma que el uso del elemento HOSP per-
mite modelar con menor error el comportamiento mecanico del tejido arterial
ovino. También se concluye que el método de caracterizaciéon obtiene de for-
ma precisa el valor rg, lo cual representa un resultado vital para continuar la
aplicacion a datos obtenidos de forma no invasiva en humanos.

Considerando el método propuesto se destaca que para poder utilizar da-
tos obtenidos en humanos se deberd contar con datos de presion y didmetro
medidos de forma simultanea, por lo que esto establece una recomendacion
concreta para modificar los procedimientos aplicados actualmente.

Estudios mas completos deben ser realizados para encontrar correlaciones
entre el valor de « y las caracteristicas fisiologicas de las arterias. Entre los
trabajos futuros asociados a « se destaca el estudio de la hipotesis de pequenas

deformaciones considerada al realizar el ajuste.
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Capitulo 8
Conclusiones

En este capitulo se desarrollan las conclusiones obtenidas a partir de los
resultados presentados a lo largo del texto. Se comienza enumerando conclu-
siones asociadas al problema de identificacion no homogénea, para luego pasar
a la discusion y exposicion de las conclusiones correspondientes al modelado
viscoelastico fraccional. Finalmente se describen diversas lineas de trabajo a
continuar, en algunos casos detallando pasos a seguir a corto plazo o siendo

ejecutados actualmente.

Identificacién no homogénea

Fueron presentadas tres nuevas formulaciones para el Problema de Identi-
ficacion de Material a partir de datos de campo completo de desplazamientos.
Las primeras dos formulaciones, llamadas CPCEG y CDCEG consisten en
problemas de optimizacion céonica de segundo orden, mientras que la tercera,
llamada QPCEG consta de un problema de optimizacién cuadrética. Las tres
estan basadas en problemas de optimizacion convexa, lo cual, como fue mostra-
do, permite el uso de algoritmos muy eficientes para su resoluciéon. Utilizando
estas nuevas formulaciones se obtuvo una considerable reducciéon del tiempo
de resoluciéon respecto a implementaciones de las formulaciones utilizadas en
la actualidad.

Fue mostrado que todas las formulaciones propuestas son compatibles con
la utilizacion de regularizacion del tipo Variacion Total. Una metodologia para
la aplicacion de dicha técnica de regularizacion fue descrita e implementada,
junto con una estrategia para la seleccion automatica del coeficiente de regu-

larizacién ap.
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La formulaciéon CPCEG fue desarrollada a partir del destacado método de
la literatura CEGM, heredando sus propiedades tedricas positivas. Esto fue
confirmado al resolver el Ejemplo 1, donde se observo que la CPCEG obtiene
los mismos errores que la NPCEG en tiempos considerablemente menores que
la NPCEG y la NPQED. La formulacion QPCEG fue obtenida a través de
una modificacion en el CEGM, de todas formas, a pesar de no haber resulta-
dos teodricos respaldando su utilizacion, se observa que produce resultados de
calidad similar a los de la CPCEG en tiempos atin menores.

Fue observado también que las formulaciones CPCEG y QPCEG permiten
resolver el PIM al considerar errores aleatorios y errores debido a interpolacion
en los campos de desplazamientos. Analizando los resultados del Ejemplo 2
se concluye que la formulacion QPCEG logra resolver problemas de mayor
tamano que la CPCEG aunque con un error en la solucién ligeramente superior
que la CPCEG. Esto coloca a la QPCEG como una buena alternativa aunque
deben ser obtenidos resultados teéricos en trabajos futuros previo a su eventual
aplicacion en problemas reales.

La formulacion CDCEG es equivalente a la CPCEG, tal como es observado
viendo los resultados del Ejemplo 3. De todas formas existen diferencias en
los resultados numéricos al resolver utilizando Sedumi: la CDCEG requiere un
tiempo 20 % menor cuando logra resolver el problema, aunque para un caso
no fue posible para la formulacion CDCEG obtener una distribuciéon con error
aceptable. Esto es explicado por diferencias de precision en variables primales y
duales, de todas formas se deberé estudiar estos aspectos en profundidad antes
de continuar la aplicacion de esta formulacion. A pesar de esto los resultados
son prometedores por lo que debe ser una formulaciéon a tener en cuenta a
futuro.

Los resultados del Ejemplo 4 muestran que la geometria de la seccion ar-
terial con alto porcentaje de estenosis representa un problema desafiante para
los mejores métodos de identificacion. Se comprueba que cuando los elementos
son agrupados la identificacion obtenida es satisfactoria incluso sin utilizar re-
gularizacion. Por otra parte, cuando no se utiliza dicho agrupamiento resulta
dificultoso obtener una soluciéon aceptable en todo el dominio para un tnico
valor del coeficiente de regularizacion ag. Finalmente, aplicando la formula-
cion para tres campos de desplazamientos se muestra que es posible disminuir
de forma considerable el error en la solucién con un aumento del costo compu-

tacional despreciable.
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Al utilizar campos de desplazamientos obtenidos a través del procesamiento
de imagenes se observd que es posible identificar geometrias e inclusiones en
los problemas considerados aunque el error en los campos de desplazamientos,
afecta el valor de las propiedades mecénicas de dichas inclusiones.

Tomando en cuenta los resultados del Ejemplo 4 y 5 se obtiene como re-
comendacion que el abordaje adecuado para la resoluciéon de problemas de
identificaciéon con datos obtenidos procesando imégenes de secciones trans-
versales de arterias (IVUS), deberia contemplar el uso de varios campos de
desplazamientos. Esto lograria reducir el efecto negativo del error en los datos
y aplacar la dificultad asociada a una geometria arterial.

Finalmente en el Ejemplo 6 se mostré que la formulacion CPCEG permite
identificar informacion importante de la soluciéon incluso cuando el material
es sometido a grandes deformaciones y no se cuenta con informaciéon sobre la

geometria de la inclusiéon a identificar.

Modelado fraccional

Respecto al problema del modelado del comportamiento viscoelastico, en
este trabajo fue presentado un nuevo elemento viscoeléstico fraccional llamado
HOSP, el cual permitié la definicion de un nuevo modelo viscoelastico frac-
cional. Un método para la caracterizacion de parametros mecénicos de los
modelos viscoelasticos fraccionales fue desarrollado e implementado. El méto-
do consiste en la resolucién de un problema de optimizacion a partir de datos
de deformacion y tension (o presion y didmetro para el caso de arterias).

En esta parte de la tesis cuatro ejemplos numéricos fueron resueltos, de los
cuales en tres se utilizaron datos generados de forma sintética y en el ejemplo
final se utilizaron datos obtenidos a través de procedimientos experimentales.
Los resultados obtenidos en el primer ejemplo permiten concluir que el mé-
todo de caracterizacion propuesto es adecuado para la determinacion precisa
de parametros constitutivos de modelos viscoelasticos fraccionales, incluido el
parametro fraccional «, incluso si los datos tienen un error de nivel moderado.

En el segundo ejemplo el método fue aplicado a datos generados usando
un modelo DMW| pudiendo observar que la utilizaciéon del elemento HOSP
provee, a los modelos viscoelasticos, la capacidad de simular comportamientos
constitutivos complejos con mayor precision respecto a modelos existentes.

Los parametros constitutivos utilizados para generar los datos en este ejemplo
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fueron obtenidos de la literatura reciente, siendo apropiados para modelar el
comportamiento de tejido de bazo e higado porcino. Esto permite concluir, de
forma indirecta, que el elemento HOSP permite reproducir con menor error el
comportamiento de tejidos biologicos.

En el Ejemplo 3 se utilizaron datos correspondientes a un cilindro sometido
a presion interna. Los resultados muestran que, para geometrias y valores de
densidad en el orden de los de arterias, se puede obtener un modelado acep-
table atin sin considerar el término inercial. También se observd que al variar
el valor p utilizado para generar los datos, el valor de o obtenido es incremen-
tado notoriamente tnicamente para valores muy elevados de p, descartando
una correlacién directa entre éstos parametros. El resultado obtenido en este
ejemplo habilita la aplicacién del modelo viscoelastico fraccional quasi-estético
propuesto al ajuste de datos obtenidos utilizando arterias.

Finalmente en el Ejemplo 4 se aplicaron dos métodos de caracterizacion
a los datos de presion y didmetro obtenidos experimentalmente utilizando un
procedimiento n-vitro a un segmento arterial ovino. Se observo que al utilizar
el elemento HOSP en el modelo viscoeldstico se mejord significativamente la
precision del ajuste del modelo a los datos. También se aplico el procedimiento
de caracterizacion para determinar el radio ry, confirmando que dicho paré-
metro geométrico puede ser identificado a partir de datos obtenidos de forma
no invasiva. Esto representa un resultado vital para la aplicacién a datos en
humanos.

Los resultados presentados permiten concluir que los modelos fraccionales
viscoelasticos que incluyen el elemento HOSP permiten modelar comporta-
mientos complejos con menor error que otros modelos viscoelasticos. También
se concluye que la metodologia de identificaciéon propuesta e implementada
permite identificar pardmetros viscoelasticos y modelar el comportamiento de
tejido arterial a partir de medidas de presion y didmetro obtenidos mediante

procedimiento no invasivos.

Sugerencias sobre procedimientos no invasivos

Las conclusiones obtenidas permiten generar sugerencias sobre eventuales
modificaciones de los procedimientos de obtenciéon de datos de presion y didme-
tro, en caso de que se desee aplicar el método propuesto. Para poder identificar

los parametros de los modelos considerados se deben utilizar datos de presion
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y didmetro medidos en puntos cercanos de forma tal que la presion registrada
en el transductor pueda ser considerada igual a la presion donde se mide el
diametro para un mismo instante de tiempo. Por otra parte para cada valor
de diametro obtenido se debe conocer el valor de presion correspondiente, es
decir que los valores deben ser medidos respecto a un instante de tiempo de

referencia conocido.

Publicaciones realizadas

Las siguientes publicaciones fueron realizadas utilizando contenidos de la

presente tesis.

Articulos en revistas

s J.M. Pérez Zerpa, A. Canelas, B. Sensale, D. Bia Santana, R.L. Ar-
mentano, Modeling the arterial wall mechanics using a novel high-order
viscoelastic fractional element, Applied Mathematical Modelling, Volume
39, Issue 16, 15 August 2015, Pages 4767-4780.

= J.M. Pérez Zerpa, A. Canelas, Efficient formulations of the material iden-

tification problem using full-field measurements, Computational Mecha-

nics (Aceptado doi:10.1007/s00466-016-1291-1).

Articulos en congresos

= J.M. Pérez Zerpa, A. Canelas, B. Sensale, D. Bia Santana, R.L.. Armen-
tano, A high-order viscoelastic fractional element applied to modeling
ovine arterial wall behavior, 11th World Congress on Computational Me-
chanics (WCCM XI), Barcelona, 2014.

= G.D. Maso Talour, J.M. Pérez Zerpa, P.J. Blanco, A. Canelas, R.A. Fei-
joo, IVUS Image Conditioning for In-Vivo Characterization of Arterial
Tissue, VI International Conference on Computational Bioengineering,
Barcelona, 2015.

= J.M. Pérez Zerpa, A. Canelas, B. Sensale, D. Bia Santana, R. L. Ar-
mentano, Modelado de tejido arterial utilizando un elemento fraccional
viscoeléstico de orden superior , XXI Congreso sobre Métodos Numéricos

y sus Aplicaciones, Bariloche, Argentina, 2014.
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Presentaciones en otros eventos

= Poster: Caracterizacion de propiedades mecénicas en modelos arteriales,
Segundas Jornadas de Biofisica, Facultad de Ciencias, Universidad de la
Reptblica, 2013.

= Poster: Modelamiento computacional y caracterizacion de tejido arte-

rial, Ingenieria deMuestra 2012.

Trabajos futuros

Existen diversas lineas de trabajo que pueden ser continuadas a futuro. Se
comienza describiendo las resultantes del trabajo realizado en Identificacion
no homogénea.

Se debe extender y aplicar las formulaciones propuestas a la identificacién
en materiales con un comportamiento constitutivo mas general, considerando
diferentes propiedades del comportamiento de tejidos, como viscoelasticidad o
elasticidad no lineal.

Tanto la extension para modelos viscoelésticos como la de elasticidad no
lineal, demandaran mayores recursos computacionales por lo que sera necesario
proponer nuevas formulaciones e implementar herramientas de alto desempeno
utilizando los recursos con los que cuenta la Facultad de Ingenieria. También
se buscaréa acoplar las herramientas de anéalisis y/o caracterizacion, con otros
codigos de resolucion de problemas en mecéanica computacional, por ejemplo
de mecanica de fluidos, permitiendo recorrer el camino que otros grupos han
realizado y simular también la interacciéon fluido-estructura.

Aspectos teoricos de la formulacion QPCEG deben ser abordados en tra-
bajos futuros con el objetivo de obtener resultados que confirmen si los buenos
resultados obtenidos pueden ser repetidos en otros problemas. Esta formulacion
también permite una alternativa interesante, que podria mejorar los resultados
de la identificacion. La misma consiste en ir realizando sucesivas identificacio-
nes utilizando como distribucién E®) la obtenida en la identificacién anterior.
En los ejemplos resueltos en esta tesis no se percibié una mejora notoria al
utilizar esta formulacién alternativa aunque seria necesario realizar estudios
tedricos para analizar la convergencia y unicidad de solucién desde un punto
de vista formal.

Se trabajara en la mejora de los resultados obtenidos al utilizar desplaza-
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mientos brindados por la técnica Optical Flow. Esto podria ser logrado utilizan-
do varios campos de desplazamientos, asi como también analizando posibles
modificaciones a los términos de regularizacion del PIM y del OF. El buen
desempeno del término CEG permite sugerir su utilizaciéon para obtener una
formulacion modificada del Optical Flow, siendo incluido como regularizador
en dicha técnica. Utilizando el abordaje sugerido se podria resolver los proble-
mas de OF y PIM de forma simulténea, lo que significaria un nuevo paradigma
en la identificaciéon no homogénea de propiedades.

Respecto al nuevo modelo fraccional propuesto se debe continuar con el
analisis de los aspectos fisicos, buscando relaciones entre distintos comporta-
mientos complejos y el valor del pardmetro fraccional identificado. Esto per-
mitird un mejor entendimiento del comportamiento de los tejidos a través del
uso de modelos simples.

Finalmente se destaca que tanto el nuevo modelo fraccional como los mé-
todos de identificacion estan comenzando a ser aplicados por otros integrantes
del grupo MecSolCom en etapas formativas. Se buscara continuar en el estudio
de los modelos fraccionales, en particular buscando modelar comportamientos
viscoelédsticos no lineales, fendémeno que el autor considera podria estar rela-
cionado directamente con elevados valores de o en el HOSP.

También se buscaré obtener una correlacion entre los parametros viscoelés-
ticos provistos por los métodos de caracterizacion y los distintos indicadores
mecanicos arteriales considerados a nivel clinico. Esto se realizaré a través de la
ejecucion de un plan de trabajo de maestria aplicando los métodos presentados
en esta tesis. Este posible resultado a corto plazo representaria la obtencion
de nuevas herramientas de diagnostico, que permitirian aportar a la deteccion

temprana de enfermedades cardiovasculares tanto en adultos como en ninos.
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