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Prefacio
En este documento se presentan los conceptos impartidos en la primer edición

del cursoAnálisis No Lineal de Estructuras, incluido en el Posgrado en Ingeniería
Estructural de la Facultad de Ingeniería de la Universidad de la República. A lo largo
del texto se hace referencia a bibliografía especializada en la cual se pueden encon-
trar desarrollos detallados que complementan lo presentado, no obstante, cualquier
error es responsabilidad de los autores.

Con el objetivo de facilitar la asimilación de conceptos, los autores desarrolla-
ron una herramienta informática abierta (usando GNU-Octave) que permite resolver
problemas de análisis no lineal de estructuras de barras articuladas. La herramienta,
llamada Open Nonlinear Structural Analysis System (ONSAS), fue desarrollada con el
objetivo de mostrar al lector una implementación de algunos de los métodos de aná-
lisis descritos en el texto, así como también poder brindar una herramienta gratuita
que permita resolver una amplia gama de problemas estructurales de interés.

El Capítulo 1 comienza con una descripción de problemas estructurales que re-
quieren modelos no lineales, continuando con la introducción a los procedimientos
numéricos necesarios para resolver las ecuaciones no lineales correspondientes.

En el Capítulo 2 se presentan herramientas analíticas para el análisis de estruc-
turas geométricamente no lineales y su aplicación en ejemplos canónicos. También
se presenta una formulación para la resolución de problemas estructurales con no
linealidad geométrica basada en el Método de los Elementos Finitos.

En el Capítulo 3 se aborda el análisis de estructuras formadas por materiales en
los cuales la relación entre tensión y deformación es no lineal. Se presentan modelos
de comportamiento constitutivo: hiperelástico, lineal a tramos y elasto-plástico.

El Capítulo 4 introduce al lector al análisis dinámico de estructuras con com-
portamiento no lineal. Para ello, se realiza una introducción al análisis dinámico en
modelos estructurales lineales para luego pasar a considerar la dinámica de modelos
estructurales no lineales.

Los autores confían en que este texto puede resultar de utilidad para toda persona
interesada en comprender los conceptos básicos del análisis no lineal de estructuras
siguiendo literatura en español. El material, condensa una parte de la extensa biblio-
grafía que existe sobre el tema en cuestión, por lo que se invita al lector a continuar
la lectura en las referencias citadas a lo largo del texto. Los autores agradecen a los
colegas, amigos y familiares que de diversas formas han apoyado el desarrollo de
este material.

Montevideo, Uruguay, 22 de diciembre de 2017.



A los Profesores Adam Sadowski y Julio Borghi.
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Capítulo 1: Motivación y Métodos Numéricos

El análisis de una estructura consiste en establecer ciertas hipótesis mecánicas
y físicas sobre el comportamiento de la misma, obtener y resolver el modelo mate-
mático correspondiente, e interpretar los resultados. Si las hipótesis establecidas son
tales que las ecuaciones del modelo matemático son no lineales, el análisis es consi-
derado no lineal. La validez de los resultados de un análisis estructural depende de
las aproximaciones de la realidad dadas por las hipótesis de�nidas y de la precisión
de la resolución del modelo matemático correspondiente.

Dado este marco, se enumeran a modo de motivación una serie de estructu-
ras o problemas estructurales reales que requieren el uso de modelos no lineales.
Posteriormente, se introducen algunos métodos numéricos que permiten, mediante
herramientas computacionales, llevar a cabo el análisis no lineal de una estructura.

1.1. Motivación y enfoque

Motivación

El análisis no lineal de estructuras forma parte esencial de los conocimientos de
los ingenieros estructurales en disciplinas como: Civil (infraestructura), Mecánica,
Naval, Aeroespacial, Automotriz, Biomecánica, etc.

En algunas aplicaciones en el área Civil, en particular en estructuras de edi�ca-
ción sencillas, los efectos resultantes del comportamiento no lineal de las estructuras
están contemplados mediante procedimientos codi�cados en las normas de diseño
estructural (ver por ejemplo ACI 318-14, AISC 360-16, Eurocódigos).

No obstante, para estructuras que se apartan de las hipótesis asumidas en los
procedimientos codi�cados, las normas mencionadas describen y admiten análisis
más re�nados de los efectos resultantes de la respuesta no lineal de las estructuras. La
necesidad de llevar adelante estos análisis se vuelve imprescindible para ciertos tipos
de estructuras que trabajan en régimen no lineal bajo cargas de servicio. Algunos
ejemplos de estas estructuras son:

mástiles atirantados (Sparling, 1995),

puentes suspendidos (Larsen et al., 2000),
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puentes atirantados (Wu et al., 2015; Madrazo-Aguirre et al., 2015),

análisis de placas o cáscaras delgadas (Hunt and Wadee, 1998),

estructuras reticuladas y aporticadas esbeltas (Morozov et al., 2011),

cubiertas con membranas tensas (Bridgens and Birchall, 2012),

cubiertas formadas por cables (Feng et al., 2013).

Adicionalmente, las normas modernas de diseño estructural admiten la deter-
minación de la capacidad de las estructuras o componentes estructurales mediante
análisis numéricos apropiados. A modo de ejemplo, la norma EN 1993-1-6 aplicable
a cáscaras de acero propone una secuencia progresiva de análisis de distinta comple-
jidad de manera de llegar a determinar la capacidad de una cáscara de acero. Dicha
secuencia de análisis es resumida a continuación:

1) Análisis Elástico Lineal (LA),

2) Análisis de Bifurcación Elástico Lineal (LBA),

3) Análisis No Lineal Geométrico Elástico (GNA),

4) Análisis No Lineal Material (MNA),

5) Análisis No Lineal Geométrico Elástico con Imperfecciones (GNIA),

6) Análisis No Lineal Material y Geométrico con Imperfecciones (GMNIA).

En la Figura 1.1 se presentan de forma esquemática las curvas de carga-deformación
resultantes de los análisis enumerados anteriormente.

La norma recomienda realizar los distintos análisis utilizando el Método de los
Elementos Finitos (MEF), el cual será presentado en la Sección 2.4. Al usar mode-
los numéricos para realizar la secuencia de análisis descritos se debe comenzar por
el análisis más sencillo (LA) e incorporar gradualmente complejidades de análisis y
examinando mediante un análisis crítico los resultados que se van obteniendo. Co-
menzar los análisis partiendo de un modelo complejo puede ser peligroso ya que no
se tendrá una idea clara de qué resultados se deben esperar y sobre dónde podrían
haber errores ocultos en el modelo o la solución numérica.

La capacidad de realizar análisis no lineales es crítica también al diseñar estruc-
turas sometidas a acciones accidentales como por ejemplo impacto o explosión. Al
realizar el diseño de estructuras bajo hipótesis de colapso progresivo, como puede
ser la eliminación de una columna en un edi�cio, se debe considerar que la estruc-
tura experimenta grandes deformaciones y el equilibrio en esas situaciones debe
necesariamente contemplar efectos no lineales tanto en la geometría como en los
materiales.



Sección 1.1. Motivación y enfoque 3

6 GMNIA
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Desplazamiento

Carga

Figura 1.1: Curvas de carga-desplazamiento esquemáticas para distintos análisis.

Enfoque

En este documento se aborda el análisis no lineal de estructuras discretas, es decir
que no se presentan métodos para análisis no lineal de sólidos continuos arbitrarios.
En particular, se consideran estructuras formadas mediante barras articuladas (reti-
culados) sometidas a distintas condiciones de apoyo y esfuerzos en las articulaciones
o nodos.

La consideración de estructuras reticuladas permitirá presentar conceptos y for-
mulaciones de complejidad relativamente baja sin dejar de lado los conceptos cen-
trales referentes a modelos estructurales no lineales.

Estos elementos estructurales relativamente sencillos permitirán idealizar otros
tipos de estructuras, como pórticos o arcos, mediante estructuras reticuladas equi-
valentes. Esto permitirá observar fenómenos como �exión en componentes estruc-
turales y en estructuras completas sin necesidad de desarrollar formulaciones de
elementos de tipo viga.

En el contexto de estructuras de barras, se introducen los conceptos de no linea-
lidad geométrica, inestabilidad, no linealidad material y dinámica no lineal. Cabe
aclarar que no se cubrirán todas las posibles fuentes de no linealidad en el compor-
tamiento de estructuras, en particular no se estudiarán problemas de contacto entre
componentes estructurales, ni cargas dependientes de la geometría de la estructura
(following loads).
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1.2. Métodos Numéricos para Ecuaciones No Lineales

Determinar las con�guraciones de equilibrio de una estructura con comporta-
miento no lineal requiere la capacidad de resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
Por ende, los procedimientos de análisis no lineal de estructuras están directamente
basados en métodos numéricos de resolución de sistemas de ecuaciones no lineales.
En varios casos, las aplicaciones prácticas de resolución de estructuras han sido las
precursoras de los que posteriormente serían métodos numéricos aplicados a diver-
sas ramas de la Ingeniería, como el Método de los Elementos Finitos (Zienkiewicz,
1972) (ver (Cris�eld, 1996; Bathe, 2014) por más detalle).

Con el objetivo de evitar la asimilación en simultáneo de procedimientos numé-
ricos y conceptos estructurales, se opta por comenzar presentando de forma aislada
los métodos numéricos más importantes para, en capítulos posteriores, aplicarlos en
el contexto de problemas estructurales.

El estudio y desarrollo de estos métodos numéricos forma parte del área llamada
Continuación Numérica, perteneciente a la disciplina Matemática Aplicada (Doedel,
2014). En las siguientes secciones se presentan las tres clases principales de méto-
dos numéricos que son de utilidad para resolver sistemas de ecuaciones no lineales,
descritos a continuación:

Métodos Incrementales,

Métodos Iterativos,

Métodos de Longitud de Arco.

Actualmente existen diversos programas generales basados en implementacio-
nes de estos métodos. Asimismo, estos programas pueden ser aplicados al estudio de
problemas de estabilidad estructural, como se puede ver en trabajos como (Wadee
and Gardner, 2012).

En este documento se utiliza la siguiente notación para representar vectores,
matrices y escalares: letras minúsculas en negrita para vectores (ej. u), letras ma-
yúsculas en negrita para matrices (ej. K) y letras mayúsculas o minúsculas para
escalares (ej. x o E).

Se considera una estructura discreta como aquella cuya geometría es determina-
da a partir de un número (n ∈ N) de valores, o grados de libertad, dados por x ∈ Rn.
La estructura es sometida a un conjunto de cargas externas y se de�ne un paráme-
tro real λ ∈ R+ que corresponde al factor de carga. Es decir, λ es un parámetro que
indica qué múltiplo de la carga externa de�nida está aplicada sobre la estructura. Se
considera que λ = 0 implica una estructura descargada y que eso corresponde a la
estructura en la con�guración sin deformaciones, o lo que es lo mismo x = 0.

En situaciones donde λ > 0, las condiciones de equilibrio, compatibilidad y re-
lación constitutiva del material proveen un sistema de ecuaciones no lineales que
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vinculan x con λ mediante una función no lineal g : Rn × R+ −→ Rn dada por:

g(x, λ) = 0. (1.1)

La ecuación anterior se puede reducir a un caso menos general asumiendo que
las cargas son independientes de los desplazamientos. En ese caso, la no linealidad
respecto de x estará contenida completamente en una función vectorial de fuerzas
internas f : Rn −→ Rn mientras que las cargas externas están dadas por un vector
�jo v ∈ Rn. La ecuación resultante es:

f(x)− λv = 0. (1.2)

Las soluciones de los sistemas (1.1) o (1.2) determinan el conjunto de todas las
parejas de valores (λ,x) que satisfacen dichos sistemas no lineales. De forma equi-
valente, las soluciones se pueden considerar como trayectorias que pasan por (0, 0)
en el espacio de con�guraciones de la estructura S ≡ R+ × Rn y que satisfacen la
Ecuación (1.2) en todo punto de dichas trayectorias. Aquí y en los capítulos siguien-
tes se llamará a dichas trayectorias como Curvas de Carga-Desplazamiento.

A continuación, se describen métodos para hallar soluciones numéricas de (1.1)
o en su defecto (1.2).

1.2.1. Métodos Incrementales

En esta familia de métodos, se transforma el problema de determinar las trayec-
torias dadas por puntos P = (λ,x) ∈ S que veri�can la Ecuación (1.2), en hallar la
solución de una ecuación diferencial ordinaria (E.D.O).

Para ello se considera que las trayectorias se pueden parametrizar respecto de
λ, con lo cual podemos escribir: (λ,x(λ)). Estos puntos satisfacen la ecuación no
lineal dada por la Ecuación (1.2) para todo λ, por lo tanto:

f(x(λ))− λv = 0. (1.3)

Derivando ambos miembros de la Ecuación (1.3) respecto de λ se obtiene:

Fx(x(λ))ẋ(λ)− v = 0, (1.4)

donde Fx es una matriz cuadrada (llamada matriz tangente) cuya entrada ij está
dada por (Fx)i,j = ∂fi

∂xj
. Asumiendo que Fx es invertible se obtiene la siguiente

E.D.O. de primer orden:
ẋ(λ) = F−1

x (x(λ))v. (1.5)

La Ecuación (1.5) en conjunto con la condición inicial x(0) = 0, determinan un
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Problema de Valores Iniciales dado por:

E.D.O
{

ẋ(λ) = F−1
x (x(λ))v

x(0) = 0
(1.6)

Por conveniencia se hará referencia a este problema como una E.D.O.
A partir de este punto se puede aplicar cualquier método numérico para la reso-

lución de E.D.Os. Ver por ejemplo (Kahaner et al., 1989), (Butcher, 2016) o las Notas
de Teórico del curso Métodos Numéricos (dictado por el Instituto de Matemáticas y
Estadística de la Facultad de Ingeniería de la Universidad de la República).

A modo de ejemplo, se introduce un método extremadamente sencillo y su�-
cientemente general como para poder apreciar este tipo de soluciones: el Método de
Euler Hacia Adelante (en inglés: Forward Euler).

Método de Euler Hacia Adelante

Dada una E.D.O. de primer orden genérica con variable independiente t, ẋ(t) =
h(x(t), t) y una aproximación numérica aceptable de la solución de la E.D.O. en tk ,
xk ≈ x(tk), se puede escribir el siguiente desarrollo de Taylor de x(t) en tk (con
ξ ∈ (tk, t)):

x(t) = x(tk) + ẋ(tk)(t− tk) +
1

2
ẍ(ξ)(t− tk)2. (1.7)

Evaluando la expresión dada por la Ecuación (1.7) en t = tk + ∆t y usando que
ẋ = h(x, t) se tiene:

x(tk + ∆t) = x(tk) + h(x(tk), tk)∆t+
1

2
ẍ(ξ)∆t2. (1.8)

Despreciando el término de segundo orden y llamando xk+1 y xk a las aproxi-
maciones de x(tk + ∆t) y x(tk) respectivamente, se obtiene:

F.Euler

{
xk+1 = xk + ∆t · h(xk, tk)

x0 = x(0)
(1.9)

El Método de Euler Hacia Adelante (Forward Euler) queda de�nido mediante la
expresión de la Ecuación (1.9) y es un método explícito dado que solo utiliza valores
ya calculados para determinar el próximo incremento. Existen otros métodos, implí-
citos, en los cuales el incremento está dado por la solución de una ecuación implícita
(ver las referencias sobre métodos numéricos para resolución de E.D.Os citadas por
más detalle).

Es claro a partir de la Ecuación (1.8) que en cada paso este método se aleja de la
solución exacta en un factor O(∆t2). Esto hace que este método, y todos los otros
métodos incrementales también, sufran de un efecto de deriva, llamado drift, de la
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solución numérica respecto de la solución exacta teórica.
Este drift se puede reducir utilizando métodos de mayor orden, los cuales son

más costosos del punto de vista computacional, o usando incrementos ∆t lo su-
�cientemente pequeños como para alcanzar una precisión requerida en un cierto
valor objetivo t∗.

Por último, es necesario comentar sobre el costo computacional del Método de
Euler Hacia Adelante. A partir de la Ecuación (1.9) se puede ver que cada paso del
método implica una evaluación de la función h(x, t). Generalmente, el costo de la
evaluación de h(xk, tk) supera con facilidad al resto de las operaciones de punto
�otante necesarias para completar el paso incremental. En el caso especí�co de la
resolución de una ecuación no lineal mediante un método incremental, dicha evalua-
ción corresponde a h(xk, tk) = F−1

x (xk)v, lo cual tiene el costo de evaluar Fx(xk)
y luego resolver un sistema lineal (Fx(xk)z = v) con costo de O(n3) operaciones
en punto �otante en general (posiblemente menor si Fx es una matriz esparza).

Ejemplo Numérico 1: Solución Incremental

A continuación se resuelve numéricamente la ecuación no lineal:

x− 3

2
x2 +

1

2
x3 − λ = 0. (1.10)

Esta ecuación está vinculada al análisis geométricamente no lineal de una estruc-
tura conocida como cercha de Von Mises, ver la Sección 2.1.3. La estructura tiene un
solo grado de libertad de desplazamiento vertical del centro de la cercha y exhibe
un comportamiento de tipo snap-through, es decir que al alcanzar un cierto nivel de
carga pierde estabilidad, produciéndose un “salto” a otra con�guración de equilibrio.

Es claro que el problema de encontrar la carga (λ) que corresponde a un cierto
desplazamiento (x) es trivial, solamente se debe despejar λ de la Ecuación (1.10) y
evaluar dicha expresión en el valor de desplazamiento dado (x).

El problema inverso, en el cual dado el nivel de carga se quiere hallar el despla-
zamiento correspondiente de la estructura, requiere el uso de un método numérico
para resolución de ecuaciones no lineales, como por ejemplo el procedimiento in-
cremental visto anteriormente.

Dada la Ecuación (1.10) y comparando con la Sección 1.2.1 se puede ver que
v = 1 y que las funciones f y Fx quedan de�nidas como:

f(x) = x− 3

2
x2 +

1

2
x3 y Fx(x) = 1− 3x+

3

2
x2, (1.11)

respectivamente. Se desea obtener estimaciones de valores de la solución (xk) en
incrementos ∆λ = 0,02 hasta alcanzar un valor objetivo λ∗.

El Método de Euler Hacia Adelante permite, comenzando desde x0 = 0 y λ0 = 0,
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hallar las soluciones (x1, x2, ...) de forma incremental mediante la expresión:

xk+1 = xk + 0,02

(
1

1− 3xk + 3
2x

2
k

)
. (1.12)

El método es implementado a través del código de Octave mostrado al �nal de esta
sección en el Código 1.1.

En la Figura 1.2 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el método para
diferentes valores de λ objetivo. En la grá�ca de la izquierda se puede ver el efecto
de drift, o separación, entre la solución exacta y la solución numérica incremental.
En la grá�ca de la derecha se muestra lo que ocurre cuando el método es aplicado
para un valor λ superior al correpsondiente a un punto con tangente horizontal
(que llamaremos: Punto Límite). Se ve claramente que la solución numérica se aleja
desproporcionadamente de la solución exacta.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.50

0.05

0.1

0.15

0.2

x

λ

Solución Numérica
Solución Exacta

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

λ

Solución Numérica
Solución Exacta

Figura 1.2: Soluciones obtenidas usando Euler Hacia Adelante. Izquierda: solución
para λ∗ = 0,18. Derecha: solución para λ∗ = 0,26.

Los resultados obtenidos permiten establecer que el método incremental des-
crito tiene di�cultades para resolver el sistema más allá de puntos en los cuales se
cumple que: det(Fx) = 0 (f ′ = 0 en este caso). Por otra parte el efecto de drift
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puede provocar que las soluciones tengan errores considerables si el incremento no
es cuidadosamente seleccionado. Estas desventajas del método motivan a introducir
los métodos iterativos en la siguiente sección.

Código 1.1: Implementación del Método de Euler para resolución del Ejemplo Nu-
mérico 1.

1 %% Ejemplo Numerico 1 : Solucion Incremental % %
2 clc, clear all, close all
3
4 % Condiciones Iniciales
5 x0 = 0; L0 = 0;
6
7 % Definicion de v
8 v = 1;
9

10 % Definicion de f(x)
11 f = @(x) x−3/2*x.^2+1/2*x.^3;
12
13 % Definicion de F_x(x)
14 Fx = @(x) 1−3*x+3/2*x.^2;
15
16 % Definicion de h(x,lambda)
17 h = @(x) Fx(x)\v;
18
19 %% % %Solucion Incremental con Forward Euler % % % %
20 % Defino hasta que Lambda incrementamos
21 Lmax = .25;
22
23 x(:,1) = x0 ; L(1)=0;
24
25 % Defino Incremento Delta Lambda
26 DL = .02;
27
28 % Comienza secuencia de incrementos
29 i=1;
30 while L(end)<Lmax
31 x(:,i+1) = x(:,i) + DL * h(x(:,i)); % Forward Euler
32 L(i+1) = L(i)+DL;
33 i = i+1;
34 end
35
36 % Genero graficas de las soluciones
37 subplot(1,2,1) % Solucion Por debajo de punto limite
38 plot(x(1,1:end−2),L(1:end−2),'*−k',0:.01:.5,f(0:.01:.5),'−r')
39 xlabel('x'), ylabel('$\lambda$')
40 legend('Solucion Numerica','Solucion Exacta')
41
42 subplot(1,2,2) % Solucion Por encima de punto limite
43 plot(x(1,:),L,'*−k',0:.01:2.25,f(0:.01:2.25),'−r')
44 xlabel('x'), ylabel('$\lambda$')
45 legend('Solucion Numerica','Solucion Exacta')
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1.2.2. Métodos Iterativos

Luego de haber presentado los métodos incrementales y observar desventajas
como el fenómeno de drift, se plantea en esta sección la resolución del problema en
cuestión por medio de métodos iterativos.

La idea fundamental de los métodos iterativos es �jar el valor del parámetro
λ = λk y hallar el vector xk que veri�ca la ecuación no lineal: f(xk) − λkv = 0.
De esta manera las incógnitas del sistema no lineal son solamente las entradas del
vector xk .

El procedimiento consiste en, dado un vector inicial x
(0)
k , iterar mediante algu-

na regla de manera de asegurar que el vector obtenido (x(N)
k ) satisface la ecuación

no lineal con una tolerancia de�nida a priori, siendo N el número de iteraciones
requeridas. La expresión matemática asociada a satisfacer la ecuación no lineal es:

‖f(x
(N)
k )− λkv‖ < εtol. (1.13)

Este procedimiento iterativo suele llamarse “iterar hasta obtener convergencia”.
Iterar hasta satisfacer la condición dada por la Ecuación (1.13) garantiza que se habrá
obtenido un punto (λk,x

(N)
k ) para el cual se tiene un error controlado respecto de

la solución exacta. Es por esto que los métodos iterativos eliminan el problema de
drift.

A continuación se presenta una de las reglas iterativas más populares para re-
solver sistemas de ecuaciones no lineales, el llamado Método de Newton-Raphson.

Método de Newton-Raphson

En el Método de Newton-Raphson (NR) se asume que se cuenta con un vector
x

(0)
k próximo a la solución buscada xk de la Ecuación (1.2). Para una ecuación no

lineal con una sola incógnita, el método se puede deducir mediante un argumento
geométrico, mientras que para un sistema de ecuaciones no lineales, la deducción
requiere del concepto de linealización de funciones vectoriales.

A modo de referencia, el software SAP 2000® 1, utiliza iteraciones de N-R pa-
ra resolver problemas con no linealidad geométrica, permitiendo al usuario de�nir
parámetros básicos del método.

Una Ecuación y Una Variable: Se describe a continuación la deducción geo-
métrica para el caso de una sola incógnita. De acuerdo a lo que se muestra en la
Figura 1.3, la idea del método es trazar la tangente a la curva (x, f(x)) en el punto
conocido x(0)

k y hallar la intersección de esta recta tangente con la recta horizontal
dada por el nivel de carga de�nido: λkv. El valor de x en esta intersección será la
nueva aproximación de la solución de la ecuación no lineal x(1)

k .
1desarrollado por Computers and Structures Inc.
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(0, 0)

Recta tangente

λkv

x

λv

x
(1)
kx

(0)
k

Figura 1.3: Representación geométrica de iteración de Newton-Raphson.

La ecuación de recta de la tangente en el punto x(0)
k está dada por:

λv = f(x
(0)
k ) + f ′(x

(0)
k )(x− x(0)

k ), (1.14)

mientras que la ecuación de la recta horizontal correspondiente al nivel de carga
especi�cado es:

λv = λkv. (1.15)

La intersección de ambas rectas provee la siguiente ecuación lineal en x:

λkv = f(x
(0)
k ) + f ′(x

(0)
k )(x− x(0)

k ). (1.16)

Resolviendo x en la ecuación anterior y de�niendo ese valor como la nueva apro-
ximación de la solución: x(1)

k , se llega a:

x
(1)
k = x

(0)
k −

f(x
(0)
k )− λkv
f ′(x

(0)
k )

. (1.17)

El procedimiento anterior permite de�nir el método iterativo de Newton-Raphson:

N-R

x
(i+1)
k = x

(i)
k −

f(x
(i)
k )− λkv
f ′(x

(i)
k )

x
(0)
k

(1.18)

Es claro a partir de la Ecuación (1.18) que este método no puede iterar si la de-
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rivada primera de f(x) es igual a cero en el punto donde se traza la tangente. Esta
limitación también estará presente en el caso de Newton-Raphson para varias varia-
bles.

Sistema de n Ecuaciones y n Variables: A continuación se presenta la deduc-
ción del método de Newton-Raphson para un sistema de n ecuaciones no lineales
con n incógnitas. Se trabajará con el sistema de ecuaciones no lineales dado en la
Ecuación (1.3). Para deducir el método, se linealiza el sistema de ecuaciones no li-
neales en el punto actual de la iteración x

(i)
k . Esto se efectúa mediante un desarrollo

de Taylor de f respecto de la variable x en un entorno de x
(i)
k :

λv = f(x
(i)
k ) + Fx(x

(i)
k )(x− x

(i)
k ) +O(‖x− x

(i)
k ‖

2) (1.19)

Imponiendo que λv = λkv y truncando el término de mayor orden se obtiene
un sistema de ecuaciones lineales en la variable x:

λkv = f(x
(i)
k ) + Fx(x

(i)
k )(x− x

(i)
k ) (1.20)

Se de�ne el paso del método de Newton-Raphson como ∆x
(i)
k = x

(i+1)
k − x

(i)
k

y a partir de la Ecuación (1.20) se obtiene:

N-R


Fx(x

(i)
k )∆x

(i)
k = −

(
(f(x

(i)
k )− λkv

)
x

(i+1)
k = x

(i)
k + ∆x

(i)
k

x
(0)
k

(1.21)

Actividad

Veri�car que si x ∈ R el método dado por la Ecuación (1.21) se
reduce al presentado en la Ecuación (1.18).

Asumiendo que el punto de arranque (x(0)
k ) está su�cientemente cerca de la so-

lución buscada, la sucesión de iterados que genera N-R converge con orden 2. Esto
signi�ca que las distancias entre cada iterado y la solución exacta (xk) veri�can
‖x(i+1)

k −xk‖ ≈ β‖x(i)
k −xk‖2, siendo β > 0 la velocidad de convergencia. En este

documento no se presentarán formalmente los conceptos de orden y velocidad de
convergencia, ver (Quarteroni et al., 2007) por dichas de�niciones.

El método de N-R presentado en (1.21) requiere que Fx(x
(i)
k ) sea invertible para

poder calcular el paso iterativo. Más en general, para poder tener pasos iterativos
con precisión con�able se deberá cumplir que el número de condición de la matriz
Fx(x

(i)
k ) sea pequeño. Ver la Sección 7.6 del libro (Björk, A. and Dahlquist, 2008) por
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más detalles sobre estimación de número de condición, perturbaciones y errores en
sistemas lineales.

En la introducción a los métodos iterativos, en la Sección 1.2.2, se introdujo un
criterio de parada general, el cual es válido evidentemente para la iteración de N-R.
Existen otros posibles criterios de parada, como por ejemplo �jar un límite máximo
para el número de iteraciones: i 6 MAXITER. Otro criterio puede ser iterar hasta
que la diferencia relativa entre dos iterados sea menor que una tolerancia εrel:

‖∆x
(i)
k ‖

‖x(i+1)
k ‖

< εrel (1.22)

En cada iteración de N-R se debe resolver un sistema de tamaño (n×n). Depen-
diendo de la estructura de la matriz Fx(x

(i)
k ) esta solución puede llevarse a cabo de

maneras más e�cientes que una escalerización de Gauss genérica. En el capítulo 8
de (Bathe, 2014) se pueden ver en detalle métodos numéricos e�cientes usados para
la solución de dichos sistemas lineales.

La evaluación de la matriz Fx y su factorización (solución del sistema lineal) en
cada paso de N-R tiene un costo elevado. Existen otros métodos numéricos iterativos
que evitan evaluar Fx en cada iteración, o que utilizan una de�nición distinta para
Fx de manera de obtener solución con menor costo computacional en cada iteración.

Método de Newton-Raphson Modificado

El método de N-R modi�cado presenta una alternativa para no tener que evaluar
y factorizar la matriz Fx en cada iteración. Precisamente esto es lo que de�ne al
método en cuestión, el mismo deja �ja la matriz Fx(x

(0)
k ) a lo largo de las iteraciones.

Algunas herramientas computacionales, como por ejemplo el software SAP 2000®,
resuelven problemas con no linealidad geométrica realizando un cierto número de
iteraciones de NR modi�cado para luego pasar a realizar iteraciones Newton-Raphson
si no se alcanza convergencia.

La iteración de Newton-Raphson modi�cado puede ser escrita como:

N-R Modif.


Fx(x

(0)
k )∆x

(i)
k = −

(
(f(x

(i)
k )− λkv

)
x

(i+1)
k = x

(i)
k + ∆x

(i)
k

x
(0)
k

(1.23)

Esto permite factorizar la matriz Fx(x
(0)
k ) al comienzo de las iteraciones y alma-

cenar dichos factores. Luego, en cada paso iterativo se deberá resolver una sustitu-
ción hacia adelante y una sustitución hacia atrás para hallar ∆x

(i)
k . El costo compu-

tacional de dichas sustituciones es un orden de magnitud menor (en n) que el de la
factorización de la matriz Fx(x

(0)
k ).
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Como contrapartida al costo computacional reducido de N-R Modi�cado, se des-
taca que el orden de convergencia del método es 1. Esto implica que las distancias
entre cada iterado y la solución exacta (xk) veri�can ‖x(i+1)

k −xk‖ ≈ β‖x(i)
k −xk‖,

con β ∈ (0, 1).

Métodos Cuasi-Newton

La familia de métodos cuasi-Newton comprende a aquellos en los cuales se cam-
bia la matriz Fx del método de Newton-Raphson (matriz tangente) por una matriz
más económica de evaluar y factorizar (matriz secante).

En el caso de una sola ecuación y una sola incógnita, el Método de la Secante
corresponde a un método cuasi-Newton. En éste método, en lugar de trazar la tan-
gente por el punto actual (x(i)

k ), se traza la secante por el punto actual y el anterior
como se muestra en la Figura 1.4.

(0, 0)

Recta secante

λkv

x

λv

x
(1)
kx

(0)
k x

(2)
k

Figura 1.4: Esquema Geométrico del Método de la Secante

Es claro que se deben especi�car dos puntos de arranque para poder comenzar
a iterar con el Método de la Secante.
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Actividad

Veri�car que la expresión de la iteración del Método de la secante
está dada por:

x
(i+1)
k = x

(i)
k −

x
(i)
k − x

(i−1)
k

f(x
(i)
k )− f(x

(i−1)
k )

(
f(x

(i)
k )− λkv

)
(1.24)

El Método de la Secante tiene orden de convergencia super-lineal (Orden =
1+
√

5
2 ), lo cual lo posiciona como más lento que N-R pero más rápido que N-R Mo-

di�cado.
La generalización del Método de la Secante a sistemas de ecuaciones no lineales

corresponde al Método de Broyden. En ese método, en lugar de la matriz tangente
Fx utilizada en N-R, se utiliza una matriz secante que veri�ca una relación en los
incrementos de f(x) y x de la forma: ∆fk = Bk∆xk . La condición de matriz se-
cante no es su�ciente para de�nir la completamente y es ahí donde surgen distintas
variantes. En la Sección 7.1.4 de (Quarteroni et al., 2007) se presenta una de�nición
más detallada del método.

Otro método cuasi-Newton que deriva de la condición secante mencionada an-
teriormente es el Método BFGS, cuya formulación puede encontrarse en la Sección
8.4.2 de (Bathe, 2014).

El motivo por el cual estos métodos son atractivos es que en ellos las inversas
de las matrices secantes se actualizan de forma computacionalmente económica a
partir de las anteriores. Se obtiene, por lo tanto, un compromiso entre velocidad y
economía computacional.

Ejemplo Numérico 2: Soluciones Iterativas

Se resuelve nuevamente la ecuación no lineal vista en el ejemplo dado en la
Sección 1.2.1, dada por la expresión:

x− 3

2
x2 +

1

2
x3 − λ = 0 (1.25)

En este caso se �ja el nivel de carga λk = 0,19 y se comienza la iteración desde
x

(0)
k = 0. La expresión del Método de Newton-Raphson para la ecuación no lineal a

resolver está dada por:

x
(i+1)
k = x

(i)
k −

x
(i)
k −

3
2x

(i)
k

2
+ 1

2x
(i)
k

3
− 0,19

1− 3x
(i)
k + 3

2x
(i)
k

2 , (1.26)
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mientras que la iteración del Método de Newton-Raphson Modi�cado está dada por:

x
(i+1)
k = x

(i)
k −

x
(i)
k −

3
2x

(i)
k

2
+ 1

2x
(i)
k

3
− 0,19

1
. (1.27)

La implementación de ambos métodos se presenta al �nal de esta sección, en el
Código 1.2. En la Figura 1.5 se muestran resultados obtenidos al aplicar los métodos
a la resolución del ejemplo considerando εtol = 10−8.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.50
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Solución Numérica
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Figura 1.5: Resultados obtenidos por métodos iterativos. Izquierda: método de
Newton-Raphson. Derecha: método de Newton-Raphson Modi�cado.

El método Newton-Raphson Modi�cado requiere 20 iteraciones mientras que el
método Newton-Raphson requiere 7. Vale la pena remarcar que, dado que f ′(x) en
la solución tiene un valor cercano a cero, el método requiere un número de iteracio-
nes considerablemente elevado para converger. Esto se puede comprender mejor si
se tiene en cuenta el siguiente resultado teórico: el método de N-R tiene orden de
convergencia igual a 1 cuando f ′(x) en la raíz es igual a 0.
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Actividad

Modi�car los parámetros de la implementación presentada y resol-
ver el ejemplo para λk = 0,26 y otros dos valores superiores a 0,2.
Analizar los resultados y comparar con los obtenidos por el método
incremental.

Código 1.2: Implementación de métodos iterativos para ejemplo numérico 2.
1 %% Ejemplo Numerico 2 − Solucion Iterativa % %
2 clc, clear all, close all
3
4 % Punto de Arranque
5 x0 = 0;
6
7 % Definicion de v
8 v = 1;
9

10 %Definicion de f(x) y F_x(x)
11 f = @(x) x−3/2*x.^2+1/2*x.^3 ;
12 Fx = @(x) 1−3*x+3/2*x.^2 ;
13
14 % Fijamos valor de Lambda_k
15 Lk = .19;
16
17 % Parametros de Criterios de Parada
18 EpsilonTol = 1e−10; MAXITER = 20;
19
20 %% % %Solucion Iterativa con N−R % % % %
21 xnr(:,1) = x0; i=1; Error = inf;
22 while and(Error > EpsilonTol, i<=MAXITER) % Comienzan iteraciones
23 Deltax = −(f(xnr(:,i))−Lk*v)/Fx(xnr(:,i)) ; % Incremento N−R
24 xnr(:,i+1) = xnr(:,i) + Deltax; % Paso N−R
25 Error = abs(f(xnr(:,i+1))−Lk*v); % Evaluacion Error de Convergencia
26 i = i+1;
27 end
28
29 %% % %Solucion Iterativa con N−R Modif. % % % %
30 xnrm(:,1) = x0 ; i=1; Error = inf;
31 while and(Error > EpsilonTol, i<=MAXITER) % Comienzan iteraciones
32 Deltax = −(f(xnrm(:,i))−Lk*v)/Fx(xnrm(:,1)) ; % Incremento N−R Modif
33 xnrm(:,i+1) = xnrm(:,i) + Deltax; % Paso N−R Modif.
34 Error = abs(f(xnrm(:,i+1))−Lk*v); % Evaluacion Error de Convergencia
35 i = i+1;
36 end
37
38 % Genero graficas de solucion para NR y NR Modif
39 subplot(1,2,1) % Newton−Raphson
40 Nnr = length(xnr);
41 grid = 0:.01:.5;
42 Solexact = f(grid);
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43 xnrz(1:2:2*Nnr−1) = xnr; xnrz(2:2:2*Nnr−1) = xnr(2:Nnr);
44 ynrz(1:2:2*Nnr−1) = f(xnr); ynrz(2:2:2*Nnr−1) = Lk;
45 plot(grid,Solexact,'−r',xnrz,ynrz,'−.b',xnr,f(xnr),'ok',[−1,6],[Lk,Lk],'k−.')
46 axis([0 0.5 0 0.255])
47 xlabel('x'), ylabel('\lambda'), legend('Solucion Exacta')
48
49 subplot(1,2,2) % Newton−Raphson Modficado
50 Nnrm = length(xnrm);
51 grid = 0:.01:.5;
52 Solexact = f(grid);
53 xnrmz(1:2:2*Nnrm−1) = xnrm; xnrmz(2:2:2*Nnrm−1) = xnrm(2:Nnrm);
54 ynrmz(1:2:2*Nnrm−1) = f(xnrm); ynrmz(2:2:2*Nnrm−1) = Lk;
55 plot(grid,Solexact,'−r',xnrmz,ynrmz,'−.b',xnrm,f(xnrm),'ok',[−1,6],[Lk,Lk],'k−.')
56 axis([0 0.5 0 0.255])
57 xlabel('x'), ylabel('\lambda'), legend('Solucion Exacta')

1.2.3. Métodos de Longitud de Arco (Arc-Length)

En esta sección se presenta una variante de Método de Longitud de Arco para
la resolución de sistemas de ecuaciones no lineales parametrizados del tipo dado en
la Ecuación (1.3). Estos métodos son estudiados en matemática aplicada en el área
de continuación numérica (ver notas del curso de Análisis numérico de ecuaciones
no-lineales (Doedel, 2014) y el software AUTO-07p (Doedl and Oldeman, 2007)). Por
otra parte, se destaca que estos métodos fueron inicialmente desarrollados en el área
de análisis estructural. Una breve reseña histórica puede encontrarse en la Sección
9.3 de (Cris�eld, 1996).

La ventaja fundamental de estos métodos sobre los expuestos en las secciones
anteriores es que los Métodos de Longitud de Arco permiten resolver las ecuaciones
no lineales en situaciones en las cuales los métodos anteriores fallan o encuentran
problemas de convergencia.

Del punto de vista estructural, el interés en poder resolver el equilibrio de es-
tructuras más allá de puntos críticos o puntos de soluciones con matriz tangente
singular (más detalles en Capítulo 2) se justi�ca en que:

Puede ocurrir que un punto crítico solamente sea un máximo local de la curva
de carga-desplazamiento.

Puede ocurrir que se desee analizar un componente asilado de una estructura,
para luego incorporar ese componente a una estructura completa.

En general es importante saber cual es la carga de colapso de una estructura,
pero además es importante saber como es su comportamiento post-colapso, si
es dúctil o frágil por ejemplo.

Para saber que efectivamente se alcanzó la capacidad de carga máxima de la
estructura, se debe ser capaz de resolver el equilibrio más allá de dicho punto
para poder veri�car que en efecto es un máximo.
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Para poder estudiar el estado de tensiones que la estructura tiene en su carga
de colapso, se debe ser capaz de converger la solución en dicho punto de carga
máxima. Esto es difícil con los métodos presentados anteriormente.

En la solución de problemas elásticos-perfectamente plásticos, la carga má-
xima de la estructura (capacidad plástica) es difícil de obtener mediante los
métodos anteriores dado que la curva de carga-desplazamiento alcanza una
meseta plástica en dicha carga.

Es claro a partir de lo anterior que estos métodos son esenciales para el análisis
computacional del colapso de estructuras. Algunas herramientas computacionales
como: ABAQUS®, LUSAS®, ANSYS® o ADINA® tienen la capacidad de llevar a cabo
análisis estáticos mediante este tipo de procedimientos.

En lo que sigue se presenta una versión básica del método de Longitud de Arco,
la cual no es una implementación e�ciente pero tiene como ventaja la claridad en
su formulación. En la Sección 9.3 de (Cris�eld, 1996) se presenta una exposición
completa de estos métodos y su historia.

La idea básica de estos métodos es considerar a x ∈ Rn y λ ∈ R+ como incógni-
tas. Se requiere, naturalmente, que esas incógnitas satisfagan la Ecuación (1.3). Sin
embargo, ésta condición por sí sola no es su�ciente para tener un problema deter-
minado, ya que se puede comprobar que en ese caso se tienen n+ 1 incógnitas y n
ecuaciones. Por lo tanto, los métodos de Longitud de Arco imponen una restricción
adicional de manera de obtener un problema determinado.

Dependiendo de cuál sea dicha restricción adicional y la implementación elegida,
se obtienen los distintos métodos que forman parte de la familia de Métodos de
longitud de arco. Ver en (Cris�eld, 1996) Métodos de Longitud de Arco Linealizado,
Cilíndrico y Esférico. La restricción adicional está, tal como lo indica el nombre de
cada método, directamente relacionada al concepto de longitud del arco de la curva
carga-desplazamiento. En la Figura 1.6 se presenta un esquema geométrico de la
restricción de longitud de arco.

El incremento diferencial de la coordenada de longitud de arco s puede escribirse
en función de los incrementos de carga y desplazamiento como:

ds2 = dxT dx + dλ2ψ2vTv, (1.28)

donde ψ es un factor de escala de la carga con respecto a los desplazamientos. Esta
relación diferencial para la longitud de arco se puede traducir a una relación en los
incrementos ∆x y ∆λ:

∆l2 = ∆xT∆x + ∆λ2ψ2vTv. (1.29)

Observar que el parámetro ∆l2 controla la distancia a la cual el método de Lon-
gitud de Arco busca el nuevo punto solución de la ecuación no lineal.

En lo que sigue, se asume que se tiene una solución de la ecuación (xk−1, λk−1)
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(0, 0)

radio: ∆`

λkv

x

λv

xk

sk

f(x)

Figura 1.6: Esquema geométrico del Método de Longitud de Arco.

y que el arco de radio ∆l está centrado en ese punto. Con lo cual: ∆xk = xk−xk−1

y ∆λk = λk − λk−1.
De esta manera el sistema de ecuaciones no lineales que se deberán satisfacer en

el método de Longitud de Arco propuesto son:{
f(xk)− λkv = 0

∆xTk ∆xk + ∆λ2
kψ

2vTv −∆l2 = 0
(1.30)

Para obtener la expresión de la iteración del método de Longitud de Arco se debe
linealizar las ecuaciones no lineales dadas en la Ecuación (1.30) en torno al último
punto iterado: (

xk−1 + ∆x
(i)
k , λk−1 + ∆λ

(i)
k

)
respecto de las incógnitas ∆xk y ∆λk .

Luego, se resuelve el sistema lineal resultante de�niendo el paso iterativo del mé-
todo. Notar que se expresa la linealización e iteraciones respecto de los incrementos
de las variables x y λ.

Las ecuaciones linealizadas resultantes son:

f
(
xk−1 + ∆x

(i)
k

)
−
(
λk−1 + ∆λ

(i)
k

)
v+Fx

(
xk−1 + ∆x

(i)
k

)
δx

(i)
k − δλ

(i)
k v =0 (1.31)

∆x
(i)
k

T
∆x

(i)
k + ∆λ

(i)
k

2
ψ2vTv − ∆l2 + 2∆x

(i)
k

T
δx

(i)
k + 2ψ2vTv∆λ

(i)
k δλ

(i)
k = 0 (1.32)

con los incrementos iterativos de�nidos como

δx
(i)
k = ∆x

(i+1)
k −∆x

(i)
k y δλ

(i)
k = ∆λ

(i+1)
k −∆λ

(i)
k . (1.33)
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La versión linealizada de la Ecuación (1.30) se traduce en el siguiente sistema
lineal a ser resuelto en cada iteración del método: Fx

(
xk−1 + ∆x

(i)
k

)
−v

2
(

∆x
(i)
k

)T
2ψ2vTv∆λ

(i)
k

 · [ δx
(i)
k

δλ
(i)
k

]
= (1.34)

. . .

 −
(
f
(
xk−1 + ∆x

(i)
k

)
−
(
λk−1 + ∆λ

(i)
k

)
v
)

−
(

∆x
(i)
k

T
∆x

(i)
k + ∆λ

(i)
k

2
ψ2vTv −∆l2

)  . (1.35)

La regla para actualizar la solución en cada iteración se desprende de la Ecua-
ción (1.33): {

∆x
(i+1)
k = ∆x

(i)
k + δx

(i)
k

∆λ
(i+1)
k = ∆λ

(i)
k + δλ

(i)
k

(1.36)

Como en cualquier método iterativo, se debe proporcionar un punto de arranque
y algún criterio de parada para terminar las iteraciones. Respecto al criterio de para-
da, se usarán criterios iguales a los usados en Newton-Raphson (ver Sección 1.2.2).
Respecto al punto de inicio de la iteración, se deben de�nir valores ∆x

(0)
k y ∆λ

(0)
k .

Una posible opción es considerarlos igual a una fracción de los incrementos dados
por el método de Euler Hacia Adelante (ver la Sección 1.2.1).

Un punto adicional por comentar que surge de analizar la Figura 1.6, es que el
círculo que queda de�nido por la restricción de Longitud de Arco corta a la curva de
carga-desplazamiento en dos puntos, uno avanza la solución y el otro la retrocede.
Dado lo anterior, es posible que la iteración converja al punto que hace que la so-
lución retroceda en lugar de avanzar. Una manera de controlar esto es estudiando a
medida que avanza la solución numérica si se pasó un punto crítico (Det(Fx) = 0)
y en ese caso estudiar la necesidad de cambiar el signo del punto de arranque dado
por Euler Hacia Adelante.

Una observación �nal del método presentado es que la matriz del sistema lineal
dado en la Ecuación (1.34) que debe ser resuelto en cada iteración es no simétrica
y eso presenta una desventaja económica en cuanto a la resolución numérica del
sistema.

En el Capítulo 2 se describe una implementación del Método de Longitud de
Arco paran grados de libertad que salva estas de�ciencias. El mismo permite realizar
primero un paso de tipo N-R y luego determinar el incremento de Longitud de Arco a
partir de la solución de una ecuación polinómica de segundo grado. Se deben utilizar
criterios adicionales para decidir cuál de las dos raíces del polinomio corresponde al
avance de la solución.
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Ejemplo Numérico 3: Solución con Método de Longitud de Arco

Se resuelve nuevamente la ecuación no lineal vista en el ejemplo dado en la
Sección 1.2.1.

x− 3

2
x2 +

1

2
x3 − λ = 0 (1.37)

En este caso se �jan los parámetros del método de Longitud de Arco con los
valores: radio de Arco: ∆l = 0,083, factor de escala de cargas: ψ = 1 y pasos de
Método de Longitud de Arco: k = 1, 2, ..., 50.

Esto resulta en la solución numérica indicada con círculos negros en la Figura 1.7.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

x

λ

Solución Exacta
Solución Numérica

Figura 1.7: Soluciones Numéricas con Método de Longitud de Arco.

Notar que el método de Longitud de Arco utilizado logra pasar por dos puntos
críticos, uno en x ' 0,5 y otro en x ' 1,5.

También se puede observar en la Figura 1.7 que los puntos que componen la
solución mediante el procedimiento de Longitud de Arco se encuentran equiespa-
ciadas en la longitud de la curva correspondiente a la solución exacta. Se debe notar
que para que dichos puntos parezcan equiespaciados, el grá�co debe tener el mis-
mo escalado de ejes que la métrica usada como de�nición de longitud de arco en la
Ecuación (1.29).
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El código de Octave utilizado para generar la solución numérica se presenta en
el Código 1.3.

Actividad

Estudie cómo cambiar el código dado para poder resolver un sistema
de ecuaciones no lineales en Rn.

Código 1.3: Solución con Método de Longitud de Arco - Ejemplo Numérico 3.
1 %% Ejemplo Numerico 3 Solucion con Metodo de Longitud de Arco % %
2 clc, clear all, close all
3
4 % Punto Inicial
5 x0 = [0]; L0 = 0;
6
7 % Definicion de Ecuacion No−Lineal
8 v = 1;
9 f = @(x) x−3/2*x.^2+1/2*x.^3;

10 F_x = @(x) 1−3*x+3/2*x.^2;
11
12 % Pasos de Solucion con ArcLength
13 Nsteps = 50;
14
15 x = x0; L = L0;
16
17 % Parametros de la restriccion de Long. Arco
18 psi = 1; Dl = .083;
19
20 for k=1:Nsteps
21 % Inicializacion de Incrementos para Iteracion. F.Euler,
22 % Se ajusta el signo de DL en base a pasaje de un punto critico.
23 DL_ki = Dl/2;
24
25 if F_x(x(k))>0
26 DL_ki = DL_ki; % si la rama es ascendente usa +Forw.Euler
27 else
28 DL_ki = −DL_ki; % si la rama es ascendente usa −Forw.Euler
29 end
30 Dx_ki = DL_ki*v/F_x(x(k)); % Incremento Forw.Euler
31
32 % Parametros de Control de Iteracion
33 tol_F = 1e−8; Maxiter = 10;
34
35 % Iteracion de Metodo de Longitud de Arco.
36 i=1; err_F = inf;
37 while and(i<Maxiter , err_F>tol_F)
38 A = [F_x(x(k)+Dx_ki), −v ; 2*Dx_ki , 2*psi^2*v^2*DL_ki];
39
40 b = [ −(f(x(k)+Dx_ki)−(L(k)+DL_ki)*v) ; −(Dx_ki^2+(psi*v*DL_ki)^2−Dl^2)];
41
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42 dIncr = A\b; % solucion del sistema lineal
43
44 Dx_ki = Dx_ki + dIncr(1); % Actualizo el Incremento en x
45 DL_ki = DL_ki + dIncr(2); % Actualizo el Incremento en lambda
46
47 err_F = norm(f(x(k)+Dx_ki)−(L(k)+DL_ki)*v); % error para control de

convergencia
48
49 i = i+1; % incrementa contador de iteraciones
50 end
51
52 % Tenemos incrementos con convergencia deseada para el paso(k)
53 % Incremento x(k) para obtener x(k+1)
54 x(k+1) = x(k) + Dx_ki; L(k+1) = L(k) + DL_ki;
55 end
56
57 % Genera graficas de Solucion Numerica y Exacta
58 grid = 0:.01:3; Solexact = f(grid);
59 plot(grid,Solexact,'−r',x,L,'ok')
60 xlabel('x'), ylabel('\lambda')
61 title('Solucion Con Metodo de Longitud de Arco')
62 legend('Solucion Exacta'), axis([0 3 −0.5 2.5],'square')



Capítulo 2: No Linealidad Geométrica

En este capítulo se presentan algunos conceptos centrales del análisis de estruc-
turas que exhiben no linealidad geométrica. Se hará foco en estructuras discretas, es
decir no se hará énfasis en cuerpos continuos.

En la primer sección se presenta el Principio de Mínima Energía Potencial Total
como herramienta para hallar las ecuaciones de equilibrio de estructuras elásticas
y estudiar la estabilidad de dichas estructuras, en la hipótesis de grandes desplaza-
mientos. A continuación se presenta el Principio de los Trabajos Virtuales como una
herramienta alternativa, y más general que la anterior, para determinar las ecuacio-
nes de equilibrio de estructuras. Posteriormente se introducen diferentes medidas
de deformación no lineal como función de desplazamientos, aplicadas a miembros
de tipo biela. Habiendo cubierto los conceptos anteriores, se introduce una formu-
lación de elementos �nitos para bielas elásticas lineales. Dicha formulación permite
analizar estructuras reticuladas sometidas a grandes desplazamientos y rotaciones
con pequeñas deformaciones unitarias. Finalmente, se aplican los conceptos vistos
para describir métodos de análisis de estabilidad estructural en reticulados.

2.1. Principio de Mínima Energía Potencial Total

En esta sección se introduce el Principio de Mínima Energía Potencial Total
(PMEPT), el cual permite determinar las ecuaciones de equilibrio y estudiar la es-
tabilidad de sistemas estructurales conservativos no lineales1 También es posible
profundizar en el análisis, mediante enfoques energéticos, de la estabilidad elástica
de estructuras siguiendo los libros (Thompson and Hunt, 1973; Cris�eld, 1997) y en
forma un poco menos especí�ca con el libro (Timoshenko and Gere, 2009).

2.1.1. Definición de Energía Potencial Total

Tal como fue indicado, se abordará el estudio de sistemas estructurales discretos
en los cuales se puede de�nir completamente la con�guración del sistema mediante
un número (n) de coordenadas generalizadas (q = (q1, q2, ..., qn)T ∈ Rn).

1Como complemento a esta sección se recomienda ver la presentación, del Profesor M. A. Wadee del
Imperial College London, titulada Sandwiches, snakes and stays: interacting with instabilities, disponible en:
https://youtu.be/NSFqwxW7gRo (último acceso diciembre de 2017).

https://youtu.be/NSFqwxW7gRo
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Un sistema estructural conservativo que se encuentra en la con�guración dada
por q tendrá una energía potencial total V (q) de�nida como:

V (q) = U(q)−WE(q), (2.1)

dondeU(q) es la energía elástica interna del sistema en la con�guración dada por q y
WE(q) es el trabajo realizado por las fuerzas externas conservativas aplicadas sobre
el sistema desde una con�guración de referencia arbitraria hasta la con�guración q.

Un ejemplo sencillo mediante el cual se pueden �jar estos conceptos es el de un
sistema de una masa puntal (m) y un resorte elástico lineal de constante (K) sujeto
a la acción externa de la gravedad (g), como el que se muestra en la Figura 2.1.

0

L0m
q

g
K

Figura 2.1: Esquema de sistema Masa-Resorte.

Se asume una con�guración (no necesariamente de equilibrio) en la cual la masa
se desplaza q respecto de la posición neutra del resorte. En dicha con�guración, el
resorte se encuentra comprimido, con una cierta energía elástica interna almacenada
y la gravedad realizó un cierto trabajo,

U(q) =
Kq2

2
+ C1 y WE(q) = mgq + C2, (2.2)

respectivamente. Las constantes C1 y C2 corresponden a las referencias que se to-
men tanto para de�nir energía elástica interna como trabajo de fuerzas conservati-
vas externas. Como se verá más adelante, estas constantes son intrascendentes para
estudiar el equilibrio y la estabilidad y pueden ser consideradas nulas por conve-
niencia.

La expresión de energía elástica interna del resorte se puede obtener consideran-
do el trabajo que se debe realizar sobre el resorte para llevarlo a una con�guración
comprimida (o extendida), en particular evaluando la siguiente integral:

U(q) =

∫ q

q1

F (u) du =

∫ q

q1

Ku du =
Kq2

2
+ C1 (2.3)
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Dicha integral es la de�nición de un componente elástico. Notar que uno po-
dría eventualmente utilizar una expresión no lineal para F (u), con lo cual se estaría
considerando un resorte elástico pero no lineal.

A partir de lo anterior, el ejemplo de la masa y el resorte sometido a la acción de
la gravedad resulta tener la siguiente expresión para la energía potencial total:

V (q) =
Kq2

2
−mgq. (2.4)

2.1.2. Equilibrio y Estabilidad

La de�nición de Energía Potencial Total de la sección anterior permite expresar
el equilibrio y la estabilidad de los sistemas estructurales de manera extremadamente
sencilla.

Axioma 1

q̂ es de Equilibrio⇔ V (q) es estacionaria en q̂

Se puede mostrar que la condición de equilibrio estático correspondiente a esta
de�nición es equivalente a la que se obtiene mediante la segunda ley de Newton. La
ventaja de formular el equilibrio mediante el Principio de Mínima Energía Potencial
Total es que dicho procedimiento es signi�cativamente más sencillo y sistemático
que el de Newton. Sin embargo, se puede argumentar que se pierde cierta cuota de
intuición con lo cual la segunda ley de Newton sigue teniendo un importante valor.

Axioma 2

q̂ es Estable⇔ V (q) es tiene un mínimo relativo estricto en q̂

La de�nición de estabilidad del equilibrio estático dada por la expresión anterior
es particularmente simple de estudiar, especialmente si se compara contra la alter-
nativa de estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones dinámicas del
sistema frente a perturbaciones respecto de los equilibrios estáticos.

Si la función V (q) es su�cientemente suave, las condiciones de equilibrio y es-
tabilidad pueden ser expresadas usando derivadas parciales de V (q):

Equilibrio⇔ ∂V

∂q

∣∣∣∣
q̂

= 0

Estabilidad⇐ HV |q̂ es de�nida positiva.
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donde HV es la matriz Hessiana de derivadas parciales segundas de V (q). Una ma-
triz A es de�nida positiva por de�nición si: ∀u 6= 0 ∈ RN se cumple uTAu > 0. La
de�nición de matriz de�nida positiva en el caso de matrices reales diagonalizables
es equivalente a que todos los valores propios sean positivos.

En el ejemplo del sistema masa-resorte, se puede ver que la condición de equili-
brio resulta en:

dV (q)

dq
= Kq −mg = 0, (2.5)

lo cual resulta en la posición de equilibrio esperada para el sistema. Adicionalmente,

se puede ver que d2V (q)

dq2
= K > 0, a partir de lo cual el axioma de estabilidad

garantiza que el equilibrio q̂ = mg/K es estable como era de esperar.

Equilibrio y estabilidad en sistemas de un grado de libertad

La deducción de la condición de estabilidad para una V (q) diferenciable en un
grado de libertad (q ∈ R) se presenta a continuación.

Haciendo un desarrollo de Taylor de V (q) en el punto q̂, se tiene un entorno de
radio ε de q̂ tal que ∀δ < ε:

V (q̂ + δ) = V (q̂) + V ′(q)|q̂ δ +
1

2!
V ′′(q)|q̂ δ

2 +
1

3!
V ′′′(q)|q̂ δ

3 + ... (2.6)

La condición de mínimo relativo estricto de V (q) en q̂ corresponde a que exista
un entorno de q̂ tal que ∀δ se cumpla:

V (q̂ + δ)− V (q̂) > 0. (2.7)

Despejando de la Ecuación (2.6), se obtiene:

V (q̂ + δ)− V (q̂) = V ′(q)|q̂ δ +
1

2!
V ′′(q)|q̂ δ

2 +
1

3!
V ′′′(q)|q̂ δ

3 + ... (2.8)

Dado que se considera una con�guración de equilibrio, se debe veri�car que
V ′(q)|q̂ = 0. De esa manera se obtiene la siguiente igualdad:

V (q̂ + δ)− V (q̂) =
1

2!
V ′′(q)|q̂ δ

2 +
1

3!
V ′′′(q)|q̂ δ

3 + ... ∀δ < ε (2.9)

con lo cual, se observa que si V ′′(q)|q̂ > 0 (y δ es pequeño) entonces se satisface la
desigualdad de la Ecuación (2.7) y por lo tanto q̂ es un punto estable.

Notar que podría ocurrir que V ′′(q)|q̂ = 0 y se podría tener estabilidad si
V ′′′(q)|q̂ = 0 y V (4)(q)

∣∣
q̂
> 0. Con lo cual, estabilidad no necesariamente im-

plica derivada segunda de V positiva. De todas formas, si ocurre lo anterior diremos
que el sistema es débilmente estable.
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Clasificación de curvas de carga-desplazamiento

Las curvas curvas de carga-desplazamiento pueden ser clasi�cadas a partir del
estudio de la estabilidad de los equilibrios de los puntos que las integran. Partien-
do de una estructura sin carga aplicada (λ = 0) e incrementando el factor de car-
ga gradualmente, se puede obtener un primer punto de equilibrio sobre la curva
de carga-desplazamiento para el cual V ′′(q) = 0. Este punto es llamado Punto
Crítico: C = (P c, Qc). En la Figura 2.2 se presenta un ejemplo de curva carga-
desplazamiento en la cual, para cada nivel de carga, se esquematiza la energía po-
tencial total (ver (Thompson and Hunt, 1973) por otros ejemplos de este tipo de dia-
gramas). En cuanto a las curvas de carga-desplazamiento, las lineas sólidas muestran
equilibrios estables mientras que las punteadas muestran equilibrios inestables. Se
debe notar la coincidencia de mínimos (máximos) de la Energía Potencial Total con
puntos de equilibrio estable (inestable).

qi

λ

λ1

λc

λ2

Vλ1(qi)

Vλc(qi)

Vλ2
(qi)

Figura 2.2:Curva carga-desplazamiento de sistema con bifurcación simétrica estable.

2.1.3. Clasificación de Puntos Críticos

En esta sección se presenta una clasi�cación de puntos críticos a través de un
conjunto de sistemas estructurales formados por barras rígidas unidas por articu-
laciones y resortes elásticos lineales (de desplazamiento y/o de giro). Para cada es-
tructura y sistema de cargas se muestran las curvas de carga-desplazamiento para la
estructura sin imperfecciones (curva que parte del origen en color negro) y con im-
perfecciones geométricas (curvas que presentan un desplazamiento para carga nula
en color azul). Los tramos de trazo continuo representan equilibrios estables mien-
tras que los tramos discontinuos puntos de algún tipo de inestabilidad como se verá
más adelante.



30 Capítulo 2. No Linealidad Geométrica

Punto Límite

Un punto límite corresponde a una situación en la cual la estructura alcanza un
punto de equilibrio inestable para el cual se produce un salto a otro equilibrio estable
de manera dinámica (en inglés ”Snap-through"). En la Figura 2.3a se puede observar
una estructura con este comportamiento. La estructura es simétrica respecto al eje
vertical y el resorte horizontal tiene comportamiento lineal. Las barras en la con�-
guración de referencia forman un ángulo α con la horizontal, mientras que θ indica
el ángulo correspondiente a las barras en la posición deformada.

θ
K

α

P

(a) Esquema de estructura.

(0, 0)

salto dinámico

α− θ

P punto límite

P c

(b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.3: Estructura con comportamiento de punto límite.

En la Figura 2.3b se muestra la curva carga desplazamiento correspondiente. El
tramo punteado indica puntos de equilibrio inestable. La estructura presenta un pun-
to límite en el punto indicado en el grá�co. El comportamiento de estas estructuras
no es sensible a imperfecciones.

Bifurcación Simétrica Estable

Una bifurcación simétrica estable corresponde a una situación en la cual una es-
tructura alcanza un punto crítico y a partir de ese punto, su curva de carga-desplazamiento
se bifurca en varias ramas: una inestable y otras dos estables.

El pandeo de columnas elásticas pertenece a esta categoría. En la Figura 2.4a se
puede ver una versión discreta de ese tipo de estructura. En estos casos, al alcanzar-
se la bifurcación las estructuras logran mantener la carga aunque sea con grandes
deformaciones (ej. regla elástica en compresión). En la Figura 2.4b se muestra la
curva carga-desplazamiento correspondiente. Notar que estas estructuras tampoco
son sensibles a imperfecciones, siempre y cuando el comportamiento permanezca
elástico.
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θ

K

P

θ

(a) Esquema de estructura.
(0, 0) θ

P punto de bifurcación

P c

con imperf.

sin imperf.

(b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.4: Estructura con comportamiento de bifurcación simétrica estable.

Bifurcación Simétrica Inestable

Este tipo de comportamiento se corresponde al de estructuras y cargas tales que,
al alcanzarse la carga crítica, la curva de carga-desplazamiento se divide en varias
ramas, todas inestables. La rama inicial (fundamental) es la única estable.

Las cáscaras esbeltas sometidas a compresión meridional muestran este tipo de
inestabilidad, ya que al alcanzar el punto de bifurcación pierden la capacidad de so-
portar la carga (ej. lata de aluminio en compresión). En la Figura 2.5a se muestra una
estructura discreta que exhibe este comportamiento, la con�guración de la estruc-
tura sin carga aplicada es representada por líneas punteada (θ = 0) mientras que en
líneas sólidas se muestra la con�guración deformada.

En la Figura 2.5b se muestran las curvas carga-desplazamiento, donde se recuer-
da que líneas sólidas corresponden a curvas con puntos de equilibrio estable y lìneas
punteadas corresponden a puntos de equilibrio inestable.

En el grá�co se observa que el comportamiento de estas estructuras es conside-
rablemente sensible a imperfecciones. En general, la carga máxima soportada por
la estructura decrece al considerar imperfecciones geométricas. El resultado obser-
vado en este ejemplo pone en evidencia la importancia de este tipo de análisis en
estructuras como cáscaras.
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θ

K

P

θ

(a) Esquema de estructura.
(0, 0) θ

P

con imperf.

P c

punto de bifurcación

sin imperf.

(b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.5: Estructura con comportamiento de bifurcación simétrica inestable.

Bifurcación Asimétrica

Este tipo de comportamiento corresponde a situaciones en las cuales la estruc-
tura alcanza una con�guración de equilibrio inestable en la cual la curva de carga-
desplazamiento se divide en varias ramas: dos ramas inestables y una estable. En la
Figura 2.6a se muestra otro ejemplo de estructura con este comportamiento. En la
Figura 2.6b se muestran las curvas carga-desplazamiento.

θ

P

KL

L

(a) Esquema de estructura.
(0, 0) θ

P punto de bifurcación

P c

con imperf.

sin imperf.

(b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.6: Ejemplo de estructura con comportamiento de bifurcación asimétrica.

Considerando perturbaciones o imperfecciones hacia un lado la estructura se
sigue una rama estable, mientras que con perturbaciones hacia el otro lado se si-
gue una rama inestable, con lo cual, se clasi�ca como inestable en general. Conse-
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cuentemente la estructura es considerada como sensible a imperfecciones. El pórtico
in-desplazable conocido como Roorda Frame presenta un comportamiento de tipo
bifurcación asimétrica (Thompson and Hunt, 1973).

2.1.4. Ejemplo de Análisis de Equilibrio y Estabilidad

En lo que sigue se realiza el análisis, a modo de ejemplo, de la estructura corres-
pondiente a una versión discreta de una viga-columna en compresión, la cual exhibe
una bifurcación simétrica estable.

La con�guración de la estructura queda totalmente de�nida por el ángulo que
forma la barra rígida superior con la vertical (θ). Tomaremos como con�guración de
referencia para la energía interna y el trabajo externo la situación de: θ = 0.

El giro relativo (ϕ) entre las dos barras conectadas mediante el resorte de giro
es igual a: ϕ = 2θ. El descenso (∆) del punto de aplicación de carga respecto de la
con�guración de referencia es:

∆ = 2L(1− cos(θ)) (2.10)

A partir de esto, se puede escribir la energía elástica interna y el trabajo de la
fuerza aplicada en función de θ como:

U(θ) =
1

2
K(2θ)2 y WE(θ) = 2PL(1− cos(θ)), (2.11)

respectivamente. La energía potencial total es, por lo tanto, igual a:

V (θ) =
1

2
4Kθ2 − 2PL(1− cos(θ)). (2.12)

La ecuación de equilibrio queda de�nida, mediante la condición V ′(θ) = 0, co-
mo:

4Kθ − 2PL sin(θ) = 0. (2.13)

Las soluciones de esta ecuación no lineal cumplen alguna de las siguientes condi-
ciones:

Rama F: θ = 0 ∀P ∈ R

Rama E: P = 2Kθ/(L sin(θ)) con: θ ∈ (−π, π) \ 0.

La rama de la solución hallada que pasa por el origen: (P = 0, θ = 0) es llamada
la rama fundamental (Rama F).

Se procede a estudiar la estabilidad de los equilibrios hallados. En primer lugar
se analiza la estabilidad de la rama fundamental. Para ello primero se debe calcular
la derivada segunda de la energía potencial total: V ′′(θ)

V ′′(θ) = 4K − 2PL cos(θ), (2.14)
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luego, evaluando dicha función en la rama fundamental se obtiene:

V ′′(θ)|F = 4K − 2PL. (2.15)

Se puede observar que PC = 2K/L es el nivel de carga del punto crítico, ya
que la derivada segunda se anula por primera vez para esa carga. En dicho nivel de
carga la rama fundamental se bifurca, es decir que el equilibrio en θ = 0 es estable
para cargas menores a PC e inestable para cargas mayores a PC .

Para estudiar la estabilidad de las ramas secundarias se evalúa la derivada se-
gunda de V (θ) obteniendo:

V ′′(θ)|E = 4K

(
1− θ

tan(θ)

)
> 0. (2.16)

A partir de la Ecuación (2.16) se comprueba que la Rama E (θ 6= 0) es estable.

Actividad

Repetir el análisis anterior considerando la aproximación: cos(θ) '
1 − θ2/2 en la Ecuación (2.10). Mostrar que es posible identi�car
el punto crítico y la simetría de la bifurcación. Veri�car que no es
posible establecer si el equilibrio de las ramas es estable o inestable
y proponer una mejora de la aproximación para lograr esto.

2.2. Principio de los Trabajos Virtuales

En esta sección se introduce el Principio de los Trabajos Virtuales (PTV), con el
objetivo de generar intuición sobre su fundamento y validez para el análisis de es-
tructuras. El PTV es una formulación variacional del equilibrio estático, esto signi�ca
que se plantea la condición de equilibrio como una relación que debe satisfacerse pa-
ra perturbaciones virtuales arbitrarias del sistema estructural. Esta formulación del
equilibrio es usualmente llamada forma débil y es frecuentemente utilizada para el
desarrollo formal de métodos numéricos para análisis de estructuras (Hughes, 1987).

Se presentarán ejemplos triviales didácticos de aplicación del PTV para determi-
nar las ecuaciones de equilibrio estático. Se introducen luego ejemplos de aplicación
del PTV de mayor interés práctico en los que se incluyen componentes deforma-
bles. Adicionalmente, se mostrará la relación entre el equilibrio calculado mediante
el Principio de Mínima Energía Potencial Total y el determinado mediante el PTV.
Finalmente, se presenta la formulación del PTV para elementos de tipo biela (miem-
bros puramente axiales) necesaria para la formulación sistemática del Método de
Elementos Finitos.

Para la presentación de los conceptos de esta sección se adoptó un abordaje si-
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milar al de (McGuire et al., 1999), sin embargo se puede encontrar otros desarrollos
en libros como (Reddy, 2002) o (Bathe, 2014).

2.2.1. PTV para Partículas y Sistemas de Partículas

En lo que sigue se busca mostrar la equivalencia entre el enunciado del equilibrio
estático de una partícula mediante la Segunda Ley de Newton y el Principio de los
Trabajos Virtuales (PTV). En primer lugar se enuncia el PTV y luego se demostrará
su equivalencia con Newton.

Principio de Trabajos virtuales para una partícula

Una partícula está en equilibrio estático si se cumple que: para todo
desplazamiento virtual el trabajo de las fuerzas externas es nulo, es
decir:

δWext = 0 ∀δx.

A continuación se muestra que el equilibrio estático según la Segunda Ley de
Newton implica el PTV.

Sea una partícula sometida a un conjunto de fuerzas externas (fi) en equilibrio
estático tal como se muestra en la Figura 2.7.

f1

f2

f3

Figura 2.7: Equilibrio de partícula sometida a fuerzas externas.

El equilibrio estático puede ser expresado mediante la Segunda Ley de Newton
como la siguiente ecuación vectorial

nf∑
i=1

fi = 0, (2.17)

siendo nf el número de fuerzas aplicadas (en este caso nf = 3).
Proyectando ambos lados de la igualdad dada en (2.17) según la dirección de un

vector unitario cualquiera û se obtiene

nf∑
i=1

ûT fi = 0. (2.18)
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Se de�ne el Desplazamiento Virtual de la partícula como δx, siendo éste un pe-
queño desplazamiento virtual o hipotético de la partícula, el cual no afecta el sistema
de fuerzas externo aplicado. En base a este desplazamiento virtual de�nimos el Tra-
bajo Virtual Externo, δWext, como aquel que realizan las fuerzas externas para el
desplazamiento virtual:

δWext =

nf∑
i=1

δxT fi. (2.19)

Dado que el desplazamiento virtual es arbitrario, el mismo puede ser expresado
como el producto de un vector unitario con dirección arbitraria û y una constante
δx pequeña arbitraria . Es decir: δx = δx û.

A partir de lo anterior y la de�nición de la Ecuación (2.19) se tiene que

δWext = δx

nf∑
i=1

ûT fi ∀δx,∀û (2.20)

Usando el equilibrio estático dado por Newton en la Ecuación (2.18), se concluye
que

δWext = 0 ∀δx, (2.21)

por lo que queda probado que el equilibrio de Newton implica que se cumpla el PTV
para la partícula.

Actividad

Mostrar el recíproco del resultado anterior, es decir, mostrar que el
PTV implica la segunda ley de Newton.

2.2.2. PTV para Cuerpos Rígidos

Se propone avanzar, usando el resultado anterior, hacia el planteo del PTV para
un cuerpo rígido.

La hipótesis central considerada es que el cuerpo que estudiado es rígido, por lo
tanto incluso ante desplazamientos virtuales el cuerpo permanece rígido. Se ilustra
la situación mediante el ejemplo de una barra rígida simplemente apoyada en sus
extremos y sometida a una fuerza lateral en la mitad de su largo, ver Figura 2.8a.

Para poder realizar un desplazamiento virtual de la barra rígida, se cambia el apo-
yo deslizante derecho por una fuerza estáticamente equivalente (la reacción vertical),
ver Figura 2.8b. Una vez liberado ese vínculo, se puede considerar un desplazamien-
to virtual δx de la barra rígida. Dicho desplazamiento debe satisfacer la condición de
borde en desplazamiento dada en el apoyo simple izquierdo y también la condición
de cuerpo rígido de la barra. Se concluye que el desplazamiento virtual debe ser un
giro rígido en torno al apoyo izquierdo.
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P

L/2 L/2

(a) Equilibrio de cuerpo rígido sometida a fuerzas externas.

P

L/2 L/2

δu
δu/2

RB

(b) Movimiento virtual de cuerpo rígido.

Figura 2.8: PTV aplicado a equilibrio de cuerpo rígido.

Dado que el PTV para una partícula también se aplica a un sistema de partículas,
se puede considerar el cuerpo rígido como un sistema de partículas con la propiedad
que las distancias relativas entre ellas se mantienen constantes. De lo anterior se
concluye que las fuerzas entre partículas no realizan trabajo virtual ya que durante
el desplazamiento virtual no hay cambios en las distancias relativas entre ellas y
por consiguiente no hay trabajo virtual. Por otro lado, la fuerza externa aplicada
sí realiza trabajo sobre el desplazamiento virtual y lo mismo vale para la reacción
derecha. A partir del razonamiento anterior y el PTV para sistemas de partículas, se
tiene:

δWext = −P δu

2
+RB δu = 0 ∀δu (2.22)

Se obtiene la siguiente ecuación:(
−P

2
+RB

)
δu = 0 ∀δu, (2.23)

donde, para que el producto se anule para todo δu se debe cumplir:

RB =
P

2
. (2.24)

La reacción vertical del apoyo izquierdo se puede determinar mediante un pro-
cedimiento idéntico al presentado para la reacción del apoyo derecho.

En conclusión, el PTV para cuerpos rígidos tiene la misma forma que el dado
para sistemas de partículas. Notar que se deben liberar vínculos de manera de poder
realizar los desplazamientos virtuales necesarios para determinar las ecuaciones de
equilibrio.



38 Capítulo 2. No Linealidad Geométrica

Actividad

Determinar todas las reacciones del ejemplo visto en esta sección,
liberando todos los vínculos de apoyo al mismo tiempo y generando
así un sistema de ecuaciones para determinar dichas reacciones.

2.2.3. PTV para Estructuras con Componentes Deformables

Dados los conceptos presentados hasta aquí, se puede pasar a estudiar el PTV
aplicado a estructuras con componentes deformables. Puntualmente, se considerará
como ejemplo la cercha de Von Mises, la cual fue introducida en la Sección 2.1.3.

La estructura está compuesta por dos barras de largo L, rígidas, unidas por una
articulación perfecta. El extremo libre izquierdo de las barras se soporta mediante un
apoyo �jo y el extremo libre derecho mediante un apoyo deslizante. Ambos apoyos
se unen con un resorte, es decir, un cuerpo deformable (ver Figura 2.3a). Notar que no
se especi�ca la relación constitutiva del resorte. La estructura se somete a una carga
externa vertical descendente P y el ángulo que forma una de las barras inclinadas
con la horizontal para P = 0 es igual a α.

El paso clave para determinar el equilibrio del sistema estructural consiste en
sustituir el cuerpo deformable (resorte) por un conjunto de fuerzas estáticamente
equivalente y equilibrado aplicado al resto de la estructura.

Cuando la estructura está en una con�guración de equilibrio, el resorte puede
ser sustituido por dos fuerzas opuestas de valor Fint aplicadas en los nodos de los
extremos. De esta forma se vuelve a tener una estructura compuesta de cuerpos
rígidos sometida a fuerzas externas (ver Figura 2.9), con lo cual se puede aplicar el
PTV tal como fue presentado en la sección anterior, es decir:

δWext = 0. (2.25)

Se plantea un desplazamiento virtual cinemáticamente admisible de la estructura
representado por δθ en torno a una con�guración deformada θ. La fuerza P hace
trabajo sobre el desplazamiento virtual descendente δw y la fuerza interna del resorte
Fint hace trabajo sobre el desplazamiento virtual horizontal del apoyo derecho δu.

Usando las relaciones cinemáticas

w = L(sin(α)− sin(θ)) y u = 2L(cos(θ)− cos(α),

se pueden escribir todos los desplazamientos virtuales en función de δθ:

δw = −L cos(θ)δθ y δu = −2L sin(θ)δθ. (2.26)

Dadas las fuerzas y desplazamientos virtuales se calcula el trabajo virtual de estas
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θ Fint α

P

w

L

Fint

Figura 2.9: Cercha de Von Mises, con fuerzas internas.

fuerzas, para todo δθ:
δW = Pδw − Fintδu (2.27)

Se de�ne el primer término, dependiente de P , como el trabajo virtual de las
fuerzas externas: δWext y el segundo término como menos el trabajo virtual de las
fuerzas internas: −δWint.

A partir de las de�niciones anteriores y el PTV para cuerpos rígidos, el PTV para
la estructura con cuerpos deformables resulta:

δWint = δWext ∀δθ (2.28)

Mediante la Ecuación (2.26) y el PTV se determina la ecuación de equilibrio para
la cercha de Von Mises.

Pδw = Fintδu

PL cos(θ)δθ = Fint2L sin(θ)δθ

(2Fint sin(θ)− P cos(θ)) δθ = 0 (2.29)

Se concluye que el equilibrio de la estructura está dado por:

2Fint sin(θ)− P cos(θ) = 0 (2.30)

El análisis realizado permite escribir el PTV para estructuras con cuerpos defor-
mables de manera general como se enuncia a continuación.

Principio deTrabajosVirtuales para EstructurasDeformables

Una estructura con componentes deformables está en equilibrio es-
tático si para todo desplazamiento virtual admisible δu se cumple
que: δWext = δWint.
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Relación con Principio Mínima Energía Potencial Total

Continuando el análisis de la cercha de Mises como ejemplo de un sistema estruc-
tural con componentes deformables, se procede a comparar los resultados obtenidos
mediante el Principio de Mínima Energía Potencial Total con los del PTV.

Tal como se vio en la sección anterior, no es necesario especi�car la relación
constitutiva del componente deformable para poder plantear el equilibrio mediante
el PTV. Se recuerda que para determinar completamente el comportamiento estáti-
co de un sólido se deben satisfacer las siguientes condiciones: Equilibrio, Relación
Constitutiva y Compatibilidad.

En la cercha de Mises, es claro que el PTV garantiza la condición de Equilibrio
y que la Compatibilidad queda dada por la relación entre desplazamientos y defor-
maciones del componente deformable. De esta forma queda por imponer la relación
constitutiva para tener determinado el comportamiento estático de la estructura.

La relación constitutiva elástica para el componente deformable da la siguiente
expresión para la energía interna (U) del mismo:

U =

∫ u

u0

Fint(s)ds (2.31)

Por lo tanto, se puede escribir la fuerza interna como:

Fint =
∂U

∂u
(2.32)

En base al PTV dado en la Ecuación (2.27), usando la de�nición de Fint para el
caso de un componente deformable elástico:

δWext − Fintδu = 0

δWext −
∂U

∂u
δu = 0

δWext − δU = 0

δV = 0

La última ecuación muestra que el PTV sumado a la relación constitutiva elás-
tica resulta en la condición de equilibrio dada por el Principio de Mínima Energía
Potencial Total. En conclusión, el PTV es un enunciado general del equilibrio que el
Principio de Mínima Energía Potencial Total ya que no requiere que se cumpla una
relación constitutiva en particular.
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Actividad

Determinar la ecuación de equilibrio de la cercha de Mises bajo la
hipótesis de resorte elástico lineal de constante (K). Comparar la
solución hallada con el resultado mostrado en la Sección 2.1.3.

2.2.4. PTV para Elementos de Tipo Biela

En base a los casos del PTV presentados en las secciones anteriores, se puede pa-
sar a enunciar el PTV para el caso de elementos sólidos deformables de tipo Biela. Es
decir, se estudia el PTV para barras que solamente pueden resistir esfuerzos axiales.

Se planteará el PTV para una barra aislada y esto permitirá estudiar estructuras
compuestas de ensamblajes de barras de este tipo, simplemente sumando los trabajos
virtuales de todos los elementos considerados.

A partir del PTV para estructuras con componentes deformables visto en la sec-
ción anterior, se puede obtener una expresión para barras tipo biela. La expresión
del PTV es

δWint = δWext ∀δu ∈ V, (2.33)

considerando a la barra como una colección de componentes deformables de largo
dx y de�niendo σ =

Fint

A
y δε =

dδu

dx
se puede llega a expresar el trabajo virtual

interno como una integral en el largo L de la barra en la con�guración de equilibrio.
Se obtiene entonces: ∫

V

σδε dV = δuT fext ∀δu ∈ V. (2.34)

En la Ecuación (2.34), la integral se realiza sobre la con�guración de equilibrio
(V ), la tensión σ es la tensión en la con�guración de equilibrio dada como fuerza
por unidad de área en la con�guración deformada. Dado que la con�guración de
equilibrio es desconocida, esta expresión del PTV es problemática en cuanto a que
se integra sobre un volumen desconocido y a que las tensiones se re�eren a un área
también desconocida.

La manera de resolver esta di�cultad es cambiando en la integral las medidas
de deformación y tensión de manera que re�eran a con�guraciones conocidas. Las
con�guraciones de referencia que se suelen seleccionar son:

La con�guración indeformada (V0), resultando en lo que se conoce como Total
Lagrangean Formulation.

Una con�guración deformada conocida en un paso anterior (Vk), resultando
en lo que se conoce como Updated Lagrangean Formulation.

Si se quiere analizar problemas con grandes deformaciones unitarias, es necesa-
rio distinguir respecto de cuál con�guración se de�nen las tensiones, deformaciones
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y volumen de integración. En el libro (Cris�eld, 1996) se presenta un tratamiento
conciso de estos temas mientras que en los libros (Bathe, 2014; Belytschko et al.,
2014) se puede encontrar un tratamiento más detallado.

En el caso de comportamientos con grandes desplazamientos, grandes rotacio-
nes pero pequeñas deformaciones unitarias, podremos asumir que el área respecto
de la cual se de�ne la tensión σ no cambia y que el volumen de integración tampo-
co cambia. En este curso se estudian problemas de este tipo y se optó por utilizar
la Total Lagrangean Formulation, con lo cual las integrales y áreas se re�eren a la
con�guración inicial de la barra.

Principio de Trabajos Virtuales para Elemento de Biela∫
V0

σδε dV0 = δuT fext ∀δu ∈ V (2.35)

Las deformaciones virtuales δu ∈ V deberán ser suaves y cinemáticamente ad-
misibles. Es decir, con derivadas continuas y deben respetar las condiciones de borde
de desplazamientos.

2.3. Medidas No Lineales de Deformación

En esta sección se presentan medidas de deformación no lineales respecto de
los desplazamientos. Las mismas se presentan en el contexto de una barra tipo biela,
pero estas medidas de deformación se generalizan también al caso de cuerpos sólidos
continuos. Dado que en este documento no se discute el comportamiento de sólidos
continuos, se re�ere al libro (Cris�eld, 1996) por más detalle de la generalización a
sólidos.

La de�nición de medidas de deformación no lineales en los desplazamientos per-
miten en conjunto con el PTV visto en la Sección 2.2.4 analizar la deformación de
barras axiales (bielas) bajo hipótesis de grandes deformaciones, grandes rotaciones
y pequeñas deformaciones unitarias.

Se verán algunas de�niciones distintas, se compararán los resultados que se ob-
tienen a partir de las mismas y se concluirá seleccionando una de ellas para que
sirva de base del desarrollo de los elementos �nitos que se formulan en la sección
siguiente.

Esta sección se basa en el Capítulo 3 del libro (Cris�eld, 1996). También se puede
encontrar una presentación similar a esta en el libro (Bonet and Wood, 2008).

2.3.1. Estructura de Referencia

La estructura mediante la cual se van a plantear las medidas de deformación no
lineales es una versión de la cercha de Von Mises. En este caso se considera una
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barra axialmente deformable (biela) inclinada, apoyada en su extremo izquierdo y
sujeta lateralmente en su extremo derecho. El extremo derecho desliza verticalmen-
te y sobre éste se aplica una carga vertical (P ) de�nida como positiva cuando es
ascendente, ver Figura 2.10.

x

P

wln, An

l0, A0
zσAn

σAn

Figura 2.10: Estructura de Referencia para Medidas de Deformación No-Lineales.

La elevación del extremo derecho en la con�guración indeformada (P = 0) res-
pecto del extremo izquierdo es igual a z. La coordenada w de�ne completamente la
con�guración deformada de la estructura y es positiva en la dirección ascendente.

En la con�guración indeformada, la barra tiene largo lo y el área de su sección es
Ao. Mientras que un una con�guración deformada, la barra tiene largo ln y el área
de su sección es An.

2.3.2. Deformación Unitaria Ingenieril Rotada

Se de�ne la deformación unitaria ingenieril rotada como:

εE =
ln − lo
lo

(2.36)

Notar que la deformación unitaria se mide respecto de una dirección que rota
en conjunto con la barra y no respecto de ejes globales cartesianos �jos. Usando la
geometría dada en la Figura 2.10:

ln =
(
(z + w)2 + x2

)1/2 (2.37)

Se calcula la variación virtual de la deformación unitaria ingenieril rotada usando
las de�niciones dadas por las Ecuaciones (2.36) y (2.37).

δεE =
∂εE
∂w

δw =
∂εE
∂ln

∂ln
∂w

δw =
1

lo

2(z + w)

2ln
δw =

(z + w)

lnlo
δw (2.38)
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Usando la Ecuación (2.38) en la Ecuación (2.35) y llamando la tensión en la barra
como σE :

PE =
σEAo(z + w)

ln
. (2.39)

Usando una relación constitutiva con módulo elástico constante E (σE = EεE)
y expresando todo en función de la variable w:

PE =
EAo(z + w)

(√
(w + z)2 + x2 − lo

)
lo
√

(w + z)2 + x2
. (2.40)

Notar que la expresión de la Ecuación (2.40) es no lineal respecto dew y sin duda
un tanto compleja.

2.3.3. Deformación Unitaria de Green

Se de�ne la deformación unitaria de Green como:

εG =
l2n − l2o

2l2o
=

2zw + w2

2l2o
(2.41)

Actividad

Mostrar que se cumple la identidad: εG = εE(1 + εE/2).

Dado el resultado de la actividad anterior se ve que para pequeñas deformacio-
nes unitarias ingenieriles rotadas, ambas medidas de deformaciones tienen valores
similares.

Se calcula la variación virtual de la deformación de Green usando las de�niciones
dadas por las Ecuaciones (2.41) y (2.37), obteniendo

δεG =
∂εG
∂ln

∂ln
∂w

δw =
2ln
2l2o

2(z + w)

2ln
δw =

(z + w)

l2o
δw. (2.42)

Usando la Ecuación (2.42) en la Ecuación (2.35) del PTV y llamando la tensión
en la barra como σG:

PG =
σEAo(z + w)

lo
(2.43)

Usando una relación constitutiva con módulo elástico constante E (σG = EεG)
y expresando todo en función de la variable w:

PG =
EAo(z + w)

(
2zw + w2

)
2l3o

(2.44)
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Notar que la expresión de la Ecuación (2.44) es bastante más simple que la ob-
tenida con la deformación unitaria ingenieril rotada. Además, se puede ver que si
ln ' lo entonces tanto las deformaciones unitarias como las relaciones de equilibrio
coinciden. En conclusión, en hipótesis de pequeñas deformaciones unitarias los re-
sultados obtenidos con ambas deformaciones unitarias coincidirán de manera muy
aproximada.

2.3.4. Deformación Unitaria de Logarítmica Rotada

La deformación unitaria Logarítmica Rotada puede ser de�nida mediante la si-
guiente relación incremental:

δε =
δl

l
, (2.45)

donde l es la longitud en una con�guración deformada dada y δl es una variación
de dicha longitud. La expresión de la deformación es obtenida integrando estas va-
riaciones de deformación dadas por la Ecuación (2.45):

εL =

∫ ln

lo

δε = ln

(
ln
lo

)
. (2.46)

Actividad

Mostrar que las deformaciones unitarias vistas están relacionadas
según la identidad:

εL = ln(1 + εE) =
1

2
ln(1 + 2εG).

Se calcula la variación virtual de la deformación logarítmica rotada usando las
de�niciones (2.45) y (2.37).

δεL =
δln
ln

=
1

ln

∂ln
∂w

δw =
1

ln

2(z + w)

2ln
δw =

(z + w)

l2n
δw (2.47)

Usando la Ecuación (2.47) y la Ecuación (2.34), dado que la variación virtual de
la deformación logarítmica está referida a la con�guración deformada, y llamando
la tensión en la barra como σL, se obtiene:

PL =
σL(z + w)Anln

l2n
. (2.48)

Se asume ahora que se trabaja bajo pequeñas deformaciones y por lo tanto:Ao '
An y también lo ' ln, lo cual permite asumir que el volumen de la barra no cambia
al llegar a la con�guración deformada: loAo ' lnAn.
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Se asume una relación constitutiva con módulo elástico constanteE (σL = EεL)
y luego se expresa todo en función de la variable w:

PL =
E(z + w)Aolo
(z + w)2 + x2

ln

(√
(z + w)2 + x2

lo

)
(2.49)

Notar que la expresión de la Ecuación (2.49) es nuevamente bastante compleja
en comparación con la dada por la deformación unitaria de Green.

2.3.5. Comparación de las Medidas de Deformación

Antes de pasar a la comparación numérica de las relaciones de equilibrio obte-
nidas para cada deformación unitaria asumida, se analiza el equilibrio de la barra
mediante la segunda ley de Newton.

Proyectando la fuerza axial de la barra en la con�guración deformada según la
dirección vertical e igualando a la fuerza externa P se obtiene:

P = σAn
w + z

ln
(2.50)

La tensión axial de la barra de�nida como fuerza axial sobre área de la barra en
la con�guración deformada (σ = F/An) se denomina tensión de Cauchy y se puede
considerar como la tensión axial ”real” de la barra. Esta es la tensión que es relevante
del punto de vista ingenieril ya que tiene un claro signi�cado físico.

Si se compara la relación de equilibrio dada por la Ecuación (2.50) con la obtenida
a través de la deformación logarítmica rotada en la Ecuación (2.48) se nota que σL =
σ. Por otro lado, comparando con las tensiones usadas con las otras medidas de
deformaciones: σE = σAn/Ao y σG = σAnlo/(Aoln).

Por lo tanto las tensión que obtenemos usando la deformación de Green necesita
ser corregida para obtener la tensión de real o de Cauchy. La tensión obtenida al usar
la deformación unitaria de Green se llama la Segunda Tensión de Piola-Kircho� y
tiene generalización en forma de tensor para sólidos continuos.

Como se mencionó anteriormente, si veri�ca que las deformaciones unitarias son
pequeñas, entonces los largos de barras y áreas de barras pueden considerarse como
aproximadamente constantes durante la deformación. Esto resulta en que σG ' σ
y de esta forma, con buen grado de aproximación, no se requiere corrección alguna
para las tensiones.

A continuación, para comparar numéricamente las relaciones de equilibrio obte-
nidas, se asumen valores concretos para los parámetros de la estructura y se calculan
los valores de q para cada medida de deformación considerada. Los valores asumidos
son: x = 2500,A0 = 100,E = 5×105, z = 2500. Los resultados se ven el la Figura
2.11.

Se puede ver como en las posiciones con pequeñas deformaciones los resultados
de las distintas medidas de deformación coinciden, es decir cerca de w = 0 y cerca
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Figura 2.11: Curvas carga-desplazamiento para distintas medidas de deformación.

de w = 5000. Mientras que en las posiciones con mayores deformaciones unitarias,
los resultados dados por las distintas medidas de deformación di�eren. Siendo la de
Green la que presenta el comportamiento más �exible.

Cabe indicar que en el cálculo de σL se asumió que el volumen de la barra era
constante.

Adicionalmente, se utilizó la misma relación constitutiva con un módulo E �jo
para todas las deformaciones unitarias vistas. Es claro que imponer la misma relación
lineal a distintas medidas de tensión y deformación resulta en distintas predicciones
en la hipótesis de grandes deformaciones unitarias. Un tratamiento más detallado
de estos temas corresponde al análisis con grandes deformaciones unitarias, lo cual
está fuera del alcance de este curso.

Como conclusión a los conceptos presentados en este capítulo, se vieron distin-
tas medidas de deformación unitarias no lineales respecto de los desplazamientos.
Cada una se relaciona a través del PTV a una medida de tensión conjugada. Se vie-
ron las equivalencias tanto entre medidas de deformación como entre medidas de
tensión y se introdujo la medida de tensión ”real” de Cauchy. La equivalencia tanto
entre medidas de tensiones y medidas de deformaciones fue mostrada para el caso
de pequeñas deformaciones unitarias.

En secciones siguientes, se utilizará la deformación de Green como la base de
desarrollo de elementos �nitos de barra para grandes desplazamientos y rotaciones
pero pequeñas deformaciones unitarias.
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El código de Octave usado para generar la Figura 2.11 se presenta en el Códi-
go 2.1.

Código 2.1: Medidas de deformación no lineales - Grá�co comparativo.
1 %% Medidas de Deformacion No−Lineales % %Grafica de Resultados de Seccion 2.3
2 clc; clear
3
4 % Parametros de la Estructura
5 x=2500; z=2500;
6 A0 = 100; E = 5e5;
7
8 % Calculo longitud incial barra
9 l0 = sqrt(z^2+x^2);

10
11 % Se define q para las distintas medidas de deformacion
12 PE = @(w) E*A0*(z+w).*(sqrt((w+z).^2+x^2)−l0)./(l0*sqrt((w+z).^2+x^2));
13 PG = @(w) E*A0*(z+w).*(2*z*w+w.^2)/(2*l0^3);
14 PL = @(w) E*A0*l0*(z+w).*log(sqrt((z+w).^2+x^2)/l0)./((z+w).^2+x^2);
15
16 % Se define rango de valores de w para graficar
17 w = linspace(−6000,0,100);
18
19 % Se grafica
20 plot(−w,−PE(w)/1e6,'−−r',−w,−PG(w)/1e6,'−b',−w,−PL(w)/1e6,':k')
21 legend('P_E: Def. Unit. Ing. Rotada','P_G: Def. Unit. de Green','P_L: Def. Unit.

Log. Rotada')
22 xlabel('Desplazamiento: (−w)'); ylabel('Carga: (−P x 10^+^6)')

2.4. Método de Elementos Finitos Incremental

Para realizar el análisis no lineal de estructuras es necesario contar con métodos
matemáticos que permitan resolver las ecuaciones del principio de trabajos virtuales
y obtener las con�guraciones de equilibrio para cada carga considerada. Dado que
la deformación es una función no lineal de los desplazamientos, las ecuaciones del
principio de trabajos virtuales consisten en un sistema de ecuaciones no lineales. Las
soluciones analíticas de estas ecuaciones permiten comprender conceptos estructu-
rales importantes de cada estructura, sin embargo estas son obtenibles únicamente
para esquemas estructurales de tamaño reducido. En esta sección se hará foco en
métodos utilizados para la obtención de soluciones numéricas de las ecuaciones del
PTV.

En esta sección se describe un método numérico basado en el Método de Newton-
Raphson y el Método de los Elementos Finitos para la resolución del principio de
trabajos virtuales. El desarrollo es presentado utilizando una notación y metodología
similares a las utilizadas en la literatura de referencia (Cris�eld, 1996; de Souza Neto
et al., 2008; de Borst et al., 2012), en la cual la formulación es usualmente llamada
Total Lagrangian Formulation.
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2.4.1. Método de los Elementos Finitos en análisis lineal de reticulados

La necesidad de resolver problemas de análisis de estructuras de grandes dimen-
siones de forma e�ciente llevó al desarrollo del Método de los Elementos Finitos
(MEF) en la segunda mitad del siglo XX. Zienkiewicz es considerado como uno de los
líderes más importantes en el proceso de concepción del método orientado al análi-
sis de estructuras (Zienkiewicz, 1972), seguido por Bathe y Hughes quienes también
lideraron el desarrollo del método para la resolución de diversos problemas de in-
geniería mecánica (Bathe, 1982; Hughes, 1987). En las décadas posteriores, y gracias
al creciente acceso a computadoras, el método se convirtió en la herramienta de
referencia para la resolución práctica de problemas en diversas disciplinas de la in-
geniería, particularmente en ingeniería estructural (Oñate, 2013; Zienkiewicz et al.,
2014). En esta sección se presentan, de forma esquemática, los conceptos básicos del
MEF para el análisis lineal de estructuras de barras articuladas.

Sea una estructura que ocupa una cierta región del espacio, se establece una
subdivisión de dicha región en elementos, los cuales forman una malla. En el caso
de estructuras reticuladas cada barra representa un elemento. Considerando en este
caso que se tiene una estructura reticulada plana formada por ne barras, el despla-
zamiento en el plano de todo punto de cada barra puede ser interpolado a partir del
desplazamiento de sus nodos, esto es:

u(xe) = Ne
loc(x

e)ueloc, Ne
loc =

[
`e−xe
`e 0 xe

`e 0
]
, (2.51)

donde ue es el vector de desplazamientos nodales del elemento (o barra) e, `e es el
largo del elemento y xe ∈ [0, `e] es una coordenada auxiliar local del elemento. A
pesar de que otras interpolaciones pueden ser consideradas, son utilizadas funciones
lineales, las cuales son adecuadas para problemas de barras con fuerza de volumen
aplicadas despreciables.

Aplicando la relación lineal entre desplazamientos y deformación (ingenieril) se
obtiene la expresión:

εe = beL,loc(x
e)ueloc con beL,loc =

1

`e
[
−1 0 1 0

]
. (2.52)

Para poder aplicar el PTV a toda la estructura es necesario considerar un sistema
de coordenadas global, para esto se realiza un cambio de base:

ue = Qeueloc con Qe =


cos(φe) − sin(φe) 0 0
sin(φe) cos(φe) 0 0

0 0 cos(φe) − sin(φe)
0 0 sin(φe) cos(φe)

 , (2.53)

donde se puede ver que φe es el ángulo medido en sentido antihorario desde el eje
x del sistema global al eje x local y Qe es la matriz de cambio de base del sistema
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local al global o la matriz asociada a la transformación lineal global(I)loc.
Sustituyendo en la Ecuación (2.52) se obtiene la expresión:

εe = beLue, beL =
1

`e
[
− cos(φe) − sin(φe) cos(φe) sin(φe)

]
, (2.54)

y sustituyendo en la ecuación constitutiva se obtiene la tensión en función de los
desplazamientos nodales:

σe = EbeLue, (2.55)

donde E es el módulo de elasticidad de la barra.
Se está en condiciones ahora de sustituir las expresiones en el principio de tra-

bajos virtuales, comenzando por el trabajo interno. El trabajo interno de una barra
está dado por:

δWint(u
e) =

∫
`e
δεe σe dx =

∫
`e

(δue)
T

(beL)
T
EAbeLue dx = (δue)

T
feint(u

e)

(2.56)
donde fue de�nido el vector de fuerzas internas del elemento feint(u

e). Este vector de
fuerzas internas puede ser escrito de forma compacta como:

feint(u
e) = Ke

Lue, (2.57)

donde la matriz Ke
L es llamada matriz de rigidez del elemento e y está dada por:

Ke
L =

∫
`e

(beL)
T
EAbeL dx. (2.58)

El trabajo virtual interno del conjunto de la estructura puede ser escrito como la
suma del trabajo de todas las barras:

δWint(u) =

ne∑
e=1

(δue)
T
Ke
Lue = (δu)

T
KLu, (2.59)

donde para la matriz KL y el vector u incluyen todos los grados de libertad de la
estructura. Para obtenerlos se aplica el procedimiento llamado ensamblado, el cual
consiste en considerar de forma acoplada todos los grados de libertad de la estructura
y es denotado como:

KL =
ne

A
e=1

Ke
L u =

ne

A
e=1

ue. (2.60)

Se puede también expresar el vector global de fuerzas internas de la estructura co-
mo fint(u) = KLu. El ensamblado es presentado en forma más completa en la Sec-
ción 2.4.2.

Sea una estructura de barras formada por 8 nodos, sea una barra de�nida por los
nodos 3 y 7 tal que xe = 0 corresponde al nodo 3. Los grados de libertad de esos
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nodos en el vector de desplazamientos globales serán: [2× 3− 1, 2× 3, 2× 7− 1,
2 × 7]. En una implementación del MEF es de utilidad contar con una función que
permita calcular los grados de libertad vinculados a un conjunto arbitrario de nodos.
En la herramienta ONSAS se utiliza una función para dicho �n, llamada nodes2dofs,
que es presentada en el Código B.7.

El principio de trabajos virtuales establece entonces la igualdad entre el trabajo
virtual interno y el trabajo virtual externo:

δuTfint = δuTfext ∀δu ∈ V, (2.61)

lo cual, sustituyendo las expresiones anteriores, es equivalente a la resolución del
sistema lineal de ecuaciones:

KLu = fext. (2.62)

La resolución del sistema es realizada tomando en cuenta las condiciones de con-
torno de desplazamiento conocido en los grados de libertad correspondientes. En el
caso de desplazamientos impuestos no nulos se agrega un término correspondiente
al término independiente. Por simplicidad no se considera dicho caso en este mate-
rial.

2.4.2. Método de Newton-Raphson aplicado al PTV

En esta sección se aplica el método de Newton-Raphson a la resolución de las
ecuaciones del PTV para estructuras de barras considerando la medida de deforma-
ción de Green y un único estado de cargas externas aplicado a la estructura.

Elemento finito de barra de Green

Tal como se vió en la Sección 2.2.4, al analizar bielas la única componente del
tensor de tensiones que realiza trabajo es la axial. Considerando la Ecuación (2.35) y
las hipótesis de pequeños cambios de área A ≈ A0 y de longitud ` ≈ `0, se obtiene
la siguiente expresión del PTV para bielas:

A0

∫
`0

σδε dx = δuTfext ∀δu ∈ V (2.63)

donde σ representa la tensión de Green en cada punto y fext las fuerzas externas
nodales, que en el caso de un único elemento estaría dada por:

fext = [fext,1,x, fext,1,y, fext,2,x, fext,2,y]
T
. (2.64)

En la Figura 2.12 se muestra un elemento de barra en la con�guración de re-
ferencia y en la con�guración deformada de equilibrio correspondiente. Se muestra
también, esquematizada con línea azul a trazos, una con�guración virtual que puede
adquirir la barra.
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Figura 2.12: Esquema de desplazamientos y fuerzas de elemento de barra.

Para realizar un procedimiento similar al de elementos �nitos lineal, se comien-
za buscando una expresión para las fuerzas internas del elemento fint. Para esto se
deberá obtener una expresión para la variación de la deformación axial debida a los
desplazamientos virtuales.

La expresión del largo de la barra en la con�guración de referencia `0 está dada
por:

`0 =

√
(x2 − x1)

T
(x2 − x1), (2.65)

mientras que el largo en la con�guración deformada ` está dado por:

`(u) =

√
(x2 + u2 − x1 − u1)

T
(x2 + u2 − x1 − u1). (2.66)

Dado que se considera la medida de deformación de Green, se sustituyen estas
expresiones en la Ecuación (2.41) y se desarrolla, obteniendo:

ε(u) =
1

2

`(u)2 − `20
`20

=
(x2 − x1)

T
(u2 − u1)

`20
+

1

2

(u2 − u1)
T

(u2 − u1)

`20
. (2.67)

Se con�rma que la deformación es cuadrática en los desplazamientos. Se considera
ahora la relación con la notación usual del MEF para el vector de desplazamientos,
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en su expresión matricial:

u2 − u1 =

[
−1 0 1 0
0 −1 0 1

]
ue x2 − x1 =

[
−1 0 1 0
0 −1 0 1

]
xe (2.68)

donde ue es el vector de desplazamientos nodales y xe el vector de posiciones ini-
ciales de los nodos, ambos dados por las expresiones:

xe = [x1, y1, x2, y2]
T y ue = [u1, v1, u2, v2]

T
. (2.69)

Sustituyendo las expresiones de la Ecuación (2.68) en la Ecuación (2.67) se ob-
tiene la relación entre deformación de Green y desplazamientos nodales en forma
matricial, dada por:

ε(ue) =
1

`20
(xe)TGeue +

1

2

1

`20
(ue)TGeue (2.70)

donde

Ge =


1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

 . (2.71)

Es importante destacar que la de�nición de deformación considerada provee un
valor uniforme a lo largo de la barra, lo que es coherente con barras con cargas
aplicadas en los extremos.

Será de utilidad contar con una expresión matricial compacta de la forma:

ε(ue) = be1u
e +

1

2
be2(ue)ue (2.72)

donde
be1 =

1

`20
(xe)TGe y be2(ue) =

1

`20
(ue)TGe. (2.73)

Se puede ahora calcular la variación de la deformación δε debida a un desplaza-
miento virtual δu, dada por:

δε =
∂ε

∂u
(u)δu. (2.74)

Previo a realizar el cálculo se aclara que la notación considerada para gradientes
de funciones escalares o vectoriales es dado por vectores �la, decir, dada una función
vectorial g(u) : Rn → Rm, se cumple:

g(u + δu) ≈ g(u) +
∂g

∂u
(u)δu (2.75)
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siendo ∂g
∂u (u) una matriz tal que la entrada de la i-ésima �la y j-ésima columna está

dada por
(
∂g
∂u (u)

)
ij

= ∂gi
∂uj

(u). Dado que el vector δu es un vector columna, el
producto del segundo término del miembro derecho está bien de�nido.

Operando se obtiene:
∂ε

∂u
(u) = be1 + be2(u), (2.76)

por lo que la variación de la deformación está dada por:

δε = (be1 + be2(u)) δu. (2.77)

Actividad

Demostrar la identidad de la Ecuación (2.77) de dos formas:
utilizando la de�nición y propiedades de la derivada,

realizando una aproximación de primer orden de la diferencia
ε(ue + δue)− ε(ue).

Dado que δε es un escalar, es igual a su traspuesta, por lo que se traspone la
Ecuación (2.77) y se sustituye en el miembro izquierdo de la Ecuación (2.63) obte-
niendo

(δue)T
(
A0

∫
`0

(be1)Tσedx+A0

∫
`0

be2(ue)Tσe dx
)

= (δue)Tfeint(u
e). (2.78)

El miembro del trabajo virtual interno puede ser escrito en función del vector de
fuerzas internas de�nido como:

δWint(u
e) = (δue)Tfeint(u

e), (2.79)

donde el vector de fuerzas internas está dado por:

feint(u
e) = A0

∫
`0

(be1)Tσedx+A0

∫
`0

be2(ue)Tσe dx. (2.80)

Usando que la deformación es uniforme en la barra y que la tensión depende
únicamente de la deformación, se obtiene la siguiente expresión

feint(u
e) = A0σ

e`0(be1 + be2(ue))T. (2.81)

Ensamblado

Para introducir el proceso de ensamblado se considera un ejemplo simple: una
estructura formada por 2 barras articuladas. La barra 1 une los nodos 1 y 2, mientras
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que la barra 2 une los nodos 3 y 2 (en ambos casos se consideró una orientación
de�niendo ejes locales). Ambas barras tienen sección transversal de área A0 y largo
`0.

Sea un vector columna de desplazamientos virtuales de la estructura, formado
por los vectores columna de desplazamientos de los tres nodos: δuT =

[
δuT

1, δu
T
2, δu

T
3

]
.

El trabajo virtual de las fuerzas internas está dado por la suma de los trabajos vir-
tuales de cada barra:

δWint(u) =
[
δuT

1, δu
T
2

] [f1
int,1

f1
int,2

]
+
[
δuT

3, δu
T
2

] [f2
int,1

f2
int,2

]
(2.82)

donde feint,i representa el vector columna de fuerzas internas correspondiente al nodo
i del elemento e. Desarrollando y factorizando se tiene

δWint(u) =
[
δuT

1, δu
T
2, δu

T
3

]  f1
int,1

f1
int,2 + f2

int,2
f2

int,1

 . (2.83)

Esta factorización permite escribir el trabajo interno en función de un único vec-
tor de fuerzas internas

δWint(u) = δu fint, (2.84)

donde el vector fint es el resultado del ensamblado, denotado como:

fint(u) =
ne

A
e=1

feint(u
e) =

ne

A
e=1

Ae0(be(ue))Tσ(ue)`e0. (2.85)

siendo `e0 yAe0 los largos y áreas de las secciones transversales del elemento e-ésimo.
En esta última ecuación se hizo explícita la dependencia de σ respecto a los despla-
zamientos y también se introdujo la notación abreviada

be(ue) = be1 + be2(ue). (2.86)

El principio de trabajos virtuales de la estructura completa está dado entonces
por la expresión:

δuT (fint(u)− fext) = 0 ∀δu ∈ V (2.87)

por lo tanto, utilizando que esta igualdad se debe cumplir para cualquier δu, se llega
a que encontrar la solución del PTV es equivalente a resolver el siguiente sistema de
ecuaciones no lineales:

r(u) = fint(u)− fext = 0, (2.88)

donde r representa el vector de fuerzas nodales residuales o fuerzas no equilibradas.
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Iteración de Newton-Raphson

Se está ahora en condiciones de aplicar un método iterativo para sistemas de
ecuaciones no lineales como el de Newton-Raphson presentado en la Sección 1.2.2.
Este método establece una regla para variar el vector de desplazamientos u hasta
obtener una solución de acuerdo al criterio de parada de�nido. La expresión de la
variación en u está dada por:

u(k+1) = u(k) + ∆u(k), (2.89)

y la ecuación linealizada que impone el método en cada iteración es

r
(
u(k) + ∆u(k)

)
' r(u(k)) +

∂r

∂u
(u(k)) ·∆u(k) = 0, (2.90)

es decir:
∂r

∂u
(u(k)) ·∆u(k) = −r(u(k)). (2.91)

Sustituyendo la expresión de r de la Ecuación (2.88) se obtiene

∂fint

∂u

(
u(k)

)
∆u(k) = −

(
fint(u

(k))− fext

)
. (2.92)

Se cuenta entonces con las ecuaciones (2.89) y (2.92), que junto con la condición
de desplazamiento nulo para carga nula de�nen el procedimiento numérico a aplicar,
similar al descrito en la Ecuación (1.21).

Se deben calcular las derivadas del vector de fuerzas internas, lo cual puede ser
realizado para cada elemento dado que el ensamblado es un proceso de suma de
términos. Para calcular la derivada se utiliza la siguiente identidad para derivada de
producto de funciones:

∂g(x)f(x)

∂x
= f(x)

∂g(x)

∂x
+ g(x)

∂f(x)

∂x
,

con g : Rn → R una función escalar y f : Rn → Rn una función vectorial.
El vector de fuerzas internas es un producto de la función σ y el vector columna

bT , por lo que se obtiene:

∂feint
∂ue

(u(k)) = Ae0`
e
0

∂ (be)
T

∂ue
(u(k))σe(u(k)) +Ae0`

e
0(be(u(k)))T ∂σ

e

∂ue
(u(k)). (2.93)

donde por simplicidad de notación se omitió el superíndice e en el vector uk .
Para el cálculo de la derivada de la tensión se utiliza la regla de la cadena, obte-

niendo:
∂σ

∂u
(u(k)) =

∂σ

∂ε
(ε(u(k)))

∂ε

∂u
(u(k)). (2.94)
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Usando que el material tiene comportamiento constitutivo lineal, es decir σ = Eε, y
sustituyendo la expresión de la derivada de ε dada por la Ecuación (2.76) se obtiene
la identidad:

∂σe

∂u
(u(k)) = Eebe(u(k)). (2.95)

Sustituyendo en la Ecuación (2.93) y calculando la derivada de b a partir de la
Ecuación (2.73) se obtiene:

∂feint
∂ue

(u(k)) =
σ(k)A0

`0
Ge + (be(u(k)))T EeAe0`

e
0 be(u(k)). (2.96)

Resulta conveniente utilizar una expresión matricial de la forma:

∂fint

∂u
(u(k))∆u(k) = KT (u(k)) ∆u(k), (2.97)

donde la matriz KT es llamada matriz tangente, la cual está dada por:

KT (u(k)) = EA0`0b
T
1b1︸ ︷︷ ︸

KT1

. . . + EA0`0

(
bT

1b2(u(k)) + bT
2(u(k))b1 + bT

2(u(k))b2(u(k))
)

︸ ︷︷ ︸
KT2(u(k))

. . . +
σ(k)A0

`0
G︸ ︷︷ ︸

Kσ

, (2.98)

donde nuevamente se omitió el superíndice e por simplicidad de la notación. La
matriz KT1 es la matriz de rigidez lineal, la matriz KT2 es llamada matriz de des-
plazamiento inicial y la matriz Kσ la matriz de tensión inicial o matriz geométrica,
donde G es la matriz obtenida luego del proceso de ensamblado de Ge.

La matriz KT1 es la única que es considerada al realizar análisis lineales, es por
esto que también pueden agruparse como una matriz de rigidez de análisis lineal y
otra del análisis no lineal:

KL = KT1 KNL(u(k)) = KT2(u(k)) + Kσ(u(k)) (2.99)

donde se debe destacar que la dependencia de Kσ respecto a uk está dada a través
de las tensiones en la iteración actual σ(k).

Sustituyendo en la Ecuación (2.92) y realizando también el ensamblado se obtiene
el sistema a resolver en cada iteración del método NR:

KT (u(k)) ∆u(k) = fext − fint(u
(k)) (2.100)
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En la herramienta ONSAS los procesos de ensamblado de la matriz tangente y
del vector de fuerzas internas son realizados en la función assembly presentada en
el Código B.6.

Criterios de parada

En cada iteración el sistema es resuelto, los valores u son actualizados, σk y fint
son calculados y se evalúa si se veri�can las condiciones de parada. Algunos de los
criterios de parada que se pueden considerar son:

1. Convergencia en desplazamientos:

‖∆u(k)‖
‖u(k)‖

< tolu

2. Fuerzas residuales despreciables:

‖r(u(k+1))‖
‖fext‖

< tolf

3. Máximo de iteraciones: al igual que en cualquier otro método iterativo es ne-
cesario de�nir un criterio de parada vinculado a una cantidad máxima de ite-
raciones maxit.

k > maxit

En el Algoritmo 1 se muestra un pseudocódigo del método considerando como
criterio de parada la variación en desplazamientos. Se puede optar por incluir el
criterio de parada basado en des-balance de fuerzas también.

Algoritmo 1 Método de Elementos Finitos no lineales para un estado de cargas.

1: Asignar punto inicial: u(k) ← u0 y ∆u(k) = 0.
2: Calcular: σ(k) ← σ(u(k)).
3: while ‖∆u(k)‖ > tolu‖u(k)‖ & k < maxit do
4: Calcular: KT ← KT (u(k))

5: Calcular: f
(k)
int ← fint(u

(k)).
6: Resolver: KT∆u(k) = fext − f

(k)
int

7: Actualizar: k ← k + 1, u(k) ← u(k) + ∆u(k) y σ(k) ← σ(u(k)).
8: end while

Implementación en Octave y ejemplo

En esta sección se presenta una implementación del método presentado para cal-
cular los desplazamientos de estructuras reticuladas planas. Como ejemplo se consi-
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dera la misma estructura de la Sección 2.3.1 la cual, a pesar de su simpleza, permite
observar y analizar comportamientos presentes en estructuras más complejas. Se
considera la estructura simétrica formada por dos barras para resolver un problema
que requiere el ensamblado de matrices.

En el Código 2.2 se presenta la implementación en GNU-Octave del algoritmo,
en la cual se utilizaron notaciones y comentarios con la intención de facilitar la
vinculación de las sentencias y variables de�nidas con el desarrollo presentado en
esta sección.

Código 2.2: Método de Newton-Raphson aplicado a reticulado de Von Mises.
1 clear all, close all
2 Es =[ 5e5 ]; As = [ 100 ]; auxy = 2500 ; auxx = 2500; Pext = −2*3.0e6 ;
3
4 % conectividad
5 Nodes = [ 0 0 ; auxx auxy ; 2*auxx 0 ] ; l0 = sqrt(auxx^2+auxy^2) ;
6 Conec = [ 1 2 1 1 ; 2 3 1 1 ] ;
7
8 % calcula numero de nodos y elementos y guarda grados de libertad fijos
9 nnodes = size(Nodes,1); nelems = size(Conec,1);

10 fixeddofs = [ 1 2 5 6 ];
11
12 % carga externa
13 Fext = zeros(2*nnodes,1) ; Fext(4) = Pext ;
14
15 % tolerancias criterio de parada
16 tolk = 50; tolu = 1e−4;
17
18 %−−− calculos previos−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
19 Ge = [ 1 0 −1 0; 0 1 0 −1; −1 0 1 0; 0 −1 0 1 ] ;
20
21 % calcula los grados de libertad libres
22 freedofs = (1:(2*nnodes))'; freedofs(fixeddofs) = [];
23
24 % calcula largos, angulos y cosenos de angulos que forman barras con x
25 largosini = sqrt( ( Nodes( Conec(:,2),1) − Nodes( Conec(:,1),1) ).^2 ...
26 + ( Nodes( Conec(:,2),2) − Nodes( Conec(:,1),2) ).^2 ) ;
27 thetasini = atan2( ( Nodes( Conec(:,2),2) − Nodes( Conec(:,1),2) ) , ...
28 ( Nodes( Conec(:,2),1) − Nodes( Conec(:,1),1) ) ) ;
29 cosini = cos( thetasini ) ; sinini = sin( thetasini ) ;
30 xelems = reshape( Nodes( Conec(:,1:2) ,1 )', nelems,2 ) ;
31 yelems = reshape( Nodes( Conec(:,1:2) ,2 )', nelems,2 ) ;
32
33 %−−− iteracion de newton raphson−−−−−−−
34 % inicializa Uk con un vector de zeros
35 Uk = zeros(2*nnodes,1); Stressk = zeros( nelems,1);
36 Fext(fixeddofs ) = [] ; histuks = [];
37
38 fin = 0 ; k = 0;
39 fprintf('iter & $u^k(4)$ &$\\varepsilon^k$& $\\sigma^k$ & fin? \\\\ \n \\

hline')
40 while fin == 0,
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41 k += 1; % suma 1 al contador de iteraciones
42 KTk = sparse( 2*nnodes , 2*nnodes ) ; Fintk = zeros ( 2*nnodes , 1 ) ;
43
44 for elem = 1:nelems
45 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ; dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
46 E = Es(Conec(elem,3)) ; A = As(Conec(elem,4)) ; le = largosini(elem) ;
47
48 Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) ]'

;
49 Ue = Uk(dofselem) ;
50
51 % calcula vectores b1 y b2
52 B1e = 1.0 / ( le^2 ) * Xe' * Ge ; B2e = 1.0 / ( le^2 ) * Ue' * Ge ;
53
54 % calcula matrices de rigidez y fuerzas internas
55 KT1e = E * A * le * ( B1e' * B1e ) ;
56 KT2e = E * A * le * ( B2e' * B1e + B1e' * B2e + B2e' * B2e ) ;
57 Ksige = A * Stressk(elem) / le * Ge ;
58 Finte = (B1e+B2e)' * A * le * Stressk(elem) ;
59
60 % ensamblado de matrices y vector de fuerzas internas
61 KTk ( dofselem, dofselem) = KTk (dofselem,dofselem) + KT1e + KT2e + Ksige

;
62 Fintk ( dofselem ) = Fintk(dofselem) + Finte ;
63 end
64
65 KTk(fixeddofs, :) = [] ; KTk(:, fixeddofs) = [] ; Fintk(fixeddofs ) = [] ;
66
67 DeltaUk = KTk \ ( Fext − Fintk ) ; normUk = norm( Uk(freedofs) ) ;
68 Uk(freedofs) = Uk(freedofs) + DeltaUk ;
69
70 for elem = 1:nelems
71 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ; dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
72 E = Es(Conec(elem,3)) ; A = As(Conec(elem,4)) ; le = largosini(elem) ;
73
74 Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) ]'

;
75 Ue = Uk(dofselem) ;
76
77 B1e = 1.0 / ( le^2 ) * Xe' * Ge ; B2e = 1.0 / ( le^2 ) * Ue' * Ge ;
78 epsGelem = ( B1e + 0.5*B2e ) * Ue ; Stressk(elem) = E * epsGelem ;
79 end
80
81 if ( k > tolk ) || ( norm( DeltaUk ) < tolu * normUk ), fin = 1; end
82
83 histuks = [ histuks; Uk(4) ] ;
84 fprintf(' %3i & %12.3e & %12.3e & %12.3e & %1i \\\\ \n', k, ...
85 Uk(4), Stressk(1)/E, Stressk(1), fin )
86 end
87
88 NodesDef = Nodes + reshape( Uk , 2,nnodes)' ;
89 xelemsdef = reshape( NodesDef( Conec(:,1:2) ,1 )', nelems,2 ) ;
90 yelemsdef = reshape( NodesDef( Conec(:,1:2) ,2 )', nelems,2 ) ;
91
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92 w = Uk(4) ; PGTeo = 2*Es*As*(auxy+w)*(2*auxy*w+w^2) / ( 2*l0^3)
93 PGNum = 2*Stressk(1)*A/l0*(auxy+w)
94 Error_relativo_PGNum = abs( Pext − PGNum ) / abs(Pext)
95 Error_relativo_PGTeo = abs( Pext − PGTeo ) / abs(Pext)
96
97 figure, hold on, grid on
98 plot(xelems, yelems, 'b−−o','linewidth',4,'markersize',5)
99 plot(xelemsdef, yelemsdef, 'r−x','linewidth',4,'markersize',5)

100 xlabel('x'), ylabel('z'), axis equal
101
102 figure, grid on
103 plot(−histuks, 'b−x','linewidth',4,'markersize',5)
104 xlabel('iteracion'), ylabel('|u^k(4)|')

En la Figura 2.13 se muestran los resultados obtenidos al ejecutar el Código pre-
sentado.
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Figura 2.13:Resultados de ejecución del Código 2.2: geometrías de referencia en trazo
discontinuo en azul y deformada en rojo continuo (izquierda), grá�co de valores de
desplazamiento vertical en cada iteración (derecha).

En la Tabla 2.1 se muestran los resultados obtenidos en cada iteración donde
la entrada 4 del vector uk contiene el valor de desplazamiento vertical del nodo
superior.

iteración u(k)[4](102) ε(k)(10−1) σ(k)(104) �n?
1 -4.243 -0.776 -3.883 0
2 -6.150 -1.079 -5.394 0
3 -6.649 -1.153 -5.765 0
4 -6.685 -1.158 -5.791 0
5 -6.685 -1.158 -5.791 1

Tabla 2.1: Valores obtenidos por el método para el problema de Von Mises.

Se observa que existe una diferencia relativa de 36 % entre el valor de despla-
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zamiento obtenido al realizar el análisis lineal y el dado por el análisis no lineal y
las tensiones y deformaciones del análisis no lineal tienen mayor magnitud que las
del análisis lineal. Esto es provocado por el hecho de que la estructura pierde con-
siderable rigidez global al deformarse y las barras deben desarrollar mayor tensión
para equilibrar la fuerza aplicada. La deformación axial alcanza el 10 % por lo que se
puede considerar que se deja de cumplir la hipótesis de pequeñas deformaciones. En
el análisis de estructuras reales esto es algo importante a veri�car.

El código también calcula los errores con respecto a los valores analíticos obte-
nidos en la sección anterior. En clase se discutirán e interpretarán los resultados así
como también se mostrarán variantes de los resultados al modi�car los parámetros
de la estructura.

Actividad

Modi�car los parámetros del Código 2.2 para reproducir los resul-
tados presentados en el Ejemplo 1 del artículo (Li and Khandelwal,
2017).

Apoyos elásticos

Se considera ahora el caso en el que un nodo j de la estructura está vinculado a
tierra a través de resortes lineales de constante elástica kx y ky según x e y, tal como
se muestra en la Figura 2.14.

fext,j
ky

kx

Figura 2.14: Esquema resortes en nodo j.

Las fuerzas correspondientes a los resortes pueden ser consideradas como fuer-
zas externas dadas por:

fext,s,x = −uj,xkx fext,s,x = −uj,yky. (2.101)

Es posible recorrer los resortes de todos los nodos y ensamblar en un vector
de fuerzas externas de resortes, el cual dependerá del desplazamiento actual uk e
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incluso utilizar una forma matricial:

fext,s(u) = −KSu (2.102)

donde la matriz KS tiene las correspondientes constantes elásticas en las entradas
de la diagonal.

Este vector de fuerzas externas debidas a los apoyos elásticos puede ser conve-
nientemente considerado como un vector de fuerzas internas

fint,s(u) = KSu, (2.103)

al considerarlo en el otro miembro de la igualdad de trabajos virtuales.

Actividad

Mostrar que el sistema lineal asociado al método de Newton-
Raphson considerando apoyos elásticos está dado por:

(KT (u(k)) + KS) ∆u(k) = fext − fint(u
(k)) (2.104)

2.4.3. Método de Newton-Raphson Incremental

Se considera ahora que la estructura es analizada de forma incremental, esto
quiere decir que las fuerzas externas son aplicadas de a incrementos en instantes de
tiempo t. Se considera que las cargas externas varían simplemente de acuerdo a un
factor de carga y que no dependen de la geometría deformada de la estructura. Esta
variación de las fuerzas externas es representada a través de un superíndice t:

fext,t = λtfext. (2.105)

Las cargas son también consideradas como aplicadas de forma estática, o con veloci-
dad de variación pequeña en comparación con la inercia y la cantidad de movimiento
de la estructura. Es decir que el tiempo identi�ca los incrementos pero no se consi-
dera la dinámica.

Método Incremental

El Método Incremental consiste en buscar la solución del PTV correspondiente a
las fuerzas fext,t+∆t partiendo de la solución correspondiente a fext,t. En la Figura 2.15
se muestra un esquema de un elemento de barra en su con�guración de referencia
y en las posiciones deformada ut y ut+∆t.

En el Algoritmo 2 se muestra un pseudo-código del Método de Newton-Raphson
incremental para análisis de reticulados, en el cual se hace uso del algoritmo presen-
tado en la sección anterior. El método permite obtener las soluciones de equilibrio
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Figura 2.15: Esquema de deformadas incrementales de elemento de barra.

Algoritmo 2 Método Newton Raphson incremental para reticulados.
1: while t < tmax do
2: Calcular: fext,t+∆t

3: Actualizar: u0 ← ut y fext ← fext,t+∆t

4: Resolver: Algoritmo 1
5: Actualizar: ut+∆t ← uk
6: Actualizar: t← t+ ∆t
7: end while

para cada valor de fuerza considerado, sin embargo presenta limitaciones para ob-
tener soluciones aceptables para valores de carga de puntos límite.

Ejemplo de análisis de punto límite

Se considera el problema de la cercha de Von Mises, abordado en la Sección 2.4.2,
y se resuelve aplicando el Método Incremental implementado en el código ONSAS.
Como valor de fuerza �nal aplicada se considera 9 × 106 con 50 incrementos de
carga. A la izquierda en la Figura 2.16 se muestra un grá�co generado por el ONSAS
con la estructura en la con�guración deformada para carga �nal (trazo rojo grueso)
y en la con�guración de referencia (trazo azul �no). A la derecha en la misma �gura
se ve el grá�co de la curva carga-desplazamiento.

Se observa que luego de superado un cierto valor de carga (punto límite) se pro-
duce un salto en los desplazamientos hacia la rama derecha en el grá�co. Esto no es
una transición continua de las con�guraciones de la estructura por lo que el método
no es capaz de obtener el comportamiento completo de la estructura para un inter-
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Figura 2.16: Grá�cos obtenidos por el ONSAS al resolver una cercha de Von Mises.

valo de fuerzas. En la sección siguiente se estudiarán las causas del fenómeno del
salto. Este salto no está provocado por el pandeo local de las barras, fenómeno que
no fue considerado en este análisis.

Lo mencionado anteriormente representa una limitación considerable del méto-
do si se desea realizar un análisis para grandes desplazamientos de una estructura
con comportamiento de punto límite. Para poder obtener la curva completa de des-
plazamientos es necesario utilizar otras técnicas avanzadas que serán brevemente
descritas a continuación.

2.4.4. Otras técnicas avanzadas

Métodos de Newton-Raphson Modificados y búsquedas lineales

Tal como se mostró en la Sección 1.2.2 es posible obtener convergencia a la so-
lución sin la necesidad de calcular la matriz tangente en cada iteración. El concepto
del método de Newton-Raphson modi�cado es fácilmente aplicable al análisis de
elementos �nitos visto en la sección anterior, por ejemplo de�niendo que la linea 4
del Algoritmo 1 es realizada cada cierto número de iteraciones.

En la Sección 2.2.3 se mostró que en el caso de estructuras conservativas, el plan-
teo del PTV es equivalente al Principio de Mínima Energía Potencial Total. El pro-
blema de minimización del funcional de energía potencial total puede ser abordado
utilizando un amplio importante conjunto de algoritmos para optimización no lineal,
como métodos Quasi-Newton o de Búsqueda Lineal, que mejoran considerablemen-
te la e�ciencia de los procedimientos numéricos. A pesar de que algunos de estos
métodos están basados en técnicas numéricas de varias décadas, el desarrollo de
métodos e�cientes de análisis no lineal de estructuras continúa siendo un área de
interés cientí�co en la actualidad (Magisano et al., 2017).
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Métodos de Longitud de arco

En el ejemplo de la sección anterior se mostró que el método NR no es capaz de
obtener todas las con�guraciones de equilibrio intermedio en casos particulares. El
Método de Longitud de Arco introducido en la Sección 1.2.3 puede ser extendido para
la formulación del Método de Elementos Finitos presentada en la sección anterior,
permitiendo resolver una más amplia gama de problemas. Se puede encontrar una
implementación completa y didáctica del método en (de Souza Neto et al., 2008). Este
método está implementado en el código ONSAS.

Si el ejemplo de la sección anterior es resuelto usando el código ONSAS con el
método de longitud de arco, se obtiene la grá�ca mostrada en la Figura 2.17, donde
el incremento de desplazamiento establecido para cada paso de carga es de 70 y se
realizan 100 pasos de carga.
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Figura 2.17: Ejemplo de cercha de Von Mises usando método de longitud de arco.

Se observa cómo este método permite obtener las fuerzas de equilibrio corres-
pondientes a cada con�guración intermedia del movimiento de la estructura.

Es importante destacar que los grá�cos carga-desplazamiento generados por la
versión actual del ONSAS no presentan los segmentos de puntos de equilibrio ines-
table punteados como se mostró al inicio del capítulo.

2.4.5. Ejemplo: Arco bi-articulado

Los arcos han sido utilizados desde la antigüedad en estructuras de gran rele-
vancia como por ejemplo el Pont du Gard, estructura que sostiene un acueducto
construido por los romanos hace casi 2000 años y que sigue en pié al día de hoy
(Timoshenko, 1953). En la actualidad los arcos o estructuras con geometría de ar-
co suelen ser utilizadas en soluciones originales de estructuras de puentes o como
soporte de cubiertas de grandes luces. Frecuentemente se plantean soluciones con
esbelteces considerables volviendo necesario considerar deformaciones de segundo
orden.

En la Figura 2.18 se muestra un ejemplo de un arco reticulado utilizado como
soporte del techo de la estación de Retiro en Buenos Aires, Argentina. Se puede ob-
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Figura 2.18: Estación de trenes de Retiro, Buenos Aires, Argentina (foto: JPZ).

servar que la estructura consiste en un reticulado y el arco tiene sección transversal
de altura decreciente hacia la clave.

En esta sección se considera una estructura de arco simpli�cada con el objetivo
de mostrar el comportamiento observado en este tipo de estructuras. Se pueden en-
contrar diversos ejemplos de este tipo en la literatura (ver Sección 6.8.2 de (Bathe,
2014) o Sección 2.5 de (Cris�eld, 1997)).

En esta sección se considera un arco perfecto simétrico formado por un reticu-
lado hiperestático, con condiciones de apoyo y cargas similares a las de uno de los
ejemplos considerados en (Timoshenko and Gere, 2009). La carga distribuida es ra-
dial y unitaria. El área de cada barra es A = 0,4m × 0,01m = 4 × 10−3m2 y el
módulo de Young es E = 210 GPa. Cada nodo extremo está apoyado (articulado)
�jo.

Para la resolución se utiliza la herramienta ONSAS realizando el análisis con el
Método de Longitud de Arco. Se puede encontrar el archivo de entrada para este
análisis en la Sección B.2.1.

En la Figura 2.19 se muestran grá�cos generados por el ONSAS para un valor de
factor de carga correspondiente a una con�guración cercana a la del punto límite.
El desplazamiento considerado para la curva carga-desplazamiento es el desplaza-
miento vertical (positivo hacia abajo) de la clave del arco.

En la Figura 2.20 se muestra la geometría deformada luego de ocurrido el fe-
nómeno de snap-through así como también la correspondiente grá�ca de carga-
desplazamiento. La con�guración de referencia corresponde a la geometría dibujada
con trazo �no y azul, mientras que la con�guración deformada corresponde al trazo
grueso en color rojo con círculos en los nodos.

Se observa que la deformación es simétrica tal como se esperaba. Se puede ver
que el máximo valor de factor de carga soportado por la estructura previo al snap-
through es λ = 2,42 × 105, sin embargo, hay que destacar que la estructura pierde
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Figura 2.19: Grá�cos obtenidos en ejemplo de Arco para carga de punto límite.
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Figura 2.20: Grá�cos obtenidos en ejemplo de Arco para carga superior a punto lí-
mite.

estabilidad antes de alcanzar dicho factor de carga (esto será visto más adelante).
También se puede veri�car que no se supera el 5 % de deformación axial lo que,
recordando la Sección 2.3, representa una veri�cación importante para el modelo y
la validez de los resultados usando la medida de deformación de Green y material
elástico lineal.

Es de interés observar los grá�cos mostrados en la Figura 2.21, donde a la iz-
quierda se puede ver la con�guración deformada para carga nula, es decir corres-
pondiente al punto de intersección de la curva carga-desplazamiento con la recta
λ = 0. La máxima magnitud de deformación axial es 4,71 %.

Esta con�guración es claramente inestable ya que cualquier perturbación lleva-
ría a la estructura a adoptar otra con�guración. En la siguiente sección se aborda
esta temática.

Se observa también que la deformación de la estructura es totalmente simétri-
ca, lo cual está asociado al hecho de que no existen imperfecciones presentes en la
geometría de la estructura. La inclusión de imperfecciones en el análisis es algo que
brindaría resultados más realistas y será realizado más adelante.
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Figura 2.21: Grá�cos obtenidos en ejemplo de Arco para con�guración de equilibrio
inestable.

2.5. Estabilidad estructural

La búsqueda de equilibrios inestables es un problema interesante a nivel teórico
y fundamentalmente experimental dado que está vinculado a fenómenos de colapso
por inestabilidad en estructuras. Esto atrajo el interés del matemático suizo Leo-
nard Euler, quien a mitad del siglo XVIII publicó su trabajo sobre la carga crítica de
una columna, lo que podría considerarse como el primer resultado del Análisis Li-
neal de Pandeo (o Linear Buckling Analysis) (Timoshenko, 1953). Dos siglos después
de Euler, cientí�cos de Ingeniería Aeroespacial siguieron trabajando en el estudio
del comportamiento de estructuras simples sometidas a compresiones Huang and
Vahidi (1971) y más recientemente Ingenieros Estructurales han obtenido resulta-
dos originales e interesantes (Bigoni et al., 2014; Zaccaria et al., 2011). Esto denota
la importancia que tiene la comprensión de este tipo de fenómenos en estructuras.

En la Sección 2.1.2 se presentaron herramientas útiles para el análisis y clasi�-
cación de soluciones de equilibrio de sistemas estructurales. Para ello se aplicó el
Principio de Mínima Energía Potencial, y se formularon las condiciones de mínimo
con términos de condiciones sobre el gradiente y la matriz de derivadas segundas de
la energía potencial.

En esta sección se presentan de forma abreviada conceptos básicos para el aná-
lisis de estabilidad de sistemas de estructuras reticuladas utilizando la notación ma-
tricial de la sección anterior. Se puede encontrar un desarrollo completo de estos
conceptos en el capítulo 9 de (Cris�eld, 1996) o el capítulo 20 de (Cris�eld, 1997).

2.5.1. Clasificación de equilibrio

Sea una estructura cuyos desplazamientos nodales están dados por el vector u,
la función de energía potencial total está dada por:

V (u) = U(u)− uTfext (2.106)
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donde U(u) es la energía de deformación de toda la estructura y está dada por la
suma de las energías de deformación de cada elemento:

U(u) =

ne∑
e=1

1

2
A0

∫ `e0

0

σ(ue) ε(ue)dx. (2.107)

Si se considera una variación δu respecto a la posición asociada a u entonces se
puede calcular la variación de la energía potencial correspondiente como:

δV = V (u + δu)− V (u) = U(u + δu)− U(u)− (δu)
T
fext. (2.108)

Realizando un desarrollo de Taylor de segundo orden de la energía de deformación,
y sustituyendo las expresiones de la sección anterior se obtiene que la variación de
energía potencial se puede aproximar por:

δV ≈ (δu)
T

(fint(u)− fext) +
1

2
(δu)TKT (u)δu, (2.109)

donde fint es el vector de fuerzas internas de�nido en la sección anterior. Se pue-
de observar que la condición de equilibrio establecida por el principio de trabajos
virtuales consiste en anular el término de primer orden de la variación de energía
potencial.

Para poder distinguir diferentes tipos de soluciones de equilibrio se pasa a ana-
lizar el término de segundo orden. Se establece que una con�guración dada por u es
de equilibrio estable si se cumple el PTV y la energía potencial total aumenta para
cualquier perturbación virtual impuesta compatible con los vínculos.

Dado que el signo de la variación de energía potencial está dado por el signo de
la forma cuadrática del segundo término, es posible y conveniente establecer las de-
�niciones o clasi�caciones de con�guraciones de equilibrio en términos de la matriz
KT :

Equilibrio estable: se dice que la con�guración u es de equilibrio estable si
KT (u) es de�nida positiva, es decir que todos sus valores propios son positi-
vos. Esto es equivalente a la condición

(δu)TKT (u)δu > 0 ∀δu.

Equilibrio inestable: se dice que la con�guración de equilibro es inestable si
se sumple

(δu)TKT (u)δu 6 0 para algún δu.

Esto permite asegurar que la estructura puede adquirir otra con�guración de
equilibrio, de igual o menor energía potencial, si se realiza una perturbación
del equilibrio según δu.
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En los casos de inestabilidad, los vectores propios asociados a los valores propios
nulos de KT corresponden a los modos de pandeo de la estructura. Existen otras
de�niciones o estudios más completos que pueden ser realizados utilizando términos
de mayor orden, los cuales no serán abordados en este material.

Es de interés entonces clasi�car los equilibrios que se obtienen al resolver un
problema de forma incremental. Para eso es posible calcular los valores propios de
la matriz tangente asociada a los desplazamientos luego de obtenida la convergencia.
La herramienta ONSAS calcula, para cada incremento de carga, los valores propios
de la matriz KT mostrando en pantalla la cantidad de valores propios positivos y
negativos.

El cálculo de valores propios puede resultar costoso (en el caso de que no se
consideren técnicas de factorización particulares en la resolución del sistema lineal
(Bathe, 1982)) y en algunos casos poco e�ciente ya que tendrá principal interés pa-
ra valores de carga cercanos a la inestabilidad, y no necesariamente para valores
previos.

Para estimar los valores de carga de inestabilidad, es posible realizar análisis
aproximados de los modos de pandeo. En las siguientes secciones se presentan y
realizan comentarios sobre dos de los métodos aproximados más frecuentemente
utilizados.

2.5.2. Análisis lineal de pandeo (LBA)

El análisis lineal de pandeo, también llamado LBA por su sigla en inglés (Linear
Buckling Analysis), es frecuentemente realizado en la práctica profesional para esti-
mar la carga crítica de pandeo de una estructura y observar sus modos de colapso
por inestabilidad (pandeo).

Se considera una estructura con un estado de fuerzas de referencia fext y un factor
de carga λ ∈ R. Partiendo de la expresión de la matriz tangente, asumiendo que la
estructura no se deforma de manera signi�cativa previo a pandear, se desprecian los
términos que dependen directamente de u (matriz de desplazamiento inicial)

KT (u) = KT1 + KT2(u) + Kσ(u) ≈ KT1 + Kσ(u). (2.110)

Respecto a la matriz de tensión inicial se considera una variación proporcional res-
pecto al factor de carga σ = λσ̄, siendo σ̄ el estado tensional asociado a las fuerzas
de referencia fext, es decir para λ = 1. La matriz aproximada será:

KT (u) ≈
(
KT1 + λK̄σ

)
, (2.111)

donde la matriz K̄σ puede ser fácilmente calculada obteniendo las tensiones de cada
elemento mediante un análisis lineal considerando la carga de referencia y realizan-
do el respectivo ensamblado de las matrices elementales.

El problema de LBA consiste en encontrar el factor de carga correspondiente a un
equilibrio inestable utilizando la matriz aproximada. Esto es equivalente a encontrar
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los valores λ para los cuales la matriz KT se vuelve singular, es decir que pasa a tener
algún valor propio nulo. Encontrar valor propios nulos de KT consiste en resolver
el siguiente problema

KT (u)u = 0, (2.112)

donde sustituyendo la expresión aproximada se puede ver que esto es equivalente a
resolver el siguiente problema de valores propios generalizados:

KT1u = −λK̄σu. (2.113)

La aproximación realizada sobre la matriz tangente correspondiente a despreciar
la matriz de desplazamiento inicial, es equivalente a asumir que la estructura no se
deforma considerablemente durante el proceso de carga que la lleva hasta el nivel
de carga de pandeo. En estructuras �exibles que sí se deforman apreciablemente
durante el proceso de carga (cáscaras, arcos llanos), esta hipótesis es no conservadora
y resulta en estimaciones de la carga de pandeo mayores a la verdadera. Esto puede
representar un riesgo si no es considerado por los métodos de diseño o normativas
aplicadas.

2.5.3. Análisis no lineal de pandeo

Es necesario tener en cuenta que para realizar un análisis realista de una estruc-
tura se debe poder estimar las cargas vinculadas a los equilibrios inestables de forma
su�cientemente precisa de forma de garantizar la seguridad de la estructura. En tra-
bajos como (Wriggers and Simo, 1990) se proponen métodos aproximados para el
cálculo de puntos de equilibrio inestable. Considerando literatura más reciente, se
recomienda seguir el abordaje presentado en (Bathe, 2014) para este tipo de cálculos.
La herramienta ONSAS realiza una estimación de la carga crítica de pandeo para ca-
da valor de factor de carga a través de dicho tipo de análisis aproximado. El método
utilizado también es presentado esquemáticamente en (Li and Khandelwal, 2017).

2.5.4. Ejemplo: Análisis de estabilidad de cercha de Von Mises

En (Li and Khandelwal, 2017) se aplican ambas técnicas aproximadas de análisis
de pandeo a una estructura tipo cercha de Von Mises usando elementos de barra
de Green. En esta sección se presentan los resultados obtenidos al aplicar el código
ONSAS a la resolución del problema con los mismos parámetros de dicho ejemplo,
se analizan los resultados y se veri�can los resultados obtenidos.

En la Tabla 2.2 se muestran los resultados obtenidos al resolver el problema usan-
do el código ONSAS. La columna Iters indica la cantidad de iteraciones en desplaza-
mientos realizadas para cada factor de carga. La columna |ε| indica la magnitud de la
deformación axial en porcentaje, se puede apreciar que se consideran deformaciones
superiores a 5 % aunque esto no evita observar los fenómenos de inestabilidad de in-
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#Carga Factor Carga Iters |ε| ( %) NonLinBuck #λ > 0 #λ 6 0
1 1.250e+06 4 1.34 1.67180e+07 2 0
2 2.500e+06 4 2.72 1.64244e+07 2 0
3 3.750e+06 3 4.16 1.61137e+07 2 0
4 5.000e+06 3 5.66 1.57825e+07 2 0
5 6.250e+06 4 7.24 1.54268e+07 2 0
6 7.500e+06 4 8.91 1.50413e+07 2 0
7 8.750e+06 4 10.69 1.46179e+07 2 0
8 1.000e+07 4 12.63 1.41444e+07 2 0
9 1.125e+07 4 14.77 1.36000e+07 2 0
10 1.250e+07 4 17.25 1.29449e+07 2 0
11 1.375e+07 4 20.34 1.85131e+07 1 1
12 1.500e+07 6 26.17 1.56950e+07 1 1

Tabla 2.2: Resultados obtenidos al resolver el ejemplo de la cercha de Von Mises
usando el código ONSAS.

terés para el ejemplo. La columna NonLinBuck muestra el factor de carga de pandeo
correspondiente al análisis no lineal. El código también realiza el análisis lineal y
estima la carga de pandeo correspondiente al LBA el cual es λL = 1,69966 × 107.
El archivo de entrada para el ONSAS es presentado en el Código B.15.

Se observa que luego de superado el factor de carga número 10, la matriz tangen-
te pasa a tener un valor propio no positivo, esto está dado porque luego del punto
de bifurcación se pasa a tener equilibrios inestables.

En la Figura 2.22 se muestra un grá�co con dos curvas carga desplazamiento
una roja con círculos y azul con cruces. Un grá�co similar a este es presentado en el
artículo citado.

Se observa que existe un punto de bifurcación entre las dos posibles ramas de
equilibrio de la estructura y a partir de dicho punto los puntos de equilibrio co-
rresponden a equilibrios inestables. Esto es coherente con el resultado visto en la
Tabla 2.2 donde a partir del décimo factor de carga se obtienen valores propios no
nulos de la matriz tangente, correspondiendo esto a la bifurcación y generación de
más de una rama de equilibrio.

En estructuras con imperfecciones el proceso de carga lleva a que la estructura
adquiera con�guraciones recorriendo la rama azul con cruces, por lo que la carga
máxima soportada puede ser considerablemente menor que la del punto límite sin
considerar imperfecciones. La resolución por el método de longitud de arco provo-
ca que se opte por continuar el análisis siguiendo la rama principal o aquella cuya
variación del sentido de los desplazamientos sea menor. Para estructuras con im-
perfecciones, este método es capaz de, para valores adecuados de los parámetros,
obtener soluciones en esas ramas de equilibrio. Se pueden encontrar otros métodos
de búsqueda de otras con�guraciones o salto entre ramas en (de Souza Neto et al.,
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Figura 2.22: Grá�co de curvas carga-desplazamiento para cercha de Von Mises.

2008; Cris�eld, 1997).

En la Figura 2.23 se muestra una con�guración obtenida realizando un análi-
sis con el ONSAS considerando una imperfección en la geometría de referencia. El
archivo de entrada del ONSAS es presentado en el Código B.16.
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Figura 2.23: Grá�cos obtenidos para ejemplo de cercha de Von Mises con imperfec-
ción.

La carga máxima soportada por la estructura es 1,27× 107 lo cual coincide con
el punto de bifurcación obtenido en el artículo citado.
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2.5.5. Ejemplo: modo de pandeo asimétrico de arco bi-articulado

Para �nalizar la sección se presentan los elementos básicos del análisis del modo
de colapso del arco presentado en la Sección 2.4.5. Tal como se vió, al aumentar la
carga aplicada al arco se produce una deformación simétrica hasta alcanzar el punto
límite provocando el snap-through. Sin embargo en este problema existe un valor de
factor de carga menor al del punto límite para el cual se produce un pandeo según
un modo no simétrico. En (Timoshenko and Gere, 2009) se presenta el cálculo del
valor de carga distribuida crítica

qcr =
EI

R3

(
π2

α2
− 1

)
, (2.114)

donde R es el radio de la circunferencia de la línea media del arco, E el módulo de
Young, I la inercia de la sección transversal y α es la mitad del ángulo del arco.

A partir del modelo de reticulado se calcula una inercia equivalente Ieq = 2A(h/2)2

donde A es el área de cada barra y fueron consideradas únicamente las áreas de la
barras en los extremos superior e inferior de la sección transversal. Para obtener
el valor teórico se asume que el arco es inextensible por lo que una de las posibles
fuentes de diferencias con respecto al análisis de reticulados está asociado a la de-
formación axial por directa.

Los valores de carga crítica de pandeo teórico y obtenidos por el ONSAS median-
te análisis de pandeo lineal, no lineal y considerando imperfecciones son mostrados
en la Tabla 2.3. Las imperfecciones consideradas corresponden a una deformación
de la con�guración de referencia dada por el primer modo de pandeo lineal de la
estructura, con una magnitud máxima del orden de un centímetro.

Método Valor qcr (105) Diferencia relativa ( %)
Valor teórico 1.212 0
LBA ONSAS - Sin imperf. 1.235 1.9
NonLin ONSAS - Sin imperf. 1.206 -0.5
LBA ONSAS - Con imperf. 1.235 1.9
NonLin ONSAS - Con imperf. 1.186 -2.1

Tabla 2.3: Valores de carga crítica de pandeo teóricos y numéricos.

El primer comentario importante a realizar es que efectivamente la carga crítica
de pandeo es aproximadamente la mitad de la carga del punto de tangente horizontal
para la estructura de acuerdo a la deformación simétrica. Por otra parte se observa
que nuevamente la carga crítica del análisis lineal de pandeo es mayor que la carga
crítica del análisis no lineal de pandeo.

Para poder observar el modo de colapso por pandeo es necesario considerar im-
perfecciones geométricas en la estructura y realizar el análisis. En la Figura 2.24 se
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muestra la deformación posterior al colapso por pandeo así como también la curva
carga-desplazamiento.
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Figura 2.24: Grá�cos obtenidos en ejemplo de Arco para con�guración de equilibrio
inestable.

A través de este ejemplo se muestra la importancia de realizar este tipo de análisis
para la determinación de cargas críticas de forma adecuada.

Para �nalizar el capítulo se destaca que en estructuras como puentes, los arcos
pueden ser utilizados como soporte del tablero, conectado a través de cables. En la
Figura 2.25 se muestra un modelo simpli�cado de un puente formado por un arco,
el tablero y cables (sin resistencia a compresión) que los conectan, donde las cargas
son aplicadas en el tablero en lugar del arco.
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Figura 2.25: Geometría de modelo simpli�cado de puente arco con tablero inferior.

El análisis de elementos como cables o tensores es realizado considerando un
comportamiento constitutivo no lineal, tema que se aborda en el siguiente capítulo.



Capítulo 3: No Linealidad Material

En este capítulo se introducen herramientas básicas para el análisis de estruc-
turas considerando no linealidad material, es decir relaciones no lineales entre ten-
siones y deformaciones. Se comienza presentando las ecuaciones para el análisis de
estructuras de barras con relación tensión-deformación elástica no lineal, para luego
pasar a introducir elementos básicos de la teoría de plasticidad.

3.1. Elasticidad no lineal

En esta sección se describen de forma sintética los conceptos básicos del análi-
sis elástico considerando un comportamiento constitutivo no lineal, en particular el
dado para sólidos hiperelásticos. A partir de esto se presentan las ecuaciones para
estructuras de barras articuladas con comportamiento elástico no lineal. Se omiti-
rán numerosas consideraciones teóricas importantes para el análisis de sólidos, las
cuales se pueden encontrar en textos como (Holzapfel, 2000; Gurtin, 1981).

3.1.1. Hiperelasticidad en sólidos

Aspectos básicos

Se considera un sólido que ocupa, en la con�guración de referencia, la región
Ω0 ⊂ R3, cuyo contorno es unión disjunta de Γf y Γu (∂Ω0 = Γu∪Γf y Γu∩Γf = ∅)
, donde existe desplazamiento impuesto en Γu y tensiones externas text aplicadas en
Γf . El Problema de Elasticidad no Lineal para sólidos consiste en encontrar la con-
�guración deformada del cuerpo Ωt de forma tal de minimizar la energía potencial
total.

Cada partícula P del sólido ocupa una posición x0 en la con�guración de refe-
rencia. En el instante de tiempo t (o más formalmente para el factor de carga corres-
pondiente a t) cada partícula P pasa a ocupar una posición dada por el vector xt el
cual pertenece al conjunto de la con�guración deformada Ωt. Se establece que existe
una función χ : Ω0 ×R+ → Ωt que relaciona las posiciones en la con�guración de
referencia con las posiciones deformadas de la forma:

xt = χ(x0, t). (3.1)
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La función χ debe cumplir un conjunto de hipótesis relevantes que no serán consi-
deradas en este documento, entre las que se menciona la biyectividad.

Se de�ne el campo vectorial de desplazamientos para el instante t, denotado
como ut : Ω0 → R3, a través de la siguiente expresión:

ut(x0) = xt − x0. (3.2)

La dependencia de t está dada de forma implícita a través del subíndice. El útil calcu-
lar el gradiente de dicho campo denotado por D cuya expresión se obtiene derivando
ambos miembros respecto a x0:

D(x0) = F(x0)− I, (3.3)

donde F es un tensor llamado gradiente de deformación dado por:

F(x0) =
∂xt
∂x0

(x0).

Dado que se considera la deformada en un único instante, se omitió el tiempo t así
como también se podrá omitir la evaluación en el punto x de ahora en adelante.

Sean dos puntos x0 y x̂0 cercanos de la con�guración de referencia y sus corres-
pondientes puntos deformados xt y x̂t. Utilizando la de�nición de χ y realizando un
desarrollo de primer orden respecto a x0 se obtiene la relación:

x̂t − xt = χ(x̂0, t)− χ(x0, t) ' F(x0)(x̂0 − x0), (3.4)

donde se consideró que la distancia entre los puntos x0 y x̂0 es pequeña. Esta iden-
tidad permite tener una relación entre los segmentos en las con�guraciones de re-
ferencia y deformada. La magnitud escalar J(x0) = |F(x0)| representa la razón de
variación volumétrica local en un entorno de la partícula que ocupa la posición x0

en la con�guración de referencia. La función de deformación χ debe cumplir cier-
tas hipótesis de continuidad, como por ejemplo veri�car que la razón de variación
volumétrica sea positiva durante todo el movimiento.

El estado local de deformaciones en un entorno de x0 está de�nido por lo tanto
por el tensor F, sin embargo existen diferentes de�niciones de tensores que permiten
representar el estado de deformaciones local. Una herramienta útil es el tensor de
deformaciones de Green E el cual será de�nido de forma simpli�cada como una
extensión de la de�nición considerada para elementos de barra.

Se consideran los segmentos dx0 y dxt dados por:

x̂0 − x0 = dx0 y x̂t − xt = dxt. (3.5)

Se desea aplicar la de�nición de la deformación de Green para calcular la expresión



Sección 3.1. Elasticidad no lineal 79

de la deformación unitaria del segmento dx0, esto es:

εdx0
=

1

2

dxT
t dxt − dxT

0dx0

dxT
0dx0

. (3.6)

Por otra parte los segmentos dxt y dx0 están relacionados a través de la Ecua-
ción (3.4) y las expresiones la Ecuación (3.3), por lo que se obtiene:

εdx0 =
1

2
dxT

0

(
FTF− I

)
dx0. (3.7)

Por lo que de�niendo el tensor de deformaciones de Green como:

E =
1

2

(
FTF− I

)
, (3.8)

se obtiene la siguiente expresión simpli�cada de la deformación unitaria:

εdx0
= dxT

0Edx0. (3.9)

Se puede ver que la matriz asociada de E es simétrica por lo que tendrá valo-
res propios reales. Estos valores propios representan las deformaciones unitarias de
Green correspondientes a los segmentos dados por las direcciones principales.

Sustituyendo la expresión de F en función del gradiente de desplazamiento dada
por la Ecuación (3.3) se obtiene

E =
1

2

(
D + DT + DTD

)
. (3.10)

Se puede ver que tal como ocurre en el caso de barras, al considerar pequeñas de-
formaciones se obtienen equivalencias entre distintas medidas de deformación. En
el caso de la medida de Green, al considerar las componentes de primer orden se
obtiene:

E ' 1

2

(
D + DT) = ε, (3.11)

donde ε es el tensor de deformaciones in�nitesimales asociado a la medida de de-
formación presentada en el capítulo anterior como deformación ingenieril.

Material Hiperelástico

Un material es elástico si y solo sí las tensiones internas producidas en el sólido
dependen únicamente de la deformación actual. En el caso de un material hiperelás-
tico, existe una función escalar, llamada densidad de energía de deformación interna,
Ψ(E) : Sym → R, la cual determina el comportamiento constitutivo a través de la
relación

S =
∂Ψ

∂E
(E), (3.12)
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donde S es el tensor de tensiones de Cosserat (o segundo tensor de Piola). Este campo
tensorial está de�nido en puntos de la con�guración de referencia y representa una
de las posibles medidas de tensión a o utilizar. Por otra parte, el tensor de tensiones
de Cauchy σ está de�nido en la con�guración deformada y está relacionado con S
a través de la expresión:

S = JF−1σF−T . (3.13)

Esta función de densidad de energía de deformación permite calcular el total de
energía potencial elástica U acumulada por el cuerpo al ser sometido a un desplaza-
miento u, a través de la expresión:

U(u) =
1

2

∫
Ω

Ψ(E(u)) dV. (3.14)

Tal como fue presentado en el capítulo anterior, el equilibrio está asociado a la
con�guración donde la energía potencial total V es mínima, por lo que el problema
de hallar la con�guración de equilibrio consiste en un problema de optimización no
lineal:

mı́n
u∈U

U(u)−
∫

Γf

uTtextdA, (3.15)

donde U es el conjunto de desplazamientos cinemáticamente admisibles, es decir
compatibles con los vínculos externos.

Al igual que en el caso de barras, las condiciones de optimalidad del problema
llevan al principio de trabajos virtuales, donde las fuerzas internas están dadas por
integrales en el volumen de la densidad de trabajo virtual de las tensiones internas,
dadas por el producto escalar del tensor de tensiones y el tensor de deformaciones
virtuales S : δE. Al igual que en el caso de elementos de barras existen diversos
métodos numéricos que permiten resolver el problema, entre los que se encuentran
algoritmos de optimización no lineal.

Funciones Ψ para materiales compresibles

Dado que el comportamiento del material es determinado por la función Ψ se
presentan un par de ejemplos de funciones propuestas para modelar el comporta-
miento constitutivo de sólidos isótropos.

Saint-Venant Kircho� El modelo de Saint-Venant-Kirchho� establece una rela-
ción lineal entre el tensor de Cosserat y el tensor de deformaciones de Green. La
expresión matemática de Ψ en este caso es:

Ψ(E) =
λ

2
Tr(E)2 + µTr(E2), (3.16)
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donde λ y µ son dos parámetros reales del modelo que caracterizan el comporta-
miento del material. Esta función establece entonces una expresión para las tensio-
nes en todo punto a partir de la deformación, dada por:

S = λTr(E)I + 2µE. (3.17)

Este modelo corresponde a la ley lineal considerada en el capítulo anterior para
barras con medida de deformación de Green. En el caso de pequeñas deformaciones
este modelo lleva a la conocida ley constitutiva de Hooke.

Curnier El modelo de Saint-Venant-Kircho� permite representar el comporta-
miento a tracción para grandes deformaciones aunque no es capaz de proveer buenos
resultados en compresión ya que, como fue visto, se produce una pérdida de rigidez.
En (Curnier, 1994) (ver Sección 6.6.2) se describe un modelo modi�cado capaz de
representar estados de compresión en grandes deformaciones. La expresión de la
densidad de energía de deformación es:

Ψ(E) = λ(J − log(J)− 1) + µTr(E2), (3.18)

siendo el tensor de Cosserat en este caso dado por:

S = λ(J − 1)F−1F−T + 2µE. (3.19)

Funciones Ψ para materiales incompresibles

Existen materiales con un comportamiento constitutivo tal que se requieren ele-
vadas cantidades de energía para poder realizar deformaciones asociadas a varia-
ciones de volumen, es decir que las deformaciones que efectivamente desarrolla el
sólido cumplen J = 1 en todo punto. Estos materiales son llamados incompresibles
y no serán considerados en este documento ya que su uso no es considerablemente
frecuente en soluciones estructurales.

Materiales como polímeros suelen ser analizados con este tipo de modelos por lo
que el comportamiento de algunos elementos estructurales puede ser estudiado con
este tipo de funciones Ψ. Existe una gran variedad de funciones de energía utiliza-
das en diversas aplicaciones, como por ejemplo: el modelo Neo-Hookean uno de los
más simples (ver (Holzapfel, 2000)), el modelo presentado por Del�no et al. (1997)
apropiado para el modelado de ciertos comportamientos observados experimental-
mente en arterias carótidas o el modelo de Veronda and Westmann (1970) el cual fue
aplicado para el desarrollo de una técnica de diagnóstico de tumores malignos en
mamas (Goenezen et al., 2012).
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Pequeñas deformaciones

En el caso de pequeñas deformaciones se tiene que el tensor E es aproximada-
mente igual a ε y que el tensor de tensiones S es aproximadamente igual al tensor
de tensiones de Cauchy σ en coordenadas locales (sistema co-rotacional) por lo que
la de�nición de material hiperelástico puede ser considerada ahora como:

σ =
∂ψ

∂ε
(ε). (3.20)

No serán abordadas en este documento las condiciones que debe cumplir la función
ψ, sin embargo se considerará que deberán ser funciones que garanticen al menos
continuidad de la funciónσ(ε). Esta función determina la nolinealidad material para
comportamiento elástico en pequeñas deformaciones.

En el caso del material de Saint-Venant-Kirchho� para pequeñas deformaciones
se obtiene una expresión de ψ dada por:

ψ(ε) =
λ

2
(Tr(ε))2

+ µ
(
Tr(ε2)

)
(3.21)

y la relación del tensor de tensiones está dada por:

σ =
∂ψ

∂ε
(ε) = λTr(ε) + 2µε, (3.22)

lo que coincide con la ecuación constitutiva del material elástico-lineal.

3.1.2. Hiperelasticidad en barras

En el caso de barras con comportamiento hiperelástico el estado tensional co-
rresponde a un estado uniaxial de tensiones. En (Castrillo et al., 2014) se presenta la
resolución de diversos ejemplos de reticulados tridimensionales con comportamien-
to hiperelástico para el material de Saint-Venant-Kichho� deduciendo las soluciones
a partir de las ecuaciones válidas para sólidos.

Si un eje del sistema de coordenadas coincide con el eje de la barra entonces la
componente asociada a dicha dirección será la única entrada no nula dada por

σx =
∂ψ

εx
(εx) = σ(εx), (3.23)

por simplicidad se considerará que la tensión está dada por la función σ(ε).
En el capítulo anterior se presentaron las ecuaciones del PTV, cuya aplicación

lleva al sistema de ecuaciones no lineales:

fint(u)− fext = 0. (3.24)
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Para el desarrollo de los métodos numéricos la resolución de estas ecuaciones se
asumió una relación constitutiva lineal. Si se continúa el desarrollo desde la Ecua-
ción (2.93) y considerando ahora una relación general no lineal entre tensión y de-
formación, se tiene:

∂feint
∂ue

(u(k)) = Ae0`
e
0

(
∂be

∂ue
(u(k))

)T
σe(ε((u(k))))+Ae0`

e
0(be(u(k)))T ∂σ

e

∂ue
(ε(u(k))).

(3.25)
Usando la función del comportamiento no lineal y la regla de la cadena se tiene:

∂σ

∂u
(u) = Etan(ε(u))

∂ε

∂u
(u) (3.26)

donde Etan es el llamado módulo tangente, dado por:

Etan(ε) =
∂σ

∂ε
(ε). (3.27)

Sustituyendo en la ecuación de la derivada de las fuerzas internas se tiene:

∂feint
∂ue

(u(k)) =
σ(ε(u(k)))A0

`0
Ge+(be(u(k)))T Etan(ε(u(k)))Ae0`

e
0 be(u(k)). (3.28)

El proceso de ensamblado de la matriz tangente y resolución del método Newton-
Raphson es similar al realizado para análisis con nolinealidad geométrica, teniendo
en cuenta que el vector de fuerzas internas debe ser calculado con la tensión dada
por la relación no lineal.

La herramienta ONSAS permite que el usuario introduzca cualquier modelo hi-
perelástico para el comportamiento de las barras a través de la función hyperElas-
Models presentada en el Código B.11.

3.1.3. Análisis de reticulados bi-modulares

Existe un grupo importante de materiales llamados bi-modulares (en ingles bi-
modulus materials), los cuales se caracterizan por tener diferente comportamiento
constitutivo a tracción y a compresión. Entre algunos ejemplos se encuentran la ma-
dera y el hormigón, cuyo análisis simpli�cado es generalmente realizado sin tomar
en cuenta esta no linealidad.

Por otra parte en elementos estructurales como cables o tensores se puede consi-
derar que el elemento no soporta esfuerzos de compresión, lo que puede modelarse
como un comportamiento constitutivo no lineal para desplazamientos pequeños.
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Abordaje mediante PTV y métodos iterativos

El abordaje asociado al PTV y los correspondientes métodos iterativos pueden
ser aplicados considerando la función σ y su derivada en las ecuaciones de PTV y
los correspondientes métodos numéricos. Estas expresiones son:

σ(ε) =

{
ET ε si ε > 0
ECε si ε < 0

∂σ

∂ε
(ε) =

{
ET si ε > 0
EC si ε < 0

(3.29)

donde EC y ET son los módulos de Young a compresión y tracción respectivamen-
te. Un caso de particular interés es el del análisis de tensores en el cual se puede
considerar EC = 0.

Actividad

Modi�car el Código 2.2 para resolver el problema de la cercha de
Von Mises considerando un comportamiento bi-modular para am-
bas barras donde la rigidez a compresión es la mitad de la rigidez a
tracción. Validar los resultados del código comparando con solucio-
nes analíticas para pequeños desplazamientos.

Formulaciones alternativas

Los métodos iterativos son e�cientes y permiten garantizar convergencia con-
siderando como hipótesis fundamental que la función de fuerzas residuales r tiene
derivadas continuas. Para este tipo de materiales esto no se cumple, por lo que los
resultados de convergencia obtenidos para este tipo de estructuras podrían ser de
menor calidad, provocando que para alguna estructura no sea posible obtener con-
vergencia.

Existen otros enfoques basados en formulaciones de optimización y programa-
ción cuadrática que permiten resolver este tipo de problemas aplicando algorit-
mos e�cientes logrando mejores resultados en términos de convergencia. En (Zhang
et al., 2013) se presenta una de estas formulaciones alternativas mostrando a través
de la resolución de algunos ejemplos que, según los autores, el método de NR no lo-
gra converger a la solución para ciertos criterios de parada establecidos. En (Zhang
et al., 2016) se presenta también una extensión de este enfoque para problemas de
sólidos, mientras que en (Du and Guo, 2014) se presenta una de las primeras formu-
laciones teóricas basadas en enfoques energéticos.

3.2. Introducción a la Teoría de Plasticidad

En esta sección se presenta una introducción a la Teoría de Plasticidad para cuer-
pos sometidos a pequeñas deformaciones. La presentación es realizada a través de la
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descripción de las ecuaciones de la teoría de plasticidad unidimensional, su�ciente
para introducir todos los conceptos de la misma, dentro del objetivo de este docu-
mento.

Existen textos que presentan diversos enfoques a esta teoría, entre los que se
destaca por una parte (Jirasek and Bazant, 2001) con un abordaje teórico orientado
a aplicaciones estructurales, y por otra parte (de Souza Neto et al., 2008; Taroco
et al., 2017; Simo and Hughes, 1998) con enfoques teóricos generales de mecánica
del continuo aplicables al análisis de sólidos sometidos a diversas acciones externas.
Se recomienda complementar los conceptos presentados en esta sección con alguno
de los libros mencionados.

3.2.1. Teoría unidimensional de plasticidad

Se considera una barra sometida a una historia de deformaciones tal que parte
de la deformación axial es remanente, es decir que se mantendrá luego de retirar las
cargas externas. Esta deformación remanente es producida cuando la magnitud de
la tensión alcanza un cierto valor de tensión de �uencia σY .

Descomposición aditiva de deformación y ley elástica

Bajo la hipótesis de pequeñas deformaciones, es posible descomponer de forma
aditiva la deformación total ε en dos componentes: deformación elástica εe y defor-
mación plástica o remanente εp, por lo tanto:

ε = εe + εp. (3.30)

Por otra parte se considera la ley elástica que establece que la relación entre la
tensión y la deformación elástica es lineal y dada por:

σ = Eεe = E(ε− εp), (3.31)

donde E es el módulo de Young. Esta ley se cumple durante todo el proceso de
deformación para cualquier valor de deformación plástica.

Es importante destacar que la deformación plástica εp puede ser positiva o ne-
gativa, es decir estar asociada a una extensión o un acortamiento.

Función de fluencia

El proceso de plasti�cación se produce cuando la tensión alcanza un valor límite
o de �uencia, lo que es escrito en términos de una función llamada función de �uencia
Φ. En esta sección se considerará, como ejemplo, una función dada por:

Φ(σ, σY ) = |σ| − σY . (3.32)
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Observe que el valor absoluto de σ establece un comportamiento idéntico para com-
presiones y tracciones, esto de�ne que el proceso de �uencia o endurecimiento sea
isótropo. En modelos de mayor complejidad, y para materiales utilizados en ingenie-
ría civil como hormigón, es usual considerar funciones que consideren de diferente
forma las tensiones a compresión y tracción (ver un ejemplo en el Capítulo 1 de
(Simo and Hughes, 1998)).

El comportamiento del material es elástico si se veri�ca:

Φ(σ, σY ) < 0, (3.33)

donde σY es un parámetro del modelo que puede variar en el proceso de plasti�-
cación. La función Φ y el valor σY establecen por lo tanto el rango de valores de
tensión σ para los cuales el comportamiento es elástico.

En el caso de plasti�cación de sólidos la función Φ depende del tensor de tensio-
nes y puede adquirir diversas formas, entre las que se destacan la función asociada
el criterio de �uencia de Von Mises.

Si la tensión es tal que la función de �uencia pasa a valer cero comienza un pro-
ceso de plasti�cación. En dicho proceso se deberá obtener un nuevo valor de σ y
eventualmente de σY tal que se continúe veri�cando que Φ(σ, σY ) 6 0. Para esta-
blecer cuáles son estos valores se utiliza el principio de máxima disipación plástica.

Principio de máxima disipación plástica

El principio de máxima disipación plástica (o máximo trabajo plástico) establece
que de todas las posibles tensiones σ que cumplen Φ(σ, σY ) 6 0, la tensión real
producida será aquella que maximice la disipación plástica por unidad de volumen
dada por σε̇. Se puede remarcar que este último producto puede considerarse co-
mo una disipación de energía o también como una potencia de fuerzas internas, de
cualquiera de las dos formas se produce una variación de energía total del sistema.

El enunciado del principio puede plantearse como un problema de maximización
como:

(MDP)

 máxσ σε̇p

s.a.
Φ(σ) 6 0

(3.34)

Para encontrar las condiciones que deben cumplir las tensiones solución del pro-
blema se plantean las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A
continuación se presentan de forma esquemática las ecuaciones de KKT (ver (Luen-
berger and Ye, 2008) por detalles del desarrollo).
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Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker Sean funciones f(x) : Rn → R y g(x) :
Rn → R funciones suaves, y un problema de optimizacion no lineal dado por máxx f(x)

s.a.
g(x) 6 0

(3.35)

todo punto x que satisface las condiciones de optimalidad de primer orden (”punto
crítico”) debe necesariamente cumplir

∇f(x) = η∇g(x) (3.36)
g(x) 6 0 (3.37)

η > 0 (3.38)
η g(x) = 0, (3.39)

donde η es un escalar llamado multiplicador de Lagrange, a ser determinado. Estas
condiciones representan un sistema de ecuaciones no lineales.

Escribiendo las condiciones de optimalidad para el problema MDP se obtiene que
la tensión debe necesariamente cumplir:

ε̇p = η
∂Φ

∂σ
(σ, σY ) (3.40)

Φ(σ, σY ) 6 0 (3.41)
η > 0 (3.42)

ηΦ(σ, σY ) = 0. (3.43)

Estas condiciones permiten derivar las siguientes leyes sobre el proceso de plasti�-
cación.

Ley de flujo plástico y condiciones de carga/descarga

La condición dada por la Ecuación (3.40) es llamada ley de �ujo plástico. Calcu-
lando la derivada e introduciendo la variable γ dada por γ̇ = η se tiene:

ε̇p = γ̇ signo(σ), (3.44)

donde se puede observar que si la tensión es de compresión, la deformación plástica
decrece. Más adelante se presentará una interpretación física de la variable γ.

Esto permite reescribir las condiciones adicionales del KKT obteniendo las lla-
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madas condiciones de carga/descarga, dadas por:

γ̇ > 0 (3.45)
Φ(σ, σY ) 6 0 (3.46)
γ̇Φ(σ, σY ) = 0 (3.47)

Función de endurecimiento

La magnitudσY representa un parámetro constitutivo dado por la micro-estructura
del cuerpo y otros parámetros asociados al correspondiente proceso de plasti�cación
del material. En este modelo se considera que este valor depende de la deformación
plástica acumulada a través de una función llamada función de endurecimiento:

σY = σY (ε̄p), (3.48)

donde ε̄p es la deformación plástica acumulada durante todo el proceso, es decir

ε̄p(t) =

∫ t

0

|ε̇p(τ)|dτ. (3.49)

Esta nueva magnitud representa la memoria del material, siendo este el elemento
conceptual más relavante que de�ne al material como no elástico.

Derivando respecto al tiempo ambos miembros de la Ecuación (3.49) y utilizando
la Ecuación (3.44) se obtiene:

˙̄εp = |ε̇p| = |γ̇signo(σ)| = |γ̇|. (3.50)

Usando que γ̇ > 0 se tiene
˙̄εp = γ̇, (3.51)

por lo que la derivada de γ establece la variación de la deformación plástica acumu-
lada. Si γ es considerada nula al inicio del proceso puede ser fácilmente interpretada
como la deformación plástica acumulada, lo cual también es compatible con la con-
dición dada por KKT de γ̇ > 0, es decir que la magnitud de la deformación plástica
acumulada es creciente durante todo el proceso.

Módulo elastoplástico tangente

Durante un proceso de incremento de carga en el que ocurre plasti�cación el
valor la función de �uencia debe mantenerse nulo en los instantes de tiempo inme-
diatamente posteriores, es decir que se veri�can las condiciones:

Φ = 0 y Φ̇ = 0. (3.52)
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Derivando respecto al tiempo ambos miembros de la Ecuación (3.32) se obtiene:

Φ̇ = signo(σ)σ̇ − ∂σY
∂ε̄p

˙̄εp, (3.53)

por lo tanto, igualando a cero se tiene que durante la plasti�cación se cumple:

signo(σ)σ̇ =
∂σY
∂ε̄p

˙̄εp. (3.54)

Multiplicando ambos miembros por signo(σ), recordando que ˙̄εp = γ̇ y usando la
Ecuación (3.44) se obtiene:

σ̇ =
∂σY
∂ε̄p

ε̇p. (3.55)

Por otra parte, derivando la ley elástica dada por la Ecuación (3.31) se tiene la
relación:

σ̇ = E
(
ε̇− ε̇p

)
. (3.56)

Despejando ε̇p de la Ecuación (3.55), sustituyendo en la Ecuación (3.56) y agru-
pando se tiene:

σ̇ = Etanε̇ (3.57)

donde Etan es el módulo tangente elastoplástico, dado por

Etan(ε̄p) =
E
∂σY
∂ε̄p

(ε̄p)

E +
∂σY
∂ε̄p

(ε̄p)

. (3.58)

A partir de esta relación se puede también obtener una expresión para la pendien-
te de la función de endurecimiento en función de Etan. Es importante resaltar que
existe una relación implícita entre la deformación total y la deformación plástica
acumulada cuyo análisis no debe ser despreciado.

La mayoría de los materiales utilizados en Ingeniería Civil suelen ser carateriza-
dos a partir de valores de tensión y deformación (total) medidos a través de ensayos
experimentales. Esto permite determinar el módulo tangente, el cual debe ser vin-
culado a algún modelo de elastoplasticidad a través de la función de endurecimiento
para poder contar con un modelo teórico completo del comportamiento elastoplás-
tico. En (Pérez Zerpa et al., 2017) se presenta el desarrollo de un método para identi-
�cación de propiedades elastoplásticas y su aplicación a la caracterización mecánica
de madera a partir de valores de tensión y deformación obtenidos mediante ensayos
experimentales.
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3.2.2. Método numérico de análisis elastoplástico

Relaciones algebraicas

Para obtener un método numérico para resolver las ecuaciones que gobiernan el
proceso de plasti�cación, es necesario utilizar alguna regla para integrar las ecua-
ciones diferenciales del modelo.

En esta sección se presenta el desarrollo de un método numérico para resolver
las ecuaciones correspondientes a una barra sometida a una deformación axial, asu-
miendo que en cada paso se conoce la deformación total aplicada. Se considera que
el rango temporal del proceso estudiado es discretizado en intervalos uniformes. Por
simplicidad y sin pérdida de generalidad, se considera ∆t = 1. Nuevamente, el tiem-
po no representa que las cargas sean aplicadas dinámicamente, sino simplemente
una referencia a factores de carga o deformación impuesta.

Sea un instante de tiempo n para el cual se conocen los valores de σn, εn, ε̄pn y
γn. Se aplica un incremento en la deformación total por lo que se conoce el valor de
deformación en el instante de tiempo siguiente εn+1 = εn + ∆ε. Se desea determi-
nar las otras magnitudes. Se comienza operando con la derivada de la ley elástica,
dada por la Ecuación (3.56), donde se sustituye la Ley de �ujo plástico dada por la
Ecuación (3.44). Se obtiene por lo tanto:

σ̇ = E (ε̇− γ̇signo(σ)) . (3.59)

Se puede considerar una regla de integración de tipo Euler hacia atras o Backward
Euler, donde se integra en el tiempo numéricamente, evaluando el integrando en el
instante n+ 1, obteniendo:

σn+1 = σn + E∆ε−∆γsigno(σn+1). (3.60)

Resulta conveniente de�nir la magnitud σE,n+1 dada por:

σE,n+1 = σn + E∆ε, (3.61)

la cual representa la tensión que se obtendría si no se produce aumento de la defor-
mación plástica para el incremento de deformación total aplicado. Esto equivale a
que el incremento de tensión sea puramente elástico.

Actividad

Mostrar que se veri�ca la siguiente igualdad

σE,n+1 = E(εn+1 − εpn).
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Usando esta nueva de�nición se obtiene la expresión:

σn+1 = σE,n+1 − E∆γ signo(σn+1). (3.62)

Por otra parte se sabe que si ∆γ > 0 entonces se produce plasti�cación y la
función Φ debe continuar siendo nula en el instante n + 1, por lo tanto se deberá
cumplir

Φ(σn+1, σY (ε̄pn+1)) = |σn+1| − σY (ε̄pn+1) = 0. (3.63)

Recordando la relación entre deformación plástica acumulada y γ se tiene

|σn+1| − σY (ε̄pn + ∆γ) = 0. (3.64)

Esta relación, junto con la Ecuación (3.62) forman un sistema de ecuaciones no
lineales, a resolver para encontrar la tensión y γ en el instante n+ 1, dado por:

σn+1 = σE,n+1 − E∆γ signo(σn+1), (3.65)
|σn+1| = σY (ε̄pn + ∆γ). (3.66)

Para poder obtener una expresión del valor absoluto de la tensión se continúa
desarrollando la identidad de la Ecuación (3.62),

|σn+1|signo(σn+1) = |σE,n+1|signo(σE,n+1)− E∆γ signo(σn+1) (3.67)

por lo tanto se tiene:

signo(σn+1) (|σn+1|+ ∆γE) = |σE,n+1|signo(σE,n+1). (3.68)

Dado que ∆γ > 0, los resultados de la función signo de cada miembro son mul-
tiplicados por valores no negativos por lo tanto deben tener el mismo resultado,
obteniendo:

signo(σn+1) = signo(σE,n+1) (3.69)
|σn+1|+ ∆γE = |σE,n+1| (3.70)

Sustituyendo en la Ecuación (3.66) se obtiene:

|σE,n+1| −∆γE = σY (ε̄pn + ∆γ) (3.71)

la determinación de ∆γ está asociada, por lo tanto, a la resolución de una ecuación
no lineal de una variable. Luego de determinada esta magnitud pueden ser determi-
nadas las restantes a través de las relaciones vistas.
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Método numérico

A partir de las relaciones algebraicas obtenidas, se formula un método numérico
que permite sistematizar el cálculo de las tensiones de deformaciones en el instante
siguiente, considerando la ocurrencia de las dos posibilidades: incremento de defor-
mación con plasti�cación o incremento elástico.

El método consiste en calcular el valor σE,n+1, el cual representa un caso de in-
cremento de deformación puramente elástica, y evaluar la función de �uencia para
dicha tensión. Si la función de �uencia tiene un valor negativa, se está por lo tanto
ante una tensión compatible con la deformación impuesta y que cumple las con-
diciones de carga/descarga para ∆γ = 0. Si la función de �uencia es no negativa,
entonces ocurre plasti�cación y se debe calcular el valor ∆γ. En el Algoritmo 3 se
presenta un método esquemático que resumen el procedimiento descrito. Se reco-
mienda complementar este desarrollo con los Pseudo-códigos presentados en textos
como (Simo and Hughes, 1998).

Algoritmo 3 Cálculo de tensiones en plasticidad unidimensional.
1: Dados σn, εn, ε̄pn, γn y ∆ε.
2: Calcular: σE,n+1 = σn + E∆ε
3: Calcular: Φtr = Φ(σE,n+1, σY (ε̄pn))
4: if Φtr < 0 (se mantiene en región elástica) then
5: El incremento es puramente elástico, por lo tanto: σn+1 = σE,n+1 y ∆γ = 0
6: else
7: Resolver la ecuación no lineal: |σE,n+1| −∆γE = σY (ε̄pn + ∆γ)
8: Usar el valor ∆γ obtenido para calcular σn+1.
9: end if

10: Calcular las magnitudes ε̄pn+1 y εpn+1 usando las relaciones con ∆γ.

En la Figura 3.1 es muestra un esquema grá�co del procedimiento realizado por
el método numérico. Se muestra grá�camente que el valorE∆γ representa el retorno
de un valor de tensión superior al de �uencia hacia la curva asociada a la �uencia.

Para realizar análisis elastoplástico de sólidos se debe resolver un problema de
ecuaciones no lineales en varias variables y los métodos aplicados para esto son
llamados métodos de retorno. Se recomienda profundizar sobre estos métodos en (de
Souza Neto et al., 2008).

Modelo de endurecimiento lineal

Se considera en este apartado un caso de interés tanto práctico como académico
por su simplicidad: el modelo de endurecimiento lineal. En este modelo la tensión
de �uencia esté dada por una función de endurecimiento lineal de la forma:

σY (ε̄p) = σY,0 +Kε̄p, (3.72)
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σn

εn+1εn

σn+1

σE,n+1

∆γE

ε

σ

E

E

Figura 3.1: Esquema de método iterativo para análisis elastoplástico.

donde σY,0 y K son parámetros del modelo, que determinan la tensión de �uencia
inicial y la pendiente de la función, respectivamente.

Sustituyendo la función dada por este modela en la Ecuación (3.71) se obtiene:

|σE,n+1| −∆γE − σY,0 −Kε̄pn −K∆γ = 0, (3.73)

donde se observa que en este caso la ecuación a resolver es lineal. Despejando el
valor de ∆γ se obtiene

∆γ =
|σE,n+1| − σY,0 −Kε̄pn

E +K
(3.74)

3.2.3. Implementación y ejemplos

Implementación en GNU-Octave

El método numérico descrito en el Algoritmo 3 puede ser fácilmente implemen-
tado considerando el modelo de endurecimiento lineal. En el Código 3.1 se muestra
una implementación en GNU-Octave. Los valores de deformaciones y parámetros
utilizados corresponden a los ejemplos presentados a continuación.

Código 3.1: Análisis elastoplástico unidimensional con endurecimiento lineal.
1 % Codigo de ejemplo de implementacion de metodo de analisis elastoplastico
2 % Funcion de endurecimiento lineal. Historia de deformaciones dada.
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3 clear all, close all
4
5 % parametros constitutivos
6 E = 210e9 ; sigmaY = 250e6 ;
7 %~ K = 0 ;
8 K = 21e9 ;
9

10 % historia de deformaciones impuesta
11 epsmax = sigmaY/E * 1.5 ;
12 deps = epsmax/20 ; % incremento
13 loadeps = (0:deps:epsmax)' ; % carga
14 perunloadeps = (epsmax:−deps:−epsmax)' ; % descarga
15 perloadeps = (−epsmax:deps:epsmax)' ; % carga
16 epshist = [ loadeps; perunloadeps; perloadeps; perunloadeps ] ;
17 ntimes = length(epshist);
18
19 % vectores de historia tension, deformacion plastica, elastica y acumulada
20 epsplhist = zeros(ntimes,1) ; epsplachist = zeros(ntimes,1) ;
21 epselhist = zeros(ntimes,1) ; sigmahist = zeros(ntimes,1) ;
22
23 % se considera que en el tiempo inicial (1) todas las magnitudes son nulas
24 for i=2:ntimes
25 epsetrial = epshist(i) − epsplhist(i−1) ;
26 sigmatrial = E * epsetrial ;
27 epsplactrial = epsplachist(i−1) ;
28
29 phitrial = abs(sigmatrial) − ( sigmaY + K*epsplactrial ) ;
30
31 if phitrial <= 0 % se continua en rango elastico
32 sigmahist(i) = sigmatrial ;
33 epsplhist(i) = epsplhist(i−1);
34 epsplachist(i) = epsplachist(i−1);
35 Cep = E ;
36
37 else % se debe calcular la deformacion plastica
38 Deltagamma = phitrial / (E + K) ;
39 sigmahist(i) = (1−Deltagamma*E/abs(sigmatrial))* sigmatrial ;
40 epsplhist(i) = epsplhist(i−1) + Deltagamma * sign(sigmatrial) ;
41 epsplachist(i) = epsplachist(i−1) + Deltagamma ;
42 Cep = E*K/(E+K) ;
43 end
44 end
45
46 figure, grid on, lw = 3; ms = 5;
47 plot(epshist, sigmahist,'b−x','linewidth',lw,'markersize',ms)
48 labx=xlabel('Deformacion'), laby=ylabel('Tension')
49 set(labx, FontSize, 20); set(laby, FontSize, 20);
50 set(gca, 'linewidth', 2, 'fontsize', 20 ), print('plasticcycle2','−depslatex')
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Ejemplo de comportamiento elastoplástico perfecto

El modelo elastoplástico perfecto corresponde a una función de endurecimiento
constante, es decir:

σY (ε̄p) = σY,0, (3.75)

lo que corresponde a un valor K = 0.
Se consideran valores similares a los de un acero A36: E = 210 GPa y σY,0 =

250 MPa. Se realiza un proceso de carga y descarga y nuevamente carga (a través
de deformaciones impuestas), llegando a una deformación máxima en magnitud de
εmax = σY,0/E × 1,5. Esto representa un valor 50 % superior a la deformación de
límite elástico.

Al utilizar el código se obtiene el grá�co mostrado a la izquierda en la Figura 3.2.
Se puede observar que este modelo no es capaz de reproducir fallas por un elevado
número de ciclos de carga-descarga.

Ejemplo de endurecimiento lineal

En el caso de endurecimiento lineal se considera K = 21 GPa junto con los
otros parámetros de�nidos anteriormente. Al aplicar el método numérico se obtiene
la grá�ca de la derecha mostrada en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Grá�cos tensión-deformación de ejemplos de comportamiento elasto-
plástico: modelo elastoplástico perfecto (izq.) y modelo con endurecimiento lineal
(der.).

Se observa, como era de esperar, que la tensión va aumentando conforme conti-
núa el proceso de carga descarga. Esto es explicado por el hecho de que a pesar de
que la deformación total se mantenga acotada, la deformación plástica acumulada
durante el proceso continua aumentando. Si los resultados experimentales o el mo-
delo constitutivo del material establecen algún valor de tensión de rotura, el mismo
podría ser alcanzado luego de un cierto número de ciclos.
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3.2.4. Aplicación a reticulados

El desarrollo presentado anteriormente puede ser aplicado al análisis de estruc-
turas formadas por elementos con comportamiento elasto-plástico. Para esto, se debe
incluir el cálculo de las magnitudes asociadas a la plasti�cación dentro de los algorit-
mos iterativos para encontrar la con�guración de equilibrio. En el primer capítulo
de (Simo and Hughes, 1998) se encuentra un desarrollo completo de los modelos
unidimensionales y su integración en algoritmos basados en el MEF.

3.3. Ejemplo: cálculo de solicitaciones últimas en sección de

hormigón armado

En esta sección se presenta una breve discusión sobre análisis no lineal de sec-
ciones y se resuelve un ejemplo de cálculo de solicitaciones últimas en una sección
de hormigón armado considerando el comportamiento no lineal del hormigón.

A pesar de que el comportamiento del hormigón es usualmente considerado elas-
toplástico, en el ejemplo se considera un análisis elástico no lineal dado por una re-
lación tensión-deformación sin calcular deformaciones plásticas. En el caso de que
no se realice descarga este análisis elástico no lineal produce resultados iguales a los
del análisis utilizando el modelo de elastoplasticidad. En el caso de que la estructu-
ra no se lleve a la falla, es decir que continúe en servicio luego de la descarga, este
análisis no es útil, ya que se deben calcular o estimar las deformaciones remanentes
correspondientes.

Es importante resaltar que este tipo de análisis no es un análisis no lineal comple-
to de un elemento estructural. Para realizar un análisis no lineal de un elemento de
viga se debe considerar la no linealidad no solamente en la sección transversal sino
que también según el eje de la viga. En (Liew et al., 2017; Lemes et al., 2017) se pre-
sentan resultados de análisis no lineales de elementos de viga de acero y hormigón
considerando la relación momento-curvatura dada por el comportamiento constitu-
tivo. Utilizando un procedimiento similar al presentado en este ejemplo es posible
construir el diagrama momento-curvatura de una sección de hormigón consideran-
do efectos de complejidad de modelado como por ejemplo �suración. En (Alhasawi
et al., 2017) se realiza un análisis de pórticos considerando elementos de viga con ró-
tulas elasto-plásticas en los extremos, aplicando conceptos de plasticidad como los
vistos en la sección anterior.

En el ejemplo desarrollado a continuación se calculan los momentos y directas
integrando el diagrama de tensiones de la sección utilizando integración numérica.
Para la integración se utiliza el método de cuadratura de Gauss (Quarteroni et al.,
2007), el cual permite calcular de forma e�ciente las solicitaciones tal como se mues-
tra en (Bonet et al., 2006).

Se considera una sección de hormigón armado de geometría rectangular de an-
cho b = 0,25 m y altura h = 0,6 m con armadura simétrica dispuesta como se
muestra en la Figura 3.3, con recubrimiento mecánico rm = 0,06 m. Los rectángu-
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los oscuros representan barras de acero de refuerzo.

As

As rm

h

Figura 3.3: Esquema de sección transversal de hormigón armado.

El acero considerado es de tipo B500 y el hormigón es tipo C25 (resistencia ca-
racterística fck = 25 N/mm2).

Se desea obtener las solicitaciones últimas resistidas por la sección para diferente
cuantía, posición de linea neutra y curvatura, es decir los diagramas de interacción
para la sección.

Para la resolución de este ejemplo nos guiaremos por el procedimiento descrito
en (Jimenez Montoya et al., 2009), material basado en la norma española EHE-20081.
Para determinar las solicitaciones últimas soportadas por una sección rectangular
se debe calcular las siguientes integrales

Mint = MC
int +MD

int =

∫ h
2

−h2
b σx(y) y dy +

nD∑
i=1

σ(yi) yiAi (3.76)

donde MC es el momento último dado por el hormigón (tensión continua en la
altura) y MD es el momento producido por tensiones discretas (barras), yi y Ai son
las posiciones y áreas donde hay barras de acero, e y vale cero en la mitad de la
altura.

Se considera además y1 = −0,45h, y2 = 0,45h y armadura simétrica (A1 =
A2 = As).

De forma análoga se calcula la directa resultante:

Nint = NC
int +ND

int =

∫ h
2

−h2
b σx(y) dy +

nD∑
i=1

σ(yi)Ai (3.77)

Pueden ser fácilmente implementadas funciones de Octave que permitan calcu-
lar los valores de directa y momento a partir de la curvatura y la posición de la linea
neutra. A partir de dichas funciones, se pueden calcular las integrales numérica-
mente utilizando el método de cuadratura de Gauss, en este caso con cinco puntos
de integración.

1Enlace a norma en sitio web de ministerio de fomento español (último acceso diciembre 2017).

http://www.fomento.es/MFOM/LANG_CASTELLANO/ORGANOS_COLEGIADOS/MASORGANOS/CPH/instrucciones/EHE_es/
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Las integrales se calculan evaluando el integrando que depende de la función
σ(y). Esta función σ(y) está dada a través de la ecuación constitutiva axial y la
expresión de la deformación, es decir σ(y) = σ(ε(y)).

La función de deformación en función de la distancia a la línea neutra y − yN y
la curvatura κ se puede expresar de la siguiente forma:

ε(y) = −κ (y − yN ) (3.78)

donde yN es la posición de la linea neutra.
La ecuación constitutiva considerada para el hormigón es del tipo parábola-

rectángulo, sin considerar resistencia a tracción, mientras que para el acero se utiliza
un modelo elastoplástico perfecto. La expresión analítica de la ecuación constitutiva
del hormigón es:

σC(ε) =


−fcd si ε ∈ [−3,5‰,−2‰]

1000 . fcd . ε . (250 . ε+ 1) si ε ∈ [−2‰, 0]

0 si ε > 0

(3.79)

mientras que para el acero se tiene que la tensión de límite elástico es εy = 2,17‰
y por lo tanto la ecuación está dada por

σD(ε) =

 E ε si |ε| < 2, 17‰

fyd . signo(ε) si |ε| > 2, 17‰ (3.80)

Las relaciones constitutivas del hormigón y el acero son representadas grá�ca-
mente en la Figura 3.4 a la izquierda y derecha respectivamente.

Finalmente, se calculan las solicitaciones para los valores de linea neutra y cur-
vatura dados por el diagrama de pivotes y con los valores obtenidos se construye el
diagrama de interacción mostrado en la Figura 3.5.

Los ejes del grá�co muestran los momentos y directas reducidos, µ y ν respecti-
vamente y las líneas punteadas conectan los puntos (ν, µ) en los cuales se produce
el cambio de dominio en el diagrama de pivotes para las distintas cuantías conside-
radas.

Actividad

Comparar el diagrama de interacción obtenido con el correspon-
diente presentado en (Jimenez Montoya et al., 2009).
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−ε

−σC

ε

σD

fyd

−0,85 . fcd

−2‰ −3,5‰

εy

Figura 3.4: Relaciones constitutivas de hormigón (izquierda) y acero (derecha).

µ =
M

bh2fcd

ν =
N

bhfcd

ω =
Afyd
bhfcd

Figura 3.5: Diagrama de interacción de sección rectangular de hormigón armado.
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Capítulo 4: Introducción al Análisis Dinámico

En capítulos anteriores se cubrió el análisis de estructuras en régimen no lineal
bajo la hipótesis de una respuesta estática. Un gran número de problemas prácticos
requieren la capacidad de realizar análisis dinámicos de estructuras, se enumeran
algunos a modo de ejemplo:

puentes y estructuras sometidas a cargas de tránsito dinámicas de tipo peato-
nal, carretero, ferroviario u otro,

estructuras de soporte y/o fundaciones para maquinaria recíprocante o vibra-
toria,

estructuras sometidas a movimientos sísmicos,

impactos sobre estructuras,

estructuras sometidas a explosiones.

Surge por lo tanto la necesidad de abandonar la hipótesis de carga estática y consi-
derar el análisis dinámico de estructuras en régimen no lineal.

En este capítulo no se intenta cubrir el contenido de un curso de dinámica es-
tructural, por el contrario, se busca únicamente sentar las bases de la resolución
de problemas de dinámica no lineal, con lo cual, se omitirán conocimientos básicos
de dinámica. Un libro recomendable para repasar dichos conocimientos básicos es
(Clough and Penzien, 1993). La presentación que aquí se realiza está basada en los
capítulos 9 y 24 de los libros (Bathe, 2014) y (Cris�eld, 1997) respectivamente.

El presente capítulo consta a grandes rasgos de tres secciones. La primera pre-
senta el planteo de las ecuaciones de movimiento de la estructura y describe sus
componentes. La segunda sección presenta métodos de análisis dinámico y ejemplos
para estructuras en régimen lineal. Finalmente, la tercera sección re�ere a procedi-
mientos de solución y ejemplos de estructuras no lineales.

4.1. Deducción de las Ecuaciones de Movimiento

Continuando con el material presentado en el Capítulo 2, se plantea a continua-
ción la condición de equilibrio dinámico de una estructura compuesta por barras
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axiales con grandes desplazamientos y rotaciones pero pequeñas deformaciones uni-
tarias.

En este contexto, se recurre al Principio de D’Alambert para establecer las ecua-
ciones de movimiento de un elemento de barra axial. Dicho principio es el equivalen-
te dinámico al PTV. El mismo incorpora las fuerzas inerciales como fuerzas externas
y permite expresar el equilibrio dinámico en forma variacional equivalente al PTV.

En lo que sigue, se hace referencia al tiempo mediante la variable independiente
t y se de�nen todas las variables estructurales (posición, desplazamiento, deforma-
ción unitaria, tensión, etc) como función del tiempo (xt, ut, σt, etc). Se utilizará la
siguiente notación para expresar derivadas primera y segunda respecto del tiempo:
u̇t y üt.

Dado lo anterior, para una barra axial, el Principio de D’Alambert sostiene que
∀t y ∀δu ∈ V se cumple:∫

Vt

σtδεdVt =

∫
Vt

δuTbext,t dVt −
∫
Vt

ρtδu
TütdVt −

∫
Vt

cδuTu̇tdVt, (4.1)

donde bext,t representa el campo vectorial de fuerzas externas de volumen. Notar
que, en la Ecuación (4.1), los vectores de desplazamiento ut pertenecen a R3 que
representan desplazamentos de partículas y no desplazamientos nodales.

En la Ecuación (4.1), la primer integral del miembro derecho corresponde a las
fuerzas inerciales, siendo ρ la densidad del material. Por otro lado, la segunda integral
del miembro derecho corresponde a fuerzas viscosas disipativas, siendo c > 0 un
factor de disipación arbitrario.

La disipación viscosa presentada en este contexto es un mecanismo arti�cial para
introducir efectos de amortiguamiento estructural. La misma no tiene, en general,
un signi�cado físico directo y por ende la disipación no se determinará usando una
expresión teórica para c, sino que se realizará por medios empíricos.

Aplicando una discretización de elementos �nitos como la utilizada en el Capítu-
lo 2 en la Ecuación (4.1) y mediante consideraciones ya discutidas sobre el volumen
de la barra para pequeñas deformaciones unitarias, se llega a la siguiente ecuación
de movimiento a nivel de estructura:

fint(ut) = fext,t −Müt −Cu̇t. (4.2)

Las cargas dinámicas externas están dadas por el vector fext,t y pueden ser perió-
dicas (harmónicas, no harmónicas) o aperiódicas (impulsivas, transitorias). El tipo
de carga in�uye en la de�nición del modelo estructural y a su vez en el método de
resolución de las ecuaciones de movimiento resultantes.

El vector de fuerzas internas fint incorpora los efectos de no linealidad geométrica
y eventualmente otros tipos de comportamiento no lineal de los elementos de barra,
como puede ser la no linealidad material.

La matriz M es llamada Matriz de Masa. Si ésta se deduce usando las funciones de
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interpolación de u en la formulación de elementos �nitos, se le suele llamar Matriz de
Masa Consistente. Por el contrario, si es deducida concentrando la masa del elemento
en sus nodos y asignándola a sus respectivos grados de libertad de desplazamiento,
se la llama Matriz de Masa Concentrada. En este documento se consideran matrices
de masa concentrada. Se puede veri�car que los resultados obtenidos usando una u
otra matriz son prácticamente equivalentes con una discretización su�cientemente
�na de elementos.

A modo de ejemplo se presenta la matriz de masa concentrada para el elemento
de barra bi-dimensional:

Me =
ρA`0

2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.3)

La matriz C es llamada Matriz de Amortiguamiento y permite incorporar los
efectos disipativos viscosos de la estructura. Tal como fue indicado anteriormente,
es habitual elegir una matriz C tal que de la aplicación de dicha matriz se obtengan
amortiguamientos cercanos a valores empíricos conocidos para estructuras simila-
res a la considerada. Por ejemplo, si se estudia una estructura metálica soldada y
se sabe que una estructura de fabricación similar exhibió un cierto porcentaje del
amortiguamiento crítico bajo vibraciones a ciertas frecuencias, se intentará elegir
una matriz C que reproduzca esas características de amortiguamiento.

Una formulación usual para la matriz C es un tipo de amortiguamiento pro-
porcional conocido como amortiguamiento de Rayleigh, ver (Clough and Penzien,
1993):

C = ηM + χK. (4.4)

Esta matriz de amortiguamiento permite �jar valores aproximados de amorti-
guamiento para ciertos rangos de frecuencias y tiene la ventaja de ser esparza, al
igual que K. Es claro que otros tipos de amortiguamiento pueden ser incorporados
mediante la matriz C, por ejemplo amortiguadores conectados a dos nodos dados
de la estructura. En estas situaciones se puede perder la característica de amortigua-
miento proporcional.

4.2. Dinámica Lineal

Tal como fue mencionado, previo al abordaje de conceptos de dinámica no lineal,
se presentará el problema y métodos de análisis de dinámica lineal.

En esta sección se introducen dos métodos de integración directa de las ecuacio-
nes de movimiento de uso habitual en la práctica. El primero de ellos es un método
explícito, condicionalmente estable, llamado Método de Diferencia Centrada y el
segundo es un método implícito, incondicionalmente estable bajo ciertas hipótesis,
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llamado Método de Newmark.
Antes de introducir los métodos, es conveniente escribir la ecuación de mo-

vimiento (ver Ecuación (4.2)) en la hipótesis de comportamiento lineal. Para ello,
se asumen pequeñas deformaciones y desplazamientos y comportamiento material
elástico lineal, de lo cual resulta una matriz de rigidez lineal K a nivel de estruc-
tura como la vista en cursos de elementos �nitos lineales. En el caso de los ele-
mentos de barra vistos en el Capítulo 2, la matriz lineal del elemento corresponde a
Ke = EA0`0b

T
1b1. Sea α el ángulo que forma la barra con la horizontal y llamando

c = cos(α) y s = sin(α), se obtiene:

Ke =
EA

`0


c2 cs −c2 −cs
cs s2 −cs −s2

−c2 −cs c2 cs
−cs −s2 cs s2

 . (4.5)

Dado lo anterior, el vector de fuerzas internas fint(ut) está dado por Kut, por
lo que la ecuación de movimiento para el análisis dinámico lineal de la estructura
resulta:

Müt + Cu̇t + Kut = fext,t (4.6)

La Ecuación (4.6) representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo grado, con coe�cientes constantes y no homogéneas. Para determinar
una solución, se deben dar condiciones iniciales en el instante t0 de desplazamiento
(ut0 ) y velocidad (u̇t0 ).

Las de�niciones de las matrices M y C, junto con comentarios generales sobre
las mismas, ya fueron presentadas en la sección anterior y mantienen su validez.

4.2.1. Método de Diferencia Centrada - Explícito

El Método de Diferencia Centrada, presentado en esta sección, es probablemente
el más sencillo entre los métodos de integración directa de las ecuaciones de movi-
miento. Por otra parte, este método puede resultar computacionalmente muy eco-
nómico para ciertos modelos de elementos �nitos y tipos de cargas dinámicas.

Se verá más adelante que el método solamente requiere conocer la solución de
la ecuación de movimiento en un instante de tiempo dado t para poder determinar,
mediante la evaluación de una expresión explícita, la solución en un tiempo poste-
rior t+ ∆t. Esta característica es la que de�ne a la clase de métodos explícitos. Estos
métodos son especialmente adecuados para resolver problemas dinámicos con tran-
sitorios rápidos, como ser el análisis de estructuras sometidas a impacto, explosiones
o propagación de ondas.

A modo de ejemplo, el software Abaqus Explicit utiliza este método de solución y
permite modelar problemas del tipo indicado en el párrafo anterior1. La formulación

1ver sitio web de Dassault Systèmes®.
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es levemente distinta a la presentada aquí, pero el método es el mismo.

Formulación y Pseudo-código

La formulación del método se basa en utilizar las siguientes aproximaciones de
las derivadas de los desplazamientos, las cuales están basadas en diferencias centra-
das. Estas aproximaciones corresponden a las velocidades

u̇t '
ut+∆t − ut−∆t

2∆t
, (4.7)

y aceleraciones
üt '

ut+∆t − 2ut + ut−∆t

∆t2
. (4.8)

Se asume que se conoce la solución hasta el instante t y que, dado un incremento
en el tiempo ∆t, se desea hallar la solución en el instante t + ∆t. Con lo cual, la
incógnita a determinar es ut+∆t.

Para completar la de�nición del método, se debe utilizar la ecuación de movi-
miento. En particular, se considera el equilibrio dinámico en el instante t, dado por
la Ecuación (4.6) y se sustituyen las expresiones aproximadas para la aceleración y
la velocidad, dadas por las Ecuaciones (4.8) y (4.7). Realizando esto se obtiene:

M

[
ut+∆t − 2ut + ut−∆t

∆t2

]
+ C

[
ut+∆t − ut−∆t

2∆t

]
+ Kut = fext,t. (4.9)

Despejando el desplazamiento incógnita ut+∆t se llega a que:[
1

∆t2
M +

1

2∆t
C

]
ut+∆t = fext,t−

[
K− 2

∆t2
M

]
ut

−
[

1

∆t2
M− 1

2∆t
C

]
ut−∆t

(4.10)

Notar que en este método se aproximan las aceleraciones y velocidades en el
instante t, este error suele llamarse error de truncamiento en referencia al trunca-
miento de una serie de Taylor. Cabe observar que este error de truncamiento pue-
de ser reducido eligiendo un paso temporal ∆t más pequeño. En segundo lugar, se
introduce otro error al determinar la solución en el tiempo t+ ∆t a partir del equi-
librio dinámico en el instante t. Es inmediato ver que las aceleraciones, velocidades
y desplazamientos del tiempo t + ∆t hallados mediante este método no satisfarán
exactamente la ecuación de movimiento en el tiempo t+ ∆t.

En el Algoritmo 4 se presenta un Pseudo-Código del método.
Analizando la línea 12 del Pseudo-Código se puede ver que este método puede

ser extremadamente económico desde el punto de vista computacional si la matriz
M̂ es invertible de manera económica, particularmente si esta matriz es diagonal. Es
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Algoritmo 4 Método de Diferencia Centrada.
1: Ensamblar: M, K y C a nivel de estructura.
2: De�nir: tiempo �nal de análisis dinámico: tf
3: De�nir: Condiciones iniciales: u0, u̇0

4: Calcular: ü0 ←M−1(fext,t −Cu̇0 −Ku0)
5: De�nir: ∆t tal que ∆t < Tmin/π
6: Calcular: a0 ← 1/∆t2, a1 ← 1/(2∆t), a2 ← 2a0 y a3 ← 1/a2

7: Calcular: u−∆t ← u0 −∆tu̇0 + a3ü0

8: Calcular y factorizar: M̂← a0M + a1C
9: t← 0

10: while t < tf do
11: Calcular: f̂t ← fext,t − (K− a2M)ut − (a0M− a1C)ut−∆t

12: Resolver: ut+∆t ← M̂−1f̂t
13: Calcular aceleración: üt ← a0(ut+∆t − 2ut + ut−∆t)
14: Calcular velocidad: u̇t ← a1(ut+∆t − ut−∆t)
15: t← t+ ∆t
16: end while

por esto que al aplicar este método se utiliza la matriz de Masa Concentrada y no la
matriz de Masa Consistente. Adicionalmente, la matriz de efectos viscosos puede ser
despreciada en fenómenos rápidos de muy corta duración. En su defecto, se utiliza
una matriz C diagonal de manera de no aumentar el costo computacional.

Estabilidad Numérica

En el Algoritmo 4 se indica que el valor del paso temporal elegido debe satisfacer
la condición: ∆t < Tmin/π, donde Tmin es el mínimo período de vibración natural
del modelo de elementos �nitos. Para entender esta restricción, se realiza el análisis
de la estabilidad numérica del Método de Diferencia Centrada.

El análisis de estabilidad numérica se lleva a cabo en una estructura sin amor-
tiguamiento, es decir con C = 0. Sin embargo, es posible analizar la estabilidad
tomando en cuenta el amortiguamiento, en particular bajo la hipótesis de amorti-
guamiento proporcional. Se realizará algún comentario adicional a este punto más
adelante en esta sección.

Previo a realizar el análisis de estabilidad numérica, se debe reconocer que es
su�ciente estudiar la estabilidad de la solución numérica de un sistema con un grado
de libertad. La justi�cación de este hecho se basa en la descomposición modal de la
respuesta de la estructura y se describe brevemente a continuación.

Se de�nen los modos normales de vibración de la estructura como aquellas so-
luciones de vibración libre no forzada en las que todos los puntos de la estructura
se desplazan de forma sinusoidal respecto del tiempo, en fase y a una misma fre-
cuencia; es decir: ut = sin(ω(t − t0))φ, donde φ es un vector de desplazamientos
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nodales asociados a las amplitudes del movimiento.
Sustituyendo el modo normal de�nido anteriormente en la ecuación de movi-

miento (sin amortiguamiento ni fuerzas externas) se obtiene la siguiente relación:

ω2Mφ = Kφ. (4.11)

La ecuación anterior de�ne un problema de valores propios para una matriz si-
métrica de�nida positiva. Esto implica que existen tantos modos normales {φi , ω2

i }
como grados de libertad tenga la estructura (n), es decir tantos como la dimensión
de las matrices M o K (reducidas).

Actividad

Mostrar que los modos normales de vibración satisfacen la relación:

φTi Mφj = δij i, j = 1, . . . , n,

donde δij es el delta de Kronecker.

Agrupando cada uno de los nmodos normales φi como columnas de una matriz
Φ, y sus respectivas frecuencias al cuadrado (ω2

i ) en la diagonal de una matriz Λ, se
tiene:

MΦΛ = KΦ (4.12)

La Ecuación (4.12) de�ne la relación matricial que veri�can los modos normales
de la estructura. Queda de�nida así una base de vectores dada por Φ en la cual se
pueden escribir los vectores de desplazamiento a lo largo del tiempo.

A partir del desarrollo anterior, se de�ne ut = Φxt. Es decir, xt son las coorde-
nadas que representan a ut en la base de modos normales Φ. La ecuación de movi-
miento resulta:

MΦẍt + KΦxt = fext,t. (4.13)

Si se multiplica la Ecuación (4.13) a la izquierda por ΦT se obtiene,

ΦTMΦẍt + ΦTKΦxt = ΦT fext,t. (4.14)

Usando la condición de M-ortonormalidad de los vectores φi y de�niendo νt =
ΦT fext,t se llega a:

ẍt + Λxt = νt. (4.15)

De la Ecuación (4.15) se puede concluir que al cambiar la base a Φ, la ecuación de
movimiento queda diagonalizada o en otras palabras se desacoplan las ecuaciones
de movimiento de los distintos grados de libertad. En la nueva base se tiene:

ẍi,t + ω2
i xi,t = νi,t i = 1...n. (4.16)
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Un breve comentario respecto del amortiguamiento. Si se considera el amorti-
guamiento, el argumento anterior es válido solamente si se asume que la matriz
de amortiguamiento C cumple que ΦTCΦ es una matriz diagonal. Queda como
ejercicio veri�car lo anterior. En esos casos se llega a ecuaciones de movimiento
desacopladas de la forma:

ẍi,t + 2ξiωiẋi,t + ω2
i xi,t = νi,t (4.17)

Queda establecido que se puede analizar el comportamiento de la solución nu-
mérica de la ecuación de movimiento de un sistema de un grado de libertad sin
amortiguamiento y considerando varias componentes se abarca el análisis de una
estructura completa.

Se de�ne por lo tanto el Problema Test con el cual se analiza la estabilidad numé-
rica del Método de Diferencia Centrada:

Problema Test


ẍt + ω2xt = 0

x0 = 1

ẋ0 = 0

(4.18)

La aplicación del método de Diferencia Centrada al Problema Test resulta en la
siguiente ecuación,

xt+∆t = (2− ω2
i∆t2)xt − xt−∆t. (4.19)

Se de�ne el vector x̂t+∆t = [xt+∆t, xt]
T . Usando la Ecuación (4.19) se puede

presentar la solución con el método de Diferencia Centrada de la siguiente forma,

x̂t+∆t = Ax̂t, (4.20)

donde la matriz A está de�nida como,

A =

[
2− ω2

i∆t2 −1
1 0

]
. (4.21)

El vector x̂0 es un vector constante, no nulo, que queda de�nido a partir de las
condiciones iniciales del Problema Test. Se puede suponer sin perder generalidad
que t = n∆t con n ∈ N. Por lo tanto, la aplicación repetida de la Ecuación (4.20)
permite obtener:

x̂t = Anx̂0 (4.22)

Es aquí que se impone el criterio de estabilidad numérica. Un sistema de un grado
de libertad, sin amortiguamiento y sin forzamiento externo, que parte de una con-
dición inicial dada tiene una solución oscilatoria que permanece acotada. Es natural
por lo tanto, requerir que la solución numérica no diverja. Es decir que para todo
instante t se cumpla ‖x̂t‖ <∞.
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Tomando normas en la Ecuación (4.22) se obtiene la identidad:

‖x̂t‖ = ‖Anx̂0‖. (4.23)

El miembro derecho de la Ecuación (4.23) está acotado si, se cumple que el radio
espectral de A es menor a 1, es decir ρ(A) < 1. El radio espectral de A se de�ne
como el máximo de los módulos de los valores propios de la matriz A, es decir:
ρ(A) = máxi |λi|. Si la multiplicidad de los valores propios es uno, la condición se
puede relajar a ρ(A) 6 1.

La justi�cación formal de este punto se puede buscar en las notas del curso Mé-
todos Numéricos (Facultad de Ingeniería, Universidad de la República). Alternativa-
mente, un idea intuitiva de la validez de este resultado puede obtenerse pensando
en que si A es diagonalizable (A = P−1DP), entonces An = P−1DnP. Si los
módulos de todos los valores propios que hay en la diagonal de D son menores a 1,
se tiene que Dn → 0.

Por lo tanto, para evaluar la condición de estabilidad del método en cuestión
debemos calcular los valores propios de A, veri�car que tienen multiplicidad igual
a uno, e imponer que el módulo de éstos sea menor o igual a 1.

Se de�ne z = ω∆t > 0 con lo cual los valores propios resultan:

λ1,2 =
2− z2

2
±
√

(2− z2)2

4
− 1. (4.24)

Se puede ver que los valores propios tienen multiplicidad 1, incluso cuando z = 2.
En la Figura 4.1 se presenta la grá�ca de la función ρ(A)(z) = máx{|λ1(z)|, |λ2(z)|}

para valores z ∈ [0, 3].
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Figura 4.1: Condición de Estabilidad del Método de Diferencia Centrada.

Se observa que se satisface el criterio de estabilidad si se cumple ω∆t 6 2.
Llamando T al período asociado a ω, la condición es equivalente a: ∆t/T 6 1/π.
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En una estructura completa, todos los grados de libertad deben satisfacer esta
condición. Se observa que la condición más estricta para ∆t corresponde al grado
de libertad con el período natural más corto (es decir, el de mayor frecuencia), con
lo cual el criterio de estabilidad numérica para una estructura completa es:

∆t 6
Tmin

π
, (4.25)

siendo Tmin el menor período natural.

Ejemplo - Edificio Sometido a Carga de Explosión

Se considera la estructura de un edi�cio de hormigón armado con tres niveles,
conformada por pilares, vigas y losas. La estructura considerada no representa una
estructura realista, sino simplemente una idealización simpli�cada de un edi�cio.

La geometría del edi�cio y la posición de la detonación considerada se muestra
en la Figura 4.2 a través de una vista en planta (arriba) y un corte vertical (abajo).

Figura 4.2: Esquema de la Estructura del Edi�cio.
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Se considera que los pilares se empotran signi�cativamente en los entrepisos y
que los entrepisos son rígidos (a �exión y directa) en el plano. Con lo cual el movi-
miento lateral de la estructura en una dirección queda completamente de�nida por el
desplazamiento lateral de cada piso (u1, u2, u3) respecto de la posición original ver-
tical. Esto permite realizar una idealización de la estructura a través de un modelo
unidimensional mostrado en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Modelo del Edi�cio con 3 Grados de Libertad.

Dada la idealización estructural considerada, se plantea realizar el análisis di-
námico lineal de la estructura. Se utiliza una matriz de masas concentradas, en la
cual cada grado de libertad concentra la masa entre pisos adyacentes. Por otro la-
do, la matriz de rigidez se obtiene considerando la rigidez de un pilar empotrado-
empotrado deslizante y la cantidad de pilares que se conectan a un entrepiso. Siendo
ut = [u1,t, u2,t, u3,t]

T ,

K =
ncols12EI

H3

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 (4.26)

La carga dinámica a la cual es sometido el edi�cio corresponde a las presiones
generadas sobre la envolvente del edi�cio a causa de la detonación equivalente a 500
lbs de TNT a nivel de piso y a una distancia de 15m del edi�cio. Las presiones que
se utilizan en el ejemplo fueron obtenidas del documento (Gilsanz et al., 2013).

Se resuelve la dinámica mediante el Método de Diferencia Centrada. La selección
del paso temporal ∆t se hizo considerando que se debía satisfacer la estabilidad
numérica y que se debía capturar con su�ciente precisión la súbita carga de presión
de la explosión. El resultado del análisis numérico se muestra en la Figura 4.4.

Se puede ver el período de reposo previo al impacto de la explosión, seguido por
una respuesta dinámica gobernada por el modo fundamental con los otros modos
aportando en menor medida a la respuesta. Se puede también con�rmar que el grado
de libertad con mayor amplitud es el correspondiente al tercer piso del edi�cio.
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Figura 4.4: Solución numérica de dinámica de edi�cio sometido a carga de explosión:
historia de presiones considerada (izquierda) y respuesta de la estructura (derecha).

Actividad

Obtener los valores de la fuerza cortante en un pilar en función del
tiempo.

En el Código 4.1 se presenta la implementación de GNU-Octave utilizada para
obtener la solución numérica presentada.

Código 4.1: Ejemplo Numérico - Método Diferencia Centrada.
1 % Ejemplo de Metodo de Diferencia Centrada: Edificio Bajo Carga de Explosion %
2 clc, clear
3
4 % Definicion de la estructura
5 A = 30; %m Lado del Edificio
6 e = 0.25; %m Espesor Losa Piso
7 hv = 0.7; %m Altura Viga
8 bv = 0.3; %m Ancho Viga
9 muro = 300; %kg/m2 Peso muro por uni. area

10 ncols = 16; % Cantidad de Columnas (4x4)
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11
12 a = 0.7; %m Lado de Columna
13 E = 30e9; %N/m2 Mod. Young Hormigon
14 I = a^4/12; %m4
15 H = 3.5; %m Altura Entre Pisos
16
17 % Definicion de Matriz de Rigidez
18 k = ncols * 12*E*I/H^3; %N/m
19 %u1 u2 u3
20 K = k*[2 −1 0 ; −1 2 −1 ; 0 −1 1]; %N/m
21
22 % Definicion de Matriz de Masa
23 Mpiso = 2500*(e*A^2+hv*bv*A*8); %kg
24 Mpilar = 2500*ncols*a^2*H; %kg
25 Mmuro = muro*H*A*4*0.6; %kg
26 Mint = Mpiso + Mpilar + Mmuro;
27 Msup = Mpiso + Mpilar/2 + Mmuro/2;
28
29 M = diag([Mint, Mint, Msup]); %kg
30
31 % Definicion de Matriz Amortiguamiento
32 % Usamos Rayleigh Damping: C = eta*M + delta*K
33 % Amortiguamiento: 3 % critico para 25rad/s y 106rad/s
34 C = 1.21*M + 4.6e−4*K;
35
36 % Calculo de Modos Normales
37 [PHI, w2] = eig(K,M);
38
39 w = sqrt(diag(w2)); %rad/s
40 f = w/2/pi; %Hz
41 T = 1./f %sec
42
43 % Calculo de Paso Critico para Diferencia Centrada
44 dtcr = min(T)/pi
45
46 % Definicion de Historia de Presiones y Fuerzas Laterales
47 Aint = A*H; %m2
48 Asup = A*H/2; %m2
49
50 % funcion analitica para evaluar presion triangular en el tiempo
51 press = @(t,ta,te,pr1,pr2) (pr1−(pr1−pr2)/te*(t−ta)).*and(t>ta,t<ta+te);
52
53 % historia de presion en el tiempo como suma de tramos lineales (triangulos)
54 pt = @(t) press(t,15.6e−3,6.2e−3,0.55e6,0)+ ...
55 press(t,66.0e−3,11.9e−3,0,−0.035e6)+...
56 press(t,77.9e−3,19.1e−3,−0.035e6,0); %N/m2
57
58 ft = @(t) pt(t)*[Aint;Aint;Asup]; %N
59
60 % Definicion de Condiciones Iniciales y Tiempo Final
61 t0 = 0; %sec
62 u0 = [0;0;0]; %m
63 v0 = [0;0;0]; %m
64 ac0 = M\(ft(t0)−C*v0−K*u0); % de ec de movimiento Mu.. + Ku = ft
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65
66 tf = 2*max(T); % 2 periodos del modo fundamental
67
68 % Inicializacion Difrerencia Centrada
69 dt = dtcr/20;
70 a0 = 1/dt^2; a1=1/2/dt; a2=2*a0; a3=1/a2;
71
72 u(:,1) = u0 − dt*v0 + a3*ac0; % u(−dt)
73 u(:,2) = u0; % u(0)
74
75 Meff = a0*M+a1*C; Keff = (K−a2*M); M2 = a0*M−a1*C;
76
77 % Comienza Marcha en el Tiempo usando Diferencia Centrada
78 t(1) = −dt; t(2) = t0; k=2;
79 while t<tf
80 feff = ft(t(k)) − Keff*u(:,k) − M2*u(:,k−1);
81 u(:,k+1) = Meff\feff;
82 acc(:,k) = a0*(u(:,k+1)−2*u(:,k)+u(:,k−1));
83 vel(:,k) = a1*(u(:,k+1)−u(:,k−1));
84 k=k+1;
85 t(k)=t(k−1)+dt;
86 end
87
88 subplot(1,2,1), plot(t,pt(t)/1e3,'−b')
89 xlabel('t [sec]'), ylabel('presion [kPa]')
90 axis([t0,0.3*max(t),1.2*min(min(pt(t)/1e3)),1.2*max(max(pt(t)/1e3))])
91 title('Presion por Explosion')
92
93 subplot(1,2,2), plot(t,u(1,:),'−b',t,u(2,:),'−r',t,u(3,:),'−k')
94 legend('u1(t)','u2(t)','u3(t)'), xlabel('t [sec]'), ylabel('desplazamiento [m]')
95 axis([t0,1.1*max(t),1.5*min(min(u)),1.5*max(max(u))])
96 title('Respuesta de la Estructura')

4.2.2. Método de Newmark - Implícito

El Método de Newmark es en realidad una familia de métodos, ya que se cuenta
con dos parámetros (α y δ) mediante los cuales se pueden obtener una variedad de
métodos, con distintos comportamientos en cuanto a estabilidad y precisión.

Se comenzará formulando el método en su forma general, es decir sin especi�car
valores para los parámetros, aunque más adelante el análisis de estabilidad numérica
y el ejemplo numérico dado corresponderán al caso de Newmark, también conocido
como Método de Trapecio.

Formulación y Pseudo-código

La familia de métodos de Newmark resulta de utilizar las siguientes aproxima-
ciones de la velocidad y aceleración, basadas en desarrollos de Taylor. Para las velo-
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cidades se considera:

u̇t+∆t = u̇t + [(1− δ)üt + δüt+∆t]∆t, (4.27)

mientras que para las aceleraciones se utiliza:

ut+∆t = ut + u̇t∆t+ [(1/2− α)üt + αüt+∆t]∆t
2. (4.28)

En las Ecuaciones (4.27) y (4.28) fueron introducidos los parámetros α y δ. El
Método del Trapecio se obtiene cuando: α = 1/4 y δ = 1/2.

Newmark considera el equilibrio dinámico en el instante t+∆t. Manipulando las
aproximaciones dadas en las Ecuaciones (4.27) y (4.28), y sustituyendo en la ecuación
de equilibrio se obtiene la siguiente ecuación:

K̂ut+∆t = f̂t+∆t, (4.29)

donde K̂ está dada por:

K̂ = K +
1

α∆t2
M +

δ

α∆t
C, (4.30)

y f̂t+∆t está dado por:

f̂t+∆t = fext,t+∆t + M

[
1

α∆t2
ut +

1

α∆t
u̇t +

(
1

2α
− 1

)
üt

]
+C

[
δ

α∆t
ut +

(
δ

α
− 1

)
u̇t +

∆t

2

(
δ

α
− 2

)
üt

] (4.31)

Resulta inmediato, a partir de la Ecuación (4.29), que Newmark requiere en cada
paso la solución de un sistema lineal no trivial. Es por esto que se lo clasi�ca como un
método implícito, en cada paso se debe resolver una ecuación implícita para hallar
ut+∆t.

Adicionalmente, se puede observar que las velocidades (u̇t) y aceleraciones (üt)
son requeridas para poder calcular f̂t+∆t, por lo tanto en cada paso se deben cal-
cular dichos vectores. Las siguientes expresiones se obtienen directamente de las
Ecuaciones (4.27) y (4.28):

üt+∆t =
1

α∆t2
(ut+∆t − ut)−

1

α∆t
u̇t −

(
1

2α
− 1

)
üt (4.32)

u̇t+∆t = u̇t + ∆t(1− δ)üt + ∆tδüt+∆t (4.33)

Las Ecuaciones (4.29) a (4.33) son su�cientes para poder llevar adelante el paso
integración en el tiempo de Newmark. En el Algoritmo 5 se presenta un Pseudo-
Código del Método de Newmark.



116 Capítulo 4. Introducción al Análisis Dinámico

Algoritmo 5 Método de Newmark
1: Ensamblar: M, K y C a nivel de estructura.
2: De�nir: tiempo �nal de análisis dinámico: tf
3: De�nir: Condiciones iniciales: u0, u̇0

4: Calcular: ü0 ←M−1(fext,0 −Cu̇0 −Ku0)
5: De�nir: ∆t, δ y α tal que: δ > 0,5 y α > 0,25(0,5 + δ2).
6: Calcular: a0 ← 1/(α∆t2), a1 ← δ/(α∆t), a2 ← 1/(α∆t), a3 ← 1/(2α− 1)
7: Calcular a4 ← δ/α− 1, a5 ← ∆t/2(δ/α− 2), a6 ← ∆t(1− δ) y a7 ← δ∆t

8: Calcular y factorizar: K̂← K + a0M + a1C
9: t← 0

10: while t < tf do
11: Calcular: f̂t+∆t ← fext,t+∆t + M(a0ut + a2u̇t + a3üt) + C(a1ut + a4u̇t +

a5üt)

12: Resolver: ut+∆t ← K̂−1f̂t+∆t

13: Calcular aceleración: üt+∆t ← a0(ut+∆t − ut)− a2u̇t − a3üt
14: Calcular velocidad: u̇t+∆t ← u̇t + a6üt + a7üt+∆t

15: t← t+ ∆t
16: end while

A partir del Pseudo-Código presentado, se puede observar que, a diferencia del
Método de Diferencia Centrada (en el cual se puede evitar resolver un sistema li-
neal costoso), en el Método de Newmark se debe resolver un sistema lineal con una
matriz de coe�cientes esparza en cada paso. Eso hace que el paso de Newmark sea
signi�cativamente más costoso que el de Diferencia Centrada.

Sin embargo, Newmark tiene como bene�cio el hecho que no hay restricción de
paso mínimo por estabilidad numérica. Se mostrará en la siguiente sección que para
ciertos valores de α y δ el método es incondicionalmente estable. En particular, el
Método del Trapecio (α = 1/4, δ = 1/2) es incondicionalmente estable. Además,
se puede veri�car que en un sistema no amortiguado (C = 0) que vibra libremente
(fext,t = 0) el Método del Trapecio conserva la energía mecánica total. Es decir que
para cualquier ∆t elegido, se cumple:

Et =
u̇Tt Mu̇t

2
+

uTt Kut
2

= cte ∀t. (4.34)

Estabilidad Numérica

Para evaluar la estabilidad numérica de Newmark, se debe estudiar la solución
generada por numérica obtenida para el Problema Test visto en la Sección 4.2.1. Si-
guiendo un desarrollo similar al de dicha sección, se puede de�nir el vector x̂t+∆t =
[ẍt+∆t, ẋt+∆t, xt+∆t]

T y resumir el resultado de aplicar Newmark al Problema test
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de la siguiente forma:
x̂t+∆t = Ax̂t. (4.35)

La matriz A, con β = (1/(ω2∆t2) + α)−1, tiene la siguiente forma:

A =

 −(1/2− α)β −β/∆t −β/∆t2
∆t[1− δ − (1/2− α)δβ] 1− βδ −βδ/∆t

∆t2[1/2− α− (1/2− α)αβ] ∆t(1− αβ) 1− αβ

 . (4.36)

Se quiere evaluar la estabilidad del Método del Trapecio (α = 1/4, δ = 1/2).
Usando dichos parámetros en la de�nición de A y β, se puede evaluar el radio es-
pectral de A para distintos valores de ∆t/T y veri�car la estabilidad controlando
que éste sea menor que 1.

En la Figura 4.5 se muestra la evaluación numérica de ρ(A) para: el Método
del Trapecio (trazo discontinuo rojo) y para otra variante de Método de Newmark
conocida como Método de Aceleración Lineal (trazo continuo azul).
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Figura 4.5: Estabilidad de variantes del Método de Newmark (Trapecio y Acel. Li-
neal).

Se puede observar que el Método del Trapecio es incondicionalmente estable,
mientras que el método de aceleración lineal es condicionalmente estable.

Ejemplo - Edificio bajo Acción Sísmica

Finalmente, se presenta un ejemplo en el cual se realiza el análisis dinámico lineal
del edi�cio de�nido en la Sección 4.2.1 bajo una acción sísmica. Para analizar el
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edi�cio sometido a movimientos sísmicos laterales de su base, es necesario de�nir
coordenadas absolutas para expresar el movimiento del suelo y otras coordenadas
relativas al referencial solidario al suelo.

Los desplazamientos absolutos serán: uG,t = xS,tι + ut. Donde uG,t son des-
plazamientos absolutos, xS,tι indica la posición del suelo respecto del referencial
absoluto y ut son desplazamientos del edi�cio relativos al referencial solidario al
suelo. Notar que el vector: ι, llamado vector de in�uencia, indica cómo in�uye el
movimiento de suelo en cada uno de los grados de libertad de la estructura.

Derivando dos veces respecto del tiempo se obtiene: üG,t = ẍS,tι+ üt.
Finalmente, notando que las fuerzas internas y los efectos disipativos de la es-

tructura dependen de los desplazamientos relativos ut y de su derivada primera u̇t,
se llega a la ecuación de movimiento bajo acción sísmica:

Müt + Cu̇t + Kut = −ẍG,tMι, (4.37)

donde ẍG,t tiene el registro de aceleraciones de suelo medidos según una dirección
dada.

En el presente ejemplo, los datos de aceleración corresponden al sismo de Loma
Prieta, ocurrido el 17 de octubre de 1987 en California, U.S.A.

En la Figura 4.6 se muestran los resultados de la solución de la dinámica del
edi�cio para la aceleración de terreno elegida. Comparando los resultados obtenidos
con los de la solución de la dinámica del edi�cio sometido a una detonación, se
observa mayores desplazamientos en el caso del sismo.

4.3. Dinámica No Lineal

Luego de haber estudiado los procedimientos de solución de la ecuación de movi-
miento para una estructura sin considerar no linealidades, se puede pasar a estudiar
los cambios necesarios para poder resolver la dinámica considerando no linealida-
des, es decir Dinámica No Lineal.

Tal como fue presentada en la Sección 4.1, la ecuación de movimiento para una
estructura no lineal tiene un vector de fuerzas internas que es función de ut. Dicho
vector puede contemplar no linealidad material, geométrica o de ambos tipos.

Müt + Cu̇t + fint(ut) = fext,t (4.38)

Los procedimientos de solución explícitos e implícitos se deben ajustar al hecho
de que el vector de fuerzas internas ya no es simplemente el producto de la matriz
de rigidez por el vector de desplazamientos en el tiempo considerado. Este cambio
tiene un efecto menor en el procedimiento correspondiente al Método de Diferen-
cia Centrada, pero implica un cambio signi�cativo en el procedimiento asociado al
Método de Newmark.

De manera resumida, en el caso de dinámica no lineal, se deberá asegurar que el
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Figura 4.6: Solución numérica del movimiento del edi�cio bajo acción de sismo.

equilibrio se veri�ca para cada instante de tiempo. En el caso de métodos explícitos
eso es inmediato, pero en el caso de métodos implícitos esto requerirá de iteraciones
de tipo N-R para asegurar dicho equilibrio.

También cabe mencionar que los criterios de estabilidad numérica vistos para
el caso de estructuras lineales no aplican de manera inmediata al caso no lineal. En
particular, siempre y cuando el paso temporal (∆t) sea su�cientemente corto, tal que
la estructura mantenga un comportamiento aproximadamente lineal durante varios
instantes de tiempo, los criterios de estabilidad tendrán cierto grado de validez. Se
debe tomar en cuenta que los períodos de vibración relevantes para determinar la
estabilidad numérica corresponden a la rigidez de la estructura a medida que trans-
curre el tiempo. Una estructura que se vuelve más rígida por efectos geométricos
a medida que avanza el tiempo, tendrá, para el Método de Diferencia Centrada, un
paso temporal crítico cada vez menor debido a dicho aumento de la rigidez.

Para pasos temporales largos, tales que de un instante a otro el comportamien-
to de la estructura no puede considerarse aproximadamente lineal, los criterios de
estabilidad no aplican y se pueden llegar a observar inestabilidades numéricas en
métodos que se clasi�caron como incondicionalmente estables para problemas li-
neales.
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4.3.1. Método de Diferencia Centrada - Explícito

La deducción del método es idéntica a la presentada en la sección de dinámica
lineal. Se busca determinar ut+∆t, para ello se considera el equilibrio dinámico en el
tiempo t y se usan los mismos cocientes incrementales para aproximar las derivadas
primera y segunda de ut. En este caso se debe simplemente tomar en cuenta que las
fuerzas internas están dadas por fint(ut).

Usando la Ecuación (4.10) se puede escribir,[
1

∆t2
M +

1

2∆t
C

]
ut+∆t = fext,t−fint(ut) +

2

∆t2
Mut

−
[

1

∆t2
M− 1

2∆t
C

]
ut−∆t.

(4.39)

La Ecuación (4.39) provee la regla mediante la cual se calcula ut+∆t. Notar que
en el caso de una estructura no lineal debemos en cada paso evaluar el vector de
fuerzas internas en el instante de tiempo actual. Es claro que el método continúa
siendo explícito.

Se destaca que sigue siendo necesario, tal como en la solución de problemas
lineales, que la matriz de masa y eventualmente la de amortiguamiento sean dia-
gonales de manera que la evaluación de ut+∆t a partir de la Ecuación (4.39) sea
computacionalmente económica.

A partir del desarrollo anterior, se puede actualizar el procedimiento de solución
del Método de Diferencia Centrada para el caso de estructuras no lineales tal como
se muestra en el Algoritmo 6.

En este momento es una buena idea comentar sobre la elección del paso temporal
(∆t) para el Método de Diferencia Centrada en problemas no lineales. Tal como se
mencionó anteriormente, la estabilidad numérica del método continúa restringiendo
el paso temporal máximo que se puede usar. La elección del paso se vuelve más difícil
en el caso de estructuras no lineales ya que el paso temporal crítico no es constante
durante la solución. La rigidez de la estructura puede variar a lo largo del tiempo
por efectos de rigidez geométrica o por no linealidad material. Si se espera que la
estructura solamente se �exibilice a medida que transcurre el tiempo, un criterio
razonable puede ser determinar el paso temporal en base a la rigidez inicial de la
estructura. Si este no es el caso, se debe prever el efecto de la rigidización de la
estructura en el paso temporal crítico y asegurar que el paso elegido no superará el
valor crítico mínimo previsto.

Al realizar análisis dinámicos de estructuras no lineales usando el Método de Di-
ferencia centrada, la elección de un paso temporal demasiado largo en comparación
con el mínimo paso temporal crítico previsto, puede llevar a acumular errores signi-
�cativos durante aquellos instantes de tiempo en los cuales el paso temporal elegido
superó al paso crítico. Esta acumulación acotada de errores es marcadamente dis-
tinta a la que se observa en análisis dinámicos lineales, en los cuales si se elije un
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Algoritmo 6 Método de Diferencia Centrada - No-Lineal
1: Ensamblar: M y C a nivel de estructura.
2: De�nir: tiempo �nal de análisis dinámico: tf
3: De�nir: Condiciones iniciales: u0, u̇0

4: Calcular: ü0 ←M−1(fext,t −Cu̇0 − fint(u0))
5: De�nir: ∆t, considerar estabilidad numérica.
6: Calcular: a0 ← 1/∆t2, a1 ← 1/(2∆t), a2 ← 2a0 y a3 ← 1/a2

7: Calcular: u−∆t ← u0 −∆tu̇0 + a3ü0

8: Calcular y factorizar: M̂← a0M + a1C
9: t← 0

10: while t < tf do
11: Calcular: f̂t ← fext,t − fint(ut) + a2Mut − (a0M− a1C)ut−∆t

12: Resolver: ut+∆t ← M̂−1f̂t
13: Calcular aceleración: üt ← a0(ut+∆t − 2ut + ut−∆t)
14: Calcular velocidad: u̇t ← a1(ut+∆t − ut−∆t)
15: t← t+ ∆t
16: end while

paso temporal por encima del valor crítico, la solución diverge y el analista puede
reconocer fácilmente que seleccionó un paso temporal erróneo.

Ejemplo Dinámica No Lineal - Cercha de Von Mises

Se considera una cercha de tipo de Von Mises bajo la acción de una carga diná-
mica. La estructura consiste en dos columnas �exibles empotradas en la base y dos
bielas articuladas que trabajan como puntales de la cercha tal como se muestra en la
Figura 4.7.

Se coloca una masa m suspendida de la cumbre de la cercha. Todas las barras de
la cercha están formada por acero (E = 200 GPa) y sección rectangular (a = 3,2mm
y b = 25,4mm). Los parámetros que de�nen la geometría son: Lc = 240 mm, Lx =
187 mm y Lz = 84 mm. Esta estructura es la utilizada por el profesor A. Wadee en
la presentación referida al inicio del Capítulo 2 de este documento.

La forma de cargar la estructura consiste en suspender la masa en la con�gura-
ción indeformada y luego dejarla libre. Esto implica que el vector de deformación
inicial es nulo y también lo es el vector de velocidades inicial.

Dada la simetría axial, respecto al eje vertical, presente en la estructura y las
cargas aplicadas, se modela la mitad izquierda de la estructura. De esta forma solo
se debe analizar una biela de Green con condición de borde deslizante vertical en
el extremo derecho y deslizante horizontal con resorte en el extremo izquierdo tal
como se muestra en la Figura 4.8. La constante elástica del resorte está dado por la
rigidez �exional de los pilares.

El vector de desplazamientos es considerado ut = (u1,t, u2,t)
T y por lo tanto la
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Figura 4.7: Geometría de Cercha de Von Mises.
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Figura 4.8: Modelo de Cálculo de Cercha de Von Mises.

ecuación dinámica está dada por:

Müt + Cu̇t + fint(ut) = fext,t. (4.40)

Dado que se está analizando media estructura la matriz de masa es igual a:

M =

[
mb 0
0 (mb +m)/2

]
,

dondemb es la masa de una biela o columna ym es la masa suspendida del centro de
la cercha. Dicha masa se considera rígidamente vinculada a la cercha en la dirección
vertical.

Se considera que existe amortiguamiento, para lo cual se introduce una cons-
tante c empírica de amortiguamiento de manera de reproducir un amortiguamiento
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realista de la estructura. Se usa c para el grado de libertad de movimiento vertical y
c/10 para el de movimiento horizontal, por lo que la matriz C está dada por:

C =

[
c/10 0

0 c

]
.

A través de estos amortiguamientos se pretende introducir el arrastre de la pesa
debido al aire y la fricción existente en las bisagras que forman las articulaciones de
la cercha en el modelo.

Para resolver la dinámica de esta estructura se aplica el Método de Diferencia
Centrada, el cual requiere que el usuario calcule únicamente el vector de fuerzas
internas. En lo que sigue se deducirá fint(ut) asumiendo que las bielas son de ti-
po Green y que la columna se puede modelar como un resorte lineal horizontal de
constante kc, donde kc está dado por la rigidez �exional 3EIc/L

3
c .

El vector de fuerzas internas de la biela se deduce usando el PTV. Evaluando el
trabajo virtual interno se tiene:

δWint = δuT fint(ut) =

∫
l0

σtδεGAdx+ δuTKsut, (4.41)

donde el segundo sumando del trabajo virtual interno corresponde al trabajo virtual
interno de la fuerza realizada por el resorte horizontal de constante kc.

La deformación unitaria de Green para la biela está dada por:

εG =
l2t − l20

2l20
. (4.42)

Se asume una relación constitutiva elástica lineal entre tensión y deformación de
Green, válido para pequeñas deformaciones unitarias pero grandes desplazamientos
y rotaciones.

σ = EεG. (4.43)

Los largos de barra iniciales (de referencia) y actuales (deformada) se pueden
escribir como:

l20 = L2
x + L2

z y l2t = (Lx − u1,t)
2 + (Lz + u2,t)

2, (4.44)

respectivamente, con lo cual la deformación de Green se reduce a:

εG =
−2Lxu1,t + 2Lzu2,t + u2

1,t + u2
2,t

2(L2
x + L2

z)
. (4.45)
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Se procede a calcular la variación de la deformación de Green (δεG):

δεG =
1

L2
x + L2

z

[(−Lx + u1)δu1 + (Lz + u2)δu2] (4.46)

= δuT
[
−Lx + u1,t

Lz + u2,t

]
1

l20
, (4.47)

con lo cual, el vector de fuerzas internas para la barra de Green y el resorte lineal
resulta:

fint(ut) =
EAl0(u2

1,t + u2
2,t − 2Lxu1,t + 2Lzu2,t)

2l40

[
−Lx + u1,t

Lz + u2,t

]
+

[
kcu1,t

0

]
.

(4.48)

Finalmente, la fuerza externa dinámica aplicada sobre la cercha resulta en un
vector fext,t dado por:

fext,t =

[
0

−g(mb +m)/2

]
. (4.49)

Solución Numérica - Método de Diferencia Centrada:
Para obtener la solución numérica se debe de�nir un paso temporal ∆t tal que

el método de Diferencia Centrada sea estable.

Actividad

Discutir y estimar cuánto vale ∆Tcr para el ejemplo de la cercha de
Von Mises.

Luego de de�nido ∆Tcr se procede a implementar el método. En el Código 4.2
se muestra una implementación para la resolución del ejemplo.

Código 4.2: Código para análisis dinámico de cercha de Von Mises.
1 %% % Dinamica No−Lineal: Cercha Von Mises (Barra de Green) % % %
2 clc, clear all
3
4 %% %Parametros Estructura
5 rho = 7850; % kg/m3 (acero)
6 Lx = .374/2;
7 Lz = sqrt(.205^2−Lx^2); %m
8 l0 = sqrt(Lx^2+Lz^2); %m
9 Lc = .240; %m

10 Ic = .0254*.0032^3/12; %m4
11 Ac = .0254*.0032; %m2
12 E = 200000e6 %Pa (acero)
13 kc = 3*E*Ic/Lc^3; %N/m
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14 mb = l0*Ac*rho; %kg
15 m = 1.4; %kg Pandeo incipiente en 1.4
16 c = 2; %kg/s (amortiguamiento por friccion juntas y arrastre pesa)
17 g = 9.81; %m/s2
18
19 %% Defino Vector de fuerzas Internas: fint(u) − u = [u1 , u2]^T
20 Fint = @(u) E*Ac*l0*(u(1)^2+u(2)^2−2*Lx*u(1)+2*Lz*u(2))/2/l0^4*[−Lx+u(1);Lz+u(2)

]+[kc*u(1);0];
21
22 %% Defino Vector de fuerzas Externas: gravedad
23 ft = @(t) [0;−(m+mb)/2*g]; %N
24
25 %% Defino Matriz de Masa Concentrada
26 M = [mb 0 ; 0 (mb+m)/2];
27
28 %% Defino Matriz de Amortiguamiento
29 C = [c/10 0 ; 0 c];
30
31 %% Defino Condiciones Iniciales
32 t0 = 0;
33 u0 = [0;0];
34 v0 = [0;0];
35 ac0 = M\(ft(t0)−C*v0−Fint(u0)); % de ec de movimiento Mu.. + Fint(u) = ft
36
37 % Inicializacion Difrerencia Centrada
38 tf = 2.0; dt = .000025; % sec
39
40 a0 = 1/dt^2; a1=1/2/dt; a2=2*a0; a3=1/a2;
41
42 u(:,1) = u0 − dt*v0 + a3*ac0; % u(−dt)
43 u(:,2) = u0; % u(0)
44
45 Meff = a0*M+a1*C;
46 M2 = a0*M−a1*C;
47
48 % Comienza Marcha en el Tiempo usando Diferencia Centrada
49 t(1) = t0−dt; t(2) = t0; k=2;
50
51 epsg(k) = (u(1,k)^2+2*Lz*u(2,k)−2*Lx*u(1,k)+u(2,k)^2)/2/l0^2;
52
53 while t<tf
54 feff = ft(t(k)) −Fint(u(:,k)) +a2*M*u(:,k) − M2*u(:,k−1);
55 u(:,k+1) = Meff\feff;
56 acc(:,k) = a0*(u(:,k+1)−2*u(:,k)+u(:,k−1));
57 vel(:,k) = a1*(u(:,k+1)−u(:,k−1));
58 epsg(k+1) = (u(1,k+1)^2+2*Lz*u(2,k+1)−2*Lx*u(1,k+1)+u(2,k+1)^2)/2/l0^2;
59 k=k+1; t(k)=t(k−1)+dt;
60 end
61
62 subplot(3,1,1)
63 plot(t(1:10:end),1000*u(1,1:10:end))
64 xlabel('t [s]'); ylabel('u_1 [mm]');
65 axis([0 2 1e3*min(u(1,:))*1.1 1e3*max(u(1,:))*1.1]);
66 subplot(3,1,2)
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67 plot(t(1:10:end),1000*u(2,1:10:end))
68 xlabel('t [s]'); ylabel('u_2 [mm]');
69 axis([0 2 1e3*min(u(2,:))*1.1 1e3*max(u(2,:))*1.1]);
70 subplot(3,1,3)
71 plot(t(1:10:end),E*Ac*epsg(1:10:end))
72 xlabel('t [s]'); ylabel('Directa [N]')
73 axis([0 2 E*Ac*min(epsg)*1.1 E*Ac*max(epsg)*1.1]);

En la Figura 4.9 se muestra la solución de la dinámica para una masa suspendida
igual a m = 1,4 kg.
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Figura 4.9: Resultados de Cercha de Von Mises (m=1.4kg) - Dinámica

Para valores de masa mayores a 1,4 kg se observa pandeo tipo Snap-through
dinámico de la estructura.

Actividad

Compare este valor con el valor de carga crítica correspondiente a
carga cuasi-estática.
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4.3.2. Método de Newmark - Implícito

La deducción de este método es similar a la presentada en la sección de dinámica
lineal. El objetivo es determinar ut+∆t, para ello Newmark considera el equilibrio
dinámico en el tiempo t+ ∆t y se usan las mismas expresiones de tipo Taylor para
aproximar ut+∆t y u̇t+∆t. Se debe notar que las fuerzas internas en el tiempo t+∆t
están dadas por fint(ut+∆t).

Lo anterior, en conjunto con las Ecuaciones (4.29) y (4.30), permiten obtener la
expresión:

fint(ut+∆t) +

[
1

α∆t2
M +

δ

α∆t
C

]
ut+∆t = f̂t+∆t, (4.50)

donde la de�nición de f̂t+∆t es la misma que la dada en la Sección 4.2.2.
Se observa por lo tanto que para determinar ut+∆t mediante Newmark, para

el caso de un problema dinámico no lineal, se debe resolver la ecuación no lineal
dada por la Ecuación (4.50). Esto es claramente más laborioso que en el caso de un
problema dinámico lineal, en el cual cada paso de Newmark consistía simplemente
en resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Actividad

Formular la solución de la ecuación no lineal de�nida en el paso de
Newmark aplicando soluciones iterativas de tipo Newton-Raphson
o incluso Newton-Raphson modi�cado.

Para los métodos de tipo Newton-Raphson se debe usar la matriz tangente KT =
∂fint/∂u, que ya fue presentada en el caso de análisis estáticos. Para que la solución
sea correcta se debe iterar hasta obtener convergencia del equilibrio dinámico en el
paso t+∆t, con lo cual los criterios de convergencia son similares a los ya discutidos
anteriormente, aunque usando la ecuación no lineal dada en esta sección.

Tal como se indicó al comienzo de esta sección, si el paso temporal es su�cien-
temente corto como para que la estructura se comporte de forma aproximadamente
lineal durante varios instantes de tiempo, entonces Newmark presentará un com-
portamiento estable. A pesar de esto, es posible seleccionar pasos temporales su�-
cientemente largos como para que los análisis de estabilidad numérica, hechos en
la hipótesis de dinámica lineal, pierdan validez y el método presente inestabilidad
numérica. Se puede ver un ejemplo de este tipo de comportamiento en el Capítulo
24 del libro (Cris�eld, 1997).
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Apéndice A: Modelos equivalentes reticulados-vigas

Un grupo particular de estructuras es el formado los reticulados cuya geometría
consiste de un patrón o módulo repetido. Estas estructuras son generalmente lla-
madas lattice truss en inglés, y serán referidos como reticulados modulares en este
documento. El interés por el análisis de estas estructuras está asociado al análisis y
diseño de diversos tipos de estructuras, como por ejemplo grúas, mástiles Páez and
Sensale (2017) o estructuras aeroespaciales (Noor and Mikulas, 1988).

En algunos casos el estudio de estas estructuras requiere la resolución de pro-
blemas de gran dimensión, lo cual hace algunas décadas podía representar una limi-
tante considerable debido al poder de cómputo limitado. Para evitar este problema
surgieron algunos métodos de análisis estableciendo equivalencias entre el com-
portamiento de estructuras modulares y estructuras de vigas o losas. En (Noor and
Mikulas, 1988) precisamente se presentan algunos de estos métodos. A pesar de que
posteriormente la computación de alto desempeño permitió resolver problemas de
grandes dimensiones, es de interés poder utilizar modelos equivalentes para analizar
estructuras. Por ejemplo en (Páez and Sensale, 2017) se presenta un método simpli-
�cado para el análisis de mástiles atirantados basado en modelos equivalentes de
reticulados-vigas.

El cálculo de los parámetros geométricos que permiten obtener resultados equi-
valentes entre vigas (o losas) y reticulados modulares no es trivial. En (Moreau and
Caillerie, 1998) se plantea un método de análisis de este tipo de estructuras mediante
el uso de modelos aproximados de vigas equivalentes, se desarrolla una equivalen-
cia y se demuestra que los resultados obtenidos son adecuados para reticulados con
un elevado número de módulos. En (Teughels and De Roeck, 2000) se describen al-
gunos de los métodos de equivalencia, destacando el llamado Direct Energy Method
que consiste en calcular los parámetros geométricos de forma tal que la energía de
deformación del reticulado y la viga sean iguales.

Dado que en el presente documento se presentan métodos numéricos para el
análisis no lineal de estructuras de barras articuladas, resulta de interés estudiar la
equivalencia entre modelos de reticulados modulares y elementos de vigas conti-
nuas con el objetivo de analizar el comportamiento de estructuras aporticadas. En
particular es de interés analizar pórticos usando la herramienta ONSAS. En esta sec-
ción se desarrollan las ecuaciones de las equivalencias para dos tipos de módulo y se
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presentan los resultados numéricos obtenidos al resolver dos ejemplos con solución
analítica conocida de inestabilidad en pórticos.

A.1. Ecuaciones de equivalencia

Se consideran dos tipos de patrones o módulos de reticulados. En la Figura A.1
se muestran las geometrías de los módulos base de los dos tipos considerados. Los

h

`

Módulo A
Aco

Adi
Ave Ave

Aco

h

`

Módulo B
Aco

Adi
Ave Ave

Aco

Figura A.1: Geometría de módulos considerados: Módulo A (izquierda) y Módulo B
(derecha).

parámetros Aco, Ave y Adi representan las áreas de las secciones transversales de
las barras horizontales, verticales y diagonales respectivamente. Los parámetros h
y ` representan los distancias entre nodos en vertical y horizontal respectivamente,
donde la repetición de los módulos se produce en la dirección horizontal.

A continuación se realiza el desarrollo de las ecuaciones que permiten obtener
parámetros de los reticulados a partir de los parámetros de vigas para cada módulo.
En ambos casos se considerará que Aviga, Iviga y Aviga,s representan el área de
sección transversal, el segundo momento de inercia de sección transversal y el área
equivalente de cortante de la viga cuyo comportamiento se desea representar.

Se buscará representar el comportamiento de vigas bajo la hipótesis de Euler-
Bernoulli, es decir que no se producen deformaciones por cortante. Para esto, en
los modelos de reticulados, se buscará que la rigidez de deformación a cortante sea
elevada de manera que no hayan deformaciones de cortante signi�cativas. El módulo
de Young de la vigaE será idéntico al valor considerado para las barras del reticulado
equivalente.

A.1.1. Módulo A

El primer módulo considerado es llamado módulo A y consiste en un módulo
isostático, con una barra en diagonal. Considerando las ecuaciones presentadas en
(Teughels and De Roeck, 2000) y utilizando la simetría respecto al eje horizontal, se
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obtiene:

EAviga = 2EAco (A.1)

1

GAviga,s
=

`3d(Ave +Adih
3/`3d)

EAveAdi`h2
+

`2

3h2E

1

Aco
(A.2)

EIviga = Eh2Aco
2

(A.3)

donde `d es el largo de la barra diagonal.
A partir de las Ecuaciones (A.1) y (A.3) se puede determinar h y Aco:

Aco =
Aviga

2
h = 2

√
Iviga
Aviga

= 2ρviga (A.4)

donde ρviga es el radio de giro de la sección de la viga.
Multiplicando miembro a miembro las ecuaciones (A.2) y (A.1), se obtiene la

relación:
1

β
=
`3dAve + h3Adi
AveAdi`h2

2Aco +
2`2

3h2
(A.5)

donde se de�nió el parámetro β que determina la razón entre las rigideces a cortante
y a directa de la viga:

EAviga
GAviga,s

=
1

β
. (A.6)

El valor β podría estar dado por las propiedades del elemento de viga cuyo com-
portamiento se desea modelar. A pesar de esto y con el objetivo de simpli�car el
desarrollo y obtener una expresión que permita su aplicación directa, se establece
como criterio que β debe ser elevado. Con esto se buscará reproducir el comporta-
miento de elementos de viga según la teoría de viga de Euler-Bernoulli en la que la
energía de deformación por cortante es despreciada.

Se debe determinar las áreas Ave y Adi con una condición dada por la Ecua-
ción (A.5) y la restricción de que ambos valores deben ser positivos:

`3dAve + h3Adi
AveAdi`h2

2Aco =
1

β
− 2`2

3h2
Adi > 0 Ave > 0 (A.7)

Dado que el problema no tiene solución única se opta por buscar soluciones que
cumplan Ave = Adi. Sustituyendo se tiene:

`3d + h3

Ave`h2
Aco =

1

2β
− `2

3h2
Ave > 0 (A.8)
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lo que es equivalente a

`3d + h3

`h2
= Ave

3h2 − 2`2β

6h2Acoβ
Ave > 0 (A.9)

Dado que Aco es positivo se tiene que

Ave > 0 ⇐⇒ β <
3h2

2`2
. (A.10)

Esto establece una cota superior para la máxima rigidez a deformación por corte que
el reticulado (con las hipótesis establecidas hasta el momento) es capaz de represen-
tar. Si se considera que el largo de la celda ` está dado por L/nc donde L es el largo
de la viga y nc el número de celdas. Se puede ver que si nc tiene a in�nito se puede
reproducir el comportamiento de vigas de gran rigidez a deformación por cortante.
De esta forma el número de celdas será una herramienta de control de esta rigidez.

Entre los posibles valores de β se opta como criterio por el valor β = h2/`2.
Sustituyendo el valor de β en la ecuación anterior se tiene:

Ave = 6Aco
`3d + h3

`3
(A.11)

Por lo que están determinadas todas las áreas del reticulado:

Aco =
Aviga

2
Adi = Ave = 6Aco

`3d + h3

`3
h = 2ρviga (A.12)

A.1.2. Módulo B

Para el caso del módulo B también se parte de las expresiones presentadas en
(Teughels and De Roeck, 2000) y se considera la simetría:

EAviga = 2EAco +
2EAveAdi`

3

(`3dAve + 2Adih3)
(A.13)

1

GAviga,s
=

`3d
2EAdi`h2

− `2

12EIviga
(A.14)

EIviga = E
Acoh

2

2
(A.15)

Introduciendo nuevamente el parámetro β y resolviendo el sistema de ecuacio-
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nes se obtiene:

Adi =
6AvigaIvigaβ

(
h2 + l2

) 3
2

h2l (Avigaβl2 + 12Iviga)
(A.16)

Aco =
2Iviga
h2

(A.17)

Ave = −
12AvigaIvigaβh

(
Avigah

2 − 4Iviga
)

l
(
A2
vigaβh

2l2 − 16AvigaIvigaβl2 + 12AvigaIvigah2 − 48I2
viga

)(A.18)

Usando nuevamente el criterio β = h2

`2 se tiene

Adi =
6AvigaIviga

(
h2 + l2

) 3
2

l3 (Avigah2 + 12Iviga)
(A.19)

Aco =
2Iviga
h2

(A.20)

Ave = −
12AvigaIvigah

3
(
Avigah

2 − 4Iviga
)

l3
(
A2
vigah

4 − 4AvigaIvigah2 − 48I2
viga

) (A.21)

(A.22)

Se debe garantizar nuevamente que todos los valores de las áreas sean positivos
para lo cual se debe estudiar Ave. Estudiando las raíces de los polinomios del nume-
rador y denominador se obtiene que un rango de valores de h que garantizan que
Ave sea positivo es:

h ∈ (2ρviga,

√
2(1 +

√
13)ρviga) ⊃ (2ρviga, 3ρviga) (A.23)

por lo que se elige como criterio h = 2,1ρviga, buscando tener un reticulado de
rigidez y geometría similar al módulo A.

Están entonces determinados entonces todos los parámetros geométricos del re-
ticulado.

A.2. Ejemplos de validación

Para validar los resultados se resuelven dos problemas de inestabilidad de vigas
con solución analítica conocida.

A.2.1. Barra bi-articulada con carga de compresión axial

Se considera una barra bi-articulada formada por un per�l PNI 10 de acero de
5 metros de largo sometido a una carga puntual de compresión en el extremo libre.
El módulo de Young es considerado E = 210 GPa. Se puede resolver el proble-



134 Apéndice A. Modelos equivalentes reticulados-vigas

ma utilizando la herramienta ONSAS y el archivo de entrada asociado al ejemplo
Pinned_Buckling.

El área de la sección transversal es Aviga = 10,6× 10−4 m2 y para la inercia se
considera la mayor Iviga = 171×10−8 m4 (resultados equivalentes se obtienen para
la menor inercia aumentando el número de celdas). Se considera un imperfección en
la geometría de referencia de la estructura de acuerdo a la forma del primer modo
de pandeo lineal y con un valor máximo de 0,5 mm (L/1000). Se divide el largo de
la viga en 30 módulos. Se determina h y `, obteniendo β ≈ 0,23. Para el análisis no
lineal se establece como factor de carga �nal 1,3 y se aplica el método de Newton-
Raphson incremental con 135 incrementos de carga.

El estado de carga de referencia es el valor de carga crítica de Euler

Pcr =
π2EIviga
L2
viga

≈ 142 kN. (A.24)

El factor de carga crítica del análisis lineal de pandeo del modelo del reticulado es
0,9968. En la Figura A.2 se muestran los grá�cos obtenidos al utilizar el módulo A. En
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Figura A.2: Grá�cos obtenidos para ejemplo Pinned Buckling con módulo tipo A.

clase se analizarán los resultados obtenidos al variar los parámetros del reticulado,
particularmente el número de celdas de la discretización.

Para el módulo B se tiene un valor β ≈ 0,26. El factor de pandeo del LBA es
0,99708. En la Figura A.3 se muestran los grá�cos obtenidos al utilizar el módulo
B. Dado que el módulo B es simétrico y que la carga es aplicada de forma simétrica
respecto al eje horizontal, la dirección en la cual se produce la deformación post-
pandeo estará dada por la imperfección. La imperfección está dada por el sentido
del desplazamiento asociado al vector propio del problema LBA. Por ser un vector
propio se cumple que el opuesto también lo es por lo que la imperfección puede ser
considerada en una u otra dirección en función de con qué criterio la función eig
devuelva los vectores.

Finalmente se desea obtener alguna veri�cación analítica de las curvas obtenidas
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Figura A.3: Grá�cos obtenidos en ejemplo Pinned Buckling con módulo tipo B.

para las ramas post-críticas. Realizando el análisis con ambos módulos y comparan-
do con la curva dada por la solución analítica de segundo orden:

P (u)

Pcr
' 1 +

1

2

π2

4

u2

L2
, (A.25)

se obtiene la grá�ca mostrada en la Figura A.4.
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Figura A.4:Grá�cos de ramas post-críticas obtenidas usando los módulos reticulados
descritos y la expresión analítica.

Se observa que para valores de desplazamientos considerablemente elevados co-
mo 1,5 m, ambos módulos proveen un resultado adecuado mientras que luego de di-
cho punto las ramas se separan considerablemente. Sería necesario realizar un estu-
dio analítico de mayor orden para obtener una expresión similar a la Ecuación (A.25),
válida para valores superiores de desplazamiento.
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A.2.2. Ménsula con carga de compresión axial

En este caso se considera un ménsula formada por un per�l PNI 10 de 5 metros
de largo sometido a una carga puntual de compresión en el extremo libre. Las pro-
piedades geométricas y de material son idénticas a las del ejemplo anterior y en este
caso se tiene una carga crítica de Euler dada por:

Pcr =
π2EIviga
4L2

viga

≈ 35,4 kN, (A.26)

la cual de�ne el estado de carga de referencia. Se puede resolver el problema utili-
zando la herramienta ONSAS y el problema llamado Cantilever_Buckling.

Realizando el análisis usando el módulo A se tiene que el factor de carga de
pandeo lineal es 0,99938.
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Figura A.5: Grá�cos obtenidos en ejemplo Cantilever Buckling con módulo tipo A.

Durante la deformación de la viga para ningún valor de carga externa se obtie-
nen valores propios nulos en la matriz tangente, es decir que las con�guraciones
de equilibrio de toda la curva carga-desplazamiento son estables tal como era de
esperarse para el problema de la ménsula con una imperfección.

En clase se analizarán también variaciones del ejemplo así como también se re-
solverá utilizando el módulo B.



Apéndice B: ONSAS

En este capítulo se presenta el código de la herramienta numérica desarrollada
por los autores, llamada Open Nonlinear Structural Analysis System (ONSAS). La he-
rramienta fue desarrollada y es ejecutada usando GNU-Octave (Eaton et al., 2015),
software abierto multiplataforma de cálculo numérico.

Se comienza presentando una descripción esquemática de la estructura de car-
petas y archivos, luego se presentan los códigos y �nalmente se muestran algunos
archivos de entrada importantes para la resolución de problemas abordados en el
texto.

B.1. Descripción de código

Para la presentación del código se asume que conceptos básicos como la dis-
cripción entre script y función son conocidos, por lo que no se presentarán en esta
sección. Es recomendable que el potencial usuario del ONSAS tenga conocimientos
correspondientes a los de un usuario básico de GNU-Octave.

La lista de archivos y la correspondiente estructura de carpetas es presenta-
da en la Figura B.1. El código está también disponible en formato zip en el enlace
www.�ng.edu.uy/~jorgepz/�les/ONSAS.zip (último acceso diciembre de 2017).

A continuación se presenta un breve descripción de la función de cada uno de los
archivos del código. Se listan en el orden de ejecución dentro de la ejecución global
de la herramienta ONSAS.

ONSAS: es el archivo principal del código, el cual debe ser ejecutado desde
octave para iniciar la ejecución de la herramienta. Este script es presentado
en el Código B.1. En la Figura B.2 se muestra un esquema de tipo diagrama
de �ujo donde se muestran las etapas de ejecución. En el diagrama de �ujo,
las elipses representan bloques de código m con una función especí�ca, no
incluidos dentro de un archivo independiente. Los restantes bloques rectan-
gulares representan ejecuciones de archivos y los bloques con forma de rombo
representan estructuras de control de toma de decisión.

reading: script que realiza la lectura de datos a partir de los archivos de en-
trada (colocados en la carpeta input). El archivo se presenta en el Código B.2.

https://www.fing.edu.uy/~jorgepz/files/ONSAS.zip
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ONSAS

ONSAS.m

sources

assembly.m

hyperElasModels.m

linearAnalysis.m

NLAPlots.m

nodes2dofs.m

NRALIter.m

NRIter.m

reading.m

setini.m

stressUpdate.m

varsVerifs.m

input

output

Figura B.1: Estructura de carpetas y listado de archivos principales de código ONSAS
ordenados alfabéticamente.

varsVerifs: script que realiza veri�caciones de los datos de entrada y asigna
valores por defecto de algunas variables. El archivo se presenta en el Códi-
go B.3.

setini: script que crea matrices y vectores y asigna valores iniciales necesarios
para la ejecución del código. El archivo se presenta en el Código B.4.

linearAnalysis: script que realiza el análisis lineal de la estructura, incluyen-
do el análisis de pandeo lineal (LBA). El archivo se presenta en en Código B.5.

assembly: script responsable del ensamblado de matrices tangente y vector
de fuerzas internas de la estructura. El archivo se presenta en en Código B.6.

nodes2dofs: función para el cálculo de grados de libertad correspondientes
a cada nodo de la estructura. Esta función es ejecutada por el archivo as-



Sección B.1. Descripción de código 139

sembly.m. El contenido de esta función se presenta en el Código B.7.

NRIter: script encargado de realizar una iteración del método de Newton-
Raphson. En este archivo se realiza la resolución del sistema lineal del método
NR. El contenido de este archivo se presenta en el Código B.8.

NRALIter: script encargado de realizar una iteración de la variante de Lon-
gitud de Arco del método de Newton-Raphson. En este archivo se realiza la
resolución del sistema lineal correspondiente. La ejecución de este script o el
script NRIter está dada por el seteo de la variable solutionMethod en el archivo
de entrada (1 corresponde a NRIter y 2 corresponde a NRALIter). El contenido
de este archivo se presenta en el Código B.9.

stressUpdate: en este script se realiza el cálculo de la tensión y el módulo
tangente para cada elemento de la estructura. El contenido de este archivo se
presenta en el Código B.10.

hyperElasModels: función que calcula valor de tensión y módulo tangente
para cada modelo constitutivo y valor de deformación axial. El usuario puede
implementar cualquier modelo constitutivo a través de la inclusión de casos.
El archivo se presenta en el Código B.11. Esta función es ejecutada desde el
archivo stressUpdate.m.

NLAPlots: este script contiene los comandos de grá�co y visualización de los
resultados del análisis no lineal. El contenido de este archivo se presenta en el
Código B.12.
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reading.m y
varsVerifs.m

setini.m

agrega imperfección linearAnalysis.m

¿LinBuckMode-
Imperf > 0?

assembly.m

NRIter.m o
NRALIter

actualiza u(k) stressUpdate.m Aumento factor de carga

¿Criterio
parada?

¿Carga objetivo
alcanzada?

NLAPlots

si

no

no

si

no

si

Figura B.2: Diagrama de �ujo de herramienta ONSAS.
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Código B.1: Contenido del archivo ONSAS.m.
1 %% Open Non−linear Structural Analysis System − ONSAS
2 % Code for elastic geometrical and material non−linear analysis of structures.
3 % The current version allows to perform nonlinear analyses of 2D truss structures.
4 %
5 % Software developed for educational purposes. NO WARRANTY at all is provided.
6 % Developed for GNU−Octave 4.2.1 by J.M. Perez Zerpa & J.B. Bazzano Garcia for
7 % its use during the course _Analisis no lineal de Estructuras_ taught at
8 % Universidad de la Republica, Montevideo, Uruguay.
9 %

10 % License: Creative−Commons Attribution−ShareAlike 4.0 International
11 % (license available at: creativecommons.org).
12 %%
13
14
15 %% Reading
16 % The content of the input folder is shown in the terminal and
17 % the user is asked to choose a .m script. The chosen file is executed.
18 % The following variables are assumed to be defined in that file:
19 %
20 % *_General settings_*
21 %
22 % * *problemname* string with the name of the problem
23 %
24 % *_Structure properties_*
25 %
26 % * *HyperElasParams* cell array with material parameters of a given hyperelastic

model in each entry. The parameters for each model are given by a vector: [
typemodel parameter1 ... parameterN ]. The typemodel are given by
HyperElasModels function: 1 linear 2 bimodulus. For the linear model the only
parameter required is the Young Modulus $E$.

27 % * *As* Vector with section properties (areas)
28 % * *Springs* Matrix with nodal springs information. The i−th row contains the

information of the i−th spring: [ node_numer, $k_x$ , $k_y$]. If no springs
are present define as empty.

29 % * *Nodes* Matrix of coordinates of nodes. Size: nnodes $\times$ 2.
30 % * *Conec* Matrix of elements conectivity. The i−th row contains the information

of the i−th element: [node_1, node_2, hyperelasmodel, sectproperty ].
31 % * *fixeddofs* Vector with the fixed degrees of freedom
32 %
33 % *_Loading_*
34 %
35 % * *controldof* degree of freedom to consider in the load−displacement plots (

consider negative value to plot $−1 \times$ displacement in plots).
36 % * *targetLoadFactr* target load factor to be reached in the analysis.
37 % * *Fext* External nodal loads vector. The external loads applied are Fext $\

times$ loadfactor.
38 % * *LinBuckModeImperf* Optional parameter. Number of linear buckling mode

considered as imperfection of the reference geometry
39 % if zero no imperfection is considered. Default: 0 (no imperfection).
40 %
41 % *_Analysis settings_*
42 %
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43 % * *solutionMethod* flag to set iterative method used: 1 incremental NR 2
Combined NR/arc−length method

44 % * *nLoadSteps* number of increments considered to reach the target load factor
if incremental NR is used.

45 % * *incremarclen* radius of arc−length cilynder.
46 % * *NRtolits* NR tolerance interations
47 % * *NRtoldeltau* NR tolerance $\Delta u$
48 %
49 % *_Other optional parameters_* these parameters are not required. Default values

are already set:
50 %
51 % * *printflag* flag to define if print command is executed for each plot. Default

: 1 (yes).
52 % * *outputdir* directoty for eps figures output. Default: _output_ folder.
53 %
54 % The NR−AL iterations are executed until the targetloadfactor or the nLoadSteps

is reached.
55 %%
56
57 clear all
58 close all
59 addpath( [ pwd '/sources'] ); addpath( [ pwd '/input' ] );
60 ONSASversion = '0.3';
61
62 % displays the content of the input files folder and reads the chosen file
63 reading
64
65 % verify the definition of some variables and sets default values
66 varsVerifs
67
68 %% Initial computations
69 % Set initial matrices and vectors. Performs linear elastic analysis.
70 % Computes:
71 %
72 % * *largosini* vector with length of each element in the reference (initial)

configuration.
73 % * *thetasini*, *cosini* and *sinini*: initial angle, cosine and sine

respectively.
74 % * *Uk*: vector with $2 \, n_{nodes}$ entries with the displacement of the

currect interation
75 % * *Stressk* vector with the stress of each element at current load increment.
76 % * *KS* springs stiffness matrix.
77 %
78 %%
79
80 setini
81
82 linearAnalysis
83
84 %% Imperfection
85 % Adds geometric imperfection to the reference configuration Nodes coordinates

matrix. The imperfections are considered as
86 % a Linear Buckling Mode (LinBuckModImperf) by a factor (imperffactor).
87 %%
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88
89 if LinBuckModeImperf > 0
90
91 fprintf([' Imperfection is added. Max distance imperfection: %7.2e % %of the'

...
92 ' normalized %2i−th LBA mode.\n'], absoluteimperfection, LinBuckModeImperf )
93 % deforms the reference structure considering the chosen imperfection
94 Nodes = Nodes + reshape(UsModesLinBuck(:,LinBuckModeImperf),2,nnodes)' ...
95 * absoluteimperfection ;
96
97 % update geometry and related parameters
98 setini
99

100 fprintf(' Linear analysis with imperfection perfomed. \n')
101 linearAnalysis
102
103 end
104
105 % plots the reference structure
106 lw = 3;
107 if plotflag > 0
108 figure, hold on, grid on
109 for i=1:nelems
110 plot( xelems(i,:), yelems(i,:), 'b−o', 'linewidth', lw)
111 end
112 axis equal
113 end
114
115 quiver( Nodes(:,1), Nodes(:,2) , Fext(1:2:end)*visualloadfactor ...
116 , Fext(2:2:end)*visualloadfactor ,0,'g',filled,'linewidth',lw)
117 title( ['Reference configuration without imperfections (blue) and external ' ...
118 ' loads (green).'] ) ; xlabel('x'), ylabel('y')
119
120
121 %% Nonlinear analysis
122 % Core of the code: nonlinear incremental and iterative analysis. Newton−Raphson

and Cylindrical−Arc−Length variation.
123 %
124 %%
125
126 % initialize
127 reachedtargetLF = 0;
128 loadIter = 0 ; % counter of the load iterations
129 loadfactors = 0;
130
131 % parameters for the Arc−Length iterations
132 convDeltau = zeros(length(neumdofs),1) ;
133 currDeltau = zeros(length(neumdofs),1) ;
134 currLoadFactor = 0 ;
135
136 fprintf('−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− \n')
137 fprintf([ 'loadIncr & LoadFactr & dispits & maxStrain ( % %) & BucklingFac ' ...
138 ' & npos & nneg & \n'] )
139 prodvals = 1 ;
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140
141 filestressoutput = [outputdir '/output_stresses.txt' ];
142 fidstress = fopen(filestressoutput,'w');
143
144 STRESSESMAT = [] ;
145
146 tic;
147 % load step increment stopping criteria: target load
148 while ( reachedtargetLF == 0 )
149
150 loadIter += 1 ;
151 dispConverged = 0 ;
152 dispIter = 0 ;
153 currDeltau = zeros(length(neumdofs),1) ;
154
155 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
156 % iteration in displacements (NR) or load−displacements (NR−AL)
157 % stopping criteria: convergence displacements
158 while ( dispConverged == 0 )
159 dispIter += 1 ;
160
161 assembly
162
163 if solutionMethod == 1
164 % performs one newton−raphson iteration
165 NRIter
166
167 elseif solutionMethod == 2
168 % performs one newton−raphson−arc−length iteration
169 NRALIter
170 end
171
172 stressUpdate
173
174 % stopping criteria
175 if ( ( normadeltau < ( normaUk * NRtoldeltau ) ) || dispIter > NRtolits )
176 if dispIter > NRtolits,
177 stopcritpar = 2;
178 fprintf('Warning: displacements iteration stopped by max iterations.\n');
179 else,
180 stopcritpar = 1;
181 end
182 dispConverged = 1 ;
183 Itsnums( loadIter ) = dispIter;
184 end
185 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
186
187 end
188 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
189
190 loadfactors(loadIter) = currLoadFactor ;
191 uks(loadIter) = sign(controldof) * Uk(abs(controldof)) ;
192 convDeltau = currDeltau ;
193
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194 % load stopping criteria
195 if (currLoadFactor >= targetLoadFactr) || ( loadIter > nLoadSteps )
196 reachedtargetLF = 1 ;
197 end
198
199 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
200 % buckling analysis
201 [a,b] = eig( KTred ) ;
202 Keigvals = diag(b) ;
203 nKeigpos = length( find(Keigvals > 0 ) );
204 nKeigneg = length( find(Keigvals <= 0 ) );
205
206 [a, lambtech ] = eig( KTred , KL0red ) ;
207 lambtech = diag(lambtech) ;
208 %
209 if length( find( lambtech > 0 ) ) > 0
210 lambdatech_crit = min ( lambtech ( find( lambtech > 0 ) ) ) ;
211 lambda_crit = 1 / ( 1 − lambdatech_crit ) ;
212 factor_crit = lambda_crit * loadfactors( loadIter ) ;
213 else
214 factor_crit = 0;
215 end
216
217 % linearized according to Bathe
218 if (loadIter == 1)
219 KG0redBathe = KGred / currLoadFactor ;
220 [a,b] = eig( KL0red , − KG0redBathe ) ;
221 factor_crit_lin_Bathe = min( diag(b) );
222 end
223 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
224
225 % latex table output
226 fprintf(' %4i & %12.3e & %4i & %5.2f & %12.5e & %5i & %3i \\\\\n', ...
227 loadIter, currLoadFactor, dispIter, max( abs( Strainsk) )*100 , ...
228 factor_crit , nKeigpos, nKeigneg )
229 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
230
231 if max( abs( Strainsk) ) > 0.05,
232 fprintf('WARNING: elements with strain level %4.1f % %!\n', max( abs( Strainsk)

)*100 ),
233 end
234
235 fprintf(fidstress,' %12.5e ', Stressk)
236 fprintf(fidstress,'\n')
237
238 STRESSESMAT = [STRESSESMAT; Stressk' ] ;
239
240 end
241 fprintf('−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− \n')
242
243 totaliterationstimeinseconds = toc
244
245 fclose(fidstress);
246
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247 LoadFactrs = loadfactors ;
248
249 % adds the reference configuration displacement and load factor
250 uks = [ 0 ; uks ] ;
251 uks = uks(1:(loadIter+1)) ;
252 LoadFactrs = [ 0 ; LoadFactrs' ] ;
253
254 fidloaddisp = fopen( [outputdir '/output_loaddispcurve.txt' ] ,'w');
255 for i=1:(length(uks))
256 fprintf( fidloaddisp, ' %15.6e %15.6e \n',uks(i), LoadFactrs(i) ) ;
257 end
258 fclose(fidloaddisp) ;
259
260 %% Plots
261 % Plots of deformed structure given by the last loadfactor.
262 %%
263 tic,
264 NLAPlots
265 totalplotstimeinseconds = toc
266
267 %% Versions history
268 %
269 % *0.1: 2017.08.30 First release*
270 %
271 % *0.2: 2017.09.13*
272 %
273 % * improvement in geometric matrix assembly in linear analysis script.
274 % * plot of reference structure is now shown after the imperfection is added.
275 % * xselem and yselem are now calculated in the setini.m script.
276 % * imperfactor set as an optional input parameter.
277 % * load−displacement curve file output and sign of displacement considered.
278 %
279 % *0.3: 2017.12.22 *
280 %
281 %%

Código B.2: Contenido del archivo reading.m.
1
2 %−−−−−−−− structural parameters−−−−−−−−−−−−−−
3 fileslist = readdir('./input');
4
5 fprintf('==============================================\n');
6 fprintf( [ 'Welcome to ONSAS version ' ONSASversion '.\n' ] )
7 fprintf('==============================================\n');
8 fprintf('The content of the input folder is:\n')
9 fprintf('−−−−−−−−−−−−−−\n');

10
11 for i=1:length(fileslist)
12 string = fileslist{i};
13 fprintf(' file %3i: %s\n',i, string);
14 end
15 fprintf('−−−−−−−−−−−−−−\n\n');
16
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17 selectedfile = input(' Select file option:') ;
18 fprintf([' Setting variables from file: ' fileslist{ selectedfile } '\n' ] );
19 run( fileslist{ selectedfile }(1:end−2) ) ;
20
21 nmats = length(HyperElasParams) ;
22 nsecs = length(As) ;
23
24 nnodes = size(Nodes,1) ;
25 nelems = size(Conec,1) ;
26
27 # set other name to fixed dofs variable as Dirichlet dofs
28 diridofs = fixeddofs ;
29 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Código B.3: Contenido del archivo varsVerifs.m.
1 if exist( 'outputdir' ) == 0
2 outputdir = [ './output/' ] ;
3 elseif exist( outputdir ) ~= 7
4 error('The output dir set does not exist or it is not a directory.');
5 end
6
7 if exist( 'plotflag' ) == 0
8 plotflag = 1 ;
9 end

10
11 if exist( 'printflag' ) == 0
12 printflag = 0 ;
13 end
14
15 if exist( 'LinBuckModeImperf' ) == 0
16 LinBuckModeImperf = 0 ;
17 end
18
19
20 if exist( 'nelems' ) == 0
21 nelems = size(Conec,1) ;
22 end
23 if exist( 'nnodes' ) == 0
24 nnodes = size(Nodes,1) ;
25 end
26
27 strucsize = max( max(Nodes(:,1))−min(Nodes(:,1)) ,
28 max(Nodes(:,2))−min(Nodes(:,2)) ) ;
29
30 visualloadfactor = 0.1 * strucsize / norm( Fext,'inf') ;
31
32
33 if exist( 'imperfactor' ) == 0
34 imperfactor = 1e−4 ;
35 end
36
37 absoluteimperfection = imperfactor * strucsize ;
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Código B.4: Contenido del archivo setini.m.
1
2 KLaux = [ 1 0 −1 0 ;
3 0 0 0 0 ;
4 −1 0 1 0 ;
5 0 0 0 0 ] ;
6
7 Ge = [ 1 0 −1 0 ;
8 0 1 0 −1 ;
9 −1 0 1 0 ;

10 0 −1 0 1 ] ;
11
12 neumdofs = (1:(2*nnodes))';
13 neumdofs(diridofs) = [];
14
15 LoadFactrs = 0;
16
17 %−−− compute lengths and inclination of undeformed elements−−−
18 largosini = sqrt( ( Nodes( Conec(:,2),1) − Nodes( Conec(:,1),1) ).^2 ...
19 + ( Nodes( Conec(:,2),2) − Nodes( Conec(:,1),2) ).^2 ) ;
20
21 thetasini = atan2( ( Nodes( Conec(:,2),2) − Nodes( Conec(:,1),2) ) , ...
22 ( Nodes( Conec(:,2),1) − Nodes( Conec(:,1),1) ) ) ;
23
24 cosini = cos( thetasini ) ;
25 sinini = sin( thetasini ) ;
26
27 Uk = zeros( 2*nnodes, 1 ) ;
28 uks = zeros( nLoadSteps, 1 ) ;
29 fks = zeros( nLoadSteps, 1 ) ;
30 Thetask = zeros( nelems, 1 ) ;
31 Itsnums = zeros( nLoadSteps, 1 ) ;
32 factorescriticos = [] ;
33
34 Stressk = zeros(nelems,1) ;
35 Strainsk = zeros(nelems,1) ;
36 dsigdepsk = zeros(nelems,1) ;
37
38 stressUpdate
39
40 xelems = zeros(size(Conec,1),2);
41 yelems = zeros(size(Conec,1),2);
42
43 for i=1:nelems
44 xelems(i,:) = Nodes( Conec(i,1:2) , 1);
45 yelems(i,:) = Nodes( Conec(i,1:2) , 2);
46 end
47
48 KS = sparse(2*nnodes,2*nnodes);
49 if sum(size(Springs))>0
50 for i=1:size(Springs)
51 auxnode = Springs(i,1);
52 if auxnode > nnodes,
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53 error('Node of spring is higher than the number of nodes');
54 else
55 KS( 2*auxnode−1,2*auxnode−1) = Springs(i,2) ;
56 KS( 2*auxnode ,2*auxnode ) = Springs(i,3) ;
57 end
58 end
59 end

Código B.5: Contenido del archivo linearAnalysis.m.
1 % sets linear stiffness and geometric matrices
2 KL0 = sparse( 2*nnodes, 2*nnodes ) ;
3
4 for elem = 1:nelems
5
6 % obtains nodes and dofs of element
7 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ;
8 dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
9

10 A = As(Conec(elem,4)) ;
11 le = largosini(elem) ;
12
13 Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) ]' ;
14
15 B1e = 1.0 / ( le^2 ) * Xe' * Ge' ;
16
17 KT1e = dsigdepsk(elem) * A * le * ( B1e' * B1e ) ;
18
19 % matrices assembly
20 KL0 (dofselem,dofselem) = KL0 (dofselem,dofselem) + KT1e ;
21 end
22
23 KL0 = KL0 + KS ;
24
25 % boundary conditions are applied
26 KL0red = KL0 ( neumdofs, neumdofs );
27 Fextred = Fext ( neumdofs ) ;
28 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
29
30 uklin = KL0red \ Fextred ;
31 Uklin = zeros(2*nnodes,1) ;
32 Uklin(neumdofs ) = uklin ;
33
34 stresslink = zeros(nelems,1);
35 KGlin = sparse( 2*nnodes,2*nnodes) ;
36
37 for elem = 1:nelems
38 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ;
39 dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
40
41 R = [ cosini(elem) −sinini(elem) 0 0 ;
42 sinini(elem) cosini(elem) 0 0 ;
43 0 0 cosini(elem) −sinini(elem) ;
44 0 0 sinini(elem) cosini(elem) ] ;
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45
46 Uklocelem = R' * Uklin(dofselem) ;
47
48 epsk = ( Uklocelem(3) − Uklocelem(1) ) / largosini(elem) ;
49
50 stresslink(elem) = dsigdepsk(elem) * epsk ;
51
52 A = As(Conec(elem,4)) ;
53 le = largosini(elem) ;
54
55 Ksige = A * stresslink(elem) / le * Ge ;
56 KGlin (dofselem,dofselem) = KGlin (dofselem,dofselem) + Ksige ;
57
58 end
59
60 KGlinred = KGlin ( neumdofs,neumdofs) ;
61
62 % linear buckling analysis − LBA
63 [ ModesLinBuck, lambdas] = eig( KL0red , − KGlinred ) ;
64
65 [lambdas,perm] = sort(diag(lambdas));
66 ModesLinBuck=ModesLinBuck(:,perm);
67
68 factor_crit_lin = min( lambdas );
69
70 if factor_crit_lin < 0,
71
72 indsneg = find( lambdas <0) ;
73
74 fprintf(' ===== Warning: %3i negative linear buckling analysis factors! ===== \n

Removing negative eigenmodes.... \n',length(indsneg) );
75
76 lambdas(indsneg) = [] ;
77 ModesLinBuck(:,indsneg) = [] ;
78
79 fprintf(' =========================================================\n');
80 end
81
82 factor_crit_lin = min( lambdas ) ;
83
84 nmodesLinBuck = length(lambdas) ;
85 UsModesLinBuck = zeros( 2*nnodes, nmodesLinBuck ) ;
86
87 for i=1:nmodesLinBuck
88 uaux = ModesLinBuck(:,i) ;
89 UsModesLinBuck(neumdofs,i) = uaux / norm( uaux, 'inf' ) ;
90 end
91
92
93 %−−−−−−−−−−− plots−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
94
95 lw = 1.5;
96 ms = 3;
97
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98 linfig = figure ;
99 title('Linear analysis results')

100
101 subplot(2,2,1)
102 hold on, grid on
103
104 displacmat = reshape(Uklin,2,nnodes)' / norm( Uklin, 'inf' ) * (0.1 * strucsize) ;
105 Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;
106
107 for i=1:nelems
108 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),'b−o','linewidth',lw,'markersize',ms)
109 end
110
111 for i=1:nelems
112 xelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
113 yelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);
114 end
115
116 for i=1:nelems
117 plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:),'r−s','linewidth',lw,'markersize',ms)
118 end
119
120 axis equal
121 title('Deformed structure (scaled)')
122
123 subplot(2,2,2); hold on, grid on
124
125 tolstress = 1e−7*max(abs(stresslink));
126
127 for i=1:nelems
128 if stresslink(i) > tolstress, colornormalforce='b';
129 elseif stresslink(i) <−tolstress, colornormalforce='r';
130 else colornormalforce='w'; end
131
132 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),[colornormalforce '−o'],'linewidth',lw,'markersize'

,ms)
133 end
134
135 axis equal
136 title('Normal forces: >0 blue, <0 red, ==0 white.')
137
138 %−−−−−−−−−−− plots−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
139 subplot(2,2,3), hold on, grid on
140
141 modeaux = 1;
142
143 displacmat = reshape(UsModesLinBuck(:,modeaux),2,nnodes)' * (0.1*strucsize) ;
144 Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;
145
146
147 for i=1:nelems
148 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),'b−o','linewidth',lw,'markersize',ms)
149 end
150
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151 for i=1:nelems
152 xelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
153 yelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);
154 end
155
156 for i=1:nelems
157 plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:),'r−s','linewidth',lw,'markersize',ms)
158 end
159
160 axis equal, title('LBA mode 1')
161
162 %−−−−−−−−−−− plots 2−−−−−−−−−−−−−−−−
163 if length(lambdas)>1
164
165 subplot(2,2,4), hold on, grid on
166
167 modeaux = 2;
168 displacmat = reshape(UsModesLinBuck(:,modeaux),2,nnodes)' * ( 0.1*strucsize);
169 Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;
170
171 for i=1:nelems
172 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),'b−o','linewidth',lw,'markersize',ms)
173 end
174
175 for i=1:nelems
176 xelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
177 yelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);
178 end
179
180 for i=1:nelems
181 plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:),'r−s','linewidth',lw,'markersize',ms)
182 end
183 axis equal, title('LBA mode 2')
184 end

Código B.6: Contenido del archivo assembly.m.
1 % sets current tangent stiffness and geometric matrices
2 KL0 = sparse( 2*nnodes,2*nnodes) ;
3 KM = sparse( 2*nnodes,2*nnodes) ;
4 KG = sparse( 2*nnodes,2*nnodes) ;
5 FintGk = zeros( 2*nnodes,1) ;
6
7 for elem = 1:nelems
8
9 % obtains nodes and dofs of element

10 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ;
11 dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
12
13 % calculates important parameters of the element
14 A = As(Conec(elem,4)); le = largosini(elem);
15
16 Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) ]' ;
17 Ue = Uk(dofselem) ;
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18
19 B1e = 1.0 / ( le^2 ) * Xe' * Ge' ; B2e = 1.0 / ( le^2 ) * Ue' * Ge' ;
20
21 KT1e = dsigdepsk(elem) * A * le * ( B1e' * B1e ) ;
22 KT2e = dsigdepsk(elem) * A * le * ( B2e' * B1e + B1e' * B2e + B2e' * B2e ) ;
23 Ksige = A * Stressk(elem) / le * Ge ;
24 Finte = (B1e+B2e)' * A * le * Stressk(elem) ;
25
26 % matrices assembly
27 KL0 (dofselem,dofselem) = KL0 (dofselem,dofselem) + KT1e ;
28 KM (dofselem,dofselem) = KM (dofselem,dofselem) + KT1e + KT2e ;
29 KG (dofselem,dofselem) = KG (dofselem,dofselem) + Ksige ;
30
31 % internal loads vector assembly
32 FintGk ( dofselem) = FintGk(dofselem) + Finte ;
33
34 end
35
36 KM = KM + KS ;
37 KL0 = KL0 + KS ;
38
39 FintGk = FintGk + KS * Uk ;
40
41 % boundary conditions are applied
42 KL0red = KL0 ( neumdofs, neumdofs );
43 KMred = KM ( neumdofs, neumdofs );
44 KGred = KG ( neumdofs, neumdofs );
45 KTred = KMred + KGred ;

Código B.7: Contenido del archivo nodes2dofs.m.
1 % Octave function for nodes−to−dof conversion
2 function [dofs] = nodes2dofs( nodes , degreespernode )
3 n = length(nodes);
4 dofs = zeros( n*degreespernode , 1 ) ;
5 for i=1:n
6 for j=1:degreespernode
7 dofs( (i−1)*degreespernode + j ) = degreespernode * (nodes(i)−1) + j ;
8 end
9 end

Código B.8: Contenido del archivo NRIter.m.
1 #−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 # newton raphson iteration
3 #−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4
5 % assign current load factor adding a multiple of the incremental load
6 currLoadFactor = targetLoadFactr/nLoadSteps + targetLoadFactr/nLoadSteps * (

loadIter−1) ;
7 LoadFactrs(loadIter) = currLoadFactor ;
8
9 FextG = Fext * currLoadFactor ;
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10
11 Resred = FintGk(neumdofs) − FextG(neumdofs) ;
12
13 % incremental displacement
14 deltaured = KTred \ ( − Resred ) ;
15
16 normadeltau = norm( deltaured ) ;
17 normaUk = norm( Uk(neumdofs ) ) ;
18
19 Uk ( neumdofs ) = Uk(neumdofs ) + deltaured ;

Código B.9: Contenido del archivo NRALIter.m.
1 #−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 # implemented following Section 4.4.2 de Souza Neto et al
3 #−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4
5 Resred = FintGk(neumdofs) − Fext(neumdofs) * currLoadFactor ;
6
7 % incremental displacement
8 indepterm = [ −Resred Fext(neumdofs) ] ;
9

10 aux = KTred \ indepterm ;
11
12 deltauast = aux(:,1) ;
13 deltaubar = aux(:,2) ;
14
15 if dispIter == 1
16 if loadIter == 1
17 deltalambda = targetLoadFactr / nLoadSteps ;
18 else
19 aux = sign( convDeltau' * deltaubar ) ;
20 deltalambda = incremarclen * aux / ( sqrt( deltaubar' * deltaubar ) ) ;
21 end
22 else
23 ca = deltaubar' * deltaubar ;
24 cb = 2*(currDeltau + deltauast)' * deltaubar ;
25 cc = (currDeltau + deltauast)' * (currDeltau + deltauast) − incremarclen^2 ;
26 disc = sqrt(cb^2−4*ca*cc) ;
27
28 sols = −cb/(2*ca) + disc/(2*ca)*[−1 +1]' ;
29
30 vals = [ ( currDeltau + deltauast + deltaubar * sols(1) )' * currDeltau;
31 ( currDeltau + deltauast + deltaubar * sols(2) )' * currDeltau ] ;
32
33 deltalambda = sols( find( vals == max(vals) ) ) ;
34 end
35
36 currLoadFactor = currLoadFactor + deltalambda(1) ;
37
38 deltaured = deltauast + deltalambda(1) * deltaubar ;
39
40 normadeltau = norm( deltaured ) ;
41 normaUk = norm( Uk(neumdofs ) ) ;
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42
43 Uk ( neumdofs ) = Uk(neumdofs ) + deltaured ;
44 currDeltau = currDeltau + deltaured ;

Código B.10: Contenido del archivo stressUpdate.m.
1 for elem = 1:nelems
2 nodeselem = Conec(elem,1:2)' ;
3 dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
4
5 R = [ cosini(elem) −sinini(elem) 0 0 ;
6 sinini(elem) cosini(elem) 0 0 ;
7 0 0 cosini(elem) −sinini(elem) ;
8 0 0 sinini(elem) cosini(elem) ] ;
9

10 Uklocelem = R' * Uk(dofselem) ;
11
12 epsk = ( Uklocelem(3) − Uklocelem(1) ) / largosini(elem) ...
13 + 0.5* ( ( Uklocelem(3) − Uklocelem(1) ) / largosini(elem) )^2 ...
14 + 0.5* ( ( Uklocelem(4) − Uklocelem(2) ) / largosini(elem) )^2 ;
15
16 Strainsk(elem ) = epsk ;
17
18 [ Stressk(elem), dsigdepsk(elem)] = hyperElasModels ( epsk, HyperElasParams{

Conec(elem,3)} ) ;
19 end

Código B.11: Contenido del archivo hyperElasModels.m.
1 function [sigma, dsigdeps ] = hyperElasModels (epsilon, paramsmodel )
2
3 nummodel = paramsmodel(1) ;
4 paramsmodel = paramsmodel(2:end) ;
5
6 switch nummodel
7 case 1
8 % Linear material model (saint−venant−kirchhoff )
9 E = paramsmodel(1) ;

10 sigma = E * epsilon ;
11 dsigdeps = E ;
12
13 case 2
14 % Bi−modulus material model: param1: Tension young modulus, param2: Compression

modulus
15 ET = paramsmodel(1) ;
16 EC = paramsmodel(2) ;
17
18 if epsilon >=(−1e−15)
19 sigma = ET * epsilon ;
20 dsigdeps = ET ;
21 else
22 sigma = EC * epsilon ;
23 dsigdeps = EC ;
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24 end
25
26 case 3
27 % Bi−modulus material model with pre−strain: param1: Tension young modulus,
28 % param2: Compression modulus, param3: epszero (pre−strain)
29 ET = paramsmodel(1) ;
30 EC = paramsmodel(2) ;
31 epszero = paramsmodel(3) ;
32
33 if ( epsilon − epszero ) >=(−1e−15)
34 sigma = ET * ( epsilon − epszero ) ;
35 dsigdeps = ET ;
36 else
37 sigma = EC * ( epsilon − epszero ) ;
38 dsigdeps = EC ;
39 end
40
41 case 4
42 % Example 5.11 from Reddy nonlinear sqrt stress−strain constitutive relation
43 E = paramsmodel(1) ;
44 sigma = sign(epsilon) * E * sqrt( abs( epsilon) ) ;
45 if epsilon == 0
46 dsigdeps = E^2 ;
47 else
48 dsigdeps = 0.5 * E / sqrt( abs(epsilon) )
49 end
50
51 end

Código B.12: Contenido del archivo NLAPlots.m.
1 currdir = pwd ;
2 displacmat = reshape(Uk,2,nnodes)' ;
3 Nodesdef = Nodes + displacmat ;
4
5 lw = 2 ; ms = 5.5 ;
6 %~ lw2 = 2.8 ; ms2 = 23 ;
7 lw2 = 3.2 ; ms2 = 23 ;
8 plotfontsize = 22 ;
9

10 figure, hold on %, grid on
11
12 for i=1:nelems
13 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),'b−o','linewidth',lw*0.5,'markersize',ms*0.5)
14 end
15
16 for i=1:nelems
17 xelems(i,:) = Nodesdef( Conec(i,1:2) , 1);
18 yelems(i,:) = Nodesdef( Conec(i,1:2) , 2);
19 end
20
21 for i=1:nelems
22 plot(xelems(i,:),yelems(i,:),'r−o','linewidth',lw,'markersize',ms)
23 end
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24
25 axis equal
26
27 quiver( Nodesdef(:,1), Nodesdef(:,2) , Fext(1:2:end)*visualloadfactor ...
28 , Fext(2:2:end)*visualloadfactor ,0,'g',filled,'linewidth',lw2)
29
30 labx=xlabel('x'), laby=ylabel('y')
31 set(gca, 'linewidth', 1.2, 'fontsize', plotfontsize )
32 set(labx, FontSize, plotfontsize); set(laby, FontSize, plotfontsize);
33
34 if printflag == 1
35 cd(outputdir )
36 print( [ problemname '_deform' ] ,'−depslatex') ;
37 cd(currdir)
38 end
39
40 figure
41 plot(uks,LoadFactrs,'b.−','markersize',ms2,'linewidth',lw2)
42 grid on
43 labx=xlabel('Displacements'), laby=ylabel('Load factors')
44 set(gca, 'linewidth', 1, 'fontsize', plotfontsize )
45 set(labx, FontSize, plotfontsize); set(laby, FontSize, plotfontsize);
46
47 if printflag == 1
48 cd( outputdir )
49 print( problemname ,'−depslatex') ;
50 cd(currdir)
51 end

B.2. Ejemplos de archivos de entrada

En esta sección se presentan los archivos de entrada de la herramienta ONSAS
necesarios para obtener los resultados presentados a lo largo del texto.

B.2.1. Arco bi-articulado

Código B.13: Archivo de entrada para ejemplo de arco bi-articulado.
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % Two−dimensional pinned circular arch submitted to radial distributed load.
3 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4
5 problemname = 'Pinned_Circular_Arch_perf3' ;
6
7 E = 210e9 ;
8 HyperElasParams = cell(1,1) ;
9 HyperElasParams{1} = [1 E] ;

10
11 As = 0.4*.01 ;
12
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13 nelemsviga = 22 ;
14 nnodesviga = nelemsviga +1 ;
15 angle_alpha_arch = pi/6 ;
16 xnodsviga = linspace( −angle_alpha_arch+pi/2,angle_alpha_arch+pi/2,

nnodesviga )' ;
17
18 ri = 49; re = 50;
19
20 Rv = (ri+re)*.5 ;
21 hv = (re−ri) ;
22 Iv = As*hv^2/2 ;
23
24 PcritTeo = E*Iv / (Rv^3) * ( pi^2/angle_alpha_arch^2 −1 )
25
26 %−−−−−−−−− Node coordinates matrix−−−−−−−−
27 nnodes = 2*nnodesviga ;
28
29 Nodes = zeros(nnodes,2);
30
31 % polar coordinates matrix
32 Nodes(1:2:end,1) = xnodsviga; Nodes(2:2:end,1) = xnodsviga;
33 Nodes(1:2:end,2) = ones(nnodesviga,1)*ri; Nodes(2:2:end,2) = ones(nnodesviga,1)*re

;
34
35 radios = Nodes(:,2); thetas = Nodes(:,1);
36
37 % polar to cartesian transformation
38 Nodes = [ radios.*cos(thetas) radios.*sin(thetas) ] ;
39
40 # modify nodes to get pinned nodes
41 aux1 = Nodes (1 ,:)*0.5 + Nodes (2 ,:)*0.5 ;
42 aux2 = Nodes (end−1,:)*0.5 + Nodes (end,:)*0.5 ;
43
44 Nodes(1,:) = aux1 ; Nodes(2,:) = [] ;
45 Nodes(end−1,:) = aux2 ; Nodes(end ,:) = [] ;
46
47 nnodes = size(Nodes,1);
48 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
49
50 ndia=5;
51 for i=2:(nelemsviga−1)
52 auxi = (i−1)*2+1−1 ;
53 Conec ( ((i−2)*ndia+1):((i−1)*ndia) ,: ) = [ ...
54 auxi auxi+2 1 1 ; ... % 1 3 cordon
55 auxi auxi+3 1 1 ; ... % 1 4 diagon
56 auxi+1 auxi+2 1 1 ; ... % 2 3 diagon
57 auxi+1 auxi+3 1 1 ; ... % 2 4 cordon
58 auxi+2 auxi+3 1 1 ] ; % 3 4 alma
59 end
60
61 Conec = [ 1 2 1 1; 1 3 1 1; 2 3 1 1; Conec ];
62 Conec = [ Conec; nnodes−2 nnodes−1 1 1; nnodes−2 nnodes 1 1; nnodes−1 nnodes 1 1

];
63
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64 fixednodes = [ 1 nnodes ];
65 fixeddofs = nodes2dofs( fixednodes,2) ;
66
67 Lv = Rv*(2*angle_alpha_arch) ;
68 lelemviga = Lv / nelemsviga ;
69
70 nodesload = (2):2:(nnodes−2) ;
71
72 % external unitary loads vector
73 Fext = zeros(2*nnodes,1);
74 for i=1:length( nodesload )
75 coordaux = Nodes(nodesload(i),:)' ;
76 dofsnodesload = [ 2*nodesload(i)−1 2*nodesload(i) ]' ;
77 Fext( dofsnodesload ) = − coordaux / norm(coordaux) * lelemviga ;
78 end
79
80 refnodeload = (nnodesviga+1) ;
81
82 Springs = [ ];
83
84 controldof = −2*(nnodes/2);
85
86 targetLoadFactr = 2.5*PcritTeo ;
87
88 % params imperfeccion
89 %~ nLoadSteps = 25 ; incremarclen = 0.1 ; % limit point
90 %~ nLoadSteps = 200 ; incremarclen = 0.5 ; % post snap−through point
91 nLoadSteps = 150 ; incremarclen = 0.26 ; % zero load unstable point
92
93 LinBuckModeImperf = 0 ;
94 printflag = 1 ;
95
96 % Iterative method used: 1 incremental NR 2 Combined NR/arc−length method
97 solutionMethod = 2 ;
98
99 % nonlinear iteration parameters

100 NRtolits = 30 ;
101 NRtoldeltau = 1.0e−5 ;
102
103 diridofs = fixeddofs ;

Código B.14: Archivo de entrada para ejemplo de arco bi-articulado con imperfec-
ción.

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % A two−dimensional pinned circular arch submitted to radial distributed load.
3 %−−−−−−−−−−−−−−−−−
4
5 problemname = 'Pinned_Circular_Arch_imperf' ;
6
7 E = 210e9 ;
8 HyperElasParams = cell(1,1) ;
9 HyperElasParams{1} = [1 E] ;
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10
11 As = 0.4*.01 ;
12
13 nelemsviga = 22 ;
14 nnodesviga = nelemsviga +1 ;
15 angle_alpha_arch = pi/6 ;
16 xnodsviga = linspace( −angle_alpha_arch+pi/2,angle_alpha_arch+pi/2,

nnodesviga )' ;
17
18 ri = 49;
19 re = 50;
20
21 Rv = (ri+re)*.5 ;
22 hv = (re−ri) ;
23 Iv = As*hv^2/2 ;
24
25 PcritTeo = E*Iv / (Rv^3) * ( pi^2/angle_alpha_arch^2 −1 )
26
27
28 %−−−−−−−−− Node coordinates matrix−−−−−−−−
29 nnodes = 2*nnodesviga ;
30
31 Nodes = zeros(nnodes,2);
32
33 % polar coordinates matrix
34 Nodes(1:2:end,1) = xnodsviga; Nodes(2:2:end,1) = xnodsviga;
35 Nodes(1:2:end,2) = ones(nnodesviga,1)*ri; Nodes(2:2:end,2) = ones(nnodesviga,1)*re

;
36
37 radios = Nodes(:,2); thetas = Nodes(:,1);
38
39 % polar to cartesian transformation
40 Nodes = [ radios.*cos(thetas) radios.*sin(thetas) ] ;
41
42 # modify nodes to get pinned nodes
43 aux1 = Nodes (1 ,:)*0.5 + Nodes (2 ,:)*0.5 ;
44 aux2 = Nodes (end−1,:)*0.5 + Nodes (end,:)*0.5 ;
45
46 Nodes(1,:) = aux1 ; Nodes(2,:) = [] ;
47 Nodes(end−1,:) = aux2 ; Nodes(end ,:) = [] ;
48
49 nnodes = size(Nodes,1);
50 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
51
52 ndia=5;
53 for i=2:(nelemsviga−1)
54 auxi = (i−1)*2+1−1 ;
55 Conec ( ((i−2)*ndia+1):((i−1)*ndia) ,: ) = [ ...
56 auxi auxi+2 1 1 ; ... % 1 3 cordon
57 auxi auxi+3 1 1 ; ... % 1 4 diagon
58 auxi+1 auxi+2 1 1 ; ... % 2 3 diagon
59 auxi+1 auxi+3 1 1 ; ... % 2 4 cordon
60 auxi+2 auxi+3 1 1 ] ; % 3 4 alma
61 end
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62
63 Conec = [ 1 2 1 1; 1 3 1 1; 2 3 1 1; Conec ];
64 Conec = [ Conec; nnodes−2 nnodes−1 1 1; nnodes−2 nnodes 1 1; nnodes−1 nnodes 1 1

];
65
66 %~ fixednodes = [ 1 2 nnodes−1 nnodes ];
67 fixednodes = [ 1 nnodes ];
68 fixeddofs = nodes2dofs( fixednodes,2) ;
69
70 Lv = Rv*(2*angle_alpha_arch) ;
71 lelemviga = Lv / nelemsviga ;
72
73 nodesload = (2):2:(nnodes−2) ;
74
75 % external unitary loads vector
76 Fext = zeros(2*nnodes,1);
77 for i=1:length( nodesload )
78 coordaux = Nodes(nodesload(i),:)' ;
79 dofsnodesload = [ 2*nodesload(i)−1 2*nodesload(i) ]' ;
80 Fext( dofsnodesload ) = − coordaux / norm(coordaux) * lelemviga ;
81 end
82
83 refnodeload = (nnodesviga+1) ;
84
85 Springs = [ ];
86
87 controldof = −2*(nnodes/2);
88 targetLoadFactr = 2.5*PcritTeo ;
89
90 nLoadSteps = 400 ;
91 incremarclen = 0.08;
92 LinBuckModeImperf = 1 ;
93
94 printflag = 1 ;
95
96 % Iterative method used: 1 incremental NR 2 Combined NR/arc−length method
97 solutionMethod = 2 ;
98
99 % nonlinear iteration parameters

100 NRtolits = 30 ;
101 NRtoldeltau = 1.0e−5 ;
102
103 diridofs = fixeddofs ;

B.2.2. Ejemplo de cercha de Von Mises

En esta sección se presentan archivos de entrada correspondientes al problema
resuelto en el artículo (Li and Khandelwal, 2017).

Código B.15: Archivo de entrada para ejemplo de cercha de Von Mises.
1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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2 % Example 3.1 from journal article: Li and Khandelwal, 'Topology
3 % optimization of geometrically nonlinear trusses with spurious eigenmodes
4 % control', Engineering Structures, 131 (2017) 324−344, 2017.
5 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
6
7 problemname = 'VonMises_Li2017' ;
8
9 HyperElasParams = cell(1,1) ;

10 HyperElasParams{1} = [1 210e9] ;
11
12 As = 2.5e−4 ;
13
14 auxx = cos(65*pi/180) * 2 ;
15 auxy = sin(65*pi/180) * 2 ;
16
17 Nodes = [ 0 0 ; ...
18 auxx auxy ; ...
19 2*auxx 0 ] ;
20
21 Conec = [ 1 2 1 1 ;
22 2 3 1 1 ] ;
23
24 fixeddofs = [ 1 2 5 6 ] ;
25
26 % external unitary loads vector
27 Fext = zeros(6,1);
28 Fext(4) = −1 ;
29
30 Springs = [ ];
31
32 controldof = −4 ;
33
34 targetLoadFactr = 15e6 ;
35 nLoadSteps = 12 ;
36 incremarclen = 0.05;
37 LinBuckModeImperf = 0 ;
38 solutionMethod = 1 ;
39
40 printflag = 1;
41
42 % nonlinear iteration parameters
43 NRtolits = 30 ;
44 NRtoldeltau = 1.0e−5 ;
45
46 diridofs = fixeddofs ;
47
48 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Código B.16: Archivo de entrada para ejemplo de cercha de Von Mises con imper-
fección.

1 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2 % Example 3.1 from journal article: Li and Khandelwal, 'Topology
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3 % optimization of geometrically nonlinear trusses with spurious eigenmodes
4 % control', Engineering Structures, 131 (2017) 324−344, 2017.
5 % with geometric imperfections added.
6 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
7
8 problemname = 'VonMises_Li2017_imperf' ;
9

10 HyperElasParams = cell(1,1) ;
11 HyperElasParams{1} = [1 210e9] ;
12
13 As = 2.5e−4 ;
14
15 auxx = cos(65*pi/180) * 2 ;
16 auxy = sin(65*pi/180) * 2 ;
17
18 Nodes = [ 0 0 ; ...
19 auxx auxy ; ...
20 2*auxx 0 ] ;
21
22 Conec = [ 1 2 1 1 ;
23 2 3 1 1 ] ;
24
25 fixeddofs = [ 1 2 5 6 ] ;
26
27 % external unitary loads vector
28 Fext = zeros(6,1);
29 Fext(4) = −1 ;
30
31 Springs = [ ];
32
33 controldof = −4 ;
34
35 targetLoadFactr = 15e6 ;
36 nLoadSteps = 40 ;
37 incremarclen = 0.05;
38 LinBuckModeImperf = 1 ;
39 solutionMethod = 2 ;
40
41 printflag = 1;
42
43 % nonlinear iteration parameters
44 NRtolits = 30 ;
45 NRtoldeltau = 1.0e−5 ;
46
47 diridofs = fixeddofs ;
48
49 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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