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Prefacio

En este documento se presentan los conceptos impartidos en la primer edicién
del curso Analisis No Lineal de Estructuras, incluido en el Posgrado en Ingenieria
Estructural de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica. A lo largo
del texto se hace referencia a bibliografia especializada en la cual se pueden encon-
trar desarrollos detallados que complementan lo presentado, no obstante, cualquier
error es responsabilidad de los autores.

Con el objetivo de facilitar la asimilaciéon de conceptos, los autores desarrolla-
ron una herramienta informatica abierta (usando GNU-Octave) que permite resolver
problemas de anélisis no lineal de estructuras de barras articuladas. La herramienta,
llamada Open Nonlinear Structural Analysis System (ONSAS), fue desarrollada con el
objetivo de mostrar al lector una implementacion de algunos de los métodos de ana-
lisis descritos en el texto, asi como también poder brindar una herramienta gratuita
que permita resolver una amplia gama de problemas estructurales de interés.

El Capitulo [l comienza con una descripciéon de problemas estructurales que re-
quieren modelos no lineales, continuando con la introduccion a los procedimientos
numéricos necesarios para resolver las ecuaciones no lineales correspondientes.

En el Capitulo |2 se presentan herramientas analiticas para el analisis de estruc-
turas geométricamente no lineales y su aplicacién en ejemplos candnicos. También
se presenta una formulacién para la resoluciéon de problemas estructurales con no
linealidad geométrica basada en el Método de los Elementos Finitos.

En el Capitulo[3] se aborda el analisis de estructuras formadas por materiales en
los cuales la relacién entre tension y deformacion es no lineal. Se presentan modelos
de comportamiento constitutivo: hiperelastico, lineal a tramos y elasto-plastico.

El Capitulo [4] introduce al lector al analisis dindmico de estructuras con com-
portamiento no lineal. Para ello, se realiza una introduccion al analisis dindmico en
modelos estructurales lineales para luego pasar a considerar la dinamica de modelos
estructurales no lineales.

Los autores confian en que este texto puede resultar de utilidad para toda persona
interesada en comprender los conceptos basicos del analisis no lineal de estructuras
siguiendo literatura en espariol. E]l material, condensa una parte de la extensa biblio-
grafia que existe sobre el tema en cuestion, por lo que se invita al lector a continuar
la lectura en las referencias citadas a lo largo del texto. Los autores agradecen a los
colegas, amigos y familiares que de diversas formas han apoyado el desarrollo de
este material.

Montevideo, Uruguay, 22 de diciembre de 2017.



A los Profesores Adam Sadowski y Julio Borghi.
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Capitulo 1: Motivacion y Métodos Numeéricos

El andlisis de una estructura consiste en establecer ciertas hipotesis mecanicas
y fisicas sobre el comportamiento de la misma, obtener y resolver el modelo mate-
matico correspondiente, e interpretar los resultados. Si las hipétesis establecidas son
tales que las ecuaciones del modelo matematico son no lineales, el analisis es consi-
derado no lineal. La validez de los resultados de un analisis estructural depende de
las aproximaciones de la realidad dadas por las hipotesis definidas y de la precisién
de la resolucién del modelo matematico correspondiente.

Dado este marco, se enumeran a modo de motivacidon una serie de estructu-
ras o problemas estructurales reales que requieren el uso de modelos no lineales.
Posteriormente, se introducen algunos métodos numeéricos que permiten, mediante
herramientas computacionales, llevar a cabo el analisis no lineal de una estructura.

1.1. Motivacion y enfoque

Motivacion

El analisis no lineal de estructuras forma parte esencial de los conocimientos de
los ingenieros estructurales en disciplinas como: Civil (infraestructura), Mecanica,
Naval, Aeroespacial, Automotriz, Biomecanica, etc.

En algunas aplicaciones en el area Civil, en particular en estructuras de edifica-
cion sencillas, los efectos resultantes del comportamiento no lineal de las estructuras
estan contemplados mediante procedimientos codificados en las normas de disefio
estructural (ver por ejemplo ACI 318-14, AISC 360-16, Eurocodigos).

No obstante, para estructuras que se apartan de las hipotesis asumidas en los
procedimientos codificados, las normas mencionadas describen y admiten analisis
mas refinados de los efectos resultantes de la respuesta no lineal de las estructuras. La
necesidad de llevar adelante estos analisis se vuelve imprescindible para ciertos tipos
de estructuras que trabajan en régimen no lineal bajo cargas de servicio. Algunos
ejemplos de estas estructuras son:

= mastiles atirantados (Sparling} |1995),

= puentes suspendidos (Larsen et al.,|2000),
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= puentes atirantados (Wu et al.,|2015; Madrazo-Aguirre et al.,2015),
= analisis de placas o cascaras delgadas (Hunt and Wadee, |1998),

= estructuras reticuladas y aporticadas esbeltas (Morozov et al., 2011,
= cubiertas con membranas tensas (Bridgens and Birchalll [2012),

= cubiertas formadas por cables (Feng et al.,2013).

Adicionalmente, las normas modernas de disefio estructural admiten la deter-
minacién de la capacidad de las estructuras o componentes estructurales mediante
analisis numéricos apropiados. A modo de ejemplo, la norma EN 1993-1-6 aplicable
a cascaras de acero propone una secuencia progresiva de analisis de distinta comple-
jidad de manera de llegar a determinar la capacidad de una cascara de acero. Dicha
secuencia de anélisis es resumida a continuacion:

1) Analisis Elastico Lineal (LA),

2) Analisis de Bifurcacion Elastico Lineal (LBA),

3) Analisis No Lineal Geométrico Elastico (GNA),

4) Anélisis No Lineal Material (MNA),

5) Analisis No Lineal Geométrico Eléstico con Imperfecciones (GNIA),

6) Analisis No Lineal Material y Geométrico con Imperfecciones (GMNIA).

En la Figura[l.1]se presentan de forma esquematica las curvas de carga-deformacion
resultantes de los analisis enumerados anteriormente.

La norma recomienda realizar los distintos analisis utilizando el Método de los
Elementos Finitos (MEF), el cual sera presentado en la Seccién Al usar mode-
los numéricos para realizar la secuencia de anélisis descritos se debe comenzar por
el analisis mas sencillo (LA) e incorporar gradualmente complejidades de analisis y
examinando mediante un analisis critico los resultados que se van obteniendo. Co-
menzar los analisis partiendo de un modelo complejo puede ser peligroso ya que no
se tendra una idea clara de qué resultados se deben esperar y sobre donde podrian
haber errores ocultos en el modelo o la solucion numérica.

La capacidad de realizar analisis no lineales es critica también al disefiar estruc-
turas sometidas a acciones accidentales como por ejemplo impacto o explosion. Al
realizar el disefio de estructuras bajo hipétesis de colapso progresivo, como puede
ser la eliminacion de una columna en un edificio, se debe considerar que la estruc-
tura experimenta grandes deformaciones y el equilibrio en esas situaciones debe
necesariamente contemplar efectos no lineales tanto en la geometria como en los
materiales.
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Figura 1.1: Curvas de carga-desplazamiento esquematicas para distintos analisis.

Enfoque

En este documento se aborda el analisis no lineal de estructuras discretas, es decir
que no se presentan métodos para analisis no lineal de s6lidos continuos arbitrarios.
En particular, se consideran estructuras formadas mediante barras articuladas (reti-
culados) sometidas a distintas condiciones de apoyo y esfuerzos en las articulaciones
o nodos.

La consideracion de estructuras reticuladas permitira presentar conceptos y for-
mulaciones de complejidad relativamente baja sin dejar de lado los conceptos cen-
trales referentes a modelos estructurales no lineales.

Estos elementos estructurales relativamente sencillos permitiran idealizar otros
tipos de estructuras, como porticos o arcos, mediante estructuras reticuladas equi-
valentes. Esto permitira observar fenémenos como flexién en componentes estruc-
turales y en estructuras completas sin necesidad de desarrollar formulaciones de
elementos de tipo viga.

En el contexto de estructuras de barras, se introducen los conceptos de no linea-
lidad geométrica, inestabilidad, no linealidad material y dinamica no lineal. Cabe
aclarar que no se cubriran todas las posibles fuentes de no linealidad en el compor-
tamiento de estructuras, en particular no se estudiaran problemas de contacto entre
componentes estructurales, ni cargas dependientes de la geometria de la estructura

(following loads).



4 Capitulo 1. Motivacién y Métodos Numéricos

1.2. Métodos Numéricos para Ecuaciones No Lineales

Determinar las configuraciones de equilibrio de una estructura con comporta-
miento no lineal requiere la capacidad de resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
Por ende, los procedimientos de analisis no lineal de estructuras estan directamente
basados en métodos numéricos de resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales.
En varios casos, las aplicaciones practicas de resolucién de estructuras han sido las
precursoras de los que posteriormente serian métodos numéricos aplicados a diver-
sas ramas de la Ingenieria, como el Método de los Elementos Finitos (Zienkiewicz|
1972) (ver (Crisfield, [1996; Bathe, 2014) por més detalle).

Con el objetivo de evitar la asimilacion en simultaneo de procedimientos numé-
ricos y conceptos estructurales, se opta por comenzar presentando de forma aislada
los métodos numeéricos mas importantes para, en capitulos posteriores, aplicarlos en
el contexto de problemas estructurales.

El estudio y desarrollo de estos métodos numeéricos forma parte del area llamada
Continuaciéon Numérica, perteneciente a la disciplina Matematica Aplicada (Doedell
2014). En las siguientes secciones se presentan las tres clases principales de méto-
dos numéricos que son de utilidad para resolver sistemas de ecuaciones no lineales,
descritos a continuacion:

= Métodos Incrementales,
s Métodos Iterativos,
= Métodos de Longitud de Arco.

Actualmente existen diversos programas generales basados en implementacio-
nes de estos métodos. Asimismo, estos programas pueden ser aplicados al estudio de
problemas de estabilidad estructural, como se puede ver en trabajos como (Wadee
and Gardner,|2012).

En este documento se utiliza la siguiente notacion para representar vectores,
matrices y escalares: letras mintsculas en negrita para vectores (ej. u), letras ma-
yusculas en negrita para matrices (ej. K) y letras mayutsculas o mindsculas para
escalares (ej. o F).

Se considera una estructura discreta como aquella cuya geometria es determina-
da a partir de un nimero (n € N) de valores, o grados de libertad, dados por x € R™.
La estructura es sometida a un conjunto de cargas externas y se define un parame-
tro real A € R™ que corresponde al factor de carga. Es decir, \ es un parametro que
indica qué multiplo de la carga externa definida esta aplicada sobre la estructura. Se
considera que A = 0 implica una estructura descargada y que eso corresponde a la
estructura en la configuracion sin deformaciones, o lo que es lo mismo x = 0.

En situaciones donde A > 0, las condiciones de equilibrio, compatibilidad y re-
lacion constitutiva del material proveen un sistema de ecuaciones no lineales que
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vinculan x con \ mediante una funcién no lineal g : R” x RT — R" dada por:
g(x,\) = 0. (1.1)

La ecuacion anterior se puede reducir a un caso menos general asumiendo que
las cargas son independientes de los desplazamientos. En ese caso, la no linealidad
respecto de x estara contenida completamente en una funcion vectorial de fuerzas
internas f : R” — R" mientras que las cargas externas estan dadas por un vector
fijo v € R™. La ecuacién resultante es:

f(x) —Av=0. (1.2)

Las soluciones de los sistemas 0 determinan el conjunto de todas las
parejas de valores (), x) que satisfacen dichos sistemas no lineales. De forma equi-
valente, las soluciones se pueden considerar como trayectorias que pasan por (0, 0)
en el espacio de configuraciones de la estructura S = Rt x R" y que satisfacen la
Ecuacion en todo punto de dichas trayectorias. Aqui y en los capitulos siguien-
tes se llamara a dichas trayectorias como Curvas de Carga-Desplazamiento.

A continuacion, se describen métodos para hallar soluciones numéricas de (1.1)

o en su defecto (1.2).

1.2.1. Métodos Incrementales

En esta familia de métodos, se transforma el problema de determinar las trayec-
torias dadas por puntos P = (\,x) € S que verifican la Ecuacion (1.2), en hallar la
solucién de una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O).

Para ello se considera que las trayectorias se pueden parametrizar respecto de
A, con lo cual podemos escribir: (A, x(\)). Estos puntos satisfacen la ecuaciéon no
lineal dada por la Ecuacion (1.2) para todo A, por lo tanto:

f(x(N) — Av =0. (1.3)
Derivando ambos miembros de la Ecuacién respecto de A se obtiene:
F (x(\)%(\) —v = 0, (14)

donde F, es una matriz cuadrada (llamada matriz tangente) cuya entrada ¢j esta
dada por (F); ; = gf L. Asumiendo que F, es invertible se obtiene la siguiente
,

E.D.O. de primer orden:
x(\) = F 1 (x(\)v. (1.5)

La Ecuacién (L.5) en conjunto con la condicién inicial x(0) = 0, determinan un
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Problema de Valores Iniciales dado por:

ED.O {X(A) =F (x(W)v (1.6)

x(0) =0

Por conveniencia se hara referencia a este problema como una E.D.O.

A partir de este punto se puede aplicar cualquier método numérico para la reso-
lucién de E.D.Os. Ver por ejemplo (Kahaner et al.,|{1989), (Butcher,[2016) o las Notas
de Tedrico del curso Métodos Numéricos (dictado por el Instituto de Matematicas y
Estadistica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica).

A modo de ejemplo, se introduce un método extremadamente sencillo y sufi-
cientemente general como para poder apreciar este tipo de soluciones: el Método de
Euler Hacia Adelante (en inglés: Forward Euler).

Método de Euler Hacia Adelante

Dada una E.D.O. de primer orden genérica con variable independiente ¢, x(t) =
h(x(t),t) y una aproximacién numérica aceptable de la solucién de la E.D.O. en #y,
X = x(t1), se puede escribir el siguiente desarrollo de Taylor de x(¢) en ¢, (con

§ € (tr,1)): ,
x(t) = x(tx) + X(te) (£ = th) + SRt = ti)*. (17)

Evaluando la expresion dada por la Ecuacién (1.7) en ¢ = ¢ + At y usando que
X% = h(x,t) se tiene:

X(t, + At) = x(t) + h(x(tg), 1) At + %k(g)mz. (1.8)

Despreciando el término de segundo orden y llamando xx11 y X, a las aproxi-
maciones de x (¢t + At) y x(t) respectivamente, se obtiene:
Xp+1 = Xk + At - h(xg, t
FEuler{ " b (ks ) 1.9)
X = X(O)

El Método de Euler Hacia Adelante (Forward Euler) queda definido mediante la
expresion de la Ecuacion y es un método explicito dado que solo utiliza valores
ya calculados para determinar el préximo incremento. Existen otros métodos, impli-
citos, en los cuales el incremento esta dado por la solucion de una ecuacién implicita
(ver las referencias sobre métodos numéricos para resolucion de E.D.Os citadas por
mas detalle).

Es claro a partir de la Ecuacién que en cada paso este método se aleja de la
solucién exacta en un factor O(At?). Esto hace que este método, y todos los otros
métodos incrementales también, sufran de un efecto de deriva, llamado drift, de la



Seccion 1.2. Métodos Numéricos para Ecuaciones No Lineales 7

solucién numérica respecto de la solucion exacta tedrica.

Este drift se puede reducir utilizando métodos de mayor orden, los cuales son
mas costosos del punto de vista computacional, o usando incrementos At lo su-
ficientemente pequerios como para alcanzar una precision requerida en un cierto
valor objetivo ¢*.

Por ultimo, es necesario comentar sobre el costo computacional del Método de
Euler Hacia Adelante. A partir de la Ecuacion (1.9) se puede ver que cada paso del
método implica una evaluacion de la funcién h(x, t). Generalmente, el costo de la
evaluacion de h(xy, tx) supera con facilidad al resto de las operaciones de punto
flotante necesarias para completar el paso incremental. En el caso especifico de la
resolucién de una ecuacion no lineal mediante un método incremental, dicha evalua-
cién corresponde a h(xy, tx) = F, !(xx)v, lo cual tiene el costo de evaluar F . (x)
y luego resolver un sistema lineal (F,(x})z = v) con costo de O(n?) operaciones
en punto flotante en general (posiblemente menor si F',, es una matriz esparza).

Ejemplo Numérico 1: Solucién Incremental

A continuacidn se resuelve numéricamente la ecuacioén no lineal:

3 9 1 3
T 5T + 5% A=0. (1.10)

Esta ecuacion esta vinculada al analisis geométricamente no lineal de una estruc-
tura conocida como cercha de Von Mises, ver la Secciéon[2.1.3] La estructura tiene un
solo grado de libertad de desplazamiento vertical del centro de la cercha y exhibe
un comportamiento de tipo snap-through, es decir que al alcanzar un cierto nivel de
carga pierde estabilidad, produciéndose un “salto” a otra configuracion de equilibrio.

Es claro que el problema de encontrar la carga (\) que corresponde a un cierto
desplazamiento (z) es trivial, solamente se debe despejar A de la Ecuacion y
evaluar dicha expresion en el valor de desplazamiento dado (z).

El problema inverso, en el cual dado el nivel de carga se quiere hallar el despla-
zamiento correspondiente de la estructura, requiere el uso de un método numérico
para resolucion de ecuaciones no lineales, como por ejemplo el procedimiento in-
cremental visto anteriormente.

Dada la Ecuacién y comparando con la Seccién se puede ver que

v = 1y que las funciones f y F',, quedan definidas como:

3 1 3
f(o) =2 —Ja%+ 50"y Fu(a)=1-3z+352% (1.11)

respectivamente. Se desea obtener estimaciones de valores de la solucion (zj) en
incrementos A\ = 0,02 hasta alcanzar un valor objetivo A*.

El Método de Euler Hacia Adelante permite, comenzando desde xp = 0y A\g = 0,
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hallar las soluciones (z1, 3, ...) de forma incremental mediante la expresion:

1
a2, 40,02 — ). 112
e <1—3xk+§wi) (12

El método es implementado a través del codigo de Octave mostrado al final de esta
seccion en el Codigo

En la Figura|l.2| se muestran los resultados obtenidos al aplicar el método para
diferentes valores de X objetivo. En la grafica de la izquierda se puede ver el efecto
de drift, o separacion, entre la soluciéon exacta y la soluciéon numérica incremental.
En la grafica de la derecha se muestra lo que ocurre cuando el método es aplicado
para un valor A superior al correpsondiente a un punto con tangente horizontal
(que llamaremos: Punto Limite). Se ve claramente que la solucién numérica se aleja
desproporcionadamente de la solucién exacta.

021 0.4
=0-Solucion Numérica
—Solucién Exacta
0.15r
~< 0.1r ~<
0.05
=0-Solucién Numérica
=——Solucién Exacta
00 :
0 0.1 02 03 04 05

X

Figura 1.2: Soluciones obtenidas usando Euler Hacia Adelante. Izquierda: solucién
para A* = 0,18. Derecha: solucién para \* = 0,26.

Los resultados obtenidos permiten establecer que el método incremental des-
crito tiene dificultades para resolver el sistema mas all4 de puntos en los cuales se
cumple que: det(F,) = 0 (f' = 0 en este caso). Por otra parte el efecto de drift
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puede provocar que las soluciones tengan errores considerables si el incremento no
es cuidadosamente seleccionado. Estas desventajas del método motivan a introducir
los métodos iterativos en la siguiente seccion.

Codigo 1.1: Implementacion del Método de Euler para resolucién del Ejemplo Nu-
mérico 1.

%% Ejemplo Numerico 1 : Solucion Incremental %%
clc, clear all, close all

% Condiciones Iniciales
X0 = 0; L0 = 0;

% Definicion de v
v =1;

% Definicion de f(x)
f = @(X) x—3/2%x."2+1/2xx."3;

% Definicion de F_x(x)
Fx = @(x) 1—3%x+3/2%X."2;

% Definicion de h(x,lambda)
h = @(x) Fx(x)\v;

%% % %Solucion Incremental con Forward Euler %%%%
% Defino hasta que Lambda incrementamos
Lmax = .25;

x(:,1) = x0 ; L(1)=0;

% Defino Incremento Delta Lambda
DL = .02;

% Comienza secuencia de incrementos

i=1;

while L(end)<Lmax
x(:,i+1) = x(:,1i) + DL *x h(x(:,i)); % Forward Euler
L(i+1) = L(1)+DL;
i = 1i+1;

end

% Genero graficas de las soluciones

subplot(1,2,1) % Solucion Por debajo de punto limite
plot(x(1,1:end—2),L(1l:end—2), '*—k',0:.01:.5,f(0:.01:.5),'—r")
xlabel('x"), ylabel('$\lambdas$")

legend('Solucion Numerica', 'Solucion Exacta')

subplot(1,2,2) % Solucion Por encima de punto limite
plot(x(1,:),L, " 'k',0:.01:2.25,f(0:.01:2.25),"'—r")
xlabel('x"), ylabel('$\lambda$")

legend('Solucion Numerica', 'Solucion Exacta')
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1.2.2. Métodos Iterativos

Luego de haber presentado los métodos incrementales y observar desventajas
como el fendmeno de drift, se plantea en esta seccidn la resolucioén del problema en
cuestion por medio de métodos iterativos.

La idea fundamental de los métodos iterativos es fijar el valor del parametro
A = Ag y hallar el vector x; que verifica la ecuacién no lineal: f(x;) — Ayv = 0.
De esta manera las incognitas del sistema no lineal son solamente las entradas del
vector xy.

.. . o 0) . .
El procedimiento consiste en, dado un vector inicial x,(C ), iterar mediante algu-

. N . -,
na regla de manera de asegurar que el vector obtenido (X§C )) satisface la ecuaciéon
no lineal con una tolerancia definida a priori, siendo N el niimero de iteraciones
requeridas. La expresion matematica asociada a satisfacer la ecuacion no lineal es:

IE™M) = \ev]| < etor- (1.13)

Este procedimiento iterativo suele llamarse “iterar hasta obtener convergencia”.
Iterar hasta satisfacer la condicion dada por la Ecuacién garantiza que se habra
obtenido un punto (A, X](CN)) para el cual se tiene un error controlado respecto de
la solucién exacta. Es por esto que los métodos iterativos eliminan el problema de
drift.

A continuacién se presenta una de las reglas iterativas mas populares para re-
solver sistemas de ecuaciones no lineales, el llamado Método de Newton-Raphson.

Método de Newton-Raphson

En el Método de Newton-Raphson (NR) se asume que se cuenta con un vector
X}(€0) préximo a la solucién buscada x, de la Ecuacion (1.2). Para una ecuacién no
lineal con una sola incognita, el método se puede deducir mediante un argumento
geométrico, mientras que para un sistema de ecuaciones no lineales, la deduccién
requiere del concepto de linealizacion de funciones vectoriales.

A modo de referencia, el software SAP 2000° || utiliza iteraciones de N-R pa-
ra resolver problemas con no linealidad geométrica, permitiendo al usuario definir

parametros basicos del método.

Una Ecuacion y Una Variable: Se describe a continuacion la deduccién geo-
métrica para el caso de una sola incoégnita. De acuerdo a lo que se muestra en la
Figura[1.3 la idea del método es trazar la tangente a la curva (z, f(z)) en el punto

conocido x,(eo) y hallar la interseccién de esta recta tangente con la recta horizontal
dada por el nivel de carga definido: Ay v. El valor de x en esta interseccion sera la

imacion de la solucion de 1 . lineal 2V
nueva aproximacion de la sofucion de la ecuacion no linea xk .

ldesarrollado por Computers and Structures Inc.
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A\v I Recta tangente
A o Ree
)\krv //
—_—_——_———————— @_— ______________________
f : >

Figura 1.3: Representacion geométrica de iteracion de Newton-Raphson.

La ecuacion de recta de la tangente en el punto m,(co) esta dada por:

£ = f@) + @)@ -2, (1.14)

mientras que la ecuacion de la recta horizontal correspondiente al nivel de carga
especificado es:
Av = Apv. (1.15)

La interseccion de ambas rectas provee la siguiente ecuacion lineal en z:
0 0 0
)\kvzf(x,(c))—l—f’(m,(c))(ax—m,(c)). (1.16)

Resolviendo x en la ecuacién anterior y definiendo ese valor como la nueva apro-

. ., ., 1
ximacion de la solucion: 12 ), se llega a:

® _ (0 f(xz(go))—Mv
N (O N
f (xk )

El procedimiento anterior permite definir el método iterativo de Newton-Raphson:

(1.17)

LD _ ) Fa)) = aw
N-R{ ¥ k £ (1.18)

2

Es claro a partir de la Ecuacion (1.18) que este método no puede iterar si la de-
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rivada primera de f(z) es igual a cero en el punto donde se traza la tangente. Esta
limitacion también estara presente en el caso de Newton-Raphson para varias varia-
bles.

Sistema de n Ecuaciones y n Variables: A continuacion se presenta la deduc-
cién del método de Newton-Raphson para un sistema de n ecuaciones no lineales
con n incognitas. Se trabajara con el sistema de ecuaciones no lineales dado en la
Ecuaciéon . Para deducir el método, se linealiza el sistema de ecuaciones no li-
neales en el punto actual de la iteracion x](;). Esto se efectiia mediante un desarrollo
de Taylor de f respecto de la variable x en un entorno de xg):

v = f(x,(:)) +F, (x,(f))(x - x,(:)) + O(]|lx — X](j) 1%) (1.19)

Imponiendo que Av = A,V y truncando el término de mayor orden se obtiene
un sistema de ecuaciones lineales en la variable x:

Aev = F(x\) + Fo(x{7) (x — x() (1.20)
Se define el paso del método de Newton-Raphson como Axgj) = xgﬂ) — x,(;)
y a partir de la Ecuacién se obtiene:
F,(x)Ax® = - g(f(xgj)) - )\kv)

Actividad

Verificar que si x € R el método dado por la Ecuacién (1.21) se
reduce al presentado en la Ecuacion (1.18).

Asumiendo que el punto de arranque (X;CO)) esta suficientemente cerca de la so-
lucidn buscada, la sucesién de iterados que genera N-R converge con orden 2. Esto
significa que las distancias entre cada iterado y la solucion exacta (xj) verifican
||x,(;+1) — x| ~ B||x,(f) —x||% siendo B > 0 la velocidad de convergencia. En este
documento no se presentaran formalmente los conceptos de orden y velocidad de

convergencia, ver (Quarteroni et al.l[2007) por dichas definiciones.

El método de N-R presentado en l) requiere que F, (x](f)) sea invertible para
poder calcular el paso iterativo. Mas en general, para poder tener pasos iterativos
con precision confiable se debera cumplir que el nimero de condicion de la matriz

F, (x,(f)) sea pequeno. Ver la Seccién 7.6 del libro (Bjork, A. and Dahlquist,|2008) por
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mas detalles sobre estimacion de nimero de condicidn, perturbaciones y errores en
sistemas lineales.

En la introduccién a los métodos iterativos, en la Secci()n se introdujo un
criterio de parada general, el cual es valido evidentemente para la iteracién de N-R.
Existen otros posibles criterios de parada, como por ejemplo fijar un limite maximo
para el numero de iteraciones: ¢ < MAXITER. Otro criterio puede ser iterar hasta
que la diferencia relativa entre dos iterados sea menor que una tolerancia €,.;:

|Axy |

- €rel (1.22)
+1 re
x|

En cada iteracion de N-R se debe resolver un sistema de tamafio (n x n). Depen-
diendo de la estructura de la matriz F,, (xg)) esta solucion puede llevarse a cabo de
maneras mas eficientes que una escalerizacion de Gauss genérica. En el capitulo 8
de (Bathe, 2014) se pueden ver en detalle métodos numéricos eficientes usados para
la solucién de dichos sistemas lineales.

La evaluacion de la matriz F, y su factorizacion (solucion del sistema lineal) en
cada paso de N-R tiene un costo elevado. Existen otros métodos numéricos iterativos
que evitan evaluar F,, en cada iteracion, o que utilizan una definicion distinta para
F, de manera de obtener solucion con menor costo computacional en cada iteracion.

Método de Newton-Raphson Modificado

El método de N-R modificado presenta una alternativa para no tener que evaluar
y factorizar la matriz ', en cada iteraciéon. Precisamente esto es lo que define al
método en cuestion, el mismo deja fija la matriz F,, (x,go)) alolargo de lasiteraciones.

Algunas herramientas computacionales, como por ejemplo el software SAP 2000°,
resuelven problemas con no linealidad geométrica realizando un cierto numero de
iteraciones de NR modificado para luego pasar a realizar iteraciones Newton-Raphson
si no se alcanza convergencia.

La iteracién de Newton-Raphson modificado puede ser escrita como:

F,(x")Ax) = — ((f(xg?)) - )\kv)

N-R Modif. ¢ x("+1) — () | Ax (¥ (1.23)
Q)
k

Esto permite factorizar la matriz F, (X](CO)) al comienzo de las iteraciones y alma-

cenar dichos factores. Luego, en cada paso iterativo se debera resolver una sustitu-
cion hacia adelante y una sustitucion hacia atras para hallar AXS). El costo compu-
tacional de dichas sustituciones es un orden de magnitud menor (en n) que el de la

factorizacion de la matriz F,, (X]io)).
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Como contrapartida al costo computacional reducido de N-R Modificado, se des-

taca que el orden de convergencia del método es 1. Esto implica que las distancias
(i+1)
k

entre cada iterado y la solucion exacta (xj,) verifican ||x — x| = BHX](:) — X

con B € (0,1).

>

Métodos Cuasi-Newton

La familia de métodos cuasi-Newton comprende a aquellos en los cuales se cam-
bia la matriz F, del método de Newton-Raphson (matriz tangente) por una matriz
mas econdmica de evaluar y factorizar (matriz secante).

En el caso de una sola ecuacién y una sola incoégnita, el Método de la Secante
corresponde a un método cuasi-Newton. En éste método, en lugar de trazar la tan-

gente por el punto actual (;Ufj)), se traza la secante por el punto actual y el anterior
como se muestra en la Figura[1.4]

v A Recta secante

(0,0) 140 g™ x

Figura 1.4: Esquema Geométrico del Método de la Secante

Es claro que se deben especificar dos puntos de arranque para poder comenzar
a iterar con el Método de la Secante.
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Verificar que la expresion de la iteracion del Método de la secante
esta dada por:

i i—1
GO Wt

T T ) — f@l )

x](€i+1)

(f(xg)) — )\kv) (1.24)

El Método de la Secante tiene orden de convergencia super-lineal (Orden =

1+T\/g)’ lo cual lo posiciona como mas lento que N-R pero méas rapido que N-R Mo-
dificado.

La generalizaciéon del Método de la Secante a sistemas de ecuaciones no lineales
corresponde al Método de Broyden. En ese método, en lugar de la matriz tangente
F, utilizada en N-R, se utiliza una matriz secante que verifica una relacion en los
incrementos de f(x) y x de la forma: Af, = BjAxy. La condicién de matriz se-
cante no es suficiente para definir la completamente y es ahi donde surgen distintas
variantes. En la Seccion 7.1.4 de (Quarteroni et al.;|2007) se presenta una definicién
mas detallada del método.

Otro método cuasi-Newton que deriva de la condicion secante mencionada an-
teriormente es el Método BFGS, cuya formulacién puede encontrarse en la Seccién
8.4.2 de (Bathe, |2014).

El motivo por el cual estos métodos son atractivos es que en ellos las inversas
de las matrices secantes se actualizan de forma computacionalmente econémica a
partir de las anteriores. Se obtiene, por lo tanto, un compromiso entre velocidad y
economia computacional.

Ejemplo Numérico 2: Soluciones Iterativas

Se resuelve nuevamente la ecuacién no lineal vista en el ejemplo dado en la
Seccién [1.2.1] dada por la expresion:

1
T — gﬁ + 5:53 -A=0 (1.25)

En este caso se fija el nivel de carga A\, = 0,19 y se comienza la iteracion desde
x,(eo) = 0. La expresion del Método de Newton-Raphson para la ecuacion no lineal a
resolver esta dada por:

(i) Ok (i)3
LD _ @) T 5wy +gmy — 0,19
k - Yk

] 2
1-— 33:,(;) + %x,(f)

, (1.26)
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mientras que la iteracién del Método de Newton-Raphson Modificado esta dada por:

i )2 )3
n .

x,(g x,, (1.27)

La implementacién de ambos métodos se presenta al final de esta seccidn, en el
Codigo[1.2] En la Figura[L.5)se muestran resultados obtenidos al aplicar los métodos
a la resoluciéon del ejemplo considerando €;,; = 1075,

0.25 | = Solucién Exacta 0.257 =—Solucién Exacta
O Solucién Numérica O Solucién Numérica
0.2r
. - = =
E l'/i
it /7,
it Y
il
i
0.15 i
/4
.l 1
/< [} /< [}
'l 1
.l 1
.I 1
'l I
0.1 i 0.1 i
1 1
i i
i i
) j
; g
l/ l/
0.05 - 0.05 -
0" L L L L J 0" L L L L J

01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05

Figura 1.5: Resultados obtenidos por métodos iterativos. Izquierda: método de
Newton-Raphson. Derecha: método de Newton-Raphson Modificado.

El método Newton-Raphson Modificado requiere 20 iteraciones mientras que el
método Newton-Raphson requiere 7. Vale la pena remarcar que, dado que f'(x) en
la solucion tiene un valor cercano a cero, el método requiere un nimero de iteracio-
nes considerablemente elevado para converger. Esto se puede comprender mejor si
se tiene en cuenta el siguiente resultado tedrico: el método de N-R tiene orden de
convergencia igual a 1 cuando f’(x) en la raiz es igual a 0.
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Actividad

Modificar los parametros de la implementacion presentada y resol-
ver el ejemplo para A\, = 0,26 y otros dos valores superiores a 0,2.
Analizar los resultados y comparar con los obtenidos por el método
incremental.

Cédigo 1.2: Implementacién de métodos iterativos para ejemplo numérico 2.

%% Ejemplo Numerico 2 — Solucion Iterativa %%
clc, clear all, close all

% Punto de Arranque
X0 = 0;

% Definicion de v
v =1;

°Definicion de f(x) y F_x(x)
f = @(X) x—3/2%xx."2+1/2%x."3 ;
Fx = @(x) 1—3%x+3/2%x."2 ;

% Fijamos valor de Lambda_k
Lk = .19;

% Parametros de Criterios de Parada
EpsilonTol = le—10; MAXITER = 20;

%%%%Solucion Iterativa con N-R %%%%

xnr(:,1) = x0; i=1; Error = inf;

while and(Error > EpsilonTol, i<=MAXITER) % Comienzan iteraciones
Deltax = —(f(xnr(:,i))—Lkxv)/Fx(xnr(:,i)) ; % Incremento N-R
xnr(:,i+l) = xnr(:,i) + Deltax; % Paso N-R
Error = abs(f(xnr(:,i+1))—Lkx*v); % Evaluacion Error de Convergencia
i = 1i+41;

end

%%%%Solucion Iterativa con N-R Modif. %%%%
nrm(:,1) = x0 ; i=1; Error = inf;

while and(Error > EpsilonTol, i<=MAXITER) % Comienzan iteraciones
Deltax = —(f(xnrm(:,i))—Lkxv)/Fx(xnrm(:,1)) ; % Incremento N-R Modif
xnrm(:,i+1) = xnrm(:,i) + Deltax; % Paso N-R Modif.
Error = abs(f(xnrm(:,i+1))—Lk*v); % Evaluacion Error de Convergencia
i = i+41;

end

% Genero graficas de solucion para NR y NR Modif
subplot(1,2,1) % Newton—Raphson

Nnr = length(xnr);

grid = 0:.01:.5;

Solexact = f(grid);
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xnrz(1:2:2xNnr—1) = xnr; xnrz(2:2:2xNnr—1) = xnr(2:Nnr)

ynrz(1:2:2+«Nnr—1) = f(xnr); ynrz(2:2:2xNnr—1) = Lk;

plot(grid,Solexact, '—r',xnrz,ynrz,'—.b"',xnr,f(xnr), 'ok',[—1,6]1, [Lk,LKk], "k—.")
axis([0 0.5 0 0.255])

xlabel('x"), ylabel('\lambda'), legend('Solucion Exacta')

subplot(1,2,2) % Newton—Raphson Modficado

Nnrm = length(xnrm);

grid = 0:.01:.5;

Solexact = f(grid);

xnrmz(1:2:2xNnrm—1) = xnrm; xnrmz(2:2:2xNnrm—1) = xnrm(2:Nnrm) ;
ynrmz(1:2:2xNnrm—1) = f(xnrm); ynrmz(2:2:2%Nnrm—1) = Lk;

plot(grid,Solexact, '—r',xnrmz,ynrmz,'—.b"',xnrm,f(xnrm), 'ok',[—1,6],[Lk,Lk], "k—.")
axis([0 0.5 0 0.255])

xlabel('x"), ylabel('\lambda'), legend('Solucion Exacta')

1.2.3. Métodos de Longitud de Arco (Arc-Length)

En esta seccion se presenta una variante de Método de Longitud de Arco para
la resolucidn de sistemas de ecuaciones no lineales parametrizados del tipo dado en
la Ecuacion (1.3). Estos métodos son estudiados en matematica aplicada en el area
de continuacién numérica (ver notas del curso de Andlisis numérico de ecuaciones
no-lineales (Doedel} 2014) y el software AUTO-07p (Doedl and Oldeman,|2007)). Por
otra parte, se destaca que estos métodos fueron inicialmente desarrollados en el area
de anélisis estructural. Una breve reseria historica puede encontrarse en la Secciéon
9.3 de (Crisfieldl 1996).

La ventaja fundamental de estos métodos sobre los expuestos en las secciones
anteriores es que los Métodos de Longitud de Arco permiten resolver las ecuaciones
no lineales en situaciones en las cuales los métodos anteriores fallan o encuentran
problemas de convergencia.

Del punto de vista estructural, el interés en poder resolver el equilibrio de es-
tructuras mas alla de puntos criticos o puntos de soluciones con matriz tangente
singular (més detalles en Capitulo [2) se justifica en que:

—_

= Puede ocurrir que un punto critico solamente sea un maximo local de la curva
de carga-desplazamiento.

= Puede ocurrir que se desee analizar un componente asilado de una estructura,
para luego incorporar ese componente a una estructura completa.

= En general es importante saber cual es la carga de colapso de una estructura,
pero ademas es importante saber como es su comportamiento post-colapso, si
es ductil o fragil por ejemplo.

= Para saber que efectivamente se alcanz6 la capacidad de carga maxima de la
estructura, se debe ser capaz de resolver el equilibrio mas alla de dicho punto
para poder verificar que en efecto es un maximo.
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= Para poder estudiar el estado de tensiones que la estructura tiene en su carga
de colapso, se debe ser capaz de converger la solucién en dicho punto de carga
méaxima. Esto es dificil con los métodos presentados anteriormente.

= En la solucion de problemas elasticos-perfectamente plasticos, la carga ma-
xima de la estructura (capacidad plastica) es dificil de obtener mediante los
métodos anteriores dado que la curva de carga-desplazamiento alcanza una
meseta plastica en dicha carga.

Es claro a partir de lo anterior que estos métodos son esenciales para el analisis
computacional del colapso de estructuras. Algunas herramientas computacionales
como: ABAQUS®, LUSAS®, ANSYS® o ADINA® tienen la capacidad de llevar a cabo
analisis estaticos mediante este tipo de procedimientos.

En lo que sigue se presenta una version basica del método de Longitud de Arco,
la cual no es una implementacion eficiente pero tiene como ventaja la claridad en
su formulacioén. En la Seccion 9.3 de (Crisfield, [1996) se presenta una exposicién
completa de estos métodos y su historia.

La idea basica de estos métodos es considerar ax € R y A € R™ como incogni-
tas. Se requiere, naturalmente, que esas incognitas satisfagan la Ecuacion (L.3). Sin
embargo, ésta condicion por si sola no es suficiente para tener un problema deter-
minado, ya que se puede comprobar que en ese caso se tienen n + 1 incégnitas y n
ecuaciones. Por lo tanto, los métodos de Longitud de Arco imponen una restriccion
adicional de manera de obtener un problema determinado.

Dependiendo de cual sea dicha restriccion adicional y la implementacion elegida,
se obtienen los distintos métodos que forman parte de la familia de Métodos de
longitud de arco. Ver en (Crisfield, [1996) Métodos de Longitud de Arco Linealizado,
Cilindrico y Esférico. La restriccion adicional esta, tal como lo indica el nombre de
cada método, directamente relacionada al concepto de longitud del arco de la curva
carga-desplazamiento. En la Figura se presenta un esquema geométrico de la
restriccion de longitud de arco.

El incremento diferencial de la coordenada de longitud de arco s puede escribirse
en funcién de los incrementos de carga y desplazamiento como:

ds? = dxTdx + d\2y?vTy, (1.28)

donde %) es un factor de escala de la carga con respecto a los desplazamientos. Esta
relacion diferencial para la longitud de arco se puede traducir a una relacion en los
incrementos Ax y A\:

AP? = AxTAx + AX22vTy. (1.29)

Observar que el parametro Al? controla la distancia a la cual el método de Lon-
gitud de Arco busca el nuevo punto solucién de la ecuacion no lineal.
En lo que sigue, se asume que se tiene una solucion de la ecuacion (xg—1, Ag—1)
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Av A radio: A/

(0,0) Tr x)

Figura 1.6: Esquema geométrico del Método de Longitud de Arco.

y que el arco de radio Al esta centrado en ese punto. Con lo cual: Axy, = xp — Xg—1
y A)\k = )\k - /\k—l-

De esta manera el sistema de ecuaciones no lineales que se deberan satisfacer en
el método de Longitud de Arco propuesto son:

{f(xk) — v =0 (L30)

AxTAxy + AN 2vTv — A2 =0

Para obtener la expresion de la iteracion del método de Longitud de Arco se debe
linealizar las ecuaciones no lineales dadas en la Ecuaciéon (1.30) en torno al ultimo
punto iterado:

(Xk—l + AX](;), Ak_1+ A)\,(;))

respecto de las incognitas Axy y A\g.

Luego, se resuelve el sistema lineal resultante definiendo el paso iterativo del mé-
todo. Notar que se expresa la linealizacion e iteraciones respecto de los incrementos
de las variables x y A.

Las ecuaciones linealizadas resultantes son:

£ (31 + Ax(7) = (Aemr + AN v+ (xer + Ax() ox) = oAV =0 (131)
AxT A + ANy — AP+ 28x0 T 0x 1 202y Tv AN = 0 (1.32)
con los incrementos iterativos definidos como

sx\V = AxUTD ATy s = AU AN, (1.33)
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La version linealizada de la Ecuacion (1.30) se traduce en el siguiente sistema
lineal a ser resuelto en cada iteracion del método:

Fo () v o
2 (AX]; ) 202vIvAN oA,

(8 (s A7) — (e + 230 )

. , 4 (1.35)
— <AX](;)TAX](;) + A)\S)ZWVTV — AZQ)

La regla para actualizar la solucion en cada iteracion se desprende de la Ecua-

cion (133):
{A (+1) — Ax ”+5x

1.36
ANTD = AN +5A§j (136)

Como en cualquier método iterativo, se debe proporcionar un punto de arranque
y algun criterio de parada para terminar las iteraciones. Respecto al criterio de para-
da, se usaran criterios iguales a los usados en Newton-Raphson (ver Seccion[1.2.2).
Respecto al punto de inicio de la iteracion, se deben definir valores Axfﬁo) y A)\,(go).
Una posible opcién es considerarlos igual a una fracciéon de los incrementos dados
por el método de Euler Hacia Adelante (ver la Seccion[1.2.1).

Un punto adicional por comentar que surge de analizar la Figura[L.6] es que el
circulo que queda definido por la restriccion de Longitud de Arco corta a la curva de
carga-desplazamiento en dos puntos, uno avanza la solucion y el otro la retrocede.
Dado lo anterior, es posible que la iteracién converja al punto que hace que la so-
lucion retroceda en lugar de avanzar. Una manera de controlar esto es estudiando a
medida que avanza la solucion numérica si se pas6 un punto critico (Det(F,) = 0)
y en ese caso estudiar la necesidad de cambiar el signo del punto de arranque dado
por Euler Hacia Adelante.

Una observacion final del método presentado es que la matriz del sistema lineal
dado en la Ecuacién que debe ser resuelto en cada iteracion es no simétrica
y eso presenta una desventaja econémica en cuanto a la resoluciéon numérica del
sistema.

En el Capitulo [2| se describe una implementaciéon del Método de Longitud de
Arco para n grados de libertad que salva estas deficiencias. El mismo permite realizar
primero un paso de tipo N-R y luego determinar el incremento de Longitud de Arco a
partir de la solucién de una ecuacién polindémica de segundo grado. Se deben utilizar
criterios adicionales para decidir cuél de las dos raices del polinomio corresponde al
avance de la solucion.
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Ejemplo Numérico 3: Soluciéon con Método de Longitud de Arco

Se resuelve nuevamente la ecuacién no lineal vista en el ejemplo dado en la
Seccion [L.2.1] 5 )
z— §x2 + §x3 -A=0 (1.37)

En este caso se fijan los parametros del método de Longitud de Arco con los
valores: radio de Arco: Al = 0,083, factor de escala de cargas: 1) = 1 y pasos de
Método de Longitud de Arco: k = 1,2, ..., 50.

Esto resulta en la solucién numérica indicada con circulos negros en la Figura[1.7}

2.5

=—Solucién Exacta

O Soluciéon Numérica

-0.5 I I I I I

Figura 1.7: Soluciones Numéricas con Método de Longitud de Arco.

Notar que el método de Longitud de Arco utilizado logra pasar por dos puntos
criticos, uno en x ~ 0,5 y otroen z ~ 1,5.

También se puede observar en la Figura que los puntos que componen la
solucién mediante el procedimiento de Longitud de Arco se encuentran equiespa-
ciadas en la longitud de la curva correspondiente a la solucion exacta. Se debe notar
que para que dichos puntos parezcan equiespaciados, el grafico debe tener el mis-
mo escalado de ejes que la métrica usada como definicién de longitud de arco en la

Ecuacion (1.29).
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El codigo de Octave utilizado para generar la solucion numérica se presenta en

el Cédigo

Actividad

Estudie como cambiar el codigo dado para poder resolver un sistema
de ecuaciones no lineales en R".

Codigo 1.3: Solucion con Método de Longitud de Arco - Ejemplo Numérico 3.

%% Ejemplo Numerico 3 Solucion con Metodo de Longitud de Arco %%
clc, clear all, close all

% Punto Inicial
x0 = [0]; L6 = 0;

% Definicion de Ecuacion No—Lineal
v =1;

f = @(X) X—3/2%x."2+1/2xx."3;

F_x = @(X) 1-3%x+3/2%x."2;

% Pasos de Solucion con ArcLength
Nsteps = 50;

X = x0; L =10;

% Parametros de la restriccion de Long. Arco
psi =1; Dl = .083;

for k=1:Nsteps
% Inicializacion de Incrementos para Iteracion. F.Euler,
% Se ajusta el signo de DL en base a pasaje de un punto critico.
DL_ki = D1l/2;

if F_x(x(k))>0

DL_ki = DL_ki; % si la rama es ascendente usa +Forw.Euler
else

DL_ki = —DL_Kki; % si la rama es ascendente usa —Forw.Euler
end
Dx_ki = DL_kixv/F_x(x(k)); % Incremento Forw.Euler

% Parametros de Control de Iteracion
tol_F = le-8; Maxiter = 10;

% Iteracion de Metodo de Longitud de Arco.
i=1; err_F = inf;
while and(i<Maxiter , err_F>tol_F)
A = [F_x(x(k)+Dx_ki), —v ; 2*Dx_ki , 2xpsi®2*xv”~2xDL_kil;

b = [ —(f(x(k)+Dx_ki)—(L(k)+DL_ki)*v) ; —(Dx_ki”~2+(psi*v*DL_ki)"2—D1"2)];
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dIncr = A\b; % solucion del sistema lineal
Dx_ki = Dx_ki + dIncr(1l); % Actualizo el Incremento en x
DL_ki = DL_ki + dIncr(2); % Actualizo el Incremento en lambda

err_F = norm(f(x(k)+Dx_ki)—(L(k)+DL_ki)*v); % error para control de
convergencia

i = i+l; % incrementa contador de iteraciones
end

% Tenemos incrementos con convergencia deseada para el paso(k)
% Incremento x(k) para obtener x(k+1)
X(k+1) = x(k) + Dx_ki; L(k+1l) = L(k) + DL_ki;

end

% Genera graficas de Solucion Numerica y Exacta

grid = 0:.01:3; Solexact = f(grid);

plot(grid,Solexact, '—r',x,L, 'ok")

xlabel('x"'), ylabel('\lambda")

title('Solucion Con Metodo de Longitud de Arco')
legend('Solucion Exacta'), axis([0 3 —0.5 2.5], 'square')




Capitulo 2: No Linealidad Geométrica

En este capitulo se presentan algunos conceptos centrales del analisis de estruc-
turas que exhiben no linealidad geométrica. Se hara foco en estructuras discretas, es
decir no se hara énfasis en cuerpos continuos.

En la primer seccidn se presenta el Principio de Minima Energia Potencial Total
como herramienta para hallar las ecuaciones de equilibrio de estructuras elasticas
y estudiar la estabilidad de dichas estructuras, en la hipétesis de grandes desplaza-
mientos. A continuacién se presenta el Principio de los Trabajos Virtuales como una
herramienta alternativa, y mas general que la anterior, para determinar las ecuacio-
nes de equilibrio de estructuras. Posteriormente se introducen diferentes medidas
de deformacion no lineal como funcién de desplazamientos, aplicadas a miembros
de tipo biela. Habiendo cubierto los conceptos anteriores, se introduce una formu-
lacion de elementos finitos para bielas elasticas lineales. Dicha formulacién permite
analizar estructuras reticuladas sometidas a grandes desplazamientos y rotaciones
con pequenas deformaciones unitarias. Finalmente, se aplican los conceptos vistos
para describir métodos de analisis de estabilidad estructural en reticulados.

2.1. Principio de Minima Energia Potencial Total

En esta seccion se introduce el Principio de Minima Energia Potencial Total
(PMEPT), el cual permite determinar las ecuaciones de equilibrio y estudiar la es-
tabilidad de sistemas estructurales conservativos no linealed’| También es posible
profundizar en el analisis, mediante enfoques energéticos, de la estabilidad elastica
de estructuras siguiendo los libros (Thompson and Hunt, |1973;|Crisfield} |1997) y en
forma un poco menos especifica con el libro (Timoshenko and Gere||2009).

2.1.1. Definicion de Energia Potencial Total

Tal como fue indicado, se abordari el estudio de sistemas estructurales discretos
en los cuales se puede definir completamente la configuracioén del sistema mediante
un nimero (n) de coordenadas generalizadas (q = (q1, go, ..., ¢n) T € R").

1Como complemento a esta seccién se recomienda ver la presentacion, del Profesor M. A. Wadee del
Imperial College London, titulada Sandwiches, snakes and stays: interacting with instabilities, disponible en:
https://youtu.be/NSFqwxW7gRo| (ltimo acceso diciembre de 2017).


https://youtu.be/NSFqwxW7gRo
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Un sistema estructural conservativo que se encuentra en la configuracién dada
por ¢ tendra una energia potencial total V' (q) definida como:

V(q) = U(q) — Wk(q), (2.1)

donde U(q) esla energia elastica interna del sistema en la configuracién dada porq y
WEg(q) es el trabajo realizado por las fuerzas externas conservativas aplicadas sobre
el sistema desde una configuracion de referencia arbitraria hasta la configuracion q.

Un ejemplo sencillo mediante el cual se pueden fijar estos conceptos es el de un
sistema de una masa puntal (m) y un resorte eléstico lineal de constante (K) sujeto
a la accion externa de la gravedad (g), como el que se muestra en la Figura

0 T T

.

Figura 2.1: Esquema de sistema Masa-Resorte.

Se asume una configuracién (no necesariamente de equilibrio) en la cual la masa
se desplaza q respecto de la posicién neutra del resorte. En dicha configuracion, el
resorte se encuentra comprimido, con una cierta energia elastica interna almacenada
y la gravedad realiz6 un cierto trabajo,

2
Ulq) = KTQ +C1y Wa(q) =mgq+ Cs, (22)
respectivamente. Las constantes C'; y Cy corresponden a las referencias que se to-
men tanto para definir energia elastica interna como trabajo de fuerzas conservati-
vas externas. Como se vera mas adelante, estas constantes son intrascendentes para
estudiar el equilibrio y la estabilidad y pueden ser consideradas nulas por conve-
niencia.
La expresion de energia elastica interna del resorte se puede obtener consideran-
do el trabajo que se debe realizar sobre el resorte para llevarlo a una configuracién
comprimida (o extendida), en particular evaluando la siguiente integral:

q "q Kq2
U(q):/ F(u) du:/ Kudu:T+C1 (2.3)
q1 q1
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Dicha integral es la definicién de un componente elastico. Notar que uno po-
dria eventualmente utilizar una expresion no lineal para F'(u), con lo cual se estaria
considerando un resorte elastico pero no lineal.

A partir de lo anterior, el ejemplo de la masa y el resorte sometido a la accion de
la gravedad resulta tener la siguiente expresion para la energia potencial total:

Kq?

Vig) = M9 (2.4)

2.1.2. Equilibrio y Estabilidad

La definicién de Energia Potencial Total de la seccién anterior permite expresar
el equilibrio y la estabilidad de los sistemas estructurales de manera extremadamente
sencilla.

q es de Equilibrio < V (q) es estacionaria en q

Se puede mostrar que la condicion de equilibrio estatico correspondiente a esta
definicion es equivalente a la que se obtiene mediante la segunda ley de Newton. La
ventaja de formular el equilibrio mediante el Principio de Minima Energia Potencial
Total es que dicho procedimiento es significativamente mas sencillo y sistematico
que el de Newton. Sin embargo, se puede argumentar que se pierde cierta cuota de
intuicién con lo cual la segunda ley de Newton sigue teniendo un importante valor.

q es Estable < V(q) es tiene un minimo relativo estricto en q

La definicion de estabilidad del equilibrio estatico dada por la expresioén anterior
es particularmente simple de estudiar, especialmente si se compara contra la alter-
nativa de estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones dinamicas del
sistema frente a perturbaciones respecto de los equilibrios estaticos.

Si la funcién V(q) es suficientemente suave, las condiciones de equilibrio y es-
tabilidad pueden ser expresadas usando derivadas parciales de V(q):

ov
» Equilibrio & aq . =0

= Estabilidad < Hy

4 €s definida positiva.
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donde Hy es la matriz Hessiana de derivadas parciales segundas de V' (q). Una ma-
triz A es definida positiva por definicién si: Vu # 0 € R se cumple u” Au > 0.La
definicién de matriz definida positiva en el caso de matrices reales diagonalizables
es equivalente a que todos los valores propios sean positivos.

En el ejemplo del sistema masa-resorte, se puede ver que la condicion de equili-
brio resulta en:

av
(9) =Kq—mg=0, (2.5)
dq
lo cual resulta en la posicién de equilibrio esperada para el sistema. Adicionalmente,
d*v
se puede ver que y; gq) = K > 0, a partir de lo cual el axioma de estabilidad
q

garantiza que el equilibrio § = mg/K es estable como era de esperar.

Equilibrio y estabilidad en sistemas de un grado de libertad

La deduccién de la condicion de estabilidad para una V'(¢) diferenciable en un
grado de libertad (¢ € R) se presenta a continuacion.

Haciendo un desarrollo de Taylor de V' (g) en el punto ¢, se tiene un entorno de
radio € de § tal que V§ < e:

) ) 1 1
V(G+0) = V(@) + V'(9)lg0+ 5 V(@] 6" + 5 V(@) 0" + . 26)

La condicidén de minimo relativo estricto de V'(¢) en § corresponde a que exista
un entorno de § tal que V¢ se cumpla:

V(Gg+96)—V(gG) > 0. (2.7)

Despejando de la Ecuacién (2.6), se obtiene:
. . 1 1
V(G+0) = V(@) = V'(9)ly0+ 5 V(@] 6" + 5 V(@) 0" + . 28)

Dado que se considera una configuracion de equilibrio, se debe verificar que
V’(q)|; = 0. De esa manera se obtiene la siguiente igualdad:

R L1 1
V(G+96)—-V(G) = 3 V" (q)], 6% + 5 V" (q)|; 8%+ ... Vi<e (2.9)

con lo cual, se observa que si V"'(q)[; > 0 (y d es pequefio) entonces se satisface la
desigualdad de la Ecuacién (2.7) y por lo tanto § es un punto estable.

Notar que podria ocurrir que V"(q)[; = 0y se podria tener estabilidad si

V" (q)l, = 0y V(4)(q)|(j > 0. Con lo cual, estabilidad no necesariamente im-
plica derivada segunda de V' positiva. De todas formas, si ocurre lo anterior diremos
que el sistema es débilmente estable.
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Clasificacién de curvas de carga-desplazamiento

Las curvas curvas de carga-desplazamiento pueden ser clasificadas a partir del
estudio de la estabilidad de los equilibrios de los puntos que las integran. Partien-
do de una estructura sin carga aplicada (A = 0) e incrementando el factor de car-
ga gradualmente, se puede obtener un primer punto de equilibrio sobre la curva
de carga-desplazamiento para el cual V"'(¢q) = 0. Este punto es llamado Punto
Critico: C = (P°,Q°). En la Figura se presenta un ejemplo de curva carga-
desplazamiento en la cual, para cada nivel de carga, se esquematiza la energia po-
tencial total (ver (Thompson and Hunt}|1973) por otros ejemplos de este tipo de dia-
gramas). En cuanto a las curvas de carga-desplazamiento, las lineas s6lidas muestran
equilibrios estables mientras que las punteadas muestran equilibrios inestables. Se
debe notar la coincidencia de minimos (maximos) de la Energia Potencial Total con
puntos de equilibrio estable (inestable).

>

qi

Figura 2.2: Curva carga-desplazamiento de sistema con bifurcacién simétrica estable.

2.1.3. Clasificacion de Puntos Criticos

En esta seccién se presenta una clasificacion de puntos criticos a través de un
conjunto de sistemas estructurales formados por barras rigidas unidas por articu-
laciones y resortes elasticos lineales (de desplazamiento y/o de giro). Para cada es-
tructura y sistema de cargas se muestran las curvas de carga-desplazamiento para la
estructura sin imperfecciones (curva que parte del origen en color negro) y con im-
perfecciones geométricas (curvas que presentan un desplazamiento para carga nula
en color azul). Los tramos de trazo continuo representan equilibrios estables mien-
tras que los tramos discontinuos puntos de algtn tipo de inestabilidad como se vera
mas adelante.
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Punto Limite

Un punto limite corresponde a una situacién en la cual la estructura alcanza un
punto de equilibrio inestable para el cual se produce un salto a otro equilibrio estable
de manera dinamica (en inglés "Snap-through"). En la Figura[2.3a|se puede observar
una estructura con este comportamiento. La estructura es simétrica respecto al eje
vertical y el resorte horizontal tiene comportamiento lineal. Las barras en la confi-
guracion de referencia forman un angulo « con la horizontal, mientras que  indica
el angulo correspondiente a las barras en la posicion deformada.

P A punto limite

; P pe| / _saltodinimico

Iy

0

o

(a) Esquema de estructura. (b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.3: Estructura con comportamiento de punto limite.

En la Figura[2.3b] se muestra la curva carga desplazamiento correspondiente. El
tramo punteado indica puntos de equilibrio inestable. La estructura presenta un pun-
to limite en el punto indicado en el grafico. El comportamiento de estas estructuras
no es sensible a imperfecciones.

Bifurcacion Simétrica Estable

Una bifurcacion simétrica estable corresponde a una situacion en la cual una es-
tructura alcanza un punto critico y a partir de ese punto, su curva de carga-desplazamiento
se bifurca en varias ramas: una inestable y otras dos estables.

El pandeo de columnas elasticas pertenece a esta categoria. En la Figura se
puede ver una version discreta de ese tipo de estructura. En estos casos, al alcanzar-
se la bifurcacion las estructuras logran mantener la carga aunque sea con grandes
deformaciones (ej. regla elastica en compresioén). En la Figura se muestra la
curva carga-desplazamiento correspondiente. Notar que estas estructuras tampoco
son sensibles a imperfecciones, siempre y cuando el comportamiento permanezca
elastico.
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sin imperf. P ) bunto de bifurcacion

PC

/

con imperf.

>

(0,0) 0

(a) Esquema de estructura. (b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.4: Estructura con comportamiento de bifurcacién simétrica estable.

Bifurcacion Simétrica Inestable

Este tipo de comportamiento se corresponde al de estructuras y cargas tales que,
al alcanzarse la carga critica, la curva de carga-desplazamiento se divide en varias
ramas, todas inestables. La rama inicial (fundamental) es la tinica estable.

Las cascaras esbeltas sometidas a compresién meridional muestran este tipo de
inestabilidad, ya que al alcanzar el punto de bifurcacion pierden la capacidad de so-
portar la carga (ej. lata de aluminio en compresion). En la Figura[2.5ase muestra una
estructura discreta que exhibe este comportamiento, la configuracién de la estruc-
tura sin carga aplicada es representada por lineas punteada (6§ = 0) mientras que en
lineas solidas se muestra la configuraciéon deformada.

En la Figura[2.5b|se muestran las curvas carga-desplazamiento, donde se recuer-
da que lineas solidas corresponden a curvas con puntos de equilibrio estable y lineas
punteadas corresponden a puntos de equilibrio inestable.

En el grafico se observa que el comportamiento de estas estructuras es conside-
rablemente sensible a imperfecciones. En general, la carga maxima soportada por
la estructura decrece al considerar imperfecciones geométricas. El resultado obser-
vado en este ejemplo pone en evidencia la importancia de este tipo de analisis en
estructuras como cascaras.
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Apunto de bifurcacion

con imperf.

(0,0) 9

(a) Esquema de estructura. (b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.5: Estructura con comportamiento de bifurcacién simétrica inestable.

Bifurcacion Asimétrica

Este tipo de comportamiento corresponde a situaciones en las cuales la estruc-
tura alcanza una configuracion de equilibrio inestable en la cual la curva de carga-
desplazamiento se divide en varias ramas: dos ramas inestables y una estable. En la
Figura [2.6a se muestra otro ejemplo de estructura con este comportamiento. En la
Figura [2.6b| se muestran las curvas carga-desplazamiento.

P
P A Aynk de bifurcacién
ol
L sin imperf.
L >
) (07 0)
(a) Esquema de estructura. (b) Curva carga-desplazamiento.

Figura 2.6: Ejemplo de estructura con comportamiento de bifurcacién asimétrica.

Considerando perturbaciones o imperfecciones hacia un lado la estructura se
sigue una rama estable, mientras que con perturbaciones hacia el otro lado se si-
gue una rama inestable, con lo cual, se clasifica como inestable en general. Conse-
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cuentemente la estructura es considerada como sensible a imperfecciones. El portico
in-desplazable conocido como Roorda Frame presenta un comportamiento de tipo
bifurcacién asimétrica (Thompson and Hunt, [1973).

2.1.4. Ejemplo de Analisis de Equilibrio y Estabilidad

En lo que sigue se realiza el analisis, a modo de ejemplo, de la estructura corres-
pondiente a una versioén discreta de una viga-columna en compresion, la cual exhibe
una bifurcacién simétrica estable.

La configuracion de la estructura queda totalmente definida por el angulo que
forma la barra rigida superior con la vertical (f). Tomaremos como configuracion de
referencia para la energia interna y el trabajo externo la situacion de: § = 0.

El giro relativo () entre las dos barras conectadas mediante el resorte de giro
es igual a: ¢ = 260. El descenso (A) del punto de aplicacion de carga respecto de la
configuracion de referencia es:

A =2L(1 — cos(h)) (2.10)

A partir de esto, se puede escribir la energia elastica interna y el trabajo de la
fuerza aplicada en funcién de 6 como:

1
U9) = 5[((29)2 y  Wg() = 2PL(1 — cos(h)), (2.11)
respectivamente. La energia potencial total es, por lo tanto, igual a:
1
V(0) = 541{92 —2PL(1 — cos()). (2.12)

La ecuacion de equilibrio queda definida, mediante la condiciéon V' (0) = 0, co-
mo:

4K6 — 2PLsin(9) = 0. (2.13)

Las soluciones de esta ecuacion no lineal cumplen alguna de las siguientes condi-
ciones:

= RamaF: =0 VP eR
» Rama E: P =2K60/(Lsin(f)) con: § € (—m,7) \ 0.

La rama de la solucién hallada que pasa por el origen: (P = 0, § = 0) es llamada
la rama fundamental (Rama F).

Se procede a estudiar la estabilidad de los equilibrios hallados. En primer lugar
se analiza la estabilidad de la rama fundamental. Para ello primero se debe calcular
la derivada segunda de la energia potencial total: V"' (6)

V"(0) = 4K — 2P L cos(0), (2.14)
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luego, evaluando dicha funcién en la rama fundamental se obtiene:
V"), =4K — 2PL. (2.15)

Se puede observar que P = 2K/L es el nivel de carga del punto critico, ya
que la derivada segunda se anula por primera vez para esa carga. En dicho nivel de
carga la rama fundamental se bifurca, es decir que el equilibrio en § = 0 es estable
para cargas menores a PC e inestable para cargas mayores a PC.

Para estudiar la estabilidad de las ramas secundarias se evalua la derivada se-
gunda de V (0) obteniendo:

V"(0)|p = 4K (1 - ) > 0. (2.16)

tan(6)

A partir de la Ecuacién se comprueba que la Rama E (6 # 0) es estable.

Repetir el analisis anterior considerando la aproximacion: cos(f) ~
1 — 6%/2 en la Ecuacién (2.10). Mostrar que es posible identificar
el punto critico y la simetria de la bifurcacion. Verificar que no es
posible establecer si el equilibrio de las ramas es estable o inestable
y proponer una mejora de la aproximacion para lograr esto.

2.2. Principio de los Trabajos Virtuales

En esta seccidn se introduce el Principio de los Trabajos Virtuales (PTV), con el
objetivo de generar intuicién sobre su fundamento y validez para el analisis de es-
tructuras. EIPTV es una formulacién variacional del equilibrio estético, esto significa
que se plantea la condicion de equilibrio como una relaciéon que debe satisfacerse pa-
ra perturbaciones virtuales arbitrarias del sistema estructural. Esta formulacién del
equilibrio es usualmente llamada forma débil y es frecuentemente utilizada para el
desarrollo formal de métodos numéricos para analisis de estructuras (Hughes}|1987).

Se presentaran ejemplos triviales didacticos de aplicacion del PTV para determi-
nar las ecuaciones de equilibrio estatico. Se introducen luego ejemplos de aplicacién
del PTV de mayor interés practico en los que se incluyen componentes deforma-
bles. Adicionalmente, se mostrara la relacion entre el equilibrio calculado mediante
el Principio de Minima Energia Potencial Total y el determinado mediante el PTV.
Finalmente, se presenta la formulacion del PTV para elementos de tipo biela (miem-
bros puramente axiales) necesaria para la formulacién sistematica del Método de
Elementos Finitos.

Para la presentacion de los conceptos de esta seccion se adoptd un abordaje si-
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milar al de (McGuire et al.}|1999), sin embargo se puede encontrar otros desarrollos
en libros como (Reddy} 2002) o (Bathel [2014).

2.2.1. PTV para Particulas y Sistemas de Particulas

En lo que sigue se busca mostrar la equivalencia entre el enunciado del equilibrio
estatico de una particula mediante la Segunda Ley de Newton y el Principio de los
Trabajos Virtuales (PTV). En primer lugar se enuncia el PTV y luego se demostrara
su equivalencia con Newton.

Principio de Trabajos virtuales para una particula

Una particula esta en equilibrio estatico si se cumple que: para todo
desplazamiento virtual el trabajo de las fuerzas externas es nulo, es
decir:

5Wext =0 V(sx

A continuacion se muestra que el equilibrio estatico segun la Segunda Ley de
Newton implica el PTV.

Sea una particula sometida a un conjunto de fuerzas externas (f;) en equilibrio
estatico tal como se muestra en la Figura[2.7]

f>

el
Figura 2.7: Equilibrio de particula sometida a fuerzas externas.

El equilibrio estatico puede ser expresado mediante la Segunda Ley de Newton
como la siguiente ecuacion vectorial

> =0, (2.17)

i=1

siendo ny el nimero de fuerzas aplicadas (en este caso ny = 3).
Proyectando ambos lados de la igualdad dada en (2.17) segun la direcciéon de un
vector unitario cualquiera U se obtiene

> a'f =o0. (2.18)
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Se define el Desplazamiento Virtual de la particula como dx, siendo éste un pe-
queno desplazamiento virtual o hipotético de la particula, el cual no afecta el sistema
de fuerzas externo aplicado. En base a este desplazamiento virtual definimos el Tra-
bajo Virtual Externo, §Wey, como aquel que realizan las fuerzas externas para el

desplazamiento virtual:
ngs

Wew =y 6x"f;. (2.19)
=1

Dado que el desplazamiento virtual es arbitrario, el mismo puede ser expresado
como el producto de un vector unitario con direccién arbitraria i1 y una constante
dx pequena arbitraria . Es decir: 0x = dz 0.

A partir de lo anterior y la definicion de la Ecuacién se tiene que

nf
We =0z y_a"f; Yoz, Vi (2.20)
i=1

Usando el equilibrio estatico dado por Newton en la Ecuacién (2.18), se concluye
que
OWet =0 Vox, (2.21)

por lo que queda probado que el equilibrio de Newton implica que se cumpla el PTV
para la particula.

Actividad

Mostrar el reciproco del resultado anterior, es decir, mostrar que el
PTV implica la segunda ley de Newton.

2.2.2. PTV para Cuerpos Rigidos

Se propone avanzar, usando el resultado anterior, hacia el planteo del PTV para
un cuerpo rigido.

La hipotesis central considerada es que el cuerpo que estudiado es rigido, por lo
tanto incluso ante desplazamientos virtuales el cuerpo permanece rigido. Se ilustra
la situacion mediante el ejemplo de una barra rigida simplemente apoyada en sus
extremos y sometida a una fuerza lateral en la mitad de su largo, ver Figura[2.8a]

Para poder realizar un desplazamiento virtual de la barra rigida, se cambia el apo-
yo deslizante derecho por una fuerza estaticamente equivalente (la reaccion vertical),
ver Figura[2.8b] Una vez liberado ese vinculo, se puede considerar un desplazamien-
to virtual 0x de la barra rigida. Dicho desplazamiento debe satisfacer la condicion de
borde en desplazamiento dada en el apoyo simple izquierdo y también la condicién
de cuerpo rigido de la barra. Se concluye que el desplazamiento virtual debe ser un
giro rigido en torno al apoyo izquierdo.
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P

L2 L)2 AN

(a) Equilibrio de cuerpo rigido sometida a fuerzas externas.

(b) Movimiento virtual de cuerpo rigido.

Figura 2.8: PTV aplicado a equilibrio de cuerpo rigido.

Dado que el PTV para una particula también se aplica a un sistema de particulas,
se puede considerar el cuerpo rigido como un sistema de particulas con la propiedad
que las distancias relativas entre ellas se mantienen constantes. De lo anterior se
concluye que las fuerzas entre particulas no realizan trabajo virtual ya que durante
el desplazamiento virtual no hay cambios en las distancias relativas entre ellas y
por consiguiente no hay trabajo virtual. Por otro lado, la fuerza externa aplicada
si realiza trabajo sobre el desplazamiento virtual y lo mismo vale para la reaccion
derecha. A partir del razonamiento anterior y el PTV para sistemas de particulas, se
tiene:

5
Wt = —P 7“ YRpou=0 You (2.22)

Se obtiene la siguiente ecuacion:
P
_5 + RB ou=20 V(Su, (2.23)
donde, para que el producto se anule para todo du se debe cumplir:
Rp=—. (2.29)

La reaccion vertical del apoyo izquierdo se puede determinar mediante un pro-
cedimiento idéntico al presentado para la reaccion del apoyo derecho.

En conclusion, el PTV para cuerpos rigidos tiene la misma forma que el dado
para sistemas de particulas. Notar que se deben liberar vinculos de manera de poder
realizar los desplazamientos virtuales necesarios para determinar las ecuaciones de
equilibrio.
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Determinar todas las reacciones del ejemplo visto en esta seccion,
liberando todos los vinculos de apoyo al mismo tiempo y generando
asi un sistema de ecuaciones para determinar dichas reacciones.

2.2.3. PTV para Estructuras con Componentes Deformables

Dados los conceptos presentados hasta aqui, se puede pasar a estudiar el PTV
aplicado a estructuras con componentes deformables. Puntualmente, se considerara
como ejemplo la cercha de Von Mises, la cual fue introducida en la Seccién [2.1.3]

La estructura esta compuesta por dos barras de largo L, rigidas, unidas por una
articulacion perfecta. El extremo libre izquierdo de las barras se soporta mediante un
apoyo fijo y el extremo libre derecho mediante un apoyo deslizante. Ambos apoyos
se unen con un resorte, es decir, un cuerpo deformable (ver Figura[2.3a). Notar que no
se especifica la relacion constitutiva del resorte. La estructura se somete a una carga
externa vertical descendente P y el angulo que forma una de las barras inclinadas
con la horizontal para P = 0 es igual a «.

El paso clave para determinar el equilibrio del sistema estructural consiste en
sustituir el cuerpo deformable (resorte) por un conjunto de fuerzas estaticamente
equivalente y equilibrado aplicado al resto de la estructura.

Cuando la estructura esta en una configuracioén de equilibrio, el resorte puede
ser sustituido por dos fuerzas opuestas de valor Fj, aplicadas en los nodos de los
extremos. De esta forma se vuelve a tener una estructura compuesta de cuerpos
rigidos sometida a fuerzas externas (ver Figura[2.9), con lo cual se puede aplicar el
PTV tal como fue presentado en la seccion anterior, es decir:

W = 0. (2.25)

Se plantea un desplazamiento virtual cinematicamente admisible de la estructura
representado por 660 en torno a una configuracién deformada 6. La fuerza P hace
trabajo sobre el desplazamiento virtual descendente dw y la fuerza interna del resorte
Fiy hace trabajo sobre el desplazamiento virtual horizontal del apoyo derecho du.

Usando las relaciones cinematicas

w = L(sin(a) —sin(f)) y u = 2L(cos(d) — cos(w),
se pueden escribir todos los desplazamientos virtuales en funcién de §6:
dw = —Lcos(0)d0 y du=—2Lsin(6)d0. (2.26)

Dadas las fuerzas y desplazamientos virtuales se calcula el trabajo virtual de estas
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Figura 2.9: Cercha de Von Mises, con fuerzas internas.

fuerzas, para todo §6:
OW = Péw — Fi,idu (2.27)

Se define el primer término, dependiente de P, como el trabajo virtual de las
fuerzas externas: §Wey v el segundo término como menos el trabajo virtual de las
fuerzas internas: —dWiy.

A partir de las definiciones anteriores y el PTV para cuerpos rigidos, el PTV para
la estructura con cuerpos deformables resulta:

Wit = W V00 (2.28)

Mediante la Ecuacion (2.26) y el PTV se determina la ecuacién de equilibrio para
la cercha de Von Mises.

Péw = Fpou
PLcos(0)08 = F2Lsin(0)d0
(2F i sin(0) — Pcos(0)) 90 = 0 (2.29)

Se concluye que el equilibrio de la estructura esta dado por:
2F sin(@) — Pcos(0) =0 (2.30)

El analisis realizado permite escribir el PTV para estructuras con cuerpos defor-
mables de manera general como se enuncia a continuacién.

Principio de Trabajos Virtuales para Estructuras Deformables

Una estructura con componentes deformables esta en equilibrio es-
tatico si para todo desplazamiento virtual admisible du se cumple
que: Wy = 6Wigt.
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Relacién con Principio Minima Energia Potencial Total

Continuando el analisis de la cercha de Mises como ejemplo de un sistema estruc-
tural con componentes deformables, se procede a comparar los resultados obtenidos
mediante el Principio de Minima Energia Potencial Total con los del PTV.

Tal como se vio en la seccién anterior, no es necesario especificar la relacién
constitutiva del componente deformable para poder plantear el equilibrio mediante
el PTV. Se recuerda que para determinar completamente el comportamiento estati-
co de un solido se deben satisfacer las siguientes condiciones: Equilibrio, Relacién
Constitutiva y Compatibilidad.

En la cercha de Mises, es claro que el PTV garantiza la condicién de Equilibrio
y que la Compatibilidad queda dada por la relacién entre desplazamientos y defor-
maciones del componente deformable. De esta forma queda por imponer la relacién
constitutiva para tener determinado el comportamiento estatico de la estructura.

La relacion constitutiva elastica para el componente deformable da la siguiente
expresion para la energia interna (U) del mismo:

U= / Fin(s)ds (2.31)
uo
Por lo tanto, se puede escribir la fuerza interna como:
oU
Ent = 5 (2'32)
ou

En base al PTV dado en la Ecuacién (2.27), usando la definicion de Fi, para el
caso de un componente deformable elastico:

5Wext - Ent§u = 0

6Wext — aiU(SU = 0
ou

6Wext - 6U = O

V. =0

La ultima ecuacion muestra que el PTV sumado a la relacion constitutiva elas-
tica resulta en la condicién de equilibrio dada por el Principio de Minima Energia
Potencial Total. En conclusion, el PTV es un enunciado general del equilibrio que el
Principio de Minima Energia Potencial Total ya que no requiere que se cumpla una
relacion constitutiva en particular.
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Actividad

Determinar la ecuacion de equilibrio de la cercha de Mises bajo la
hipétesis de resorte elastico lineal de constante (K). Comparar la
solucion hallada con el resultado mostrado en la Seccién [2.1.3]

2.2.4. PTV para Elementos de Tipo Biela

En base a los casos del PTV presentados en las secciones anteriores, se puede pa-
sar a enunciar el PTV para el caso de elementos sdlidos deformables de tipo Biela. Es
decir, se estudia el PTV para barras que solamente pueden resistir esfuerzos axiales.

Se planteara el PTV para una barra aislada y esto permitira estudiar estructuras
compuestas de ensamblajes de barras de este tipo, simplemente sumando los trabajos
virtuales de todos los elementos considerados.

A partir del PTV para estructuras con componentes deformables visto en la sec-
cion anterior, se puede obtener una expresion para barras tipo biela. La expresion
del PTV es

OWint = Wext You €V, (2.33)

considerando a la barra como una colecciéon de componentes deformables de largo
-Fint

dé
dz y definiendo o = y de = D se puede llega a expresar el trabajo virtual

interno como una integral en el largo L de la barra en la configuracién de equilibrio.
Se obtiene entonces:

/ e dV = dul foy You € V. (2.34)
v

En la Ecuacion (2.34), la integral se realiza sobre la configuracion de equilibrio
(V), la tensién o es la tension en la configuracion de equilibrio dada como fuerza
por unidad de area en la configuraciéon deformada. Dado que la configuracion de
equilibrio es desconocida, esta expresion del PTV es problematica en cuanto a que
se integra sobre un volumen desconocido y a que las tensiones se refieren a un area
también desconocida.

La manera de resolver esta dificultad es cambiando en la integral las medidas
de deformacion y tension de manera que refieran a configuraciones conocidas. Las
configuraciones de referencia que se suelen seleccionar son:

» La configuracién indeformada (V), resultando en lo que se conoce como Total
Lagrangean Formulation.

= Una configuraciéon deformada conocida en un paso anterior (V%), resultando
en lo que se conoce como Updated Lagrangean Formulation.

Si se quiere analizar problemas con grandes deformaciones unitarias, es necesa-
rio distinguir respecto de cual configuracion se definen las tensiones, deformaciones
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y volumen de integracién. En el libro (Crisfield, |1996) se presenta un tratamiento
conciso de estos temas mientras que en los libros (Bathel [2014; Belytschko et al.l
2014) se puede encontrar un tratamiento méas detallado.

En el caso de comportamientos con grandes desplazamientos, grandes rotacio-
nes pero pequeiias deformaciones unitarias, podremos asumir que el area respecto
de la cual se define la tension o no cambia y que el volumen de integracién tampo-
co cambia. En este curso se estudian problemas de este tipo y se optd por utilizar
la Total Lagrangean Formulation, con lo cual las integrales y areas se refieren a la
configuracion inicial de la barra.

Principio de Trabajos Virtuales para Elemento de Biela

/ ooedVy =oulf, Vouey (2.35)
Vo

Las deformaciones virtuales du € V deberan ser suaves y cineméaticamente ad-
misibles. Es decir, con derivadas continuas y deben respetar las condiciones de borde
de desplazamientos.

2.3. Medidas No Lineales de Deformacion

En esta seccién se presentan medidas de deformacion no lineales respecto de
los desplazamientos. Las mismas se presentan en el contexto de una barra tipo biela,
pero estas medidas de deformacion se generalizan también al caso de cuerpos sélidos
continuos. Dado que en este documento no se discute el comportamiento de sélidos
continuos, se refiere al libro (Crisfield, |1996) por méas detalle de la generalizacion a
sélidos.

La definicién de medidas de deformacién no lineales en los desplazamientos per-
miten en conjunto con el PTV visto en la Seccion analizar la deformacion de
barras axiales (bielas) bajo hipotesis de grandes deformaciones, grandes rotaciones
y pequeiias deformaciones unitarias.

Se veran algunas definiciones distintas, se compararan los resultados que se ob-
tienen a partir de las mismas y se concluira seleccionando una de ellas para que
sirva de base del desarrollo de los elementos finitos que se formulan en la seccién
siguiente.

Esta seccion se basa en el Capitulo 3 del libro (Crisfield}|1996). También se puede
encontrar una presentacion similar a esta en el libro (Bonet and Wood, |2008).

2.3.1. Estructura de Referencia

La estructura mediante la cual se van a plantear las medidas de deformacién no
lineales es una version de la cercha de Von Mises. En este caso se considera una
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barra axialmente deformable (biela) inclinada, apoyada en su extremo izquierdo y
sujeta lateralmente en su extremo derecho. El extremo derecho desliza verticalmen-
te y sobre éste se aplica una carga vertical (P) definida como positiva cuando es

ascendente, ver Figura

Figura 2.10: Estructura de Referencia para Medidas de Deformacién No-Lineales.

La elevacion del extremo derecho en la configuracion indeformada (P = 0) res-
pecto del extremo izquierdo es igual a z. La coordenada w define completamente la
configuracion deformada de la estructura y es positiva en la direccién ascendente.

En la configuracion indeformada, la barra tiene largo [/, y el rea de su seccion es
A,. Mientras que un una configuracién deformada, la barra tiene largo [,, y el area
de su seccibén es A,,.

2.3.2. Deformacioén Unitaria Ingenieril Rotada

Se define la deformacioén unitaria ingenieril rotada como:

ln =1,
lo

£p = (2.36)

Notar que la deformacién unitaria se mide respecto de una direcciéon que rota
en conjunto con la barra y no respecto de ejes globales cartesianos fijos. Usando la
geometria dada en la Figura

1/2

L, = ((z +w)? +2?) (2.37)

Se calcula la variacion virtual de la deformacion unitaria ingenieril rotada usando
las definiciones dadas por las Ecuaciones (2.36) y (2.37).

_Oeg.  Oepll, . 12(z+w). (2t w)
= 5 T T T, Y @)
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Usando la Ecuacién en la Ecuacién y llamando la tensién en la barra
como o g:
opAy(z +w)
ln ’
Usando una relacion constitutiva con médulo elastico constante FE (0 = Eeg)
y expresando todo en funcion de la variable w:

Pp = (2.39)

EA,(z + w) ( (w+2)% 4+ 22 —lo)
Pp = . (2.40)
lon/(w+ 2)? + 22

Notar que la expresion de la Ecuacion (2.40) es no lineal respecto de w y sin duda
un tanto compleja.
2.3.3. Deformacion Unitaria de Green

Se define la deformacion unitaria de Green como:

2 -1 -~ 22w + w?
212 22

eqg = (2.41)

Mostrar que se cumple la identidad: e = eg(1 + g /2).

Dado el resultado de la actividad anterior se ve que para pequeiias deformacio-
nes unitarias ingenieriles rotadas, ambas medidas de deformaciones tienen valores
similares.

Se calcula la variacion virtual de la deformacion de Green usando las definiciones

dadas por las Ecuaciones (2.41) y (2.37), obteniendo
(z +w)

Oeq Ol 20, 2(z + w)
Ser — 26GOns o 2ln ) s = Y s, 2.42
G o, o T2 o, YT T (2.42)
Usando la Ecuacién en la Ecuacion (2.35) del PTV y llamando la tensién
en la barra como o¢:
Ao
Po = o5Ao(z +w) (2.43)
lo
Usando una relacién constitutiva con médulo elastico constante F (cg = Feg)
y expresando todo en funcién de la variable w:

 EA (2 +w) (22w + w?)

Fe 203

(2.44)
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Notar que la expresion de la Ecuacién es bastante mas simple que la ob-
tenida con la deformacion unitaria ingenieril rotada. Ademas, se puede ver que si
I, =~ [, entonces tanto las deformaciones unitarias como las relaciones de equilibrio
coinciden. En conclusién, en hipoétesis de pequeiias deformaciones unitarias los re-
sultados obtenidos con ambas deformaciones unitarias coincidiran de manera muy
aproximada.

2.3.4. Deformacion Unitaria de Logaritmica Rotada

La deformacién unitaria Logaritmica Rotada puede ser definida mediante la si-
guiente relacion incremental:

de = — (2.45)
donde [ es la longitud en una configuracién deformada dada y 0l es una variacion

de dicha longitud. La expresion de la deformacion es obtenida integrando estas va-
riaciones de deformacion dadas por la Ecuacion (2.45):

l7L
e = de=1In (Zln) . (2.46)
lo o

Actividad

Mostrar que las deformaciones unitarias vistas estan relacionadas
segun la identidad:

1
e, =In(l+4+¢eg) = 5111(1 + 2eq).

Se calcula la variacién virtual de la deformacion logaritmica rotada usando las

definiciones (2.45) y (2.37).

O, 10, 12z4w) . (z4w)

Usando la Ecuacion (2.47) y la Ecuacion (2.34), dado que la variacion virtual de
la deformacidn logaritmica esta referida a la configuracion deformada, y llamando
la tension en la barra como o7, se obtiene:

or(z+w)A,l
p, = 2Lt W)l 5 JAnln, (2.48)
ln

Se asume ahora que se trabaja bajo pequefias deformaciones y por lo tanto: A, ~
A, y también [, ~ [,, lo cual permite asumir que el volumen de la barra no cambia
al llegar a la configuracion deformada: I, A, ~ I, A,.
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Se asume una relacién constitutiva con moédulo elastico constante E (o0, = Fep)
y luego se expresa todo en funcién de la variable w:

E(z +w)Aul, (z 4+ w)? + 22

P =
7+ w)? + a2 . lo

(2.49)

Notar que la expresion de la Ecuacién (2.49) es nuevamente bastante compleja
en comparacion con la dada por la deformacién unitaria de Green.

2.3.5. Comparacion de las Medidas de Deformacion

Antes de pasar a la comparaciéon numérica de las relaciones de equilibrio obte-
nidas para cada deformacién unitaria asumida, se analiza el equilibrio de la barra
mediante la segunda ley de Newton.

Proyectando la fuerza axial de la barra en la configuracién deformada segin la
direccién vertical e igualando a la fuerza externa P se obtiene:

w+ z

P=cA, ;

(2.50)

La tension axial de la barra definida como fuerza axial sobre area de la barra en
la configuracion deformada (o = F'/A,,) se denomina tensién de Cauchy y se puede
considerar como la tensioén axial "real” de la barra. Esta es la tensién que es relevante
del punto de vista ingenieril ya que tiene un claro significado fisico.

Si se compara la relacion de equilibrio dada por la Ecuacioén con la obtenida
a través de la deformacion logaritmica rotada en la Ecuacién senotaque oy =
0. Por otro lado, comparando con las tensiones usadas con las otras medidas de
deformaciones: o = 0 A, /A, y 0 = 0 Anl./(Aoly).

Por lo tanto las tension que obtenemos usando la deformacién de Green necesita
ser corregida para obtener la tension de real o de Cauchy. La tension obtenida al usar
la deformacion unitaria de Green se llama la Segunda Tensién de Piola-Kirchoff y
tiene generalizacion en forma de tensor para sélidos continuos.

Como se mencionod anteriormente, si verifica que las deformaciones unitarias son
pequenias, entonces los largos de barras y areas de barras pueden considerarse como
aproximadamente constantes durante la deformacién. Esto resulta en que og >~ ¢
y de esta forma, con buen grado de aproximacién, no se requiere correccién alguna
para las tensiones.

A continuacion, para comparar numéricamente las relaciones de equilibrio obte-
nidas, se asumen valores concretos para los parametros de la estructura y se calculan
los valores de g para cada medida de deformacidn considerada. Los valores asumidos
son: = 2500, Ag = 100, E = 5 x 10%, z = 2500. Los resultados se ven el la Figura
211

Se puede ver como en las posiciones con pequefias deformaciones los resultados
de las distintas medidas de deformacion coinciden, es decir cerca de w = 0 y cerca
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& Pp: Def. Unit. Ing. Rotada
=#= Pg: Def. Unit. de Green

10 (|0~ Pr: Def. Unit. Log. Rotada

Carga: (-P x 107)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Desplazamiento: (-w)

Figura 2.11: Curvas carga-desplazamiento para distintas medidas de deformacion.

de w = 5000. Mientras que en las posiciones con mayores deformaciones unitarias,
los resultados dados por las distintas medidas de deformacién difieren. Siendo la de
Green la que presenta el comportamiento mas flexible.

Cabe indicar que en el cilculo de o, se asumié que el volumen de la barra era
constante.

Adicionalmente, se utiliz6 la misma relacion constitutiva con un médulo F fijo
para todas las deformaciones unitarias vistas. Es claro que imponer la misma relacién
lineal a distintas medidas de tension y deformacion resulta en distintas predicciones
en la hipétesis de grandes deformaciones unitarias. Un tratamiento mas detallado
de estos temas corresponde al analisis con grandes deformaciones unitarias, lo cual
esta fuera del alcance de este curso.

Como conclusion a los conceptos presentados en este capitulo, se vieron distin-
tas medidas de deformacion unitarias no lineales respecto de los desplazamientos.
Cada una se relaciona a través del PTV a una medida de tension conjugada. Se vie-
ron las equivalencias tanto entre medidas de deformacién como entre medidas de
tension y se introdujo la medida de tension “real” de Cauchy. La equivalencia tanto
entre medidas de tensiones y medidas de deformaciones fue mostrada para el caso
de pequenas deformaciones unitarias.

En secciones siguientes, se utilizara la deformacion de Green como la base de
desarrollo de elementos finitos de barra para grandes desplazamientos y rotaciones
pero pequenas deformaciones unitarias.
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El cbdigo de Octave usado para generar la Figura se presenta en el Codi-

go[2d]

Codigo 2.1: Medidas de deformacion no lineales - Grafico comparativo.

%% Medidas de Deformacion No—Lineales %%Grafica de Resultados de Seccion 2.3
clc; clear

% Parametros de la Estructura
x=2500; z=2500;
AO = 100; E = 5e5;

% Calculo longitud incial barra
10 = sqrt(z"2+x"2);

% Se define q para las distintas medidas de deformacion

PE = @(w) ExAOx(z+w).*x(sqrt((w+z).”2+x"2)—10)./(10xsqrt((w+z)."2+x"2));
PG = @(w) ExA0x(z+w).x(2xzxw+w.”2)/(2x10"3);

PL = @(w) ExA0x10x(z+w).xlog(sqrt((z+w).”2+x72)/10)./((z+w)."2+x"2);

% Se define rango de valores de w para graficar
= linspace(—6000,0,100);

% Se grafica

plot(—w,—PE(w)/1e6, '—r"',—w,—PG(w)/1e6, '—b',—w,—PL(w)/1e6, ' :k")

legend('P_E: Def. Unit. Ing. Rotada','P_G: Def. Unit. de Green',k 'P_L: Def. Unit.
Log. Rotada')

xlabel('Desplazamiento: (—w)'); ylabel('Carga: (—P x 107+76)")

2.4. Método de Elementos Finitos Incremental

Para realizar el analisis no lineal de estructuras es necesario contar con métodos
matematicos que permitan resolver las ecuaciones del principio de trabajos virtuales
y obtener las configuraciones de equilibrio para cada carga considerada. Dado que
la deformacion es una funcién no lineal de los desplazamientos, las ecuaciones del
principio de trabajos virtuales consisten en un sistema de ecuaciones no lineales. Las
soluciones analiticas de estas ecuaciones permiten comprender conceptos estructu-
rales importantes de cada estructura, sin embargo estas son obtenibles inicamente
para esquemas estructurales de tamaiio reducido. En esta seccién se haré foco en
métodos utilizados para la obtencion de soluciones numéricas de las ecuaciones del
PTV.

En esta seccion se describe un método numérico basado en el Método de Newton-
Raphson y el Método de los Elementos Finitos para la resolucion del principio de
trabajos virtuales. El desarrollo es presentado utilizando una notacioén y metodologia
similares a las utilizadas en la literatura de referencia (Crisfield, 1996t |de Souza Neto
et al [2008; |de Borst et al., [2012), en la cual la formulacion es usualmente llamada
Total Lagrangian Formulation.
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2.4.1. Método de los Elementos Finitos en analisis lineal de reticulados

La necesidad de resolver problemas de analisis de estructuras de grandes dimen-
siones de forma eficiente llevo al desarrollo del Método de los Elementos Finitos
(MEF) en la segunda mitad del siglo XX.|Zienkiewicz es considerado como uno de los
lideres mas importantes en el proceso de concepcion del método orientado al anali-
sis de estructuras (Zienkiewiczl 1972), seguido por Bathe|y Hughes|quienes también
lideraron el desarrollo del método para la resolucién de diversos problemas de in-
genieria mecanica (Bathe} [1982; Hughes||1987). En las décadas posteriores, y gracias
al creciente acceso a computadoras, el método se convirtio en la herramienta de
referencia para la resolucién practica de problemas en diversas disciplinas de la in-
genieria, particularmente en ingenieria estructural (Ofate, [2013; Zienkiewicz et al.|
2014). En esta seccion se presentan, de forma esquematica, los conceptos basicos del
MEF para el anélisis lineal de estructuras de barras articuladas.

Sea una estructura que ocupa una cierta regiéon del espacio, se establece una
subdivision de dicha region en elementos, los cuales forman una malla. En el caso
de estructuras reticuladas cada barra representa un elemento. Considerando en este
caso que se tiene una estructura reticulada plana formada por n. barras, el despla-
zamiento en el plano de todo punto de cada barra puede ser interpolado a partir del
desplazamiento de sus nodos, esto es:

u(xe) = ?oc(xe)u;om 700 = [ze;eme 0 %: 0] ) (2'51)

donde u® es el vector de desplazamientos nodales del elemento (o barra) e, £¢ es el
largo del elemento y 2¢ € [0, ¢°] es una coordenada auxiliar local del elemento. A
pesar de que otras interpolaciones pueden ser consideradas, son utilizadas funciones
lineales, las cuales son adecuadas para problemas de barras con fuerza de volumen
aplicadas despreciables.

Aplicando la relacién lineal entre desplazamientos y deformacion (ingenieril) se
obtiene la expresion:

€ € € € € 1
e = bL,lOC(I )uloc con bL,lOC = E [_1 0 1 0] . (252)

Para poder aplicar el PTV a toda la estructura es necesario considerar un sistema
de coordenadas global, para esto se realiza un cambio de base:

cos(¢®) —sin(¢°) 0 0
u® = Qeuleoc con Qe - Sln(d)e) COS(¢€) (() e) —SiI(l)((be) 5 (253)

0 sin(¢®)  cos(¢®)

donde se puede ver que ¢° es el angulo medido en sentido antihorario desde el eje
x del sistema global al eje = local y Q€ es la matriz de cambio de base del sistema
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local al global o la matriz asociada a la transformacién lineal giopqi(I)i0c.
Sustituyendo en la Ecuacién (2.52) se obtiene la expresion:

€’ =bfu®, b§ = Kle [—cos(¢?) —sin(¢®) cos(¢®) sin(¢?)], (2.54)

y sustituyendo en la ecuacion constitutiva se obtiene la tension en funcién de los
desplazamientos nodales:
c¢ = Ebfu®, (2.55)

donde E es el modulo de elasticidad de la barra.

Se esta en condiciones ahora de sustituir las expresiones en el principio de tra-
bajos virtuales, comenzando por el trabajo interno. El trabajo interno de una barra
esta dado por:

Win(u®) = [ de°0°da = / (5u®)" (b$)" EAbS u® dz = (0u®)” £, (u®)
ZE Z 2
(2.56)
donde fue definido el vector de fuerzas internas del elemento f¢, (u®). Este vector de

int
fuerzas internas puede ser escrito de forma compacta como:

€

(1) = Kju®, (2.57)

donde la matriz K¢ es llamada matriz de rigidez del elemento e y esta dada por:
¢ = / (b$)" EAbS dz. (2.58)
Z 2

El trabajo virtual interno del conjunto de la estructura puede ser escrito como la
suma del trabajo de todas las barras:

SWine(u) = > (6u) Kfu® = (6u)" Ky, (2.59)
e=1

donde para la matriz K, y el vector u incluyen todos los grados de libertad de la
estructura. Para obtenerlos se aplica el procedimiento llamado ensamblado, el cual
consiste en considerar de forma acoplada todos los grados de libertad de la estructura
y es denotado como:

K,=AKS u=Anu. (2.60)
e=1 e=1

Se puede también expresar el vector global de fuerzas internas de la estructura co-
mo fi,(u) = Kpu. El ensamblado es presentado en forma més completa en la Sec-
ciéon

Sea una estructura de barras formada por 8 nodos, sea una barra definida por los
nodos 3 y 7 tal que ¢ = 0 corresponde al nodo 3. Los grados de libertad de esos
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nodos en el vector de desplazamientos globales seran: 2 x 3 — 1,2 x 3,2 x 7 — 1,
2 x 7]. En una implementaciéon del MEF es de utilidad contar con una funcién que
permita calcular los grados de libertad vinculados a un conjunto arbitrario de nodos.
En la herramienta ONSAS se utiliza una funcién para dicho fin, llamada nodes2dofs,
que es presentada en el Codigo

El principio de trabajos virtuales establece entonces la igualdad entre el trabajo
virtual interno y el trabajo virtual externo:

Sufy = dufuy Yéu €V, (2.61)

lo cual, sustituyendo las expresiones anteriores, es equivalente a la resolucion del
sistema lineal de ecuaciones:

Kru = fug. (2.62)

La resolucién del sistema es realizada tomando en cuenta las condiciones de con-
torno de desplazamiento conocido en los grados de libertad correspondientes. En el
caso de desplazamientos impuestos no nulos se agrega un término correspondiente
al término independiente. Por simplicidad no se considera dicho caso en este mate-
rial.

2.4.2. Método de Newton-Raphson aplicado al PTV

En esta seccidén se aplica el método de Newton-Raphson a la resolucion de las
ecuaciones del PTV para estructuras de barras considerando la medida de deforma-
cion de Green y un unico estado de cargas externas aplicado a la estructura.

Elemento finito de barra de Green

Tal como se vi6 en la Secciéon al analizar bielas la Gnica componente del
tensor de tensiones que realiza trabajo es la axial. Considerando la Ecuaciéon y
las hipétesis de pequefios cambios de area A =~ A y de longitud ¢ ~ ¢y, se obtiene
la siguiente expresion del PTV para bielas:

AO/ odedr = du'fy You ey (2.63)
Lo

donde o representa la tension de Green en cada punto y f., las fuerzas externas
nodales, que en el caso de un tnico elemento estaria dada por:

T

fext = [fext,l,zv fext,l,yv fext,2,m7 fext,Z,y] (2-64)

En la se muestra un elemento de barra en la configuracién de re-
ferencia y en la configuraciéon deformada de equilibrio correspondiente. Se muestra
también, esquematizada con linea azul a trazos, una configuracién virtual que puede
adquirir la barra.
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»
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T

Figura 2.12: Esquema de desplazamientos y fuerzas de elemento de barra.

Para realizar un procedimiento similar al de elementos finitos lineal, se comien-
za buscando una expresion para las fuerzas internas del elemento fi,;. Para esto se
debera obtener una expresion para la variacion de la deformacién axial debida a los
desplazamientos virtuales.

La expresion del largo de la barra en la configuracion de referencia ¢, esta dada
por:

to = /(%0 —x1)" (32 — 1), (2.65)

mientras que el largo en la configuracién deformada /¢ esta dado por:

l(u) = \/(X2+U2 —x1;—w) (X2 + Uz — X1 —wp). (2.66)

Dado que se considera la medida de deformacién de Green, se sustituyen estas
expresiones en la Ecuacién (2.41) y se desarrolla, obteniendo:

2 _ 42 _ T _ _ T _
c(u) = 1£(u) ! h_ (X2 —x1) 2(112 u)  1(up—w) 2(112 w) (2.67)
2 @ 2 2 2

Se confirma que la deformacion es cuadratica en los desplazamientos. Se considera
ahora la relacién con la notacién usual del MEF para el vector de desplazamientos,
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en su expresion matricial:

-1 0 1 0] . -1 0 1 0],
U2 — U = |: 0 1 0 1:| u Xo — X1 = |: 0 1 0 1:| X (2.68)

donde u® es el vector de desplazamientos nodales y x° el vector de posiciones ini-
ciales de los nodos, ambos dados por las expresiones:
e T e T
x¢ = [r1,y1,@2,92]"  y u® =[ur,v1,uz,v2] . (2.69)
Sustituyendo las expresiones de la Ecuacion (2.68) en la Ecuacién (2.67) se ob-
tiene la relacién entre deformacion de Green y desplazamientos nodales en forma
matricial, dada por:

1

1 1
g(u) = - (x°)"Gu’ + = — (u®)'Gu’ (2.70)
I 205
donde
1 0 -1 0
e |0 1 0 -1
G'=1_1 0 1 o (2.71)
0 -1 0 1

Es importante destacar que la definicién de deformacion considerada provee un
valor uniforme a lo largo de la barra, lo que es coherente con barras con cargas
aplicadas en los extremos.

Sera de utilidad contar con una expresion matricial compacta de la forma:

1
e(u®) = bfu® + ibg(ue)ue (2.72)
donde ) )
b] = K—Q(xe)TGe y b5(u) = g—z(ue)TGe. (2.73)
0 0

Se puede ahora calcular la variacién de la deformacién d¢ debida a un desplaza-
miento virtual du, dada por:
Oe

58_8711

(u)du. (2.74)

Previo a realizar el calculo se aclara que la notacidén considerada para gradientes
de funciones escalares o vectoriales es dado por vectores fila, decir, dada una funcién
vectorial g(u) : R™ — R™, se cumple:

g(u+du) =~ g(u) + fu(u)5u (2.75)
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siendo g—ﬁ (u) una matriz tal que la entrada de la i-ésima fila y j-ésima columna esta

dada por (g—ﬁ(u))i‘ = gg; (u). Dado que el vector du es un vector columna, el

producto del segundo término del miembro derecho esta bien definido.
Operando se obtiene:

Oe

ou

por lo que la variacién de la deformacion esta dada por:

(u) = b + b5(u), (2.76)

de = (bf + b5(u)) du. (2.77)

Actividad

Demostrar la identidad de la Ecuacion (2.77) de dos formas:
= utilizando la definicién y propiedades de la derivada,

= realizando una aproximacién de primer orden de la diferencia
g(u® + ou®) — e(u®).

Dado que de es un escalar, es igual a su traspuesta, por lo que se traspone la
Ecuacién (2.77) y se sustituye en el miembro izquierdo de la Ecuacién (2.63) obte-
niendo

(6u®)T (Ao/[ (b$)Tocda + Ao/e b5 (u®)To* dx) = (6u®)T£e, (u®).  (2.78)

El miembro del trabajo virtual interno puede ser escrito en funcioén del vector de
fuerzas internas definido como:

Wi (u%) = (3u°) £, (u°), (2.79)
donde el vector de fuerzas internas esta dado por:
£2.(u) = 4y / (b) oz + Ag / b5 (u®) o dz. (2.80)
0 ‘0

Usando que la deformacion es uniforme en la barra y que la tensién depende
unicamente de la deformacioén, se obtiene la siguiente expresion

fe

(1) = Aoolo(bF + b (u))". (2.81)

Ensamblado

Para introducir el proceso de ensamblado se considera un ejemplo simple: una
estructura formada por 2 barras articuladas. La barra 1 une los nodos 1 y 2, mientras
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que la barra 2 une los nodos 3 y 2 (en ambos casos se considerd una orientacién
definiendo ejes locales). Ambas barras tienen seccién transversal de area Ay y largo
.

Sea un vector columna de desplazamientos virtuales de la estructura, formado
por los vectores columna de desplazamientos de los tres nodos: du” = [§uf, du}, sul].
El trabajo virtual de las fuerzas internas esta dado por la suma de los trabajos vir-
tuales de cada barra:

£ £2
Wine(u) = [Suf, suj] {flftvl} + [6ug, dus) [flgt’l (2.82)
int,2 int,2
donde £}, ; representa el vector columna de fuerzas internas correspondiente al nodo

1 del elemento e. Desarrollando y factorizando se tiene

1
fint,l

Wint(u) = [(5u—{,5ug,5u§] fi}1t72 + fi%lt,Q . (2.83)
2

fint, 1

Esta factorizacion permite escribir el trabajo interno en funcion de un tnico vec-
tor de fuerzas internas

Wint(u) = ou fin, (2.84)
donde el vector f;,; es el resultado del ensamblado, denotado como:
(W) = A £ (u) = A A5(b7(u)To(u)65. (2.85)

siendo £ y A los largos y areas de las secciones transversales del elemento e-ésimo.
En esta dltima ecuacidn se hizo explicita la dependencia de o respecto a los despla-
zamientos y también se introdujo la notacién abreviada

b¢(u®) = b{ + b5(u®). (2.86)

El principio de trabajos virtuales de la estructura completa esta dado entonces
por la expresion:
su’ (fip(n) — forr) = 0 Yéu eV (2.87)

por lo tanto, utilizando que esta igualdad se debe cumplir para cualquier Ju, se llega
a que encontrar la solucién del PTV es equivalente a resolver el siguiente sistema de
ecuaciones no lineales:

r(u) = int(u) - fext =0, (288)

donde r representa el vector de fuerzas nodales residuales o fuerzas no equilibradas.
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Iteracion de Newton-Raphson

Se esta ahora en condiciones de aplicar un método iterativo para sistemas de
ecuaciones no lineales como el de Newton-Raphson presentado en la Seccion[1.2.2]
Este método establece una regla para variar el vector de desplazamientos u hasta
obtener una solucién de acuerdo al criterio de parada definido. La expresion de la
variacion en u esta dada por:

uF ) = q®) 4 Au®), (2.89)

y la ecuacioén linealizada que impone el método en cada iteracion es

r (u(k) + Au(k)> ~r(u®) + g—z(u(k)) -Au® =0, (2.90)
es decir: 5
a—i(u(k)) -Au® = —r(u®). (2.91)
Sustituyendo la expresién de r de la Ecuacion se obtiene
O (u(k)> Au) = - (f (u®)y £ t) . (2.92)
611 1 ex’

Se cuenta entonces con las ecuaciones y (2.92), que junto con la condiciéon
de desplazamiento nulo para carga nula definen el procedimiento numérico a aplicar,
similar al descrito en la Ecuacion (1.21).

Se deben calcular las derivadas del vector de fuerzas internas, lo cual puede ser
realizado para cada elemento dado que el ensamblado es un proceso de suma de
términos. Para calcular la derivada se utiliza la siguiente identidad para derivada de
producto de funciones:

of (x)
ox '’

T:f(x) ox + g(x)

con g : R® — R una funcioén escalar y f : R” — R" una funcion vectorial.

El vector de fuerzas internas es un producto de la funcién o y el vector columna
b”, por lo que se obtiene:

Oy (k) _ e e 0 (b)" (k) e/ (k) e ge e (o (NWT 9T (k)
w(u )—Aofow(u )o(ut) + AGLG(b® (u'™)) @(U— ). (2.93)

donde por simplicidad de notacién se omitié el superindice e en el vector u*.

Para el célculo de la derivada de la tension se utiliza la regla de la cadena, obte-

niendo: 5 5 5
ag (o g
%(u(k)) = E(é‘(u(k))) %(U(k))- (2.94)
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Usando que el material tiene comportamiento constitutivo lineal, es decir 0 = Ee,y
sustituyendo la expresion de la derivada de £ dada por la Ecuacion (2.76) se obtiene

la identidad: 50°
a%(“(k)> = E°be(u®). (2.95)

Sustituyendo en la Ecuacion (2.93) y calculando la derivada de b a partir de la
Ecuacion (2.73) se obtiene:

aflfl J(k)A e € € € pe €
o (W) = =260+ (b )T EAGG B () (296)

Resulta conveniente utilizar una expresiéon matricial de la forma:

afint

5 ) Au® = Kpu®)Au®, (2.97)
u

donde la matriz K1 es llamada matriz tangente, la cual esta dada por:

Kr(u®) = EAglbib,
—_——
K

+ EAofo (b¥b2(u(k)) + bg(u(k))bl + bg(u(k))bg(u(k)))

KTQ(u(k))
(k) A
g 0 e

(2.98)
K,

donde nuevamente se omiti6 el superindice e por simplicidad de la notacién. La
matriz K7 es la matriz de rigidez lineal, la matriz K79 es llamada matriz de des-
plazamiento inicial y la matriz K, la matriz de tension inicial o matriz geométrica,
donde G es la matriz obtenida luego del proceso de ensamblado de G°.

La matriz K7 es la Gnica que es considerada al realizar analisis lineales, es por
esto que también pueden agruparse como una matriz de rigidez de analisis lineal y
otra del analisis no lineal:

Kr=Knm Ky (u®) = Kz (u®) + K, (u®) (2.99)

donde se debe destacar que la dependencia de K, respecto a u” esta dada a través
de las tensiones en la iteracion actual o (%),

Sustituyendo en la Ecuacion y realizando también el ensamblado se obtiene
el sistema a resolver en cada iteracion del método NR:

Kr(u®) Au®) = foq — £ (u®)) (2.100)
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En la herramienta ONSAS los procesos de ensamblado de la matriz tangente y

del vector de fuerzas internas son realizados en la funcién assembly presentada en
el Codigo

Criterios de parada

En cada iteracion el sistema es resuelto, los valores u son actualizados, o* y fint

son calculados y se evalua si se verifican las condiciones de parada. Algunos de los
criterios de parada que se pueden considerar son:

1. Convergencia en desplazamientos:

|Au®) < tol
u®
2. Fuerzas residuales despreciables:
[r(u®F )|
—— < toly
[[fexct

3. Méaximo de iteraciones: al igual que en cualquier otro método iterativo es ne-

cesario definir un criterio de parada vinculado a una cantidad méaxima de ite-
raciones Mma;;.
k> mazg

En el Algoritmo [1| se muestra un pseudocodigo del método considerando como

criterio de parada la variacién en desplazamientos. Se puede optar por incluir el
criterio de parada basado en des-balance de fuerzas también.

Algoritmo 1 Método de Elementos Finitos no lineales para un estado de cargas.

3 N T

: Asignar punto inicial: u® «— u y Au® = 0.
. Calcular: o) « U(u(’f)).
. while [|[Au®|| > tol, |u®| & k < maz;; do

Calcular: Kp KT(u(k))
Calcular: flgt  fine(u®).

Resolver: KpAu®) = f,, — fqu)
Actualizar: k < k + 1, u® «— u® 4+ Au® y 6*)  g(u®).

: end while

Implementacién en Octave y ejemplo

En esta seccidn se presenta una implementacién del método presentado para cal-

cular los desplazamientos de estructuras reticuladas planas. Como ejemplo se consi-
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dera la misma estructura de la Seccién la cual, a pesar de su simpleza, permite
observar y analizar comportamientos presentes en estructuras mas complejas. Se
considera la estructura simétrica formada por dos barras para resolver un problema
que requiere el ensamblado de matrices.

En el Codigo [2.2] se presenta la implementacion en GNU-Octave del algoritmo,
en la cual se utilizaron notaciones y comentarios con la intencién de facilitar la
vinculacién de las sentencias y variables definidas con el desarrollo presentado en
esta seccion.

Cédigo 2.2: Método de Newton-Raphson aplicado a reticulado de Von Mises.

clear all, close all
Es =[ 5e5 ]; As = [ 100 ]; auxy = 2500 ; auxx = 2500; Pext = —2%3.0e6 ;

% conectividad
Nodes = [ @ 0 ; auxx auxy ; 2xauxx 0 ] ; 10 = sqrt(auxx®2+auxy”~2) ;
Conec=[1211;23111];

% calcula numero de nodos y elementos y guarda grados de libertad fijos
nnodes = size(Nodes,1); nelems = size(Conec,1);

fixeddofs = [ 1 256 ];

% carga externa
Fext = zeros(2*nnodes,1) ; Fext(4) = Pext ;

% tolerancias criterio de parada
tolk = 50; tolu = le—4;

%
S

calculos previos
Ge=[10-10;010-1;,-1010; 06-1011;

% calcula los grados de libertad libres
freedofs = (1:(2*xnnodes))'; freedofs(fixeddofs) = [];

% calcula largos, angulos y cosenos de angulos que forman barras con x
largosini = sqrt( ( Nodes( Conec(:,2),1) — Nodes( Conec(:,1),1) ).”2 ...

+ ( Nodes( Conec(:,2),2) — Nodes( Conec(:,1),2) ).”2 ) ;
thetasini = atan2( ( Nodes( Conec(:,2),2) — Nodes( Conec(:,1),2) ) ,

( Nodes( Conec(:,2),1) — Nodes( Conec(:,1),1) ) ) ;

cosini = cos( thetasini ) ; sinini = sin( thetasini ) ;
xelems reshape( Nodes( Conec(:,1:2) ,1 )', nelems,2 )
yelems reshape( Nodes( Conec(:,1:2) ,2 )', nelems,2 )

%
S

iteracion de newton raphson

% inicializa Uk con un vector de zeros

Uk = zeros(2*nnodes,1); Stressk = zeros( nelems,1);
Fext(fixeddofs ) = [] ; histuks = [];

fin =0 ; k =0;

fprintf('iter & $u™k(4)$ &$\\varepsilon™k$& $\\sigma~k$ & fin? \\\\ \n \\
hline')

while fin == 0,
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k += 1; % suma 1 al contador de iteraciones
KTk = sparse( 2xnnodes , 2*nnodes ) ; Fintk = zeros ( 2xnnodes , 1 )

for elem = 1l:nelems
nodeselem = Conec(elem,1:2)"' ; dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 )
E = Es(Conec(elem,3)) ; A = As(Conec(elem,4)) ; 1le = largosini(elem) ;
Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) '

Ue = Uk(dofselem) ;

% calcula vectores bl y b2
Ble = 1.0 / ( 1le”2 ) * Xe' x Ge ; B2e =1.0 / ( 1le”2 ) * Ue' * Ge ;

% calcula matrices de rigidez y fuerzas internas

KTle =E * A * le * ( Ble' % Ble ) ;

KT2e =E % A *x le * ( B2e' * Ble + Ble' * B2e + B2e' * B2e ) ;
Ksige = A x Stressk(elem) / le *x Ge ;

Finte (Ble+B2e)' x A * le x Stressk(elem) ;

% ensamblado de matrices y vector de fuerzas internas
KTk ( dofselem, dofselem) = KTk (dofselem,dofselem) + KTle + KT2e + Ksige

'

Fintk ( dofselem ) = Fintk(dofselem) + Finte ;
end

KTk(fixeddofs, :) = [] ; KTk(:, fixeddofs) = [] ; Fintk(fixeddofs ) = [] ;

DeltaUk
Uk (freedofs)

KTk \ ( Fext — Fintk ) ; normUk = norm( Uk(freedofs) ) ;
Uk(freedofs) + DeltaUk ;

for elem = 1l:nelems
nodeselem = Conec(elem,1:2)' ; dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
E = Es(Conec(elem,3)) ; A = As(Conec(elem,4)) ; 1le = largosini(elem) ;

Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) ]'
Ue = Uk(dofselem) ;
Ble = 1.0 / ( le”2 ) * Xe' * Ge ; B2e = 1.0 / ( le”2 ) x Ue' * Ge ;
epsGelem = ( Ble + 0.5%B2e ) * Ue ; Stressk(elem) = E x epsGelem ;

end

if ( k > tolk ) || ( norm( DeltaUk ) < tolu * normUk ), fin = 1; end

histuks = [ histuks; Uk(4) 1 ;
fprintf(' %31 & %12.3e & %12.3e & %12.3e & %li \\\\ \n', Kk,
Uk(4), Stressk(l)/E, Stressk(l), fin )
end

NodesDef = Nodes + reshape( Uk , 2,nnodes)' ;
xelemsdef = reshape( NodesDef( Conec(:,1:2) ,1 )', nelems,2 ) ;
yelemsdef = reshape( NodesDef( Conec(:,1:2) ,2 )', nelems,2 ) ;
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w = Uk(4) ; PGTeo = 2xEsxAsx(auxy+w)*(2xauxyxw+w™2) / ( 2x10"3)
PGNum = 2xStressk(1)*A/10x(auxy+w)

Error_relativo_PGNum = abs( Pext — PGNum ) / abs(Pext)

Error_relativo_PGTeo = abs( Pext — PGTeo ) / abs(Pext)

figure, hold on, grid on

plot(xelems, yelems, 'b—o', 'linewidth',4, 'markersize',5)
plot(xelemsdef, yelemsdef, 'r—x','linewidth',4, 'markersize',5)
xlabel('x"), ylabel('z'), axis equal

figure, grid on
plot(—histuks, 'b—x','linewidth',4, 'markersize',5)
xlabel('iteracion'), ylabel('|u™k(4)]|")

En la Figura se muestran los resultados obtenidos al ejecutar el Codigo pre-
sentado.
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Figura 2.13: Resultados de ejecucion del Cc')digo geometrias de referencia en trazo
discontinuo en azul y deformada en rojo continuo (izquierda), grafico de valores de
desplazamiento vertical en cada iteracién (derecha).

En la Tabla [2.1] se muestran los resultados obtenidos en cada iteracién donde
la entrada 4 del vector u” contiene el valor de desplazamiento vertical del nodo
superior.

iteracion «™[4](10%) ™ (101 o®(10%) fin?

1 -4.243 -0.776 -3.883 0
2 -6.150 -1.079 -5.394 0
3 -6.649 -1.153 -5.765 0
4 -6.685 -1.158 -5.791 0
5 -6.685 -1.158 -5.791 1

Tabla 2.1: Valores obtenidos por el método para el problema de Von Mises.

Se observa que existe una diferencia relativa de 36 % entre el valor de despla-
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zamiento obtenido al realizar el analisis lineal y el dado por el anélisis no lineal y
las tensiones y deformaciones del analisis no lineal tienen mayor magnitud que las
del analisis lineal. Esto es provocado por el hecho de que la estructura pierde con-
siderable rigidez global al deformarse y las barras deben desarrollar mayor tension
para equilibrar la fuerza aplicada. La deformacién axial alcanza el 10 % por lo que se
puede considerar que se deja de cumplir la hipdtesis de pequerias deformaciones. En
el analisis de estructuras reales esto es algo importante a verificar.

El cédigo también calcula los errores con respecto a los valores analiticos obte-
nidos en la seccion anterior. En clase se discutiran e interpretaran los resultados asi
como también se mostraran variantes de los resultados al modificar los pardmetros
de la estructura.

Actividad

Modificar los parametros del Codigo [2.2| para reproducir los resul-
tados presentados en el Ejemplo 1 del articulo (Li and Khandelwal,
2017).

Apoyos elasticos

Se considera ahora el caso en el que un nodo j de la estructura esta vinculado a
tierra a través de resortes lineales de constante elastica k, y k, segin x e y, tal como

se muestra en la Figura

Figura 2.14: Esquema resortes en nodo j.

Las fuerzas correspondientes a los resortes pueden ser consideradas como fuer-
zas externas dadas por:

fext,s,x - _uj,rkm fext,s,x - _Uj,ykgr (2-101)

Es posible recorrer los resortes de todos los nodos y ensamblar en un vector
de fuerzas externas de resortes, el cual dependera del desplazamiento actual u” e
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incluso utilizar una forma matricial:
fext,s(u) = _KSu (2102)

donde la matriz K g tiene las correspondientes constantes elsticas en las entradas
de la diagonal.

Este vector de fuerzas externas debidas a los apoyos elasticos puede ser conve-
nientemente considerado como un vector de fuerzas internas

fint,s(u) = Kgu, (2.103)

al considerarlo en el otro miembro de la igualdad de trabajos virtuales.

Actividad

Mostrar que el sistema lineal asociado al método de Newton-
Raphson considerando apoyos elasticos esta dado por:

(Kr(u®) + Kg) Au® = foq — finp(u®) (2.104)

2.4.3. Método de Newton-Raphson Incremental

Se considera ahora que la estructura es analizada de forma incremental, esto
quiere decir que las fuerzas externas son aplicadas de a incrementos en instantes de
tiempo ¢. Se considera que las cargas externas varian simplemente de acuerdo a un
factor de carga y que no dependen de la geometria deformada de la estructura. Esta
variacion de las fuerzas externas es representada a través de un superindice t:

fext,t = Atfexb (2.105)

Las cargas son también consideradas como aplicadas de forma estatica, o con veloci-
dad de variacién pequefa en comparacion con la inercia y la cantidad de movimiento
de la estructura. Es decir que el tiempo identifica los incrementos pero no se consi-
dera la dindmica.

Método Incremental

El Método Incremental consiste en buscar la solucién del PTV correspondiente a
las fuerzas foy 1+ A+ partiendo de la solucion correspondiente a fey +. Enla Figura
se muestra un esquema de un elemento de barra en su configuracion de referencia
y en las posiciones deformada u; y U4 a¢-

En el Algoritmo[2|se muestra un pseudo-cédigo del Método de Newton-Raphson
incremental para analisis de reticulados, en el cual se hace uso del algoritmo presen-
tado en la seccion anterior. El método permite obtener las soluciones de equilibrio
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Figura 2.15: Esquema de deformadas incrementales de elemento de barra.

Algoritmo 2 Método Newton Raphson incremental para reticulados.

while ¢t < t,,4, do
Calcular: foy 1y At
Actualizar: ug < Uy y fext < fext 1At
Resolver: Algoritmo
Actualizar: u; Ay ¢ ug
Actualizar: t < ¢t + At
end while

A T T

para cada valor de fuerza considerado, sin embargo presenta limitaciones para ob-
tener soluciones aceptables para valores de carga de puntos limite.

Ejemplo de analisis de punto limite

Se considera el problema de la cercha de Von Mises, abordado en la Seccién
y se resuelve aplicando el Método Incremental implementado en el cédigo ONSAS.
Como valor de fuerza final aplicada se considera 9 x 10° con 50 incrementos de
carga. A la izquierda en la Figura[2.16|se muestra un grafico generado por el ONSAS
con la estructura en la configuracién deformada para carga final (trazo rojo grueso)
y en la configuracion de referencia (trazo azul fino). A la derecha en la misma figura
se ve el grafico de la curva carga-desplazamiento.

Se observa que luego de superado un cierto valor de carga (punto limite) se pro-
duce un salto en los desplazamientos hacia la rama derecha en el grafico. Esto no es
una transicion continua de las configuraciones de la estructura por lo que el método
no es capaz de obtener el comportamiento completo de la estructura para un inter-
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Figura 2.16: Graficos obtenidos por el ONSAS al resolver una cercha de Von Mises.

valo de fuerzas. En la seccion siguiente se estudiaran las causas del fenomeno del
salto. Este salto no esta provocado por el pandeo local de las barras, fenémeno que
no fue considerado en este analisis.

Lo mencionado anteriormente representa una limitacién considerable del méto-
do si se desea realizar un analisis para grandes desplazamientos de una estructura
con comportamiento de punto limite. Para poder obtener la curva completa de des-
plazamientos es necesario utilizar otras técnicas avanzadas que seran brevemente
descritas a continuacion.

2.4.4. Otras técnicas avanzadas
Métodos de Newton-Raphson Modificados y busquedas lineales

Tal como se mostrd en la Seccién es posible obtener convergencia a la so-
lucién sin la necesidad de calcular la matriz tangente en cada iteracion. El concepto
del método de Newton-Raphson modificado es facilmente aplicable al analisis de
elementos finitos visto en la seccién anterior, por ejemplo definiendo que la linea 4
del Algoritmo |1|es realizada cada cierto ntimero de iteraciones.

En la Seccidn[2.2.3]se mostrd que en el caso de estructuras conservativas, el plan-
teo del PTV es equivalente al Principio de Minima Energia Potencial Total. El pro-
blema de minimizacion del funcional de energia potencial total puede ser abordado
utilizando un amplio importante conjunto de algoritmos para optimizacion no lineal,
como métodos Quasi-Newton o de Bisqueda Lineal, que mejoran considerablemen-
te la eficiencia de los procedimientos numéricos. A pesar de que algunos de estos
métodos estan basados en técnicas numéricas de varias décadas, el desarrollo de
métodos eficientes de analisis no lineal de estructuras contintua siendo un area de
interés cientifico en la actualidad (Magisano et al.,[2017).
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Métodos de Longitud de arco

En el ejemplo de la seccion anterior se mostré que el método NR no es capaz de
obtener todas las configuraciones de equilibrio intermedio en casos particulares. El
Método de Longitud de Arco introducido en la Seccion[1.2.3|puede ser extendido para
la formulacion del Método de Elementos Finitos presentada en la seccion anterior,
permitiendo resolver una mas amplia gama de problemas. Se puede encontrar una
implementacion completa y didactica del método en (de Souza Neto et al.,[2008). Este
método estd implementado en el codigo ONSAS.

Si el ejemplo de la seccion anterior es resuelto usando el codigo ONSAS con el
método de longitud de arco, se obtiene la grafica mostrada en la Figura[2.17} donde
el incremento de desplazamiento establecido para cada paso de carga es de 70 y se
realizan 100 pasos de carga.

le+07
2000 X
1000 5e+06 / .\\
2
0 £
> £ 0
=
-1000 g
) N
-2000 -5e+06 \ /
-3000
0 2000 4000 6000 -1c+070 1000 2000 3000 4000 5000 6000
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Figura 2.17: Ejemplo de cercha de Von Mises usando método de longitud de arco.

Se observa como este método permite obtener las fuerzas de equilibrio corres-
pondientes a cada configuracién intermedia del movimiento de la estructura.

Es importante destacar que los graficos carga-desplazamiento generados por la
version actual del ONSAS no presentan los segmentos de puntos de equilibrio ines-
table punteados como se mostr6 al inicio del capitulo.

2.4.5. Ejemplo: Arco bi-articulado

Los arcos han sido utilizados desde la antigiiedad en estructuras de gran rele-
vancia como por ejemplo el Pont du Gard, estructura que sostiene un acueducto
construido por los romanos hace casi 2000 anos y que sigue en pié al dia de hoy
(Timoshenkol 1953). En la actualidad los arcos o estructuras con geometria de ar-
co suelen ser utilizadas en soluciones originales de estructuras de puentes o como
soporte de cubiertas de grandes luces. Frecuentemente se plantean soluciones con
esbelteces considerables volviendo necesario considerar deformaciones de segundo
orden.

En la Figura se muestra un ejemplo de un arco reticulado utilizado como
soporte del techo de la estacion de Retiro en Buenos Aires, Argentina. Se puede ob-
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Figura 2.18: Estacion de trenes de Retiro, Buenos Aires, Argentina (foto: JPZ).

servar que la estructura consiste en un reticulado y el arco tiene seccion transversal
de altura decreciente hacia la clave.

En esta seccion se considera una estructura de arco simplificada con el objetivo
de mostrar el comportamiento observado en este tipo de estructuras. Se pueden en-
contrar diversos ejemplos de este tipo en la literatura (ver Seccién 6.8.2 de
0 Seccién 2.5 de [1997)).

En esta seccion se considera un arco perfecto simétrico formado por un reticu-
lado hiperestatico, con condiciones de apoyo y cargas similares a las de uno de los
ejemplos considerados en (Timoshenko and Gere| [2009). La carga distribuida es ra-
dial y unitaria. El 4rea de cada barra es A = 0,4m x 0,0lm = 4 x 1073m? y el
modulo de Young es 2 = 210 GPa. Cada nodo extremo esta apoyado (articulado)
fijo.

Para la resolucion se utiliza la herramienta ONSAS realizando el analisis con el
Método de Longitud de Arco. Se puede encontrar el archivo de entrada para este
analisis en la Seccién [B.2.1]

En la Figura[2.19)se muestran graficos generados por el ONSAS para un valor de
factor de carga correspondiente a una configuracion cercana a la del punto limite.
El desplazamiento considerado para la curva carga-desplazamiento es el desplaza-
miento vertical (positivo hacia abajo) de la clave del arco.

En la Figura [2.20] se muestra la geometria deformada luego de ocurrido el fe-
némeno de snap-through asi como también la correspondiente grafica de carga-
desplazamiento. La configuracion de referencia corresponde a la geometria dibujada
con trazo fino y azul, mientras que la configuracién deformada corresponde al trazo
grueso en color rojo con circulos en los nodos.

Se observa que la deformacién es simétrica tal como se esperaba. Se puede ver
que el maximo valor de factor de carga soportado por la estructura previo al snap-
through es A = 2,42 x 10, sin embargo, hay que destacar que la estructura pierde
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Figura 2.19: Gréaficos obtenidos en ejemplo de Arco para carga de punto limite.
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Figura 2.20: Graficos obtenidos en ejemplo de Arco para carga superior a punto li-
mite.

estabilidad antes de alcanzar dicho factor de carga (esto sera visto mas adelante).
También se puede verificar que no se supera el 5% de deformacion axial lo que,
recordando la Seccién [2.3] representa una verificacion importante para el modelo y
la validez de los resultados usando la medida de deformacién de Green y material
elastico lineal.

Es de interés observar los graficos mostrados en la Figura [2.21} donde a la iz-
quierda se puede ver la configuraciéon deformada para carga nula, es decir corres-
pondiente al punto de interseccion de la curva carga-desplazamiento con la recta
A = 0. La maxima magnitud de deformacion axial es 4,71 %.

Esta configuracion es claramente inestable ya que cualquier perturbacion lleva-
ria a la estructura a adoptar otra configuracién. En la siguiente seccion se aborda
esta tematica.

Se observa también que la deformacion de la estructura es totalmente simétri-
ca, lo cual est4 asociado al hecho de que no existen imperfecciones presentes en la
geometria de la estructura. La inclusiéon de imperfecciones en el analisis es algo que
brindaria resultados mas realistas y sera realizado méas adelante.
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Figura 2.21: Graficos obtenidos en ejemplo de Arco para configuracion de equilibrio
inestable.

2.5. Estabilidad estructural

La busqueda de equilibrios inestables es un problema interesante a nivel tedrico
y fundamentalmente experimental dado que esté vinculado a fendmenos de colapso
por inestabilidad en estructuras. Esto atrajo el interés del matematico suizo Leo-
nard Euler, quien a mitad del siglo XVIII publicé su trabajo sobre la carga critica de
una columna, lo que podria considerarse como el primer resultado del Anélisis Li-
neal de Pandeo (o Linear Buckling Analysis) (Timoshenko, 1953). Dos siglos después
de Euler, cientificos de Ingenieria Aeroespacial siguieron trabajando en el estudio
del comportamiento de estructuras simples sometidas a compresiones |[Huang and
Vahidi| (1971) y més recientemente Ingenieros Estructurales han obtenido resulta-
dos originales e interesantes (Bigoni et al., 2014} [Zaccaria et al}2011). Esto denota
la importancia que tiene la comprension de este tipo de fendémenos en estructuras.

En la Seccion se presentaron herramientas utiles para el analisis y clasifi-
cacién de soluciones de equilibrio de sistemas estructurales. Para ello se aplico el
Principio de Minima Energia Potencial, y se formularon las condiciones de minimo
con términos de condiciones sobre el gradiente y la matriz de derivadas segundas de
la energia potencial.

En esta seccion se presentan de forma abreviada conceptos basicos para el ana-
lisis de estabilidad de sistemas de estructuras reticuladas utilizando la notaciéon ma-
tricial de la seccion anterior. Se puede encontrar un desarrollo completo de estos
conceptos en el capitulo 9 de (Crisfield, [1996) o el capitulo 20 de (Crisfield,|1997).

2.5.1. Clasificacion de equilibrio

Sea una estructura cuyos desplazamientos nodales estan dados por el vector u,
la funcién de energia potencial total esta dada por:

V(u) =U(u) — uTfuy (2.106)
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donde U(u) es la energia de deformacién de toda la estructura y esta dada por la
suma de las energias de deformacion de cada elemento:

Ne

1 b
Ulu) = Z:l 5AO/O o(u®) e(u®)dz. (2.107)

Si se considera una variacién du respecto a la posicion asociada a u entonces se
puede calcular la variacion de la energia potencial correspondiente como:

8V =V(u+6u) — V(u) = Uu+du) — U(u) — (6u)” fou. (2.108)

Realizando un desarrollo de Taylor de segundo orden de la energia de deformacion,
y sustituyendo las expresiones de la seccién anterior se obtiene que la variacion de
energia potencial se puede aproximar por:

SV ~ (6u)" (Fne(0) — fu) + %(5u)TKT(u)5u, (2.109)

donde fiy; es el vector de fuerzas internas definido en la seccion anterior. Se pue-
de observar que la condicién de equilibrio establecida por el principio de trabajos
virtuales consiste en anular el término de primer orden de la variacién de energia
potencial.

Para poder distinguir diferentes tipos de soluciones de equilibrio se pasa a ana-
lizar el término de segundo orden. Se establece que una configuracion dada por u es
de equilibrio estable si se cumple el PTV y la energia potencial total aumenta para
cualquier perturbacion virtual impuesta compatible con los vinculos.

Dado que el signo de la variacion de energia potencial est4 dado por el signo de
la forma cuadratica del segundo término, es posible y conveniente establecer las de-
finiciones o clasificaciones de configuraciones de equilibrio en términos de la matriz
KTZ

= Equilibrio estable: se dice que la configuracién u es de equilibrio estable si
K1 (u) es definida positiva, es decir que todos sus valores propios son positi-
vos. Esto es equivalente a la condicion

(6u)"Kp(u)du >0 You.

» Equilibrio inestable: se dice que la configuracion de equilibro es inestable si
se sumple
(6u)"Kp(u)du <0 paraalgin  du.

Esto permite asegurar que la estructura puede adquirir otra configuracion de
equilibrio, de igual o menor energia potencial, si se realiza una perturbaciéon
del equilibrio segtn du.
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En los casos de inestabilidad, los vectores propios asociados a los valores propios
nulos de K7 corresponden a los modos de pandeo de la estructura. Existen otras
definiciones o estudios mas completos que pueden ser realizados utilizando términos
de mayor orden, los cuales no seran abordados en este material.

Es de interés entonces clasificar los equilibrios que se obtienen al resolver un
problema de forma incremental. Para eso es posible calcular los valores propios de
la matriz tangente asociada a los desplazamientos luego de obtenida la convergencia.
La herramienta ONSAS calcula, para cada incremento de carga, los valores propios
de la matriz K7 mostrando en pantalla la cantidad de valores propios positivos y
negativos.

El célculo de valores propios puede resultar costoso (en el caso de que no se
consideren técnicas de factorizacién particulares en la resolucion del sistema lineal
(Bathe, |1982)) y en algunos casos poco eficiente ya que tendra principal interés pa-
ra valores de carga cercanos a la inestabilidad, y no necesariamente para valores
previos.

Para estimar los valores de carga de inestabilidad, es posible realizar analisis
aproximados de los modos de pandeo. En las siguientes secciones se presentan y
realizan comentarios sobre dos de los métodos aproximados mas frecuentemente
utilizados.

2.5.2. Analisis lineal de pandeo (LBA)

El analisis lineal de pandeo, también llamado LBA por su sigla en inglés (Linear
Buckling Analysis), es frecuentemente realizado en la practica profesional para esti-
mar la carga critica de pandeo de una estructura y observar sus modos de colapso
por inestabilidad (pandeo).

Se considera una estructura con un estado de fuerzas de referencia f,,; y un factor
de carga A € R. Partiendo de la expresion de la matriz tangente, asumiendo que la
estructura no se deforma de manera significativa previo a pandear, se desprecian los
términos que dependen directamente de u (matriz de desplazamiento inicial)

Kr(u) = K71 + Kra(u) + K, (u) = K7y + K, (u). (2.110)

Respecto a la matriz de tension inicial se considera una variacion proporcional res-
pecto al factor de carga 0 = A\, siendo & el estado tensional asociado a las fuerzas
de referencia f.y, es decir para A = 1. La matriz aproximada sera:

Kr(u) ~ (Kr + AK,) , (2.111)

donde la matriz K, puede ser facilmente calculada obteniendo las tensiones de cada
elemento mediante un analisis lineal considerando la carga de referencia y realizan-
do el respectivo ensamblado de las matrices elementales.

El problema de LBA consiste en encontrar el factor de carga correspondiente a un
equilibrio inestable utilizando la matriz aproximada. Esto es equivalente a encontrar
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los valores A para los cuales la matriz K7 se vuelve singular, es decir que pasa a tener
algun valor propio nulo. Encontrar valor propios nulos de K7 consiste en resolver
el siguiente problema

Kr(u)u=0, (2.112)

donde sustituyendo la expresion aproximada se puede ver que esto es equivalente a
resolver el siguiente problema de valores propios generalizados:

Kru=-)\K,u. (2.113)

La aproximacién realizada sobre la matriz tangente correspondiente a despreciar
la matriz de desplazamiento inicial, es equivalente a asumir que la estructura no se
deforma considerablemente durante el proceso de carga que la lleva hasta el nivel
de carga de pandeo. En estructuras flexibles que si se deforman apreciablemente
durante el proceso de carga (cascaras, arcos llanos), esta hip6tesis es no conservadora
y resulta en estimaciones de la carga de pandeo mayores a la verdadera. Esto puede
representar un riesgo si no es considerado por los métodos de disefio o normativas
aplicadas.

2.5.3. Analisis no lineal de pandeo

Es necesario tener en cuenta que para realizar un analisis realista de una estruc-
tura se debe poder estimar las cargas vinculadas a los equilibrios inestables de forma
suficientemente precisa de forma de garantizar la seguridad de la estructura. En tra-
bajos como (Wriggers and Simo, [1990) se proponen métodos aproximados para el
calculo de puntos de equilibrio inestable. Considerando literatura mas reciente, se
recomienda seguir el abordaje presentado en (Bathe,[2014) para este tipo de calculos.
La herramienta ONSAS realiza una estimacion de la carga critica de pandeo para ca-
da valor de factor de carga a través de dicho tipo de analisis aproximado. El método
utilizado también es presentado esquematicamente en (Li and Khandelwal, [2017).

2.5.4. Ejemplo: Analisis de estabilidad de cercha de Von Mises

En (Li and Khandelwall [2017) se aplican ambas técnicas aproximadas de analisis
de pandeo a una estructura tipo cercha de Von Mises usando elementos de barra
de Green. En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al aplicar el codigo
ONSAS a la resolucion del problema con los mismos parametros de dicho ejemplo,
se analizan los resultados y se verifican los resultados obtenidos.

En la Tabla[2.2)se muestran los resultados obtenidos al resolver el problema usan-
do el codigo ONSAS. La columna Iters indica la cantidad de iteraciones en desplaza-
mientos realizadas para cada factor de carga. La columna |¢| indica la magnitud de la
deformacion axial en porcentaje, se puede apreciar que se consideran deformaciones
superiores a 5 % aunque esto no evita observar los fenémenos de inestabilidad de in-
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#Carga Factor Carga Iters |¢| (%) NonLinBuck #A>0 #A<O0

1 1.250e+06 4 1.34 1.67180e+07 2 0
2 2.500e+06 4 2.72 1.64244e+07 2 0
3 3.750e+06 3 4.16 1.61137e+07 2 0
4 5.000e+06 3 5.66 1.57825e+07 2 0
5 6.250e+06 4 7.24 1.54268e+07 2 0
6 7.500e+06 4 8.91 1.50413e+07 2 0
7 8.750e+06 4 10.69 1.46179e+07 2 0
8 1.000e+07 4 12.63 1.41444e+07 2 0
9 1.125e+07 4 14.77 1.36000e+07 2 0
10 1.250e+07 4 17.25 1.29449e+07 2 0
11 1.375e+07 4 20.34 1.85131e+07 1 1
12 1.500e+07 6 26.17 1.56950e+07 1 1

Tabla 2.2: Resultados obtenidos al resolver el ejemplo de la cercha de Von Mises
usando el coédigo ONSAS.

terés para el ejemplo. La columna NonLinBuck muestra el factor de carga de pandeo
correspondiente al analisis no lineal. El codigo también realiza el analisis lineal y
estima la carga de pandeo correspondiente al LBA el cual es Az, = 1,69966 x 107.
El archivo de entrada para el ONSAS es presentado en el Codigo [B.15]

Se observa que luego de superado el factor de carga ntimero 10, la matriz tangen-
te pasa a tener un valor propio no positivo, esto estd dado porque luego del punto
de bifurcacion se pasa a tener equilibrios inestables.

En la Figura se muestra un grafico con dos curvas carga desplazamiento
una roja con circulos y azul con cruces. Un grafico similar a este es presentado en el
articulo citado.

Se observa que existe un punto de bifurcacién entre las dos posibles ramas de
equilibrio de la estructura y a partir de dicho punto los puntos de equilibrio co-
rresponden a equilibrios inestables. Esto es coherente con el resultado visto en la
Tabla[2.2] donde a partir del décimo factor de carga se obtienen valores propios no
nulos de la matriz tangente, correspondiendo esto a la bifurcacién y generacioén de
mas de una rama de equilibrio.

En estructuras con imperfecciones el proceso de carga lleva a que la estructura
adquiera configuraciones recorriendo la rama azul con cruces, por lo que la carga
méaxima soportada puede ser considerablemente menor que la del punto limite sin
considerar imperfecciones. La resolucion por el método de longitud de arco provo-
ca que se opte por continuar el anélisis siguiendo la rama principal o aquella cuya
variacion del sentido de los desplazamientos sea menor. Para estructuras con im-
perfecciones, este método es capaz de, para valores adecuados de los parametros,
obtener soluciones en esas ramas de equilibrio. Se pueden encontrar otros métodos
de busqueda de otras configuraciones o salto entre ramas en (de Souza Neto et al.,
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Figura 2.22: Grafico de curvas carga-desplazamiento para cercha de Von Mises.

2008} |Crisfield, [1997).

En la Figura se muestra una configuracion obtenida realizando un anali-
sis con el ONSAS considerando una imperfeccion en la geometria de referencia. El
archivo de entrada del ONSAS es presentado en el Codigo
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Figura 2.23: Gréaficos obtenidos para ejemplo de cercha de Von Mises con imperfec-
cion.

La carga maxima soportada por la estructura es 1,27 x 107 lo cual coincide con
el punto de bifurcacion obtenido en el articulo citado.
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2.5.5. Ejemplo: modo de pandeo asimétrico de arco bi-articulado

Para finalizar la seccion se presentan los elementos basicos del analisis del modo
de colapso del arco presentado en la Seccion [2.4.5] Tal como se vid, al aumentar la
carga aplicada al arco se produce una deformacién simétrica hasta alcanzar el punto
limite provocando el snap-through. Sin embargo en este problema existe un valor de
factor de carga menor al del punto limite para el cual se produce un pandeo segiin
un modo no simétrico. En (Timoshenko and Gere, [2009) se presenta el calculo del
valor de carga distribuida critica

EI (7?
Ger = ﬁ ? -1), (2~114)

donde R es el radio de la circunferencia de la linea media del arco, E el mddulo de
Young, I la inercia de la seccidn transversal y « es la mitad del angulo del arco.

A partir del modelo de reticulado se calcula una inercia equivalente I., = 2A(h/2)?
donde A es el 4rea de cada barra y fueron consideradas inicamente las areas de la
barras en los extremos superior e inferior de la seccion transversal. Para obtener
el valor tedrico se asume que el arco es inextensible por lo que una de las posibles
fuentes de diferencias con respecto al analisis de reticulados esta asociado a la de-
formacion axial por directa.

Los valores de carga critica de pandeo tedrico y obtenidos por el ONSAS median-
te analisis de pandeo lineal, no lineal y considerando imperfecciones son mostrados
en la Tabla[2.3] Las imperfecciones consideradas corresponden a una deformacion
de la configuracién de referencia dada por el primer modo de pandeo lineal de la
estructura, con una magnitud maxima del orden de un centimetro.

Método \ Valor g, (10°) Diferencia relativa ( %)
Valor tedrico 1.212 0

LBA ONSAS - Sin imperf. 1.235 1.9

NonLin ONSAS - Sin imperf. 1.206 -0.5

LBA ONSAS - Con imperf. 1.235 1.9

NonLin ONSAS - Con imperf. 1.186 -2.1

Tabla 2.3: Valores de carga critica de pandeo teéricos y numéricos.

El primer comentario importante a realizar es que efectivamente la carga critica
de pandeo es aproximadamente la mitad de la carga del punto de tangente horizontal
para la estructura de acuerdo a la deformacion simétrica. Por otra parte se observa
que nuevamente la carga critica del analisis lineal de pandeo es mayor que la carga
critica del analisis no lineal de pandeo.

Para poder observar el modo de colapso por pandeo es necesario considerar im-
perfecciones geométricas en la estructura y realizar el analisis. En la Figura se
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muestra la deformacion posterior al colapso por pandeo asi como también la curva
carga-desplazamiento.
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Figura 2.24: Graficos obtenidos en ejemplo de Arco para configuracion de equilibrio
inestable.

A través de este ejemplo se muestra la importancia de realizar este tipo de analisis
para la determinacion de cargas criticas de forma adecuada.

Para finalizar el capitulo se destaca que en estructuras como puentes, los arcos
pueden ser utilizados como soporte del tablero, conectado a través de cables. En la
Figura se muestra un modelo simplificado de un puente formado por un arco,
el tablero y cables (sin resistencia a compresion) que los conectan, donde las cargas
son aplicadas en el tablero en lugar del arco.
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Figura 2.25: Geometria de modelo simplificado de puente arco con tablero inferior.

El anélisis de elementos como cables o tensores es realizado considerando un
comportamiento constitutivo no lineal, tema que se aborda en el siguiente capitulo.
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En este capitulo se introducen herramientas basicas para el analisis de estruc-
turas considerando no linealidad material, es decir relaciones no lineales entre ten-
siones y deformaciones. Se comienza presentando las ecuaciones para el analisis de
estructuras de barras con relacion tensiéon-deformacion elastica no lineal, para luego
pasar a introducir elementos basicos de la teoria de plasticidad.

3.1. Elasticidad no lineal

En esta seccion se describen de forma sintética los conceptos basicos del anali-
sis elastico considerando un comportamiento constitutivo no lineal, en particular el
dado para solidos hiperelasticos. A partir de esto se presentan las ecuaciones para
estructuras de barras articuladas con comportamiento elastico no lineal. Se omiti-
ran numerosas consideraciones tedricas importantes para el analisis de so6lidos, las
cuales se pueden encontrar en textos como (Holzapfel, [2000;|Gurtin, |1981).

3.1.1. Hiperelasticidad en sélidos
Aspectos basicos

Se considera un sélido que ocupa, en la configuracién de referencia, la regién
Qp C R3, cuyo contorno es union disjuntade I's y 'y (9Q¢ = 'y Uy y Tyl = 0)
, donde existe desplazamiento impuesto en I'y, y tensiones externas t.y aplicadas en
T'¢. El Problema de Elasticidad no Lineal para sélidos consiste en encontrar la con-
figuracion deformada del cuerpo €2; de forma tal de minimizar la energia potencial
total.

Cada particula P del sélido ocupa una posicién X en la configuracion de refe-
rencia. En el instante de tiempo ¢ (o mas formalmente para el factor de carga corres-
pondiente a t) cada particula P pasa a ocupar una posiciéon dada por el vector x; el
cual pertenece al conjunto de la configuracion deformada €2;. Se establece que existe
una funcién y : Q¢ X RT — €, que relaciona las posiciones en la configuraciéon de
referencia con las posiciones deformadas de la forma:

x; = x(xo,1). (3.1)
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La funcion x debe cumplir un conjunto de hipdtesis relevantes que no seran consi-
deradas en este documento, entre las que se menciona la biyectividad.

Se define el campo vectorial de desplazamientos para el instante ¢, denotado
como u; : Qg — R3, a través de la siguiente expresion:

w:(x0) = Xt — Xo. 3.2)

La dependencia de ¢ esta dada de forma implicita a través del subindice. El util calcu-
lar el gradiente de dicho campo denotado por D cuya expresion se obtiene derivando
ambos miembros respecto a Xg:

D(xo) = F(xo) — L, (33)
donde F es un tensor llamado gradiente de deformacién dado por:

F(Xo) = %(Xo).

Dado que se considera la deformada en un tnico instante, se omiti6 el tiempo ¢ asi
como también se podra omitir la evaluacion en el punto x de ahora en adelante.

Sean dos puntos x( y X cercanos de la configuracion de referencia y sus corres-
pondientes puntos deformados x; y X;. Utilizando la definicion de y y realizando un
desarrollo de primer orden respecto a X se obtiene la relacion:

x: — x¢ = x(Xo,t) — x(%0,t) ~ F(x0)(%X0 — X0), (3.4)

donde se considerd que la distancia entre los puntos xg y Xo es pequeiia. Esta iden-
tidad permite tener una relacioén entre los segmentos en las configuraciones de re-
ferencia y deformada. La magnitud escalar J(xo) = |F(x¢)| representa la razén de
variacion volumétrica local en un entorno de la particula que ocupa la posicién xg
en la configuracion de referencia. La funcion de deformacién x debe cumplir cier-
tas hipdtesis de continuidad, como por ejemplo verificar que la razén de variacién
volumétrica sea positiva durante todo el movimiento.

El estado local de deformaciones en un entorno de x esta definido por lo tanto
por el tensor F, sin embargo existen diferentes definiciones de tensores que permiten
representar el estado de deformaciones local. Una herramienta qtil es el tensor de
deformaciones de Green E el cual sera definido de forma simplificada como una
extension de la definicion considerada para elementos de barra.

Se consideran los segmentos dxg y dx; dados por:
)ACO — Xp = dXO y )A(t — Xt = dXt. (35)

Se desea aplicar la definicion de la deformacién de Green para calcular la expresiéon



Seccidn 3.1. Elasticidad no lineal 79

de la deformacién unitaria del segmento dxg, esto es:

1dxjdx; — dxjdxo
2 dxddxo

Edxg =

(3.6)

Por otra parte los segmentos dx; y dxo estan relacionados a través de la Ecua-
cion (3.4) y las expresiones la Ecuacién (3.3), por lo que se obtiene:

1
Edxy = §dxg (FTF — 1) dxo. (3.7)

Por lo que definiendo el tensor de deformaciones de Green como:
E=. (F'F - 1), (3.8)
2
se obtiene la siguiente expresion simplificada de la deformacion unitaria:
Edxy = dxgdeo. (3.9)

Se puede ver que la matriz asociada de E es simétrica por lo que tendra valo-
res propios reales. Estos valores propios representan las deformaciones unitarias de
Green correspondientes a los segmentos dados por las direcciones principales.

Sustituyendo la expresion de F en funcién del gradiente de desplazamiento dada
por la Ecuacion se obtiene

E=_(D+D"+D'D). (3.10)

1
2
Se puede ver que tal como ocurre en el caso de barras, al considerar pequefias de-
formaciones se obtienen equivalencias entre distintas medidas de deformacién. En
el caso de la medida de Green, al considerar las componentes de primer orden se
obtiene:

1 Ty _
Ef§(D+D)fs, (3.11)

donde € es el tensor de deformaciones infinitesimales asociado a la medida de de-
formacion presentada en el capitulo anterior como deformacion ingenieril.

Material Hiperelastico

Un material es elastico si y solo si las tensiones internas producidas en el sé6lido
dependen tnicamente de la deformacién actual. En el caso de un material hiperelas-
tico, existe una funcion escalar, llamada densidad de energia de deformacién interna,
V(E) : Sym — R, la cual determina el comportamiento constitutivo a través de la
relaciéon

ov

S=%E

(B), (3.12)
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donde S es el tensor de tensiones de Cosserat (o segundo tensor de Piola). Este campo
tensorial est4 definido en puntos de la configuracién de referencia y representa una
de las posibles medidas de tension a o utilizar. Por otra parte, el tensor de tensiones
de Cauchy o esta definido en la configuracion deformada y esta relacionado con S
a través de la expresion:

S=JF loF T, (3.13)

Esta funcion de densidad de energia de deformacion permite calcular el total de
energia potencial elastica U acumulada por el cuerpo al ser sometido a un desplaza-
miento u, a través de la expresion:

Uu) = /Q W(E(u)dV. (3.14)

Tal como fue presentado en el capitulo anterior, el equilibrio esta asociado a la
configuracion donde la energia potencial total V' es minima, por lo que el problema
de hallar la configuracion de equilibrio consiste en un problema de optimizacién no
lineal:

min  U(u) — / u'tedA, (3.15)
ucld T¢

donde U es el conjunto de desplazamientos cinematicamente admisibles, es decir
compatibles con los vinculos externos.

Al igual que en el caso de barras, las condiciones de optimalidad del problema
llevan al principio de trabajos virtuales, donde las fuerzas internas estan dadas por
integrales en el volumen de la densidad de trabajo virtual de las tensiones internas,
dadas por el producto escalar del tensor de tensiones y el tensor de deformaciones
virtuales S : §E. Al igual que en el caso de elementos de barras existen diversos
métodos numeéricos que permiten resolver el problema, entre los que se encuentran
algoritmos de optimizacion no lineal.

Funciones U para materiales compresibles

Dado que el comportamiento del material es determinado por la funciéon ¥ se
presentan un par de ejemplos de funciones propuestas para modelar el comporta-
miento constitutivo de sélidos isétropos.

Saint-Venant Kirchoff El modelo de Saint-Venant-Kirchhoff establece una rela-
cion lineal entre el tensor de Cosserat y el tensor de deformaciones de Green. La
expresion matematica de ¥ en este caso es:

U(E) = %Tr(E)z + uTr(E?), (3.16)
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donde A y p son dos parametros reales del modelo que caracterizan el comporta-
miento del material. Esta funcion establece entonces una expresion para las tensio-
nes en todo punto a partir de la deformacién, dada por:

S = ATr(E)I+ 2uE. (3.17)

Este modelo corresponde a la ley lineal considerada en el capitulo anterior para
barras con medida de deformacion de Green. En el caso de pequenas deformaciones
este modelo lleva a la conocida ley constitutiva de Hooke.

Curnier Fl modelo de Saint-Venant-Kirchoff permite representar el comporta-
miento a traccién para grandes deformaciones aunque no es capaz de proveer buenos
resultados en compresion ya que, como fue visto, se produce una pérdida de rigidez.
En (Curnier} [1994) (ver Seccién 6.6.2) se describe un modelo modificado capaz de
representar estados de compresioén en grandes deformaciones. La expresion de la
densidad de energia de deformacion es:

U(E) = \(J —log(J) — 1) + uTr(E?), (3.18)
siendo el tensor de Cosserat en este caso dado por:

S=\J-1DF'F T 4+ 2,E. (3.19)

Funciones U para materiales incompresibles

Existen materiales con un comportamiento constitutivo tal que se requieren ele-
vadas cantidades de energia para poder realizar deformaciones asociadas a varia-
ciones de volumen, es decir que las deformaciones que efectivamente desarrolla el
s6lido cumplen J = 1 en todo punto. Estos materiales son llamados incompresibles
y no seran considerados en este documento ya que su uso no es considerablemente
frecuente en soluciones estructurales.

Materiales como polimeros suelen ser analizados con este tipo de modelos por lo
que el comportamiento de algunos elementos estructurales puede ser estudiado con
este tipo de funciones V. Existe una gran variedad de funciones de energia utiliza-
das en diversas aplicaciones, como por ejemplo: el modelo Neo-Hookean uno de los
mas simples (ver (Holzapfell |2000)), el modelo presentado por [Delfino et al, (1997)
apropiado para el modelado de ciertos comportamientos observados experimental-
mente en arterias carétidas o el modelo de|Veronda and Westmann|(1970) el cual fue
aplicado para el desarrollo de una técnica de diagnodstico de tumores malignos en
mamas (Goenezen et all|2012).
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Pequenas deformaciones

En el caso de pequeiias deformaciones se tiene que el tensor E es aproximada-
mente igual a € y que el tensor de tensiones S es aproximadamente igual al tensor
de tensiones de Cauchy o en coordenadas locales (sistema co-rotacional) por lo que
la definicion de material hiperelastico puede ser considerada ahora como:

o

o =5 (3.20)

No seran abordadas en este documento las condiciones que debe cumplir la funcién
1), sin embargo se considerara que deberan ser funciones que garanticen al menos
continuidad de la funcion o (¢). Esta funcidn determina la nolinealidad material para
comportamiento elastico en pequefias deformaciones.

En el caso del material de Saint-Venant-Kirchhoff para pequefias deformaciones
se obtiene una expresion de ¢ dada por:

U(e) = 2 (Tx(e))” + 1 (Tr(e?) (3.21)

y la relacion del tensor de tensiones esta dada por:

o= %(6) = MTr(e) + 2pue, (3.22)

lo que coincide con la ecuacién constitutiva del material elastico-lineal.

3.1.2. Hiperelasticidad en barras

En el caso de barras con comportamiento hiperelastico el estado tensional co-
rresponde a un estado uniaxial de tensiones. En (Castrillo et al.,[2014) se presenta la
resolucién de diversos ejemplos de reticulados tridimensionales con comportamien-
to hiperelastico para el material de Saint-Venant-Kichhoff deduciendo las soluciones
a partir de las ecuaciones validas para so6lidos.

Si un eje del sistema de coordenadas coincide con el eje de la barra entonces la
componente asociada a dicha direccién ser4 la unica entrada no nula dada por

0r = Per) = olee), (32

por simplicidad se considerara que la tension estd dada por la funcién o (¢).

En el capitulo anterior se presentaron las ecuaciones del PTV, cuya aplicacion
lleva al sistema de ecuaciones no lineales:

fint(u) - fext =0. (324)
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Para el desarrollo de los métodos numéricos la resolucién de estas ecuaciones se
asumio una relacién constitutiva lineal. Si se contintia el desarrollo desde la Ecua-
cion y considerando ahora una relacion general no lineal entre tension y de-
formacion, se tiene:

Ofe 9y _ aepe (OB e in®) e ge (be (W TIT (0 ()
ot (0(9) = 505 (T2 () ) o (o)) 455 (b (a)T 9T (c(u¥)).

(3.25)

Usando la funcién del comportamiento no lineal y la regla de la cadena se tiene:

27 (w) = B (=(u)) 5 (u) 6.26)

donde E'™ es el llamado médulo tangente, dado por:

_Oo

Etan _ 7
(€)= 5.

(e). (3.27)

Sustituyendo en la ecuacion de la derivada de las fuerzas internas se tiene:

e (k)
Ot 07y = TEQZIA Gy ()T B0 () A5 b (). (328
0

El proceso de ensamblado de la matriz tangente y resolucién del método Newton-
Raphson es similar al realizado para analisis con nolinealidad geométrica, teniendo
en cuenta que el vector de fuerzas internas debe ser calculado con la tension dada
por la relacién no lineal.

La herramienta ONSAS permite que el usuario introduzca cualquier modelo hi-
perelastico para el comportamiento de las barras a través de la funcién hyperElas-
Models presentada en el Codigo

3.1.3. Analisis de reticulados bi-modulares

Existe un grupo importante de materiales llamados bi-modulares (en ingles bi-
modulus materials), los cuales se caracterizan por tener diferente comportamiento
constitutivo a traccién y a compresion. Entre algunos ejemplos se encuentran la ma-
dera y el hormigén, cuyo anélisis simplificado es generalmente realizado sin tomar
en cuenta esta no linealidad.

Por otra parte en elementos estructurales como cables o tensores se puede consi-
derar que el elemento no soporta esfuerzos de compresion, lo que puede modelarse
como un comportamiento constitutivo no lineal para desplazamientos pequefios.
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Abordaje mediante PTV y métodos iterativos

El abordaje asociado al PTV y los correspondientes métodos iterativos pueden
ser aplicados considerando la funcién o y su derivada en las ecuaciones de PTV y
los correspondientes métodos numéricos. Estas expresiones son:

ie> 0 ie>
a(s):{ETa sie >0 o {ET sie >0 (3.29)

FEce sie <0 E(g): Ec sie<0

donde E¢ y Er son los médulos de Young a compresion y traccion respectivamen-
te. Un caso de particular interés es el del analisis de tensores en el cual se puede
considerar F- = 0.

Modificar el Codigo [2.2| para resolver el problema de la cercha de
Von Mises considerando un comportamiento bi-modular para am-
bas barras donde la rigidez a compresion es la mitad de la rigidez a
traccion. Validar los resultados del codigo comparando con solucio-
nes analiticas para pequenos desplazamientos.

Formulaciones alternativas

Los métodos iterativos son eficientes y permiten garantizar convergencia con-
siderando como hipoétesis fundamental que la funcién de fuerzas residuales r tiene
derivadas continuas. Para este tipo de materiales esto no se cumple, por lo que los
resultados de convergencia obtenidos para este tipo de estructuras podrian ser de
menor calidad, provocando que para alguna estructura no sea posible obtener con-
vergencia.

Existen otros enfoques basados en formulaciones de optimizacién y programa-
cién cuadratica que permiten resolver este tipo de problemas aplicando algorit-
mos eficientes logrando mejores resultados en términos de convergencia. En (Zhang
et all[2013) se presenta una de estas formulaciones alternativas mostrando a través
de la resolucién de algunos ejemplos que, segtin los autores, el método de NR no lo-
gra converger a la solucidn para ciertos criterios de parada establecidos. En (Zhang
et all|2016) se presenta también una extension de este enfoque para problemas de
so6lidos, mientras que en (Du and Guol [2014) se presenta una de las primeras formu-
laciones tedricas basadas en enfoques energéticos.

3.2. Introduccion a la Teoria de Plasticidad

En esta seccidn se presenta una introduccion a la Teoria de Plasticidad para cuer-
pos sometidos a pequenas deformaciones. La presentacion es realizada a través de la
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descripcion de las ecuaciones de la teoria de plasticidad unidimensional, suficiente
para introducir todos los conceptos de la misma, dentro del objetivo de este docu-
mento.

Existen textos que presentan diversos enfoques a esta teoria, entre los que se
destaca por una parte (Jirasek and Bazant, |2001) con un abordaje tedrico orientado
a aplicaciones estructurales, y por otra parte (de Souza Neto et al| |2008; Taroco
et all [2017; |Simo and Hughes| [1998)) con enfoques tedricos generales de mecanica
del continuo aplicables al analisis de solidos sometidos a diversas acciones externas.
Se recomienda complementar los conceptos presentados en esta seccion con alguno
de los libros mencionados.

3.2.1. Teoria unidimensional de plasticidad

Se considera una barra sometida a una historia de deformaciones tal que parte
de la deformacién axial es remanente, es decir que se mantendra luego de retirar las
cargas externas. Esta deformacion remanente es producida cuando la magnitud de
la tensidon alcanza un cierto valor de tension de fluencia oy-.

Descomposicion aditiva de deformacion y ley elastica

Bajo la hipotesis de pequeiias deformaciones, es posible descomponer de forma
aditiva la deformacion total € en dos componentes: deformacion elastica ¢ y defor-
macion plastica o remanente £, por lo tanto:

e =¢e®+4¢€P. (3.30)

Por otra parte se considera la ley elastica que establece que la relacion entre la
tension y la deformacion elastica es lineal y dada por:

o= FEe® = E(e — &P), (331)

donde E es el médulo de Young. Esta ley se cumple durante todo el proceso de
deformacion para cualquier valor de deformacién plastica.

Es importante destacar que la deformacion plastica e” puede ser positiva o ne-
gativa, es decir estar asociada a una extension o un acortamiento.

Funcion de fluencia

El proceso de plastificacion se produce cuando la tensién alcanza un valor limite
o de fluencia, lo que es escrito en términos de una funcion llamada funcion de fluencia
®. En esta seccién se considerara, como ejemplo, una funcién dada por:

®(o,0y) = |o| —oy. (3.32)
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Observe que el valor absoluto de o establece un comportamiento idéntico para com-
presiones y tracciones, esto define que el proceso de fluencia o endurecimiento sea
isoétropo. En modelos de mayor complejidad, y para materiales utilizados en ingenie-
ria civil como hormigén, es usual considerar funciones que consideren de diferente
forma las tensiones a compresion y tracciéon (ver un ejemplo en el Capitulo 1 de
(Simo and Hughes| |1998)).

El comportamiento del material es elastico si se verifica:
®(0,0y) <0, (3.33)

donde oy es un parametro del modelo que puede variar en el proceso de plastifi-
cacién. La funcion @ y el valor oy establecen por lo tanto el rango de valores de
tension o para los cuales el comportamiento es eléstico.

En el caso de plastificacion de sélidos la funciéon ¢ depende del tensor de tensio-
nes y puede adquirir diversas formas, entre las que se destacan la funcién asociada
el criterio de fluencia de Von Mises.

Si la tension es tal que la funcion de fluencia pasa a valer cero comienza un pro-
ceso de plastificaciéon. En dicho proceso se debera obtener un nuevo valor de o y
eventualmente de oy tal que se continde verificando que ®(o, oy) < 0. Para esta-
blecer cuéles son estos valores se utiliza el principio de maxima disipacién plastica.

Principio de maxima disipacion plastica

El principio de maxima disipacién plastica (o maximo trabajo plastico) establece
que de todas las posibles tensiones o que cumplen ®(o,0y) < 0, la tension real
producida sera aquella que maximice la disipacion plastica por unidad de volumen
dada por o¢. Se puede remarcar que este ultimo producto puede considerarse co-
mo una disipacion de energia o también como una potencia de fuerzas internas, de
cualquiera de las dos formas se produce una variaciéon de energia total del sistema.

El enunciado del principio puede plantearse como un problema de maximizaciéon
como:
max, o¢eP
(MDP) {  s.a. (3.39)
®(0) <0

Para encontrar las condiciones que deben cumplir las tensiones solucion del pro-
blema se plantean las condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A
continuacion se presentan de forma esquematica las ecuaciones de KKT (ver (Luen-
berger and Yel [2008) por detalles del desarrollo).
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Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker Sean funciones f(x) : R — Ry g(x) :
R™ — R funciones suaves, y un problema de optimizacion no lineal dado por

méxy,  f(x)
s.a. (3.35)
g9(x) <0

todo punto x que satisface las condiciones de optimalidad de primer orden ("punto
critico”) debe necesariamente cumplir

Vfx) = nVg(x) (3.36)
gx) < 0 (3.37)

n =2 0 (3.38)
ng(x) = 0, (3.39)

donde 7 es un escalar llamado multiplicador de Lagrange, a ser determinado. Estas
condiciones representan un sistema de ecuaciones no lineales.

Escribiendo las condiciones de optimalidad para el problema MDP se obtiene que
la tensién debe necesariamente cumplir:

0o

e’ = no—(o,0v) (3.40)

do
O(o,0y) < 0 (3.41)
n =2 0 (3.42)
n®(o,0y) = 0. (3.43)

Estas condiciones permiten derivar las siguientes leyes sobre el proceso de plastifi-
cacion.

Ley de flujo plastico y condiciones de carga/descarga
La condicién dada por la Ecuacién (3.40) es llamada ley de flujo plastico. Calcu-
lando la derivada e introduciendo la variable v dada por § = 7 se tiene:
eP = 4 signo(o), (3.44)

donde se puede observar que si la tensién es de compresion, la deformacion plastica
decrece. Mas adelante se presentara una interpretacion fisica de la variable ~.

Esto permite reescribir las condiciones adicionales del KKT obteniendo las lla-
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madas condiciones de carga/descarga, dadas por:

¥ = 0 (3.45)
®(o,0y) < O (3.46)
A®(o,0y) = 0 (3.47)

Funcién de endurecimiento

Lamagnitud oy representa un parametro constitutivo dado por la micro-estructura
del cuerpo y otros parametros asociados al correspondiente proceso de plastificacién
del material. En este modelo se considera que este valor depende de la deformacioén
plastica acumulada a través de una funcién llamada funcién de endurecimiento:

Oy = 0y (Ep)? (3.48)

donde €? es la deformacion plastica acumulada durante todo el proceso, es decir

(1) = /0 |er(r)[dr. (3.49)

Esta nueva magnitud representa la memoria del material, siendo este el elemento
conceptual mas relavante que define al material como no elastico.

Derivando respecto al tiempo ambos miembros de la Ecuacion (3.49) y utilizando
la Ecuacién (3.44) se obtiene:

e? = |e?| = [jsigno()] = [4. (3.50)

Usando que & > 0 se tiene _
eP =4, (3.51)

por lo que la derivada de y establece la variacién de la deformacion plastica acumu-
lada. Si «y es considerada nula al inicio del proceso puede ser facilmente interpretada
como la deformacion plastica acumulada, lo cual también es compatible con la con-
dicién dada por KKT de 4 > 0, es decir que la magnitud de la deformacién plastica
acumulada es creciente durante todo el proceso.

Médulo elastoplastico tangente

Durante un proceso de incremento de carga en el que ocurre plastificacion el
valor la funcion de fluencia debe mantenerse nulo en los instantes de tiempo inme-
diatamente posteriores, es decir que se verifican las condiciones:

dP=0 y d=0. (3.52)
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Derivando respecto al tiempo ambos miembros de la Ecuacién (3.32) se obtiene:

L . Ooy 5
& = signo(o)d — FEt (3.53)

por lo tanto, igualando a cero se tiene que durante la plastificacién se cumple:

80’}/ =

signo(o)d = ﬁsp. (3.54)

Multiplicando ambos miembros por signo(c), recordando que &P = 4y usando la

Ecuacion (3.44) se obtiene:
. oy

0= —=
OeP

ep. (3.55)

Por otra parte, derivando la ley elastica dada por la Ecuacion (3.31) se tiene la
relacion:
6=E(—e¢P). (3.56)

Despejando € de la Ecuacién (3.55), sustituyendo en la Ecuacién (3.56) y agru-
pando se tiene:
o= E%¢ (3.57)

donde E™ es el mddulo tangente elastoplastico, dado por

G
Etan(sp) — £ .
gy 90y ()
54

(3.58)

A partir de esta relacién se puede también obtener una expresion para la pendien-
te de la funcién de endurecimiento en funcién de E™*. Es importante resaltar que
existe una relaciéon implicita entre la deformacion total y la deformacién plastica
acumulada cuyo analisis no debe ser despreciado.

La mayoria de los materiales utilizados en Ingenieria Civil suelen ser carateriza-
dos a partir de valores de tension y deformacion (total) medidos a través de ensayos
experimentales. Esto permite determinar el moédulo tangente, el cual debe ser vin-
culado a algin modelo de elastoplasticidad a través de la funcién de endurecimiento
para poder contar con un modelo tedrico completo del comportamiento elastoplas-
tico. En (Pérez Zerpa et al.| 2017) se presenta el desarrollo de un método para identi-
ficacion de propiedades elastoplasticas y su aplicacion a la caracterizaciéon mecénica
de madera a partir de valores de tension y deformacion obtenidos mediante ensayos
experimentales.
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3.2.2. Método numérico de analisis elastoplastico
Relaciones algebraicas

Para obtener un método numérico para resolver las ecuaciones que gobiernan el
proceso de plastificacion, es necesario utilizar alguna regla para integrar las ecua-
ciones diferenciales del modelo.

En esta seccion se presenta el desarrollo de un método numeérico para resolver
las ecuaciones correspondientes a una barra sometida a una deformacién axial, asu-
miendo que en cada paso se conoce la deformacion total aplicada. Se considera que
el rango temporal del proceso estudiado es discretizado en intervalos uniformes. Por
simplicidad y sin pérdida de generalidad, se considera At = 1. Nuevamente, el tiem-
po no representa que las cargas sean aplicadas dindmicamente, sino simplemente
una referencia a factores de carga o deformacion impuesta.

Sea un instante de tiempo n para el cual se conocen los valores de o, €y, €P,, ¥
Yn- Se aplica un incremento en la deformacion total por lo que se conoce el valor de
deformacion en el instante de tiempo siguiente €, 11 = &, + Ac. Se desea determi-
nar las otras magnitudes. Se comienza operando con la derivada de la ley elastica,
dada por la Ecuacion (3.56), donde se sustituye la Ley de flujo plastico dada por la
Ecuacion (3.44). Se obtiene por lo tanto:

6 = E (¢ — Asigno(o)) . (3.59)

Se puede considerar una regla de integracion de tipo Euler hacia atras o Backward
Euler, donde se integra en el tiempo numéricamente, evaluando el integrando en el
instante n + 1, obteniendo:

Ont1 = op + EAe — Avysigno(op41)- (3.60)
Resulta conveniente definir la magnitud og 5,41 dada por:
OB n+1 = 0n + EAe, (3.61)

la cual representa la tensién que se obtendria si no se produce aumento de la defor-
macién plastica para el incremento de deformacién total aplicado. Esto equivale a
que el incremento de tensién sea puramente elastico.

Mostrar que se verifica la siguiente igualdad

OEn+1 = E(En+1 — 5%)
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Usando esta nueva definicion se obtiene la expresion:

Ont+1 = OB n+1 — Ay signo(op,41). (3.62)

Por otra parte se sabe que si Ay > 0 entonces se produce plastificacién y la
funcién ® debe continuar siendo nula en el instante n + 1, por lo tanto se debera
cumplir

®(0n+1,0y(ePnt1)) = |Ont1| — oy (ePni1) = 0. (3.63)

Recordando la relacion entre deformacion plastica acumulada y vy se tiene
|Un+1| - UY(E_pn + A’7> =0. (3.64)
Esta relacién, junto con la Ecuacion (3.62) forman un sistema de ecuaciones no
lineales, a resolver para encontrar la tensién y «y en el instante n + 1, dado por:
Ont1 = Ogn+1 — EAysigno(oni1), (3.65)

|ont1] = oy(ePn + A7). (3.66)

Para poder obtener una expresioén del valor absoluto de la tension se contintia
desarrollando la identidad de la Ecuacion (3.62)),

|on+1(signo(oy41) = [0E nr1signo(op,ni1) — EAY signo(oy41) (3.67)
por lo tanto se tiene:
signo(oyn11) (|on41| + AYE) = |05 nt1[signo(oe,nt1). (3.68)

Dado que A~y > 0, los resultados de la funcién signo de cada miembro son mul-
tiplicados por valores no negativos por lo tanto deben tener el mismo resultado,
obteniendo:

signo(op41) = signo(opn+1) (3.69)
lont1| + AvE 051l (3.70)

Sustituyendo en la Ecuacion (3.66) se obtiene:

0B 1| — AYE = oy (P, + A7) (3.71)

la determinacién de Ay est4 asociada, por lo tanto, a la resolucién de una ecuaciéon
no lineal de una variable. Luego de determinada esta magnitud pueden ser determi-
nadas las restantes a través de las relaciones vistas.
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Método numérico

A partir de las relaciones algebraicas obtenidas, se formula un método numérico
que permite sistematizar el calculo de las tensiones de deformaciones en el instante
siguiente, considerando la ocurrencia de las dos posibilidades: incremento de defor-
macion con plastificacion o incremento elastico.

El método consiste en calcular el valor o ,,41, el cual representa un caso de in-
cremento de deformacién puramente elastica, y evaluar la funcién de fluencia para
dicha tension. Si la funcién de fluencia tiene un valor negativa, se esta por lo tanto
ante una tension compatible con la deformacion impuesta y que cumple las con-
diciones de carga/descarga para Ay = 0. Si la funcién de fluencia es no negativa,
entonces ocurre plastificaciéon y se debe calcular el valor A~y. En el Algoritmo [3]se
presenta un método esquematico que resumen el procedimiento descrito. Se reco-
mienda complementar este desarrollo con los Pseudo-cédigos presentados en textos
como (Simo and Hughes} |1998).

Algoritmo 3 Calculo de tensiones en plasticidad unidimensional.

1: Dados oy, €n, Py, Tn Y A€,

2. Caleular: 0 41 = 0 + EAe

3: Calcular: @, = ®(0g n+1,0y(€P)))

4: if @4, < 0 (se mantiene en region elastica) then

5. Elincremento es puramente elastico, por lo tanto: 0,41 = 0g 41y Ay =0
6: else

7. Resolver la ecuacién no lineal: |05 11| — AYE = oy (eP), + A7)

8. Usar el valor Ay obtenido para calcular o,,1.

9: end if

10: Calcular las magnitudes €?,, 1 y €? | usando las relaciones con A~.

En la Figura [3.1]es muestra un esquema grafico del procedimiento realizado por
el método numérico. Se muestra graficamente que el valor EA~y representa el retorno
de un valor de tension superior al de fluencia hacia la curva asociada a la fluencia.

Para realizar analisis elastoplastico de sélidos se debe resolver un problema de
ecuaciones no lineales en varias variables y los métodos aplicados para esto son
llamados métodos de retorno. Se recomienda profundizar sobre estos métodos en (de
Souza Neto et al.| [2008).

Modelo de endurecimiento lineal

Se considera en este apartado un caso de interés tanto practico como académico
por su simplicidad: el modelo de endurecimiento lineal. En este modelo la tension
de fluencia esté dada por una funcion de endurecimiento lineal de la forma:

(Ty(E_p) =0y,0+ K€_1’7 (3.72)



Seccidén 3.2. Introduccién a la Teoria de Plasticidad 93

g
OE n+1

On+1
On

En En+1 g

Figura 3.1: Esquema de método iterativo para analisis elastoplastico.

donde oy,g y K son parametros del modelo, que determinan la tensiéon de fluencia
inicial y la pendiente de la funcién, respectivamente.
Sustituyendo la funcién dada por este modela en la Ecuacion (3.71) se obtiene:

loEnt1] — AYE —oy,g — KeP,, — KAy =0, (3.73)

donde se observa que en este caso la ecuacion a resolver es lineal. Despejando el
valor de A~y se obtiene

Am — |oE nt1| —ov,o — KeP,y,
EF+ K

(3.74)

3.2.3. Implementacién y ejemplos
Implementacion en GNU-Octave

El método numérico descrito en el Algoritmo [3|puede ser facilmente implemen-
tado considerando el modelo de endurecimiento lineal. En el Codigo 3.1 se muestra
una implementacion en GNU-Octave. Los valores de deformaciones y parametros
utilizados corresponden a los ejemplos presentados a continuacion.

Codigo 3.1: Anélisis elastoplastico unidimensional con endurecimiento lineal.

% Codigo de ejemplo de implementacion de metodo de analisis elastoplastico
Funcion de endurecimiento lineal. Historia de deformaciones dada.

%
S
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clear all, close all

% parametros constitutivos
= 210e9 ; sigmaY = 250e6 ;

K =
= 2le9 ;

X‘;)\orn

% historia de deformaciones impuesta

epsmax = sigmaY/E * 1.5 ;

deps = epsmax/20 ; % incremento

loadeps = (O:deps:epsmax)' ; % carga

perunloadeps = (epsmax:—deps:—epsmax)' ; % descarga

perloadeps = (—epsmax:deps:epsmax)' ; % carga

epshist = [ loadeps; perunloadeps; perloadeps; perunloadeps ]
ntimes = length(epshist);

% vectores de historia tension, deformacion plastica, elastica y acumulada
epsplhist = zeros(ntimes,1) ; epsplachist = zeros(ntimes,1) ;
epselhist = zeros(ntimes,1) ; sigmahist = zeros(ntimes,1)

% se considera que en el tiempo inicial (1) todas las magnitudes son nulas
for i=2:ntimes

epsetrial = epshist(i) — epsplhist(i—1) ;

sigmatrial = E * epsetrial ;

epsplactrial = epsplachist(i—1) ;

phitrial = abs(sigmatrial) — ( sigmaY¥ + Kxepsplactrial )

if phitrial <= 0 % se continua en rango elastico

sigmahist (i) = sigmatrial ;
epsplhist(i) = epsplhist(i—1);
epsplachist(i) = epsplachist(i—1);
Cep =E ;

else % se debe calcular la deformacion plastica

Deltagamma = phitrial / (E + K) ;
sigmahist (i) = (1-DeltagammaxE/abs(sigmatrial))* sigmatrial ;
epsplhist(i) = epsplhist(i—1) + Deltagamma * sign(sigmatrial) ;
epsplachist(i) = epsplachist(i—1) + Deltagamma ;
Cep = ExK/(E+K) ;

end

end

figure, grid on, lw = 3; ms = 5;

plot(epshist, sigmahist, 'b—x"','linewidth',lw, 'markersize',ms)
labx=xlabel('Deformacion'), laby=ylabel('Tension')

set(labx, FontSize, 20); set(laby, FontSize, 20);

set(gca, 'linewidth', 2, 'fontsize', 20 ), print('plasticcycle2', '—depslatex"')
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Ejemplo de comportamiento elastoplastico perfecto

El modelo elastoplastico perfecto corresponde a una funcién de endurecimiento
constante, es decir:
oy (eP) = oy, (3.75)

lo que corresponde a un valor K = 0.

Se consideran valores similares a los de un acero A36: ¥ = 210 GPay oy, =
250 MPa. Se realiza un proceso de carga y descarga y nuevamente carga (a través
de deformaciones impuestas), llegando a una deformacién maxima en magnitud de
€maz = Oy,0/E x 1,5. Esto representa un valor 50 % superior a la deformacioén de
limite elastico.

Al utilizar el codigo se obtiene el grafico mostrado a la izquierda en la Figura
Se puede observar que este modelo no es capaz de reproducir fallas por un elevado
numero de ciclos de carga-descarga.

Ejemplo de endurecimiento lineal

En el caso de endurecimiento lineal se considera K = 21 GPa junto con los
otros parametros definidos anteriormente. Al aplicar el método numérico se obtiene
la grafica de la derecha mostrada en la Figura[3.2]

3e+08 3e+08

26408 2e+08

1e+08
1e+08

0
0

Tension
Tension

-1e+08

-le+08
-2e+08

-2e+08 3e+08

e+ o0z 20,001 0 0.001 0.002 e+ 08 50z 20,001 0 0.001 0.002
Deformacion Deformacion

Figura 3.2: Graficos tensién-deformacion de ejemplos de comportamiento elasto-
plastico: modelo elastopléstico perfecto (izq.) y modelo con endurecimiento lineal

(der.).

Se observa, como era de esperar, que la tension va aumentando conforme conti-
nua el proceso de carga descarga. Esto es explicado por el hecho de que a pesar de
que la deformacion total se mantenga acotada, la deformacion plastica acumulada
durante el proceso continua aumentando. Si los resultados experimentales o el mo-
delo constitutivo del material establecen algtn valor de tension de rotura, el mismo
podria ser alcanzado luego de un cierto nimero de ciclos.
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3.2.4. Aplicacion a reticulados

El desarrollo presentado anteriormente puede ser aplicado al anélisis de estruc-
turas formadas por elementos con comportamiento elasto-plastico. Para esto, se debe
incluir el calculo de las magnitudes asociadas a la plastificacion dentro de los algorit-
mos iterativos para encontrar la configuracion de equilibrio. En el primer capitulo
de (Simo and Hughes| [1998) se encuentra un desarrollo completo de los modelos
unidimensionales y su integracion en algoritmos basados en el MEF.

3.3. Ejemplo: calculo de solicitaciones ultimas en seccion de
hormigén armado

En esta seccion se presenta una breve discusion sobre analisis no lineal de sec-
ciones y se resuelve un ejemplo de calculo de solicitaciones tltimas en una secciéon
de hormigén armado considerando el comportamiento no lineal del hormigén.

A pesar de que el comportamiento del hormigon es usualmente considerado elas-
toplastico, en el ejemplo se considera un anélisis elastico no lineal dado por una re-
lacion tension-deformacion sin calcular deformaciones plasticas. En el caso de que
no se realice descarga este analisis elastico no lineal produce resultados iguales a los
del anélisis utilizando el modelo de elastoplasticidad. En el caso de que la estructu-
ra no se lleve a la falla, es decir que continte en servicio luego de la descarga, este
analisis no es util, ya que se deben calcular o estimar las deformaciones remanentes
correspondientes.

Es importante resaltar que este tipo de analisis no es un anélisis no lineal comple-
to de un elemento estructural. Para realizar un analisis no lineal de un elemento de
viga se debe considerar la no linealidad no solamente en la seccién transversal sino
que también segun el eje de la viga. En (Liew et al,||2017; Lemes et al.,|2017) se pre-
sentan resultados de analisis no lineales de elementos de viga de acero y hormigén
considerando la relacién momento-curvatura dada por el comportamiento constitu-
tivo. Utilizando un procedimiento similar al presentado en este ejemplo es posible
construir el diagrama momento-curvatura de una seccion de hormigén consideran-
do efectos de complejidad de modelado como por ejemplo fisuracién. En (Alhasawi
et al.,[2017) se realiza un analisis de porticos considerando elementos de viga con roé-
tulas elasto-plasticas en los extremos, aplicando conceptos de plasticidad como los
vistos en la seccion anterior.

En el ejemplo desarrollado a continuacion se calculan los momentos y directas
integrando el diagrama de tensiones de la seccion utilizando integracién numérica.
Para la integracion se utiliza el método de cuadratura de Gauss (Quarteroni et al.|
2007), el cual permite calcular de forma eficiente las solicitaciones tal como se mues-
tra en (Bonet et al.l|2006).

Se considera una seccién de hormigén armado de geometria rectangular de an-
cho b = 0,25 m y altura h = 0,6 m con armadura simétrica dispuesta como se
muestra en la Figura[3.3] con recubrimiento mecanico r,, = 0,06 m. Los rectangu-
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los oscuros representan barras de acero de refuerzo.

As | — [rm

A |

Figura 3.3: Esquema de seccién transversal de hormigon armado.

El acero considerado es de tipo B500 y el hormigén es tipo C25 (resistencia ca-
racteristica for = 25 N/mm?).

Se desea obtener las solicitaciones Ultimas resistidas por la seccién para diferente
cuantia, posicién de linea neutra y curvatura, es decir los diagramas de interaccién
para la seccion.

Para la resolucion de este ejemplo nos guiaremos por el procedimiento descrito
en (Jimenez Montoya et al.l|2009), material basado en la norma espafola EHE-ZOO
Para determinar las solicitaciones ultimas soportadas por una seccion rectangular
se debe calcular las siguientes integrales

h

h np
Miny = Mg, + My = /h bor(y)ydy+ Y o) yi A (3.76)
-5 i=1

donde M© es el momento ultimo dado por el hormigén (tensién continua en la
altura) y M P es el momento producido por tensiones discretas (barras), y; y A; son
las posiciones y areas donde hay barras de acero, e y vale cero en la mitad de la
altura.

Se considera ademas y; = —0,45h, yo = 0,45h y armadura simétrica (A; =
Ag = Ay).

De forma analoga se calcula la directa resultante:

N = NG, + NE = / () dy+Z o) As (377)

2

Pueden ser facilmente implementadas funciones de Octave que permitan calcu-
lar los valores de directa y momento a partir de la curvatura y la posicion de la linea
neutra. A partir de dichas funciones, se pueden calcular las integrales numérica-
mente utilizando el método de cuadratura de Gauss, en este caso con cinco puntos
de integracién.

Enlace a norma en sitio web de ministerio de fomento espafiol| (4ltimo acceso diciembre 2017).


http://www.fomento.es/MFOM/LANG_CASTELLANO/ORGANOS_COLEGIADOS/MASORGANOS/CPH/instrucciones/EHE_es/
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Las integrales se calculan evaluando el integrando que depende de la funcién
o(y). Esta funcién o(y) estd dada a través de la ecuacion constitutiva axial y la
expresion de la deformacion, es decir o(y) = o(e(y)).

La funcién de deformacion en funcién de la distancia a la linea neutra y — yy y
la curvatura ~ se puede expresar de la siguiente forma:

e(y) = —k(y —yn) (3.78)

donde yn es la posicién de la linea neutra.

La ecuacién constitutiva considerada para el hormigon es del tipo parabola-
rectangulo, sin considerar resistencia a traccion, mientras que para el acero se utiliza
un modelo elastoplastico perfecto. La expresion analitica de la ecuacion constitutiva
del hormigén es:

—Jfea si & € [—3,5%0, —2%
oC(e) = 1000. feq.£.(250.e4+1) si & € [—2%.,0] (3.79)
0 si e>0

mientras que para el acero se tiene que la tension de limite elastico es ¢, = 2,17%.
y por lo tanto la ecuacion esta dada por

Ee¢ si Je| < 2,17%o

P () = (3.80)

fya - signo(e) si el = 2,17%o

Las relaciones constitutivas del hormigén y el acero son representadas grafica-
mente en la Figura[3.4|a la izquierda y derecha respectivamente.

Finalmente, se calculan las solicitaciones para los valores de linea neutra y cur-
vatura dados por el diagrama de pivotes y con los valores obtenidos se construye el
diagrama de interaccion mostrado en la Figura[3.5]

Los ejes del grafico muestran los momentos y directas reducidos, i y v respecti-
vamente y las lineas punteadas conectan los puntos (v, i) en los cuales se produce
el cambio de dominio en el diagrama de pivotes para las distintas cuantias conside-
radas.

Actividad

Comparar el diagrama de interaccién obtenido con el correspon-
diente presentado en (Jimenez Montoya et al., 2009).
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L

—2%o0 _3,5%0 76’

Figura 3.4: Relaciones constitutivas de hormigén (izquierda) y acero (derecha).

Figura 3.5: Diagrama de interaccion de seccion rectangular de hormigén armado.
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Capitulo 4: Introduccion al Analisis Dinamico

En capitulos anteriores se cubrio el andlisis de estructuras en régimen no lineal
bajo la hipotesis de una respuesta estatica. Un gran nimero de problemas practicos
requieren la capacidad de realizar analisis dindmicos de estructuras, se enumeran
algunos a modo de ejemplo:

= puentes y estructuras sometidas a cargas de transito dinamicas de tipo peato-
nal, carretero, ferroviario u otro,

» estructuras de soporte y/o fundaciones para maquinaria reciprocante o vibra-
toria,

= estructuras sometidas a movimientos sismicos,
= impactos sobre estructuras,
= estructuras sometidas a explosiones.

Surge por lo tanto la necesidad de abandonar la hipétesis de carga estatica y consi-
derar el analisis dinamico de estructuras en régimen no lineal.

En este capitulo no se intenta cubrir el contenido de un curso de dinamica es-
tructural, por el contrario, se busca Uinicamente sentar las bases de la resoluciéon
de problemas de dindmica no lineal, con lo cual, se omitiran conocimientos basicos
de din&dmica. Un libro recomendable para repasar dichos conocimientos basicos es
(Clough and Penzien, [1993). La presentaciéon que aqui se realiza esta basada en los
capitulos 9 y 24 de los libros (Bathe} |2014) y (Crisfield, 1997) respectivamente.

El presente capitulo consta a grandes rasgos de tres secciones. La primera pre-
senta el planteo de las ecuaciones de movimiento de la estructura y describe sus
componentes. La segunda seccion presenta métodos de analisis dinamico y ejemplos
para estructuras en régimen lineal. Finalmente, la tercera seccion refiere a procedi-
mientos de solucién y ejemplos de estructuras no lineales.

4.1. Deduccion de las Ecuaciones de Movimiento

Continuando con el material presentado en el Capitulo 2, se plantea a continua-
cién la condicién de equilibrio dinamico de una estructura compuesta por barras
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axiales con grandes desplazamientos y rotaciones pero pequeiias deformaciones uni-
tarias.

En este contexto, se recurre al Principio de D’Alambert para establecer las ecua-
ciones de movimiento de un elemento de barra axial. Dicho principio es el equivalen-
te dindmico al PTV. El mismo incorpora las fuerzas inerciales como fuerzas externas
y permite expresar el equilibrio dinamico en forma variacional equivalente al PTV.

En lo que sigue, se hace referencia al tiempo mediante la variable independiente
t y se definen todas las variables estructurales (posicion, desplazamiento, deforma-
cién unitaria, tension, etc) como funcion del tiempo (x¢, uy, oy, etc). Se utilizara la
siguiente notacion para expresar derivadas primera y segunda respecto del tiempo:
l:lt y ut

Dado lo anterior, para una barra axial, el Principio de D’Alambert sostiene que
Yty Véu € V se cumple:

/ ot&:d‘/}:/ 5uTbext7tht7/ ptéuTiithtf/ coutudvy, (4.1)
Vi Vi Vi

Vi

donde b, + representa el campo vectorial de fuerzas externas de volumen. Notar
que, en la Ecuacién (@.1), los vectores de desplazamiento u; pertenecen a R?® que
representan desplazamentos de particulas y no desplazamientos nodales.

En la Ecuacién (4.1), la primer integral del miembro derecho corresponde a las
fuerzas inerciales, siendo p la densidad del material. Por otro lado, la segunda integral
del miembro derecho corresponde a fuerzas viscosas disipativas, siendo ¢ > 0 un
factor de disipacion arbitrario.

La disipacion viscosa presentada en este contexto es un mecanismo artificial para
introducir efectos de amortiguamiento estructural. La misma no tiene, en general,
un significado fisico directo y por ende la disipacion no se determinara usando una
expresion tedrica para c, sino que se realizara por medios empiricos.

Aplicando una discretizacién de elementos finitos como la utilizada en el Capitu-
lo 2 en la Ecuacién y mediante consideraciones ya discutidas sobre el volumen
de la barra para pequefias deformaciones unitarias, se llega a la siguiente ecuacion
de movimiento a nivel de estructura:

fint(ut) = Text,t — Mi; — Cug. (4.2)

Las cargas dinamicas externas estan dadas por el vector f.,; ; y pueden ser perio-
dicas (harmonicas, no harmonicas) o aperiddicas (impulsivas, transitorias). El tipo
de carga influye en la definicion del modelo estructural y a su vez en el método de
resolucién de las ecuaciones de movimiento resultantes.

El vector de fuerzas internas fi; incorpora los efectos de no linealidad geométrica
y eventualmente otros tipos de comportamiento no lineal de los elementos de barra,
como puede ser la no linealidad material.

La matriz M esllamada Matriz de Masa. Si ésta se deduce usando las funciones de
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interpolacion de u en la formulacién de elementos finitos, se le suele llamar Matriz de
Masa Consistente. Por el contrario, si es deducida concentrando la masa del elemento
en sus nodos y asignandola a sus respectivos grados de libertad de desplazamiento,
se la llama Matriz de Masa Concentrada. En este documento se consideran matrices
de masa concentrada. Se puede verificar que los resultados obtenidos usando una u
otra matriz son practicamente equivalentes con una discretizacién suficientemente
fina de elementos.

A modo de ejemplo se presenta la matriz de masa concentrada para el elemento
de barra bi-dimensional:

1000

e_pAéo()lOO

Mi=—="10 0 1 0 (4.3)
000 1

La matriz C es llamada Matriz de Amortiguamiento y permite incorporar los
efectos disipativos viscosos de la estructura. Tal como fue indicado anteriormente,
es habitual elegir una matriz C tal que de la aplicacion de dicha matriz se obtengan
amortiguamientos cercanos a valores empiricos conocidos para estructuras simila-
res a la considerada. Por ejemplo, si se estudia una estructura metalica soldada y
se sabe que una estructura de fabricacion similar exhibi6 un cierto porcentaje del
amortiguamiento critico bajo vibraciones a ciertas frecuencias, se intentara elegir
una matriz C que reproduzca esas caracteristicas de amortiguamiento.

Una formulacién usual para la matriz C es un tipo de amortiguamiento pro-
porcional conocido como amortiguamiento de Rayleigh, ver (Clough and Penzien|
1993):

C=mM+ xK. (4.4)

Esta matriz de amortiguamiento permite fijar valores aproximados de amorti-
guamiento para ciertos rangos de frecuencias y tiene la ventaja de ser esparza, al
igual que K. Es claro que otros tipos de amortiguamiento pueden ser incorporados
mediante la matriz C, por ejemplo amortiguadores conectados a dos nodos dados
de la estructura. En estas situaciones se puede perder la caracteristica de amortigua-
miento proporcional.

4.2. Dinamica Lineal

Tal como fue mencionado, previo al abordaje de conceptos de dindmica no lineal,
se presentara el problema y métodos de analisis de dindmica lineal.

En esta seccion se introducen dos métodos de integracion directa de las ecuacio-
nes de movimiento de uso habitual en la practica. El primero de ellos es un método
explicito, condicionalmente estable, llamado Método de Diferencia Centrada y el
segundo es un método implicito, incondicionalmente estable bajo ciertas hipotesis,
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llamado Método de Newmark.

Antes de introducir los métodos, es conveniente escribir la ecuacién de mo-
vimiento (ver Ecuacién (4.2)) en la hipétesis de comportamiento lineal. Para ello,
se asumen pequeias deformaciones y desplazamientos y comportamiento material
elastico lineal, de lo cual resulta una matriz de rigidez lineal K a nivel de estruc-
tura como la vista en cursos de elementos finitos lineales. En el caso de los ele-
mentos de barra vistos en el Capitulo 2, la matriz lineal del elemento corresponde a
K¢ = EAplybTb;. Sea « el angulo que forma la barra con la horizontal y llamando
¢ = cos(a) y s = sin(«), se obtiene:

? cs —c* —cs

. FEA|cs s2 —cs —s?
K¢ =—""— 5 9 . (4.5)

by |—¢ —cs ¢ cs

—CS —S CS S

Dado lo anterior, el vector de fuerzas internas fi;(u;) esta dado por Ku,, por
lo que la ecuacién de movimiento para el analisis dinamico lineal de la estructura
resulta:

Mi; + Cu; + Kuy = fox ¢ (4.6)

La Ecuacion (4.6) representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo grado, con coeficientes constantes y no homogéneas. Para determinar
una solucién, se deben dar condiciones iniciales en el instante ¢ de desplazamiento
(uy,) y velocidad ().

Las definiciones de las matrices M y C, junto con comentarios generales sobre
las mismas, ya fueron presentadas en la seccion anterior y mantienen su validez.

4.2.1. Método de Diferencia Centrada - Explicito

El Método de Diferencia Centrada, presentado en esta seccidn, es probablemente
el mas sencillo entre los métodos de integracion directa de las ecuaciones de movi-
miento. Por otra parte, este método puede resultar computacionalmente muy eco-
noémico para ciertos modelos de elementos finitos y tipos de cargas dindmicas.

Se vera més adelante que el método solamente requiere conocer la solucién de
la ecuacion de movimiento en un instante de tiempo dado ¢ para poder determinar,
mediante la evaluacién de una expresion explicita, la soluciéon en un tiempo poste-
rior t + At. Esta caracteristica es la que define a la clase de métodos explicitos. Estos
métodos son especialmente adecuados para resolver problemas dinamicos con tran-
sitorios rapidos, como ser el analisis de estructuras sometidas a impacto, explosiones
o propagacion de ondas.

A modo de ejemplo, el software Abaqus Explicit utiliza este método de solucion y
permite modelar problemas del tipo indicado en el parrafo anterio La formulacion

lver sitio web de Dassault Systémes®.
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es levemente distinta a la presentada aqui, pero el método es el mismo.

Formulacién y Pseudo-cédigo

La formulacién del método se basa en utilizar las siguientes aproximaciones de
las derivadas de los desplazamientos, las cuales estan basadas en diferencias centra-
das. Estas aproximaciones corresponden a las velocidades

Ui At — WAt
w, ~ et Teat

~ 4.
1 2At ) ( 7)

y aceleraciones
Uppar — 20+ py
u; ~ .
At?

Se asume que se conoce la solucion hasta el instante ¢ y que, dado un incremento
en el tiempo At, se desea hallar la solucion en el instante ¢ + At. Con lo cual, la
incognita a determinar es U4 A¢.

Para completar la definicion del método, se debe utilizar la ecuacion de movi-
miento. En particular, se considera el equilibrio dinamico en el instante ¢, dado por
la Ecuacién y se sustituyen las expresiones aproximadas para la aceleracion y
la velocidad, dadas por las Ecuaciones y (4.7). Realizando esto se obtiene:

(4.8)

WAy — 20y + 0y a¢ Ui At — Ut At
M { Ar2 ] +C {QAt] +Kuy = fo (4.9)

Despejando el desplazamiento incognita u;4 A se llega a que:

1 1 2
{AtQM + 2&0} Wy ny = fexi— {K - MM] uy

1 1
- {At?M B QAtC] Ue- At

(4.10)

Notar que en este método se aproximan las aceleraciones y velocidades en el
instante ¢, este error suele llamarse error de truncamiento en referencia al trunca-
miento de una serie de Taylor. Cabe observar que este error de truncamiento pue-
de ser reducido eligiendo un paso temporal At mas pequefio. En segundo lugar, se
introduce otro error al determinar la solucién en el tiempo ¢ + At a partir del equi-
librio dinamico en el instante ¢. Es inmediato ver que las aceleraciones, velocidades
y desplazamientos del tiempo ¢t 4+ At hallados mediante este método no satisfaran
exactamente la ecuacion de movimiento en el tiempo t + At.

En el Algoritmo [4|se presenta un Pseudo-Codigo del método.

Analizando la linea 12 del Pseudo-Cédigo se puede ver que este método puede
ser extremadamente econémico desde el punto de vista computacional si la matriz
M es invertible de manera econdmica, particularmente si esta matriz es diagonal. Es
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Algoritmo 4 Método de Diferencia Centrada.

Ensamblar: M, Ky C a nivel de estructura.

Definir: tiempo final de analisis dindmico: ¢

Definir: Condiciones iniciales: ug, g

Calcular: g < M~ (f..1; — Cug — Kup)

Definir: At tal que At < Thpip /7

Calcular: ag < 1/At?, a3 < 1/(2At), ag < 2a0y az < 1/az
Calcular: u_a; <+ ug — Atug + asig

Calcular y factorizar: M « aoM + a,C

t+<0

: whilet <ty do

Calcular: f, + ferrt — (K —aaM)uy — (aoM — a1 C)uy—_ay
Resolver: ;1 ap I\A/I’lf't

Calcular aceleracion: 0y < ag(Wrpar — 2u; + wp—ay)
Calcular velocidad: 1; < a1 (Wi4ar — Ur—ay)

t+—t+ At

: end while

R R AN A N

S
AN A R > el

por esto que al aplicar este método se utiliza la matriz de Masa Concentrada y no la
matriz de Masa Consistente. Adicionalmente, la matriz de efectos viscosos puede ser
despreciada en fenémenos rapidos de muy corta duraciéon. En su defecto, se utiliza
una matriz C diagonal de manera de no aumentar el costo computacional.

Estabilidad Numérica

En el Algoritmo[4]se indica que el valor del paso temporal elegido debe satisfacer
la condicién: At < T,,ip /7, donde Ty €s el minimo periodo de vibracién natural
del modelo de elementos finitos. Para entender esta restriccion, se realiza el analisis
de la estabilidad numérica del Método de Diferencia Centrada.

El analisis de estabilidad numérica se lleva a cabo en una estructura sin amor-
tiguamiento, es decir con C = 0. Sin embargo, es posible analizar la estabilidad
tomando en cuenta el amortiguamiento, en particular bajo la hipétesis de amorti-
guamiento proporcional. Se realizara algin comentario adicional a este punto mas
adelante en esta seccion.

Previo a realizar el analisis de estabilidad numérica, se debe reconocer que es
suficiente estudiar la estabilidad de la solucién numérica de un sistema con un grado
de libertad. La justificacion de este hecho se basa en la descomposicién modal de la
respuesta de la estructura y se describe brevemente a continuacion.

Se definen los modos normales de vibracion de la estructura como aquellas so-
luciones de vibracién libre no forzada en las que todos los puntos de la estructura
se desplazan de forma sinusoidal respecto del tiempo, en fase y a una misma fre-
cuencia; es decir: u; = sin(w(t — tg))¢, donde ¢ es un vector de desplazamientos
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nodales asociados a las amplitudes del movimiento.
Sustituyendo el modo normal definido anteriormente en la ecuacion de movi-
miento (sin amortiguamiento ni fuerzas externas) se obtiene la siguiente relacion:

wM¢ = Ko. (4.11)

La ecuacion anterior define un problema de valores propios para una matriz si-
métrica definida positiva. Esto implica que existen tantos modos normales {¢; , w?}
como grados de libertad tenga la estructura (n), es decir tantos como la dimensioén
de las matrices M o K (reducidas).

Actividad

Mostrar que los modos normales de vibracion satisfacen la relacion:
T e 0
(;SiMqu:(Sij Z,]:L...,TL,

donde J;; es el delta de Kronecker.

Agrupando cada uno de los » modos normales ¢; como columnas de una matriz
®, y sus respectivas frecuencias al cuadrado (wiz) en la diagonal de una matriz A, se
tiene:

M®A = K® (4.12)

La Ecuacién define la relacién matricial que verifican los modos normales
de la estructura. Queda definida asi una base de vectores dada por ® en la cual se
pueden escribir los vectores de desplazamiento a lo largo del tiempo.

A partir del desarrollo anterior, se define u, = ®x;. Es decir, x; son las coorde-
nadas que representan a u; en la base de modos normales ®. La ecuacién de movi-
miento resulta:

M@Xf + K@Xt = Text,t- (413)
Si se multiplica la Ecuacién (£.13) a la izquierda por ®7 se obtiene,

TMP%, + PTKPx, = 7.y (4.14)

Usando la condicién de M-ortonormalidad de los vectores ¢; y definiendo v; =
@Tfextyt se llega a:
it + AXt = V. (415)

De la Ecuacién (4.15) se puede concluir que al cambiar la base a ®, la ecuacién de
movimiento queda diagonalizada o en otras palabras se desacoplan las ecuaciones
de movimiento de los distintos grados de libertad. En la nueva base se tiene:

it + w?xiyt =v;; 1=1..n. (4.16)

)
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Un breve comentario respecto del amortiguamiento. Si se considera el amorti-
guamiento, el argumento anterior es valido solamente si se asume que la matriz
de amortiguamiento C cumple que 7 C® es una matriz diagonal. Queda como
ejercicio verificar lo anterior. En esos casos se llega a ecuaciones de movimiento
desacopladas de la forma:

Big + 28widi s + Wi = Viy (4.17)

Queda establecido que se puede analizar el comportamiento de la solucién nu-
mérica de la ecuaciéon de movimiento de un sistema de un grado de libertad sin
amortiguamiento y considerando varias componentes se abarca el analisis de una
estructura completa.

Se define por lo tanto el Problema Test con el cual se analiza la estabilidad numé-
rica del Método de Diferencia Centrada:

it + wQa:t =0
Problema Test ¢ xg = 1 (4.18)
i’o =0

La aplicacion del método de Diferencia Centrada al Problema Test resulta en la
siguiente ecuacion,
T+ At = (2 — W?At2)$t — Tt—_At- (419)

Se define el vector X;1 At = [T¢1at,7¢]T. Usando la Ecuacién (@.19) se puede
presentar la solucién con el método de Diferencia Centrada de la siguiente forma,

Xirar = Axy, (4.20)

donde la matriz A esta definida como,

(4.21)

CWAL2
A_[Z w; At 1].

1 0

El vector X es un vector constante, no nulo, que queda definido a partir de las
condiciones iniciales del Problema Test. Se puede suponer sin perder generalidad
que t = nAt con n € N. Por lo tanto, la aplicacién repetida de la Ecuacién (4.20)
permite obtener:

X = A"Xg (4.22)

Es aqui que se impone el criterio de estabilidad numérica. Un sistema de un grado
de libertad, sin amortiguamiento y sin forzamiento externo, que parte de una con-
dicion inicial dada tiene una solucién oscilatoria que permanece acotada. Es natural
por lo tanto, requerir que la solucién numérica no diverja. Es decir que para todo
instante ¢ se cumpla ||X|| < oo.
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Tomando normas en la Ecuacién se obtiene la identidad:
%]l = [|A"%o0]|- (4.23)

El miembro derecho de la Ecuacion estd acotado si, se cumple que el radio
espectral de A es menor a 1, es decir p(A) < 1. El radio espectral de A se define
como el maximo de los mddulos de los valores propios de la matriz A, es decir:
p(A) = méx; |A;|. Si la multiplicidad de los valores propios es uno, la condicién se
puede relajar a p(A) < 1.

La justificacion formal de este punto se puede buscar en las notas del curso Mé-
todos Numéricos (Facultad de Ingenieria, Universidad de la Republica). Alternativa-
mente, un idea intuitiva de la validez de este resultado puede obtenerse pensando
en que si A es diagonalizable (A = P~!DP), entonces A" = P~!D"P. Si los
modulos de todos los valores propios que hay en la diagonal de D son menores a 1,
se tiene que D" — 0.

Por lo tanto, para evaluar la condicion de estabilidad del método en cuestién
debemos calcular los valores propios de A, verificar que tienen multiplicidad igual
a uno, e imponer que el modulo de éstos sea menor o igual a 1.

Se define z = wAt > 0 con lo cual los valores propios resultan:

2 — 22 (2 —22)2
Ao = +
1.2 2 4

—1. (4.24)

Se puede ver que los valores propios tienen multiplicidad 1, incluso cuando z = 2.
En la Figurald.1|se presenta la grafica de la funcién p(A)(z) = max{|\1(z)[, [X2(2)[}

para valores z € [0, 3].

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
wiAt

Figura 4.1: Condicion de Estabilidad del Método de Diferencia Centrada.

Se observa que se satisface el criterio de estabilidad si se cumple wAt < 2.
Llamando T al periodo asociado a w, la condicidn es equivalente a: At/T < 1/7.
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En una estructura completa, todos los grados de libertad deben satisfacer esta
condicién. Se observa que la condicién mas estricta para At corresponde al grado
de libertad con el periodo natural més corto (es decir, el de mayor frecuencia), con
lo cual el criterio de estabilidad numérica para una estructura completa es:

Tmin

At < , (4.25)
T

siendo Tpn;, el menor periodo natural.

Ejemplo - Edificio Sometido a Carga de Explosion

Se considera la estructura de un edificio de hormigén armado con tres niveles,
conformada por pilares, vigas y losas. La estructura considerada no representa una
estructura realista, sino simplemente una idealizacién simplificada de un edificio.

La geometria del edificio y la posicion de la detonacién considerada se muestra
en la Figura[4.2]a través de una vista en planta (arriba) y un corte vertical (abajo).

Planta Entrepiso Viga
(300x950)
\ s
. ]
&8 250 S
\ Se
h Viga
(300x950)
Detonacién . ™
500lbs TNT 3
3
6] JA\ 0 250 § AN
Seccion - 1 s 5 Seccién - 1
15m Viga
(300x950)
Pilar
(700x700) R
g \ 2 c
g sl |2
8 S -]
£3 > 9
AN
Viga ™
(300x850)
10m 10m 10m
Seccién 1-1
3.5m
3.5m
Detonacién
500lbs TNT 3.5m
3 L
A e N A 7
15m ’ 10m . 10m 10m

Figura 4.2: Esquema de la Estructura del Edificio.
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Se considera que los pilares se empotran significativamente en los entrepisos y
que los entrepisos son rigidos (a flexion y directa) en el plano. Con lo cual el movi-
miento lateral de la estructura en una direccion queda completamente definida por el
desplazamiento lateral de cada piso (u1, u2, us) respecto de la posicion original ver-
tical. Esto permite realizar una idealizacién de la estructura a través de un modelo
unidimensional mostrado en la Figura [4.3]

Figura 4.3: Modelo del Edificio con 3 Grados de Libertad.

Dada la idealizacion estructural considerada, se plantea realizar el analisis di-
namico lineal de la estructura. Se utiliza una matriz de masas concentradas, en la
cual cada grado de libertad concentra la masa entre pisos adyacentes. Por otro la-
do, la matriz de rigidez se obtiene considerando la rigidez de un pilar empotrado-
empotrado deslizante y la cantidad de pilares que se conectan a un entrepiso. Siendo
u; = [ul,taUQ,tyu&t]T,

Neots 12B1 -
e el (4.26)

La carga dinamica a la cual es sometido el edificio corresponde a las presiones
generadas sobre la envolvente del edificio a causa de la detonacion equivalente a 500
lIbs de TNT a nivel de piso y a una distancia de 15m del edificio. Las presiones que
se utilizan en el ejemplo fueron obtenidas del documento (Gilsanz et al.,|2013).

Se resuelve la dinamica mediante el Método de Diferencia Centrada. La seleccién
del paso temporal At se hizo considerando que se debia satisfacer la estabilidad
numérica y que se debia capturar con suficiente precision la subita carga de presion
de la explosion. El resultado del analisis numérico se muestra en la Figura[4.4]

Se puede ver el periodo de reposo previo al impacto de la explosién, seguido por
una respuesta dinamica gobernada por el modo fundamental con los otros modos
aportando en menor medida a la respuesta. Se puede también confirmar que el grado
de libertad con mayor amplitud es el correspondiente al tercer piso del edificio.
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—1]
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Figura 4.4: Solucion numérica de dinamica de edificio sometido a carga de explosion:
historia de presiones considerada (izquierda) y respuesta de la estructura (derecha).

Obtener los valores de la fuerza cortante en un pilar en funcién del
tiempo.

En el Cédigo [4.1] se presenta la implementacion de GNU-Octave utilizada para
obtener la solucién numérica presentada.

Cédigo 4.1: Ejemplo Numérico - Método Diferencia Centrada.

% Ejemplo de Metodo de Diferencia Centrada: Edificio Bajo Carga de Explosion %
clc, clear

% Definicion de la estructura

A = 30; Lado del Edificio
e = 0.25; o Espesor Losa Piso
hv =0.7; @ Altura Viga

bv =0.3; % Ancho Viga

muro = 300; °kg/m2 Peso muro por uni. area
ncols = 16; % Cantidad de Columnas (4x4)
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a=0.7; % Lado de Columna

E = 30e9; °N/m2 Mod. Young Hormigon

I =a"4/12; cm4

H = 3.5; Altura Entre Pisos

o°

Definicion de Matriz de Rigidez
= ncols * 12*xExI/H"3; °N/m
a1l u2 u3
K=k«[2—-10; —12—-1; 0—-11]; \/m

=

% Definicion de Matriz de Masa
Mpiso = 2500x(exA"2+hvxbv*xA*8); °kg
Mpilar = 2500xncols*a”2xH; °kg

Mmuro = muroxHxAx4x0.6; °kg
Mint = Mpiso + Mpilar + Mmuro;
Msup = Mpiso + Mpilar/2 + Mmuro/2;

M = diag([Mint, Mint, Msupl); °%g

% Definicion de Matriz Amortiguamiento

% Usamos Rayleigh Damping: C = eta*M + deltaxK

% Amortiguamiento: 3% critico para 25rad/s y 106rad/s
C = 1.21«M + 4.6e—4+K;

% Calculo de Modos Normales
[PHI, w2] = eig(K,M);

w = sqrt(diag(w2)); %rad/s
f = w/2/pi; °Hz
T =1./f °sec

% Calculo de Paso Critico para Diferencia Centrada
dtcr = min(T)/pi

% Definicion de Historia de Presiones y Fuerzas Laterales
Aint = AxH; ©°mn2
Asup = AxH/2; ©°m2

% funcion analitica para evaluar presion triangular en el tiempo
press = @(t,ta,te,prl,pr2) (prl—(prl—pr2)/tex(t—ta)).*xand(t>ta,t<ta+te);

% historia de presion en el tiempo como suma de tramos lineales (triangulos)

pt = @(t) press(t,15.6e—3,6.2e—3,0.55€6,0)+ ...
press(t,66.0e—3,11.9e—3,0,—0.035e6)+. ..
press(t,77.9e—3,19.1e—3,—0.035e6,0); °\/m2

ft = @(t) pt(t)*[Aint;Aint;Asupl; N

% Definicion de Condiciones Iniciales y Tiempo Final

t0 = 0; °sec
ud = [0;0;0]; =m
vl = [0;0;0]; 9%n

acO = M\ (ft(t0)—Cxv0—K=u0); % de ec de movimiento Mu.. + Ku = ft
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tf = 2xmax(T); % 2 periodos del modo fundamental

% Inicializacion Difrerencia Centrada
dt = dtcr/20;
a0 = 1/dt"2; al=1/2/dt; a2=2xa0; a3=1/a2;

u(:,1)
u(:,2)

u@ — dtxve + a3*acO; % u(—dt)
ud; % u(0)

Meff = a@xM+alx*(C; Keff = (K—a2*M); M2 = a@xM—alxC;

% Comienza Marcha en el Tiempo usando Diferencia Centrada
t(1) = —dt; t(2) = t0; k=2;

while t<tf
feff = ft(t(k)) — Keffxu(:,k) — M2xu(:,k—1);
u(:,k+l) = Meff\feff;
acc(:,k) = ad*(u(:,k+1l)—2%u(:,k)+u(:,k=1));

vel(:,k) = alx(u(:,k+1l)—u(:,k=1));
k=k+1;
t(k)=t(k—1)+dt;

end

subplot(1,2,1), plot(t,pt(t)/1le3,'—b")

xlabel('t [sec]'), ylabel('presion [kPa]")
axis([t0,0.3*xmax(t),l.2«min(min(pt(t)/1e3)),1l.2xmax(max(pt(t)/1e3))1)
title('Presion por Explosion')

subplot(1,2,2), plot(t,u(l,:),'—b",t,u(2,:),'—r",t,u(3,:),'—k")
legend('ul(t)"','u2(t)', 'u3(t)"), xlabel('t [sec]'), ylabel('desplazamiento [m]")
axis([tO,1.1xmax(t),1.5*min(min(u)),1.5*xmax(max(u))]1)

title('Respuesta de la Estructura')

4.2.2. Método de Newmark - Implicito

El Método de Newmark es en realidad una familia de métodos, ya que se cuenta
con dos parametros (o y ) mediante los cuales se pueden obtener una variedad de
métodos, con distintos comportamientos en cuanto a estabilidad y precision.

Se comenzara formulando el método en su forma general, es decir sin especificar
valores para los parametros, aunque més adelante el analisis de estabilidad numérica
y el ejemplo numeérico dado corresponderan al caso de Newmark, también conocido
como Método de Trapecio.

Formulacién y Pseudo-cédigo

La familia de métodos de Newmark resulta de utilizar las siguientes aproxima-
ciones de la velocidad y aceleracion, basadas en desarrollos de Taylor. Para las velo-
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cidades se considera:
Wyar = 0y + [(1 — 60y + Sty ae] At (4.27)
mientras que para las aceleraciones se utiliza:
War = W + WAL+ [(1/2 — )iy + aiigya A2 (4.28)

En las Ecuaciones (4.27) y (4.28) fueron introducidos los parametros « y 4. El
Método del Trapecio se obtiene cuando: « = 1/4y 6 = 1/2.

Newmark considera el equilibrio dindmico en el instante ¢+ At. Manipulando las
aproximaciones dadas en las Ecuaciones (4.27) y (4.28), y sustituyendo en la ecuacion
de equilibrio se obtiene la siguiente ecuacion:

Kupar = froa, (4.29)
donde K est4 dada por:
K-K+—_ M+ ¢ (4.30)
B aAt? alAt '

y f'HAt esta dado por:
f, M|t (1)
= fex — W+ ——u ——=1]u
frar T Tet Al aA2 T ant T\ 2a t

) ) . At (6 .
+C [aAtut—&— (a—l) ut—&—? (a—2)uf}

Resulta inmediato, a partir de la Ecuacién (4.29), que Newmark requiere en cada
paso la solucién de un sistema lineal no trivial. Es por esto que se lo clasifica como un
método implicito, en cada paso se debe resolver una ecuacion implicita para hallar

(4.31)

Ui+ At-

Adicionalmente, se puede observar que las velocidades (11;) y aceleraciones (ii;)
son requeridas para poder calcular ftJrAt, por lo tanto en cada paso se deben cal-
cular dichos vectores. Las siguientes expresiones se obtienen directamente de las

Ecuaciones (4.27) y (4.28):

a . ( ) . L) (4.32)
a = ——(u —wy) - ——w—|(——-1]1a .
t+At oA WA N %o t
Wpnr = 0+ AL — 8)ity + Atdiigay (4.33)
Las Ecuaciones a son suficientes para poder llevar adelante el paso

integracion en el tiempo de Newmark. En el Algoritmo [5| se presenta un Pseudo-
Codigo del Método de Newmark.
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Algoritmo 5 Método de Newmark

: Ensamblar: M, K y C a nivel de estructura.

: Definir: tiempo final de analisis dinAmico: ¢ ¢

: Definir: Condiciones iniciales: ug, 11y

: Calcular: ug < M_l(fezt’() — Cugy — KU.o)

: Definir: At,§ y o tal que: § > 0,5y a > 0,25(0,5 + §2).

. Calcular: ag < 1/(aAt?), ay <+ §/(alt), as < 1/(aAt), a3 + 1/(2a — 1)
: Calcular aq + 0/ — 1, a5 <+ At/2(6/a — 2), ag < At(1l — ) y a7 + JAL
: Calcular y factorizar: K + K+ agM + a,C

t<0

: while? <ty do

Calcular: ft—&-At — fewt,t+At + M(aout + asu; + a3flt) + C(alut + agy +
a51'jt)

12: Resolver: uyya K~ oy

13:  Calcular aceleracion: Gz A < ao(Uprar — Ur) — agly — azily

14:  Calcular velocidad: iy At — Uy + agliy + a7l Ar

150 t<«t+ At

16: end while

O 0 N e Wy

_ =
- O

A partir del Pseudo-Codigo presentado, se puede observar que, a diferencia del
Método de Diferencia Centrada (en el cual se puede evitar resolver un sistema li-
neal costoso), en el Método de Newmark se debe resolver un sistema lineal con una
matriz de coeficientes esparza en cada paso. Eso hace que el paso de Newmark sea
significativamente mas costoso que el de Diferencia Centrada.

Sin embargo, Newmark tiene como beneficio el hecho que no hay restriccion de
paso minimo por estabilidad numérica. Se mostrara en la siguiente seccién que para
ciertos valores de v y § el método es incondicionalmente estable. En particular, el
Método del Trapecio (o« = 1/4, 6 = 1/2) es incondicionalmente estable. Ademas,
se puede verificar que en un sistema no amortiguado (C = 0) que vibra libremente
(fext,+ = 0) el Método del Trapecio conserva la energia mecanica total. Es decir que
para cualquier At elegido, se cumple:

ufMut u?Kut
2 2

E, = =cte Vi (4.34)

Estabilidad Numérica

Para evaluar la estabilidad numérica de Newmark, se debe estudiar la soluciéon
generada por numérica obtenida para el Problema Test visto en la Seccién [4.2.1] Si-
guiendo un desarrollo similar al de dicha seccion, se puede definir el vector X; 1 Ar =
[Zt1At, Do Aty Ty At]T y resumir el resultado de aplicar Newmark al Problema test
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de la siguiente forma:
Xerar = Ay (4.35)

La matriz A, con 3 = (1/(w?At?) + a) 1, tiene la siguiente forma:

~(1/2-a)8 _B/At —B/AP
A= Atl-6-(1/2—a)if] 1-p56 —B0/At| . (4.36)
At?[1/2 —a—(1/2 —a)ap] At(l—apB) 1-ap

Se quiere evaluar la estabilidad del Método del Trapecio (o« = 1/4, § = 1/2).
Usando dichos parametros en la definiciéon de A y 3, se puede evaluar el radio es-
pectral de A para distintos valores de At/T y verificar la estabilidad controlando
que éste sea menor que 1.

En la Figura se muestra la evaluacion numérica de p(A) para: el Método
del Trapecio (trazo discontinuo rojo) y para otra variante de Método de Newmark
conocida como Método de Aceleracion Lineal (trazo continuo azul).

4
- -Trapecio: v = 1/4, 3 =1/2
— AccLineal: « = 1/6, 5 = 1/2
3.5
3 o
2.5F
T
Y
2 o
15}
T
0'50 0.‘5 i 1:5 2. 2.‘5 ?: 34.5
At)T

Figura 4.5: Estabilidad de variantes del Método de Newmark (Trapecio y Acel. Li-
neal).

Se puede observar que el Método del Trapecio es incondicionalmente estable,
mientras que el método de aceleracion lineal es condicionalmente estable.

Ejemplo - Edificio bajo Accién Sismica

Finalmente, se presenta un ejemplo en el cual se realiza el analisis dinamico lineal
del edificio definido en la Seccion bajo una accion sismica. Para analizar el
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edificio sometido a movimientos sismicos laterales de su base, es necesario definir
coordenadas absolutas para expresar el movimiento del suelo y otras coordenadas
relativas al referencial solidario al suelo.

Los desplazamientos absolutos seran: ug: = x g+t + u;. Donde ug + son des-
plazamientos absolutos, xg .t indica la posicién del suelo respecto del referencial
absoluto y u; son desplazamientos del edificio relativos al referencial solidario al
suelo. Notar que el vector: ¢, llamado vector de influencia, indica como influye el
movimiento de suelo en cada uno de los grados de libertad de la estructura.

Derivando dos veces respecto del tiempo se obtiene: lig s = Tg,tt + .

Finalmente, notando que las fuerzas internas y los efectos disipativos de la es-
tructura dependen de los desplazamientos relativos u; y de su derivada primera 1y,
se llega a la ecuacion de movimiento bajo accién sismica:

Mﬁt + Cut + Kut = —."I:'G’tML, (437)

donde Z¢ ; tiene el registro de aceleraciones de suelo medidos segin una direccion
dada.

En el presente ejemplo, los datos de aceleracion corresponden al sismo de Loma
Prieta, ocurrido el 17 de octubre de 1987 en California, U.S.A.

En la Figura se muestran los resultados de la solucién de la dindmica del
edificio para la aceleracion de terreno elegida. Comparando los resultados obtenidos
con los de la soluciéon de la dindmica del edificio sometido a una detonacion, se
observa mayores desplazamientos en el caso del sismo.

4.3. Dinamica No Lineal

Luego de haber estudiado los procedimientos de solucién de la ecuacién de movi-
miento para una estructura sin considerar no linealidades, se puede pasar a estudiar
los cambios necesarios para poder resolver la dinamica considerando no linealida-
des, es decir Dinamica No Lineal.

Tal como fue presentada en la Seccion 4.1} la ecuacion de movimiento para una
estructura no lineal tiene un vector de fuerzas internas que es funcién de u;. Dicho
vector puede contemplar no linealidad material, geométrica o de ambos tipos.

Miy, + Cuy + fine(uy) = foxe e (4.38)

Los procedimientos de solucion explicitos e implicitos se deben ajustar al hecho
de que el vector de fuerzas internas ya no es simplemente el producto de la matriz
de rigidez por el vector de desplazamientos en el tiempo considerado. Este cambio
tiene un efecto menor en el procedimiento correspondiente al Método de Diferen-
cia Centrada, pero implica un cambio significativo en el procedimiento asociado al
Método de Newmark.

De manera resumida, en el caso de dindmica no lineal, se debera asegurar que el
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Aceleracion del Terreno por Sismo
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Figura 4.6: Soluciéon numérica del movimiento del edificio bajo accién de sismo.

equilibrio se verifica para cada instante de tiempo. En el caso de métodos explicitos
eso es inmediato, pero en el caso de métodos implicitos esto requerira de iteraciones
de tipo N-R para asegurar dicho equilibrio.

También cabe mencionar que los criterios de estabilidad numérica vistos para
el caso de estructuras lineales no aplican de manera inmediata al caso no lineal. En
particular, siempre y cuando el paso temporal (At) sea suficientemente corto, tal que
la estructura mantenga un comportamiento aproximadamente lineal durante varios
instantes de tiempo, los criterios de estabilidad tendran cierto grado de validez. Se
debe tomar en cuenta que los periodos de vibracion relevantes para determinar la
estabilidad numérica corresponden a la rigidez de la estructura a medida que trans-
curre el tiempo. Una estructura que se vuelve mas rigida por efectos geométricos
a medida que avanza el tiempo, tendra, para el Método de Diferencia Centrada, un
paso temporal critico cada vez menor debido a dicho aumento de la rigidez.

Para pasos temporales largos, tales que de un instante a otro el comportamien-
to de la estructura no puede considerarse aproximadamente lineal, los criterios de
estabilidad no aplican y se pueden llegar a observar inestabilidades numéricas en
métodos que se clasificaron como incondicionalmente estables para problemas li-
neales.
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4.3.1. Método de Diferencia Centrada - Explicito

La deduccién del método es idéntica a la presentada en la seccion de dinamica
lineal. Se busca determinar u; 4 A+, para ello se considera el equilibrio dinamico en el
tiempo ¢ y se usan los mismos cocientes incrementales para aproximar las derivadas
primera y segunda de u;. En este caso se debe simplemente tomar en cuenta que las
fuerzas internas estan dadas por fi (uy).

Usando la Ecuaciéon se puede escribir,

2
A Mw

1 1
— |:At2M — 2AtC:| Ui—At-

1 1
|:At2M + 2Atc:| Uip At = fe:z:t,t_fint(ut) +

(4.39)

La Ecuacion provee la regla mediante la cual se calcula us4 ;. Notar que
en el caso de una estructura no lineal debemos en cada paso evaluar el vector de
fuerzas internas en el instante de tiempo actual. Es claro que el método continta
siendo explicito.

Se destaca que sigue siendo necesario, tal como en la solucién de problemas
lineales, que la matriz de masa y eventualmente la de amortiguamiento sean dia-
gonales de manera que la evaluacién de us4a; a partir de la Ecuacién (4.39) sea
computacionalmente econémica.

A partir del desarrollo anterior, se puede actualizar el procedimiento de soluciéon
del Método de Diferencia Centrada para el caso de estructuras no lineales tal como
se muestra en el Algoritmo 6]

En este momento es una buena idea comentar sobre la eleccion del paso temporal
(At) para el Método de Diferencia Centrada en problemas no lineales. Tal como se
menciond anteriormente, la estabilidad numérica del método continda restringiendo
el paso temporal maximo que se puede usar. La eleccion del paso se vuelve mas dificil
en el caso de estructuras no lineales ya que el paso temporal critico no es constante
durante la solucion. La rigidez de la estructura puede variar a lo largo del tiempo
por efectos de rigidez geométrica o por no linealidad material. Si se espera que la
estructura solamente se flexibilice a medida que transcurre el tiempo, un criterio
razonable puede ser determinar el paso temporal en base a la rigidez inicial de la
estructura. Si este no es el caso, se debe prever el efecto de la rigidizacion de la
estructura en el paso temporal critico y asegurar que el paso elegido no superara el
valor critico minimo previsto.

Al realizar analisis dinamicos de estructuras no lineales usando el Método de Di-
ferencia centrada, la eleccion de un paso temporal demasiado largo en comparacién
con el minimo paso temporal critico previsto, puede llevar a acumular errores signi-
ficativos durante aquellos instantes de tiempo en los cuales el paso temporal elegido
supero6 al paso critico. Esta acumulacién acotada de errores es marcadamente dis-
tinta a la que se observa en anélisis dindmicos lineales, en los cuales si se elije un
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Algoritmo 6 Método de Diferencia Centrada - No-Lineal

: Ensamblar: M y C a nivel de estructura.

: Definir: tiempo final de analisis dinAmico: ¢ ¢

: Definir: Condiciones iniciales: ug, 11y

: Calcular: iig < M~ (fop¢ ¢ — Cg — fine (1))

: Definir: At, considerar estabilidad numérica.

. Calcular: ag + 1/At2, a; + 1/(2At), as + 2ag y az + 1/as
Calcular: u_a; + ug — Atug + asig

: Calcular y factorizar: M + aoM + a;C

t+0

- whilet < t; do

Calcular: f‘t — fext,t — fim(ut) + aoMu; — (aoM — ay C)llt_At
Resolver: Ui Ay ¢ M’lft

Calcular aceleracion: Uy < ag(Wrar — 2u; + Wp—ay)
Calcular velocidad: 0y < a1 (WAt — Ur—ay)

t<+—t+ At

: end while

.\oooﬂc\m.hmmw

L e e
AR W N = O

paso temporal por encima del valor critico, la solucién diverge y el analista puede
reconocer facilmente que seleccioné un paso temporal erréneo.

Ejemplo Dinamica No Lineal - Cercha de Von Mises

Se considera una cercha de tipo de Von Mises bajo la accion de una carga dina-
mica. La estructura consiste en dos columnas flexibles empotradas en la base y dos
bielas articuladas que trabajan como puntales de la cercha tal como se muestra en la
Figura[4.7}

Se coloca una masa m suspendida de la cumbre de la cercha. Todas las barras de
la cercha estan formada por acero (E = 200 GPa) y seccidn rectangular (¢ = 3,2mm
y b = 25,4mm). Los parametros que definen la geometria son: L, = 240 mm, L, =
187 mm y L, = 84 mm. Esta estructura es la utilizada por el profesor A. Wadee en
la presentacion referida al inicio del Capitulo 2 de este documento.

La forma de cargar la estructura consiste en suspender la masa en la configura-
cion indeformada y luego dejarla libre. Esto implica que el vector de deformacioén
inicial es nulo y también lo es el vector de velocidades inicial.

Dada la simetria axial, respecto al eje vertical, presente en la estructura y las
cargas aplicadas, se modela la mitad izquierda de la estructura. De esta forma solo
se debe analizar una biela de Green con condicién de borde deslizante vertical en
el extremo derecho y deslizante horizontal con resorte en el extremo izquierdo tal
como se muestra en la Figura[4.8] La constante elastica del resorte esta dado por la
rigidez flexional de los pilares.

El vector de desplazamientos es considerado u; = (uq ¢, Ugyt)T y por lo tanto la
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Uz

ui m

Ly

Figura 4.8: Modelo de Calculo de Cercha de Von Mises.

ecuacion dinamica esta dada por:
Mii; + Cay + fine(wr) = feur e (4.40)
Dado que se esta analizando media estructura la matriz de masa es igual a:

my 0

M=1"0 m+my2 |’

donde my es la masa de una biela o columna y m es la masa suspendida del centro de
la cercha. Dicha masa se considera rigidamente vinculada a la cercha en la direccién
vertical.

Se considera que existe amortiguamiento, para lo cual se introduce una cons-
tante c empirica de amortiguamiento de manera de reproducir un amortiguamiento
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realista de la estructura. Se usa c para el grado de libertad de movimiento vertical y
¢/10 para el de movimiento horizontal, por lo que la matriz C esta dada por:

o[ )

A través de estos amortiguamientos se pretende introducir el arrastre de la pesa
debido al aire y la friccion existente en las bisagras que forman las articulaciones de
la cercha en el modelo.

Para resolver la dinamica de esta estructura se aplica el Método de Diferencia
Centrada, el cual requiere que el usuario calcule inicamente el vector de fuerzas
internas. En lo que sigue se deducira fi,;(u;) asumiendo que las bielas son de ti-
po Green y que la columna se puede modelar como un resorte lineal horizontal de
constante k., donde k. esta dado por la rigidez flexional 3E1../ Li’.

El vector de fuerzas internas de la biela se deduce usando el PTV. Evaluando el
trabajo virtual interno se tiene:

Wit = dul fiy(uy) = / oidecAdz + dul K uy, (4.41)
lo

donde el segundo sumando del trabajo virtual interno corresponde al trabajo virtual
interno de la fuerza realizada por el resorte horizontal de constante k..

La deformacion unitaria de Green para la biela est4 dada por:

-1
G e

(4.42)

Se asume una relacion constitutiva elastica lineal entre tension y deformacion de
Green, valido para pequeiias deformaciones unitarias pero grandes desplazamientos
y rotaciones.

o = Feg. (4.43)

Los largos de barra iniciales (de referencia) y actuales (deformada) se pueden
escribir como:

B=L2+L% y 7= (Ly—u1s)®+ (L: +uzy)? (4.44)

respectivamente, con lo cual la deformacién de Green se reduce a:

—2Lgu1 4 + 2L ugy 4 uf ;4 u3

212 + L2) (4.45)

Eq =
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Se procede a calcular la variacion de la deformacioén de Green (de¢):

1
beq = R [(—=Ly + u1)duy + (L, + us)dus) (4.46)
. 7| =Lz +uiy l
- Su |: Lot uas l%’ (4.47)

con lo cual, el vector de fuerzas internas para la barra de Green y el resorte lineal
resulta:

£ ( ) . EAZ(](U%’t + u%,t — 2Lxul,t + 2Lzu27t) —L,+ U ¢
int{U¢) = 213 Lz +u2t
’ (4.48)
+ kcul,t
0 .

Finalmente, la fuerza externa dinamica aplicada sobre la cercha resulta en un
vector fey + dado por:
0
f, = . 4.49
ext,t _g(mb + m)/2 :| ( )
Solucion Numérica - Método de Diferencia Centrada:
Para obtener la solucién numérica se debe definir un paso temporal At tal que
el método de Diferencia Centrada sea estable.

Actividad

Discutir y estimar cuanto vale AT, para el ejemplo de la cercha de
Von Mises.

Luego de definido AT, se procede a implementar el método. En el Cédigo
se muestra una implementacion para la resolucién del ejemplo.

Codigo 4.2: Codigo para andlisis dinamico de cercha de Von Mises.

%%% Dinamica No—Lineal: Cercha Von Mises (Barra de Green) %%%
clc, clear all

arametros Estructura

oP
o°
o°
I o

rho 7850; % kg/m3 (acero)
Lx = .374/2;

Lz = sqrt(.205"2—Lx"2);
10 = sqrt(Lx"2+Lz"2); @

Lc = .240; @
.0254%.,0032°3/12; °m4
.0254%.0032; n2

E = 200000e6 °Pa (acero)
3xExIc/Lc™3; SN/m

>
oo
o

=
[a]
[}
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mb = 10*xAcxrho; kg

m = 1.4; °%g Pandeo incipiente en 1.4

c = 2; °kg/s (amortiguamiento por friccion juntas y arrastre pesa)
g = 9.81; @n/s2

%% Defino Vector de fuerzas Internas: fint(u) — u = [ul , u2]"T

Fint = @(u) ExAcx10*(u(1)”2+u(2)"2—2xLx*xu(1)+2*Lz*u(2))/2/10™x[—Lx+u(1);Lz+u(2)
I+[kcxu(1);01;

%% Defino Vector de fuerzas Externas: gravedad
= @(t) [0;—(m+mb)/2xg]; °N

%% Defino Matriz de Masa Concentrada
M= [mb 0O ; 0 (mb+m)/2];

%% Defino Matriz de Amortiguamiento
C=1[c/10 @ ; 0 cl;

%% Defino Condiciones Iniciales

t0o 0;
ue = [0;0];
vl = [0;0];

acO = M\ (ft(t0)—CxvO—Fint(u0®)); % de ec de movimiento Mu.. + Fint(u) = ft

% Inicializacion Difrerencia Centrada
tf = 2.0; dt = .000025; % sec

a0 = 1/dt"2; al=1/2/dt; a2=2xa0; a3=1/a2;

u(:,1) = ud — dtxvd + a3xacO; % u(—dt)
u(:,2) ud; % u(o)

Meff = a0@*M+alxC;
M2 = a®xM—-alxC;

% Comienza Marcha en el Tiempo usando Diferencia Centrada
t(1l) = to—dt; t(2) = t0; k=2;

epsg(k) = (u(l,k)"2+2xLz*u(2,k)—2xLxxu(1l,k)+u(2,k)"~2)/2/1072;

while t<tf
feff = ft(t(k)) —Fint(u(:,k)) +a2*M*u(:,k) — M2*u(:,k—1);
u(:,k+l) = Meff\feff;
acc(:,k) adx(u(:,k+l)—2xu(:,k)+u(:,k=1));
vel(:,k) = alx(u(:,k+1l)—u(:,k=1));
epsg(k+1l) = (u(l,k+1)"2+2xLz*xu(2,k+1)—2*xLx*xu(1l,k+1)+u(2,k+1)"2)/2/10"2;
k=k+1; t(k)=t(k—1)+dt;
end

subplot(3,1,1)

plot(t(1l:10:end),1000*u(1,1:10:end))

xlabel('t [s]'); ylabel('u_1 [mm]');

axis([0 2 1e3xmin(u(1,:))*1.1 le3xmax(u(l,:))*1.1]);
subplot(3,1,2)
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plot(t(1l:10:end),1000%u(2,1:10:end))

xlabel('t [s]"); ylabel('u-2 [mm]');

axis([0 2 1e3xmin(u(2,:))*1.1 le3xmax(u(2,:))*1.11);
subplot(3,1,3)

plot(t(1:10:end),ExAc*xepsg(1l:10:end))

xlabel('t [s]'); ylabel('Directa [N]')

axis([0 2 ExAc*min(epsg)=*1.1 ExAcxmax(epsg)*1.1]1);

En la Figura[4.9]se muestra la solucion de la dindmica para una masa suspendida
igual am = 1,4 kg.

%y [mm]

é -100 -
= -150
S -200 -

Directa [N

Figura 4.9: Resultados de Cercha de Von Mises (m=1.4kg) - Dinamica

Para valores de masa mayores a 1,4 kg se observa pandeo tipo Snap-through
dinamico de la estructura.

Compare este valor con el valor de carga critica correspondiente a
carga cuasi-estatica.
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4.3.2. Método de Newmark - Implicito

La deduccién de este método es similar a la presentada en la seccién de dinamica
lineal. El objetivo es determinar u; ¢, para ello Newmark considera el equilibrio
dindmico en el tiempo ¢ + At y se usan las mismas expresiones de tipo Taylor para
aproximar Us4 A; V U4 A¢. Se debe notar que las fuerzas internas en el tiempo t + At
estan dadas por fii (U at).

Lo anterior, en conjunto con las Ecuaciones y , permiten obtener la
expresion:

1 1) “
fine(wirae) + WM + aAtC} Urrar = e, (4.50)

donde la definiciéon de ft+ At €s la misma que la dada en la Seccién m

Se observa por lo tanto que para determinar u;4A; mediante Newmark, para
el caso de un problema dinamico no lineal, se debe resolver la ecuacién no lineal
dada por la Ecuacion (4.50). Esto es claramente mas laborioso que en el caso de un
problema dinadmico lineal, en el cual cada paso de Newmark consistia simplemente
en resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Actividad

Formular la solucién de la ecuacion no lineal definida en el paso de
Newmark aplicando soluciones iterativas de tipo Newton-Raphson
o incluso Newton-Raphson modificado.

Paralos métodos de tipo Newton-Raphson se debe usar la matriz tangente K7 =
Ofint/Ou, que ya fue presentada en el caso de analisis estaticos. Para que la solucién
sea correcta se debe iterar hasta obtener convergencia del equilibrio dinamico en el
paso t+ At, con lo cual los criterios de convergencia son similares a los ya discutidos
anteriormente, aunque usando la ecuacién no lineal dada en esta seccién.

Tal como se indicé al comienzo de esta seccidn, si el paso temporal es suficien-
temente corto como para que la estructura se comporte de forma aproximadamente
lineal durante varios instantes de tiempo, entonces Newmark presentara un com-
portamiento estable. A pesar de esto, es posible seleccionar pasos temporales sufi-
cientemente largos como para que los analisis de estabilidad numérica, hechos en
la hipétesis de dinamica lineal, pierdan validez y el método presente inestabilidad
numérica. Se puede ver un ejemplo de este tipo de comportamiento en el Capitulo
24 del libro (Crisfield, |1997).
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Apéndice A: Modelos equivalentes reticulados-vigas

Un grupo particular de estructuras es el formado los reticulados cuya geometria
consiste de un patréon o médulo repetido. Estas estructuras son generalmente lla-
madas lattice truss en inglés, y seran referidos como reticulados modulares en este
documento. El interés por el analisis de estas estructuras esta asociado al anélisis y
disefio de diversos tipos de estructuras, como por ejemplo gruas, mastiles Paez and
Sensale|(2017) o estructuras aeroespaciales (Noor and Mikulas, |1988).

En algunos casos el estudio de estas estructuras requiere la resolucion de pro-
blemas de gran dimension, lo cual hace algunas décadas podia representar una limi-
tante considerable debido al poder de computo limitado. Para evitar este problema
surgieron algunos métodos de anélisis estableciendo equivalencias entre el com-
portamiento de estructuras modulares y estructuras de vigas o losas. En (Noor and
Mikulas| [1988)) precisamente se presentan algunos de estos métodos. A pesar de que
posteriormente la computacién de alto desempefio permiti6 resolver problemas de
grandes dimensiones, es de interés poder utilizar modelos equivalentes para analizar
estructuras. Por ejemplo en (Paez and Sensale,|2017) se presenta un método simpli-
ficado para el analisis de mastiles atirantados basado en modelos equivalentes de
reticulados-vigas.

El calculo de los pardmetros geométricos que permiten obtener resultados equi-
valentes entre vigas (o losas) y reticulados modulares no es trivial. En (Moreau and
Caillerie} [1998) se plantea un método de analisis de este tipo de estructuras mediante
el uso de modelos aproximados de vigas equivalentes, se desarrolla una equivalen-
cia y se demuestra que los resultados obtenidos son adecuados para reticulados con
un elevado nimero de médulos. En (Teughels and De Roeck, [2000) se describen al-
gunos de los métodos de equivalencia, destacando el llamado Direct Energy Method
que consiste en calcular los parametros geométricos de forma tal que la energia de
deformacion del reticulado y la viga sean iguales.

Dado que en el presente documento se presentan métodos numéricos para el
analisis no lineal de estructuras de barras articuladas, resulta de interés estudiar la
equivalencia entre modelos de reticulados modulares y elementos de vigas conti-
nuas con el objetivo de analizar el comportamiento de estructuras aporticadas. En
particular es de interés analizar pérticos usando la herramienta ONSAS. En esta sec-
cion se desarrollan las ecuaciones de las equivalencias para dos tipos de mddulo y se
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presentan los resultados numeéricos obtenidos al resolver dos ejemplos con solucién
analitica conocida de inestabilidad en porticos.
A.1. Ecuaciones de equivalencia

Se consideran dos tipos de patrones o modulos de reticulados. En la
se muestran las geometrias de los médulos base de los dos tipos considerados. Los

Modulo A Mobdulo B

Figura A.1: Geometria de modulos considerados: Médulo A (izquierda) y Médulo B
(derecha).

parametros A.,, Aye v Ag; representan las areas de las secciones transversales de
las barras horizontales, verticales y diagonales respectivamente. Los parametros h
y ¢ representan los distancias entre nodos en vertical y horizontal respectivamente,
donde la repeticion de los mdodulos se produce en la direcciéon horizontal.

A continuacion se realiza el desarrollo de las ecuaciones que permiten obtener
parametros de los reticulados a partir de los parametros de vigas para cada mddulo.
En ambos casos se considerara que Ayigq, Lviga ¥ Aviga,s representan el area de
seccion transversal, el segundo momento de inercia de seccién transversal y el drea
equivalente de cortante de la viga cuyo comportamiento se desea representar.

Se buscara representar el comportamiento de vigas bajo la hipétesis de Euler-
Bernoulli, es decir que no se producen deformaciones por cortante. Para esto, en
los modelos de reticulados, se buscara que la rigidez de deformacién a cortante sea
elevada de manera que no hayan deformaciones de cortante significativas. El médulo
de Young de la viga E sera idéntico al valor considerado para las barras del reticulado
equivalente.

A.1.1. Médulo A

El primer médulo considerado es llamado médulo A y consiste en un médulo
isostatico, con una barra en diagonal. Considerando las ecuaciones presentadas en
(Teughels and De Roeckl 2000) y utilizando la simetria respecto al eje horizontal, se
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obtiene:
FEAyiga = 2FEA. (A1)
3 13 /93 2
1 _ Ed(Ave—kAdlh /éd) n Y4 1 (A2)
GAviga,s EA,,eAdighQ 3h2E Aco
Elyiga = EhQ% (A3)

donde ¢ es el largo de la barra diagonal.

A partir de las Ecuaciones y (A.3) se puede determinar h y A.,:

Ay L
Aco = % h=2 A:;ggz = Qp'uiga (A4)

donde py;44 es el radio de giro de la seccién de la viga.

Multiplicando miembro a miembro las ecuaciones (A.2) y (A.1), se obtiene la

relacion: - 3 0 )
1 7 + h>Ag; 20
Zodtve L d 2d 24c0 + 575
ﬁ Ave Adzéh 3h
donde se defini6 el parametro /3 que determina la razon entre las rigideces a cortante
y a directa de la viga:

(A5)

EAyiga 1
—_— = — A6
GAviga,s B ( )

El valor 3 podria estar dado por las propiedades del elemento de viga cuyo com-
portamiento se desea modelar. A pesar de esto y con el objetivo de simplificar el
desarrollo y obtener una expresiéon que permita su aplicacién directa, se establece
como criterio que 3 debe ser elevado. Con esto se buscara reproducir el comporta-
miento de elementos de viga segun la teoria de viga de Euler-Bernoulli en la que la
energia de deformacién por cortante es despreciada.

Se debe determinar las areas A,. y Ag; con una condicién dada por la Ecua-
cién (A.5) y la restriccidn de que ambos valores deben ser positivos:

05 Ave + h3 Ag; 1 20
W?ACO == B - ﬁ Adi > 0 A’Ue > 0 (A7)

Dado que el problema no tiene solucién tinica se opta por buscar soluciones que
cumplan A,. = Ag;. Sustituyendo se tiene:
03+ h3 1 2
Ayelh27 28 3h2

Aye >0 (A.8)
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lo que es equivalente a

ﬂf’l + A3 3% — 20283
= Aye Aye A9
h? 6hZ A >0 (&.9)
Dado que A, es positivo se tiene que
3h?
Aye >0 < < EY7h (A.10)

Esto establece una cota superior para la maxima rigidez a deformacion por corte que
el reticulado (con las hipoétesis establecidas hasta el momento) es capaz de represen-
tar. Si se considera que el largo de la celda ¢ esta dado por L/n. donde L es el largo
de la viga y n. el nimero de celdas. Se puede ver que si n. tiene a infinito se puede
reproducir el comportamiento de vigas de gran rigidez a deformacion por cortante.
De esta forma el nimero de celdas sera una herramienta de control de esta rigidez.

Entre los posibles valores de /3 se opta como criterio por el valor 3 = h?/¢2.
Sustituyendo el valor de (3 en la ecuacion anterior se tiene:

3 3
Ave = 6Aco€dz_73h (A.ll)

Por lo que estan determinadas todas las areas del reticulado:

03+ h3
T Agi = Ape = 6AcodT h= 2pm’ga (A.12)

A.1.2. Médulo B

Para el caso del modulo B también se parte de las expresiones presentadas en
(Teughels and De Roeckl,[2000) y se considera la simetria:

2F Aye Aygil®
FAyica = 2FBA.,+ A.13
g (EflAUe + 2A4:h3) ( )
3 2
L = fa ! (A.14)
GAyiga.s 2EA4ith?  12El,ig,
2
Elyiga = EAC‘Q’h (A.15)

Introduciendo nuevamente el parametro [ y resolviendo el sistema de ecuacio-
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nes se obtiene:

3
6A’Uigal’uigaﬂ (h2 + 12) :

A, = A.16
‘ 21 (AvigaB1? 4+ 121viga) 0
2L,
A, = ;;ga (A.17)
A _ 12Ayiga-[viga6h (Avigah2 - 41@’@“) (A 18)
ve l (Az%igaﬁth - 16Aq;1ga11)1igaﬁl2 + 12A7)ig(l17)igah2 o 48[5ig\a .

2
Usando nuevamente el criterio 8 = 2—2 se tiene

6A'uigaI'uiga (h2 + ZQ)%

A= Ay + Bl0) )
A, - QIgéga (A.20)
I3 (Agigah4 —4Ayigalvigah® — 48[5iga)

(A.22)

Se debe garantizar nuevamente que todos los valores de las areas sean positivos
para lo cual se debe estudiar A,.. Estudiando las raices de los polinomios del nume-
rador y denominador se obtiene que un rango de valores de h que garantizan que
Aye sea positivo es:

h € (2pviga7 2(1 + v 13)pviga) 2 (2pviga73pviga) (A23)

por lo que se elige como criterio A = 2,1py;44, buscando tener un reticulado de
rigidez y geometria similar al médulo A.

Estan entonces determinados entonces todos los parametros geométricos del re-
ticulado.

A.2. Ejemplos de validacion

Para validar los resultados se resuelven dos problemas de inestabilidad de vigas
con solucién analitica conocida.

A.2.1. Barra bi-articulada con carga de compresion axial

Se considera una barra bi-articulada formada por un perfil PNI 10 de acero de
5 metros de largo sometido a una carga puntual de compresion en el extremo libre.
El médulo de Young es considerado E = 210 GPa. Se puede resolver el proble-
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ma utilizando la herramienta ONSAS vy el archivo de entrada asociado al ejemplo
Pinned_Buckling.

El area de la seccion transversal es A4, = 10,6 x 104 m? y para la inercia se
considera la mayor I ;44 = 171 x 10~8 m* (resultados equivalentes se obtienen para
la menor inercia aumentando el niimero de celdas). Se considera un imperfecciéon en
la geometria de referencia de la estructura de acuerdo a la forma del primer modo
de pandeo lineal y con un valor maximo de 0,5 mm (Z/1000). Se divide el largo de
la viga en 30 mddulos. Se determina & y ¢, obteniendo 8 = 0,23. Para el analisis no
lineal se establece como factor de carga final 1,3 y se aplica el método de Newton-
Raphson incremental con 135 incrementos de carga.

El estado de carga de referencia es el valor de carga critica de Euler

7T2E-[m'ga
1;2

viga

P, = ~ 142 kN. (A.24)

Elfactor de carga critica del analisis lineal de pandeo del modelo del reticulado es
0,9968. En la[Figura A.2|se muestran los graficos obtenidos al utilizar el médulo A. En

14 L
12 /
1 —-—-—a—"”"“’“ﬂ‘ 0
2
j=}
3 08 >
= -1
= 06
(=}
—
04
2
0.2
0 05 1 5 2 0 1 2 3 4 >

Displacements

Figura A.2: Graficos obtenidos para ejemplo Pinned Buckling con médulo tipo A.

clase se analizaran los resultados obtenidos al variar los parametros del reticulado,
particularmente el numero de celdas de la discretizacion.

Para el mddulo B se tiene un valor 5 ~ 0,26. El factor de pandeo del LBA es
0,99708. En la se muestran los graficos obtenidos al utilizar el médulo
B. Dado que el médulo B es simétrico y que la carga es aplicada de forma simétrica
respecto al eje horizontal, la direccién en la cual se produce la deformacién post-
pandeo estara dada por la imperfecciéon. La imperfeccion estd dada por el sentido
del desplazamiento asociado al vector propio del problema LBA. Por ser un vector
propio se cumple que el opuesto también lo es por lo que la imperfeccion puede ser
considerada en una u otra direccion en funcion de con qué criterio la funcién eig
devuelva los vectores.

Finalmente se desea obtener alguna verificacién analitica de las curvas obtenidas
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Load factors

0 0.5 1 15 2 15 1 2 3 4 5

Displacements

Figura A.3: Graficos obtenidos en ejemplo Pinned Buckling con médulo tipo B.

para las ramas post-criticas. Realizando el analisis con ambos mddulos y comparan-
do con la curva dada por la solucién analitica de segundo orden:

P 1 2,2
Plu) oy pire (A.25)

P, 24112

se obtiene la grafica mostrada en la Figura

P
"

Load factors

—6—Modulo A
—%=Modulo B
-8 Aprox. orden 2

0.
0 0.5 1 15
Displacements

Figura A.4: Graficos de ramas post-criticas obtenidas usando los médulos reticulados
descritos y la expresion analitica.

Se observa que para valores de desplazamientos considerablemente elevados co-
mo 1,5 m, ambos mddulos proveen un resultado adecuado mientras que luego de di-
cho punto las ramas se separan considerablemente. Seria necesario realizar un estu-
dio analitico de mayor orden para obtener una expresioén similar a la Ecuacion (A-25),
valida para valores superiores de desplazamiento.
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A.2.2. Ménsula con carga de compresion axial

En este caso se considera un ménsula formada por un perfil PNI 10 de 5 metros
de largo sometido a una carga puntual de compresion en el extremo libre. Las pro-
piedades geométricas y de material son idénticas a las del ejemplo anterior y en este
caso se tiene una carga critica de Euler dada por:

7T2Elm'ga
412

viga

P, = ~ 354 kN, (A.26)

la cual define el estado de carga de referencia. Se puede resolver el problema utili-
zando la herramienta ONSAS y el problema llamado Cantilever_Buckling.

Realizando el analisis usando el médulo A se tiene que el factor de carga de
pandeo lineal es 0,99938.

2
o

Load factors

I~
=

o
)

=

1 2 3 4
Displacements

Figura A.5: Gréaficos obtenidos en ejemplo Cantilever Buckling con médulo tipo A.

Durante la deformacion de la viga para ningtin valor de carga externa se obtie-
nen valores propios nulos en la matriz tangente, es decir que las configuraciones
de equilibrio de toda la curva carga-desplazamiento son estables tal como era de
esperarse para el problema de la ménsula con una imperfeccion.

En clase se analizaran también variaciones del ejemplo asi como también se re-
solvera utilizando el médulo B.
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En este capitulo se presenta el codigo de la herramienta numérica desarrollada
por los autores, llamada Open Nonlinear Structural Analysis System (ONSAS). La he-
rramienta fue desarrollada y es ejecutada usando GNU-Octave (Eaton et al.|2015),
software abierto multiplataforma de calculo numérico.

Se comienza presentando una descripciéon esquematica de la estructura de car-
petas y archivos, luego se presentan los codigos y finalmente se muestran algunos
archivos de entrada importantes para la resolucién de problemas abordados en el
texto.

B.1. Descripcion de codigo

Para la presentacion del codigo se asume que conceptos basicos como la dis-
cripcién entre script y funcion son conocidos, por lo que no se presentaran en esta
seccion. Es recomendable que el potencial usuario del ONSAS tenga conocimientos
correspondientes a los de un usuario basico de GNU-Octave.

La lista de archivos y la correspondiente estructura de carpetas es presenta-
da en la Figura [B.1] El codigo esta también disponible en formato zip en el enlace
www.fing.edu.uy/~jorgepz/files/ONSAS.zip| (4ltimo acceso diciembre de 2017).

A continuacién se presenta un breve descripcién de la funcién de cada uno de los
archivos del cédigo. Se listan en el orden de ejecucién dentro de la ejecucion global
de la herramienta ONSAS.

= ONSAS: es el archivo principal del codigo, el cual debe ser ejecutado desde
octave para iniciar la ejecucion de la herramienta. Este script es presentado
en el Codigo En la Figura [B.2] se muestra un esquema de tipo diagrama
de flujo donde se muestran las etapas de ejecucion. En el diagrama de flujo,
las elipses representan bloques de c6digo m con una funcién especifica, no
incluidos dentro de un archivo independiente. Los restantes bloques rectan-
gulares representan ejecuciones de archivos y los bloques con forma de rombo
representan estructuras de control de toma de decision.

» reading: script que realiza la lectura de datos a partir de los archivos de en-
trada (colocados en la carpeta input). El archivo se presenta en el Codigo
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ONSAS
L™ ONSAS.m

D sources

% assembly.m

& hyperElasModels.m
ﬁ linearAnalysis.m
L") NLAPlots.m

ﬁ nodes2dofs.m

1" NRALTter.m

U™ NRIter.m

% reading.m

& setini.m

—E stressUpdate.m

ﬁ varsVerifs.m
1 input

L] output

Figura B.1: Estructura de carpetas y listado de archivos principales de c6digo ONSAS
ordenados alfabéticamente.

= varsVerifs: script que realiza verificaciones de los datos de entrada y asigna
valores por defecto de algunas variables. El archivo se presenta en el Codi-

go[B.3]

= setini: script que crea matrices y vectores y asigna valores iniciales necesarios
para la ejecucion del codigo. El archivo se presenta en el Codigo

= linearAnalysis: script que realiza el analisis lineal de la estructura, incluyen-
do el analisis de pandeo lineal (LBA). El archivo se presenta en en Cédigo

= assembly: script responsable del ensamblado de matrices tangente y vector
de fuerzas internas de la estructura. El archivo se presenta en en Codigo

= nodes2dofs: funcién para el calculo de grados de libertad correspondientes
a cada nodo de la estructura. Esta funcién es ejecutada por el archivo as-
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sembly.m. El contenido de esta funcion se presenta en el Codigo

= NRIter: script encargado de realizar una iteracion del método de Newton-
Raphson. En este archivo se realiza la resolucion del sistema lineal del método
NR. El contenido de este archivo se presenta en el Codigo

= NRALIter: script encargado de realizar una iteracion de la variante de Lon-
gitud de Arco del método de Newton-Raphson. En este archivo se realiza la
resolucion del sistema lineal correspondiente. La ejecucion de este script o el
script NRIter esta dada por el seteo de la variable solutionMethod en el archivo
de entrada (1 corresponde a NRIter y 2 corresponde a NRALIter). El contenido
de este archivo se presenta en el Codigo

= stressUpdate: en este script se realiza el calculo de la tension y el médulo
tangente para cada elemento de la estructura. El contenido de este archivo se

presenta en el Codigo

» hyperElasModels: funciéon que calcula valor de tensién y médulo tangente
para cada modelo constitutivo y valor de deformacion axial. El usuario puede
implementar cualquier modelo constitutivo a través de la inclusioén de casos.
El archivo se presenta en el Codigo Esta funcion es ejecutada desde el
archivo stressUpdate.m.

= NLAPIlots: este script contiene los comandos de grafico y visualizacién de los
resultados del analisis no lineal. El contenido de este archivo se presenta en el

Codigo[B.12)
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varsVerifs.m

¥
setini.m

'

linearAnalysis.m ]

[ reading.m y ]

agrega imperfeccion

'

¢LinBuckMode-
Imperf > 0?

assembly.m

Y

NRIter.m o
NRALIter

'

k) stressUpdate.m

actualiza u

!

;Criterio
parada?

;Carga objetivo

Aumento factor de carga

no

alcanzada?

[ NLAPIots ]

Figura B.2: Diagrama de flujo de herramienta ONSAS.
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Cédigo B.1: Contenido del archivo ONSAS.m.

%% Open Non—linear Structural Analysis System — ONSAS
Code for elastic geometrical and material non—linear analysis of structures.
The current version allows to perform nonlinear analyses of 2D truss structures.

o° o° o°

o°

oftware developed for educational purposes. NO WARRANTY at all is provided.
Developed for GNU-Octave 4.2.1 by J.M. Perez Zerpa & J.B. Bazzano Garcia for
its use during the course _Analisis no lineal de Estructuras_ taught at

Universidad de la Republica, Montevideo, Uruguay.

o°

o
“©

o o°

o°

License: Creative—Commons Attribution—ShareAlike 4.0 International
(license available at: creativecommons.org).

o
"6

o°

o

%% Reading

The content of the input folder is shown in the terminal and

the user is asked to choose a .m script. The chosen file is executed.
T

he following variables are assumed to be defined in that file:

o o o° o°

o°

*_General settings_ x*

o°

o°

* *xproblemnamex string with the name of the problem

°o°

o°

*_Structure properties_x

°o°

o°

* xHyperElasParams* cell array with material parameters of a given hyperelastic
model in each entry. The parameters for each model are given by a vector: [
typemodel parameterl ... parameterN ]. The typemodel are given by
HyperElasModels function: 1 linear 2 bimodulus. For the linear model the only
parameter required is the Young Modulus $E$.

* xAsx Vector with section properties (areas)

* *Springs* Matrix with nodal springs information. The i—th row contains the
information of the i—th spring: [ node_numer, $k_x$ , $k_y$]. If no springs
are present define as empty.

* *Nodes* Matrix of coordinates of nodes. Size: nnodes $\times$ 2.

* xConec* Matrix of elements conectivity. The i—th row contains the information
of the i—th element: [node_1, node_2, hyperelasmodel, sectproperty 1.

* xfixeddofs* Vector with the fixed degrees of freedom

o°

°o°

o°

o°

o° o°

o°

*_Loading_x*

o°

o°

* xcontroldof* degree of freedom to consider in the load—displacement plots (
consider negative value to plot $—1 \times$ displacement in plots).

* xtargetLoadFactrx target load factor to be reached in the analysis.

* *Fextx External nodal loads vector. The external loads applied are Fext $\
times$ loadfactor.

* xLinBuckModeImperf* Optional parameter. Number of linear buckling mode
considered as imperfection of the reference geometry
if zero no imperfection is considered. Default: 0 (no imperfection).

o°

o°

o°

o°

o°

o°

*_Analysis settings_x

o°
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o°

* xsolutionMethod* flag to set iterative method used: 1 incremental NR 2
Combined NR/arc—length method

* *nLoadSteps* number of increments considered to reach the target load factor
if incremental NR is used.

* *incremarclen* radius of arc—length cilynder.

* *NRtolits* NR tolerance interations

* *NRtoldeltaux NR tolerance $\Delta u$

°o°

o° o° o° of

o°

*_0ther optional parameters_x these parameters are not required. Default values
are already set:

o°

* k#printflag+ flag to define if print command is executed for each plot. Default
1 (yes).
* *xoutputdirx directoty for eps figures output. Default: _output_ folder.

o°

° o

% The NR-AL iterations are executed until the targetloadfactor or the nLoadSteps
is reached.

o
o°

clear all

close all

addpath( [ pwd '/sources'] ); addpath( [ pwd '/input' 1 );
ONSASversion = '0.3"';

% displays the content of the input files folder and reads the chosen file
reading

% verify the definition of some variables and sets default values
varsVerifs

%% Initial computations
% Set initial matrices and vectors. Performs linear elastic analysis.
Computes:

o of

°

s * *largosinix vector with length of each element in the reference (initial)
configuration.

+thetasini*, *cosinix and xsininix: initial angle, cosine and sine
respectively.

% * *Ukx: vector with $2 \, n_{nodes}$ entries with the displacement of the

currect interation
% * *Stresskx vector with the stress of each element at current load increment.
* x*KS* springs stiffness matrix.

o°
*

o o°

o°
o©

setini
linearAnalysis

%% Imperfection

% Adds geometric imperfection to the reference configuration Nodes coordinates
matrix. The imperfections are considered as

% a Linear Buckling Mode (LinBuckModImperf) by a factor (imperffactor).

o
i)

o9
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if LinBuckModeImperf > 0
fprintf([' Imperfection is added. Max distance imperfection: %7.2e %%of the'

' normalized 92i—th LBA mode.\n'], absoluteimperfection, LinBuckModeImperf )
% deforms the reference structure considering the chosen imperfection
Nodes = Nodes + reshape(UsModesLinBuck(:,LinBuckModeImperf),2,nnodes)’

* absoluteimperfection ;

% update geometry and related parameters
setini

fprintf(' Linear analysis with imperfection perfomed. \n')
linearAnalysis

end

% plots the reference structure
w = 3;
if plotflag > 0
figure, hold on, grid on
for i=1:nelems
plot( xelems(i,:), yelems(i,:), 'b—o', 'linewidth', 1lw)
end
axis equal
end

quiver( Nodes(:,1), Nodes(:,2) , Fext(l:2:end)xvisualloadfactor ...

, Fext(2:2:end)xvisualloadfactor ,0,'g',filled, 'linewidth',lw)
title( ['Reference configuration without imperfections (blue) and external '
' loads (green).'] ) ; xlabel('x"), ylabel('y")

%% Nonlinear analysis
% Core of the code: nonlinear incremental and iterative analysis. Newton—Raphson
and Cylindrical-Arc—Length variation.

o°

o

3
S

% initialize

reachedtargetLF = 0;
loadIter =0 ; %counter of the load iterations
loadfactors =0;

% parameters for the Arc—Length iterations

convDeltau = zeros(length(neumdofs),1)

currDeltau = zeros(length(neumdofs),1)

currLoadFactor =0 ;

fprintf(" \n'

)
fprintf([ 'loadIncr & LoadFactr & dispits & maxStrain (%%) & BucklingFac '
' & npos & nneg & \n'] )
prodvals =1 ;
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filestressoutput = [outputdir '/output stresses.txt' ];
fidstress = fopen(filestressoutput, 'w');

STRESSESMAT = [] ;

tic;
% load step increment stopping criteria: target load
while ( reachedtargetlLF == 0 )

loadIter += 1 ;

dispConverged = 0 ;

dispIter =0 ;

currbDeltau = zeros(length(neumdofs),1) ;

o°

% iteration in displacements (NR) or load—displacements (NR—AL)
% stopping criteria: convergence displacements
while ( dispConverged == 0 )

dispIter +=1 ;

assembly

if solutionMethod ==
% performs one newton—raphson iteration
NRIter

elseif solutionMethod == 2
% performs one newton—raphson—arc—length iteration
NRALIter

end

stressUpdate

% stopping criteria
if ( ( normadeltau < ( normaUk * NRtoldeltau ) ) || dispIter > NRtolits )
if dispIter > NRtolits,
stopcritpar = 2;
fprintf('Warning: displacements iteration stopped by max iterations.\n');
else,
stopcritpar
end
dispConverged =1 ;
Itsnums( loadIter ) = dispIter;
end

1;

o°

o°

loadfactors(loadIter) = currLoadFactor ;
uks(loadIter) = sign(controldof) x Uk(abs(controldof))
convDeltau = currbDeltau ;
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% load stopping criteria

if (currLoadFactor >= targetLoadFactr) || ( loadIter > nLoadSteps )
reachedtargetLF = 1 ;

end

o°

% buckling analysis

[a,b] = eig( KTred ) ;

Keigvals = diag(b) ;

nKeigpos = length( find(Keigvals > 0 ) );
nKeigneg = length( find(Keigvals <= 0 ) );

[a, lambtech ] = eig( KTred , KLOred ) ;
lambtech = diag(lambtech) ;

o
i)

if length( find( lambtech > 0 ) ) > 0
lambdatech_crit = min ( lambtech ( find( lambtech > 0 ) ) ) ;
lambda_crit =1/ ( 1 — lambdatech_crit ) ;
factor_crit = lambda_crit x loadfactors( loadIter ) ;
else
factor_crit = 0;
end

% linearized according to Bathe
if (loadIter == 1)
KGOredBathe = KGred / currLoadFactor ;

[a,b] = eig( KLOred , — KGOredBathe ) ;
factor_crit_lin_Bathe = min( diag(b) );
end

o°

% latex table output

fprintf(' %4i & %12.3e & %41 & %5.2f & %12.5e & %51 & 531 \\\\\n',
loadIter, currLoadFactor, dispIter, max( abs( Strainsk) )*1600 ,
factor_crit , nKeigpos, nKeigneg )

o
i)

if max( abs( Strainsk) ) > 0.05,
fprintf('WARNING: elements with strain level %4.1f%%!\n', max( abs( Strainsk)
)x100 ),
end

fprintf(fidstress, ' %12.5e ', Stressk)
fprintf(fidstress, '\n'")

STRESSESMAT = [STRESSESMAT; Stressk' ] ;

end
fprintf (" \n')

totaliterationstimeinseconds = toc

fclose(fidstress);
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LoadFactrs = loadfactors ;

% adds the reference configuration displacement and load factor
uks =[ 0 ; uks ]

uks uks(1l:(loadIter+l)) ;

LoadFactrs [ 6 ; LoadFactrs' 1 ;

fidloaddisp = fopen( [outputdir '/output_loaddispcurve.txt' 1 ,'w');
for i=1:(length(uks))

fprintf( fidloaddisp, ' %15.6e %15.6e \n',uks(i), LoadFactrs(i) )
end
fclose(fidloaddisp) ;

%% Plots
% Plots of deformed structure given by the last loadfactor.

o°
o°

tic,
NLAPlots
totalplotstimeinseconds = toc

% Versions history

o of

o°

¥0.1: 2017.08.30 First releasex

o°

o°

*x0.2: 2017.09.13%*

o°

o°

improvement in geometric matrix assembly in linear analysis script.

plot of reference structure is now shown after the imperfection is added.
xselem and yselem are now calculated in the setini.m script.

imperfactor set as an optional input parameter.

load—displacement curve file output and sign of displacement considered.

° o

o o° o° o°
L

o°

*0.3: 2017.12.22 *

o°

of
2©

Codigo B.2: Contenido del archivo reading.m.

%——— structural parameters
fileslist = readdir('./input');

fprintf (' \n');
fprintf( [ 'Welcome to ONSAS version ' ONSASversion '.\n' ] )
fprintf (' \n');
fprintf('The content of the input folder is:\n')
fprintf("—————\n");

for i=1:length(fileslist)

string = fileslist{i};

fprintf(' file %3i: %s\n',i, string);
end
fprintf(——  \n\n"');
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selectedfile = input(' Select file option:') ;
fprintf([' Setting variables from file: ' fileslist{ selectedfile } '\n' ] );
run( fileslist{ selectedfile }(1l:end—2) )

nmats = length(HyperElasParams) ;
nsecs = length(As) ;

nnodes = size(Nodes,1) ;
nelems = size(Conec,1) ;

# set other name to fixed dofs variable as Dirichlet dofs
diridofs = fixeddofs ;

%
S

Cédigo B.3: Contenido del archivo varsVerifs.m.

if exist( 'outputdir' ) ==

outputdir = [ './output/' 1 ;
elseif exist( outputdir ) ~= 7

error('The output dir set does not exist or it is not a directory.');
end

if exist( 'plotflag' ) ==
plotflag = 1 ;
end

if exist( 'printflag' ) ==
printflag = 0 ;
end

if exist( 'LinBuckModeImperf' ) ==
LinBuckModeImperf = 0 ;
end

if exist( 'nelems' ) ==
nelems = size(Conec,1) ;

end

if exist( 'nnodes' ) ==
nnodes = size(Nodes,1) ;

end

strucsize = max( max(Nodes(:,1))—min(Nodes(:,1)) ,
max (Nodes(:,2))—min(Nodes(:,2)) ) ;

visualloadfactor = 0.1 * strucsize / norm( Fext,'inf') ;
if exist( 'imperfactor' ) == 0
imperfactor = le—4 ;

end

absoluteimperfection = imperfactor x strucsize ;
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Cédigo B.4: Contenido del archivo setini.m.

KLaux = [ 10 -10 ;
00 00 ;
-10 10 ;
060 0017 ;
Ge =[ 1 0-1 0 ;
06 1 0-1;
-1 06 1 0 ;
06-1 0 117 ;

neumdofs = (1:(2*nnodes))"’;
neumdofs(diridofs) = [];

LoadFactrs = 0;

%
]

compute lengths and inclination of undeformed elements —
largosini = sqrt( ( Nodes( Conec(:,2),1) — Nodes( Conec(:,1),1) )."2 ...
+ ( Nodes( Conec(:,2),2) — Nodes( Conec(:,1),2) ).”2 ) ;

thetasini = atan2( ( Nodes( Conec(:,2),2) — Nodes( Conec(:,1),2) ) , ...
( Nodes( Conec(:,2),1) — Nodes( Conec(:,1),1) ) ) ;

cosini = cos( thetasini ) ;
sinini = sin( thetasini ) ;
Uk = zeros( 2*xnnodes, ;
uks = zeros( nLoadSteps, ;
fks = zeros( nLoadSteps, ;

Thetask = zeros( nelems,
Itsnums = zeros( nLoadSteps,
factorescriticos = [] ;

o e e e

Stressk = zeros(nelems,1) ;
Strainsk = zeros(nelems,1l) ;
dsigdepsk = zeros(nelems,1) ;

stressUpdate

xelems zeros(size(Conec,1),2);
yelems = zeros(size(Conec,1),2);

for i=1l:nelems
xelems(i,:) = Nodes( Conec(i,1:2) , 1);
yelems(i,:) = Nodes( Conec(i,1:2) , 2);
end

KS = sparse(2xnnodes,2*nnodes) ;
if sum(size(Springs))>0
for i=1:size(Springs)
auxnode = Springs(i,1);
if auxnode > nnodes,
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error('Node of spring is higher than the number of nodes');
else
KS( 2xauxnode—1,2xauxnode—1) Springs(i,2) ;
KS( 2xauxnode ,2xauxnode ) = Springs(i,3) ;
end
end
end

Cédigo B.5: Contenido del archivo linearAnalysis.m.

% sets linear stiffness and geometric matrices
KLO = sparse( 2*nnodes, 2x*nnodes ) ;

for elem = 1l:nelems
% obtains nodes and dofs of element
nodeselem = Conec(elem,1:2)"' ;

dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;

A = As(Conec(elem,4)) ;
le = largosini(elem) ;

Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) 1'

Ble = 1.0 / ( 1le™2 ) * Xe' * Ge' ;
KTle = dsigdepsk(elem) * A x le * ( Ble' x Ble ) ;

% matrices assembly
KLO (dofselem,dofselem) = KLO (dofselem,dofselem) + KTle ;
end

KLO = KLO + KS ;

% boundary conditions are applied
KLOred = KLO ( neumdofs, neumdofs );
Fextred = Fext ( neumdofs ) ;

)

uklin = KLOred \ Fextred ;
Uklin = zeros(2*nnodes,1) ;
Uklin(neumdofs ) = uklin ;

stresslink = zeros(nelems,1);
KGlin = sparse( 2xnnodes,2*nnodes)

for elem = 1l:nelems
nodeselem = Conec(elem,1:2)"' ;

dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
R = [ cosini(elem) —sinini(elem) 0 0
sinini(elem) cosini(elem) 0 0
0 0 cosini(elem) —sinini(elem) H
0 0 sinini(elem) cosini(elem) ] ;

’
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Uklocelem = R' * Uklin(dofselem) ;
epsk = ( Uklocelem(3) — Uklocelem(1l) ) / largosini(elem) ;
stresslink(elem) = dsigdepsk(elem) * epsk ;

A
le

As(Conec(elem,4)) ;
largosini(elem) ;

Ksige = A x stresslink(elem) / le * Ge ;
KGlin (dofselem,dofselem) = KGlin (dofselem,dofselem) + Ksige ;

end
KGlinred = KGlin ( neumdofs,neumdofs) ;

% linear buckling analysis — LBA
[ ModesLinBuck, lambdas] = eig( KLOred , — KGlinred )

[lambdas,perm] = sort(diag(lambdas));
ModesLinBuck=ModesLinBuck(:,perm);

factor_crit_lin = min( lambdas );
if factor_crit_lin < 0,
indsneg = find( lambdas <0) ;

fprintf(' ===== Warning: %3i negative linear buckling analysis factors! ===== \n
Removing negative eigenmodes.... \n',length(indsneg) );

lambdas (indsneg) = [] ;
ModesLinBuck(:,indsneg) = [] ;

fprintf(' \n');
end

factor_crit_lin = min( lambdas ) ;

nmodesLinBuck = length(lambdas) ;
UsModesLinBuck = zeros( 2xnnodes, nmodesLinBuck ) ;

for i=1:nmodesLinBuck

uaux = ModesLinBuck(:,i)
UsModesLinBuck(neumdofs,i) = uaux / norm( uaux, 'inf' ) ;
end
% plots
w = 1.5;

ms = 3;
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linfig = figure ;
title('Linear analysis results')

subplot(2,2,1)
hold on, grid on

displacmat = reshape(Uklin,2,nnodes)' / norm( Uklin, 'inf' ) * (0.1 * strucsize) ;
Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;

for i=1:nelems
plot(xelems(i,:),yelems(i,:), 'b—o', 'linewidth',lw, 'markersize',ms)
end

for i=1:nelems
xelemsaux(i,:)
yelemsaux(i,:)
end

Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);

for i=1:nelems
plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:), 'r—s"', 'linewidth',lw, 'markersize',ms)
end

axis equal
title('Deformed structure (scaled)')

subplot(2,2,2); hold on, grid on
tolstress = le—7+max(abs(stresslink));

for i=1:nelems

if stresslink(i) > tolstress, colornormalforce='b';
elseif stresslink(i) <—tolstress, colornormalforce='r';
else colornormalforce='w'; end

plot(xelems(i,:),yelems(i,:),[colornormalforce '—o'], " 'linewidth',lw, 'markersize’
,ms)
end

axis equal

title('Normal forces: >0 blue, <0 red, ==0 white.')
% plots
subplot(2,2,3), hold on, grid on

modeaux = 1;

displacmat = reshape(UsModesLinBuck(:,modeaux),2,nnodes)' * (0.1lxstrucsize) ;
Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;

for i=1:nelems
plot(xelems(i,:),yelems(i,:), 'b—o"', 'linewidth',1w, 'markersize',ms)
end




152 Apéndice B. ONSAS

for i=1l:nelems
xelemsaux(i,:) Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
yelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);
end

for i=1l:nelems
plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:), 'r—s"', 'linewidth',lw, 'markersize',ms)
end

axis equal, title('LBA mode 1')

%—— —— plots 2
if length(lambdas)>1

subplot(2,2,4), hold on, grid on

modeaux = 2;
displacmat = reshape(UsModesLinBuck(:,modeaux),2,nnodes)' * ( 0.lxstrucsize);
Nodesdefaux = Nodes + displacmat ;

for i=1:nelems
plot(xelems(i,:),yelems(i,:), 'b—o"', 'linewidth', 1w, 'markersize',ms)
end

for i=1:nelems
xelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 1);
yelemsaux(i,:) = Nodesdefaux( Conec(i,1:2) , 2);
end

for i=1l:nelems
plot(xelemsaux(i,:),yelemsaux(i,:), 'r—s"', 'linewidth',lw, 'markersize',ms)
end
axis equal, title('LBA mode 2')
end

Codigo B.6: Contenido del archivo assembly.m.

% sets current tangent stiffness and geometric matrices

KLO = sparse( 2xnnodes,2+nnodes) ;
KM = sparse( 2xnnodes,2*nnodes) ;
KG = sparse( 2xnnodes,2*nnodes) ;

FintGk = zeros( 2*xnnodes,1l) ;

for elem = 1l:nelems
% obtains nodes and dofs of element
nodeselem = Conec(elem,1:2)"' ;

dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;

% calculates important parameters of the element
A = As(Conec(elem,4)); le = largosini(elem);

Xe = [ xelems( elem, 1) yelems( elem, 1) xelems( elem, 2) yelems( elem, 2) 1' ;
Uk(dofselem) ;

c
o
[}
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Ble = 1.0 / ( 1e”2 ) * Xe' x Ge' ; B2e = 1.0 / ( 1le”2 ) * Ue' x* Ge'

KTle = dsigdepsk(elem) x A x le * ( Ble' *x Ble ) ;

KT2e = dsigdepsk(elem) x A x le * ( B2e' * Ble + Ble' * B2e + B2e' x B2e ) ;
Ksige = A x Stressk(elem) / le * Ge ;

Finte = (Ble+B2e)' *x A x le * Stressk(elem) ;

% matrices assembly

KLO (dofselem,dofselem) KLO (dofselem,dofselem) + KTle ;
KM (dofselem,dofselem) KM (dofselem,dofselem) + KTle + KT2e ;
KG (dofselem,dofselem) = KG (dofselem,dofselem) + Ksige ;

% internal loads vector assembly
FintGk ( dofselem) = FintGk(dofselem) + Finte ;

end

KM = KM + KS ;
KLO = KLO + KS ;

FintGk = FintGk + KS * Uk ;

% boundary conditions are applied
KLOred = KLO® ( neumdofs, neumdofs
KMred = KM ( neumdofs, neumdofs
KGred = KG ( neumdofs, neumdofs
KTred = KMred + KGred ;

Cédigo B.7: Contenido del archivo nodes2dofs.m.

% Octave function for nodes—to—dof conversion
function [dofs] = nodes2dofs( nodes , degreespernode )

n = length(nodes);
dofs = zeros( nxdegreespernode , 1) ;
for i=1:n

for j=1l:degreespernode
dofs( (i—1)xdegreespernode + j ) = degreespernode * (nodes(i)—1) + j ;
end

end
Cédigo B.8: Contenido del archivo NRIter.m.
#
# newton raphson iteration
#

% assign current load factor adding a multiple of the incremental load

currLoadFactor = targetLoadFactr/nLoadSteps + targetLoadFactr/nLoadSteps * (
loadIter—1) ;

LoadFactrs(loadIter) = currLoadFactor ;

FextG = Fext * currLoadFactor ;
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Resred = FintGk(neumdofs) — FextG(neumdofs) ;

% incremental displacement
deltaured = KTred \ ( — Resred )

normadeltau = norm( deltaured ) ;
normaUk norm( Uk(neumdofs ) )

Uk ( neumdofs ) = Uk(neumdofs ) + deltaured ;

Cédigo B.9: Contenido del archivo NRALIter.m.

#
# implemented following Section 4.4.2 de Souza Neto et al
#

Resred = FintGk(neumdofs) — Fext(neumdofs) * currLoadFactor ;

% incremental displacement
indepterm = [ —Resred Fext(neumdofs) ] ;

aux = KTred \ indepterm ;

deltauast = aux(:,1) ;
deltaubar = aux(:,2) ;

if dispIter ==
if loadIter ==
deltalambda = targetLoadFactr / nLoadSteps ;

else
aux = sign( convDeltau' x deltaubar ) ;
deltalambda = incremarclen * aux / ( sqrt( deltaubar' x deltaubar ) ) ;
end
else
ca = deltaubar' * deltaubar ;

cb = 2x(currDeltau + deltauast)' * deltaubar ;

cc = (currDeltau + deltauast)' * (currDeltau + deltauast) — incremarclen™2 ;
disc = sqrt(cb™2—4xcaxcc) ;

sols = —cb/(2%ca) + disc/(2xca)*[—1 +1]1"' ;

vals = [ ( currDeltau + deltauast + deltaubar * sols(1l) )' * currDeltau;
( currDeltau + deltauast + deltaubar * sols(2) )' * currDeltau ] ;

deltalambda = sols( find( vals == max(vals) ) ) ;
end

currLoadFactor = currLoadFactor + deltalambda(l) ;
deltaured = deltauast + deltalambda(l) * deltaubar ;

normadeltau = norm( deltaured ) ;
normaUk norm( Uk(neumdofs ) )
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Uk ( neumdofs ) = Uk(neumdofs ) + deltaured ;
currDeltau = currDeltau + deltaured ;

Cédigo B.10: Contenido del archivo stressUpdate.m.

for elem = 1l:nelems
nodeselem = Conec(elem,1:2)"' ;

dofselem = nodes2dofs( nodeselem , 2 ) ;
R = [ cosini(elem) —sinini(elem) 0 0
sinini(elem) cosini(elem) 0 0
0 0 cosini(elem) —sinini(elem) ;
0 0 sinini(elem) cosini(elem) ] ;

Uklocelem = R' x Uk(dofselem) ;
epsk = ( Uklocelem(3) — Uklocelem(1l) ) / largosini(elem)

+ 0.5% ( ( Uklocelem(3) — Uklocelem(l) ) / largosini(elem) )"2 ...
+ 0.5 ( ( Uklocelem(4) — Uklocelem(2) ) / largosini(elem) )"2 ;

Strainsk(elem ) = epsk ;
[ Stressk(elem), dsigdepsk(elem)] = hyperElasModels ( epsk, HyperElasParams{

Conec(elem,3)} ) ;
end

Codigo B.11: Contenido del archivo hyperElasModels.m.

function [sigma, dsigdeps ] = hyperElasModels (epsilon, paramsmodel )

nummodel = paramsmodel(1) ;
paramsmodel = paramsmodel(2:end) ;

switch nummodel
case 1
% Linear material model (saint—venant—kirchhoff )
E = paramsmodel(1l) ;
sigma = E * epsilon ;
dsigdeps = E ;

case 2
% Bi—modulus material model: paraml: Tension young modulus, param2: Compression
modulus
ET = paramsmodel(1l) ;
EC paramsmodel(2) ;

if epsilon >=(—1le—15)

sigma = ET * epsilon ;
dsigdeps = ET ;

else
sigma = EC * epsilon ;

dsigdeps = EC ;
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end

case 3
Bi—modulus material model with pre—strain: paraml: Tension young modulus,
% param2: Compression modulus, param3: epszero (pre—strain)
ET = paramsmodel(1l) ;
EC = paramsmodel(2) ;
epszero = paramsmodel(3) ;

°
i)

if ( epsilon — epszero ) >=(—1le—15)

sigma = ET x ( epsilon — epszero ) ;
dsigdeps = ET ;
else
sigma = EC * ( epsilon — epszero ) ;
dsigdeps = EC ;
end
case 4

% Example 5.11 from Reddy nonlinear sqrt stress—strain constitutive relation
E = paramsmodel(1l) ;

sigma = sign(epsilon) * E * sqrt( abs( epsilon) ) ;
if epsilon == 0
dsigdeps = E*2 ;
else
dsigdeps = 0.5 * E / sqrt( abs(epsilon) )
end
end

Cdédigo B.12: Contenido del archivo NLAPlots.m.

currdir = pwd ;
displacmat = reshape(Uk,2,nnodes)' ;
Nodesdef = Nodes + displacmat ;

w =2 ; ms =5.5;
% w2 =2.8 ; ms2 =23 ;
w2 = 3.2 ; ms2 = 23 ;
plotfontsize = 22 ;

figure, hold on%, grid on

for i=l:nelems
plot(xelems(i,:),yelems(i,:), 'b—o"', 'linewidth',lwx0.5, 'markersize',ms*0.5)
end

for i=1l:nelems
xelems(i,:) = Nodesdef( Conec(i,1:2) , 1);
yelems(i,:) = Nodesdef( Conec(i,1:2) , 2);
end

for i=1l:nelems
plot(xelems(i,:),yelems(i,:), 'r—o', " 'linewidth',lw, 'markersize',ms)
end
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axis equal

quiver( Nodesdef(:,1), Nodesdef(:,2) , Fext(l:2:end)xvisualloadfactor ...

, Fext(2:2:end)xvisualloadfactor ,0,'g',filled, 'linewidth"',lw2)

labx=xlabel('x"), laby=ylabel('y")
set(gca, 'linewidth', 1.2, 'fontsize', plotfontsize )
set(labx, FontSize, plotfontsize); set(laby, FontSize, plotfontsize);

if printflag == 1
cd(outputdir )

print( [ problemname ' deform' ] ,'—depslatex') ;
cd(currdir)
end
figure
plot(uks,LoadFactrs, 'b.—', 'markersize',ms2, 'linewidth',lw2)
grid on

labx=xlabel('Displacements'), laby=ylabel('Load factors')
set(gca, 'linewidth', 1, 'fontsize', plotfontsize )
set(labx, FontSize, plotfontsize); set(laby, FontSize, plotfontsize);

if printflag ==
cd( outputdir )
print( problemname ,'—depslatex') ;
cd(currdir)
end

B.2. Ejemplos de archivos de entrada

En esta seccion se presentan los archivos de entrada de la herramienta ONSAS

necesarios para obtener los resultados presentados a lo largo del texto.

B.2.1. Arco bi-articulado

Cédigo B.13: Archivo de entrada para ejemplo de arco bi-articulado.

o° o°

o°

problemname = 'Pinned_Circular_Arch_perf3' ;
E = 210e9 ;
HyperElasParams = cell(1,1) ;

HyperElasParams{1} = [1 E] ;

As = 0.4x%.01 ;

Two—dimensional pinned circular arch submitted to radial distributed load.
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nelemsviga =22 ;
nnodesviga = nelemsviga +1 ;
angle_alpha_arch = pi/6 ;

xnodsviga = linspace( —angle_alpha_arch+pi/2,angle_alpha_arch+pi/2,
nnodesviga )' ;

ri = 49; re = 50;

Rv = (ri+re)x*.5 ;
hv = (re-ri) ;
Iv = Asxhv™2/2 ;

PcritTeo = ExIv / (Rv*3) * ( pi~2/angle_alpha_arch”2 —1 )

%————— Node coordinates matrix
nnodes = 2*nnodesviga ;

Nodes = zeros(nnodes,2);
% polar coordinates matrix

Nodes(1:2:end,1) = xnodsviga; Nodes(2:2:end,1) = xnodsviga;
Nodes(1:2:end,2) = ones(nnodesviga,l)x*ri; Nodes(2:2:end,2) ones(nnodesviga,l)*re

radios = Nodes(:,2); thetas = Nodes(:,1);

% polar to cartesian transformation
Nodes = [ radios.xcos(thetas) radios.*sin(thetas) ] ;

# modify nodes to get pinned nodes

auxl = Nodes (1 ,:1)*%0.5 + Nodes (2 ,:)*0.5 ;
aux2 = Nodes (end—1,:)*0.5 + Nodes (end,:)x0.5 ;
Nodes(1,:) = auxl ; Nodes(2,:) =[]

Nodes (end—1,:) aux2 ; Nodes(end ,:) = [] H

nnodes = size(Nodes,1);

o
i)

ndia=5;
for i=2:(nelemsviga—1)
auxi = (i—1)*2+1-1 ;
Conec ( ((i—2)*ndia+1):((i—1)*ndia) ,: ) = [
auxi auxi+2 11 ; ... %1 3 cordon

auxi auxi+3 1 ; % 1 4 diagon
auxi+l auxi+2 1 1 ; % 2 3 diagon
auxi+l auxi+3 1 1 ; % 2 4 cordon
auxi+2 auxi+3 11 ] ; %3 4 alma

end

Conec=[1211;1311; 2311; Conec ];

Conec = [ Conec; nnodes—2 nnodes—1 1 1; nnodes—2 nnodes 1 1; nnodes—1 nnodes 1 1
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fixednodes = [ 1 nnodes 1;
fixeddofs = nodes2dofs( fixednodes,2) ;

Lv = Rvx(2*xangle_alpha_arch) ;
lelemviga = Lv / nelemsviga ;

nodesload = (2):2:(nnodes—2) ;
% external unitary loads vector
Fext = zeros(2*xnnodes,1);
for i=1:length( nodesload )
coordaux = Nodes(nodesload(i),:)"' ;
dofsnodesload = [ 2*nodesload(i)—1 2*nodesload(i) 1' ;
Fext( dofsnodesload ) = — coordaux / norm(coordaux) * lelemviga
end
refnodeload = (nnodesviga+l) ;
Springs = [ 1;
controldof = —2%(nnodes/2);

targetLoadFactr = 2.5%PcritTeo ;

% params imperfeccion

%- nLoadSteps = 25 ; incremarclen = 0.1 ; % limit point
%- nLoadSteps = 200 ;  incremarclen = 0.5 ; % post snap—through point
nLoadSteps = 150 ; incremarclen = 0.26 ; % zero load unstable point

LinBuckModeImperf = 0 ;
printflag = 1 ;

% Iterative method used: 1 incremental NR 2 Combined NR/arc—length method
solutionMethod = 2 ;

% nonlinear iteration parameters
NRtolits = 30 ;
NRtoldeltau = 1.0e-5 ;

diridofs = fixeddofs ;

Codigo B.14: Archivo de entrada para ejemplo de arco bi-articulado con imperfec-
cion.

% A two—dimensional pinned circular arch submitted to radial distributed load.

o°

problemname = 'Pinned Circular_Arch_imperf' ;
E = 210e9 ;
HyperElasParams = cell(1,1) ;

HyperElasParams{1} = [1 E] ;
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As = 0.4%.01 ;

nelemsviga =22 ;

nnodesviga = nelemsviga +1 ;

angle_alpha_arch = pi/6 ;

xnodsviga = linspace( —angle_alpha_arch+pi/2,angle_alpha_arch+pi/2,
nnodesviga )' ;

ri = 49;

re = 50;

Rv = (ri+re)x*.5 ;

hv = (re-ri) ;

Iv = Asxhv™2/2 ;

PcritTeo = ExIv / (Rv"3) * ( pi”~2/angle_alpha_arch®2 —1 )
%————— Node coordinates matrix

nnodes = 2xnnodesviga ;

Nodes = zeros(nnodes,2);

% polar coordinates matrix

Nodes(1:2:end,1) = xnodsviga; Nodes(2:2:end,1) = xnodsviga;
Nodes(1:2:end,2) = ones(nnodesviga,l)x*ri; Nodes(2:2:end,2) = ones(nnodesviga,l)x*re

radios = Nodes(:,2); thetas = Nodes(:,1);

% polar to cartesian transformation
Nodes = [ radios.xcos(thetas) radios.*xsin(thetas) ] ;

# modify nodes to get pinned nodes

auxl = Nodes (1 ,:)%0.5 + Nodes (2 ,:)*0.5 ;
aux2 = Nodes (end—1,:)*0.5 + Nodes (end,:)x0.5 ;
Nodes (1, :) = auxl ; Nodes(2,:) =[1

Nodes(end—1,:)

aux2 ; Nodes(end ,:) =[] H

nnodes = size(Nodes,1);

%
]

ndia=5;
for i=2:(nelemsviga—1)
auxi = (i—1)*2+1-1 ;
Conec ( ((i—2)*ndia+1):((i—1)*ndia) ,: ) = [
auxi auxi+2 11 ; 1 3 cordon

o°

auxi auxi+3 1 ; % 1 4 diagon
auxi+l auxi+2 1 1 ; % 2 3 diagon
auxi+l auxi+3 1 1 ; % 2 4 cordon
auxi+2 auxi+3 11 ] ; %3 4 alma

end
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Conec=[1211; 1311; 2311; Conec ];
Conec = [ Conec; nnodes—2 nnodes—1 1 1; nnodes—2 nnodes 1 1; nnodes—1 nnodes 1 1
I;

% fixednodes = [ 1 2 nnodes—1 nnodes 1;
fixednodes = [ 1 nnodes ];
fixeddofs = nodes2dofs( fixednodes,2) ;

Lv = Rvx(2+angle_alpha_arch) ;
lelemviga = Lv / nelemsviga ;

nodesload = (2):2:(nnodes—2) ;

% external unitary loads vector
Fext = zeros(2*nnodes,1);
for i=1:length( nodesload )
coordaux = Nodes(nodesload(i),:)' ;
dofsnodesload = [ 2xnodesload(i)—1 2xnodesload(i) 1' ;
Fext( dofsnodesload ) = — coordaux / norm(coordaux) * lelemviga ;
end

refnodeload = (nnodesviga+l) ;
Springs = [ ];

controldof = —2%(nnodes/2);
targetLoadFactr = 2.5%PcritTeo ;

nLoadSteps = 400 ;
incremarclen = 0.08;
LinBuckModeImperf =1 ;
printflag = 1 ;

% Iterative method used: 1 incremental NR 2 Combined NR/arc—length method
solutionMethod = 2 ;

% nonlinear iteration parameters
NRtolits = 30 H
NRtoldeltau = 1.0e-5 ;

diridofs = fixeddofs ;

B.2.2. Ejemplo de cercha de Von Mises

En esta seccion se presentan archivos de entrada correspondientes al problema
resuelto en el articulo (Li and Khandelwal, |2017).

Cédigo B.15: Archivo de entrada para ejemplo de cercha de Von Mises.
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% Example 3.1 from journal article: Li and Khandelwal, 'Topology
optimization of geometrically nonlinear trusses with spurious eigenmodes
control', Engineering Structures, 131 (2017) 324—344, 2017.

o o°

o°

problemname = 'VonMises Li2017' ;

HyperElasParams = cell(1,1) ;
HyperElasParams{1} = [1 210e9] ;

As = 2.5e—4 ;

auxx = cos(65%pi/180) * 2 ;

auxy = sin(65xpi/180) * 2 ;
Nodes = [ 0 0 ;
auxx auxy ;
2*%auxx 0 ] ;
Conec=[1211;
23111 ;
fixeddofs = [ 1256 1] ;

% external unitary loads vector
Fext = zeros(6,1);
Fext(4) =—-1;

Springs = [ 1;

controldof = —4 ;
targetLoadFactr = 15e6 ;
nLoadSteps =12 ;
incremarclen = 0.05;
LinBuckModeImperf = 0 ;
solutionMethod =1 ;
printflag = 1;

% nonlinear iteration parameters
NRtolits = 30 H
NRtoldeltau = 1.0e-5 ;

diridofs = fixeddofs ;

o
i)

Cédigo B.16: Archivo de entrada para ejemplo de cercha de Von Mises con imper-
feccion.

o°

% Example 3.1 from journal article: Li and Khandelwal, 'Topology
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o

% optimization of geometrically nonlinear trusses with spurious eigenmodes
% control', Engineering Structures, 131 (2017) 324—344, 2017.
% with geometric imperfections added.

o°

problemname = 'VonMises Li2017 imperf' ;

HyperElasParams = cell(1,1) ;
HyperElasParams{1} = [1 210e9] ;

As = 2.5e—4 ;

auxx = cos(65xpi/180) * 2 ;
auxy = sin(65%pi/180) * 2 ;

Nodes = [ 0 O ;
auxx auxy ;
2*xauxx 0 1 ;
Conec=[1211;
23111 ;
fixeddofs = [ 1256 ] ;

% external unitary loads vector
Fext = zeros(6,1);
Fext(4) =—-1;

Springs = [ ];
controldof = —4 ;
targetLoadFactr = 15e6 ;
nLoadSteps = 40
incremarclen = 0.05;
LinBuckModeImperf =1 ;
solutionMethod = 2 ;
printflag = 1;

% nonlinear iteration parameters
NRtolits = 30 H
NRtoldeltau = 1.0e-5 ;

diridofs = fixeddofs ;

o
©
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