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RESUMEN

En este trabajo se presentan algunos de los resultados mas relevantes de la teoria vinculada al
problema de Compressed Sensing (CS) o Sensado Comprimido. Este consiste en: dado un sistema
lineal ®x = b, con infinitas soluciones, hallar una solucién con la mayor cantidad de coordenadas
nulas posibles. Es decir: la solucién méas “esparsa”. Se propone ademas una nueva metodologia para
actualizar los pesos de un algoritmo Re-Weighted ¢, basada en la relajacién lagrangeana, que se
traduce en algoritmos con un desempeno comparable al de la metodologia usual.

El problema CS resulta de gran interés en la adquisicién de seniales con caracteristicas esparsas,
como las iméagenes y senales de audio. Esto es asi pues, mientras que el proceso usual de adquisiciéon
realiza n medidas x* € R" y luego las comprime, CS permite sensar y comprimir z* en un tnico
paso, a partir de m medidas lineales: b = ®x*, con m < n. Cuando la matriz de medida ® cumple
ciertas propiedades, es posible resolver el problema CS de forma eficiente, recuperando de esta forma
la senal esparsa x* a partir de b. Para esto se resuelve un problema equivalente de optimizacién
convexa, basado en la norma ¢;.

Este proceso de recuperacién puede ser mejorado asignando pesos a las coordenadas de la norma
/1, en un problema convexo conocido como Weighted ¢;. Resolviendo repetidas veces este problema,
a la vez que se actualizan los pesos, se obtiene un algoritmo del tipo Re-Weighted ¢;. La metodo-
logia de actualizacién de pesos propuesta en este trabajo consiste en considerar dichos pesos como
multiplicadores de Lagrange, pudiendo de esta forma utilizar algoritmos clasicos de la relajacién

lagrangeana para su actualizacién.

Palabras claves:
Sensado Comprimido, Optimizacién ¢, Esparsidad, Weighted ¢;, Multiplicador de Lagrange,
Dualidad, LASSO, Subgradiente.
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ABSTRACT

The aim of this work is to present some of the most relevant results from the theory related to
the problem of Compressed Sensing (CS). This problem consists of: given a linear system ®x = b,
with an infinite number of solutions, find one with as many null coordinates as possible. That is:
select the “sparsest” solution. Furthermore, based on a Lagrange relaxation, a new methodology is
introduced for updating the weights of a Re-Weighted ¢; algorithm, which is then translated into
algorithms with performance comparable to the usual updating methodology.

The problem of CS is of great interest in the context of acquisition of signals with sparse charac-
teristics, such as images and audio. The reason of this importance is that, while the usual acquisition
process does n measures * € R™ and then compress them, CS makes it possible to sense and compress
x* at the same time, using m linear measurements: b = ®z*, with m < n. When the measurement
matrix ¢ satisfies some properties, the CS problem can be solved efficiently, recovering in this way
the sparse signal z* from the measures b. This can be done by solving a convex problem based on
the ¢; norm.

The recovery process may be enhaced by assigning weights to the ¢; norm coordinates, thus
obtaining a convex problem known as Weighted ¢;. By solving this last problem several times,
and updating the weights at each step, an algorithm known as Re-Weighted ¢; is obtained. The
methodology for updating weights proposed in this work consists in considering those weights as
Lagrange multipliers, being able in this way to apply classical Lagrange relaxation algorithms for the

update process.

Keywords:
Compressed Sensing, ¢; Optimization, Sparsity, Weighted ¢;, Lagrange Multiplier, Duality,
LASSO, Subgradient.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se analiza el problema de Compressed Sensing (CS), también conocido como

Compressed Sampling, el cual consiste en:
Dado un sistema lineal Ax = b, con infinitas soluciones, hallar una solucién con la mayor

cantidad de coordenadas nulas posibles. Es decir, la solucién mas “esparsa” (del inglés

“sparse”). !

Para motivar este problema supongamos que se desea almacenar una senal periédica como la de

la Figura 1.1 (a), formada por dos sinusoides de frecuencias f y 3f, para cierto f > 0:
x(t) = Ay sin (27 ft) + Agsin (27(31)1) .

La Figura 1.1 (b) muestra el espectro de frecuencia de esta senal, que en este caso estd formado por

dos elementos no nulos, correspondientes a las frecuencias presentes en la misma.

Dominio tiempo

i

timeg —-

—amplitude —-=

energy —-

l‘ Dominio frecuencia

o af af 5f
frequency —

[=]
—

Figura 1.1: (a) Variacién temporal de la senal z(t) que se desea adquirir. (b) Componentes de frecuencia
de z(t). (Imagen tomada de [40]).

'En lo que sigue se utiliza como traduccién de sparse la palabra esparso, aunque esta no existe en espaiiol. Otras
posibles traducciones, utilizando palabras que si existen en espanol, pero que no suelen ser empleadas en la literatura
de CS, son: escaso, disperso y ralo.



Una forma de adquirir la senal es tomar n muestras equiespaciadas en el tiempo, obteniendo un
vector z* € R™. Si la cantidad de muestras por segundo es superior a la tasa de Nyquist, es posible
recuperar la senal original a partir de z* mediante interpolacién. Una vez adquiridas estas muestras,
buscamos almacenarlas o transmitirlas de forma comprimida. Para esto, dado que la senal tiene
solamente dos componentes de frecuencia, parece razonable trabajar en el dominio de la frecuencia,

y expresar ¥ en una base de dicho dominio, obteniendo el vector de frecuencias:
of =Wr*, U e R,

Este vector a* € R"™ serd esparso, con solamente k£ = 2 coordenadas no nulas relevantes, correspon-
dientes a las componentes de frecuencia de z(t). Esto permite comprimir la sefial y ahorrar memoria,
almacenando solamente £ < n elementos. Es posible recuperar las muestras originales a partir de o*

mediante: ¥ = U~la*. La Figura 1.2 muestra un esquema de este procedimiento.

n k<<n k n
* o

X Compresién Almacenado X
— Muest — ... —»=D 10n —m
HESHEO (JPEG,MP3) Transmision ecompresion

Figura 1.2: Proceso usual para adquirir una senal: muestreo a una tasa superior a la de Nyquist y posterior
compresién de las n muestras, almacenando solamente k < n elementos.

CS constituye una alternativa al proceso descripto, en la cual el sensado y la compresion se realizan
en un Unico paso; recibiendo por esto el nombre de Compressed Sensing (Sensado Comprimido).
Lo que se hace es utilizar una matriz & € R™*", denominada matriz de medida, para obtener m
muestras lineales, en la forma: b = ®x*. Tomando m < n, se reduce la cantidad de muestras realizadas
respecto al procedimiento anterior. Sin embargo, esto implica tomar muestras a una tasa inferior a la
de Nyquist, por lo que no hay garantias de poder recuperar la senal original. Lo interesante es que,
si se anade la hipotesis de que z* es suficientemente esparso, en muchos casos se lo podra recuperar
a partir de b, aun cuando la cantidad de medidas sea muy pequena: m < n. La Figura 1.3 muestra
un esquema de este procedimiento. La compresién en el sensado se da cuando se utilizan m < n

medidas, idealmente m ~ k.

m<<n m n
* Almacenado o ~
X Muestreo s ., ., X
— . . —® Transmision —™ Recuperacion — ™
Comprimido
muestras b

Figura 1.3: Proceso de adquisicién de una senal mediante Sensado Comprimido (CS). Si el vector z* es
suficientemente esparso, es posible recuperarlo a partir de muestras lineales, realizadas a una tasa inferior a
la de Nyquist: m < n.

En el ejemplo considerado el vector esparso se obtiene al transformar x* al dominio de la frecuen-



cia. Se busca entonces la solucién més esparsa del sistema ®¥ ' = b, con medidas b = ®z*. De esta
forma se obtiene un problema CS, con matriz A = ®¥ 1. Salvo que se indique lo contrario, en lo que
sigue se asume que las senales de interés son esparsas en la base candnica de R". Es decir: ¥ = Id.
Otro contexto en el cual se obtiene el problema CS es en “Sparse Modeling” (modelado esparso).
Haciendo una descripcién muy general, en este se tiene una senal b de alta dimensién (por ejemplo
una imagen), y se la desea modelar como una superposicién esparsa de cierto tipo de “senales”, dadas

por las columnas de una matriz A, denominada diccionario:

b= Ax = Z Alz;,  x esparso.

i=1

Si por ejemplo se desea modelar una senal b € R™ como una superposicién esparsa de sinusoides
y deltas, se puede considerar el diccionario A = [F,I] € R™*?™ donde F € R™ ™ es la matriz
de Fourier, cuyas columnas forman una base de sinusoides, e I € R™*™ la matriz identidad, que

conforma una base de deltas. Se busca entonces un vector de coeficientes esparso z € R?*™ y tal que:

m 2m
b= Ax = ZFjl'j + Z ;.
=1

i=m+1

Una introduccién al Sparse Modeling se puede encontrar en [13].

1.1. Surgimiento y aplicaciones

La teoria de CS surge como tal de forma muy reciente, con los trabajos de Donoho [33] y de
Candes, Romberg y Tao [18, 17]. Candes se interes6 por el problema en febrero de 2004, mientras
intentaba recuperar una imagen médica afectada por ruido, conocida como “Shepp—Logan phantom”
[36]. Desde entonces ha habido un gran desarrollo de esta teoria, motivado en particular por sus
aplicaciones. Estas abarcan diversas dreas como: imagenologia medica [49, 45], conversién anal6gi-
co/digital [68], deteccién mediante RADAR [4, 42], correccién de errores [18], cdmaras digitales
[34, 21, 51], Sismologfa [41], Radioastronomia [71], comunicacién inalambrica [63, 3, 65] y redes de
sensores inaldmbricos [48, 47]. En [59] se puede encontrar un andlisis mas exhaustivo de las aplica-

ciones.



(a) full sampling (b) 39% sampling,
SNR=32.2

Figura 1.4: Uso de CS en una Resonancia Magnética (MRI) de pélvis. (a) Imagen de MRI usual (b) MRI
obtenida mediante CS con un 61 % menos de muestras, reduciendo asf el tiempo de exposicién del paciente.
(Imagen tomada de [72]).

Si bien en la literatura se considera que la teoria de CS surge como tal con los trabajos publicados
entre 2004 y 2006, muchas de las metodologias y herramientas mateméticas utilizadas eran conocidas
desde hacfa algunas décadas. La minimizacion ¢;, utilizada en la etapa de reconstruccién de la
senal, ya habia sido aplicada para recuperar senales esparsas en la década de 1970, en el 4rea de
Sismologia Reflectiva [24, 64]. Entre mediados de 1980 y principios de 1990 se mejora esta técnica
de reconstruccién [61], y Donoho, Stark y Logan obtienen los primeros resultados relevantes sobre
su desempeno tedrico [31, 30]. Desde la década de 1990, la minimizacién ¢; también fue utilizada
para la reconstruccion de imagenes con gradiente esparso, en un problema de optimizacion conocido
como “Total Variation” (TV) [60, 9]. En forma paralela, en 1993 Mallat y Zhang introducen un
algoritmo de reconstruccion de senales esparsas, alternativo a la minimizacién ¢, conocido como
Matching Pursuit (MP) [50]. Ese mismo afo Pati, Rezaifar y Krishnaprasad, introducen mejoras en
MP, obteniendo el algoritmo Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [58]. Variantes de este algoritmo

son ampliamente utilizadas en la actualidad para reconstruir la senial de forma eficiente.

1.2. CS como problema de optimizacion

Dado un vector de medidas b = ®z*, el problema CS asociado resulta equivalente al siguiente
problema de optimizacion:
argmin  ||x]]o. (Py)
dr =09
reR"”



Donde la pseudo-norma ¢, cuenta la cantidad de coordenadas no nulas del vector: !

|zlo = #{i / @ # O}

1.3. Unicidad de soluciones

Si bien el Problema (F), equivalente a CS, siempre tiene alguna solucién, se busca que esta
sea unica, de forma que al resolverlo se pueda recuperar la senal x* de interés de forma univoca.
Para formalizar este requisito se introduciran algunas definiciones. Se dice que una senal es k-esparsa

cuando tiene a lo sumo k elementos no nulos: ||z||o < k. El conjunto formado por estas senales es:
Y ={x e R" /||z||o < k}.

Se busca entonces que, para toda senal x* € Y, el sistema ®xr = b, con medidas b = Pz*, tenga
solucion k-esparsa tinica. Como se vera mas adelante, para garantizar este tipo de unicidad sera ne-
cesario disponer de al menos 2k medidas: m > 2k. Por otro lado, resulta conveniente poder recuperar
cualquier z* utilizando la menor cantidad de medidas m. Existe entonces un compromiso entre ambos
requisitos: tomar m pequeno para ahorrar medidas y a la vez utilizar m suficientemente grande para

lograr unicidad.

1.4. Complejidad del problema

Ademds de poder garantizar que (Fp) tiene solucién tnica, es necesario disponer de un algoritmo

para hallarla. Un posible algoritmo es el siguiente:

1) Buscar soluciones 1-esparsas: * € ¥, probando con todas las posibles formas de elegir el
soporte de x*.
2) Si no existen tales soluciones, buscar z* € 35, probando con todos los posibles soportes de dos

elementos.

) En el paso | de este algoritmo, en que se busca una solucién z* € ¥, se tienen C}* posibles
soportes S. Para cada uno, se busca alguna solucién del sistema sobredeterminado: ®gx = b,

donde &g se compone de las columnas de ¢ con indices en S.

Si bien este algoritmo es valido, y siempre obtiene una solucién de (Fp), en la practica no resulta
k

util. Esto se debe a que, si * € Y, en el peor caso se tienen Y CI" posibles subconjuntos con los
i=1

cuales probar, resultando en una complejidad combinatoria, por lo que la ejecucién podria llevar

demasiado tiempo.

'Esta funcién no es una norma pues no cumple la propiedad homogénea: ||az||o # ||.||z]]o-



Por ejemplo: para n = 100 y k£ = 15, atn en el caso ideal en que se conoce el valor de k,
se tienen C20 ~ 2.53 x 107 posibles soportes. Si cada prueba demanda 1pus, el algoritmo

podria demorar unos 8000 anos en hallar una solucién.

Si bien es posible encontrar algoritmos mas eficientes, no existe un algoritmo que permita resolver
(FPy) en general, con tiempo de ejecuciéon polinomial en las dimensiones del problema. Esto es debido
a que CS se encuentra dentro de los problemas de tipo NP-dificil [38][Seccién 2.3]. Surge entonces
una limitante importante en el uso de CS para las aplicaciones mencionadas anteriormente, las cuales

requieren tiempos de ejecuciéon razonablemente bajos.

1.5. Minimizacién /;

Debido a la complejidad de (Fp) en el caso general, se han desarrollado algoritmos que buscan
resolver casos particulares del mismo, donde ® cumple ciertas propiedades. Una primer opcién, que
no sera analizada en este trabajo, es utilizar algoritmos de tipo “Greedy”, entre los que destacan:
“Orthogonal Matching Pursuit (OMP)” [58], OMP Regularizado (ROMP) [54], “Iterative hard thres-
holding (IHT)” [10] y “Compressive Sampling Matching Pursuit” (CoSaMP) [53]. Se puede encontrar
una presentacion mas detallada de estos en [35][Capitulo 8]. Una segunda opcién, que serd la consi-
derada en este trabajo, consiste en reemplazar (F,) por otro problema de optimizacién pero de mas

facil resolucién. Usualmente la pseudo-norma ¢ es reemplazada por la norma ¢;, resultando:

argmin Z |z (Pr)
Oz = =
reR"

El problema (P;) se conoce como “Basis Pursuit” [23] y tiene la ventaja de ser convexo, por lo
que se puede obtener una solucion del mismo de forma eficiente. Ademaés de esto, para cierto tipo de
matrices de medida @, es posible garantizar que la solucién de (P;) coincide con la solucién z* de (Fp),
cualquiera sea la senal x* € Y, considerada. Es decir que en esos casos es posible recuperar cualquier
senial k-esparsa resolviendo (P;). En particular se verd que esto es vélido, con alta probabilidad,
cuando las medidas se realizan con ® aleatoria de distribucién Gaussiana.

Existen, sin embargo, casos en que () y (P;) no son equivalentes. Esto es: (P;) tiene soluciones
que no son solucién de (F), o peor aun: la solucién buscada de (Fy) no se encuentra dentro del

conjunto de soluciones de (P;). Un ejemplo de esto ultimo se puede obtener tomando [20][Seccién

2.1]:
(2 1 1) (1)
O = b= .
11 2 1

El sistema ®x = b tiene infinitas soluciones, siendo la més esparsa: z* = (0,1,0). En la Figura 1.5
(a) se muestra x* y la recta formada por las soluciones de ®x = b. Se muestra ademads la bola ¢,

centrada en el origen y de radio ||z*|];. Tal como se observa en la Figura 1.5 (b), el sistema lineal



admite ademas la solucién menos esparsa: & = (%, 0, %) Como:

R 2 .
12l = 5 <1 =[]y,

se concluye que la solucién buscada x* de (Py) no es solucién del problema convexo (P;).

\
Dx=y

(a) (b)

Figura 1.5: (a) z* solucién buscada de (Fp), bola ¢; de radio ||z*||; (en gris) y recta formada por las
soluciones de ®z = b (en rojo); (b) Existe &, solucién de ®z = b, con ||£[|; = 2 < 1 = ||z*[|1. Por lo tanto
x* no es solucién del problema convexo (P;). (Imagen tomada de [20]).

1.6. Minimizacién ¢; con pesos

Es posible evitar lo anterior agregando pesos no negativos a las coordenadas de la norma /q;

obteniendo asf el problema conocido como “Weighted ¢,” (¢; con pesos):

argmin Z w;|x;]. (PLW)
Sxr =0 =1
x € R"

Si se eligen los pesos w; de forma adecuada, las soluciones de (P, WV) seran solucién de (F). En el
ejemplo anterior se puede lograr esto tomando por ejemplo: w = (3,1, 3). Geométricamente, los pesos
eliminan la simetria de la bola ¢, como se puede apreciar en la Figura 1.6 (b). En general, en el caso

ideal en que se conoce una solucién z* de (P,), se puede tomar:

1 CRE
_{m Slxi#o
w; = v .

oo sixz; =0



‘\
Dx=y

(b)

Figura 1.6: (a) Existe &, solucién de &z = b, con ||Z||; < ||z*||1. Por lo tanto la senal de interés z* no
es solucién del problema convexo (P;); (b) Bola ¢; con pesos w = (3,1,3). No existe & # x*, solucién de
Oxr = b, y tal que: ||IWZ||1 < ||[Wz*|]1. Por lo tanto z* es la tnica solucién del problema convexo (P;W).
(Imagen tomada de [20]).

En el caso general, asumiendo w; > 0, el problema (P;W) resulta convexo, por lo que se puede
obtener una soluciéon del mismo de forma eficiente. La dificultad radica en seleccionar los pesos de
forma adecuada, logrando que las soluciones de (P;W) coincidan con las de (Fp). En [20], Candes,
Wakin y Boyd proponen un algoritmo iterativo para estimar los pesos, partiendo de w® = 1 y

actualizando sus coordenadas mediante:

1
k1
wiT = ——-—, > 0.
B A e
Donde:
n
2" € argmin wa]mJ

Oy =p =1

reR"”

Dado que en cada paso es necesario resolver un problema Weighted /1, el algoritmo se conoce como
Re-Weighted ¢; (RW/;). En este trabajo se propone una nueva metodologia para actualizar los pesos
de un algoritmo RW/;, basada en considerar dichos pesos como los multiplicadores de Lagrange de un
problema convexo. Esto permite poner el problema (P, W) dentro del marco tedrico bien conocido de
la relajacién Lagrangeana. En particular permite estimar los pesos utilizando algoritmos destinados

a estimar multiplicadores de Lagrange.



1.7. CS con ruido

En la préctica las medidas suelen estar afectadas por ruido, por lo que la formulacién del problema
CS debe ajustarse para tener esto en cuenta. En el caso en que el ruido z es aditivo: b = &z + 2z, se

busca resolver, para cierto nivel de ruido n > 0, el problema:

argmin [|z]]o- (P))
||z —bll2 <7
z e R"

Las fuentes de ruido son diversas. Por lo general los sensores, al estar formados por componentes
eléctricos, se ven afectados por ruido térmico, intrinseco a los mismos. Por otro lado, en el proceso de
almacenamiento de datos en una computadora, se introduce un error debido a la resolucién limitada
del sistema de representacién de la maquina, que también puede ser modelado como ruido. Como se
verda mds adelante, para resolver (F)) con un algoritmo que sea “estable” respecto al ruido, ya no

serd suficiente contar con m > 2k medidas como en el caso sin ruido, sino que se requerira:
n
m > Ckln <6E> )

El problema (F]) también resulta NP-dificil en general, para cualquier n > 0 [38][Seccion 2.3].
Por este motivo, al igual que en el caso sin ruido, se considera el problema alternativo en el cual la

pseudo-norma £, se reemplaza por la norma /;:

argmin |z (P
||z —bll2 <7
zeR"

En este caso los algoritmos de tipo RW/¢; mantienen la misma forma, salvo que en cada paso se

debe resolver un problema Weighted ¢; con ruido:

argmin Z w;| ;. (P'W)
|0z —bf|; <n =
r e R"

1.8. Senales compresibles

Ademas de considerar el ruido, se debe tener en cuenta que las senales de interés no suelen ser
exactamente k-esparsas. De todas formas, al ser expresadas en una base adecuada, muchas de estas
pueden ser bien aproximadas por una senal k-esparsa. Por este motivo, los resultados de CS se suelen

expresar en funcion de la distancia al conjunto de senales k-esparsas Y, dada por:

oula)y = min Jlo = ll,, Vg > 1



Claramente una sefial es k-esparsa si y sélo si ox(x), = 0. Dentro de las sehales que no son k-
esparsas resultan de particular interés las denominadas “compresibles”, donde la distancia a
decrece exponencialmente con k. Formalmente un vector x € R" se dice compresible, con constante
C'y tasa r > 0, si [35][Seccién 1.3]:

C
O'k(x)g < E

,VE=1,... n.

En forma equivalente, una senal se dice compresible, si la magnitud de sus coordenadas, reordenadas

en forma decreciente en el vector &, decrecen exponencialmente: [35][Seccién 1.3]:

~

. c .
|:L‘Z-|§Z,—s,‘v’2:1,...,n.

En las definiciones anteriores, referidas a senales compresibles, se ha asumido que la base utilizada
para representar a x es la candnica. Sin embargo, es importante tener presente que una senal puede
ser compresible o no segiin la base ¥ en la cual se la represente. Por ejemplo, para senales de audio
puede ser util una base de tipo Fourier, como la Transformada Discreta Coseno (DCT) [1], y para

las imagenes una base de funciones de tipo “Wavelets” [2].

1.9. Generalizaciones de CS

El problema CS admite al menos dos generalizaciones, las cuales no serdan consideradas en el
resto de este trabajo, pero resulta interesante mencionar. Una primer generalizacion esta vinculada
al denominado “Problema de Minimizacién del Rango” (RMP). Este ultimo consiste en hallar la

matriz X € R™*" de menor rango entre todas las que cumplen cierta propiedad C' [37]:

argmin rg(X) = argmin oo, (RMP)
XeCcCcRm™™ XeCcRm™™

donde 0% es el vector conformado por los valores singulares de la matriz X. El RMP presenta
diversas aplicaciones, entre las que destacan el problema de “completar” una matriz (“matrix com-
pletion”) [15]. Es facil ver que el problema CS es un caso particular del problema RMP. Para esto

basta considerar el subconjunto de las matrices diagonal: X = diag(z), y notar que estas verifican:
rg(X) = [lz[lo.

Un segundo tipo de generalizacién de CS consiste en reemplazar la condicion de que la senal
buscada es k-esparsa, por la hipdtesis de que dicha senal pertenece a una variedad de dimension &
[5, 70]. Esta perspectiva se basa en que, aunque la senal se genere en un espacio de dimension n, la
informacion relevante de la misma se encuentra en un espacio de dimension k£ < n, por lo que resulta

conveniente trabajar directamente en dicho espacio.
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1.10. Estructura del documento

El resto del documento se encuentra organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2 se dan
algunos resultados que permiten garantizar unicidad de soluciones del problema (Fp) en el caso en
que las medidas no estan afectadas por ruido. En el Capitulo 3 se brindan condiciones que garantizan
la equivalencia entre el problema convexo (P;), denominado Basis Pursuit, y (F). Se considera el
caso de medidas con y sin ruido. Se introducen ademas las matrices de medida con entradas aleatorias
de distribucion Gaussiana, que seran utilizadas en el resto del trabajo. En el Capitulo 4 se analiza
el problema ¢; con pesos, conocido como Weighted /1, y el algoritmo de tipo RW/; propuesto por
Candes, Wakin y Boyd (CWB) en [20]. Se analiza ademds el desempefio de este algoritmo en el
caso en que las medidas estan afectadas por ruido acotado. En el Capitulo 5 se introduce la nueva
metodologia RW/; propuesta en el caso ideal, o con oraculo, en que se conoce una solucién de
(Fy), v para medidas sin ruido. A partir de esta metodologia se obtiene un algoritmo de tipo RW/¢;
basado en el “método subgradiente proyectado”. Se considera luego su extension al caso no ideal, o
sin ordculo, en que no se conoce una solucion de CS. En el Capitulo 6 se extiende la metodologia
presentada en el Capitulo 5 para el caso en que las medidas presentan ruido aditivo. En el Capitulo
7 se discute cémo estimar soluciones de un problema Weighted ¢; genérico. Esto resulta fundamental
para la implementacién de los algoritmos RW/; ya que estos deben hallar soluciones de un problema
Weighted ¢; en cada iteracion. En el Capitulo 8 se presenta el problema W-LASSO y se aplica la
misma metodologia presentada para Weighted /1, junto con el método subgradiente, para obtener un
algoritmo de tipo RW-LASSO. En el Capitulo 9 se presenta un algoritmo conocido como Weighted
Fast ISTA, que permite resolver el problema W-LASSO de forma eficiente. En los Capitulos 10 y 11
se realizan simulaciones para analizar el desempeno de los algoritmos RW propuestos, en el caso sin
y con ruido respectivamente, y en relacion al algoritmo RW/¢; de CWB. Finalmente en el Capitulo

12 se presentan las conclusiones finales del trabajo.
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Capitulo 2
Unicidad de las soluciones de CS

En este capitulo se resumen algunos de los principales resultados conocidos sobre la unicidad de
soluciones del problema CS sin ruido (/). Como fuera mencionado en la introduccién, es necesario
que (F,) tenga solucién tnica, pues de lo contrario no podriamos recuperar la senal de interés de

forma univoca. Resulta entonces conveniente dar la siguiente definicién.

Definicién 1. Dada & € R™*", diremos que hay k-unicidad de soluciones de CS si: para todo

vector de medidas b = ®x*, con x* € Y, el sistema asociado ®x = b tiene solucion k-esparsa unica.

Notar que no basta con pedir que para algin vector de medidas b = ®x*, con x* € 3, el problema
(Py) asociado tenga solucién tnica; sino que se debe tener unicidad para todo b generado de esa

forma. Esto es debido a que la z* de interés podria ser cualquier senal k-esparsa.

2.1. Spark de ¢

Una primer caracterizacién de la k-unicidad de (FP,) tiene que ver con el nicleo de la matriz .
Teorema 1. ([35][Seccion 1.4]) Se tiene k-unicidad si y solo si N(®) N By = {0}.

Es decir que no pueden haber vectores 2k-esparsos en el nticleo de ®. El resultado anterior puede
ser expresado en términos de una propiedad de la matriz, denominada “spark”, introducida por
Donoho y Elad en [29].

Definicién 2. (/35]/[Definicion 1.1]) Se define el “spark” de una matriz ® como la menor cantidad

de columnas de ® linealmente dependientes.

El spark de @ estd vinculado a su nicleo de la siguiente forma [46][Seccién 3:
spark(®) = min{k / N(®) N, # {0} }.

Por lo tanto el resultado anterior se puede expresar en términos del spark como:

Teorema 2. ([35][Teorema 1.1]) Se tiene k-unicidad si y sdlo si spark(®) > 2k.
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Las matrices de CS cumplen m < n, por lo que no podran tener mas de m columnas linealmente
independientes. Es decir que cualquier conjunto formado por m+1 columnas de ® debe ser linealmente

dependiente y por lo tanto: spark(®) < m + 1. Esto lleva al siguiente corolario.
Corolario 1. Es necesario realizar al menos 2k medidas para garantizar k-unicidad: m > 2k.

El resultado anterior establece una cota inferior en la cantidad de medidas necesarias para ga-
rantizar k-unicidad, la cual resulta proporcional a la cantidad de “informacion” k de la senal. En
la practica la cantidad de medidas suficientes dependera de la matriz de medida ® utilizada. Si se
permite elegir esta matriz, la cota puede ser alcanzada y basta con disponer de m = 2k medidas,

como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3. ([38][Teorema 2.14]) Sea n > 2k dado. Eziste una matriz ® € R™*", con m = 2k filas,

que garantiza k-unicidad.

Una forma de construir esta matriz es mediante una matriz de Vandermonde (traspuesta), con
O<ti <... <ty:

1 U |
o — t ty ... t, o gn
A - i

Se dispone entonces de una matriz de medida ® que permite recuperar cualquier senal k-esparsa
con el minimo de medidas lineales: m = 2k. Para esto basta con resolver el problema asociado
(FRy), que tendrd solucién unica. Sin embargo, al intentar utilizar esta estrategia surgen al menos dos

limitantes practicas:

1. El algoritmo necesario para resolver (F,) y recuperar la senal buscada podria requerir demasiado
tiempo.
2. Si las medidas se encuentran afectadas por ruido, el desempeno del algoritmo de recuperacién

utilizado podria resultar muy deteriorado.

Como se vera mas adelante, para superar estas dos limitantes, y poder recuperar la senal con
un algoritmo eficiente y “estable” frente al ruido, serd necesario realizar una cantidad minima de

medidas, superior a m = 2k, dada por:

m = Cklog (e%) .

2.2. Propiedad de Isometria Restringida (RIP)

Otra forma de analizar la unicidad de soluciones es mediante la “Propiedad de Isometria Restrin-

gida” (RIP, por sus siglas en inglés), introducida por Candes y Tao en [18]:

Definicién 3. (/35][Definicion 1.3]) ® € R™*"™ cumple la propiedad RIP de orden k si existe 0y €
[0,1] tal que:
(1= ) [l < [|®all; < (1 + ) [l2ll3, ¥z € Ty
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Es decir que ® se comporta aproximadamente como una isometria al ser restringida al conjunto
de senales k-esparsas Y;. Al menor J;, que verifica la propiedad RIP de orden k se le denomina
constante de la isometria restringida (RIC). El siguiente teorema brinda una condicién suficiente

para la k-unicidad de soluciones de CS mediante la propiedad RIP.

Teorema 4. ([19][Teorema 1.1]) Supongamos que ® satisface la propiedad RIP de orden 2k, con

constante do, < 1. Entonces se tiene k-unicidad.

Se puede realizar una interpretacién geométrica del Teorema 4, basada en que la propiedad RIP

de orden 2k es equivalente a las siguientes desigualdades en >i:
(1 — 62k) ng — SL’ng S H(I)JZQ — <I>x1|\§ S (1 + 52k) HLEQ - 131||§ y Vxl,:zrg € Zk

Es decir: cuanto més pequeno sea do, € [0, 1), tanto mas se preservara la distancia entre dos
vectores k-esparsos al ser transformados por ® (Figura 2.1). En particular, como 1 — do > 0, es
posible diferenciar dos vectores k-esparsos conociendo sus transformados por ®, pues estos ultimos

seran distintos. De ahi la unicidad.

R N R M

iz I
P e

v

(I):Ifl

Figura 2.1: Si & cumple la propiedad RIP de orden 2k, con constante dor < 1, se tiene: para todo par de
vectores k-esparsos distintos, sus transformados por ® seran distintos, garantizando k-unicidad en (F).

Observacion 1. La cota dada en el Teorema Jj es justa. Esto es: existe ® con dop, = 1 y tal que
no cumple k-unicidad [19]. Sin embargo, dada una matriz ®, no es necesario que esta cumpla la

propiedad RIP con do < 1 para tener k-unicidad. Consideremos por ejemplo la matriz:

2 11
o= .
11 2
Veamos primero que para el problema CS asociado a ® se tiene 1-unicidad. El nicleo de ® es:

N(®) = {(a, —3a,a), a € R}.

Es decir que este no contiene a ningin vector 2-esparso: N(®) NX, = {0}. Por el Teorema 1 se

concluye que se tiene 1-unicidad. Se puede llegar al mismo resultado usando el Teorema 2. En efecto,
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a partir de la expresion hallada para el nicleo de ®, se tiene:
spark(®) = min{j € {1,2,3} / N(®)N%; # {0}} =3 > 2.

Se verd ahora que, a pesar de tener 1-unicidad, ® no cumple con la propiedad RIP(2), para ningun

dy < 1. Tomemos por ejemplo & = (1,0,0) € 3y. Se tiene:
@[5 = [[(2, 1)]l3 = 5= 5[|(1,0,0)[)3 = 5[|2[|3 > (1 + d2) [[ &[5, ¥ d2 < L.

Como se vera mas adelante, a pesar de no ser necesaria para tener k-unicidad, y de que su
calculo es en general dificil, la propiedad RIP resulta muy 1util para garantizar el buen desempeno de
algoritmos que buscan resolver (CS) de forma eficiente; especialmente en el caso en que las medidas

estan afectadas por ruido o las senales no son exactamente k-esparsas.

2.3. Coherencia mutua de ¢

Si bien la propiedad RIP y el spark permiten garantizar la unicidad de soluciones de CS, el célculo
de estos es dificil en general, encontrandose dentro de los problemas NP-dificil [67]. Una propiedad

cuyo calculo resulta mas sencillo es la coherencia mutua de .

Definicién 4. (/35][Definicién 1.5]) Sea ® € R™*™, con columnas ¢' no nulas. Se define la coherencia

mutua de ® como: o
p(@) = _mix OO
1<ij<n, iz ||¢°]]a][47]]2
Donde (u,v) := u’v es el producto interno usual. Si m = n, es posible obtener matrices con
p(®) = 0, tomando @ ortogonal. En el caso de interés, en el cual m < n, se tiene [35][Seccién 1.4]:
0< % < p(®) < 1.
La cota inferior se conoce como “cota de Welch” y es alcanzada por ejemplo por las matrices de-
nominadas “Grassmannian frames”, las cuales tienen ademds spark méximo: spark(®) = m + 1
[13][Seccion 2]. En el caso general la coherencia y el spark se encuentran vinculados por la siguiente
desigualdad [35][Lema 1.4]:

1
spark(®) > 14+ ——.
(@) acy

Recordando que spark(®) > 2k garantiza k-unicidad, se tiene la siguiente condicién suficiente:

Teorema 5. ([35/[Teorema 1.7]) Si k < 3 <1 + @), se tiene k-unicidad.

Es deseable entonces que la coherencia mutua de ® sea la menor posible, y asi garantizar k-
unicidad para el mayor rango posible de esparsidad k. Sin embargo, ain en el caso més favorable en
que ® tiene coherencia mutua minima, el resultado anterior es mas débil que los obtenidos mediante

el spark. Para ver esto se considera el siguiente ejemplo:
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Para las matrices “Grassmannian frames”, cuya coherencia mutua es minima: pu(®) = \/Lm’
el Teorema 5 anterior permite garantizar k-unicidad para todo k£ < ‘/TR Por otro lado,
estas matrices tienen spark(®) = m + 1, por lo que el Teorema 2 permite aumentar esta

cota y garantizar k-unicidad para todo k < 7.

En general, si bien la coherencia mutua es facil de calcular, los resultados tedricos obtenidos con
esta resultan mas débiles que los basados en el spark o la propiedad RIP. Por este motivo, en lo que

sigue no se consideraran los resultados basados en la coherencia mutua.
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Capitulo 3
Minimizacion /;

En este capitulo se presentan algunos resultados tedricos sobre el problema convexo (P;), denomi-
nado Basis Pursuit, y sobre su equivalencia con el problema CS, dado por (/). La equivalencia entre
estos, que no siempre puede ser garantizada, resulta muy til para resolver CS de forma eficiente.
Se considera en particular el caso de mayor interés practico en que las medidas estan afectadas por

ruido.

3.1. Uso de la norma ¢,

Antes de estudiar el problema (P;), conviene analizar las razones por las cuales este resulta
apropiado como alternativa a (F). Podria parecer mas natural reemplazar la pseudo-norma ¢, por
la norma usual /5, y resolver:

argmin ||z[3. (F2)
br =10
reR"

El Problema (P) es facil de resolver en general. En particular si ® es de rango méximo m, la

solucion es tnica y viene dada por:

B =0 =o" (207) b,
Sin embargo, las soluciones de (P,) no suelen ser las méas esparsas del conjunto de soluciones de
dxr = b. Es decir que por lo general no coinciden con la solucién de (F). La razén por la cual
ocurre esto se puede comprender de forma intuitiva, analizando la geometria de la bola generada por
cada norma. En la Figura 3.1 se representa el conjunto de soluciones de un sistema indeterminado
dx = b, dado en este caso por una recta (en azul), junto con las respectivas soluciones de (P) y (P;),
denotadas xg y xpp respectivamente. Se representan ademas las bolas obtenidas con cada norma,

centradas en el origen.
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Figura 3.1: La solucién zpp, que pertenece al conjunto de soluciones de ®x = b (recta azul), a la vez que
minimiza la norma #1, coincide con x, una de las dos soluciones méds esparsas del sistema lineal. Por otro
lado, la solucién =g, obtenida minimizando la norma f2, es menos esparsa. (Imagen tomada de [44]).

Las soluciones mas esparsas de @z = b, y por lo tanto las soluciones de (F), son las dos que
pertenecen a los ejes coordenados. El problema (P;) tiene como solucién tnica a una de ellas, denotada
en este caso por x. Por otro lado, la solucién tnica de (P,) es menos esparsa. Esto se debe a la forma

geométrica de la bola de cada norma, siendo la de ¢; mas favorable a la esparcidad.

Observacién 2. En el ejemplo anterior (Fy) tiene mds de una solucion. Como ya se ha mencionado,
en la practica nos interesa que este tenga una unica solucion, para poder recuperar la senal de forma
univoca. De todas formas el ejemplo es util para comprender intuitivamente la ventaja de la norma

0y sobre la norma ¥.

Lo anterior indica que es preferible el uso de ¢; sobre ¢, para buscar soluciones esparsas. Veamos
ahora qué ventaja presenta el uso de ¢; frente a otras funciones. Es posible generalizar (P;) y (P»)

considerando el siguiente problema (F,):

argmin H:L‘HZ (P,)
bz =05
r e R

Donde, para cada ¢ > 0, se define la funcién ¢, como:
1
q

l(@) = llallg = D lil?
i=1
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Las funciones /¢, constituyen una norma para todo ¢ > 1; mientras que para 0 < ¢ < 1 son una
cuasi-norma (quasi-norm). ! En la Figura 3.2 se representan estas funciones para algunos valores de

q > 0.

2 T T T
P=2/ oo
151 p=0.5__
p=0.1

1 - —
0.5F i

O | | | | | |

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 3.2: Funciones {, para distintos valores de ¢ en el caso unidimensional (n = 1). A medida que ¢
tiende a cero, ¢, tiende a la pseudo-norma ¢y. (Imagen tomada de [13]).

Como se puede ver, ¢, se aproxima a ¢, cuando ¢ tiende a cero:
lim [}l = [lzllo-

Esto hace que el problema (P,) resulte particularmente atractivo para ¢ ~ 0. Sin embargo, cuando
0 < ¢ < 1, las funciones ¢, no son convexas, y el problema asociado (P,) resulta NP-dificil [38][Seccién
4.1]. La norma ¢, constituye entonces la funcién convexa més “cercana” a ¢, de todas las del tipo
ly, ¢ > 0.

3.2. Problema /; sin ruido

Se considerara entonces el uso de la norma ¢; para buscar soluciones de CS. Se analiza inicialmente
la equivalencia entre (Fy) y (P;) para el caso en que las medidas b no estan afectadas por ruido. El

problema (P;) estd dado por:
argmin Z ;] (Pr1)
Or =5 =1
reR"

!Una cuasi-norma cumple todas las propiedades de una norma, excepto por la desigualdad triangular.
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3.2.1. Equivalencia entre (P)) y (FP)

El siguiente teorema brinda condiciones suficientes para recuperar cualquier solucién de (Fp)

mediante la resolucién de (P;).

Teorema 6. ([35][Teorema 1.8]) Supongamos que ® satisface la propiedad RIP de orden 2k, con
constante 0y, < /2 — 1. Supongamos ademds que las medidas utilizadas son: b = ®x*. Entonces el

error entre cualquier solucion & de (Py) y la (inica) solucion x* de (Py) verifica:

or(x*);

T

donde o (z*); es la distancia de x* al conjunto de senales k-esparsas, tal como fuera definida en

(1= v

r— ¥l < C Cy = :
|z — 2|2 < Ch 0 1_(1+\/§)52k

el capitulo de introduccién. En particular el error es nulo cuando z* es k-esparsa (ox(z*); = 0), por

lo que en ese caso la minimizacién ¢; permite recuperar x*.

Observacién 3. La cota §y, < V2 — 1 ~ 0.414, utilizada en el Teorema 6, no es dptima, y por lo
tanto puede ser mejorada. Por ejemplo recientemente se ha logrado extender esta cota a [39][Teorema
1:
Oop, < i ~ (0.625.
41

Por otro lado en [27][Teorema 1] se prueba que la cota no puede superar el valor -5 ~ 0.707. Esto
es: Ve >0, eriste una matriz ®, con dop, < \% + €, y tal que no es posible recuperar alguna solucion
k-esparsa mediante minimizacion €1. Por otro lado, existen resultados similares al del Teorema 6,
pero que utilizan una cota sobre O, en lugar de do. Por ejemplo en [14][Teorema 3.1] se prueba que
O < % es suficiente, para todo k > 2. En este caso la cota es optima, pues existe ® con 0, = %,
k > 2, y tal que algunas soluciones k-esparsas no pueden ser recuperadas mediante minimizacion
Uy [14][Teorema 3.2]. El caso k = 1 queda excluido de los teoremas basados en una cota sobre O,
pues es posible construir ® con 6 = 0, y tal que no verifica 1-unicidad. Para ver esto basta tomar

S cR™" conn=m+1y tal que:
bx = (x1 — x9,23,...,2,) ER™ V= (21,29,...,2,) € R™.

Se ve fdacilmente que ® cumple RIP(1) con §; = 0: ||®x||3 = ||z||3, Vz € 31. Sin embargo no se
tiene 1-unicidad pues: Pe; = ® (—eq); siendo e; € ¥y y tal que e; = 1. En particular esto implica que
no es posible garantizar la recuperacion de las soluciones ey 0 —ey. Mas alld de estas observaciones,
se utiliza el enunciado dado en el Teorema 6 por ser la version clasica de este tipo de resultados,

introducida por Candeés en [19)].

Cabe preguntarse ahora cudndo es posible garantizar que ® cumple la propiedad RIP de orden

2k. El siguiente teorema brinda una condicién necesaria para ello.

Teorema 7. ([26][Teorema 3.5]) Si ® satisface la propiedad RIP de orden k < %, con constante
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5 € (0,1), se debe cumplir:

), G Uy

log( %+1>

n

k

m > Csklog (

Los dos ultimos teoremas sugieren que, en el mejor caso, y trabajando en base a la propiedad
RIP(2k), la resolucién de (P;) permite recuperar cualquier senal k-esparsa disponiendo de una can-

tidad de medidas del orden de:
m=0 (klog (%)) .

Sin embargo, no se conocen matrices deterministicas para las cuales m = O (k: log (%)) sea suficiente
para cumplir la propiedad RIP de orden 2k, con constante do; < v/2 — 1. Los mejores resultados
utilizan al menos m ~ O(k?) medidas [11]. De todas formas, como lo muestra el siguiente teorema,
si se consideran matrices aleatorias, es posible alcanzar la cota inferior de medidas y atn asi cumplir

la propiedad RIP deseada con alta probabilidad.

3.2.2. Medidas con ¢ aleatoria

Teorema 8. ([38/[Teorema 9.27]) Sea ® € R™ ™ con m < n, una matriz aleatoria con entradas
Gaussianas estdindar:
®;; ~ N(0,1), independientes.

Dados e,y € (0,1), si la cantidad m de medidas verifica:

m > % (kln (e%) + log (%)) ,

entonces, con probabilidad al menos 1 — ¢, la matriz normalizada ® = \/Laq) cumple la propiedad RIP

con constante:

1
Op <20y + 2, c=14 ———,
2Iln (e%)

El resultado también es valido cuando la distribucién de los ®;; es Bernoulli, con valores equipro-
bables £1. De hecho el resultado se puede extender a cualquier distribuciéon de tipo “sub-Gaussiana”,

con media nula y varianza unidad [38][Teorema 9.2].

Observacién 4. Dado que se utiliza ®;; ~ N(0,1), las n columnas de o = \/LECD tendran norma 2

unidad en valor esperado. Es decir que para cada columna ®, j =1,...,n, se tiene:

E(|®7]3) = E (Z (\%) ) = %ZE (%) = %ZV(%) ~ 1.

i=1 =1

Por lo tanto las columnas de ® ya se encuentran normalizadas (en valor esperado).

A partir del Teorema 8 se pueden obtener ejemplos cuantitativos del ahorro en medidas que puede

significar el problema CS, respecto a las n medidas del proceso usual de adquisicion de senales. Si se
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asume un nivel de esparcidad de al menos 7 > 2e3 ~ 40.2, se tiene co < 1+ Ls‘ Tomando 7y, = %’

se obtiene:

Sop < 2 (C—;’“) v (%)2 ~0.615 < \;%.

Usando entonces el Teorema 8, junto con el Teorema 6 y las observaciones respecto a la posibilidad

de extender la cota de suficiencia sobre 091, se puede garantizar que: si

2
m > 50 (2kln (e%) + log (—)) ,
€

® cumple RIP(2k), con dy < JLH’ y por lo tanto es posible recuperar cualquier vector k-esparso
mediante minimizacién ¢1, con probabilidad al menos 1 — e. En la Figura 3.3 se muestra la cota
inferior de medidas obtenida de esta forma, para distintos valores de n y con probabilidad al menos
0.99 (e = 0.01). Las medidas m se muestran en porcentaje respecto de n: ™ x 100. Por ejemplo para
n = 1 x 10% la minimizacién ¢; permite recuperar cualquier senal k esparsa, con una cantidad de
medidas m < n, para todo £ < 1500. De esta forma el problema CS permite adquirir la misma senal

x* € R™ pero con menor cantidad de medidas, en relacion a las n medidas del proceso usual.

Medidas que garantizan RIP(2k)

100 =

80 —
Pl

60 —

30 =
n=1.0E+05

n=2.0E+05
n=3.0E+05
n=4.0E+05
n=5.0E+05
n=6.0E+05
n=7.0E+05
n=8.0E+05
n=5.0E+05
n=1.0E+06

(m/n)x 100

40 —

30 =

. 4
10 | [l P (521; < —) > (.99

VAL

0 150 300 450 800 750 800 1050 1200 1350 1500
Esparcidad k

Figura 3.3: Cota inferior de medidas m = 50 (2kln (e%) + log (%)) que garantizan doj < \/%, con proba-
bilidad al menos 0.99 (¢ = 0.01). Se consideran valores de n € [100 x 10%,1 x 10].

3.2.3. Fendmeno de transicion de fase

Conviene recordar que la cota inferior de medidas obtenida mediante la propiedad RIP, y repre-
sentada mediante un ejemplo en la Figura 3.3, no es éptima. Donoho y Tanner, utilizando geometria

de politopos, logran cotas ajustadas, aunque no siempre se pueden hallar de forma explicita. Para
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esto definen las variables 0 = ™, denominada factor de submuestreo y p = %, factor de esparsidad.

Prueban entonces que existe una funciéon umbral p(d) tal que:

1 sip<p(d)
0 sip>p(9)

n—oo

lim P (recuperar cualquier z* € ¥ con (P;) ) = {

Es decir que se tiene un comportamiento de tipo transicion de fase. Para un n fijo, en lugar de una
curva, existird una ‘“region” de transicién, cuyo ancho tiende a cero a medida que n — oo. En la
Figura 3.4 se muestra en negro la curva de transicién de fase asintética (n — 00), asociada a una
matriz de medida ® de tipo Fourier aleatoria (ver Seccién 3.4). Para el mismo tipo de problema,
pero con n = 1600 fijo, se muestran: las curvas de umbral de 90 % de probabilidad de éxito (azul), de
50 % (verde) y de 10 % (roja), obtenidas mediante simulaciones numéricas. Es interesante observar

que, aiun para este valor relativamente pequeno de n, la region de transicién es muy estrecha.

1 T T T T T T T T T

— Red: 0.1
Green: 0.5
0.9 ——Blue: 0.9
Black: Asymptotic

0.8
0.7
0.6

=
0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0="1=
Figura 3.4: Curva de transicién de fase asintética (n — o0), asociada a una matriz de Fourier aleatoria.
Para igual matriz pero con n = 1600 fijo, se muestran: las curvas de umbral de 90 % de probabilidad de
éxito (azul), de 50 % (verde) y de 10 % (roja), obtenidas mediante simulaciones numéricas (Imagen tomada
de [32]).
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3.2.4. RIP y cambio de base

Como fuera mencionado en el capitulo de introduccion, por lo general las senales de interés
no son esparsas en la base canonica, sino que deben ser expresadas en una base especifica para
obtener una representaciéon esparsa: a = Wz. En este caso se busca estimar a € R", por lo que
el problema CS tiene matriz ®¥~!. Surge entonces la siguiente dificultad: dada ® que cumple la
propiedad RIP con constante do, pequena, es posible elegir W de forma que la constante RIP de
PW! sea arbitrariamente grande [74]. Es decir que la matriz de cambio de base ¥ podria empeorar
el desempeno de la recuperacion ¢, aun cuando ® cumpla la propiedad RIP con 5 adecuada. Sin
embargo, en el caso en que la matriz de medida ® es aleatoria, el siguiente teorema garantiza que
la constante de la propiedad RIP es preservada por cualquier transformacion ortogonal W con alta

probabilidad, y siempre que la cantidad de medidas m sea suficientemente grande.

Teorema 9. ([38][Teorema 9.15]) Sea ¥ € R™ "™ una matriz ortogonal fija. Supongamos que la
matriz de medida ® € R"™™ es aleatoria, con entradas independientes, de distribucion Gaussiana

estandar. Entonces, dados €, € (0,1), existe C' > 0 tal que: si la cantidad de medidas m verifica:

m > 5—02 (k: (9+21n (%)) 42 (%)) ,

la matriz normalizada \/—%43\11*1 cumple la propiedad RIP con constante 0, < 0, con probabilidad al

menos 1 — €.

En el caso general en que @ no es aleatoria, existen propiedades alternativas a RIP que se preservan
por transformaciones ortogonales. Una de ellas es la denominada “Propiedad del Nicleo” (Null Space

Property - NSP) [74], que no serd utilizada en este trabajo.

3.3. Problema ¢; con ruido

Se considera ahora el problema maés realista (Py'), en el cual las medidas estén afectadas por ruido
z aditivo: b = ®z* + z. Como ya fue dicho, al igual que (F), el problema (F}) es de tipo NP-dificil,
para cualquier nivel de ruido n > 0. Se trabajara entonces con el problema alternativo que se obtiene

al reemplazar la pseudo-norma ¢y por la norma /;:

min |z (P
|[®x —bl[» <7
r e R"

Este es una generalizacion de (P;) y se conoce como Basis Pursuit Denoising (BPD). En este caso
en general no sera posible, ni siquiera en forma tedrica, recuperar z* de forma exacta; por lo que nos

limitaremos a buscar una solucién de (P}') que sea cercana a x*.

Observacion 5. FEs interesante notar que un problema CS sin ruido, y donde se busca una solucion

x* € Xy, se puede expresar en forma equivalente como un problema con ruido y solucion buscada
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l-esparsa, | < k. FEs decir que se introduce ruido pero se obtiene como ventaja una mayor esparcidad.
Por ejemplo, partiendo de un modelo sin ruido, y utilizando unicamente la primer coordenada (no

nula) de x* € ¥y para convertirla en ruido, se tiene:

bz@x*—i—@zszjx; = Z@jx;—i—@lx’{ = 03" + 2.
Jj=1 j=2

Donde:
=10, 23 ...,2) € D4y, 2=0'a} eR™, 2 £Q.

De forma similar se puede convertir un problema CS con ruido en un problema sin ruido, pero con
la desventaja de buscar una solucion menos esparsa. Es decir que es posible intercambiar ruido por
esparcidad. Esto permite tratar de forma equivalente el ruido z y la no k-esparcidad de una senal x*,

dada por la distancia al conjunto X op(z*).

3.3.1. Caso con oraculo

Antes de presentar los resultados tedricos vinculados al desempeno bajo ruido, y sé6lo a modo de
referencia, conviene estudiar el caso ideal, o con ordculo, en que se busca resolver (P;') conociendo el
soporte S de la solucion buscada z*. En este caso sélo resta recuperar los k valores no nulos de z*.
Esto se puede hacer resolviendo el problema de minimos cuadrados asociado a la matriz &g € R™**,

formada por las columnas S de ®:

is € argmin ||[®gz — b|[3.
z€Rk

Si g es de rango maximo k, la solucion de minimos cuadrados es Unica y viene dada mediante la

pseudo inversa @} [35][Seccién 1.5]:
fg = 0L = (P5Ds) L.
Usando que b = ®x* + z, se obtiene entonces el error ideal en funcién del ruido:
12 = 2*[] = [|[(P5Ps) T DG (P2 + 2) — |2 = [[(P5Ps) " Pgzll2 = [|Pfz]l2, V2 € R™.

Esto permite obtener una cota superior del error ideal, en términos del mayor valor singular de ®¢,

siendo esta una cota optima:

‘ ||(P:‘S'—Z||2 _ ot A 1, = [|dF < ot v R™

max —== = Omax (D) = || — 272 = ||Pg2[l2 < omax(Pg)ll2]]2, V2 € R™.
=0 |22

Por lo tanto, ain en el caso con oraculo, en que se conoce el soporte de z*, lo mejor que se puede

decir de una solucién & de (Py') es que su distancia a la senal buscada z* no supera el nivel de ruido

[|2]|2 en mas de opax.
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3.3.2. Estabilidad respecto al ruido

El razonamiento anterior motiva la siguiente definicién de estabilidad, aplicable no sélo al algo-

ritmo de minimizacién /1, sino a cualquier algoritmo de recuperacién A.

Definicién 5. ([35][Definicion 1.4]) Se considera una matriz de medida ® € R™ ™ y un algoritmo
de recuperacion A : R™ — R", aplicado a resolver (Fy). El par (®,A) se denomina C-estable si:

|A(Pz" + 2) — 2¥||2 < Cl|z]]2, V2 € R,V 2™ € 3.

Es decir: el error entre la senal recuperada por el algoritmo: A(®z* + z), y la senal buscada x*,
no supera el nivel del ruido en mas de C. Como se vio en el Capitulo 2, en el caso sin ruido es posible
recuperar cualquier senal k-esparsa con tan solo m = 2k medidas; utilizando por ejemplo una matriz
de tipo Vandermonde. Sin embargo, como lo muestra el siguiente teorema, esta cantidad de medidas

es insuficiente si se desea que el proceso de recuperaciéon sea estable respecto al ruido.

Teorema 10. Se considera una matriz de medida ® € R™*™ y un algoritmo de recuperacion A :
R™ — R™. Si (P, A) es C-estable para senales k-esparsas, entonces existe una constante C > 0 tal
que:

m > Ckln (e%) .

Los siguientes dos teoremas, junto con el Teorema 8, permiten concluir que el algoritmo de
recuperacién /1 es estable respecto al ruido (con alta probabilidad), usando la menor cantidad de
medidas posible. Es decir que el algoritmo ¢; es éptimo en ese sentido, y sélo podria ser superado

por un algoritmo con menor constante C' > 0.

3.3.3. Ruido acotado

Si se asume que el ruido es acotado, se tiene la siguiente generalizacion del Teorema 6.

Teorema 11. ([35][Teorema 1.9]) Supongamos que ® satisface la propiedad RIP de orden 2k, con
constante o < /2 — 1. Supongamos que las medidas utilizadas son: b = ®x* + z, con ruido acotado:

l|z]|2 < 1. Entonces cualquier solucion  de (P;') verifica:

G R A
vk ’ 1— (14 vV2)b

En particular la componente de error debida al ruido es proporcional al nivel de ruido 7, tal como

& — 2|2 < Co

en el caso con oraculo en que se conoce el soporte de z*. Al igual que para el caso sin ruido, es posible
aumentar la cota de suficiencia a dy, < \%ﬁ ~ 0.625 [39][Teorema 1]. En la Figura 3.5 se ilustra el

resultado de este teorema para el caso de una senal 1-esparsa, en R2.
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Figura 3.5: El punto Z, perteneciente al conjunto factible ||®z — b||2 < 7, y que minimiza la norma ¢, se
encuentra a una distancia de z* que es proporcional a 27 (Imagen tomada de [44]).

Una desventaja del resultado anterior es que la constante de proporcionalidad del ruido crece
indefinidamente al aumentar dq:

lim CQ = +00.
Sor—(V2-1)~

De todas formas, para valores pequenos de d91, la constante toma valores razonables. Por ejemplo,

si 0o, = %, se tiene Cy ~ 23.7.

3.3.4. Ruido Gaussiano

El teorema anterior es valido para cualquier tipo de ruido, siempre que se lo considere acotado.

Se puede obtener un resultado similar asumiendo que el ruido es Gaussiano y z* € .

Teorema 12. (/35/[Corolario 1.1]) Supongamos que ® satisface la propiedad RIP de orden 2k, con
constante do, < /2 — 1. Supongamos que las medidas utilizadas son: b = ®x* + z, donde z* € Xy y

2 ~ N(0,0%), independientes.
Entonces existe co > 0 tal que: cualquier solucion & de (P)'), con n = 2\/mo, verifica:
P (|l — 2"l < Con) > 1— o,

La constante de proporcionalidad C5 del ruido coincide con la del Teorema 11 anterior. En par-
ticular esta crece indefinidamente cuando 8y, — (v/2 — 1)~. La razén por la cual este resultado
se expresa en términos de probabilidad, es que se basa en aplicar el Teorema 11 con la siguiente
cota de probabilidad, valida para cualquier vector con coordenadas Gaussianas e independientes
2 ~ N(0,0?):

P (||2]]2 > 2v/mo) < e ™.
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Observacién 6. Los dos dltimos teoremas tienen como hipdtesis la propiedad RIP con dop < v/2—1.
Como quedo establecido en el Teorema 8, las matrices aleatorias Gaussianas cumplen esta propiedad

con alta probabilidad.

3.4. Matrices aleatorias con estructura

El uso de ¢ aleatoria Gaussiana garantiza el buen desempeno del algoritmo de recuperacién
basado en resolver (P/"). Sin embargo, este tipo de matrices, al no tener una estructura particular,
presentan una desventaja practica. Esto se debe a que los algoritmos utilizados para resolver (P)")
suelen realizar varias iteraciones, donde en cada una es necesario multiplicar ® por algin vector.
Para una matriz sin estructura, como el caso de las Gaussianas, este tipo de multiplicacién requiere
el maximo de operaciones: O(nm). Una alternativa consiste en utilizar matrices aleatorias pero con
cierta estructura, como por ejemplo matrices aleatorias de Fourier. Estas se construyen tomando m

filas aleatorias de la matriz F' asociada a la Transformada Discreta de Fourier (DFT):

1 1 1 1
1 r r? rn-t
1 T
F = % 1 7"2 (T2)2 . (,,JL*I)Q & Rnxn7 r = @_QT.
1 74n—1 (7,.2)n—1 L (,r,n—l)n—l

En este caso la multiplicacion se puede realizar en O(n log(n)) operaciones, utilizando el algoritmo
de la “Transformada Répida de Fourier” (FFT). La desventaja es que los mejores resultados tedricos
indican que es suficiente contar con m > Cklog?(n) medidas para garantizar RIP con 6 pequeia
(con alta probabilidad) [44][Seccion 5.
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Capitulo 4

Algoritmos Re-Weighted /;

En este capitulo se presenta el algoritmo Re-Weighted ¢; (RW/;) propuesto por Candes, Wakin y
Boyd (CWB) en [20]. Este busca estimar los pesos w; de forma que las soluciones del problema (P, W)

k¥ resolviendo en cada paso

asociado sean solucién de (Fp). Para esto genera una sucesion de pesos w
un problema de tipo Weighted-¢;. Como se vera en los capitulos 10 y 11 mediante simulaciones, una
de las ventajas de RW{ es que, si se fija la cantidad de medidas m, este algoritmo permite en algunos

casos recuperar senales que presentan menor esparcidad (mayor k), en relacién a la minimizacién ¢;.

4.1. Algoritmo RW/; de CWB

Los algoritmos RW/; buscan pesos w; tales que la solucién del problema asociado (P, W) coincida

con la solucién buscada de (Fp). El problema (P,W) viene dado por:

argmin Zwl|$z| (PLW)
bz =b -1
r e R"

Como se puede ver, los pesos determinan el “costo” de cada coordenada. Por lo tanto, si w; es
rande, la coordenada x; tendera a ser pequena. De igual forma, si el costo w; es pequeno, z; podra ser
) Y 7

grande. En el caso ideal en que se conoce una solucién z* de (F), se pueden tomar los pesos como:

Esto sugiere la siguiente forma de actualizar los pesos, en el caso no ideal en que x* es desconocida:

1 ,
'lUf+1:k+1—, VZ:1,2,...,TL.
|z | + €

Donde € > 0 se utiliza para evitar dividir por cero y z**! es alguna estimacién de x*, disponible en
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el paso k. Dado que w” es la estimacién de los pesos en dicho paso, parece razonable tomar:

" ¢ argmin Zwﬂle (4.1)
o
r e R"

Este procedimiento, que denominaremos RW/¢; de CWB, es el propuesto en [20] por Candes,
Wakin y Boyd. En el Algoritmo 1 se muestra un pseudocodigo del mismo. El algoritmo se implementa
de forma que, si no se realizan iteraciones de RW (maxIter = 0), y los pesos iniciales son w® = 1,
entonces devuelve la soluciéon obtenida por minimizacién ¢;. Es decir que las iteraciones del algoritmo

son literalmente iteraciones de Re-Weighted.

Algorithm 1 Re-Weighted con pesos actualizados segin Candes, Wakin y Boyd [20] (sin ruido)
Require: ® ¢ R™" b c R™, 2 € R", w® > 0, maxIter > 1, ¢ >0

n
12t € argmin g, > wllw|  {(PAW) con condicién inicial 2°}
=0 3

reR"”
2:
3: k=0
4: while k£ < maxlIter do
% wfﬂ - |xf+11|+e
6:
7 k=k+1
8:
9: 29 =2k .
10: 2"t eargmin g, Y wilw|  {(PW) con condicién inicial 2"}
i=1

reR"
11: end while
12: return zFt!

Intuitivamente, el algoritmo busca actualizar los pesos de forma que el valor funcional minimo de

(P,W), se aproxime al valor 6ptimo ||z*||o de (Fp):
lim |[W*2¥]]; = [|2*]lo-
k—o0

En efecto, si se asume convergencia de z* a la solucién buscada, y € > 0 es suficientemente pequefio,

se tiene:

~ 3 1= ([l

i [|[W*2|y = lim Y~ wflaf| = lim ( - ) b =) —
ko0 koot koot 27| + ¢ i—1 jf| + € e #£0

4.2. Marco teorico del RW/; de CWB

El algoritmo RW/; descripto se puede ver como un caso particular de una metodologia de optimi-

zacion, conocida como Mayorizacién-Minimizacién (MM) [62]. En el caso general, esta metodologia
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permite obtener un algoritmo para resolver un problema de la siguiente forma, con C' C R™ convexo:

argmin g(v). (4.2)
vel

El algoritmo obtenido con MM inicia en un punto factible v € C. En el paso k-ésimo se dispone de

una estimacién v* de la solucién y de una funcién h mayorizante de g en v*. Esto es:

Luego se actualiza la estimaciéon minimizando el mayorizante, en lugar de g:

"t € argmin h(v). (4.3)
veC

En la Figura 4.1 se ilustra la metodologia del algoritmo MM, utilizando funciones cuadraticas h como

mayorizantes de g.

A A

Lt Tl Tiy2

Figura 4.1: Dos pasos del algoritmo MM, utilizado para minimizar una funcién g(z). Las funciones mayo-
rizantes de cada paso se muestran con lineas punteadas. (Imagen tomada de [62]).

Si la funcién objetivo g es concava, como ocurrird en nuestro caso de interés, siempre se puede
considerar como funcién mayorizante la linealizacién de g en torno a v*. El algoritmo que se obtiene

con MM es entonces:

o*t € argmin (g(v*) + (Vg(v*),v — ")) = argmin (Vg(v*),v). (4.4)
vel vel

En la Figura 4.2 se muestra un paso del algoritmo MM, utilizado para minimizar una funciéon
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concava g, en el conjunto convexo C' = [—1,4]. En este caso la funcién tiene minimo global en
d=(—1,g9(—1)). Como g es céncava, se utiliza su aproximacién lineal como funcién mayorizante. Si
el algoritmo MM se inicia en el punto ¢, entonces converge al minimo global de g en un tnico paso.
Sin embargo, si se inicia en el punto a, converge a un minimo local b = (4, ¢(4)), que no es global.
Esto muestra que el algoritmo MM puede converger a un minimo que no sea global, dependiendo de

la condicion inicial.

8
2.6

2.4
2.2
d 2
1.8

=6

HEsHEge -0.4120 olalolgl1l2l16] 2 [2lal208[32]36] 4

Figura 4.2: Algoritmo MM utilizado para minimizar una funcién céncava g (en verde) en el intervalo con-
vexo C' = [—1,4]. En cada punto se utiliza la respectiva aproximacién lineal de g como funcién mayorizante
(rectas por a y c). Dependiendo de la condicién inicial, el algoritmo converge al minimo global d o a un
minimo local b de g, que no es global.

Se vera ahora como se vincula el algoritmo RW/¢; de CWB con la metodologia MM. Dado € > 0,

se parte del siguiente problema:

argmin Z In (Jz;| +¢€) . (log-sum)
r e R =l
br =b

Este puede ser pensado como una buena alternativa a (F), incluso mejor que la basada en la norma /.
En efecto, como se muestra en la Figura 4.3, la funcion é In ('%' + 1), con constante C' = In (% + 1),
es una mejor aproximacién que ¢; de la pseudo-norma ¢y. La desventaja es que no es una funcién

convexa.

32



1.57 f1 (t)
¥ 4 flog,s(t)

£

@)

-1 0 1
Figura 4.3: Funciones {y (negro), {1 (rojo) y & In (lgc?l + 1) (azul). Esta ultima es una mejor aproximacion

de ¢y que la dada por ¢;. Sin embargo no es convexa. (Imagen tomada de [20]).

Introduciendo una variable auxiliar, el problema anterior se puede plantear en forma equivalente

COIMo:

argmin Z In (u; +€). (4.5)
z,u € R" =1
Or =10
23] < ui, Vi

n

La funcién objetivo g(z,u) = > In (u; + €) resulta céncava. Se puede aplicar entonces el algo-
i=1

ritmo MM para estimar una solucién de este ultimo problema, hallando el mayorizante mediante

linealizacion:
u 1
(8 ") € argmin Z (Uf n 6) Ui (4.6)
r,u € R" i=1
dr =09

Eliminando la variable auxiliar, este iltimo problema resulta equivalente a:

z. = 1
xk’-i-l € argmin Z (W) ’.CEZ| (47)

reRr =1
dr =10

Se recupera de esta forma el algoritmo RW/; de CWB, donde los pesos son actualizados mediante:

1
wf:k—.
¥ + €

Es decir que el algoritmo RW/; de CWB se puede obtener aplicando la metodologia MM a una
funcién concava. Es de esperarse entonces que la convergencia a un minimo global de (log-sum)
dependa de la condicién inicial. En [20] se propone utilizar como condicién inicial una solucién del

problema sin pesos (P;). Esto equivale a iniciar el algoritmo RW/; con pesos unidad: w® = I
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4.3. Desempeno bajo ruido acotado

Es posible establecer un resultado sobre el desempeno del algoritmo RW/; de CWB en presencia
de ruido acotado, similar al obtenido en el Teorema 11 para minimizaciéon ¢;. Por simplicidad se
considera unicamente el caso en que la senal de interés es k-esparsa, aunque el teorema se puede

extender al caso general [52][Teorema 3.2].

Teorema 13. ([52][Teorema 3.1]) Supongamos que ® satisface la propiedad RIP de orden 2k, con
constante 6y, < /2 —1. Se dispone de medidas: b = ®x* + z, con x* € ¥y y ruido acotado: ||z||s < 7.

Supongamos que la coordenada no nula de x* con menor magnitud verifica:

V1+0
min |z}| > (4 0% ) 2n = 209.
2 #0 1— (V2 +1)d5

k sucesion generada mediante RW{¢, de CWB. Entonces:

V14 09
1+ (V2= 1)6

A 12 k
Sea T = limy_,o 2", con x

|2 —a%|la < Csn, C3=4

En particular, si el ruido es nulo (n =0), se logra recuperar x* mediante RW (.

La condicién sobre la coordenada no nula de * de menor magnitud introduce un minimo necesario
en la “relacion senal a ruido” del problema. En principio este teorema no resulta revelador pues, bajo
hipétesis similares, el Teorema 11 parece garantizar igual desempeno de la minimizacion ¢; respecto
al ruido. Sin embargo, contrario a lo que ocurria en los resultados de minimizacién ¢;, ahora la

constante C se mantiene acotada para todo dy € [0,1), vy en particular cuando da, — /2 — 1:

2 5
m Oy -

= ~ 4.06.
Sop—r(v2—1)~ 2 -2

Como contrapartida se agrega la hipotesis de que las magnitudes no nulas de z* superen un cierto
umbral; el cual tiende a infinito cuando do, — (v/2 — 1)~. De todas formas, en el caso en que z*
tenga coordenadas no nulas demasiado pequenas como para cumplir esta hipdtesis, es posible aplicar

el teorema tratando a dichas coordenadas como ruido [52].

4.4. Otros algoritmos RW

4.4.1. RWlY,

En la literatura de CS existen otros algoritmos de tipo RW, que no se basan en la norma ¢;. Por

ejemplo en [25] se analiza el desempenio de un algoritmo RW/5, denominado “Iteratively Re Weighted
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Least Squares” (IRLS). Este consiste en minimizar en cada paso un problema del tipo Weighted-/5:

1 ¢ -
e argmin Y wfal = WileT (W eT) T, (P,W)
Oy =1b =
reR"

a la vez que se actualizan los pesos mediante:

wh = ! L Vi=1,2,...,n.

! k+1\2
(xf) + €2

Una ventaja de RW/y frente a RW/{; es que la solucién de (P,W) se puede hallar de forma
explicita; mientras que para resolver el correspondiente problema (P;W) asociado a cada paso de
RW/;, es necesario utilizar un algoritmo de optimizacién. Esto permite realizar una mayor cantidad
de iteraciones de RW/5, en un mismo limite de tiempo. Sin embargo, dado que la forma de la bola
generada por la norma ¢; favorece la obtencién de soluciones esparsas, es de esperarse que se requieran
menos iteraciones de RW/; para hallar una solucién esparsa, en relacion a las requeridas con RW/s.
A su vez, si se desean agregar restricciones al problema CS, como ser que la solucién buscada sea no
negativa, muchas veces se pierde la ventaja de disponer de una expresion explicita para la solucién
de cada problema Weighted ¢, mientras que en el algoritmo RW/; la cantidad de operaciones por

iteracion no se ve demasiado afectada con la incorporacion de restricciones.

4.4.2. RW/; regularizado

En [22], Chartrand y Yin proponen modificar el valor del pardmetro ¢, de RW/; solamente cuando

k

la variacién en x* sea considerable. En concreto proponen el siguiente procedimiento:

= se inicia con €y = 1.
O

= Sl TR < \/G_lﬁ = €i41 = 61’%0'

Notar que el indice k de la iteracion RW/; no necesariamente coincide con el indice i de la regulariza-
cién. Como forma de evitar problemas numéricos al calcular W, !, la iteracién de RW/; es finalizada
si€; < 1x 1078 Como se puede intuir, para que este proceso de regularizacién sea 1til, es necesario
realizar una cantidad importante de iteraciones de RW. Esto hace que el proceso sea mas adecuado
para algoritmos como RW/,, donde el costo computacional de cada iteraciéon de RW es bajo. Nos
referiremos a esta forma de actualizar el parametro e como método RW regularizado.

Los experimentos numéricos realizados en [22], donde se considera un problema CS aleatorio de
tamano n = 256 y m = 100, con medidas sin ruido y valores no nulos z} ~ N (0,0 = 2), indican que
esta regularizacién logra una mejora considerable en el desempeno del algoritmo RW/5. En dichas
pruebas se implementa ademas el algoritmo RW/¢; de CWB con igual proceso de regularizacion de
su parametro €, obteniéndose un desempeno muy similar entre ambos algoritmos regularizados. Los

autores no especifican la cantidad de iteraciones realizadas en sus pruebas con cada algoritmo.
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Capitulo 5
Algoritmo RW/; propuesto (sin ruido)

En este capitulo se propone una nueva metodologia para actualizar los pesos del algoritmo RW/;.
Esta se basa en identificar dichos pesos con los multiplicadores de Lagrange de un problema convexo.
A partir de dicha metodologia, y utilizando el método subgradiente proyectado para estimar solucio-
nes del problema dual, se obtiene una nueva versién del algoritmo RW/;. A lo largo del capitulo se
utilizan algunos conceptos y resultados vinculados a la teoria de la relajacion lagrangeana. Se pueden

encontrar varias referencias de introduccién al tema, como por ejemplo [12] y [7].

5.1. Problema primal con oraculo

Para introducir la metodologia propuesta, se considera el caso ideal en que se conoce una solucion
x* de (). A partir de esta solucién se puede definir el siguiente problema (P), al cual denominaremos

problema primal con ordculo y cuyo valor 6ptimo es f* = 0:

argmin 0. (P)
dxr =10
|z;| < |zf|, Vi=1,2,....n
r eR”

Dado que la funcién objetivo es constante, (P) se puede ver también como un problema de
factibilidad, en el cual se busca un conjunto de puntos que cumplan ciertas desigualdades. Claramente
x* es solucion de (P) pues cumple todas las restricciones de factibilidad. Por otro lado, se ve facilmente
que si Z es solucién de (P), su soporte coincide con el de z*, por lo que debe ser solucién de (F).

Por lo tanto: si (Fp) tiene solucién tnica, los problemas (P) y (FP,) son equivalentes.

5.2. Problema relajado

Veamos ahora que si se considera una relajaciéon Lagrangeana de (P), se obtiene un problema de

tipo (P,W). Relajando las restricciones ideales de (P), dadas por |z;| < |zf|, se obtiene el siguiente
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lagrangeano:
n

Liw,w) =Y wi (o] = |27]) = ) wilas| =Y wila]]. (5.1)
i=1 i=1

i=1

La funcién dual asociada es entonces:

dlw)= min L(z,w) = min Zw,|xz| — Zwl|:1:;k| (5.2)
dr =10 dr=0b =1 i—1

rzeR" zeR"

Este es un problema de tipo “Weighted ¢,”, donde los pesos w; > 0 son los multiplicadores de
la relajacién de Lagrange. Esto permite colocar el problema (P1V) en el marco de la teoria bien
conocida de la relajacion de Lagrange. En particular permite estimar los pesos mediante algoritmos

destinados a estimar multiplicadores de Lagrange.

5.3. Problema dual

En muchos casos los multiplicadores de Lagrange coinciden con las soluciones del problema dual
asociado, por lo que también es posible estimar los pesos mediante algoritmos destinados a estimar

soluciones del dual. Por definicion el problema dual estda dado por:

argmax d(w). (D)
w >0
w € R"

5.4. Soluciones del dual

Antes de presentar algoritmos para estimar soluciones del dual, conviene analizar cémo son estas
soluciones. Veamos primero que (D) siempre admite al menos una solucién. Por dualidad débil se

tiene:

dlw) < f*=0,Vw>0.

Por otro lado, si se consideran los siguientes pesos ideales finitos: w} = { , se tiene:

dw*)= min L(z,w*) = min Z | | — Z zH|=0—0=0=f".
Sz =10 Sr =0 i/ar=0 i/ xr=0
xr e R"” reR"

Es decir: existe w* > 0, y por lo tanto dual factible, en el cual la funcién dual alcanza la cota
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superior de dualidad débil. Por lo tanto: w* es solucién del problema dual, el valor éptimo dual es
d* = 0 y no hay gap de dualidad: d* = f*. Mas en general, cualquier vector de pesos w > 0, cuyas

coordenadas sean nulas en el soporte de x*, sera solucién del problema dual:

Proposiciéon 1. Sea w > 0 y tal que w; = 0, VY x; # 0. Entonces w es solucion del problema dual
(D).

Demostracion. Como por hipétesis w es dual factible, sélo resta probar que d(w) = d* = 0. Por

definicién:
di) = min  Llz,w)=| min > | = D difai|=0-0=0.
Sxr = Sr =0 i/ar=0 i/ xr=0
reR" reR"

]

Como lo establece el siguiente resultado, en el caso mas restrictivo en que el soporte de w coincide
con el complemento del soporte de x*, se puede obtener una solucion de CS a partir del problema

relajado.

Proposicion 2. Sea w > 0 que verifica: w; = 0 < x # 0. Consideremos ahora:

¢ € argmin L(z,w)= argmin sz|xz|
dxr =b Sxr =b =t
r € R" x € R"

Entonces & es solucidn del problema (Fy) de CS.
Demostracion. Por definicién de Z y usando que w; = 0, V zF # 0, se tiene:
n
z € argmin Z W;|z;| = argmin Z Wi ;).

br=b =1 dr=0b i/xzi=0
reR” xreR”

Como w; > 0, el menor valor que puede tomar la funciéon objetivo es el nulo, el cual se alcanza

i/ ;=0 i/x;=0

en r*:

Por lo tanto, el punto z donde se alcanza el 6ptimo también debe anular la suma:

> dyla| =0

i/ xr=0
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Como w; > 0 para todo =] = 0, se concluye que: 2; = 0 para todo ¢ tal que z; = 0. En particular:

l|Z]lo < ||z*|]o- La prueba concluye notando que & es factible en (P,) por definicién: ®z = b. O

Este resultado es muy alentador pues, si todas las soluciones w del dual tuvieran como soporte al
complemento del soporte de x*, bastaria con encontrar una solucién cualquiera del dual para resolver
CS de forma eficiente. Sin embargo, ain en este caso ideal en que se conoce z*, existen soluciones
del dual cuyo soporte se intersecta con el de x*. En efecto, es facil ver que el vector nulo es solucién

del dual, pues este es dual factible y cumple:

d0) = min > 0(|n| - |2)) =0=d".
br=>0 =1
reR”

5.5. Algoritmo con oraculo (usando método subgradiente

proyectado)

En las secciones anteriores se introdujo la metodologia propuesta para estimar los pesos. Para
obtener un algoritmo a partir de dicha metodologia, es necesario seleccionar algiin algoritmo que
permita estimar multiplicadores de Lagrange o soluciones del dual. Para esto tultimo se utilizara el

“método subgradiente proyectado”.

5.5.1. Meétodo subgradiente proyectado
El problema dual (D) consiste en maximizar una funcién que es siempre céncava:
argméax d(w). (D)

w >0
w € R™

Un posible algoritmo para estimar una solucién de (D) es el “método subgradiente proyectado”.
Este se puede pensar como un “ascenso” por (sub)gradiente en la funcién dual, la cual es concava,

seguido de una proyeccién en la regién factible w > 0 [7][Seccién 6.3.1]:

w’ >0
whtt = wh + arpgk, ap > 0, g* € dd(w*)

Wk = mzix{O, wk+1}

Cabe aclarar, sin embargo, que el método subgradiente proyectado no es un método de ascenso.

Es decir que en alguna iteracion k puede ocurrir:

d(w"™) < d(w*), ¥ oy, > 0.
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Esto puede darse en los puntos donde la funcién dual es no diferenciable, tal como se muestra en la

Figura 5.1.

Curvas de nivel de d

-\

1

uk 4 sgk

Figura 5.1: Curvas de nivel de una funcién dual no diferenciable d. El conjunto dual factible se representa
mediante la regién sombreada. En el punto p*, donde d es no diferenciable, no es posible moverse en la
direccién del subgradiente g* seleccionado sin disminuir el valor funcional. (Imagen de [7][Seccién 6.3.1]).

Sin embargo, mientras no se alcance el éptimo, siempre es posible elegir el paso de forma que la

distancia al conjunto solucién S, decrezca [7][Proposicién 6.3.1]:

Vk>0,w" €Sy, Jap >0/ —w| < |Jw* —w*].

5.5.2. Calculo del subgradiente

En cada paso del método subgradiente proyectado se requiere un subgradiente g* de la funcién

dual. Para esto se puede utilizar el siguiente resultado:

Teorema 14. ([7][Seccion 6.1]) Consideremos el siguiente problema primal convezo, con funcion

objetivo no necesariamente diferenciable:

min f(z).
gi(x) <0, Vi=1,...,m

reX

Sea % tal que:

& € argmin L(z,w) = argmin { f(z) + @ g(z)}.
reX zeX

Entonces g() € 0d(w); donde Od(w) es el conjunto conformado por los subgradientes de la
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funcion dual en w, denominado subdiferencial. Fsta iultima funcion viene dada por:

d(w) :=min {f(z) + w’g(x)}.

zeX

En nuestro caso de interés el algoritmo subgradiente proyectado se aplica a la funcién dual aso-

ciada al problema primal (P), para el cual:

flx)=0,Vz, glx)=]|x—|z;], X={reR"/dzr =0}

(2

Por lo tanto, para obtener un subgradiente mediante el teorema anterior, se debe resolver un problema

Weighted-/¢;.

5.5.3. Seleccion del paso

Una forma de seleccionar el paso, que garantiza convergencia del algoritmo subgradiente a una

solucién del dual, es [43][Teorema 5.1.2]:

— i
[g" ]2

De esta forma se obtiene convergencia de orden sub-lineal en las variables. Otra opcién, que en

1
, Be = P al= 3d(wk).

(53 +1

algunos casos permite mejorar el orden de convergencia, consiste en tomar [43][Seccién 5.1]:

o — d* — d(wkz) _ d* — L(xk+1,wk) _—
19"113 lg(aIl3

Esta ultima opcién requiere conocer el valor 6ptimo d* del dual. En el caso ideal bajo consideracion,

este es conocido y vale d* = f* = 0. Por lo tanto resulta:

L k k+1) *
0 — L(z*,wh) ;wi (|xZ | — |z |)
o = N = w >0,Vk>0. (5.3)
|lg(z*1)|13 (|x’?+1|—|x*|)2

i=1

5.5.4. Algoritmo propuesto

En el Algoritmo 2 se muestra un pseudocogido del algoritmo obtenido al combinar el método
subgradiente proyectado con la metodologia propuesta. Se obtiene asi un algoritmo RW/; que, en

cada paso resuelve un problema (P,W), y luego actualiza los pesos w*

moviéndose en la direccion y
sentido de un subgradiente. Al igual que para el RW/¢; de CWB, el algoritmo propuesto se implementa

de forma que las iteraciones realizadas sean literalmente iteraciones de Re-Weighted.
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Algorithm 2 RW/; con pesos actualizados mediante subgradiente en dual (con ordculo y sin ruido)
Require: ® ¢ R™" b € R™, 2 € R", w® > 0, maxIter > 1

n
L2t € argmin g, > wl|w|  {(PAW) con condicién inicial 2°}
=b &

recR"
2:
33 k=0
4: while k < maxIter do
5 gF = gi(a®) = |2%T| — 27| {cdlculo de un subgradiente}
6:
7. calcular a4 usando (5.3)
8:
9:  wh = wk + apgk
10:  wit! =méx (0,w") {proyeccién sobre w > 0}
11:
122 k=k+1
13:
14: 2% =2k .
15:  xFtl € argmin B — b ST wklz;| {(PW) con condicién inicial z*}
r e R"? 1
16:

17: end while
18: return zFt!

En el paso k la coordenada i-ésima de los pesos se actualiza mediante la proyeccién en RT de:

e

>wh o si|of | > |2
wf“ = wf + akgi(xk+1) = wf + oy (|$f+1| — |£l7f|) =< <w® si |xf“| < |z -

= w? sl ]mf“] =

=~

o~

|77

~

k+1

Por lo tanto: si la coordenada i-ésima z;"" no cumple la restriccion primal ideal, dada por

|xf+1| < |x}|, su peso aumenta, fomentando que en el préximo paso su magnitud decrezca. De forma
k41

similar, si #¥"! cumple la restriccién primal de forma estricta: [#¥!| < |27, su peso disminuye,

permitiendo que en el proximo paso aumente su magnitud.

5.6. Algoritmo sin oraculo

En el caso en que no se conoce una solucién z* de (F), es necesario reemplazar las restricciones
ideales de (P), dadas por g;(z) = |z;| — |«]|, por una aproximacién de las mismas. Una forma sencilla

k+1 (

de hacerlo es reemplazar x* por su estimacién actual x “amplificada”), obteniendo asi para cada

k una funcién ¢* con coordenadas:

gi(x) =il = (L +e) i), &> 0.
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Donde, al igual que antes:
n
2" € argmin Zwﬂxz\
by =0p =1
reR"”

5.7. Problema primal sin oraculo

Teniendo en cuenta la forma de las restricciones no ideales propuestas, a cada paso del algoritmo

se le puede asociar un problema primal sin oraculo, dado por:

argmin 0. (PF)
dr =10
2] < (1+ eg) |21, Vi
r e R"

k+1 verifica @2 = b. Por otro lado, se obtiene trivialmente que también

k+1

Notar que por definicién x

verifica la restriccién no ideal. Es decir que 28! siempre es solucién del problema (P¥) y el valor

6ptimo de dicho problema es claramente f* = 0.

5.8. Problema relajado sin oraculo

Relajando las restricciones no ideales de (P*) se obtiene el siguiente lagrangeano:

Zwl 2] — (1 + ) [z +)) Zwl|x1|—2wz 1+ e) |zF Y. (5.4)

Su funcién dual d* es entonces un problema de tipo Weighted ¢;, al igual que en el caso con oraculo:

diw)= min  LFaw)=| mn > wilnl | =Y wi(1+e) (5.5)
dr =10 br=b i=1 =
reR"” r€R"

5.9. Problema dual sin oraculo

El problema dual asociado es por definicion:
argmax d"(w). (DF)

w >0
w e R"
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5.10. Soluciones del dual

Se analizardn ahora las posibles soluciones de cada problema dual sin ordculo (D).
Proposicién 3. El problema (D*) siempre tiene solucion. Ademas hay dualidad fuerte: d* = f* = 0.

Demostracion. Al igual que en el caso con orédculo, se define el siguiente candidato a solucion del

dual (D¥), el cual es en particular dual factible:

. 1, izttt =0
' 0, si 2¥1 #£0

Por dualidad débil se tiene la cota: d*(w) < f¥ =0, Vw > 0. Basta entonces con probar que en

w se alcanza dicha cota. Se tiene:

d'(@)= min L(zad)=| min Y fal |- Y (Ita)lft=
O = Pr=b /120 i/ ak =0
x € R" x € R"

= min Z 2| =0 = f*.

Sxr =10 i/x§+1:0
reR”

Por lo tanto w0 es solucién de (D*) y ademds hay dualidad fuerte: d* = f* = 0. n

Observacién 7. Al igual que en el caso con ordculo, el vector nulo es solucién de cada dual (D¥),
pues: d¥(0) = 0 = d.

Dado que el valor dual éptimo de cada paso es d* = 0, es posible utilizar el paso 6ptimo en la im-
plementacién del algoritmo subgradiente proyectado, aplicado a cada problema dual (D*). Definiendo
la matriz diagonal W* = diag (wk), este paso se puede expresar como:

d¥ — d*(wk) 0 — LR wh) 1 ||[WheR|

ay = = =1 - W >q vk>o0. (5.6)
[lg"113 |lg* (@ )13 e flz3

En el Algoritmo 3 se muestra un pseudocogido del algoritmo RW/; sin oraculo, obtenido al combinar

la metodologia propuesta con el método subgradiente proyectado.
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Algorithm 3 RW/; con pesos actualizados mediante subgradiente en dual (sin ordculo y sin ruido)
Require: ® ¢ R™" b € R™, 2 € R", w® > 0, maxIter > 1

1:
2 ot €argmin g >owilz|  {(PAW) con condicién inicial 2°}
=Y i3
reR"
3:
4: k=0
5: while k£ < maxIter do
6:
7 gF = gF (@) = |2 — (14 ¢;) [2FT| = —e]2¥ T {cdlculo de subgradiente no ideal}
8:
9:  calcular oy, > 0 usando (5.6)
10:
1: with = max (0, wh + ozkgf)
12:
13: k=k+1
14:

15: i J}k

n
16: 2t eargmin g Y wflz|  {(PAW) con condicién inicial 2*}
=0 i3
zeR"
17:
18: end while
19: return zFt!

En el paso k la coordenada i-ésima de los pesos se actualiza mediante la proyecciéon en Rt de:

1 Wk k+1 Wk kil
R = wh + (_u) (_€k|1‘]'€+1|) — wk Wz ||1|xf+1|.

e [z ' -

k1 \
B eI

w;

_ ok k
= w; + ag; (z
Contrario a lo que ocurria en el caso con oraculo, en este caso los pesos w; sélo pueden decrementar.

Se observa a su vez que el valor del parametro €, > 0 es irrelevante en la actualizacion de los w;. Méas

aun, el valor de ¢ es irrelevante en todo el Algoritmo (3), siempre que sea estrictamente positivo.
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Capitulo 6
Algoritmo RW/| propuesto (con ruido)

En este capitulo se extiende la metodologia propuesta en el Capitulo 5, y su correspondiente
algoritmo RW/; con subgradiente proyectado, al caso en que las medidas b estan afectadas por ruido
Gaussiano:

b= ®x + z, con coordenadas independientes z; ~ N(0,0?).

En este caso se busca resolver el problema (F}), para cierto nivel de ruido n > 0:

argmin [|z]]o- (P
||z —bll2 <7
z e R"

El pardmetero 1 se debe seleccionar de forma que la solucién buscada x* sea factible: ||®z* —b||s <7

(con alta probabilidad). El problema Weighted ¢; asociado es:

argmin Z w; | ;). (PW)
[Pz — b, <n =
xeR”

Al igual que antes, el algoritmo RW/; busca estimar pesos w; > 0, de forma que al resolver el

problema asociado (P/'WW) se obtenga una solucién de (Fy).

6.1. Problema con oraculo

Para extender la metodologia propuesta al problema con ruido, se inicia considerando nuevamente

un problema primal con ordculo, en donde se asume que se conoce una solucién x* de (Fp):

argmin 0. (P")
[Pz —bll2 <7
|| < |27, Vi
r € R"
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Si se relajan las restricciones ideales, se obtiene el mismo lagrangeano que para el caso sin ruido:

Liz,w) =Y wi(lzi] = |ef]) = Y _wiles| =Y wila]). (6.1)
i=1 i=1 i=1

La funcién dual asociada es ahora:

d(w) = min L(z,w) = min Zwl\xzf — sz‘ifﬂ (6.2)
[Pz —bl[2 <7 [Pz —bl[z <n =1 i=1
reR" reR"
Se obtiene entonces un problema de tipo Weighted ¢; con ruido. Nuevamente, esto permite iden-
tificar los pesos w; de (P/'WW) con los multiplicadores de Lagrange de un problema convexo.

6.2. Problema sin oraculo

Se considera ahora el caso no ideal en que no se conoce z*. Las restricciones ideales de (P/'W)
coinciden con las del caso sin ruido (P,W): g;(x) = |z;| — |xf|. Esto permite utilizar el mismo tipo

de aproximacion que en dicho caso para reemplazarlas:
g (@) = || = L+ &) 277, e > 0.

La unica diferencia es que ahora se utiliza:

n
" e argmin wa|xz|
|z —bf|; <n =
r € R

6.3. Algoritmo propuesto (sin oraculo y con método sub-

gradiente proyectado)

En el Algoritmo (4) se muestra un pseudocégido del algoritmo RW/; obtenido con la metodo-
logia propuesta, para el caso con ruido y sin oraculo. Se utiliza nuevamente el método subgradiente

proyectado para estimar soluciones del problema dual. El algoritmo es idéntico al del caso sin ruido,

k+1

salvo que ahora 2" es solucién de un problema Weighted-¢; con ruido. En particular la forma del

paso 6ptimo coincide con la del caso sin ruido:
d¥ —d*(w*) 0 — LF(aP wh) 1 [|[Whart|,

Oék = = =
1g*[13 lg* (@ DIE e [lz**13

>0,VEk>0. (6.3)
Valen entonces las mismas consideraciones sobre la actualizacién de los pesos que se obtuvieron
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en el caso sin oraculo y sin ruido. Esto es: en el paso k los pesos w; sélo pueden decrementar y el

valor de €, > 0 es irrelevante en todo el Algoritmo (4).

Algorithm 4 RW/; con pesos actualizados mediante subgradiente en dual (sin ordculo y con ruido)

Require: ® ¢ R™", b€ R™, 2 ¢ R", w" > 0, maxIter > 1, n > 0

1:

2: x! € argmin 1@z — bl|s < 7 Z;w?\xz| {(P'W) con condicién inicial 2°}
r e R"

3:

4: k=0

5: while k£ < maxIter do

6:

7. gF = gF(@Y) = 2P — (14 &) |25 = —er|2tT| {célculo de subgradiente no ideal}

8:

9:  elegir a > 0 usando (6.3)

10:

11: wit = méx (0, wf + agl)

12:

13: k=k+1

14:

15: 0 =k

n
16 okt ' o {(PIW dicién inicial 2*
"t € argmin 1@z — bl < 7 ;wl |z;]  {(P/'W) con condicién inicial z*}

r e R"
17:

18: end while
19: return zFt!
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Capitulo 7

Implementacion: algoritmos para resolver
Weighted-/;

Para implementar los algoritmos RW/;, ya sea el de CWB o el obtenido con la metodologia
propuesta, es necesario resolver en cada paso un problema Weighted-¢;. En este capitulo se analizan

algunas posibles formas de hacerlo.

7.1. Problema sin ruido: Programacién Lineal (LP)

Se considera inicialmente el problema Weighted-/; sin ruido. Si bien este es convexo y con res-

tricciones lineales, presenta la dificultad de tener funcién objetivo no diferenciable:

argmin Z w4 (PWV)
Pz =0 =t
r e R"

Esto ultimo impide el uso de algoritmos de optimizacién estandar, basados en el gradiente. Sin
embargo, es posible reformularlo como un problema de programacién lineal (LP), de la siguiente
forma [16][Apéndice A]:

n n n
argmin Z w;|x;| = argmin Z wil; = argmin Z Wil (LP)
Pr =0 =1 r,u e R" =l r,u € R” =1
r e R dr =0 dr =0
2] < i T —u; <0

Esto permite estimar soluciones mediante algoritmos eficientes, provenientes de las distintas va-
riantes del “método de punto interior” [55], [12][Capitulo 11]. El costo a pagar es la introduccién de
variables auxiliares, duplicando asi la cantidad de incégnitas a 2n y aumentando las restricciones de

m am + 2n.
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7.2. Problema con ruido: Programacion Coénica de Segundo
Orden (SOCP)

La situacion es similar en el problema Weighted-¢; con ruido, salvo que las restricciones son
cuadraticas: .
argmin Z w;| ;. (P'W)
[Pz — bl < =
reR"

Se puede reformular el problema en forma analoga al caso sin ruido, obteniendo en este caso una

funcién objetivo lineal con restricciones cuadréticas [16][Apéndice D]:

argmin sz|xl| = argmin Zwiui = argmin z:w,uZ (SOCP)
|| Pz —bl|ls <np =1 z,u € R" =1 z,u € R" =1
z €R" [Pz —bl[2 <7 [Pz —bl|]2 <7
|25 < ri—u; <0
—x; —u; <0

Esta reformulacién es de tipo “Second Order Cone Programming” (SOCP), lo cual permite el
uso de algoritmos eficientes para estimar sus soluciones [28]. El costo a pagar es la introduccién de

n nuevas variables y 2n restricciones auxiliares.

En este trabajo las soluciones de (P,W) y (P/W) se obtienen a partir de las respectivas reformu-
laciones descriptas. Para resolver estas reformulaciones se utiliza el lenguaje de modelado “Convex”
de Julia [69, 8], con el solver “ECOS”, que implementa algoritmos de tipo “punto interior” [28].

Todos estos paquetes forman parte del proyecto “JuliaOpt”.

Paquete ((-MAGIC

La metodologia descripta, basada en reformular el problema Weighted-¢;, es frecuente en la lite-
ratura de CS. Por ejemplo, Candes y Romberg, dos de los autores de los articulos seminales de CS,
han puesto a disposicién el paquete de software £;-MAGIC, que permite estimar soluciones de (P, W)
y (P'W) mediante las mencionadas reformulaciones [16]. Para resolver estas formulaciones utilizan
algoritmos genéricos de tipo “punto interior”. Si bien el mencionado paquete es muy popular, su
objetivo no es ofrecer un algoritmo “cutting-edge”, sino mostrar que el proceso de recuperaciéon ¢,

es escalable y permite resolver problemas del orden de un millon de datos.

7.3. Algoritmos especificos

Existen algoritmos que buscan resolver (PW) y (P/'W) sin reformularlos como un LP o SOCP.

En su lugar trabajan directamente con la norma ¢; y su no diferenciabilidad, lo cual puede significar
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una ventaja en el desempeno. Por lo general estos algoritmos se basan en hallar soluciones de un
problema LASSO (“Least Absolute Shrinkage and Selection Operator”), el cual se define como [73]:

1
argmin §||<I>x — |5+ pllzll, p>0. (LASSO)
r € R"

En lugar de analizar uno de estos algoritmos, en el Capitulo 8 se presenta una variante de la meto-
dologfa propuesta, donde se reemplaza el problema (P/'WW) por uno del tipo (LASSO). A su vez en el
Capitulo 9 se presenta un algoritmo para resolver este ultimo problema de forma eficiente, haciendo
uso de la norma ¢;. El problema (LASSO) es bien conocido y fue introducido por Tibshirani en 1996,
en el area de la estadistica [66]. En 1998, Chen, Donoho y Saunders introducen el mismo problema

en el contexto de representacion de senales, bajo el nombre de Basis Pursuit Denoising [23].
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Capitulo 8

Algoritmo RW-LASSO propuesto

En este capitulo se obtiene una nueva version del algoritmo RW/; con ruido, que fuera propuesto
en los Capitulos 5 y 6. Esta se basa en la misma metodologia propuesta en dichos capitulos, im-
plementada nuevamente mediante el método de subgradiente proyectado, pero aplicada ahora a un
problema dual de tipo Weighted LASSO (W-LASSO), el cual se introduce a continuacion.

8.1. Problema Weighted LASSO (W-LASSO)

Se considera nuevamente el problema primal con oraculo y con ruido, donde parte de las restric-

ciones han sido elevadas al cuadrado por mayor conveniencia:

argmin 0. (Pm)
reR"
2
Hioe bl <

Si se procede igual que antes, relajando las restricciones ideales, se obtiene un problema de tipo

(P/'W), que permite identificar los pesos con multiplicadores de Lagrange:

dw) = min w;lz;| | — w;|z}|. 8.1
(w) e 2 | ] 2 |27 (8.1)
2H x “2— 5 = =

reR”
Si se relaja ademés la restriccién vinculada al ruido, se obtiene la siguiente funcion dual de

variables (w, \) € R}t

A a A - .
d(w, \) = min §HCI>:U—bH§—|—Zwi\xi| — (5772—1—;102-\%\) : (8.2)

z e R" i=1
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Por lo tanto, para cada par (w,\) fijo, el conjunto solucién del problema a partir del cual se

obtiene el valor dual coincide con el conjunto:

argmin %H(I)x —blf5+ sz|$z| (W-LASSO)
reR" i=1

Este ultimo problema se conoce como Weighted LASSO (W-LASSO) y constituye una generali-
zacion del problema LASSO, que fuera introducido al final del Capitulo 7. El problema dual asociado

a esta relajacién de (P7) es:

A & A &
max d(w,\) = max min §||<Dx—b||§+2wi|xi| —(§n2+;wi|$f|> - (DY)

w>0,2>0 w>0,1>0
== == reR" i=1

Se puede ver fiacilmente que este problema dual siempre admite solucion y se tiene ademas dua-
lidad fuerte. En efecto: el valor primal 6ptimo de (P7) es f* = 0. Por dualidad débil se tiene:
d(w,\) < f* =10, Yw > 0,\ >0y por otro lado: d(0,0) = 0. Es decir que (0,0) es solucién y el

valor dual 6ptimo es: d* = f* = 0.

8.2. Algoritmo RW-LASSO con oraculo

A partir de esta nueva funcién dual, y utilizando la misma metodologia introducida en los Capitu-
los 5 y 6, se puede obtener una nueva version de dicha metodologia, donde ahora el problema
(W-LASSO) juega el papel de (P/'WV). La misma consiste en actualizar los pesos del algoritmo RW
estimando soluciones (w*, A*) del nuevo problema dual. Notar en particular que los multiplicadores
w; > 0 juegan el mismo papel que antes, por lo que se pueden interpretar como los pesos a estimar

en (P/'W). El lagrangeano asociado al problema primal con ordculo es ahora:

L(z,w,\) =

DO | >

(1ez = bl = n7) + > wi (Ja] = [7]).
=1

Por lo tanto, si se utiliza el algoritmo subgradiente proyectado para estimar soluciones de d(w, A), el

paso mediante el cual se actualizan los multiplicadores es:

k n .
o Ly (10T =B =) 4 o () — )
Xk = [ (q:k+1)||27 =" 5 5 = >0,Vk>0. (83)
2
AN S () )+ (3)° (2w — bl )

En el Algoritmo (5) se muestra el algoritmo RW-LASSO obtenido al utilizar el método de sub-
gradiente proyectado para estimar soluciones del dual. En cada paso se deben actualizar los pesos

w; > 0 y el nuevo multiplicador A > 0. En el paso k la coordenada i-ésima de los pesos se actualiza
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mediante la proyeccién en R* de:

>wf st |2 > (a7
W = wh 4 g (M) = wF + ay (!xf“] — \xﬂ) =< <whb s < 2] .
— ks fab = ]

Valen entonces las mismas consideraciones que para el algoritmo RW/; con oraculo y subgradiente
proyectado, presentado en la Seccion 5.5. Por otro lado el multiplicador A se actualiza mediante la

proyeccién en R* de:

> M si || @a T — b3 > n?

a
ML= 2 g (2P = \F ¢ % (||<I>90’€+1 —b||2 - 772) =< <M s [[@aFt — b2 < n?
L

Por lo tanto: si 25! no cumple con la restriccién primal || ®x**1—b||2 < 7?2, el peso de dicha restriccion,

dada por el multiplicador )\, aumenta, fomentando que ||®z —b[|3 disminuya en la préxima iteracion.

Algorithm 5 RW-LASSO con algoritmo subgradiente (con ordculo y con ruido)
Require: ® € R™" b€ R™, 2 ¢ R", w® > 0, \’ € R, maxIter > 1,7 >0

1:
2. x' € argmin, cpn ’\2—0||<I>a: =03 + > w?|z;| {(W-LASSO) con condicién inicial x°}
i=1

3:

4: k=0

5: while k£ < maxIter do

6:  gF = g;(a"*?) = |2FT| — |z7| {célculo subgradiente restricciones ideales}

T

8 gk =ga(a") = 5 (|2 — b]|3 — n?) {cdlculo subgradiente restricciones [Pz — bl> < 1}
9:

10:  elegir o > 0 utilizando (8.3)
11:
12 wit! = méx (0, wf + aygf) {actualiza multiplicadores}

13 AP =méx (0, A" + aug?)
14:
15: k=k+1
16:
17 2% =2k .
18: M € argmin, g A7]€||<I>:17 — b3+ > wklx;|  {(W-LASSO) con condicién inicial z*}
i=1

19:

20: end while
21: return zFt!
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8.3. Algoritmo RW-LASSO sin oraculo

Para obtener la version sin oraculo del algoritmo RW-LASSO, se reemplazan como antes las

restricciones ideales g;(x) = |z;| — |z}| por:
g¢ (x) =zl = (L + &) [47], e > 0.

Donde ahora z**1 es solucién de (W-LASSO), con pesos w*:

Ak =
" € argmin = ||dx — b||3 + wa|xz|
TER™ 2 i1

El problema primal sin oraculo asociado al paso k es entonces:

argmin 0. (P
reR"
2
sz — b3 <%
] < (14 ex) |27, Vi

La funcién dual asociada al paso k es:

A & A =
k _ ’ 2 PR I A , k+1
d"(w,\) = mréunn §H(I>x —b||5+ El w4 (277 + El w; (1 + €) |x; |> . (8.4)

Se puede ver facilmente que en este caso sin oraculo también se tiene dualidad fuerte. En efecto: el

valor primal 6ptimo de (P') es f* = 0. Por dualidad débil se tiene: d*(w, \) < f* =0, Vw > 0,1 >0

y por otro lado: dk(ﬁ, 0) = 0. Es decir que el valor dual éptimo es: d* = f* = 0. Esto permite tomar
el paso de subgradiente proyectado como:

N K k| kL

0= LR wk ARy % (|2t = blJf —n?) — Ekizzlwz‘ |25 |

k= k(o kt1Y[[2 n
T 2 2 2
g (=l 5 Z_l(\:vf“D +(3)" (|22t = 0] — 1?)

>0,Vk>0. (8.5)

En el Algoritmo (6) se muestra el algoritmo RW-LASSO obtenido al utilizar el método de subgra-
diente proyectado para estimar soluciones del dual en el caso sin ordculo. El problema (W-LASSO)
juega ahora el papel que antes jugaba (P;/W). La mayor diferencia entre estos dos problemas es que
ahora la condicién ||®x — b||s < 7 se encuentra en la funcién objetivo, mientras que antes era parte

de las restricciones.
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Algorithm 6 RW-LASSO con algoritmo subgradiente (sin ordculo y con ruido)
Require: ® ¢ R™" b€ R™, 2 ¢ R, w® > 0, \’ € R, maxIter > 1,7 >0

1:
2: 2! € argming g A || ®z — b3+ 3 wl|w;| {(W-LASSO) con condicién inicial 20}
i=1

3:

4: k=0

5: while k < maxIter do

_ 1

6: €k = 71

7 gF = gF (e = |28 — (14 ) |28 = —e|2¥ T {subgradiente restricciones no ideales}
8:

9:  g§ =ga(aF) = 5 (]| @2*! — b||3 — n?) {subgradiente restricciones ||Px — b||2}
10:
11:  elegir ay > 0 utilizando (8.5)
12:
13wt = méx (0, wf + axgf) {actualiza multiplicadores}
14: A =mdx (0, \¥ + aygf)
15:
16: k=k+1
17:
18: 20 =2k "
19:  2F* € argmin, cpn ’\;H(I)x — b2+ > wk|a;|  {(W-LASSO) con condicién inicial 2%}

i=1

20:

21: end while
22: return zFt!

La actualizacién de los pesos en el paso k es la proyeccién sobre R de:

k1

k—H) k k+1
%

W = wF + apgf(x = w — ay (ex]zf ™).

Al igual que en el caso sin oraculo del algoritmo RW/; con subgradiente proyectado, los pesos w;
s6lo pueden decrementar. La diferencia es que ahora el valor del pardmetro e, > 0 si es relevante en
la actualizacién de los w;. La actualizacién del multiplicador A* es cualitativamente igual que en el

caso con oraculo, cambiando unicamente el valor del paso ay.
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Capitulo 9

Implementacion: algoritmos para resolver

W-LASSO

En el Algoritmo (6) el problema (W-LASSO) juega el papel que antes jugaba (P;'W). Se vera en-
tonces en este capitulo un posible algoritmo para resolver (W-LASSO) de forma eficiente, conocido
como Weighted-FISTA (W-FISTA).

9.1. Meétodo Gradiente Proximal

Veamos primero el método denominado “Gradiente Proximal” (GP), a partir del cual se ob-
tendra el algoritmo W-FISTA. Se considera para esto un problema de optimizacion con la siguiente
estructura:

argmin  f(z) + g(x). (9.1)
r € R"

Donde f es convexa y diferenciable y g es convexa y continua, no necesariamente diferenciable.
El método GP combina un descenso por gradiente de la funcién diferenciable f, con el uso de un
operador “proximal” de la funciéon no diferenciable g. Mas especificamente, utilizando un descenso

con paso fijo a > 0, el algoritmo construye la siguiente iteracién [57][Seccion 4.2]:
" = prozag (aF — aV f(2")) . (9.2)

Donde prozqn(-) : R® — R™ denota el operador proximal de una funcién i : R” — R. Este ultimo

se define mediante el siguiente problema de optimizacién estrictamente convexo [57][Seccién 1.1]:

1
prozun(v) i= angmin { h(a) + cllo — o]}
zER™ 20

Los algoritmos GP, definidos mediante la iteracion (9.2), son de tipo punto fijo. Se puede probar que

& es solucién de (9.1) si y sélo si es punto fijo de (9.2) [57][Seccién 4.2.1]. A su vez, si bien no siempre
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el operador proximal es una contraccién, resulta ser un operador “firmemente no expansivo”!. Como
se vera mas adelante, esto hace que, bajo ciertas condiciones muy genéricas, la iteracion GP sea

convergente a un punto fijo, que por lo tanto sera solucién de (9.1).

El operador proximal es aplicado en cada paso de la iteracién de GP. Por esta razén, para que el
uso de este algoritmo tenga sentido, el calculo del operador proximal debe ser computacionalmente

sencillo. Veremos que este es el caso para el problema de interés (W-LASSO).

9.1.1. Gradiente Proximal Acelerado (GPA)

La convergencia del método GP puede ser acelerada mediante el cdlculo de un punto intermedio:
y" =" (et — 2", VE>1, 1, €[0,1).
Luego se actualiza la estimacion mediante GP, pero aplicado a este punto intermedio:
" = proza, (vF —aV(YY)), VE > 1.

Una forma sencilla de tomar 7, es [57][Seccion 4.2]:

k
=—— Vk>1.
Tk k_}_?)7v =

El algoritmo requiere dos puntos iniciales: 2° y x!. Si se inicia con 2! = 2, el primer punto estimado

corresponde a un paso de GP sin acelerar:

1° = prozag (z' —aVf(z')).

9.1.2. Convergencia de GPA

Se tiene el siguiente resultado de convergencia en valor funcional para el algoritmo GPA.

Teorema 15. ([57][Seccion 4.53]) Consideremos el problema (9.1) para el caso en que V f es Lipschitz
continua de constante L > 0. Si se toma a € (0, %], el algoritmo GPA converge al valor funcional

optimo. En el peor caso el orden de convergencia en valor es O (k%) Es decir que existe C' > 0 con:

(F o))~ (F+9) < 5

A modo de referencia, bajo las mismas hipdtesis, el algoritmo GP converge en valor funcional con

orden sub-lineal: O (%) El orden de convergencia obtenido con GPA es 6ptimo, en el sentido de que

1'Un operador T : R® — R™ se dice firmemente no expansivo ( “firmly nonexpansive”) si:

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede ver facilmente que estos son un caso particular de operador
Lipschitz continuo con constante unidad.

o8



no puede ser mejorado por ningiin “método de primer orden”; donde se denomina método de primer

orden a los que se basan tnicamente en el gradiente (o diferencial de primer orden).

9.2. Algoritmo W-FISTA para el problema W-LASSO

Aplicado al problema (W-LASSO), el algoritmo Gradiente Proximal se conoce como W-ISTA
(Weighted Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm). En este caso la parte no diferenciable de la
funcién objetivo de (W-LASSO) es:

g(zx) = [[Wzlly = sz‘|xz’| = Zgz’(%) con  gi(x;) = wilzy.
=1 =1

Por lo tanto, utilizando la propiedad conocida como “separabilidad de la suma’, se obtiene una

expresion para la funcién coordenada i-ésima del operador proximal, de parametro o > 0:

Ti— Qw; T; > 0w,
(prozag(w)); = (prozajway, (v)), = Prozag (z:) = 4 0 2] < o

T, +oaw; x; < —ow;

Este tipo de funcién se conoce como Soft-Thresholding. En la Figura 9.1 se muestra su grafico
para el caso 7 = %, w; = 3. En el caso general el umbral se da en 7w;. Una forma computacionalmente

eficiente de hallar el operador proximal es:

(proxag(v))i = méx (|v;] — aw;, 0) signo(v;).

3.5

2.5

0.5

-45 -4 -35 -3 -25 -2 S5 -1 -050 05 1 15 2 25 3 35 4 45
-0.5

Figura 9.1: Funcion Soft-Thresholding para o = % y pesos w; = 3.

29



Por otro lado, la parte diferenciable de la funcién objetivo de (W-LASSO) es:
A
Fla) = 5@~ b3,
y por lo tanto:
Vf(z) =0T (dx —b).

La versién acelerada de W-ISTA, la cual se puede obtener aplicando el algoritmo GPA al problema
W-LASSO, es conocida como W-FISTA, y fue introducida por Beck y Teboulle en [6] para el caso
sin pesos. Para esto se basaron en el método de aceleracién presentado por Nesterov para funciones
diferenciables [56].

9.2.1. Convergencia de W-FISTA

Veamos que V f es Lipschitz continua:
IVf(2) = V@)lla = [[AOTz — AOTDyl|5 = [[AET® (z — y) |la < A||®T D[ aralz — yllo,

Una constante Lipschitz es entonces: L = \||®7®||5s2; donde || - ||a2 denota la norma 2 matricial,
inducida por la respectiva norma 2 vectorial:

B
|| Bl|ar2 := sup | B, = max {0;(B)}; siendo o;(B) el i-ésimo valor singular de B.

Por lo tanto, usando el Teorema 15, se deduce que el algoritmo W-FISTA resulta convergente en

. 1 . 1. 1
valor funcional, con orden O (ﬁ), siempre que se utilice o € (O, m] :

9.2.2. Condicién de parada

Como condicion de parada para el algoritmo W-FISTA, se utiliza el error relativo entre las dos

ultimas iteraciones, evitando dividir por cero:

k 0 si szﬂ _ fL“ng 0
s [ tr vk > 0. 9.3)
méx(||a:k+1||27”$ku2) otro caso

En el Algoritmo (7) se muestra un pseudocédigo del método W-FISTA, utilizado para resolver el
problema (W-LASSO).
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Algorithm 7 Algoritmo W-FISTA para resolver (W-LASSO)

Require: ® € R™" pe R™ w® >0, z° € R", a > 0, tol > 0, maxIter > 1

1:

2: ol = 20

3:

4: €® = 10tol

5 k=1

6: while k£ < maxIter and e* > tol do

T T = ki—f—?,

8:

9. y*=2aF+r; (2% — 2¥") {punto intermedio}
10:
11: 2" = proxa, (v* — aVf(y*)) {gradiente proximal}
12:

13:  calcular ! mediante (9.3)
14:
15: k=k+1

16: end while
17: return z*
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Capitulo 10
Resultados experimentales (sin ruido)

En este capitulo se analiza el desempenio del algoritmo RW/¢; de CWB [20], y de los algoritmos
RW/; v RW-LASSO propuestos en este trabajo, los cuales actualizan los pesos w* mediante sub-
gradiente proyectado. Se considera unicamente el caso en que las medidas no estan afectadas por

ruido.

10.1. Modelo utilizado

Para cada una de las pruebas se considera un sistema lineal ®x = b aleatorio, que admite al

menos una solucién x* € Y. La forma de generar el problema se basa en [20][Seccién 3.1]:

1. Se genera ® € R™*" con n = 256, m < n y entradas aleatorias gaussianas e independientes:

1 o
(I)ij ~ N (O,U: ﬁ) s VZ,j.

De esta forma ® cumple con las hipétesis del Teorema 8, garantizando RIP(2k) con dgy, < V2-1,
con alta probabilidad. Recordar que esta forma de generar ® implica que sus columnas tendran
norma 2 unidad (en valor esperado), por lo que no es necesario normalizar sus columnas.

2. Se sortea sin repeticién un conjunto de k indices Iy C {1,...,n}, que representa las posiciones
no nulas de la solucién buscada z*. Es decir que [ es el soporte de z*.

3. Se generan los valores no nulos de x* con coordenadas independientes gaussianas:

1
i ~N (0,0 =—|,Vie .
( \/E) ’

De esta forma x* tendra norma 2 unidad en valor esperado, al igual que las columnas de ®.

4. Se genera el término independiente: b = $x* € R™.

Al momento de realizar las pruebas los datos disponibles son: ® y b. Se busca recuperar z*.
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10.2. Valores iniciales y parametros
En todos los algoritmos RW se utiliza:

» Pesos iniciales: w® = 1.
» Estimacién inicial: solucion de ®x = b de norma 2 minima. Si se asume ® de rango maximo,
esta viene dada por:

20 = oFh = o7 (007) b,

+

» “Warm-Restart”: en el paso k de cada algoritmo RW, en el cual se debe calcular ¢!, se toma

la solucién del paso anterior como condicién inicial: 2° = ¥,

10.3. Evaluacién del desempeno

Siguiendo el criterio propuesto en [20][Seccién 3.1], en cada prueba se considerara que el algoritmo

logra recuperar z* si se cumple:
maxlIter * -3
|z — 2" le <1 x107°.

En las simulaciones de este capitulo no se considera el algoritmo RW-LASSO subgradiente pues,
con el criterio antes definido, su porcentaje de recuperacién resulta siempre nulo. Posiblemente esto
se deba a que las soluciones del problema W-LASSO no necesariamente deben cumplir ®x = b,

contrario a lo que ocurre en los problemas Weighted ¢; sin ruido.

10.4. Cantidad de medidas m fija

Se considera inicialmente el caso en que se dispone de una cantidad fija m de medidas y se desea
analizar el desempeno del algoritmo al aumentar k, que en este caso denota la pseudo-norma 0 de la
solucién buscada z*. En particular se toma m = 100 y se realizan pruebas con k € [15, 55]. Para cada
k se generan N, problemas aleatorios y se mide la cantidad de veces que el algoritmo logra recuperar

*

T .

10.4.1. Eleccion del parametro ¢

El pardmetro € > 0 de los algoritmos RW se selecciona de forma experimental, realizando N, = 100
pruebas con 4 iteraciones de RW cada una, y para distintos valores de €. En la Figura 10.1 se muestran
los resultados obtenidos para el algoritmo RW/¢; de CWB. El mejor comportamiento se da en este

caso con € = 0.1, por lo que en las siguientes pruebas se tomara este valor para dicho algoritmo.
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RWI1 CWB sin regularizar

100

5 n = 256, m = 100
kS
T sl N, =100, Iter RW =4
3 :
g
b=
8 o | s
— = (.1
— e = (101
0 C 1 1 1 1
20 30 40 80

Pseudo-norma 0

Figura 10.1: Porcentaje de recuperacion segin k del algoritmo RW/¢; de CWB sin regularizar. Se realizan
4 iteraciones de RW para distintos valores de €. El valor con el cual se logra mejor desempeno es € = 0.1. Se
muestra como referencia el desempeno de la minimizacién £, sin RW.

En la Figura 10.2 se muestran los resultados obtenidos para el algoritmo RW/; subgradiente. Los
porcentajes de recuperaciéon son idénticos para los tres valores de €. Esto es coherente con el analisis
teodrico del algoritmo sin oraculo, en el que se concluyé que el valor de € resulta irrelevante, siempre

que sea positivo. En lo que sigue se utilizara € = 1 para este algoritmo.

RWI1 subgradiente sin regularizar

100

- 75
=
= n = 256, m = 100
0
]
S s N, =100, Iter RBW =4
8
S
]
o — Sin AW
25 | e 1 = 1
— = (.1
— = (101
0 C 1 1 1 1
20 30 40 50

Pseudo-norma 0

Figura 10.2: Porcentaje de recuperacion segin k del algoritmo RW/; con subgradiente proyectado y sin
regularizar. Se realizan 4 iteraciones de RW para distintos valores de €. En todos los casos el desempeno es
idéntico. Se muestra como referencia el desempeno de la minimizacion ¢1, sin RW.

El hecho de que el algoritmo RW/; propuesto no dependa del valor del parametro € significa una
ventaja respecto al RW/; de CWB, dado que en este ultimo resulta necesario seleccionar el parametro

segun las caracteristicas de cada problema CS.
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10.4.2. Desempeno segun las iteraciones de RW

En la Figura 10.3 se muestra el porcentaje de recuperacion de ambos algoritmos RW/; sin regu-
larizar, y para distinta cantidad de iteraciones de RW. En este caso se realizan N, = 300 pruebas
por cada valor de k. Para ambos algoritmos RW/; el desempetio en porcentaje de recuperacién es
superior al de la minimizaciéon ¢;. A su vez, el porcentaje de recuperacién mejora al aumentar la

cantidad de iteraciones de RW, aunque dicha mejora parece ser cada vez menos significativa.

RWI1 CWB sin regularizar

100 —
73—
= n = 256, m = 100
8 N, =300,¢g = 0.1
w
§-50 —
g
o — S AW
— R W=1
25 — — FW=2
— R W=4
— W=
o= 1 L 1 L
0 % Pseudo-norma 0 0 o
RWI1 subgradiente sin regularizar
100 —
75—
= n = 256, m = 100
= Noo— —
5 N, =300,¢g =1
v
§50 —
=3
é — Sin BW
— R =1
25 — — R W =2
— R W4
— R W=E
‘- 1 1 1 1

20 3 40 50

0
Pseudo-norma 0

Figura 10.3: Porcentaje de recuperacién de los algoritmos RW/¢; de CWB (arriba) y de subgradiente
(abajo), al aumentar k, pseudo-norma 0 de la solucién z* buscada. Se realizan N, = 300 pruebas, cada una
con un problema CS aleatorio de tamaiio n = 256 y m = 100 medidas lineales. En ambos casos las pruebas
son sin regularizar y las medidas no presentan ruido.

Utilizando los mismos resultados presentados en la Figura 10.3, la Figura 10.4 compara el porcen-
taje de recuperacién de cada algoritmo RW/;, para distinta cantidad de iteraciones RW. Si solamente
se realiza una iteracion de RW, el porcentaje de recuperacion del algoritmo RW/¢; propuesto es algo
superior al de CWB. Esta diferencia resulta imperceptible a partir de dos iteraciones de RW, donde

ambos algoritmos logran un desempeno comparable.

65



1 iteracion de RWI1 2 iteraciones de RWI1

100 = 100 =
okl = B
- L
el S
8 g
1250 - ® 50 |
: 4
3 — 5 RW 3 — 51 RW
(-4 CwB P CWB

25 - m— S Ubgradiente 25 m— SUbgradiente

L L L L n

20 30 40 50 20 30 40 50
Pseudo-norma 0 Pseudo-norma 0
4 iteraciones de RWI1 6 iteraciones de RWI1

100 100 -
®7 75 kL
c
0 5
o i)
© [
'250 - ‘2 50 |
= =1
3 Sin AW 3 Sin RW
o CWB 4 CWB

25 m— Subgradiente 25 — Subgradiente

0 [V s

20 30 40 50 20 30 40 50
Pseudo-norma 0 Pseudo-norma 0

Figura 10.4: Porcentaje de recuperacién de los algoritmos RW/; al aumentar k, pseudo-norma 0 k de la
solucién z* buscada, y para distinta cantidad de iteraciones de RW. En cada caso se realizan N, = 300
pruebas, cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y m = 100 medidas lineales. En todos
los casos las pruebas son sin regularizar y las medidas no presentan ruido.

Notar que en todos los graficos se aprecia una zona de transicién, mas o menos angosta segin
el algoritmo, entre los valores de k£ donde se tiene probabilidad uno de recuperacién, y los valores
donde esta probabilidad es nula. Esto corresponde al fenémeno de transicion de fase, analizado en la

Seccion 3.2.3 para el caso de minimizacion ¢; sin pesos.

10.5. Nivel de esparcidad £ fijo

Se considera ahora el caso en que el nivel de esparcidad k estd dado y se desea analizar el
desempeno del algoritmo al variar la cantidad de medidas m realizadas. Se toma en particular k£ = 35
y se varia m € [2]{:, %} = [70,128], con incrementos de tamano 2. Para cada algoritmo se utilizan los

mismos valores de € obtenidos en la seccion anterior.

10.5.1. Desempeno segun las iteraciones de RW

En la Figura 10.5 se muestra el porcentaje de recuperacion de ambos algoritmos RW/; sin regu-
larizar, y para distinta cantidad de iteraciones de RW. Por cada valor de m se realizan N, = 300

pruebas. Para ambos algoritmos RW/; el desempeno es superior al de la minimizacién ¢;. A su vez, al
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igual que con los resultados obtenidos al variar k, el porcentaje de recuperacién mejora al aumentar

la cantidad de iteraciones de RW, aunque dicha mejora parece ser cada vez menos significativa.

RWI1 CWB sin regularizar

S —
75—
:.\5‘
5 n =256,k =35
v
® 50 — T
g N, = 300,60 = 0.1
g
— 5in RW
o e AW=1
25 [— — R W =2
— R W =4
— W =§
o= ! 1 L 1 1 1
70 80 a0 100 110 120
Medidas m
RWI1 subgradiente sin regularizar
100
75—
9
5 n =256,k =35
o
e 50 [—
g N, =300,¢g =1
3
3 m— Sin RW
(=4 — =1
25 — — R W=2
— RW=4
— RW=5
‘- 1 1 1 1 1 1

70 80 90 100 110 120
Medidas m

Figura 10.5: Porcentaje de recuperacién de los algoritmos RW/¢; de CWB (arriba) y de subgradiente
(abajo), al aumentar la cantidad de medidas m de la solucién z* buscada. Se realizan N, = 300 pruebas,
cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y pseudo-norma 0 k = 35. En ambos casos las
pruebas son sin regularizar y las medidas no presentan ruido.

Utilizando los mismos resultados presentados en la Figura 10.5, la Figura 10.6 compara el por-

centaje de recuperacion de cada algoritmo RW/y, para distinta cantidad de iteraciones RW.
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Figura 10.6: Porcentaje de recuperacion de los algoritmos RW/; al aumentar la cantidad de medidas m de
la solucién z* buscada, y para distinta cantidad de iteraciones de RW. En cada caso se realizan N, = 300
pruebas, cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y pseudo-norma 0 k£ = 35. En todos
los casos las pruebas son sin regularizar y las medidas no presentan ruido.

Cualitativamente el desempeno comparado entre ambos algoritmos es idéntico al de las pruebas
realizadas variando el valor de k. Esto es: si solamente se realiza una iteracion de RW, el porcentaje
de recuperacion del algoritmo RW/; propuesto es algo superior al de CWB. Esta diferencia resulta
imperceptible a partir de dos iteraciones de RW, donde ambos algoritmos logran un desempeno

comparable.

10.6. RW/; CWB regularizado

En esta seccién se considera el desempeno del algoritmo RW/¢; de CWB, actualizando ¢, de la
misma forma que en el algoritmo RW/; regularizado, que fuera expuesto en la Seccién 4.4.2. Nos
referiremos a esta implementacién como RW/¢; CWB regularizado. No se analiza la regularizacién
del algoritmo RW/; subgradiente (sin oraculo) pues, tal como se obtuvo de forma tedrica, y luego
se comprobd experimentalmente, el valor del parametro € no afecta su desempeno. Para seleccionar
el valor inicial ¢y del parametro regularizador de CWB, se realizan pruebas con distintos valores de
dicho pardametro, cada una con una cantidad maxima de 6 iteraciones de RW. La Figura 10.7 muestra
los resultados obtenidos. Los mejores resultados se obtienen con un valor inicial ¢ = 0.1, al igual

que en el caso sin regularizar, donde € se mantenia fijo.
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RWI1 CWB regularizado

75—

n = 256, m = 100

so - N, = 100, Iter RWmax = 6

Recuperacion (%)

25
— i AW
— = 1

— ) = (1.1

€7 = (101

Il 1 1
20 30 40 50

Pseudo-norma 0

Figura 10.7: Porcentaje de recuperacion del algoritmo RW/¢; de CWB regularizado, en funcién de la
pseudo-norma 0 de la solucién =* buscada, y para distintos valores del regularizador inicial €¢y. La cantidad
méxima de iteraciones de RW se fija en 6. En cada caso se realizan N, = 100 pruebas, cada una con un
problema CS aleatorio de tamano n = 256 y m = 100, en el cual las medidas no presentan ruido.

En la Figura 10.8 se compara el desempeno del algoritmo RW/¢; de CWB, regularizado y sin
regularizar, y para distinta cantidad de iteraciones. En ambos casos se inicia con ¢y = 0.1, valor que
se mantiene incambiado en cada iteracién del caso sin regularizar.

RWI1 CWB con y sin regularizar

100 —

50 - n = 256, m = 100
N, =100,¢5 = 0.1

Recuperacion (%)

25 1~
m— Sin RW

e 3in Regularizar RW=6
Regularizado RW=6
Regularizado RW=30

1 1 1 1
20 30 40 50

Pseudo-norma 0

Figura 10.8: Porcentaje de recuperacion del algoritmo RW/¢; de CWB regularizado y sin regularizar, en
funcién de la pseudo-norma 0 de la solucion z* buscada, y para distinta cantidad de iteraciones RW. En
cada caso se realizan IV, = 100 pruebas, cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y
m = 100, en el cual las medidas no presentan ruido.

Si se admiten hasta 6 iteraciones de RW, no se obtienen diferencias entre el desempeno del

algoritmo regularizado y sin regularizar. Esto puede deberse a que el efecto de la regularizacion
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requiera de mayor cantidad de iteraciones para ser efectivo. Por otro lado, para 30 iteraciones maximas
de RW, el desempeno del algoritmo regularizado, si bien es superior al caso de 6 iteraciones, no

introduce una mejora tal que amerite triplicar el costo computacional.
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Capitulo 11

Resultados experimentales (con ruido

Gaussiano)

En este capitulo se analiza el desempenio del algoritmo RW/¢; de CWB [20], y de los algorit-
mos RW/; y RW-LASSO propuestos en este trabajo, los cuales actualizan los pesos w* mediante
subgradiente proyectado. Se considera el caso en que las medidas estan afectadas por ruido aditivo

gaussiano.

11.1. Modelo utilizado

= La matriz ® y la soluciéon buscada x* se generan de igual forma que para las pruebas sin ruido.
Siguiendo el criterio de [20], se utilizan m = 128 medidas en lugar de m = 100. Al igual que
antes se toma n = 256.

» El vector de medidas es: b = ®x* + z, donde z representa el ruido.

» El ruido se genera con coordenadas Gaussianas e independientes z; ~ N(0,02), y de forma que

x* sea factible con alta probabilidad: ||®x* — b||y < 7. Para esto se toma:
z; = ov;, v; ~ N(0,1) independientes.

Entonces:

|v]|2 = Z v? ~ x2  chi-cuadrado, de m grados de libertad.
i=1

Por lo tanto ||v||3 tendrd media m y desviacién estdndar v/2m. Luego, tomando por ejemplo

n? = o% (m+ 2v/2m), y recordando que z = o, se tiene:
P (@ = b3 = n?) = P (1215 = o (m+2v2m) ) = P (Jvl}3 = m +2v2m) .

En particular para m = 128, a partir de la tabla de valores de la distribucién 2., se obtiene

que la probabilidad de que z* sea factible es:
P ([|[®z* —b|5 <n*) =1— P ([|®z" = b]5 > n*) =1 — P (xips > 160) ~ 1 —0.0291 ~ 0.971.
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El valor especifico de o se selecciona segin [20][Seccion 3.3]:

[|©*]5
[|v]]2

c=0 , 3=0.2.

11.2. Valores iniciales y parametros

Se utilizan los mismos valores iniciales y parametros que para el caso sin ruido. Para el algoritmo

RW-LASSO subgradiente se utiliza:

» Multiplicador inicial: A\’ = ﬁ

= [teraciones maximas W-FISTA: 500.
» Tolerancia de parada W-FISTA: 1 x 1073.

11.3. Evaluacién del desempeno

En lugar de medir el porcentaje de recuperacion de x*, se calcula la posible mejora respecto a
una solucién zy , obtenida al minimizar (P;'IV) con pesos unidad (minimizacién ¢, con ruido). Esto

es:
HxRW

||, — 2*|l2
Valores de a > 0 indican una mejora del algoritmo RW/; respecto a la minimizacién ¢;. En ese caso

la mejora es del a por ciento.

11.4. Resultados obtenidos

Siguiendo el criterio de [20][Seccién 3.3], se realizan N, = 300 pruebas con esparcidad k = 38
y un maximo de maxlter = 9 iteraciones de RW. Inicialmente se analiza como afecta el pardmetro
€ de las restricciones no ideales al desempeno del algoritmo RW-LASSO, asi como a su version
regularizada. La Figura 11.1 muestra los resultados obtenidos para distintos valores de ¢, inicial, con
y sin regularizar. En todos los casos la mejora promedio respecto a la minimizacion ¢, es del orden de
31 %, y la desviacién estandar del 10 al 12 %. En particular estos valores no varfan considerablemente
para los distintos valores de ¢y, ni entre el caso con y sin regularizar. Esto iltimo puede deberse a

que se requiera mayor cantidad de iteraciones para notar el efecto de la regularizacion.
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Figura 11.1: Mejora del algoritmo RW-LASSO respecto a la minimizacién ¢1. Medidas afectadas por ruido
gaussiano aditivo NV (O, L}g) En cada grafico se indica la media (linea roja vertical) del porcentaje de mejora

a, £ una desviacién estdndar (lineas verticales violeta y verde). En cada caso se realizan N, = 300 pruebas,
cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y m = 128 medidas lineales con ruido.

El hecho de que se observen diferencias al variar el parametro ¢ en RW-LASSO subgradiente es
coherente con el andlisis tedrico del algoritmo, en el cual se obtuvo que el valor de dicho parametro
resulta relevante, al contrario de lo que ocurria con RW/; subgradiente.

Se comparan ahora los tres algoritmos RW entre si, seleccionando los valores de € de los algoritmos
RW/; de acuerdo a los resultados sin ruido, y tomando ¢ = 1 para el algoritmo RW-LASSO. La Figura

11.2 muestra los histogramas de mejora obtenidos.
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Figura 11.2: Mejora de los algoritmos RW respecto a la minimizacién ¢;. Medidas afectadas por ruido

1
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mejora a, + una desviacién estandar (lineas verticales violeta y verde). En cada caso se realizan N, = 300
pruebas, cada una con un problema CS aleatorio de tamano n = 256 y m = 128 medidas lineales con ruido.

gaussiano aditivo N <0 . En cada gréfico se indica la media (linea roja vertical) del porcentaje de

En el algoritmo RW/¢; de CWB el desempeno mejora levemente al incorporar la regularizacién;
pasando de un par media, desviacién estandar de (20.9 %, 9.46 %) a (23.2 %, 11.1 %). En el algoritmo
RW/; subgradiente no hay diferencias entre el caso regularizado y sin regularizar. Esto es coherente
con el analisis tedrico de dicho algoritmo, en el cual se obtuvo que el valor de ¢;, > 0 resulta irrelevante.
En ambos casos el par media, desviacion estandar es: (22.8 %, 10.1 %), y su desempeno resulta muy
similar al de CWB regularizado. Contrario a lo que ocurria en el caso sin ruido, ahora el desempeno
de RW-LASSO es claramente superior al de los algoritmos RW/¢; de CWB y de subgradiente. Su
par media, desviacién estandar es: (31.8 %, 10.9 %) sin regularizar y (32.2 %, 11.6 %) regularizado. En
particular la mejora promedio respecto a minimizacién ¢; aumenta en el orden de un 40 %, pasando de
23 % en los algoritmos RW/; a 32 % en RW-LASSO; mientras que la desviacion estandar se mantiene

en el orden del 10 al 11 % para todos los algoritmos.
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Capitulo 12
Conclusiones finales

En este trabajo se presenté el problema de Compressed Sensing (CS), junto con algunos de los
resultados tedricos més relevantes sobre el mismo. El area de investigacién vinculada a CS surge
como tal a mediados de la primer década del 2000, con los trabajos de Donoho y de Candes, Rom-
berg y Tao. Desde entonces ha habido un enorme interés en el desarrollo de la misma, motivado
principalmente por sus importantes aplicaciones, algunas de las cuales se expusieron brevemente al
inicio del documento.

Dado que CS es en general un problema NP-dificil, es necesario buscar problemas alternativos, de
mas facil resolucién, y que bajo ciertas hipétesis sean equivalentes. Una de las alternativas més usuales
consiste en reemplazar el problema CS por un problema convexo, en el cual se minimiza la norma ¢;.
Se presentaron resultados clasicos, basados en la propiedad RIP, que brindan condiciones suficientes
para garantizar la equivalencia de este ultimo problema con CS. Como también fuera expuesto en
este trabajo, la propiedad RIP permite ademéds garantizar un buen desempeno del problema ¢; ante
medidas afectadas por ruido, o cuando la senal buscada no es exactamente esparsa. En particular
se analiz6 el uso de matrices de medida ® aleatorias, con distribucién Gaussiana, para las cuales la
propiedad RIP se cumple con alta probabilidad.

Mas adelante se presento el problema Weighted /1, consistente en asignar pesos a las coordenadas
de la norma ¢;. Junto con este se introdujo la clase de algoritmos Re-Weighted ¢;, que buscan elegir
los pesos de forma de obtener una solucién de CS, cuando la minimizacién ¢; no lo logra. Se introdujo
en particular el algoritmo RW/; de Candes, Wakin y Boyd (CWB), donde los pesos son actualizados
en funcion de los valores obtenidos en su iteracién anterior. Se presenté luego una nueva metodologia
para actualizar los pesos del algoritmo Re-Weighted ¢, basada en la identificacién de los mismos con
multiplicadores de Lagrange de un problema convexo. A partir de esta metodologia, y utilizando un
algoritmo estandar para hallar soluciones de un problema dual, conocido como “método subgradiente
proyectado”, se propuso un nuevo algoritmo RW/;, alternativo al presentado por CWB. Utilizando
la misma metodologia, junto con el método subgradiente proyectado, se propuso a su vez un algo-
ritmo RW-LASSO, basado en el problema Weighted LASSO. Para resolver este tltimo problema se
describi6 e implementé el algoritmo Weighted Fast ISTA, el cual trata la no diferenciabilidad de la
norma ¢; mediante el operador conocido como “proximal”.

El desempeno de los tres algoritmos RW fue analizado mediante su aplicacion a un problema
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de CS aleatorio, con matriz de medida ® Gaussiana y medidas b con y sin ruido. A partir de estas
simulaciones se pudo comprobar la mejora en el desempeno de los algoritmos RW, en comparacién
con la minimizacion ¢;. En particular, para una cantidad fija m de medidas lineales, se logré mejorar
el porcentaje de recuperacién al aumentar la pseudo-norma 0 de la solucién buscada. De forma
similar, para un nivel de esparcidad £ fijo, se logré aumentar el porcentaje de recuperacion al variar
la cantidad de medidas m utilizadas, en relacion a la minimizacién ¢;. En base a estas simulaciones
se compar6 también el desempeno de los algoritmos RW entre si. Para el caso de medidas sin ruido,
el algoritmo RW/; subgradiente obtiene un desempenio muy similar al de CWB; mientras que el
RW-LASSO no logra un buen desempeno. Para el caso de medidas con ruido aditivo Gaussiano,
los algoritmos RW/; de CWB y subgradiente obtienen nuevamente un desempenio similar, logrando
una mejora promedio de un 23 % respecto a la minimizacién ¢;. Por otro lado el algoritmo RW-
LASSO propuesto permite obtener una mejora promedio de un 32 % respecto a la minimizacién ¢,
lo cual representa un desempeno promedio 40 % superior al de los algoritmos RW/; analizados, y en
particular al de CWB.
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Apéndice 1

Cddigo utilizado

En este apéndice se incluye una breve descripcion del codigo utilizado para realizar las distintas

pruebas. Dicho cédigo estd escrito en el lenguaje de programacién Julia.

ejecutable_cluster.sh: Se utiliza inicamente para ejecutar las pruebas en el cluster Flng. Se debe

ejecutar desde la carpeta con el cddigo Julia y mediante el comando: gsub ejecutable_cluster.sh.

ejecutable_julia.jl: Programa principal del codigo Julia. En este archivo se selecciona el tipo de

prueba a realizar y el algoritmo con le cual se realizaran.

astgnar_pruebas.jl: Asigna las pruebas a realizar con el algoritmo seleccionado. Para esto llama
repetidas veces a la funcién definida en pruebas.jl, con distintos valores en los parametros,
pero manteniendo el mismo algoritmo. Se asigna una ejecucién de la funcién pruebas a cada
procesador disponible. Es decir que, cada vez que un procesador se encuentra disponible, se le

asignan N, pruebas.

generar_problema.jl: Genera problema Compressed Sensing de tamano m X n, y con solucién

tal que ||lz*||o < k.

pruebas.jl: Genera N, problemas CS con los pardmetros m, n y k recibidos. Para cada problema
generado, aplica el algoritmo RW seleccionado y mide su porcentaje de recuperacion (o la mejora

respecto a la minimizacién ¢; si se modela con ruido).
rwli_cwb.jl: Algoritmo RW/; propuesto por Candes, Wakin y Boyd en [20].
rwll_subgrad.jl: Algoritmo RW/; propuesto en este trabajo, implementado con subgradiente.

sin_rw.jl: Resuelve problema de minimizacién ¢; (sin RW) y con pesos unidad. Para esto ejecuta

el codigo wll_reformulado.jl, con w = 1.
w_lasso_fista.jl: Algoritmo W-FISTA utilizado para resolver problema (W-LASSO).

rw_subgrad_lasso.jl: Algoritmo RW-LASSO propuesto en este trabajo, implementado con sub-

gradiente.
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= wll_reformulado.jl: Resuelve el problema Weighted ¢; asociado a un vector de pesos w > 0. Para
esto lo reformula como un LP o un SOCP, segiin si se modela sin o con ruido, respectivamente.

Para resolver estos ultimos problemas utiliza el solver ECOS de Julia.

» pror_w_g.jl: Implementa el operador proximal de la funcién ¢; con pesos: ¢|Wz|1, ¢ > 0y

W = diag(w), w > 0.

s 7ip_2k.jl: Halla minima cantidad m de medidas que garantizan cumplir RIP 2k con dq;, < \%ﬁ.
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