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RESUMEN

En esta tesis se presenta un estudio sobre indices de comparacién de par-
ticiones de un mismo conjunto de datos, utilizados para la evaluacion externa
de los resultados de métodos de clasificacion no supervisada. Se elabora un es-
tado del arte en cuanto a los indices existentes y sus propiedades y se calculan

algunos de los méas conocidos sobre datos simulados a modo de ejemplo.

Este trabajo se centra en el indice Minimo Error de Clasificacién (MCE,
por su sigla en inglés), medida basada en la tabla de contingencia de dos
particiones. Se estudia y profundiza sobre sus propiedades y en especial su
distribucién. Se establece la expresion analitica de la funcién de distribucién
tedrica para el caso de la comparacion de dos particiones independientes, con
dos clases balanceadas. Algunas propiedades demostradas pudieron extenderse
para el caso de tres clases y para el caso general. También se estudian las pro-
piedades de la distribucién empirica sobre datos simulados, variando algunos
parametros experimentales, y mostramos una aplicacion sobre un conjunto de
datos supervisados reales de imagenes de digitos escritos a manos, conocido
como MNIST. En este 1ltimo caso, planteamos el problema de clasificacion no
supervisada y la validacion externa de los resultados basada en nuestro indice
se realiza comparandolos con la verdadera etiqueta de los datos. Los resulta-
dos del MCFE se comparan con otros indices de validacién externa mediante

correlaciones y en distintos escenarios.

Finalmente, a partir de la distribucién del indice, se disena un test de
hipdtesis que permite contrastar si dos particiones son independientes. El
desempeno de la prueba se evalia calculando los errores de tipo I y II ob-

tenidos con datos simulados artificialmente.

Palabras claves:
Comparaciéon de particiones, Indices de validacion externa,  Error de

clasificacién, Analisis de cluster, Aprendizaje no supervisado.
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ABSTRACT

This paper carries out a study on comparison indexes over the same data
set, used for external evaluation of the results of unsupervised classification
methods. It presents a state of the art review of indexes and their properties

and calculates some of the better known ones over simulated data as examples.

Throughout the text, we focus on the definition of the Minimum Classi-
fication Error (MCE) index, which is based on the contingency table of two
data partitions. Its properties and, especially, distribution function are analy-
zed. The analytic expression of the theoretical distribution function is derived
for the case of two independent partitions, with two balanced classes. Some
of the demonstrated properties can be extended for three and more classes.
We also study the properties of the empirical distribution on simulated data,
by manipulating some experimental parameters. An application is shown on a
set of real supervised data of images of handwritten digits, known as MNIST.
We pose the problem of unsupervised classification and carry out an external
validation of the results obtained by the developed index by comparing them
with the true data label.The results of the MC'E are compared with other

validation indexes through correlations.

Finally, based on the distribution function of the index, we design a hypot-
hesis test for determining whether two partitions are independent. The per-
formance of the test is evaluated by calculating Type I and II errors obtained

with artificially simulated data.

Keywords:
Comparing partitions, External validation measures, Classification error,

Clusterings, Unsupervised learning.
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Introduccion

La evaluacién de los resultados de un analisis de cluster se compone bésica-
mente de dos etapas: la validacién interna y externa de los grupos encontrados.
La validacién interna mide la calidad del agrupamiento, basandose en el célculo
de las propiedades de la particion resultante como la cohesién de los clusters y
la separacion entre los mismos, utilizando informacion intrinseca de los datos.
La validacién externa, a diferencia de la anterior, utiliza informacién externa
dada de antemano. En este trabajo nos focalizaremos en la validacién externa

y en los indices utilizados para su valoracion.

Los indices de validacién externa o comparacion de particiones son acti-
vamente utilizados para encontrar una buena solucién a la clasificacién. Se
utilizan en general para ver qué tan bien el algoritmo de clustering reproduce
la verdadera estructura de los datos. Idealmente el procedimiento consiste en la
comparacion de resultados de un método de clustering y la verdadera particion
de los datos [7], por lo cual un problema que inicialmente es de clasificacion

no supervisada se traslada a un problema de clasificacién supervisada.

Entender las propiedades, sus limitaciones y los supuestos asumidos resulta

clave para la correcta utilizacion e interpretacion de los indices.

Esta investigacion se centra en el estudio de las propiedades tedricas y
empiricas de un indice de comparacion de particiones llamado Minimo Error
de Clasificacién (M CFE), propuesto por Meila en [17]. Se estudian sus propie-
dades, en diversas condiciones experimentales y haciendo foco en la funcién
de distribucion tedrica, con el fin de avanzar en el desarrollo de técnicas de

analisis de aplicacién mas general, levantando supuestos y restricciones.

El informe se estructura de la siguiente forma. En el primer capitulo se



presenta una elaboracién del estado del arte en cuanto a indices de compa-
racion de particiones y sus propiedades. En el segundo capitulo planteamos
la definicion del MCFE y se demuestran propiedades, en particular su distri-
bucion tedrica. La expresion analitica de la funcién de distribucién del indice
es obtenida para el caso de comparacién de particiones independientes, con
dos poblaciones balanceadas. Algunas propiedades son demostradas para el
caso general. Se muestran resultados sobre simulaciones con variaciones en los
parametros experimentales tamano de muestra, cantidad de grupos y depen-
dencia o superposicion de las particiones. El capitulo finaliza con la aplica-
cién de la metodologia a un problema de clasificacién de imagenes con datos
reales. Los resultados se comparan con otros indices de validacién. El tercer
capitulo presenta una prueba de hipotesis para la independencia de particio-
nes, disenada a partir de los resultados tedricos sobre el MCE. Se estudia el
desempeno del test a partir de las particiones simuladas artificialmente. Final-
mente se exponen consideraciones finales sobre el trabajo y posibles lineas de

investigacion a futuro.



Capitulo 1

Medidas de comparacion de

particiones

En este capitulo introducimos la notacion bésica comun para luego repasar
varios indices de comparacion de dos particiones que encontramos en la litera-

tura. Asimismo se presenta para cada uno un resumen de sus propiedades.

1.1. Agrupamiento de datos (clustering)

En un problema de clasificacién no supervisada se trabaja a partir de un
conjunto de n observaciones . = {xy,...,2,} C RP provenientes de manera
independiente de una variable aleatoria multidimensional X = (X;,...,X,),
donde Xj, ..., X, son variables aleatorias (continuas o categéricas) unidimen-
sionales. El método de agrupamiento de datos (o clustering) busca formar
subgrupos, particionando el conjunto de datos en clases o grupos tal que los
individuos de una misma clase son similares entre si y relativamente diferentes

a los de otra clase.

Denotamos por % a una particién o clustering que resulta de un anélisis de
cluster (o, en caso que corresponda, a la verdadera particion de los datos). €
es una coleccién {CY, ..., C;} de subconjuntos disjuntos dos a dos, no vacios y
cuya unién es igual al conjunto de datos originales .Z. El conjunto de todos los
clustering de £ es denotado como P(.Z), ya que coincide con el conjunto de
partes de .Z. Denotamos ¢’ = {C,...,C.} € P(Z) un segundo clustering de

3



Z. Las cantidades J y L refieren a la cantidad de clusters (clases o grupos) de

las particiones € y €', respectivamente y pueden ser diferentes en principio.

Observar que una vez hecho el clustering, cada observacion x4, ..., x, de

% queda identificada por una etiqueta y1,...,y, de pertenencia a un grupo.

A través de los indices de comparacién de particiones se busca saber si las
particiones ¥ y ¢’ son similares y cuan diferentes son. En el contexto supervi-
sado, cuando una de las particiones se corresponde con la verdadera etiqueta
de los datos, el calculo de indices de validacién externa permiten validar los

resultados de una clasificacion no supervisada.

1.2. Indices de comparacion de particiones

Los indices de validacion externa se definen como medidas de similaridad
o disimilaridad. Pueden clasificarse en tres tipos, cuyo orden de presentacion

se corresponde con la cronologia de sus desarrollos [26]:

1. Conteo de pares (desarrollada en los afios 1970’s y 1980’s): las medidas
cuentan la cantidad de pares de observaciones que son clasificados de la
misma forma por las diferentes particiones.

2. Superposicién de conjuntos (tipologia desarrollada en los anos 1990’s):
las medidas basan su calculo en la tabla o matriz de contingencia de las
particiones.

3. Informacién mutua (2002, 2003): son medidas basadas en la teoria de la

informacion y nocién de entropia.

En las siguientes subsecciones se describen dichas tipologias y se presen-
tan algunos indices de comparacién pertenecientes a las mismas, siguiendo el

articulo de Wagner [26], con un ejemplo ilustrativo.

1.2.1. Indices basados en conteo de pares

Una forma intuitiva de comparar particiones es contando los pares de ob-
servaciones que son clasificados de la misma forma en ambas particiones, es

decir, elementos que estdan en el mismo cluster (o diferentes clusters, segin

4



corresponda) en las particiones que se comparan.

El conjunto de todos los pares (no ordenados) de .Z es la unién disjunta

de los siguientes conjuntos:

S.={pares que estan en el mismo cluster en € y €'}

Sp={pares que estan en distintos clusters en € y €'}

S.={pares que estan en el mismo cluster en € y distinto cluster en €"}

Sq={pares que estan en distintos clusters en € y en el mismo cluster en

)

Se denotan como a,b,c y d a los cardinales de S,, Sp, S. y Sy, respectiva-

mente y es claro que:

= S,, Sy, Se vy Sy son disjuntos dos a dos
__n(n—-1) _ (n
= atbtcetd=""7= ().

Ejemplo:

El siguiente ejemplo nos servird para ilustrar los diferentes indices que in-
cluiremos en este capitulo. Para un conjunto de datos con n = 8 observaciones,

se definen las particiones, con J = L = 3 clases:
€ ={C1 = {w1, 29,23}, Cy = {24, 75}, C3 = {wg, 27, 78} }
Cgl - {C{ - {x6,$7} ) Cé - {$1,$27l’3,1’4,$5} ) Cé - {1:8}}

Los pares de observaciones a comparar en las particiones son los siguientes:
{(xlv x2) ) (wla fL‘g) ) (xla .’L’4) ) (ajly .175) ) (xla 'IG) ) (x17 .T7) ) (xla :ES) ; (1’2, ZL’g) ) ('IZa 'I4) ; (._'23'2, $5) )
T, T6) , (T2, 27) , (12, 78) , (T3, 24) , (3, 25) , (w3, 76) , (T3, 27) , (3, 28) , (T4, 75) , (T4, T) ,

(
(5647 £C7) ) (33‘4, xS) ) (33'5, xﬁ) ) (3757 £L‘7) ) ($5, l‘g) ) (ZC(;, 5137) ) (va xS) ) (5177, x8>}

A partir de la comparacion, dichos elementos se clasifican en los siguientes

conjuntos definidos anteriormente:

= So={(71,22), (v1,73), (v2,73) , (T4, 75) , (T6, 77) }
= Sy ={(z1,76), (v1,77) , (T1,28) , (T2, T6) , (T2, T7) , (T2, 78) , (73, 6) ,

(z3,27) , (3, 28) , (T4, T6) , (T4, T7) , (T4, 28) , (T5,%6) , (25, 27) , (25, 78) }

5



= Sc = {(xﬁa zS) ) (.1'7, xS)}

u Sd - {('Tla x4) 9 (332, :U4) ) (3:37 'T4) ) (x17 :EE)) ) (l‘Q, $5) ) ('T?n x5)}
Por lo cual el conteo de los n(n — 1)/2 = 28 pares tiene como resultado las

cantidades a = 5,b=15,c =2y d = 6.

Dentro de las medidas basadas en conteo de pares se encuentran las si-
guientes:
Indice de Rand [20] Es una medida de similaridad y se define como:

a+b ~ 2(a+D)
at+b+ct+d nn-1)

R(€,¢') =

Cuenta la proporcién de pares de elementos correctamente clasificados de
la segunda particion respecto a la primera. Es nulo cuando ningin par de ob-
servaciones es clasificado de la misma forma por ambos clusterings y vale uno

cuando dos clusterings son idénticos.
En el ejemplo, este indice vale R(¢,%¢") = 0.72.

Indice de Rand Ajustado Se muestra que el valor esperado del indice de
Rand de dos particiones aleatorias no es cero. Hubert y Arabie proponen en |[§]
un ajuste, basado en el “modelo de permutaciones”, en el cual los clusterings
son generados aleatoriamente sujeto a un nimero fijo de cantidad de grupos
y de elementos en cada cluster [25]. El indice de Rand Ajustado se determina
como la diferencia normalizada del indice de Rand y su valor esperado cuando
compara dos particiones independientes y se define como:

R(¥¢,¢') —ER(%,%"))

Raqi (¢,¢") = méx(R (¢,%") — E(R(€,6")

() -

[z<> <>] b @ £ 19

donde m;; = ‘Ci N C]"



En términos de conteo de pares puede expresarse como:

a—((a+d)(a+c)/(a+b—|—c—|—d))'

(a+d)+(a+c)  (at+d)(atc)
2 a+b+c+d

Ruyj (€¢,€") =

El indice toma valor cero para particiones independientes y uno para par-
ticiones idénticas, aunque el ajuste también puede producir valores negativos
del indice. En el ejemplo el valor del indice es R,q;(%,%¢") = 0.36.

Indice de Fowlkes-Mallows [4] Es una medida de similaridad que toma
valores entre cero y uno y se define por:

a

\/(a+c)(a+d)'

Esta medida puede ser interpretada como la media geométrica de la preci-

FM(€,€) =

sion %y exhaustividad (recall en inglés) —ra- Aligual que el indice de Rand,
la similaridad de dos clustering se corresponde con la desviacién del valor es-
perado bajo la hipdétesis nula de dos particiones independientes con clases de
tamano fijo. En el ejemplo ilustrativo FM(€,%") = 0.57.

Métrica de Mirkin [3] Es una medida de disimilaridad. Vale cero para

particiones idénticas y es mayor que cero si no. Se define por:
Mirkin (€¢,%¢") = 2(d + c).
La métrica es una variacién del indice del Rand ya que puede escribirse
como [14]:
Mirkin (€¢,€¢") =n(n—1)(1— R(€¢,%")),

y en el ejemplo el indice toma el valor Mirkin(¢,%¢") = 16.2.

Indice de Jaccard Introducido en [9] citado por [26]. Mide la similitud entre
dos particiones con valores entre cero y uno. Es muy similar al indice de Rand,
pero desestima los pares de elementos que estan en diferentes clusters en las

particiones comparadas. Se define como:

a

68 = v a



y con los datos del ejemplo vale J(¢,%¢") = 0.38.

Indice de Diferencia de particiones (Partition Difference en inglés). Pre-
sentado en [13] citado por [26]. Es una medida de similaridad que cuenta los

pares de elementos que pertenecen a diferentes clusters en ambas particiones.

PD(€, %) =b.

En el ejemplo PD(%,%") = 15.

Muchas de estas medidas tienen propiedades no deseables como sensibilidad
al nimero de clusters, al nimero de observaciones y al tamano relativo de los

clusters. En la seccién 1.3 se mencionan antecedentes al respecto.

1.2.2. Indices basados en superposicién de conjuntos

Las medidas basadas en superposicién de conjuntos son aquellas que ba-
san su calculo en una tabla de contingencia o matriz de confusion entre las
particiones € y ¢’ denotada como M = (m;;). Dicha matriz tiene dimensién
J x Ly contiene en la 7j-ésima entrada al ntimero de elementos comunes de
1< < J, 1<5< L.

los clusters C; y C%, por lo tanto, m;; = ‘Ci NnC;

Como las etiquetas de las particiones a comparar son arbitrarias, las clases
de dos particiones son pareadas cuando tienen maxima superposiciéon de casos,
absoluta o relativa. A partir del emparejamiento se computan distintos indices

de comparacién.

Ejemplo:

Retomado el ejemplo practico planteado en la subseccion 1.2.1, podemos

calcular la tabla de contingencia de € y €

O N W
= O O



Por superposicién maxima de casos se emparejan los conjuntos (Cy, CY),
(Cy,CY%) v (C5,CY), con las correspondientes etiquetas (1;2), (2;3) y (3;1).

Algunos de los indices tienen otros criterios de emparejamiento, como por
ejemplo el maximo de cada fila de la tabla de contingencia, lo cual puede dar
lugar a clases pareadas con mas de una clase de la segunda particion. En el
ejemplo serfa (1;2), (2;2) y (3;1).

A continuacion se referencian varios indices de esta tipologia. El indice
Minimo Error de Clasificacién (MCFE) [16] es uno de ellos y en este capitulo
sera introducido con la denominaciéon y notaciéon que encontramos en las re-
ferencias bibliograficas. Su definicién y propiedades son el principal objeto de
estudio de este trabajo y se desarrollan con mas detalle en el Capitulo 2, con

una notacion diferente.

Indice de Meila-Heckerman [17] Se define por:

H(€,¢') = Z max m”

El indice suma los maximos de cada fila (o columna) de la tabla de contin-
gencia. Su asimetria lo hace una medida inapropiada para la comparacién de

particiones.

Considerando la tabla de contingencia del ejemplo, obtenemos el valor
MH(%,¢") = 0.75.

Medida de clasificacion correcta y error de clasificacion La medida de
clasificacién correcta fue introducida por Meila en [17]. Es una generalizacién
simétrica del indice anterior. Se define como la proporcién de casos correcta-

mente clasificados.

min(J,L)

M(€,¢') = Z M

donde i’ es el indice del cluster de €’ que es pareado con C; € €.



Los grupos se emparejan de manera univoca segin la maxima superposi-
cion de casos de la tabla de contingencia, como en el primer caso del ejemplo

planteado.

Otro procedimiento para su calculo consiste en buscar el valor maximo m;
de la tabla de contingencia M y emparejar los clusters correspondientes C; y
C’J’-, ya que son los que tienen superposicion absoluta de casos. Luego suprimir
la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz M correspondientes a los grupos
pareados y repetir el procedimiento hasta que la matriz tenga tamano cero. El
calculo del indice finaliza con la suma de las cantidades de los grupos pareados
en cada paso y dividiendo por el total de elementos, como puede verse en la

formula de célculo de este indice.

Esta medida es el complemento del indice M CE, estudiado con més detalle

en el Capitulo 2, que mide el error de clasificacion.
MCE(€,¢)=1—MM(¥,%")

En [15], Meila define la medida de error de clasificacién como:

J
1
CE(€, %) =1-—méx Y npqum
k=1

n g

asumiendo que J < L, donde ng = |Cx, N C}| y 0 es un mapeo inyectivo de
{1,...,J}en{1,...,L}.

En el ejemplo que venimos siguiendo a lo largo de la seccion, los valores de
los indices son MCE(¢,¢') = CE(¢,¢") = 0375y MM(¢,¢"') = 0.625.

Medida Van Dongen [3] Es una medida simétrica de disimilaridad entre
particiones, basada también en la intersecciéon maxima de clusters. Vale cero

cuando las particiones son iguales. Su definicién es la siguiente:

J L
VD(€,¢") =2n— ) mixm; — g max m;;
J 1

-1 j=1

1=

Su valor en el ejemplo es VD(€,6") = 3.

10



Se debe notar que, para los casos en que J # L, los indices basados en
superposicién de conjuntos desestiman a las |J — L| clases de la particién con

mayor cardinalidad.

1.2.3. Indices basados en informacion mutua

Esta aproximacion para la comparacion de clusterings se basa en la teoria
de la informaciéon y en la nocion de entropia como medida de incertidumbre.
Aplicado a clusterings la entropia puede definirse de la siguiente forma: la
probabilidad de que un elemento esté en el cluster C; € € es P(i) = |C;| /n,

entonces la entropia asociada a la particién % con J clases es:

J

H(%) ==Y P(i)log.P(i).

i=1

La nocion de entropia de una particion puede extenderse a la de informa-
cion mutua entre dos particiones, la cual mide la dependencia entre ellas. Se
interpreta como la reduccién de incertidumbre de una particion que se produce
debido al conocimiento de otra particiéon del mismo conjunto de datos. Si las
particiones son independientes, la primera particién no aportara informacién
de la segunda (y viceversa) por lo que la informaciéon mutua es cero. En el
extremo opuesto si las particiones ¢ y ¢’ son idénticas, la informacién mutua
es uno, es decir, toda la informacion de la primera particion es compartida por
la segunda. Més precisamente, la informacién mutua entre dos particiones €

y €' se define como:

J

, L P(z,
1(¢,¢") ZZP%]IO@%

donde P(7, j) es la probabilidad de que un elemento esté en el cluster C; de €
y C} de €.

=1 j=1

En nuestro ejempo los valores de entropia e informacién mutua son los si-

guientes: H(¢) = 1.56, H(¢') =13y I(¢,%") = 0.95.

La informacion mutua I es una métrica en el espacio de todos los clus-
terings, sin embargo, el hecho de no estar acotada por un valor constante

dificulta su interpretacion. Como la informacién mutua entre dos particiones
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si estd acotada por el valor de sus entropias I(¢,%¢") < min (H (%), H(%")),

surgen algunas medidas normalizadas que presentamos a continuacion.

Informacién mutua normalizada de Strehl y Ghosh Es una medida
de similaridad introducida en [24], citado por [26]. Es la normalizacién de la

informacion mutua por la media geométrica de las entropias. Se define como

1(€,€")

NMIL(€,6") = PR

El indice toma valores entre cero y uno y el valor calculado en el ejemplo
es NMI1,(¢,¢") = 0.670.

Informacion mutua normalizada de Fred y Jain Esta medida es muy
similar a la anterior. En este caso los autores en [6] normalizan la informa-
cion mutua por la media aritmética de las entropias, quedando la siguiente
definicion:

21(¢,%¢")
H(€)+ H(€")

El indice toma valores entre cero y uno y en el ejemplo vale NM I,(€,€") =
0.667.

NMIL(€,¢") =

Variacién de informaciéon En [16] la autora propone esta medida basada

en la nocién de entropia que se define como:

VI(E, €)= H(E)+ H(E) — 21(€,€).

El indice toma valores en el rango [2/n,logn| y con los datos del ejemplo
VIE, %) = 0.95.

1.3. Propiedades de algunos indices de com-

paracion de particiones

Los indices de validacién externa deben satisfacer ciertas propiedades para

que sean ttiles, interpretables y que permitan la comparabilidad de resultados
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en diferentes conjuntos de datos. Medidas normalizadas con rangos por ejem-
plo entre [0,1] o [—1, 1] son preferibles en este sentido, asi como también es
ventajoso que cumplan las propiedades de una métrica (ver detalles en [16],
[26] y [21]) y que su valor no dependa de ciertos parametros como la cantidad

de grupos, el tamano relativo de los mismos y la cantidad de observaciones.

En esta secciéon resumimos estudios sobre las propiedades de los indices
de validacion externa. Se presentan en primer lugar los antecedente de tipo
experimental —que evalian el desempeno de los indices en diferentes condi-
ciones— y luego los resultados sobre caracteristicas de los indices que fueron
demostrados tedricamente, como las propiedades métricas, con especial interés

en los antecedentes que estudian la distribucion tedrica de las medidas.

1.3.1. Antecedentes empiricos

En [21] se analiza la comparacién empirica con varios indices de validacién
sobre particiones simuladas artificialmente. Los resultados obtenidos muestran
que los indices basados en superposicion de conjuntos tienen un mejor desem-
peno que los basados en conteo de pares e informacién mutua, en aspectos
como dependencia al tamano relativo de los clusters (clases no balanceadas),
cantidad de clusters y en la linealidad de los cambios con la superposicion de

las particiones.

Milligan y Cooper estudian en [18] el comportamiento de los indices de
Rand, Rand ajustado (R,q), Jaccard y Fowlkes Mallows, al variar las condi-
ciones en el nimero y tamano de los clusters en una muestra pequena. El indice
R4 es el indice que muestra mejor desempeno con una menor dependencia de

dichos parametros.

Steinley realiza en [23] un andlisis empirico de las propiedades del indice
R,q4; con otros indices, en particular con el MCE. Demuestra buenas propie-
dades del R,4 en cuanto a invarianza a cambios en el nimeros de clusters y
tamano relativo de los grupos, tendiendo a focalizar toda su discriminacion
en las diferencias de superposicion de las particiones. Este trabajo, si bien
es de caracter experimental, sugiere profundizar la investigacion en técnicas

paramétricas, las cuales requieren la derivacién de la distribucién teodrica del
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indice Ry

En los trabajos [1], [27] ¥ [2] se encuentran estudios sobre el comportamien-
to de indices de validacion externa en distintas condiciones experimentales y la
asociacion de sus valores con el error de clasificacién. Se constata la consisten-
cia de resultados en medidas normalizadas. El indice R,q; muestra los mejores

resultados en contexto de clases no balanceadas.

Por otra parte, se relevaron los trabajos antecedentes que analizan la dis-
tribucién empirica y el comportamiento ante cambios en la hip6tesis de com-

paracion.

Saporta y Youness proponen en [22], [28] y [29] métodos para encontrar la
distribuciéon empirica de indices de comparacién de particiones. Parten de la
hipdtesis de que las particiones comparadas son similares. En las dos primeras
referencias los datos son simulados a partir de un modelo de clase latente y se
comparan las particiones generadas por métodos de clustering en base a dos
subconjuntos disjuntos de variables. En [29] utilizan el método de proyeccion:
comparan el resultado de un método de clustering con la prediccién que surge
de un método de clasificacién supervisada. Los autores estudian los indices
Rand, Jaccard, entre otros. Estiman la distribucién empirica bajo la hipétesis
de particiones similares y los valores criticos de una prueba de hipdtesis para la
igualdad de particiones, con el percentil 5% de la distribucién. No se obtienen
valores criticos universales por el hecho de que la distribucién depende de la
cantidad de clusters. Ademas estudian la asociacién entre los diferentes indi-
ces y se verifica que las distribuciones de los indices cambian si las particiones

comparadas son independientes, siendo bimodales.

Si bien es comin comparar estos indices, son muy pocas las propiedades
teodricas desarrolladas hasta el momento. El objeto de la siguiente subseccién

es repasar algunas de ellas.

1.3.2. Antecedentes teoricos

En el estudio [25] se discuten propiedades importantes en medidas de com-

paracién de clustering, tales como ser métrica (satisfaccién de las propiedades

14



de no negatividad, reflexividad, simetria y desigualdad triangular) y la propie-
dad de normalizacién (que facilita la interpretacién y comparacion en diferentes
condiciones). Se centra en medidas basadas en informacién mutua y también

considera el indice de Rand normalizado (Rqgj)-

En [16] se demuestran numerosas propiedades del indice de Variacién de

informacion (V1), entre ellas:

= Es una métrica en en el espacio de todos los clustering.

» n-invarianza: El valor de VI(%,%") depende sélo del tamano relativo de
los clusters, no dependiendo directamente del ntimero de elementos del
conjunto de datos.

» La siguiente cota es alcanzada para todo n: VI(¢,%¢") < logn.

» Si|€| < J y €| <J*, con J* < \/n, entonces VI(E€,€") < 2log J*

= Es un criterio sensible para comparar particiones que estan alineadas en
el enrejado de particiones®. Se verifican los axiomas denominados aditi-
vidad del refinamiento, aditividad de la unién y convexidad aditiva (ver
detalles en [16]).

En [16] la autora demuestra que el indice de Rand, Rand ajustado, Fowlkes-
Mallows y Jaccard son asintéticamente n-invariantes cuando n es grande. La
métrica de Mirkin y Van Dongen dependen fuertemente de n, si bien son
facilmente escalables para ser n-invariantes. En el mismo trabajo se hace refe-
rencia a que la métrica de Mirkin normalizada (Mirkin(¢,%")/n?) y el indice

de Rand Ajustado también satisfacen las propiedades de una métrica.

En [15], ademds de hacer una caracterizacién axiomatica de las medidas
de validacién externa como Variacién de informacién, Mirkin, Rand y Van
Dongen, se discuten las propiedades del “error de clasificacion”, que en el
presente trabajo denominamos Minimo error de clasificacién (MCFE). Alli se

expone el cumplimiento de las siguientes propiedades:

» Simetria MCE(%¢,¢") = MCE(%¢",%)
» Escala. Se denota €Y el clustering uniforme, es decir, la particién con J
clases iguales y 1 el clustering que contiene los n elementos del conjunto

en una clase. Si €Y existe, entonces MCE(1,4Y)=1-1

ITambién conocido como diagrama de Hess del enrejado. La descripcién puede verse con
mas detalle en el trabajo referenciado.
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» Convexidad aditiva. €” es un refinamiento de ¢ si para cada C} € ¢”
hay un tnico cluster Cj € € tal que C} C Cj. Dado ¢ = {C}, ...,Cy}
un clustering y ¢ un refinamiento de €. Se denota C} a la particién
inducida por ¢” en el conjunto de elementos C; y 1,, al clustering del
conjunto de datos C; que contiene los n; puntos en un grupo. Entonces

J
MCE(€',%) = ; S MCE(1y,, CY).

Si bien no son los aspectos a profundizar en este trabajo, cabe mencionar
que —de los tres axiomas de aditividad sobre el enrejado de particiones veri-
ficados para el indice Variacién de informacién (aditividad del refinamiento,
aditividad de la unién y convexidad aditiva)— Meila demuestra que el indice
error de clasificacién s6lo cumple con la convexidad aditiva. En [19] también se
demuestran numerosas propiedades del MCE en comparacién de subespacios

de clustering.

Con respecto a la distribucién tedrica de los indices, en [10] (citado por
[28]) se deriva el siguiente resultado asintético para la distribucién del indi-
ce de Rand (R(%,%")): si el indice de Rand compara dos particiones in-
dependientes, con J clases equiprobables, la distribucion asintética es Nor-
mal con esperanza E(R(%,%")) = 1 — 2 + % y varianza V(R (%,%")) =

1 2 2

# (1 — E) (1 -5+ %) (7 — %) Este resultado no es vélido para J pequeno,

especialmente J = 2, y s6lo es aproximadamente valido para n grande.

En la Tabla 1.1 se presenta un resumen de los indices de comparacién
seleccionados, con el rango de valores posibles, senalando cuéales de ellos tienen
demostradas tedricamente caracteristicas que tienen que ver con propiedades

de una métrica y de su funcion de distribucién.
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Indice de comparacién de particiones Rango Meétrica | Distribucién
Rand [0,1] v
Rand ajustado [0,1] v
Jaccard [0,1]
Fowlkes Mallows [0,1
Mirkin [0,n(n — 1)] v
Diferencia de particiones [0,n(n —1)/2]
Meila-Heckerman [0,1]
Medida de clasificacién correcta [0,1] v
Minimo error de clasificacion [O, J;l] v
Van Dongen [0,2n) v
Informacién mutua normalizada de Strehl y Ghosh [0,1]
Informacién mutua normalizada de Fred y Jain [0,1]
Variacién de informacién [2/n,logn] v

Tabla 1.1: Indices de comparacién de particiones donde se indica si fueron probadas
propiedades de métrica y distribucién en la literatura.

Una observacion a destacar que podemos hacer a partir de la revision de
antecedentes es que el error de clasificacién, que coincide con el indice Mini-
mo error de clasificacién (MCFE) que estamos estudiando, es tomado como
referencia en varias oportunidades para evaluar el desempeno de otros indices
de comparacion de particiones, por lo cual en dichos trabajos es considerado
a priori como una medida intuitiva de validacion externa. Vimos en los an-
tecedentes bibliograficos que los indices Variaciéon de informacion y el MCE
fueron muy estudiados en el cumplimiento de sus propiedades como métricas.
El indice de Rand Ajustado, la medida de Mirkin y Van Dongen también tie-
nen menciones que indican que cumplen propiedades de una métrica. Ademas
se identificaron trabajos que evidencian un mejor desempeno de las medidas
basadas en superposicion de conjuntos respecto a otras y buenos desempenos
del indice de Rand normalizado en cuanto a robustez ante cambios en las con-
diciones experimentales. Sin embargo, solo se encontraron resultados tedricos
sobre la funcién de distribucién para el indice de Rand y en ciertas condiciones.
Queda en evidencia que son escasos los desarrollos para derivar la funcién de
distribucién de los indices de comparacién de particiones, que permitan eva-
luar los resultados de clustering a través de técnicas basadas en la distribucién
paramétrica de los indices que sean generalizables, levantando supuestos y res-

tricciones. Este es el punto donde el presente trabajo pretende avanzar con el

indice MCE.
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1.4. Un primer ejemplo simulado de distintos
métodos de clustering y evaluacion de los
indices

En esta seccion generamos una simulacién de datos simple, donde se apli-
caran varios métodos de clustering, para evaluar el desempeno de algunos
indices presentados en la seccién anterior. Tal como en [11], simulamos 75
observaciones bivariadas provenientes de una variable aleatoria normal biva-
riada estandar. A partir de éstas se generan J = 3 grupos de 25 observaciones,
variando la media de cada grupo (sumando a las variables simuladas una cons-
tante diferente para cada uno de los tres grupos). La Figura 1.1 muestra el
grafico de la simulacion. Se guarda el vector con las etiquetas del verdadero
grupo para cada observacion, que luego serd comparado con los resultados ob-

tenidos por los métodos de clustering.

Datos simulados J=3

LN
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Figura 1.1: Simulacién de observaciones con J = 3.

El siguiente grafico muestra la clasificacién de las observaciones en J = 3

18



grupos, segin distintos métodos: k-means [11] con k = J, clustering jerarquico
(utilizandos los criterios de unién complete, average y single) [11], Partitioning
Around Medoids (PAM) [12] y clustering basados en modelos [5]. Los métodos
de clustering se grafican con distintos colores, mientras que los grupos origi-
nales se identifican con la forma del punto. Una primera observacién grafica
muestra que el clustering jerarquico con el método single no tuvo un buen

desemperno (Figura 1.2).

J-means, J=13 PAM,J=3 Basado en modelos, J =3
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Figura 1.2: Clasificacion por distintos métodos de clustering de un conjunto de 75
observaciones simuladas como en [11].
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Comparacion de los métodos a partir de los indices

Se implementa una funciéon en R que devuelve las cantidades a, b, ¢ y d,
resultantes del conteo de pares para dos particiones dadas ¢ y €. En la Tabla
1.2 se presentan dichas cantidades para la comparacion de cada resultado de
clustering con el vector de grupos original. El total de pares evaluados es

n(n —1)/2 =75 x 74/2 = 2775,

a b c d
3—means 788 1756 119 112
PAM 830 1802 73 70
Basado en modelos 788 1756 119 112
Jerdrquico (complete) 768 1734 141 132
Jerdrquico (average) 762 1700 175 138
Jerarquico (single) 768 1734 141 132

Tabla 1.2: Conteo de pares entre las particiones obtenidas por clustering y el vector
de grupos verdadero.

En las Tablas 1.3, 1.4 y 1.5 se presentan los indices basados en conteo
de pares, las medidas basadas en la superposicién de conjuntos o tabla de
contingencia y los indices de informacién mutua, respectivamente, calculados

para comparar el resultado del clustering con la verdadera etiqueta.

Rand Rand Ajustado Jaccard Fowlkes-Mallows Mirkin Diferencia de particiones

3-means 0.92 0.81 0.77 0.87 462 1756
PAM 0.95 0.88 0.85 0.92 286 1802
Basado en modelos 0.92 0.81 0.77 0.87 462 1756
Jerdrquico (complete)  0.90 0.78 0.74 0.85 546 1734
Jerdrquico (average) — 0.89 0.75 0.71 0.83 626 1700
Jerdrquico (single) 0.70 0.42 0.49 0.68 1674 1128

Tabla 1.3: Resultados de los indices basados en conteo de pares. Comparacién entre
las particiones obtenidas por clustering y el vector de grupos verdadero.

Meila Heckerman Clasificacién correcta  Van Dongen MCFE

3-means 0.93 0.93 10 0.07
PAM 0.96 0.96 6 0.04
Basado en modelos 0.93 0.93 10 0.07
Jerdrquico (complete) 0.92 0.92 12 0.08
Jerarquico (average) 0.91 0.91 14 0.09
Jerdrquico (single) 0.95 0.64 31 0.36

Tabla 1.4: Resultados de los indices basados en superposiciéon de conjuntos. Compa-
racion entre las particiones obtenidas por clustering y el vector de grupos verdadero.
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Informacién mutua normalizada Informacién mutua normalizada Variacién

de Strehl y Ghosh de Fred y Jain de informacién
3-means 0.80 0.80 0.63
PAM 0.86 0.86 0.43
Basado en modelos 0.80 0.80 0.63
Jerdrquico (complete) 0.77 0.77 0.71
Jerdrquico (average) 0.75 0.75 0.78
Jerdrquico (single) 0.57 0.56 1.13

Tabla 1.5: Resultados de los indices basados informacién mutua. Comparacion
entre las particiones obtenidas por clustering y el vector de grupos verdadero.

En primer lugar, se observa que la mayoria de las medidas producen el
mismo ordenamiento en la evaluacion de las particiones, por lo cual llevarian a
una interpretacién similar de los resultados. El indice de Meila-Heckerman es el
unico discordante que computa un mejor puntaje para el clustering jerarquico

por el método single (0.95), debido a que no empareja univocamente las clases.

Ademas podemos ver que:

= las medidas normalizadas permiten hacer la interpretaciéon de los resul-
tados de manera mas intuitiva, por ejemplo indice de Rand que vale 0.92
para el clustering obtenido por el método PAM, a diferencia los indices
Mirkin, Diferencia de particiones y Van Dongen que no estan normaliza-
dos.

» verificamos que se distingue bien a los indices de similaridad (Rand, Rand
ajustado, Jaccard, Fowlkes-Mallows, diferencia de particiones, Meila-
Hckerman, clasificacién correcta) de los de disimilaridad (Mirkin, Van
Dongen y MCFE), por ejemplo la medida de clasificacién correcta es 0.96,
al comparar la particién del método PAM con la verdadera particion de
los datos, y el MC'E es cercano a cero (0.04) para la misma comparacion.

= la mayoria de los métodos tienen un buen desempeno, clasificando a una
proporcion alta de observaciones correctamente, exceptuando al método
jerarquico single.

= la clasificacién del método PAM es la mejor segtin todas las medidas cal-
culadas y la obtenida por el método jerarquico single es la peor evaluada.

= las particiones generadas por el método 3-means y el método basado en
modelos obtienen iguales valores en todos los indices de comparacion.

= en cuanto a los métodos jerarquicos, segiun todos los indices, la mejor

particion se obtiene por el método complete y le sigue el método average.
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Capitulo 2

El indice minimo error de
clasificacion (MCE)

En este capitulo se expone la definicién y analisis del indice minimo error
de clasificacién (MCE), introducido por Meila en [17]. El objetivo del anéli-
sis es establecer la funcion de distribucion del indice, a partir de la cual se
intentara disenar técnicas de utilidad para evaluar si dos particiones son es-
tadisticamente similares. La evaluacion de una particién obtenida mediante
clustering puede hacerse con respecto a las verdaderas etiquetas de los datos,

es decir, como en el ejemplo anterior con datos etiquetados.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. En la primera seccion
se formaliza la definicién del indice y se presenta un ejemplo ilustrativo. En
la segunda y tercera seccién se demuestran propiedades de la distribucion y se
deriva la expresion analitica de la funcién de distribucién para dos particiones
con dos clusters. En la cuarta seccion se muestran avances para dos particio-
nes con tres clusters. En la quinta seccion se exponen resultados sobre datos
simulados. Finalmente se comparan con los resultados de otros indices a partir

de los datos simulados y en una aplicacién a datos reales.
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2.1. Definicion del indice MCE

El indice de validacién Minimo error de clasificacién (M CE) mide la “dis-
tancia” entre dos particiones segin el error de clasificaciéon de una particion
con respecto a la otra. Como las etiquetas de las particiones son arbitrarias,
la medida toma el minimo error permutando de todas las maneras posibles las

etiquetas de las observaciones.

Maés precisamente, dado un conjunto de datos {zy,...,2,} CRP y €y
¢’ € P(X) dos particiones de ., denotamos las clases obtenidas en la prime-
ra particion € por {C1,...,C;} y las clases obtenidas en la segunda particion
por {C},...,C7}. Las etiquetas de cada observacién en la primera particién
se denotan {y1,...,y,} y las de la segunda particién {¢1,...,9,}, es decir
yied{l,....JJytyu e{l,...,L}Vi=1,... n.

Si S es el conjunto de permutaciones del vector de etiquetas {1,...,J}, el

error de clasificacién (CE) asociado a una permutacién o € S; se define como:

1 n
To = Z Liyito(3)y
i=1
Entonces el MC'E de la segunda particién respecto de la primera es:

mingegs, 7o siJ <L
; 1 .
minses, 5 2 Lo(yzg) Sl no

T=MCE(€¢,¢") = {

De aqui en adelante supondremos que las dos particiones comparadas tienen

la misma cantidad de clases, es decir J = L.

Ejemplo:

Supongamos que tenemos n = 6 observaciones repartidas en J = 3 grupos,
segun las particiones ¢, %" y ¢” (podemos pensar que ¢, %¢” y €" son resulta-
dos de tres métodos de clustering distintos). Denotando a cada particién como

un vector de etiquetas y con la notacién del Capitulo 1 tenemos que:

¢ = {yl = 17y2 = 173/3 = 27y4 = 27y5 = 2;y6 :3} ==
{Cl = {17517332},02 = {IL’3,$4>$5},C3 = {1’6}}
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(g/:{gl :37yA2 :Bagj?): 17g4: 17yA5 = 17?}6:2}:
{01 = {$3,I47$5} ,Cy = {5156} ,C3 = {$1,$2}}

G — {5 =305 —= g = L= Lgh = 2,05 = 2} =
{Ol = {I2,$37.T4} s 02 - {$57x6} s 03 = {Il}}

Recordemos que el conjunto de permutaciones S; de las etiquetas {1, 2,3}

tiene 3! = 6 elementos que se muestran en la Tabla 2.1:

o1=1d 03=(23) o03=(12) o4,=(123) o05=(132) o0¢=(13)

1—1 1—1 1—2 1—2 1—3 1—3
2—2 2—3 2—1 2—3 2—1 2—2
3—3 3—2 3—3 3—1 3—2 3—1

Tabla 2.1: Permutaciones de {1, 2, 3}

Calculamos el error de clasificacién (CE) 7, = ¢ 1iy,40(5)} Para cada
una de las seis permutaciones y luego el indice MCFE.
6
Al comparar € con €’ tenemos que 7,, = %Z Liyitowy = 1; 7oy = %;
i=1

. __ 4. __ 1. _
77—0‘4_677—05_177-06_0

[ex[e4}

Tog =

Por lo tanto MCE(€,€¢") = min{7s,, Toy, Togs Toys Toss Tog } = 0, por lo que

% y ¢’ son la misma particién del conjunto de datos.
Al comparar € con ¢”, 7,, =

Por lo tanto MCE(¥¢,¢") = %, por lo cual las particiones coinciden en %

de sus elementos.

2.2. Distribucion del error de clasificacion

(CE)

Para derivar la distribucién del MC'E necesitamos conocer la distribu-
cion de los errores de clasificacion 7,. Para y; v 1; dos realizaciones de varia-

bles aleatorias independientes discretas con igual distribucién y con etiquetas
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{1,...,J}, definimos:

= p; =Ply; =j], 0, =Pl =jl, vy
= 0 =Ply; # o)) =1-Plys = 0(@)] =1 - X Plyi = j, o) = j] =

J A~
1—=>75 1 pib;

Suponiendo que y; y y; provienen de una variable aleatoria que toma valo-

res uniformes en {1,...,J}, entonces p; =p; =1/J y 0 =1 — .

Vamos a trabajar con la variable n7,, ya que al ser suma de n variables

aleatorias independientes Bernoulli de parametro § = 1 — %,
1.
7.

conocemos que

nt, es Binomial de pardmetrosny 6 =1 —

nt, ~ B(n,0)

Por lo tanto E(7,) =1 — % y V() =

S|

<=

(1-4)

y es sabido que para n grande su distribucion se aproxima a la distribucion

gaussiana:
nte ~ N (n,n(1 —0))
Observacion 2.2.1 1. Notar que N7, ,NT4,,...,NT, N0 son independien-
J!
tes, pues y_ nt,, = n(J —1)I(J —1).
j=1

Esto se debe a que:

-

J!
" z:1 To; = n% (1{yz‘¢01(@i)} +-+ 1{%750.11(171')}) =
i=

= 7

; #{o €Sy 0(f) #ul]

1

Como para y; y U; fijos #{oc € S;:0(a)#b} =
#S;—#{oeS;:0(a)=b}=J—(J-=(J-1I(J—-1)
J!

se deduce que n ) 7, =n(J —1)I(J —1).

Jj=1
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2.3.2.

=
NgE

=
M:

>

1

.

2. Por otro lado, podemos calcular la varianza de cada nt, de la siguiente

manera, ya que usaremos procedimientos similares en cuentas ulteriores

V(nt,) =E (; 1{yi¢a@i>}) - {E (Zl 1{yi¢a@i>})1 =

~ 2
<21 > Liyito yz)}l{yﬁ«éo(yj)}) —n*P (y; # o(4:))
i=1j=

(n?—n

P (y: # 0 (4:)P(y; # o(5;)) + nP(yi # o(3s))
—nQP(%’ # U(Qi))2

2 ) (1= ) 4 n(L—3) —n2(1 - }

n(l-3)[1-0-3)]=n1-73)

<=

2.3. El indice MCE y el caso de J=2 grupos

2.3.1. Suma, esperanza y varianza de CE

Si J = 2, los valores de n7 son naturales en el rango [O, g] y las permuta-
ciones involucradas son o1 = Id y 09 = (12

). A partir de la observacién de la
seccion anterior se tiene que:

B NTy +NTey =N con N7y, NTg, ~

B(n,1/2).
» E(nr,) =2

5 y V(nt,) = %.

Covarianzas de CE

COV(n1,,,n1,,) = E(nr,,,n7,,) — E(n1,, ) E(n1,,) =

1 Liyitor(5:)} Z 1{%#02(%)}) <21 1{yi¢al<@i>}> E (231 1{%7&@(%)}) =
= j=

1 21 1{&#@}1{%:@}) —E (Zl 1{yi¢@i}) E (Zl 1{yj:gj})
j= i= J=

E (1{yi7’5@i7yg‘=?}j}> -

.
I

(z
(

™M=

1

J

n?Ply; # 9:)P(y; = 9;) =
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(n® = n)P(y; # Gi,y; = 95) — n°P(y; # 0:)P(y; = 95),

porque sit = j : {yi #* Ui Yj = fgj} = 0.

A

COV(n7y,,175,) = (0> = n)P(ys # 9:)P(y; = 9;) — n°Pys # 4:)P(y; = ;) =

1 -1
Por lo que la matriz de correlaciones entre nr,, y nr,, es [ - ] ,

lo cual es acorde a que 7,, +7,, =1, ya que tenemos relacién de linealidad

perfecta.

2.3.3. Probabilidad conjunta y funcion de distribucion
del MCE

De la expresion nr,, +n7,, =n, si n7, =x y NnT,, =y se tiene que:

(0 siz+y#n

]P)<n7-0'1 - ﬂj,n7_0-2 == y) - < ]P)(nTgl — x‘nTaz =n — J:)
P(nr,, =n—x) =
P(nt,, =n—z) = (") (%)n siz+y=n

xT

\

A partir de lo cual se obtiene la siguiente tabla de probabilidad conjunta

para N7y, y NTg,:
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NToy /Moy 0 1 2 n—2 n—1 n
0 0 0 0 0 0 0 (3)"

1 0 0 0 0 0 Mm@E" o

2 0 0 0 o M@ o 0

: 0 0 0 0 0 0

n—2 0 0 (,",) (3)" 0 0 0

n—1 0 (") 3)" 0 0 0 0

N ONE R 0 0 0 0

Veamos cudl es la distribucién de nr = min {n7,,,n7,, }.
Tenemos que P(nrt = z) =

P(nry, = z,n75, =n—2) +P(n1,, = 2,075, =N — 2) =
2P(n7,, = 2,75, =n — z) = 2(7) (%)n, para z # Z.

Sin espar, P (nT = %) =P (717'0'1 = 5,nT0y = %) — (n7/12) (%)n

() () siz=3ynespar

2(”) (%)n en otro caso

Entonces, la funcion de distribucion de nr es:
Fo.(2) =P(nt < 2) = P(min{nr,,,n1,, } < 2) =
1 —P(min{n7,,,n1,,} > 2+1) =

1 —P(nr,, > 2+ 1,n7,, > 2+ 1) y queda definida por:
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21 (B) =20(z) siz+1<2
21:0 siz> 3%

con ® = Fp,1/2) la funcién de distribucién binomial de pardmetros n y %
Observacion 2.3.1 Es facil ver que F,;(z) = F;(z/n)

La Figura 2.1 muestra la funcién de distribucién F;,, en el caso de simular

1000 observaciones del indice n7T con n = 100 observaciones y J = 2 grupos.

08 10
1

06
|

P(nt<z)

04

0.2
|

00
1

Figura 2.1: Distribucién F,,; de n7, con n = 100 observaciones y J = 2 grupos.

2.3.4. Esperanza del MCE

El calculo de la esperanza de nr difiere segtin si n es par o impar.

= Sin es par

S -1 ! () et T
2)" L K=" i =) 2 (0
1M 1\n—1_ (on-1 n—1
= ()" 2 =" e (5 - ()



k=0 k=n/2
n/2—1 1 n—1 1 2n—1
n— n—
> ( k ) = 2 ( k ) - T2
k=0 k=n/2
Entonces,

n-1 n-1 i
E(nt) = Y kP(nt =k)= > 2(3)" k(}) =
k=0 k=0
n—1 nT—l B ngl 1 -
)" k=" XAl =" (%
k=0 k=0 k=0
()" n 22—
=l n—1 nTil_l n—1 n—1 nl n—1
porque - (") = X (") + () + X (%)=
k=0 k=0 k=214
nelg
2 5 (7 + () =2
k=0 2
nl g
Entonces: (”;1) =2on=2 - 1(n)).
k=0 2

Por lo tanto,

En resumen:

5 — (%)”(T:/‘Q)% si m es par
n 1
2 2

)*(=i)n sin es impar
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2.4. El MCE en el caso de J=3 grupos

Calculamos la covarianza entre nr,, y n7,, , con k,l € {1,...,6}
COV(nr,,,nt,,) = E(nt,,,n7,,) — E(n7,,)E(n7y,) =
E <i1 1{yi¢ak<@i>}jil 1{yj¢az(@j>}> —E (il 1{yi¢ok<m>}> E (jil 1{yj¢az(@j>}> =
éﬂi P(y; # on(ii),y; # () —n*(1—1/J)".
Se tiene que:
P(ys # ow(8i),y; # 01(95)) = 1 = P([ys = ow(5:)] U ly; = ou(9;)]) =

1 =Py = on(Bi) — P(y; = 01(9;)) + P(yi = 0x(@:), y; = 01(3;))

P (y: = ou(ii)s vs = o1(31)) = é Py = 5, 0x(§:) = j> ou(is) = J) =

5P (s = ) P (o) = J.n(d) = )

El término senialado con (x) puede tomar dos valores distintos segin las
permutaciones oy y 0; que se consideren. Las permutaciones de {1,2,3} son
o1 =1id,09 = (23),03 = (12),04 = (123),05 = (132) y 06 = (13). Se debe tener
en cuenta las coincidencias entre las permutaciones, en cuanto a la correspon-
dencia de etiquetas, por ejemplo oy y 04 coinciden en hacer corresponder la
etiqueta 1 con la 2. El total de coincidencias identificadas en las permutaciones

son las siguientes:
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03,04:1—=>2 0506:1—3 o01,090:1—1
03,05 :2—>1 01,06:2—>2 09,04:2—3
01,03:3 =3 09,05:3—=>2 04,06:3—1

Entonces,

2 2

=1 J'=1

S Py = ) [2 B = 7o) = 4 onli') = j>] |

El término entre corchetes es igual a 1/.J% cuando las permutaciones coin-
ciden en la correspondencia de etiquetas y vale 0 si no coinciden (porque el

conjunto {y; = 7', 01(j") = j,01(j') = 7} = 0). Por ejemplo, se tiene que:
COV(n7y,,n1,,) =0 vy COV(nr,,,n1,,) =—n/J>

La Tabla 2.2 muestra la estimacion de la matriz de correlaciones para J = 3

con n = 500 observaciones.

NTe, NTgy NTgy NTg, NTgs N
nt,, 1.00 -0.01 -0.06 -0.50 -0.50 0.06
nr,, -0.01 1.00 -047 -0.01 0.02 -0.53
nty, -0.06 -0.47 1.00 0.04 0.02 -0.50
nty, -0.50 -0.01 0.04 1.00 -0.50 -0.03
nry, -0.50 0.02 0.02 -0.50 1.00 -0.03
nte, 0.06 -0.53 -0.50 -0.03 -0.03 1.00

Tabla 2.2: Matriz de correlaciones para particiones de n = 500 observaciones y
J = 3 grupos, sobre 1000 repeticiones de cada 7.

Notar que:

=-n —500

2 . 11 _ —
T =m0 = — 0,5 n(1—5) 5 =1500x2/9=111,111
(1-3)7
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lo cual muestra la coherencia con el resultado encontrado anteriormente. En

la Figura 2.2 ilustramos a través de un scatterplot estas correlaciones.

060 064 088 072

TTTTT
060 066 072

060 086 072
IEEEERE

062 068

060 086 072

TTT 11T
050 066 072

060 086 072

060 062 0.54 086 0.68 0.70 0.72 0860 064 068 072

Figura 2.2: Correlaciones entre nt,,, n7g,, NT4s, VT4, , NTos, NTy,, Para particiones
de n = 500 observaciones y J = 3 grupos, sobre 1000 repeticiones de cada nt,,;.

Para determinar la distribucién del minimo debemos hallar la distribucién

conjunta de (N7, , NTyy, Ny, Ny, , NT4s, NT4s) SUjEtO a que:

" NTy + NTyy + NTpy +NTy, + N7, + 07, =40  y a que

» COR(n7,,,n7,;) = COR(n7,,,n7,,) =
COR(nt,,,n7s, ) = COR(nTy,, n7,,) =
COR(n7y,,n7,5,) = COR(NTy,, n74,) = —0.5

y COR(n7,,,n7,,) =0 en otros casos.

Esta probabilidad conjunta es objeto de estudio actualmente.

2.5. Simulaciones

En esta seccion se estudia la distribucion empirica del MCE entre dos
particiones € y %’. Se consideran y comparan los resultados bajo distintas
condiciones experimentales: diferente cantidad de grupos (J), diferente can-
tidad de observaciones (n), particiones independientes o con distintos grados

de dependencia y balance o desbalance en el tamano relativo de los grupos.
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Para cada uno de los cuatro escenarios definidos segin condiciones de inde-
pendecia/dependencia de las particiones y balance/desbalance de los grupos se
describe el proceso de simulacion, una presentacion grafica de la distribucién

del indice y las medias obtenidas para cada valor de J y n.

2.5.1. Particiones independientes con clases balancea-

das

Para el caso de particiones independientes con J clases balanceadas se
simulan directamente los vectores de particiones € y %', que contienen las
etiquetas de cada observacion. Estas podrian ser el resultado de un anélisis de

clustering.

El procedimiento de simulacién utilizado fue el siguiente: se genera un vec-
tor fijo de etiquetas equidistribuidas %,.., en cada paso se simula ¥ como un
reordenamiento aleatorio de %, y %’ como un reordenamiento aleatorio del

% . De esta manera los pares (¢, %”) son independientes entre si.

Realizamos simulaciones para J cantidad de clases y n nimero de observa-
ciones, con J € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} y n € {50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000}.
Para cada valor de J y n se generan N = 1000 parejas de particiones (¢, %”)
independientes y se calcula el indice 7 = MCE(%,%"). Asi se obtienen 1000

valores del indice para cada valor de J y n.

La Figura 2.3 muestra el grafico de la densidad del MCE(%,%’) estimada
a partir de N = 1000 valores del indice, para distintos valores de J y con
n = 1000 observaciones. Vemos que la forma de la densidad es més simétrica

cuando aumenta la cantidad de grupos J.
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Figura 2.3: Estimacién de la densidad del MCE(%,%") con N = 1000 valores del
indice, donde ¢ y ¢’ son particiones independientes de n = 1000 observaciones con
J clases balanceadas.

En la Tabla 2.3 se presentan las medias del MCE(%,%") para cada valor

de n y J sobre las N = 1000 repeticiones. Se observa que estos valores aumen-

T T
045

T T
0.47 049

076 078

S

30

a 10

0 20 40 E0

0 20 40 60 B0

061 063 065 067

o 20 40

0 20 40 €60

>

0 20 40 B0

T T T T T T
0.69 0.7

0.73

=4
e
¥}

n.8s

0.87

tan con la cantidad de clases J y con el tamano de muestra n.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

n=50 044 0.57 0.63 0.66 0.67 0.68 0.68 0.68 0.68
n=100 0.46 0.60 0.67 0.70 0.72 0.74 0.74 0.75 0.75
n=200 0.47 0.62 0.69 0.73 0.76 0.77 0.78 0.79 0.80
n=300 0.48 0.63 0.70 0.74 0.77 0.79 080 0.81 0.82
n=400 0.48 0.63 0.71 0.75 0.78 0.80 0.81 0.82 0.83
n=500 0.48 0.64 0.71 0.76 0.79 081 082 083 0.84
n=1000 0.49 0.65 0.72 0.77 080 0.82 0.84 0.85 0.86

Tabla 2.3: Medias del MCE(%,%") con N = 1000 valores del indice, donde € y

¢’ son particiones independientes de n observaciones con J clases balanceadas.
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2.5.2. Particiones independientes con clases desbalan-

ceadas

Para simular particiones independientes con J clases desbalanceadas sim-
plemente se generan (de manera independiente) pares de vectores (¢,%”) a
partir de la distribucién binomial B(J — 1,0.6), donde J se corresponde con
la cantidad de clases de cada particion. Como los nimeros generados aleato-
riamente a partir de la distribucién binomial incluyen al cero (dando como
resultado valores en el rango [0,.J — 1]), para obtener el vector de etiquetas
{1,2...,J} sumamos a las simulaciones el valor 1. La Figura 2.4 y la Tabla
2.4 muestran que los resultados son similares a los observados en el caso ba-

lanceado aunque con magnitudes menores en el valor del indice.

J=2 J=3 J=4
o
2 y
- 8 - g -
o ] ] ]
3] o o |
- o~ o™
o o o
o 4 o o
T T T T T T T T T T T T T T
042 0.48 050 0.58 080 064 064 0868
J=5 J=6 J=T
ER ] .
= | J
o _] « m
= ] J
| = o |
o = o o 4
T T T T T T T T T T T T T T T T
0.66 0.70 074 068 072 076 072 074 078 078
J=8 J=9 J=10

30
40

20

o 10

T T T T T 1T
.76 078 080

T T T T 11T T T T T T T 1
072 075 077 079 075 077 075 0.3

Figura 2.4: Estimacién de la densidad del MCE(%¢,%") con N = 1000 valores del
indice, donde ¥ y ¢’ son particiones independientes de n = 1000 observaciones con
J clases desbalanceadas.
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J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

n=50 044 056 0.61 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.68
n=100 0.46 0.58 0.64 0.67 0.69 0.70 0.71 0.72 0.73
n=200 0.47 0.60 0.66 0.69 0.71 0.73 0.74 0.75 0.76
n=300 0.47 0.60 0.66 0.70 0.72 0.74 0.75 0.76 0.77
n=400 0.47 0.60 0.67 0.70 0.72 0.74 0.76 0.77 0.78
n=500 0.48 0.60 0.67 0.70 0.73 0.75 0.76 0.77 0.78
n=1000 0.48 0.61 0.67 0.71 0.74 0.76 0.77 0.78 0.79

Tabla 2.4: Medias del MCE(%,%") con N = 1000 valores del indice, donde € y
¢’ son particiones independientes de n observaciones con J clases desbalanceadas.

2.5.3. Particiones dependientes con clases balanceadas

El siguiente escenario analizado es la comparacién de particiones depen-
dientes con clases balanceadas. Para esto se simulan vectores de observaciones

con diferentes grados de dependencia entre si.

El procedimiento de simulacion parte de vectores de etiquetas iguales
¢ = %', con J grupos de igual tamano. Luego se modifica aleatoriamente
una proporcion de las etiquetas etiquetas de €. La modificacién varia en pro-
porciones p € {0.1,0.4,0.6,0.9}, por ejemplo cuando p = 0.40 y n = 100 la
segunda particion podra diferir de la primera en las etiquetas de 40 observa-
ciones. Se realizan N = 1000 repeticiones de las muestras dependientes para
cada valor de p, J y n. En la Figura 2.5 y en la Tabla 2.5 se presentan los
resultados de la distribucién para p = 0.4, que se corresponden con un grado
de dependencia moderada de las particiones. Observando los resultados cons-
tatamos, como es esperar, que el error de clasificacién es menor al obtenido en
la comparacién de particiones independientes. Los valores del indice M C'E au-
mentan en promedio cuando aumenta p, ya que es el parametro que determina
la diferencia entre las particiones comparadas. Estos resultados no se exponen

en este trabajo por motivos de espacio.
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Figura 2.5: Estimacién de la densidad del MCE(%,%’) con N = 1000 valores

del indice, donde ¥ y €’ son particiones dependientes (p

observaciones con J clases balanceadas.

= 04) de n

= 1000

J=2

J=3

J=4

J=5

J=6

J=T7

J=8

J=9

J=10

n=50
n=100
n=200
n=300
n=400
n=>500
n=1000

0.202
0.201
0.200
0.201
0.200
0.200
0.200

0.263
0.267
0.268
0.266
0.267
0.266
0.267

0.299
0.299
0.301
0.301
0.300
0.300
0.300

0.320
0.320
0.320
0.320
0.320
0.320
0.320

0.334
0.333
0.334
0.333
0.333
0.333
0.334

0.343
0.343
0.343
0.343
0.343
0.343
0.343

0.351
0.351
0.349
0.350
0.350
0.350
0.350

0.355
0.353
0.357
0.355
0.355
0.356
0.355

0.360
0.361
0.360
0.360
0.360
0.360
0.360

Tabla 2.5: Medias del MCE(%,%") con N = 1000 valores del indice, donde €y ¢”
son particiones dependientes (p = 0.4) de n observaciones con J clases balanceadas.

2.5.4.

das

Particiones dependientes con clases desbalancea-

Para la generacién de particiones dependientes con clases de diferente ta-

mano se combinan los mecanismos de simulacion de los escenarios anteriores.

El procedimiento parte de dos vectores de etiquetas iguales (¢ = "), gene-

rados a partir de la distribucién binomial para garantizar clases de diferente
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tamafio (como fue descrito en la pagina 36). Luego se modifica aleatoriamente
una proporcién de las etiquetas de €”. La modificacién varia en proporciones
p={0.1,0.4,0.6,0.9} (como en la pagina 37). Se realizan N = 1000 repeticio-

nes de las muestras dependientes para cada valor de p, J y n.

Al igual que en el ejemplo anterior, se muestra el grafico de densidad (Fi-
gura 2.6) en el caso de n = 1000 observaciones y la media del indice (Tabla
2.6) calculada para cada combinacién de J y n, ambos para un grado de de-
pendencia determinado en la simulaciéon por la proporcién p = 0.4. Se observa
que los valores medios son similares a los resultantes en particiones con clases

balanceadas.

J=2 J=3 J=4
o | i i
L] o _ o
= | (2] (=]
& i i
o = | o |
o = o - o 4
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
018 020 024 024 026 028 030 027 029 031 033
J=5 J=6 J=T1
R 2 2
& & &
(= L= L=l
T T T T T T T T T T T T T T T T T
029 031 033 030 032 034 038 032 03¢ 038
J=8 J=9 J=10

20 40

0 20 40 B0

1]

033 0.35 0.37 32 034 038 038 0.34 0.36 0.38

Figura 2.6: Estimacién de la densidad del MCE(%,%¢") con N = 1000 valores
del indice, donde € y %’ son particiones dependientes (p = 0.4) de n = 1000
observaciones con J clases desbalanceadas.
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J=2 J=3 J=4 J= J=6 J=r J=8 J=9 J=10

n=50 0.200 0.264 0.299 0.320 0.330 0.341 0.349 0.353 0.357
n=100 0.200 0.268 0.300 0.321 0.332 0.343 0.349 0.355 0.360
n=200 0.200 0.266 0.301 0.320 0.334 0.344 0.350 0.355 0.360
n=300 0.200 0.267 0.300 0.321 0.333 0.343 0.350 0.356 0.360
n=400 0.201 0.266 0.300 0.320 0.333 0.343 0.350 0.356 0.360
n=500 0.201 0.266 0.300 0.319 0.333 0.343 0.350 0.356 0.360

n=1000 0.200 0.266 0.300 0.320 0.334 0.343 0.350 0.355 0.360

Tabla 2.6: Medias del MCE(%,%") con N = 1000 valores del indice, donde € y
%" son particiones dependientes (p = 0.4) de n observaciones con J clases desbalan-
ceadas.

2.6. Comparacion del MCE con otros indices

en distintas situaciones

Para la analizar comparativamente los resultados del M C'E seleccionamos
los indices de Rand y Jaccard, conocidos y popularmente utilizados en com-
paracion de clustering. Los resultados se examinan en las distintas condiciones
experimentales simuladas en la seccion anterior y en un aplicacion a un con-

junto de datos reales.

2.6.1. Simulaciones

Calculamos los valores de los indices MCE, Rand y Jaccard sobre los datos
simulados en la Seccion 2.5 y la relacién entre los indices es evaluada mediante
el coeficiente de correlacion de Pearson, calculado con N = 1000 valores de los

indices.

En las tablas 2.7 a 2.8 se presentan los coeficientes obtenidos para las parti-
ciones simuladas con n = 1000 observaciones, segin la cantidad de clases (J),
en los escenarios de particiones con independencia o con dependencia (con
p = 0.4) y distinguiendo segin condiciones de desbalance o balance en los

grupos.
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J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 promedio
Dependencia Grupos desbalanceados -1 -0,93 -0,89 -0,83 -0,81 -0,79 -0,73 -0,74 -0,70 -0,83
Grupos balanceados -1 -1 -1 -1 -0,99 -0,99 -0,99 -0,99 -0,98 -0,99
Independencia Grupos desbalanceados -0,94 -0,28 -0,43 -0,21 -0,21 -0,12 -0,14 -0,13 -0,05 -0,28
Grupos balanceados -0,93 -0,86 -0,83 -0,81 -0,8 -0,79 -0,78 -0,78 -0,77 -0,82

Tabla 2.7: Correlaciones entre MCE(%,%") y Rand(%,%") sobre N = 1000 valores
de los indices, donde € y %" son particiones con J = 2,...,10 grupos y n = 1000
observaciones, con dependencia/independencia y desbalance/balance en los grupos.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 promedio
Dependencia Grupos desbalanceados -0,99 -0,95 -0,91 -0,87 -0,85 -0,82 -0,78 -0,77 -0,75 -0,86
Grupos balanceados -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -0,99
Independencia Grupos desbalanceados -0,58 -0,45 -0,6 -0,52 -0,56 -0,59 -0,57 -0,63 -0,54 -0,56
Grupos balanceados -0,93 -0,86 -0,83 -0,81 -0,8 -0,79 -0,78 -0,78 -0,77 -0,82

Tabla 2.8: Correlaciones entre MCE(%¢,%") y Jaccard(€,%¢’) sobre N = 1000
valores de los indices, donde ¢ y ¢’ son particiones con J = 2,...,10 grupos y
n = 1000 observaciones, con dependencia/independencia y desbalance/balance en
los grupos.

En primer lugar se evidencia que la asociacion entre los resultados del MCE
y los indices de Rand y Jaccard varia segtin las condiciones experimentales.
Cuando las particiones comparadas tienen clases balanceadas, la correlacién es
negativa (lo cual es de esperar porque MCE mide la “distancia” o disimilari-
dad entre particiones, mientras que Rand y Jaccard son indices de similaridad)
y fuerte. Si se trata de particiones con dependencia la asociacién es casi per-
fecta (cercana a menos uno), mientras que con particiones independientes la
asociacién es fuerte pero menor (entre —0.77 y —0.93). También se observa

que la correlacion disminuye cuando aumenta el nimero de clases J.

En condiciones de grupos desbalanceados los resultados de los indices di-
fieren. Podemos observar que al comparar particiones dependientes las corre-
laciones —si bien disminuyen respecto al caso de grupos de igual tamano—
tienen coeficiente de entre —0.7 y —0.99. Sin embargo, cuando las particiones
son independientes y ademas desbalanceadas la asociacion entre las medidas
es sensiblemente menor y, exceptuando el caso con J = 2 grupos, es mucho

mas débil con el indice de Rand que con el indice de Jaccard.

Si observamos los valores medios que se obtienen de cada indice en las
simulaciones del caso de dos particiones independientes con grupos desbalan-

ceados (Tabla 2.9), podemos describir la diferencia en el comportamiento de
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los indices en este caso particular. En el ejemplo de particiones con n = 1000
observaciones, el MCFE muestra un error de clasificacién alto, lo que es de
esperar al comparar particiones que son independientes. El mismo compor-
tamiento puede observarse en los valores medios del indice de similaridad de
Jaccard, pero en sentido opuesto al M C'E que mide disimilaridad. Sin embar-
go, el indice de Rand muestra un comportamiento contraintuitivo, con valores
del indice altos en promedio. Por este motivo consideramos que el indice de
Rand no muestra un buen desempeno para identificar las diferencias de dos

particiones independientes, cuando éstas tienen grupos desbalanceados.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

MCE 048 0.61 0.67 071 0.74 0.76 0.77 0.78 0.79
Rand 0.50 0.55 0.62 0.68 0.72 0.75 0.78 0.80 0.81
Jaccard 0.33 0.20 0.14 0.11 0.09 0.08 0.07 0.06 0.06

Tabla 2.9: Medias de los indices MCE(¢,%¢"), Rand(¢,%") y Jaccard(€,%") con
N = 1000 valores de los indices, donde (%,%”) son particiones independientes de
n = 1000 observaciones con J clases desbalanceadas.

2.6.2. Una aplicacién a datos reales (MNIST)

La base de datos MNIST contiene 70000 imagenes de digitos escritos a
mano. Los datos describen las imagenes en escala de grises de tamano 28 x 28
pixeles, como los que muestra la Figura 2.7. Cada una de las 28 x 28 = 784
columnas del conjunto de datos se corresponde con el rango del pixel (de 0 a
783) y toman valores entre 0 y 255 , que representan la intensidad del gris. La
base contiene una columna adicional con la etiqueta que indica el digito del 0

a 9 que representa la imagen.

Figura 2.7: Ejemplos de iméagenes de 28 x 28 pixeles de MNIST.

Se aplican algoritmos de clasificacién no supervisada: 10-means y CLARA!
[12], como en el Capitulo 1, con J = 10 clases. Luego se comparan los resulta-

dos con la verdadera etiqueta de las imagenes.

I Adaptacién del método PAM a bases de datos con una gran cantidad de observaciones.
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La Tabla 2.10 muestra la matriz de contingencia que surge de comparar el
clustering obtenido por el método 10-means y la verdadera clasificacion de los
digitos {0,1,...,9}, donde C; es el cluster emparejado con el grupo del digito
7, con la permutacion de etiquetas que minimiza el error de clasificacién. Como
puede observarse, calculamos la tasa de error de cada digito a partir de dicha
tabla de contingencia. Observamos que ésta oscila alrededor de 0.3 para la
mayoria de los digitos. Los errores relativos mas altos estan en el digito 5 —con
un error de 0.7— que como puede observarse es clasificado frecuentemente
como 3 u 8, y en el digito 9, que el 90 % de las veces fue asignado al grupo de

los digitos 4 y 7.

digito 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Co 5046 0 56 22 9 60 76 21 37 50
Ch 2 4293 427 457 181 166 201 375 337 267
Cy 9 10 4862 210 29 7 o7 53 23 20
Cs 291 8 319 4581 0 2118 38 3 1174 86
Cy 42 6 215 188 3735 425 67 2088 208 3456
Cs 1253 7 238 500 261 1851 1940 12 346 30
Cs 173 7 152 33 170 70 4434 4 o4 16
C7 7 10 79 46 2193 212 4 4405 188 2852
Cy 76 9 205 1051 17 1141 16 20 4115 89
Cy 4 3527 437 53 229 263 43 310 313 92

error . 027 0,45 0,30 036 045 0,71 0,36 040 040 0,99

Tabla 2.10: Tabla de contingencia entre el vector con la verdadera etiqueta de
los digitos y la particién obtenida por el método 10-means, donde C; representa el
cluster emparejado con el digito 7, segin el minimo error de clasificacion.

Los valores de los indices de Rand, Jaccard y MCFE en la comparacion de
los clustering y la verdadera etiqueta de los digitos se presentan en la Tabla
2.11. El error segin el indice MCFE es menor para la particién obtenida por
10-means. Los indices Rand y Jaccard también muestran que la clasificacién

de 10-means es mejor que la resultante del método CLARA.

MCE Rand Jaccard
k-means 0.47  0.88 0.28
CLARA 0.55  0.85 0.19

Tabla 2.11: Indices M CE, Rand y Jaccard en la comparacién de las particiones
obtenidas por clustering con el vector de digitos de MNIST.
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Las diferencias entre las magnitudes de los indices al comparar las cluste-
ring con la verdadera etiqueta pueden interpretarse a partir del anélisis de la
tabla de contingencia 2.10. Podemos ver que segun el indice de Rand las par-
ticiones comparadas son bastante similares. Si repasamos la definicién, vemos
que este indice contabiliza a los pares de observaciones que son clasificados en
el mismo grupo (a) y en distintos grupos (b) por ambas particiones, logrando
captar por ejemplo agrupamientos de los digitos 5 y 9 que en el MCE, por su
emparejamiento univoco de los grupos, se computan como errores. El indice
de Jaccard desestima la cantidad b en su definiciéon, motivo que explica la di-

ferencia con el indice de Jaccard, si bien ambos miden similaridad.

En este sentido, los indices muestran diferencias que pueden ser provechosas
segun el contexto y los objetivos de la comparaciéon. Estas diferencias deben
ser consideradas al momento de la interpretacion de los resultados, para poder
evaluar con el indice que mas se adecue al propédsito del trabajo pudiendo

incluso utilizarlos de manera complementaria.
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Capitulo 3

Test de hipdtesis para
particiones independientes a
partir del MCE

Uno de los propdsitos principales de conocer la distribucién tedrica del
indice es el diseno de pruebas que permitan determinar si dos particiones son
estadisticamente equivalentes. Las propiedades que fueron demostradas hasta
el momento se derivaron bajo algunos supuestos y nos permiten elaborar un
test de hipdtesis para particiones independientes, con J = 2 grupos igualmente
distribuidos. A continuacién presentamos el test disenado basado en el indice

MCEFE y una evaluacion del desempeno sobre datos simulados.

En el caso de dos grupos demostramos que si las particiones comparadas
¢ y €' son independientes entonces nr, ~ B(n,1 — 1/J) y vimos cudl es la

distribucién de nr.

Ahora proponemos un test de hipdtesis no paramétrico para contrastar si
dos particiones son independientes entre si. Dadas dos particiones ¢ y ¢”, el

planteo del test es:

(Hyp): Las particiones € y " son independientes

(H,): Las particiones ¢ y ¢’ no son independientes

El estadistico de prueba es nt cuya distribuciéon bajo Hy es conocida para
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el caso J = 2. A partir de que P(n7 > ¢,) > 1 — « se propone la regién
critica definida por el intervalo [0, ¢, ), con ¢, el cuantil a de la distribucién
del estadistico. Si a = 0.05:

For(q0.05) = P(nT < qoo5) < 0.05

En la Tabla 3.1 se presentan los cuantiles 0.05 de n7 calculados sobre las
1000 simulaciones de particiones independientes con clases balanceadas. El
caso J = 2 se puede comparar con el cuantil tedrico 0.05 que esta en la tltima
columna. La Tabla 3.2 contiene la misma informacién para el indice 7 (M CFE),

es decir, con el error expresado en proporciéon de casos.

Experimental Tedrico
J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=2
n=>50 18 25 28 30 31 31 31 31 31 18
n=100 40 B5 62 66 68 70 T1 71 71 40
n=200 86 116 132 140 146 149 152 154 155 86

n=300 132 181 204 217 225 231 235 238 240 133
n=400 180 244 274 293 304 312 318 322 326 180
n=500 228 308 347 371 385 395 402 408 412 228
n=1000 470 630 712 759 789 811 827 838 847 469

Tabla 3.1: Cuantil 0.05 de la distribucién empirica de nr (RMCE) so-
bre 1000 simulaciones con J € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} grupos y n €
{50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000} observaciones y cuantil 0.05 de la distribucién
tedrica del nT para J = 2 grupos y n € {50,100, 200, 300,400, 500,1000} (tdltima
columna).

Experimental Teorico

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=2

n=>50 0.36 0.50 0.56 0.60 0.62 0.62 0.62 0.62 0.62 0.36
n=100 0.40 0.55 0.62 0.66 0.68 0.70 0.71 0.71 0.71 0.40
n=200 043 058 0.66 0.70 0.73 0.74 0.76 0.77 0.78 0.43
n=300 044 0.60 0.68 0.72 0.75 0.77 0.78 0.79 0.80 0.44
n=400 045 0.61 0.68 0.73 0.76 0.78 0.80 0.80 0.81 0.45
n=500 0.46 0.62 0.69 0.74 0.77 0.79 0.80 0.82 0.82 0.46
n=1000 0.47 0.63 0.71 0.76 0.79 0.81 0.83 0.84 0.85 0.47

Tabla 3.2: Cuantil 0.05 de la distribucién empirica del MCE sobre 1000 simula-
ciones con J € {2,3,4,5,6,7,8,9,10} grupos y n € {50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000}
observaciones y cuantil 0.05 de la distribucién teédrica del nt para J = 2 grupos y
n € {50,100, 200, 300, 400, 500, 1000} (ultima columna).

46



3.1. Desempeno experimental del test de
hipétesis

Para evaluar el desempeno del test planteado se estudian las tasas de error
obtenidas en simulaciones generadas con diferentes condiciones experimenta-
les. Los puntos criticos de la prueba son los estimados en la seccién anterior,
presentados en la Tabla 3.2. En el caso J = 2 se toman los resultados tedricos

y en el resto de los casos los estimados de forma empirica.

Se consideran el error tipo I (= Py, (Hy)) vy el error tipo II (= Py, (Hy)).
Estos se calculan como la proporcién de casos donde rechazo H, suponiendo
Hy cierta y la proporcion de casos en los cuales no rechazo Hy suponiendo
H; cierta, respectivamente. Para evaluar el error tipo I se generan otras 1000
muestras de particiones (¢, %”) independientes, con n observaciones y J cla-
ses balanceadas. En la Tabla 3.3 se presentan los errores tipo I obtenidos al
comparar las particiones independientes simuladas segtiin J y n. Este computa

alrededor de 5% en todos los casos, como era de esperar.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

n=5H0 33 30 21 40 43 28 13 24 2.9
n=100 23 34 33 35 27 44 43 18 4.7
n=200 29 25 46 38 43 36 42 47 3.3
n=300 52 43 44 63 27 59 38 44 3.6
n=400 46 53 53 39 25 44 41 32 5.3
n=>500 66 28 42 46 50 44 32 4.0 3.9
n=1000 3.8 46 41 45 38 43 45 43 3.3

Tabla 3.3: Porcentaje de error tipo I obtenido con el test en N = 1000 compara-
ciones de particiones independientes con clases balanceadas.

Por otra parte, para evaluar el error tipo II, se utilizan las particiones
generadas bajo Hi, es decir, con dependencia. Como fue descrito en la Sec-
cién 2.5, se simulan particiones con clases balanceadas y diferentes grados
de dependencia entre si. La particiones comparadas varian en proporciones
p = {0.1,0.4,0.6,0.9}. Se utilizan la N = 1000 repeticiones de las muestras

dependientes generadas para cada valor de p, J y n.

El error tipo Il es 0 cuando p = 0.1 y p = 0.4 (alta dependencia de las

particiones). Las Tablas 3.4 y 3.5 refieren a los errores cuando las particiones
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son modificadas en una proporcién 0.6 y 0.9 de los casos, respectivamente.
Puede observarse que, en el primer caso (p = 0.6), el error tipo II es siempre
0, salvo en el caso conn = 50y J < 3, y con n = 100 y J = 2, donde
el error es positivo pero pequeno. Cuando p = 0.9 (escenario més cercano
a independencia) la proporcién de veces que se acepta la hipdtesis nula de
independencia es considerable. El error de tipo II en este ejemplo disminuye

cuando crece n y J.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

n=50 194 32 15 00 00 00 00 00 0.0
n=100 04 00 00 00 00 0.0 00 0.0 0.0
n=200 00 00 00 00 00 00 00 0.0 0.0
n=300 00 0.0 00 00 00 0.0 00 0.0 0.0
n=400 00 00 00 00 00 00 0.0 0.0 0.0
n=500 00 00 00 00 00 0.0 00 0.0 0.0
n=1000 0.0 00 00 00 00 00 00 00 0.0

Tabla 3.4: Porcentaje de error tipo II obtenido en N = 1000 comparaciones de
particiones dependientes (p = 0.6) con clases balanceadas.

J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

n=50 942 947 954 935 93.7 96.2 969 97.7 97.8
n=100 87.5 88.0 88.7 89.6 88.8 87.7 885 91.2 86.2
n=200 73.7 67.8 66.6 642 689 63.3 71.0 69.2 70.5
n=300 60.0 53.2 46.1 36.2 40.0 369 394 370 41.1
n=400 46.4 33.6 25.3 21.7 21.5 152 188 228 14.1
n=500 369 191 143 98 66 81 7.1 41 5.0
n=1000 109 20 06 01 00 00 0.0 00 0.0

Tabla 3.5: Porcentaje de error tipo II obtenido en N = 1000 comparaciones de
particiones dependientes (p = 0.9) con clases balanceadas.

La evaluacién experimental muestra un buen desempeno del test de in-
dependencia de particiones con clases de igual tamano. Los errores de tipo I
estan en el entorno esperado para un test de nivel o = 0.05. En la evaluacién
del error de tipo II el test demostro ser potente cuando la dependencia entre
las particiones que se comparan es relativamente alta y que pierde precision
cuando las particiones comparadas tienen condiciones que se aproximan a la

hipétesis nula de independencia.
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3.2. Comparacién con un test para particio-
nes independientes a partir del indice de
Rand

Por 1ltimo nos interesa reflexionar sobre los resultados del test basado en el
MC'E presentado en este capitulo, en relacién con el indice de Rand, que como
vimos en el Capitulo 1, también tiene resultados tedricos sobre su distribucion

demostrados en [10] y citado por [28].

Considerando que la distribucién tedrica derivada para Rand (ver pagina
16) es aproximadamente vélida en la comparacién de particiones independien-
tes con clases equidistribuidas (para J y n grande), podemos plantear un test
de manera andloga al test anterior pero utilizando como estadistico de prueba
al indice de Rand. En este caso la region critica queda definida por el intervalo
(¢1-a, 1], con q1_, el cuantil 1 — « de la distribucién del estadistico, ya que si

a = 0.05:

For(qoos) = P(nt < qoo5) <1—0.05

por ser Rand un indice de similaridad a diferencia del MCFE.

En la Tabla 3.6 podemos ver que los cuantiles al 95% de la distribucién
tedrica y empirica de Rand son similares. Sin embargo si consideramos las
N = 1000 simulaciones de particiones independientes con grupos balanceados
(que generamos para evaluar el desempeno del test con el MCFE) y calculamos
los errores tipo I utilizando el indice Rand observamos lo siguiente: el error es
pequeno si consideramos los puntos definidos por la distribucién empirica, pero
es muy elevado si utilizamos como punto de corte los cuantiles que surgen de
la distribucion tedrica del estadistico de Rand. Esto tltimo se observa también
en los casos con particiones con J > 3, donde los resultados tedricos sobre la

distribucién son aproximadamente validos.
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J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10

Tebrico q0.95 0.501 0.556 0.626 0.681 0.723 0.756 0.782 0.803 0.821
Error tipolen % 11.8 223 401 63.0 826 950 99.2 100.0 100.0

Experimental 0.5 0.502 0.557 0.627 0.682 0.724 0.757 0.783 0.804 0.822
Error tipo I en % 2.1 4.9 44 4.8 4.9 6.5 5.3 5.2 4.9

Tabla 3.6: Cuantil 0.95 de la distribucion tedrica y empirica sobre 1000 simulaciones
del indice de Rand y porcentaje de error tipo I del test de Rand, calculado con los
respectivos ¢g.95 como puntos de corte, para N = 1000 comparaciones de particiones
independientes.

Estas diferencias en la magnitud de los errores tipo I se explican por la
pequena variabilidad del indice de Rand al comparar particiones independien-
tes con clases balanceadas (en la simulaciones la desviacién tipica del indice
de Rand es ~ 0.0003). Con estos resultados podemos ver que el test basado
en la distribucion teodrica del indice de Rand no tiene un buen desempeno a
diferencia del test basado en el MCFE.

Mas alla de estos resultados reconocemos las limitaciones de la discusion
en torno a la hipdtesis nula de independencia de particiones en el contexto de
evaluacion externa de resultados de clustering, ya que dos particiones pueden
ser muy diferentes (siendo un clustering una muy mala clasificacién respecto a
la verdadera etiqueta de los datos) y no ser independientes. Por eso enfatizamos
la contribucion que hace este trabajo al escaso conocimiento existente sobre
las propiedades tedricas de los indices, que requiere continuidad para levantar
supuestos, con el objetivo de obtener un test que evalie la igualdad de dos

particiones.
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Capitulo 4
Consideraciones finales

Uno de los objetivos de este trabajo fue la elaboracién de un estado del arte
sobre los indices empleados para comparar particiones y sus propiedades. En
la revisién bibliografica se constaté que existen numerosos indices utilizados
para la validacion externa de resultados de clustering. Sin embargo, los estu-
dios sobre sus propiedades son escasos y principalmente de tipo experimental.
Los desarrollos tedricos que permitan avanzar hacia pruebas de aplicacién mas

genérica son casi inexistentes en la literatura.

En este trabajo nos centramos en las propiedades del indice Minimo error
de clasificacién, introducido por Meila en [17]. Se estudié la funcién de distri-
bucion y se obtuvo la expresién analitica para un caso particular: particiones
independientes con dos clases balanceadas. A partir del conocimiento de la dis-
tribucion tedrica del indice se plante6 una prueba de hipdtesis para particiones
independientes y se verifico que la region critica del estadistico es cercana a
la estimada con datos simulados artificialmente. Ademas se demostraron otras

propiedades de interés, para el caso de tres clases y para el caso general.

El indice fue evaluado empiricamente a través de datos simulados y con
relacién a otros indices de validacién. Los resultados muestran que los cambios
en los parametros experimentales como cantidad de observaciones, cantidad
de clases y clases desbalanceadas o balanceadas condicionan la distribucién de
los indices, reforzando la idea de que no es conveniente generalizar pruebas de
significacién basadas en resultados empiricos. Los hallazgos presentados cons-

tituyen una contribucion tedrica y son insumos para profundizar el anélisis de
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la distribuciéon del indice que permita ir levantando los supuestos y restriccio-

nes para disenar metodologias generalizables.

Las lineas de investigacion inmediatas que pueden dar continuidad a este
estudio son derivar la distribucién tedrica para el caso de tres clases (0 mas),
levantar el supuesto de clases uniformemente distribuidas para considerar el
caso de clases no balanceadas y también el estudio de comparacién de parti-

ciones con diferente cantidad de clases.

Por ultimo, a partir de los supuestos que permitieron conocer la distribucién
tedrica del indice se pudo disenar un estadistico para probar independencia de
particiones. En este punto se plantea una nueva interrogante sobre la distri-
bucion de un estadistico de prueba bajo la hipdtesis de particiones similares,
que permita la definicién y el estudio tedrico de un test para la igualdad de

particiones que seria de gran utilidad practica.
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Librerias de R utilizadas

n cluster, mclust

Utilizadas para la aplicacion de algoritmos de clustering.
= cubt
Se utilizé para el calculo del MCE.
s clue, clues, mclust, meclust, partitions, MixSim, clusteval, clusterSim, par-

titionComparison, NMI

Utilizadas en el cédlculo de otros indices de comparacion.
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