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Resumen

Estudiaremos mapas expansores f de regularidad C' en una variedad
Riemanniana compacta M de dimension finita. Nuestro principal objetivo
es demostrar que las medidas pseudo-fisicas, también llamadas “tipo-SRB”
(similares a las de Sinai-Ruelle-Bowen), cumplen la Férmula de Pesin pa-
ra la Entropia. Estas son medidas invariantes que se caracterizan por sus
buenas propiedades estadisticas. En algunos casos, como por ejemplo pa-
ra mapas de clase C?, satisfacen también las definiciones clésicas (mds

restrictivas) de las medidas SRB y de las medidas fisicas.

Abstract

We will study expanding maps f with C! regularity on a compact
Riemannian manifold M with finite dimension. Our main purpose is to
prove that the pseudo-physical measures, also called “SRB-like ” (simi-
lar to Sinai-Ruelle-Bowen measures), satisfy the Pesin Entropy Formula.
These are invariant measures that are characterized by their good statisti-
cal properties. In some cases, as for instance for C? maps, they also satisfy
the (more restricted) classical definitions of SRB measures and of physical

measures.






Dedicado a todos aquellos quienes me dieron

su apoyo y ayuda desinteresada

para llevar a cabo mis estudios.






Indice

UIntroduccion| 1
(1 Entropia métrical 11
(1.1 Entropia de una particion respecto a una medida| . . . . . . . .. 11
(1.2 Entropia métrica de una transformacion| . . ... ... ... ... 18
2 Medidas tipo-SRB| 21
2.1 Medidas SRBl . . . . . . ..o 21
[2.2  Medidas tipo-SRB| . . . . ... oo 23
3__Demostracion del Teorema 1] 27
[3.1 Mapas expansores y eXpansivos| . . . . . . . . . . ... ... 27
[3.2  Métrica débil* en el espacio de probabilidades| . . . . . . . .. .. 29
[3.3  Lemas y un teorema sobre el calculo de la entropia.l . . . . . . .. 29
[3.4  Acotacion exponencial de la medida de Lebesgue de la cuenca de |
I atraccion estadistica. . . . . . ... 36
.5 Fin de la demostracion del Teorema 11. . . . . . . .. ... .. .. 42
[Conclusiones] 45
[Referencias| 45






Introducciéon

Consideraremos mapas f de una variedad Riemanniana compacta de dimension
finita M en si misma, que no preservan volumen ni ninguna medida equivalente
a la que deriva de la forma de volumen. Para estos mapas se han definido va-
rios conceptos de medidas de probabilidad invariantes que describen de diversas
maneras el comportamiento asintético estadistico de conjuntos de orbitas con
volumen positivo [I], 6, [7, O, 11, 13, [14] 16, 20]. Estas medidas con buen com-
portamiento estadistico respecto a la medida de Lebesgue, resultan en general

mutuamente singulares con esta.

Sin embargo, exceptuando entre otros los mapas hiperbdlicos de clase C? | esas
diferentes definiciones de medidas de probabilidad con buenas propiedades es-
tadisticas no necesariamente coinciden entre si, e incluso, puede no existir medida

que las satisfaga.

Medidas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen)

Las medidas fisicas - que algunos autores también llaman SRB (Sinai-Ruelle-
Bowen) - son el limite débil*, cuando existe, de los siguientes promedios tempo-

rales

Ona == (f)da, (1)

n -

para todos los puntos de un conjunto B(u) de estados iniciales x € M con medida
de Lebesgue positiva, donde 9, denota la probabilidad Delta de Dirac soportada
en el punto y € M.

Equivalentemente, una medida de probabilidad p es SRB o fisica (a partir de
ahora las llamaremos SRB, por razones que se discutiran en el Capitulo 2) siy
solo si describe la estadistica asintotica de las observaciones empiricas, dadas por

los valores observados de una o mas funciones continuas ¢, de modo que

n—4+oo n,

i, 2> o)) = [ o )

para todo = € A. El conjunto B(u) se llama cuenca de atraccion estadistica de la

medida p. Para que p sea una medida SRB, su cuenca debe tener, por definicion,



medida de Lebesgue (volumen) positivo.

Por lo tanto, la medida de probabilidad p es SRB, cuando el limite de los prome-
dios temporales de las observaciones ¢(f7(x)) en los instantes j = 0,1, ... hasta
tiempo n, con n — +oo, es igual al promedio espacial de la funcién de obser-
vacion con respecto a la medida p, para un conjunto de estados iniciales z con

medida de Lebesgue positiva.

Observamos que, a pesar de la similitud de la definicién de medida SRB con la
definicion de ergodicidad, ambos son conceptos muy diferentes. En efecto, una
medida de probabilidad invariante u es ergddica cuando se verifica la igualdad
para p-casi todo estado inicial x. Es decir, cuando la cuenca B(u) de atraccién
estadistica de la medida p tiene probabilidad p igual a 1. Pero como usualmente
las medidas ergddicas son todas mutuamente singulares con respecto a la medida
de Lebesgue, B(u) puede tener (y frecuentemente tiene) volumen nulo. Por lo
tanto, la ergodicidad de una medida de probabilidad no asegura que su cuenca de
atraccion estadistica tenga medida de Lebesgue positiva. Es decir, la propiedad
de ergodicidad no implica que la medida de probabilidad ergédica sea SRB. No
asegura tampoco que exista por lo menos una medida de probabilidad SRB para

el sistema dindamico dado.

Otra manera de encontrar buenas medidas desde el punto de vista estadistico
aparece desde el Formalismo Termodinamico, donde se considera, en caso de
existir, una probabilidad p que cumpla la Férmula de Pesin para la Entropia, que
enunciaremos con precision mas adelante en esta Introduccion. Las medidas que
cumplen esta féormula de la entropia son llamadas por algunos autores medidas
de Gibbs, o estados de equilibrio [11].

Asumiendo la hipdtesis de regularidad C? (o menos restrictivamente, una regu-
laridad por lo menos |I| C1*), se han probado varias relaciones entre las medidas
que satisfacen la Formula de Pesin para la Entropia y las medidas SRB. En-
tre ellas, es relevante en la topologia C? la propiedad de continuidad absoluta

respecto a la medida de Lebesgue condicionada a las subvariedades invariantes

'Un mapa f : M — M se dice de clase C'T® o que tiene regularidad C' més Hélder,
cuando es de clase C' y su derivada primera Df es Holder-continua. Esto es: |[Df, — Df,|| <
K (dist(z,y))* para todos los puntos x,y € M suficientemente cercanos entre si, y para ciertas

constantes positivas K y o



inestables [2], [I4]. A continuacién explicamos con més detalle esta propiedad.

Recordemos las siguientes definiciones. Sea una particién medible P de M, que
usualmente se toma con una cantidad infinita no numerable de piezas. Por ejemplo
sea P la particién en subvariedades inestables cuando estas existen. Sea p una
medida invariante por f. Entonces el Teorema de Rohlin dice que existe una
familia de medidas condicionadas {jp .} definidas para p-c.t.p =, donde el soporte
de cada pp, estd contenido en P(z), es decir, en el dtomo de P que contiene a
z. Ademds, u(A) = [ pp.(A)p(dz).

En particular, para cada p-c.t.p. x € M se considera la subvariedad invariante
inestable W*(x) (que existe en el caso C'™*). Esta subvariedad es copia inmersa
en M del espacio Euclideano de dimensién inestable, es decir de dimension igual
(y tangente) al subespacio de Oseledets que tiene exponentes de Liapunov posi-
tivos [12]. Pero es esencial que la regularidad del sistema no sea simplemente C*,
sino C? o por lo menos C'*%, pues en la topologia C* no ewiste necesariamente
variedad inestable tangente a los subespacios de Oseledets con exponentes de Lia-
punov positivos [I0]. Por este motivo, el contexto en el que vamos a definir ahora
la continuidad absoluta condicionada a la foliacién inestable, y que definiremos
solo a titulo informativo, carece de sentido cuando se trabaja en la topologia C*.

Esta por lo tanto, fuera del contexto en el que desarrollaremos esta tesis.

Cuando el sistema tiene regularidad C'*%, al considerar una particién local me-
dible P de M en las subvariedades inestables locales inmersas en M, se induce
una medida condicionada de p a lo largo de cada subvariedad inestable W*(zx).
Llamaremos py := pip » a cada una de estas medidas condicionadas inestables de

. Mas precisamente:
Definicién

1. Diremos que una particién medible P es subordinada a la familia {W*(x)}
si para p-c.t.p. = se tiene que P(x) C W¥(z), y ademas, V(z) C P(x),
donde V(z) es una vecindad de x en W*®)(z).

2. Decimos que p posee la propiedad de continuidad absoluta condicionada a

las variedades inestables si para todo P subordinado a W*, se tiene que p



es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue a lo largo de

la subvariedad inestable W}, para u-c.t.p x € M.

Bajo hipétesis de regularidad C?, es importante el siguiente resultado, debido a

Ledrappier-Young (cita a LP parte II):

Teorema

Sea f: M — M un mapa de clase C? en una variedad riemanniana compacta M,
y sea p una medida de Borel invariante por f. Entonces p satisface la Formula
de Pesin de la Entropia si y solo si tiene medidas condicionadas p2 respecto a las
subvariedades inestables que son absolutamente continuas respecto a las medidas

de Lebesque a lo largo de dichas subvariedades.

En la topologia C! el Teorema de Ledrappier-Young es falso [12]. M4s precisa-
mente, es falso porque carece de sentido su enunciado, pues como se dijo antes,
en el contexto C'!' no necesariamente existen las subvariedades inestables aunque
los exponentes de Liapunov sean positivos. Sin embargo, demostraremos en esta
tesis que en particular para los mapas C' expansores, las medidas del tipo SRB
(y en particular las medidas SRB) ain satisfacen la Férmula de Pesin de la En-
tropfa (Teorema 1), aunque carezcan de las propiedades de continuidad absoluta

del enunciado del Teorema de Ledrappier-Young.

Mis recientemente se ha demostrado que en el caso de regularidad solo C*, los
difeomorfismos hiperbdlicos o parcialmente hiperbdlicos que preservan volumen
también tienen una medida invariante (precisamente la medida de Lebesgue) que
satisface la Férmula de Pesin para la Entropia [I7]. Pero si no preservan volumen,
la ausencia de regularidad C? imposibilita usar la teorfa de Pesin [10], que serfa

necesaria para reproducir los métodos cldsicos de demostracién de dicha férmula.

En general, en la topologia C!, los sistemas dindmicos bajo ciertas hipétesis
de hiperbolicidad parcial no tienen medidas invariantes absolutamente continuas
respecto a la medida de Lebesgue [13]. Sin embargo, los sistemas transitivos hi-
perbdlicos y genéricos en la topologia C*, ain tienen una tinica medida SRB, y
esta satisface la Férmula de Pesin para la Entropia [13]. Por ese motivo (entre
otras razones), cuando existe esta medida fisica en el caso C, es llamada tam-

bién SRB por algunos autores, usando ambos adjetivos, “fisica” y “SRB” como
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sinénimos, aunque la medida carezca de las propiedades de continuidad absoluta

que la caracterizarian si el sistema dindmico fuera C2.

Sistemas Expansores

Recordamos que un mapa f de clase C' en una variedad es ezpansor, si su
derivada D f expande los vectores del fibrado tangente en todas las direcciones
con una tasa uniforme no menor que una constante A > 1. Recordemos que
los exponentes de Liapunov y;(z), en un punto x de la variedad donde existen,
se definen como el logaritmo de la tasa de expansion asintética de los vectores
tangentes en x. Por lo tanto, para un mapa expansor, los exponentes de Liapunov

en los puntos donde existen son todos positivos.

En esta tesis, consideraremos la familia £' de todos los mapas C! expansores
de la variedad compacta M. En particular, denotamos 7 = £ N CHe y
E? .= £1N(C?, para referirnos a los mapas expansores que tienen mas regularidad

que C!.

Nuestro objetivo final serd demostrar la Formula de Pesin para la Entropia en
sistemas dindmicos por iterados de f € £!, y para cierta clase especial de medidas
invariantes por f - que siempre existen - llamadas tipo-SRB (del tipo Sinai-Ruelle-
Bowen)E]. Nuestra demostracion de la Formula de Pesin para la Entropia cuando
f € &', incluye como caso particular a las medidas SRB cuando ellas existen,
e incluye también aquellos sistemas dindmicos en ' para los que no existen

medidas SRB.

La Formula de Pesin para la Entropia.

Ahora veamos la definicién precisa de la Férmula de Pesin para la Entropia. En

breve, esta férmula se cumple cuando la Desigualdad de Ruelle es una igualdad:

2 La definicién precisa de medida tipo-SRB, y sus propiedades més relevantes, estan en el

Capitulo 2 de esta Tesis.



Teorema (Desigualdad de Ruelle)

Sea f un sistema de clase C' en la variedad compacta Riemanniana M de di-
mension finita, y para cada medida de probabilidad p invariante por f, denotemos

con h,(f) la entropia métriccﬂ Entonces, se cumple la siguiente desigualdad

h(f) < / >, (3)

donde x; indica los exponentes de Liapunov positivos.
A esta desigualdad la llamaremos Desigualdad de Ruelle [15].

Si ademas el sistema es expansor, y por lo tanto todos los exponentes de Lia-
punov son estrictamente positivos, entonces a partir de la férmula de Liouvilld]

obtenemos

() < [ log|det Dy

para toda medida p invariante por f.

Definicién (Férmula de Pesin para la Entropia).

Diremos que la medida invariante p cumple la Formula de Pesin para la Entropia

mf)= [ oxtdn ()

donde x; indica los exponentes de Liapunov positivos.

cuando

Equivalentemente, h,(f) = [log|det D f|dpu.

Si existe alguna medida de probabilidad que satiface la Férmula de Pesin para

la Entropia, entonces su entropia es 6ptima, en el sentido de que es la maxima

3Definiremos la entropia métrica h,(f) en el Capitulo 1.
4La férmula de Liouville establece en particular que si f es un mapa diferenciable, entonces

toda medida de probabilidad invariante u satisface la siguiente igualdad

[ > xdn= [ 1ogldetnsan
i=1

donde y; denota a los exponentes de Liapunov, cualquiera sea el signo de estos.



posible con relacion al valor esperado de los exponentes de Liapunov positivos.
En efecto, la Desigualdad de Ruelle dice que ninguna medida de probabilidad
invariante puede tener entropia mayor que ese valor esperado. Y por lo tanto,
cuando existen algunas medidas que alcanzan esa cota superior, ellas son dptimas,
en el sentido que su entropia alcanza a medir el total, en términos probabilisticos,
de como se distribuye en el espacio el caos atribuido a la positividad de los

exponentes de Liapunov [20)].

Maés precisamente, una medida u que satisfaga la Formula de Pesin para la En-
tropia es llamada estado de equilibrio con respecto al potencial v, cuando existe

una funcién continua v : M — R tal que

/wduz—/éxmu-

En el caso de mapas f € &', debido a la Férmula de Liouville, una funcién

potencial es
Y = —log|detD f].

Noétese que en el caso de los sistemas expansores la funcién potencial es estricta-
mente negativa en todos los puntos. En general, atin en los sistemas no expansores,
supongamos que la férmula de Pesin para la entropia pueda interpretarse como
la ecuacién que debe satisfacer un estado de equilibrio respecto a una funcién
potencial ©. Veamos que entonces la funcién potencial 1) debe tomar necesaria-
mente valores negativos o nulos. Por definicién, una medida p es un estado de
equilibiro cuando su entropia métrica sumada a la integral de la funcién potencial
alcanza el supremo posible, y por lo tanto el maximo. Debido a la desigualdad
de Ruelle, ese supremo es no positivo. Y como la entropia nunca es negativa, la

integral de la funcién potencial ) nunca es positiva.

Por las razones expuestas més arriba, resulta relevante (y en general no trivial)
el problema de demostrar que, bajo ciertas hipotesis, existen medidas invariantes
que satisfacen la Formula de Pesin para la Entropia, y estudiar las propiedades

de esas medidas; en particular, sus propiedades estadisticas.



Objetivos de esta Tesis.
Los tres objetivos principales de esta Tesis son:

Primero, revisar la definicién de entropia métrica y algunas de sus propiedades

clasicas conocidas. Esta revision se realizard en el Capitulo 1.

Segundo, revisar la definicién de medida “tipo-SRB” tomada de [5], y algunas de
sus propiedades conocidas, en particular su necesaria existencia para todo sistema

dinamico continuo. Esta revision se realizara en el Capitulo 2.

Tercero, demostrar como resultado nuevo, que cualquier medida tipo-SRB de
un sistema expansor en una variedad compacta de dimension finita, satisface la
Formula de Pesin para la Entropia.

Teorema 1.

Si f € &Y, entonces toda medida tipo-SRB satisface la Formula de Pesin para la

Entropia:

h(f) :/log\deth\dp.

Demostraremos el Teorema 1 en el Capitulo 3.

Conclusiones.

Del desarrollo de la exposicién y de las demostraciones a lo largo de esta tesis,
concluimos el enunciado del Teorema 1. Concluimos ademaés que es un resultado

relevante, debido a las razones que exponemos a continuacion:

Relevancia del Teorema 1. En primer lugar, este teorema generaliza a va-
riedades compactas de cualquier dimensién finita el resultado demostrado en [0]

para mapas expansores en el circulo.

También generaliza para mapas expansores C!, los resultados cldsicos conocidos

de las medidas SRB para mapas expansivos o hiperbdlicos de clase C?, o0 més en



general, de clase C''™ ([16], [14], [11], [20]).

Ademss, el Teorema 1 es una extensién, para mapas de clase C* no invertibles y
expansores, de los resultados obtenidos en [I7] y en [4] para difeormorfismos de
clase C' con descomposicién dominada - y en particular para los parcialmente
hiperbdlicos - preserven o no alguna medida absolutamente continua respecto a

la medida de Lebesgue.

Como corolario inmediato del Teorema 1, obtenemos que los mapas C! expanso-
res, en una variedad compacta de dimension finita, efectivamente tienen medidas
invariantes de probabilidad que satisfacen la Férmula de Pesin de la Entropia.
Por lo tanto concluimos que existen probabilidades invariantes adecuadas que
optimizan la entropia métrica en relacién al caos descripto por los exponentes de
Liapunov positivos del sistema. Ademas estas medidas, al ser tipo-SRB, tienen
propiedades relevantes de atracciéon estadistica, similares a las medidas SRB de

los sistemas expansores de clase C?.

Finalmente, concluimos que se puede demostrar la férmula de Pesin para la en-
tropia directamente a partir de las condiciones de atraccion estadistica, sin ne-
cesidad de utilizar (ni de que sean verdaderas) las propiedades de continuidad

absoluta de las medidas condicionadas a las subvariedades invariantes inestables.
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1 Entropia métrica

En este capitulo definiremos el concepto de entropia métrica y enunciaremos
sus propiedades. Este concepto constituye una de las partes centrales del marco
tedrico para demostrar el Teorema 1, que es el objetivo principal de esta Tesis.
La definicién de entropia que usaremos fue dada por Kolmogorov y Sinai. El
desarrollo del capitulo, general pero enfocado a la demostracion del teorema, fue
extraido de partes de los libros [3], [19], [9], [21], [7].

1.1 Entropia de una particién respecto a una medida

Definicién 1.1. Sea (M, A, 1) un espacio de probabilidad. Una particidn P es
una coleccion finita o infinita numerable de conjuntos P € A, dos a dos disjuntos,
y medibles cuya unién tiene medida uno. El producto PV Q de dos particiones se
define como la particién formada por las intersecciones P[] Q) de medida positiva,
con P € Py (@ € Q. Mas generalmente, para cada natural N > 1, dada la

coleccion finita {P;}1<;<n de particiones P;, definimos el producto
N N
\/Pi:{ﬂpi: PZ'EPZ'V1§Z'§N}.
i=1 i=1

Notamos que el producto de particiones es una operacion asociativa y conmuta-

tiva, y cuyo neutro es la particiéon {M }.

Dada una particién P, llamaremos dtomos a los conjuntos P de P, y para ca-
da punto x € M denotamos P(z) al d&tomo de P que contiene a x. Podemos
asumir que cada dtomo tiene medida positiva, si consideramos los dtomos (y las

particiones) definidos a menos de conjuntos de medida nula.

Definicién 1.2. La entropia de la particion P respecto a la medida p se define

Cco1mo

H(P,p) ==Y u(P)log u(P)

pPcp

(Por convencién, en la definicién anterior se toma 0 - log0 = 0).

11



Observamos que el valor de la entropia es mayor o igual que cero, y como no
tenemos seguridad de que la serie converja en el caso de que la particién sea

infinita numerable, la entropia de la particién bien puede ser infinita.

Proposicion 1.3. Toda particion finita tiene entropia finita.

Mas precisamente, si P = {Py, P, ... Py} es una particion finita formada por k

atomos, y i es una medida de probabilidad, entonces se tiene la siguiente cota
H(P,p) <logk,

y se alcanza la igualdad si y solo si u(P;) = 1/k para todo i € {1,... k}.

Demostracion. Ver por ejemplo [19], Lemma 9.1.3. ]

Definicién 1.4. Sean P y O dos particiones. La entropia condicional de Q dada

P se define como

HOPw == Y upnogT I
PeP, QeQ
pPNQ)#0

Para simplificar la notacion, de ahora en adelante denotaremos con cada letra
imprenta un atomo de la particién, que a su vez denotaremos con la misma letra

pero caligrafica.

Con estas convenciones, tenemos que:

 HPNQ)
H(QIP, ) = Epj%ju (PNQ)log = 5 (5)

HQVP,p) ==Y > uPnQ)logu(PNQ) (6)
P Q

Usando las definiciones anteriores y realizando operaciones simples, obtenemos

las siguientes propiedades:

Observacién 1.5. Si P, Q y R son particiones, entonces:

12



1. H(QIP, ) < H(Q, p).

2. HPV Q,u) = H(P,pu) + H(Q|P, ).

8. H(QIPVTR,u) < H(QIR, ).

4. HP,p) < H(PV Q,pu) < H(P, p) + H(Q, ).
5. Si H(R, 1) < 0o entonces:

i) HPV QIR,u) = H(P|R, p) + H(QIP VR, ).
it) H(PIR,p) < H(PV QIR, ) < H(P|R, p) + H(QIR, ).

6. Si H(P,u) < oo , entonces, para cualquier particion Q se cumple

H(Qaﬂ) - H(P>M) < H(Q|7D>,U)

Ahora estudiaremos la funcién que a cada medida p le hace corresponder la

entropia H (P, i) con la particién P fija.

Empezaremos enunciando una propiedad general de convexidad, para luego res-

tringir el campo de estudio.

Teorema 1.6. Sea (M, A) un espacio medible. Sea k > 1 un nimero natural.
Sean iy, - - -, pr medidas de probabilidad y sean Ay, - - -, A\, numeros positivos tales

que Zle A = 1. Entonces para toda particion finita P se cumple:
k k
H(P, Y i) 2 > NH(P, ).
i=1 i=1
Demostracion. Ver por ejemplo [19], Exercice 9.1.4. O
De ahora en adelante supondremos que el espacio medible M es un espacio métri-

co compacto y que la o-algebra A de subconjuntos medibles de M es la de Borel.

Definicién 1.7. Sea P una particion finita. Llamaremos borde de la particion P

al conjunto

oP :=|_JoP,
P
donde P denota el borde topoldgico del dtomo P.

13



Definicién 1.8. Sea P una particion finita. Llamaremos didmetro de la particion

al numero

diam(P) := méx diam(P) = max sup dist(z,y),
P z,yeP

donde diam(P) denota el didmetro del dtomo P.

Estamos en condiciones de demostrar la siguiente proposicion que usaremos en

la demostracion del Teorema 1 en el capitulo 3 de esta Tesis.

Proposicién 1.9. Dados 6 > 0 y u € M, eziste una particion finita P tal que
w(OP) =0 y diam(P) < 0.

Demostracion. Primero construimos cualquier cubrimiento finito U =
{V1,...,Y,} de M por bolas abiertas de radio menor que ¢/2. Denotemos
oU = J/_, 9Y;. Los conjuntos borde de las bolas son disjuntos dos a dos cuando
se cambia su radio. Y el radio puede tomar una cantidad no numerable de valores.
Entonces, como p es una medida de probabilidad, deducimos que el radio de cada
bola Y; € U puede ser tomado tal que p(9Y;) = 0. Luego p(0U) = 0. Por lo tanto
P = {X,}1<i<p definido por X; :=Y; €U, X1 :=Yiq1\ (Uélei), satisface las

propiedades enunciadas en la Proposicién como queriamos. O]

Ahora, como sabemos que existe una particion con borde de medida nula, pode-

mos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Sea M un espacio métrico compacto con la o-dlgebra de Borel.
Sea 11 una medida de probabilidad, y P una particion finita con borde de medida
nula. Entonces, si p, es una sucesion de probabilidades que converge a | en la
topologia débil*, tenemos que

ltm H(P, 1) = H(P, ).

n—-+4o0o

Es decir, la entropia de una particion, como funcion de la medida de probabilidad,
es continua en toda medida | tal que el borde de la particion tenga p-medida 1gual

a cero.
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Para poder demostrar el Teorema [1.10, primero necesitamos demostrar las si-

guientes propiedades conocidas de los espacios de medida abstracta:

Proposicion 1.11. Sea M un espacio métrico compacto con la o-dlgebra de Borel

A, y sea p, una sucesion de medidas de probabilidad tal que:

lim p, =

n—-+o0o

con el limite tomado en la topologia débil*. Entonces:

1. Si K C M es compacto, limsup,,_,, o fin(K) < p(K).
2. S1V C M es abierto, liminf, o (V) > pu(V).
3. Si A € A tiene borde de medida nula, lim,,_, o pn(A) = p(A).

Demostracion. 1. Seae >0y V C M tal que K C V y pu(V \ K) < e. Sea
Y+ M — [0,1] una funcién continua tal que ¥|x = 1y ¥|pnv = 0. Luego:

un<K>s/wdun Vil

Ahora, por la continuidad de 1, y la convergencia en la topologia débil* de

[ @ (4, Obtenemos:

[ v [ v WowduéfvwduﬁfvldMZ

= pu(V) = p(K) + p(V\ K) < u(K) + e
Luego
mm(K) < [wdn < pk) e ¥z,

de donde tomando limite superior, obtenemos,

lim sup p, (K) < u(K) + €.

n—-+o0o

Como la ultima desigualdad se satisface para todo € > 0, deducimos que

lmsup 11, (K) < p(K),

n—-+00

como queriamos demostrar.
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2. Sea K = M\ V. Siendo pu,, una medida de probabilidad, tenemos
(V) =1—p,(K) Vn>1.
Ahora, tomando limite inferior:

lim inf 0, (V) = 1 — lim sup p,,(K)

n—-+00 n——400

El conjunto K es cerrado, y siendo M un espacio métrico compacto, dedu-
cimos que K es compacto y podemos aplicar la propiedad 1 ya demostrada.
Deducimos que

h’m}rnfun(V) =1—limsup p,(K) > 1 — u(K) = pu(V),

n—-+0oo

como queriamos demostrar.

3. Consideremos int(A4) y A, y como cada uno difiere de A en el borde, que

asumimos de medida nula, entonces p(int(A)) = pu(A) = u(A). Sin embargo,
para p, se tiene que g, (int(A)) < pn(A) < pn(A). Ahora, aplicando las
propiedades 1 y 2 ya demostradas, obtenemos:

p(int(A)) < liminf p, (int(A))

n——+o0o

< liminf p,(A) < limsup p,(A)
n—r+00 n——+o00

< lmsup pn (A) < u(A).
n—-+00
Pero como p(int(A)) = p(A), los limites superior e inferior de y,(A) coin-
ciden, y deducimos que existe
lm p,(A) = p(A),

n—-+o00

terminando la demostracién de la Proposicién [I.11]

Demostracion. del Teorema 110

Consideremos ¢ : [0,1] — [0,400) la funcién definida por ¢(z) = —xlogx para
todo 0 < x <1 (con la convencién 0 - log0 := 0). Aplicando la Definicién ([1.2)):

H(P,p) = Zcﬁ(u(}%))-
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Ahora, como P tiene borde de pu-medida nula, aplicamos la parte 3 de la Propo-
sicién [L.11] a cada atomo P € P, y obtenemos

lim G(a(P) = G(u(P)) Vi =1,... k.

n——+oo

donde usamos también la continuidad de la funcién ¢. Para terminar, sumamos

en 7, y notamos que el limite actia directamente sobre .

lim H(P, ) = hm qu fn(F) Z lm ¢ (un(Fi)) =

n—-+o0o

]

Definicién 1.12. Sean P y Q dos particiones. Diremos que Q es mds fina que P

cuando cada atomo de O estd contenido en un atomo de P. Denotamos Q < P.

Observamos que la definiciéon anterior es equivalente a decir que cada atomo de
P es la unién de atomos de 9, y a que PV Q coincide con Q. Por lo anterior,
si @ < P, entonces H(QV P) = H(Q). Si a esto le aplicamos el punto 2 de la

Observacién [1.5 tenemos que:

Q<P = H(Q) = H(QVP) = H(Q) + H(P|Q) = H(P|Q) = 0.

Por lo tanto, Q@ < P implica que H(P|Q) = 0.
En forma similar, es inmediato chequear las siguientes propiedades:

Observacién 1.13. Sean P, Q, R tres particiones tal que Q < P. Entonces:

1. H(Q) > H(P)
2. H(QIR) > H(P|R)

3. H(R|Q) < H(R|P).
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1.2 Entropia métrica de una transformacién

Sea f : M — M una transformacion medible que preserva una medida de proba-

bilidad p. Para una particién P de entropia finita, definamos la particién producto

n—1
Pri=\/ P =PV PV ODP, (7)
=0

donde f~'P = {f(P): P € P}.

Teorema 1.14. Euziste el siguiente limite y cumple la igualdad y la desigualdad

stguientes:
H(P" H(P"
it AP e AP oy
n—00 n n>1 n
Demostracién. Ver por ejemplo [19] Lemma 9.1.12. O

Definicién 1.15. Si f es medible y P es una particién con entropia finita, se

llama entropia de la transformacion f respecto a la particion P al nimero real

h(f,P) = lim H(P") = inf H(P")

n—00 n n>1 n

Definicién 1.16. Sea f : M — M medible que preserva la medida de probabili-

dad p. Se llama entropia métrica de f con respecto de la medida p a

h,(f) = sup {h(T,P): P particién finita de M }.

El calculo de h,(f) puede ser un poco mas sencillo si pudiésemos asegurar que las
entropias de las particiones, para cada medida p invariante por f fija, alcanzan
un maximo para cierta particion del espacio. Es decir, nos interesa el caso en que

existe una particion finita particular Py de M tal que
h(T,Py) = h,(f) = sup {h(T,P): P particién finita de M}.

En efecto, la proxima definicién relaciona ciertas particiones con la transformacién
f vy con la sigma-dlgebra de Borel A. A partir de ella enunciaremos un teorema
clasico de la teoria de la entropia métrica. Es el Teorema de Kolmogorov- Sinai.

El da una condicion suficiente para la existencia de una particiéon que maximiza
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la entropia de todas las particionees, para una medida de probabilidad invariante
por f fija.

Antes de introducir la proxima definicién, recordemos lo siguiente:

Se dice que dos conjuntos medibles son iguales p-c.t.p. cuando su diferencia
simétrica tiene u- medida igual a cero. Se dice que dos particiones son igua-
les p-c.t.p cuando cada atomo de una de ellas, que tenga p-medida positiva, es
igual p-c.t.p. a un atomo de la otra particion. En general, dos familias de conjun-

tos medibles son iguales p-c.t.p. cuando cada conjunto de una de ellas, que tenga

p-medida positiva, is igual p-c.t.p. a un conjunto de la otra familia.

Definicién 1.17. Dados f : M +— M, y una particion P de M, se dice que

P es una particion generadora para f si satisface la sigma-algebra generada por

\/ fP esigual a A p-c.t.p.

J=0

Teorema 1.18. Kolmogorov-Sinai

Si P es una particion generadora con H(P) < oo, entonces
hy(f) = h(f,P).

Demostracion. Ver por ejemplo P. Walters [19], Theorem 9.2.1. ]
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2 Medidas tipo-SRB

En esta seccién trataremos otro de los temas fundamentales para demostrar el
Teorema 1: las medidas tipo-SRB. A modo de introduccién, presentaremos y
daremos algunas propiedades conocidas de las medidas Sinai-Ruelle-Bowen (SRB)
para sistemas con maés diferenciabilidad que C*, que si bien no son necesarias a la
hora de demostrar el Teorema 1, dan un marco tedrico para presentar las medidas
tipo-SRB.

Sea f : M — M una transformacién continua en un espacio métrico compacto

My p una probabilidad de Borel, no necesariamente invariante por f.

Llamaremos M al conjunto de las medidas de probabilidad de Borel en M con
la topologfa débil*, y denotamos con M al subconjunto de M compuesto por la

medidas de probabilidad que son invariantes por f.

Definicién 2.1. Definamos las probabilidades empiricas o, ,,conn > 1y x € M

COo1mao:

donde ¢, denota la medida de Dirac soportada en el punto y € M.

2.1 Medidas SRB

Definicién 2.2. Se define la cuenca de atraccion estadistica de la medida p como
el conjunto:
B(p) ={reM: lim o,, = p},

n—-4o00

donde el limite estd tomado en la topologia débil* del espacio de M.

Observacién 2.3. 1. Si la cuenca de atraccién estadistica de una medida de

probabilidad p es no vacia, entonces p es invariante por f.
2. Una medida de probabilidad p es ergddica si y solo si u(B(u)) = 1.

3. Si p es una medida de probabilidad no ergédica, tenemos que p(B(u)) = 0,
aunque B(u) puede no ser vacio, e incluso, podria tener medida de Lebesgue

positiva cuando p y la medida de Lebesgue son mutuamente singulares.
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Definicién 2.4. (Sinai [16]- Ruelle [I4]-Bowen [1])

Sea f : M +— M una transformacién continua en una variedad riemanniana
compacta, y u € M. Diremos que una probabilidad p es una medida SRB (Sinai-
Ruelle-Bowen) si

m(B()) >0,

donde m es la medida de Lebesgue. Es estandar verificar que si existen medidas

fisicas o SRB, ellas son invariante por f.

Observamos que el uso como sinénimos de medida fisica y medida SRB no es
usual en la literatura clasica. En efecto, la Definicion se aplica solo para defi-
nir medida fisica, y no medida SRB, en la mayor parte de la literatura relativa a
la Teorfa de Pesin, referida exclusivamente a sistemas de clase C'™. Cuando se
aplica la Teoria de Pesin, las medidas SRB se definen usualmente (por ejemplo
ver [20]) por sus propiedades de continuidad absoluta con respecto a la medida de
Lebesgue condicionada a lo largo de las variedades inestables. Pero si el sistema
es hiperbdlico (siempre con regularidad C'7®), los teoremas cldsicos de Ruelle,
Sinai y Bowen ([41], [42], [35], [36]) demuestran que las medidas SRB, definidas
mediante esas propiedades de continuidad absoluta, son fisicas y reciprocamente.
Por lo tanto en condiciones de hiperbolicidad, ambos conceptos son mateméatica-

mente equivalentes.

No obstante lo anterior, si el sistema no es hiperbdlico, ambas definiciones no son
equivalentes. Sin embargo, algunos autores [I8], [19], [6], [7] han adoptado los
conceptos de medida fisica y de medida SRB como sinénimos. Nosotros también
elegiremos esa opcién a lo largo de esta Tesis, pues se usan como sinénimos cuando
se trabaja con regularidad solo C!, en la que no existen necesariamente variedades
invariantes inestables para poder definir el concepto de continuidad absoluta a lo
largo de ellas. El uso de ambos nombres como sinénimos, utilizando una tnica
concepcién a partir de las propiedades de atraccién estadistica de las medidas,
tiene la ventaja de prescindir de propiedades de continuidad absoluta, que son
en general falsas en la topologia C'. Ademds se mantiene, como enunciamos y
demostraremos en el Teorema 1, la misma relacién que existe en la topologia C?
(para los mapas hiperbdlicos) entre las medidas fisicas, las medidas SRB, y la
férmula de Pesin de la Entropia [§], [10].
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Observamos también que de acuerdo a la Definicién [2.4] no estamos requiriendo
que una medida sea ergddica para ser SRB. Esta también es una diferencia con

la definicién de medida SRB que aparece en una parte de la literatura clésica.

2.2 Medidas tipo-SRB

Las siguientes definiciones fueron extraidas del libro [3], Definiciones 7.6.1 a 7.6.4

paginas 216 y 217, en forma casi textual.

Definicién 2.5. Se define el p-omega-limite de la érbita de x, con x € M, al

conjunto pw(x) definido por:
pw(z) :={p € M: In; — 400 tal que ~HHI Oniw = b}, (8)
1—+00

donde el limite estd tomado en la topologia débil* del espacio de probabilida-
des M. Como M es secuencialmente compacto, es inmediato que para todo
x € M, pw(z) C M es no vacio y débil*-cerrado; y por lo tanto es también
débil*-compacto. Ademds es estdndar probar que pw(z) C My, es decir toda

probabilidad en el p-omega-limite de cualquier estado inicial, es invariante por el

mapa f.

Definicién 2.6. Dada una probabilidad p y dado un ntimero real € > 0, llamamos

cuenca de atraccion estadistica e-débil al conjunto definido por:
A(p) = {z € M:dist(pw(zx), u) < €}. (9)

Definicién 2.7. Sea p una medida de probabilidad. Diremos que p es una medida

tipo-SRB, y anotamos p € Oy si
m(Ae(u)) >0 Ve>0,
donde m denota la medida de Lebesgue en M.

Observacién 2.8. Las medidas tipo-SRB son invariantes, porque son puntos
de acumulacién de las medidas de los conjuntos p-omega(z), es decir, son limite
de subsucesiones convergentes de las probabilidades empiricas o, ,, que son pro-
medios temporales. Finalmente, como el conjunto de las medidas invariantes es

cerrado, sus puntos de acumulacién son también medidas invariantes.
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Teorema 2.9. Sea f: M — M continua. Entonces:

Para cualquier mapa continuo f : M — M, existen medidas tipo-SRB y el con-
Junto Oy de tales medidas es compacto en el espacio de las probabilidades con la

topologia débil*.
Extraemos la prueba de [5]:

Demostracion. Por absurdo, si ninguna probabilidad fuera tipo-SRB, toda medi-

da p estarfa contenida en un entorno abierto E(u) C M tal que

m<{$ € M: pw(x)NE(u) # @}) =0.

Siendo el espacio M compacto con la topologia débil*, podemos tomar un sub-

cubrimiento finito {E}, ...., Ex} formado por tales abiertos de M. Entonces

k

m({x € M: pw(:p)ﬂ(UEZ) £ @}) -

i=1
k

:m(U{x € M: pw(x)N E; # @})

=1

< im({x € M: pw(z)NE; # @}) =0.

Como ¥, E; = M, porque {E;: 1 < i < k} es un cubrimiento de M, obtenemos:

m ({z € M:pw(z) "M # 0}) = 0.
Equivalentemente, para m-c.t.p. x € M se cumple
pw(x) N M = 0.

Pero pw(z) N M nunca es el conjunto vacio. Esto contradice la igualdad anterior,

demostrando que el conjunto de medidas tipo-SRB es no vacio.

Ahora demostremos que Oy es compacto. Como M es un espacio débil*-compacto,

basta probar que Oy es cerrado. Para esto, tomamos una sucesiéon convergente
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[n, ¥ Probaremos que el limite de esta sucesién, llamémoslo p, pertenece a Oy. Es
decir, para todo € > 0, existe un n > 1 suficientemente grande, que dejamos fijo,
tal que u,, € E.(p), donde E.(u) denota la bola de centro p y radio e. Tomemos
€, > 0 tal que:

Ee,(pn) C Ec(p).

Luego,

{xeM: pwx)NE., () #0} C {zeM: pwx)n E(w) #0}.

Ahora, aplicamos la Definicién 2.7] y obtenemos

m({zx €M : pw(z)NE, (1t,) #0}) > 0.

Por lo tanto,

m({zx e M: pw(x)N E(pn,) #0}) > 0.

Como la eleccién de € > 0 fue arbitraria, concluimos que p es una medida tipo-
SRB.
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3 Demostracion del Teorema 1

3.1 Mapas expansores y expansivos

Definicién 3.1. Sea f : M — M un mapa de clase C'. Decimos que f es
expansor (al futuro) cuando existe A > 1 tal que ||Df.(v)|| > Al|v||, para todo
x €M ywveT,M. Como ya se anuncié en la introduccién, denotamos como &£*

al espacio de los mapas expansores en M, con la topologia C*.

Para todo f € &' denotamos
() = —log|detDf,| <0, Vze M. (10)

Definicién 3.2. Sea f : M — M continuo. Diremos que f es expansivo (al futu-
ro) cuando existe una constante a > 0 tal que siz,y € M y dist(f™(z), f"(y)) < «

para todo n > 0, entonces = = y.
Tal constante « se llama constante de expansividad.

Proposicién 3.3. Sea f: M — M de clase C'. Si f es expansor, entonces f es

exTpansivo.

Se observa que la reciproca de esta Proposicion es falsa. Es decir existen mapas
expansivos que no son expansores, entre otras razones, porque un mapa expansivo

puede ser solamente continuo, y no necesita ser de clase C*.

Demostracion. de la Proposicion|3.3

Sea x € M,y §; > 0 tal que el mapa exponencial exp, : Bs, (0) C T, M — M sea
un difeomorfismo sobre su imagen. Entonces, dado y € M tal que dist(z,y) < d1,
existe un tnico vector v = exp, ! (y) con |[v|| = dist(z,y) < d;. Siendo compacta la
variedad M, el numero d; puede elegirse uniformemente, es decir, independiente
de . En lo que sigue usamos la notacién y —x para indicar al vector v = exp; ' (y).

Ahora, aplicando la definiciéon de diferenciabilidad, tenemos que

f(y) = f(x) = Dfu(y — x) + R(z,y)

donde Df, denota la aplicacién derivada, y R(x,y) cumple
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M — 0 cuando y — .

ly — =l
Obtenemos
R(z,y)

1 (y) = F@) = (1D fey = )l = [|R(z, )| = Ally — 2 = Ty — 2 ly — |-
Para todo € > 0, existe un 0 < 0 < d; tal que si ||y — z|| < J entonces ffﬁi’ﬁ <e.
Elijamos € = (A — 1)/2, luego

A—1 A—1 A+1
1£) = £@)ll = Aly =l = 25— lly—all = (A== ly—all = == lly =]\

Concluimos que, si ||z — y|| < 4, entonces

1F () = F@)l = Mlly =zl
donde Ay ;= (A+1)/2 > 1.

Para terminar de demostrar esta proposicion basta demostrar que J es una cons-

tante de expansividad de f.

Debemos probar que si || f"(xz) — f"(y)|| < ¢ para todo n > 0, entonces x = y. En
efecto, si || f"(x) — f™(y)|| < 0 para todo n > 0, entonces en particular cuando

n = 0, obtenemos ||y — z|| < 0. Esto implica, por lo demostrado antes, que

1 () = F@I = Mlly — |-

Andlogamente, para n = 1, || f(z) — f(y)|| < § = implica que

1£2() = fA@) = Ml f () = fF@) = () lly — 2.

Por induccion en n deducimos que, para todo n > 1 se cumple:

17" (y) = f* (@)l = (\)"lly = 2]l = 400 cuando n — +oo, siy # .

Lo anterior es una contradiccién porque la distancia entre f™(z) y f"(y) dada por
| f"(x) — f™(y)|| estéa acotada por el didmetro de la variedad M, que es finito por
ser M una variedad compacta. Deducimos entonces que z = y como queriamos

demostrar. O
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3.2 Métrica débil* en el espacio de probabilidades

En el espacio M de las medidas de probabilidad de Borel en la variedad M,

fijamos la métrica débil*:

Joitn— [ oudv

donde ¢ := 1 y {¢;}i>1 es una familia numerable de funciones continuas ¢; :

+oo
1
dist (p1,v) ==Y o : (11)
=0

M + [0,1], densa en el espacio C°(M, [0, 1]). Veremos que, para todo g € My
todo €* > 0 la bola B := {v € M : dist(uo, ) < €'} es convexa.

Lema 3.4. Las bolas formadas por la métrica definida en la iqualdad son

converas.

Demostracion. Sean vy, v, € B = {v € M : dist(v,ju) < €}. Probaremos que
dados A1, Ap € [0, 1] tales que A\; + Ay = 1 entonces A\jv; + Aoy € B.

Aplicando la desigualdad triangular tenemos que

+00
. 1
dlSt()\ll/l + )\QVQ,,U/) = E 5’ /¢zdu — /¢id(>\11/1 + )\21/2>’
1=0

00 +o0
1 1
<> ;m/@du - Al/@dm +y Wz/@dﬂ - A2/¢idy2| —
=0 i=0
+o0 1 +oo 1
=M Z §| /gbid“ — Gidin| + A2 Z §| /Cbidﬂ — ¢idva| < (A + Ao)e" = €".
=0 i=0

]

3.3 Lemas y un teorema sobre el calculo de la entropia.

Lema 3.5. Sea p una medida de probabilidad invariante por f. Sea P cualquier
particion finita de la variedad M en conjuntos medibles. Si 1(OP) = 0 entonces,
para todo € > 0, y para todo q > 1 existe €* > 0 tal que

H(Ps,p) _ H(P%p)

<€ 12
. . (12)

29



para cada medida de probabilidad p (no necesariamente invariante) tal que

dist(p, u) < €*.

Demostracion. Por absurdo, asumamos que no existe tal €* > 0. Entonces, para
cualquier €¢* > 0 existe una medida de probabilidad p, cuya distancia a ; es menor
que €*, y que no satisface la desigualdad . Luego, en particular para € = 1/m

donde m es cualquier nimero natural positivo, existe p,, tal que

1
dist(pim, ) < —,
m

H(P, pm)  H(P,p)
q q
Entonces lim,, 1 pm = i en la topologia débil*, porque dist(py,, u) < 1/m para

>e Vm>1. (13)

todom > 1. Como u(9P) = 0, tenemos p(0P?) = 0, ya que y es invariante por f.
Entonces, aplicando la Proposicién |1.1113, sabemos que lim,;, o0 o (Y) = p(Y)

para cada dtomo Y € P9. Ademas, por el Teorema|l.10, para cualquier ¢ > 1 fijo

obtenemos: H(pe H(pe
i Phom) _ HPY )
m——+00 q q
contradiciendo la desigualdad . O]

Ahora enunciaremos un teorema clasico sobre el calculo de entropia métrica para

mapas expansivos.

Teorema 3.6. Sea f : M — M un mapa expansivo en una variedad compacta
M. Sea o > 0 constante de expansividad para f. Entonces, para toda particion

P con diametro menor que o se cumple

ha(f) = lim TPLH)

q—+00 q

(14)

Con este Teorema, que en realidad es un Corolario del Teorema de Kolmogorov-
Sinai, se consigue aproximar la entropia métrica con la entropia de una particion,

con el requisito de que la particién tenga un didmetro suficientemente pequeno.

Demostracion. Usando el Teorema [1.18| es suficiente demostrar que P es una
particion generadora. Es decir, basta probar que \/;’io f~7P genera la o-algebra
A de Borel en M.
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Sea k > 1y sea para cada punto x € M el dtomo Ag(x) € \/?:0 JP que
contiene a x. Denotamos con Bs(x) la bola de centro z y radio ¢ < 0. Entonces,

por la expansividad de f, para todo 0 < § < « existe k = k(a) tal que

Ak(x) C B(g(x) YeeM (15)

(La demostracién de esta afirmacion se encuentra por ejemplo en [7], Lema 4.5.4,
pag. 89 y en el principio de la prueba del Teorema 4.5.6, pag 90). De la afirmacion
deducimos que para todo abierto no vacio V' C M se cumple

o0
v-U U
k=1 AeV5_o f=9(P)
Como la familia de dtomos en la uniéon anterior, es numerable, y cada atomo es

un boreliano, deducimos que la o-algebra generada por \/;’io f77(P) coincide con
la o-algebra A de Borel en M. H

La demostracion del Teorema 1, esta sustentada en casi todos los resultados
expuestos hasta ahora en esta Tesis, y ademés en dos lemas técnicos. Estos son
el siguiente Lema y el Lema que enunciaremos y demostraremos en la

préxima seccion.

El siguiente Lema es una adaptacion a mapas expansores, en vez de difeormor-
fismos con descomposicién dominada, del Lema 2.5 de [4], pagina 743. Si bien
las ideas de su enunciado y la larga ruta de las operaciones en su demostracion,
son similares y fueron inspiradas en [4] y también en [6], para adaptarlo hemos
tenido que resolver, entre otros, el problema de que ahora el mapa expansor f no
es un difeomorfismo global de la variedad ambiente M, y ademas que ahora M

no tiene necesariamente dimensién igual a 1, sino cualquier dimensién finita.

Lema 3.7. Sea f : M + M un mapa expansor C* en la variedad compacta M.

Sea o > 0 una constante de expansividad para f.

Para todo 0 < 6 < «, para todo € > 0, y para toda medida i invariante por f,
existe una particion finita P de M, un numero real € > 0, y un nimero natural

ng > 1, tales que:
(i) diam(P) < 6 < ¢,
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(i) u(9P) = 0,

(iii) Para cada sucesion de medidas de probabilidad v, no necesariamente inva-
riantes, Si fi, := %Z?:_Ol(fj)*l/n y st dist(p,, 1n) < € ¥V n > 1, entonces

1

—H(P",vy) < hu(f) +¢ ¥V n=no.

n

La propiedad (iii) de este Lema es un resultado técnico bastante sorprendente de
aproximacion por abajo de la entropia métrica h,(f) con respecto a una medida
invariante p, por medio de medidas no invariantes v,, elegibles de forma casi
arbitraria, y con la unica condiciéon de que sus promedios temporarles u, se

aproximen suficientemente en la topologia débil estrella a la medida pu.

Demostracion. Usando la Proposicion [1.9, existe una particion que cumple las
propiedades (i) y (ii) de este Lema. Ahora, para ¢ > 0 dado, encontraremos

€* >0y ng > 1 tal que la proposicion (iii) se cumpla.

Fijemos dos numeros enteros ¢ > 1 y n > ¢. Escribamos la division entera
n = Nq+ 7 donde N, j son nimeros enteros tales que N > 1y 0< 5 <q—1.

Fijemos una medida v cualquiera (no necesariamente invariante).

Usando las propiedades asociativa y conmutativa del producto de particiones,

demostremos que

DN+ _ (J\/1 f—(Nq+i>p> \/ (]\{/1 f—iqPq>. (16)
i=0 =0

PN =Py PV P YL Py

VTPV . v ffRDpy oy W py pNapy oy WNathp,
Por lo mismo,

frapt = frapy prletpy oy DD para i =0,..., N — 1.

°El operador pull-back f*: M — M se define por (f*v)(A) := v(f~1(A)) para todo conjunto
A C M medible.
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Luego, agrupando los primeros Ng términos del producto de particiones por ta-

mano de indice, en grupos de ¢, y en por otro lado agrupando los j tltimos
términos, deducimos la igualdad .

Ahora, usando [1.5]4, obtenemos:

H<Pna V) - H(PNquj, I/) S H(\/Z;Olff(NQ‘H)’]), V) + H(vi\igl 71‘qu‘1’ V) S

7j—1 N-1
H(fNIDPL) 4 37 H(FP ) =
=0 =0
Jj—1 N-1
H(P, (fY ) w)+ Y H(PL(f)v), (17)
=0 =0

Entonces, de la desigualdad y de la Proposicién obtenemos:

N-1
H(P",v) < (j = 1)logp+ > H(P', (f)"v)
=0
N—-1
<qlogp+ > H(P,(f)v) Yg>1, n>q,
i=0

donde p es el niumero de atomos de P

La desigualdad anterior se cumple también para f~!P en lugar de P, para todo

[ > 0, ya que se cumple para cada particion con p atomos. Luego:

N-1
H(f7'P",v) < qlogp+ > H(f'PI,(f9)v) =
=0
N-—1

glogp+ Y  H(P () v).
=0

Sumando las desigualdades anteriores, para 0 < [ < g — 1 obtenemos:
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g—1 g—1 N—1

ZH P v) < ¢ logp—i—ZZH (P2, (ft)*v)
1=0

=0 1=0
q—1 Ng—1

= > H(f'P"v) < Flogp+ > H(P(f*)'v). (18)
1=0 k=0

Por otra parte, para todo 0 < [ < g — 1, la particién P"* es més fina que P".

Ademas, usando .4, tal y como hicimos para probar , tenemos

Pl = (\/ P v 1P,

Luego,
-1
H(P",v) < H(P"™, v <ZH —ip, u) H(f~P",v)
=0

< qlogp+ H(f™'P",v).
Sumando estas tltimas desigualdades para 0 <[ < ¢ — 1, deducimos:

q—1

qH(P",v) < qQIng—{—ZH(f_lP”,V). (19)
1=0

Considerando juntas las desigualdades y , obtenemos:

Ng—1
gH(P",v) < 2¢°logp+ > H(P, (f*)v).
k=0
Recordamos ahora que n = Ng+jcon 0 < j <g—1. Luegon—1= Nqg+j—-1>
Ng — 1y entonces

n—1

gH(P",v) < 2¢*logp + Y H(P’,(f*)v).

k=0
Tomemos en particular v = v, en la desigualdad anterior, y dividamos por n:

,_.

F LS P ()
0

qH(P",vn) _ 2¢° log p
n - n

i
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Aplicamos ahora el Teorema (1.6, Para n > 1 y v, fijos, y para la particién P?
fija, cualquier combinacién convexa de los valores H (P, (f*)*v,) de la entropia
de la particién, para un conjunto finito de {(f*)*v, bo<k<n_1 de medidas de pro-
babilidad, es menor o igual que el valor H(PY, u,) de la entropia de la misma
particién, con respecto a la combinacion convexa i, con los mismos coeficientes

de las medidas (f*)*v,. Deducimos entonces que:

H(P™ v, 2¢°1
P vn) 20 BL G H (P ). (20)
n n

En , tomemos

n > n(q) := max{q,6 qlogp/e} > 1.

Obtenemos:
q n ge q
EH(P ) < 3+H(7> Hn)  Ym2>n(g) Vg>1.
Equivalentemente,
1 H(P, py,
—H(P“,un)§§+M Vnzn(g) Vgz1l (21)
n q

La desigualdad anterior se cumple para cualquier ¢ > 1 fijo, y para cada n

suficientemente grande, dependiendo de q.

Por un lado, como por hipétesis u es invariante por f, podemos aplicar la igualdad

(14). Deducimos que existe ¢ > 1 tal que

H(P1, ) €
T < hu(f)+ 3" (22)

De ahora en adelante fijamos tal valor de ¢ > 1.
Por otro lado, como u(9(P)) = 0 (debido a la construccién de P que depende de

la medida dada p), podemos aplicar el Lema Deducimos asi que existe €* > 0
tal que

H(P?p) _ H(P, p)
q B q
Fijemos tal valor de €*.

+ g si dist(p, u) < €. (23)
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Para terminar de probar (iii), suponemos que dist(ju,, 1) < € para todo n > 1,
donde ,, es la medida de probabilidad (no necesariamente invariante) construida
en el enunciado de este Lema. Entonces, de la desigualdad usando p = p,,

obtenemos: H(p H(p
( 7Mn)§ (Pfm) | € Vs,
q q 3
Uniendo esta tiltima afirmacién con las desigualdades y (22) obtenemos

1
Luego, al elegir ny := n(q), queda probada la proposicién (iii). O

3.4 Acotacion exponencial de la medida de Lebesgue de

la cuenca de atraccion estadistica.

El objetivo de esta subseccién es enunciar y demostrar el segundo lema técnico
que utilizaremos en la parte final de la demostracién del Teorema 1; es el proximo
Lema [3.8] Su demostracién es muy técnica, larga y muy engorrosa. Su enunciado
y su demostracion son adaptaciones de, y fueron inspirados por, el Lema 4.3 de

[6], pagina 205, y la prueba del Teorema 6.1.8 de [7].

Para enunciar y demostrar el préximo Lema [3.8 necesitamos previamente con-

venir en la siguiente notacion:

Para todo numero real » > 0 denotamos:

K, = {veM,: /wdu+h,,(f)2—r}. (24)

Recordemos que la funcién continua v esta definida por la igualdad al prin-

cipio de este capitulo.

Para cada instante n > 1 y para cada estado inicial x € M en la variedad am-
biente, recordemos la Definicién [2.1]de probabilidad empirica o,, ., y la Definicién
del p-omega-limite pw(z) en el conjunto M de probabilidades de Borel.

Lema 3.8. Sea f : M ~ M un mapa C' expansor en la variedad compacta

M. Sea m la medida de Lebesque en M. Fijemos r > 0 y sea el conjunto IC, de
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medidas de probabilidad invariantes por f, definido por la igualdad . Entonces,

se cumple la siguiente propiedad:

Para todo 0 < € < r/2, y para todo jp € My tal que p & K,, existen ng > 1 y
0 < € <¢/3 tales que

m({x € M : dist(0,4, 1) < €}) < Ke"™ < Ke™™/? ¥V n>ny, (25)

donde K es la medida de Lebesgue de la variedad M, (y por lo tanto es una

constante positiva independiente de e,n y r.)

Demostracion. Como por hipotesis el mapa f es expansor, aplicando la Pro-
posicién [3.3] deducimos que f también es expansivo. Sea entonces > 0 una
constante de expansividad para f. Para el valor dado de ¢ > 0, fijemos un médu-
lo de continuidad uniforme 0 < § < « para €/3 de la funcién ¢y = —log|det(D f)|
Es decir,

() — ()| < § si dist(z,y) < 6.
El moédulo de continuidad uniforme § > 0 existe porque v es uniformemente

continuo en el compacto M.

Para tal valor de 6 > 0, para la medida p € M dada, y para el nimero real €/3
en lugar de ¢, aplicamos el Lema para construir la particion P en M, y los
nimeros € > 0y ng > 1, tales que las condiciones (i), (ii) y (iii) se cumplen (con

€/3 en vez de e).

No es restrictivo asumir que
e <e¢/3.

En caso contrario, sustituirfamos €* por €/3.

Denotemos
M, ={x € M : dist(o,,, 1) < €}. (26)

Debemos probar que

m(M,) < Ke™“™ ¥V n>ny (ademostrar). (27)

Como f es C' expansor, su derivada Df, es invertible para todo x € M. En

efecto, detDf, # 0. Entonces, por el Teorema de la funcién inversa, f es un
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difeomorfismo local. Por lo tanto, la compacidad de M implica que existe un
valor uniforme de d; > 0 tal que f restringida a cualquier bola de radio d; es
un difeomorfismo sobre su imagen. Luego, si el didmetro de la particién P se
toma suficientemente pequeno, el mapa restringido f"|x : X — f"(X) es un
difeomorfismo para todo X € P™ y para todo n > 1. Ademas, recordando que
1 = —log |detD f| , deducimos la siguiente igualdad para todo X € P™:
m(X N M,) = / |detDf~"| dm = / eZio Vot gm
Fr(XNM,,) Fr(XNM,,)
Por lo tanto, sumando con n > 1 fijo en todas las piezas X de la particién P",
obtenemos: .

m(M,) = Z / eZino VoL gm.

xepn 7 M (XNMn)

O bien M, = (), y la Afirmacién (27) resulta trivial, o bien la familia finita

de dtomos {X € P*: X NM, # 0} = {Xy,..., Xy} tiene N = N(n) > 1
elementos. En este ultimo caso, tomemos un tnico punto y, € XN M, para cada
k=1,...,N. Denotemos por Y (n) = {yi,...,yn} la coleccién de dichos puntos.
Debido a la construccion de § > 0, y como la particién P tiene didmetro menor

que 9, deducimos que:

DU ) <Y (W(F () +€/3) Vyyp € Xe, Vh=1,...,N.
j=0 j=0

Luego m(M,) < /33 im0 YU () m(f™(Xx N M,)), y por lo tanto:

N )
m(Mn) S Kene/fﬂzez:?;ol (fj(yk))7
k=1
donde K = m(M,) > 0 es constante, independiente de n y de e.

Denotamos:

L=Y eTim vl ), Ap = %62?-01 (Fle) s 0. (28)
k=1

Entonces, con esta nueva notacién, obtenemos

N
=1, m(M,) < Ke"PL = Ker/Srost, (29)
k=1
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Afirmamos ahora que
N n—1 N
log L = <Z )\kZ%b(fj(yk))) - (Z Ak 10g>\k> : (30)
k=1 j=0 k=1

Para demostrar esta ultima afirmacion, primero tomamos log en la igualdad a la
derecha de . Obtenemos:

[y

n—

log h = (Y- w(F(w)) —log L

=0
Multiplicamos por Ag:
n—1
A log A = Ay (Z W(f7 (yk))) ~ AlogL,
=0
y ahora sumamos en k£ = 1,2,..., N, recordando que, por la igualdad a la iz-

quierda de tenemos fo:l A = 1. Obtenemos:

N N a1
Z Ak - log A\ = (Z )\kz w(fj(yk))> —log L,
k=1 k=1 =0

terminando de probar la igualdad como queriamos.

Definimos ahora las siguientes medidas de probabilidad auxiliares (no necesaria-

mente invariantes):

= S N = 3 () () (31)

Afirmamos que
Nl N
T SETES ST S A )
k=1 7=0 k=1

Para probar las igualdades de arriba, comenzamos usando la construccion de las
medidas u, y v, dadas en , y sustituimos la igualdad de v, dentro de la
igualdad de p,:

1 n—1 . N
o= S (o wb)
7=0 k=1
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Usando la linealidad del operador pull-back f* en el espacio de medidas de pro-

babilidad, obtenemos:

—
—_

n— n—

N 1 N
S i) = L3S

1
n

.
Il
o

Ahora aplicamos las propiedades conumutativa y asociativa de la suma de pro-
babilidades, y la propiedad distributiva de la suma respecto al producto por un

nimero real Ag:
N 1 n—1 ' N 1 n—1 '
= Z (E Z )\k(f])*éyk) = Z Ak(g Z(f])*‘syk)-
k=1 §=0 k=1 §=0

Recordando la definicién del pull-back (f7)* es sencillo verificar que (f7)*d,, =
d¢i(y)» de donde resulta:

N 1 n—1
=D M (5 > 5ff<yk>> )
k=1 =0

probando la primera igualdad de (32)).

Finalmente, para probar la segunda igualdad de , recordamos la Definicion
de la probabilidad empirica o,,,, = (1/n) Z;:& 03 (y,)- Sustituimos esta en la

igualdad de més arriba y resulta:

N
Hn = E /\k:o-n,ym
k=1

terminando de probar la igualdad de la derecha en (32)).

Ahora, de la igualdad de la izquierda en deducimos:

/z/;d,un _ /w(im%jﬁimw)a

y por la linealidad de la integral respecto a la medida de integracion, obtenemos:

N 1 n—1 1 N n—1 '
/T/Jd,un = ZAkﬁ Z/wdéfj(yk) 0 Z)‘k wa](yk))
k=1 j=0 k=1 j=0

Entonces, multiplicando por n llegamos a

S oS v ) = n [ b (33)
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Por otro lado, calculamos la entropia de la particion P" respecto a la medida

de probabilidad v,, no necesariamente invariante, que construimos mediante la

igualdad a la izquierda en . Para ello aplicamos la Definicién :

H(P",vn) = — Y vn(X)logv,(X).

Xepn

Pero por construccién de la medida v, ella estd soportada en una cantidad finita
de puntos y, : 1 <k < N, y cada uno de estos puntos y, pertenece a un atomo
diferente X € P" de la particién P". Entonces, d,, (X;) =1y 6,,(X) = 0 para
toda otra pieza X € P" diferente de Xj. Deducimos que:

y por lo tanto

N
H(P" v,) = =Y vn(Xg)log v (Xy) = Zxk 1og M.

k=1

Hemos probado que

N
= Mlog A, = H(P", v,). (34)

Restando miembro a miembro las igualdades y , y juntandolas con la
igualdad , deducimos:

log L = (ZMZWW(%))) - <Z)\k10g>\k> Zn'/?/)dMnJrH(PnaVn),

y sustituyendo en la desigualdad a la derecha en obtenemos:
ne Un)
m(M,) < K - exp(E + log L> K -exp n U dpy, + )

Ahora, afirmamos que
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Por un lado, hemos elegido ¢ < ¢/3. Por otro lado, hemos elegido los puntos
Yyr € M, para todo k =1,...,N. Y por la igualdad que define al conjunto
M, , tenemos

dist(oy (y), ) < €* V1<k<N.

Del Lema [3.4] sabemos que cada bola en M es convexa con la métrica débil*
definida por la igualdad . En particular la bola de centro p y radio € es
convexa. Y debido a la igualdad a la derecha de , la medida de probabilidad
iy, €s una combinacién convexa finita de las medidas o, (yx). Deducimos que p,
pertenece a la bola de centro p y radio €* en el espacio de probabilidades. Por lo
tanto, la desigualdad esta probada.

De la desigualdad y aplicando la parte (iii) del Lema , deducimos que

m(M,) < K exp n(%—l—/wdun#—hu(f)) YV n > ng.

Ademas, de la igualdad y de la definicién de métrica débil* en M con ¢y = 9,

deducimos que
/ﬁm%</¢m+§

m(M,) < K exp n<e+/z/1d,u+hu(f)> YV n > ny. (36)

Por lo tanto,

Finalmente, por hipdtesis u & K,. Luego, [t du + h, < —r. Substituyendo esta
ultima desigualdad en , concluimos , terminando la demostracion del
Lema [3.8 O

3.5 Fin de la demostracion del Teorema 1
Demostracion. Debemos probar que cada medida tipo-SRB u satisface la Férmu-
la de Pesin para la Entropia.

Para cualquier » > 0 consideremos el conjunto K, C M definido por la igualdad

([24). Como {K,}, es decreciente con r:

Ko=[)K.

r>0
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donde

’COZ{MGM]“: /wd,u—i-hu(f)ZO}, Y= —log|detDf|.

Como dijimos en la Introduccién de esta Tesis, la desigualdad de Ruelle [15]

aplicada a los mapas C''-expansores adquiere la siguiente expresion:

hu(f) < /log\detDﬂdu = —/wdu Ve My (37)

Entonces, deducimos que el conjunto Ky, que a priori podria ser vacio, esta com-

puesto por todas las medidas invariantes y tales que

/¢du+hu(f)=0

0, en otras palabras, Ky es el conjunto de medidas invariantes y que satisfacen la

Formula de Pesin para la Entropia.

Entonces, para probar que cada medida tipo-SRB p satisface la Formula de Pe-
sin para la Entropia, debemos probar que si u es tipo-SRB, entonces p € K.

Equivalentemente, debemos probar que p € IC, para todo r > 0.
Por absurdo, supongamos que existe » > 0 tal que la medida tipo-SRB p no
pertenece a IC,. Por el Lema |3.8] existen K > 0, ng > 1y €* > 0 tales que

m({x € M : dist(c,4, 1) < €} < K e™™/? Vi >nyg, (38)

donde m denota la medida de Lebesgue.

Por la Definicién de medida tipo-SRB, para todo ¢* > 0 el conjunto
Af(p) :={x e M : dist(pw(x),n) < €}
tiene medida de Lebesgue positiva,

m(A (1)) > 0.

Para cada n > 1, denotamos
M, :={x e M: dist(op.,pn) <€}
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Ahora, seax € A*(u), luego dist(pw(z), ) < €*. Por lo tanto existe alguna medida
p € pw(z) tal que dist(p, u) < €*. Por la Definicién del p-omega limite, existe
una subsucesion débil*-convergente a p de probabilidades empiricas o, ,. Y como
el limite p esta en la bola abierta de centro u y radio €*, por la definicién de limite
existe ko > 1 tal que dist(o,, -, ) < €* para todo k > ky. Equivalentemente
x € M,, para todo k > ky Luego, existen valores arbitrariamente grandes n;, del
indice n tal que z € M,,. Es decir, para todo N > 1 existe algin n = n; > N tal
que x € M,. Por lo tanto para todo N > 1 z € UnzN M,,. Equivalentemente

meﬂ UM"

N>1n>N

Hemos probado la afirmacién de aqui arriba para cualquier punto x del conjunto

A*(u). Por lo tanto hemos probado que

Al < () U M,

N>1n>N

y como m(A*(u)) > 0, deducimos que

m( N uU Mn> > 0. (39)

N>1n>N

Pero la desigualdad implica que > 2 m(M,) < 4oo. Entonces, aplicando
el Lema de Borel-Cantelli [19], se sigue que m(ﬂN21 Unsn Mn> = 0, contradi-
ciendo la desigualdad . Con esto terminamos de demostrar el Teorema 1. []
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Conclusiones

Las conclusiones de esta Tesis estan escritas al final de la Introducciéon: son el

enunciado del Teorema 1 y la secciéon titulada “Relevancia del Teorema 17.
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