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Resumen

El objetivo de este trabajo es probar la coherencia dindmica de difeomorfis-
mos parcialmente hiperbdlicos en ciertas clases de isotopia de difeomorfismos
de Anosov en nilvariedades, extendiendo un resultado debido a T. Fisher,
R. Potrie y M. Sambarino [FPS] del caso del toro al caso de nilvariedades.

Abstract

The purpose of this thesis is to obtain dynamically coherence of partially
hyperbolic diffeomorphisms in certain classes of Anosov diffeomorphisms on
nilmanifolds, extending a result due to T. Fisher, R. Potrie and M. Samba-
rino [FPS] from the torus case to the nilmanifold case.
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Capitulo 0

Introduccion

El principal objetivo de los sistemas dindmicos es entender la evolucién
temporal de un sistema dado. Dicho de otro modo, fijado un espacio y una ley
que gobierna el movimiento del mismo, intentar predecir el comportamiento
asintotico o a largo plazo de la mayor cantidad de drbitas posibles.

En algunos casos, este comportamiento resulta trivial dada la simpleza de
la dindmica, pero en otros casos la ley de movimiento presenta caracteristicas
especiales que hacen que su comportamiento sea impredecible o caédtico.
Los ejemplos paradigmaticos de sistemas cadticos son los difeomorfismos de
Anosov: un difeomorfismo f : M — M es Anosov o globalmente hiperbdlico,
si en cada punto el espacio tangente se descompone en suma directa de dos
fibrados D f-invariantes TM = E*@ E* tales que E* y E* contraen vectores
exponencialmente al futuro y al pasado respectivamente (Seccién 2.1).

La propiedad de expansién-contraccién, que llamamos hiperbolicidad in-
duce en la dindmica propiedades interesantes como la expansividad (caos), la
transitividad, la presencia de puntos periddicos con periodos arbitrariamen-
te grandes y entropia positiva por nombrar algunas. El concepto de conjunto
hiperbélico fue introducido por S. Smale en [Sm| donde hace un estudio de-
tallado de la hiperbolicidad y propone algunos problemas. El mas relevante
quizés sea el problema de la clasificacién topoldgica de los difeomorfismos
de Anosov.

Decimos que dos difeomorfismos f : M — M y g : N — N son equivalen-
tes topoldgicamente o conjugados si existe un homeomorfismo h : M — N
tal que h o f = g o h. Para finales de los anos 70 ya se tenia una buena
idea de como era esta clasificacién debido a los resultados de J. Franks, S.
Newhouse y A. Manning. Por un lado los trabajos [Fr|, [Ne| dicen que si M
es una variedad riemanniana compacta, conexa, sin borde de dimensién n
y f: M — M es un difeomorfismo de Anosov de codimensién 1, entonces
necesariamente M = T" y f es conjugado a un automorfismo de Anosov li-
neal. Por otro [Frl] y [Man] prueban que si f : M — M es un difeomorfismo
de Anosov en una nilvariedad M, entonces f es topolégicamente conjugado



a un automorfismo de Anosov lineal.

A pesar de estos dos importantes resultados, ain quedan preguntas re-
levantes por responder. Por ejemplo, todavia es un problema abierto el de-
terminar que variedades admiten difeomorfismos de Anosov, y si éstos di-
feomorfismos son siempre transitivos.

En el intento de generalizar estos resultados se flexibiliza la definicién
de difeomorfismo de Anosov, dando lugar a los llamados difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos. Decimos que un difeomorfismo f : M — M es
parcialmente hiperbdlico si el espacio tangente se descompone en suma di-
recta de 3 fibrados D f-invariantes TM = E*° @ E¢ ® E" tales que los
fibrados E*° y E"* contraen vectores exponencialmente al futuro y pasado
respectivamente, y el fibrado central ¢ tiene un comportamiento intermedio
(Seccién 2.2). En este sentido los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
son una generalizacién de los difeomorfismos de Anosov.

Al igual que en el caso Anosov, nos interesa clasificar los parcialmente
hiperbdlicos. Una herramienta fundamental para la clasificacién de Franks-
Newhouse-Manning, es la existencia de foliaciones invariantes tangentes a las
distribuciones estables e inestables. Estas foliaciones, siempre existen para
los fibrados estables e inestables, tanto para los difeomorfismos de Anosov
como para los parcialmente hiperbdlicos (capitulo 3). Sin embargo, el fi-
brado central E° no siempre es integrable, es decir, no tiene una foliacién
invariante tangente a E° en cada punto. Existen ejemplos de difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos cuya distribucién central no es integrable. El pri-
mer ejemplo de este tipo es un parcialmente hiperbdlico en una nilvariedad
de dimensién 6. Este ejemplo aparecié originalmente en [Sm| como un di-
feomorfismo de Anosov en una variedad que no es el toro. Afios més tarde
A. Wilkinson [W] observé que reagrupando fibrados de manera correcta,
uno crea una distribucién central que no es integrable ya que no se cumple
la condicién de Frobenius (seccién 2.4). En [RHRHU] aparece un segundo
ejemplo en el toro T3.

Decimos que un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico es dindmica-
mente coherente si existen foliaciones invariantes, tangentes en cada punto
a las distribuciones centro-estables y centro-inestables (y por ende, también
existe una foliacién tangente a la distribucién central).

El primer resultado de coherencia dindamica es debido a M. Brin quien
probé en [Br] que un difeomorfismo absolutamente parcialmente hiperbélico®
es dindmicamente coherente siempre que sus hojas estables e inestables sean
quasi-isométricas en el cubrimiento universal. Luego, en [BBI] se obtiene
coherencia dindmica para difeomorfismos absolutamente parcialmente hi-
perbélicos en el toro T2 utilizando el criterio de Brin. En los tltimos afios, R.
Potrie y A. Hammerlindl en una serie de trabajos [Po|, [HamPo], [HamPo2]

Labsolutamente parcialmente hiperbélico es una forma més fuerte de hiperbolicidad
parcial.



prueban la coherencia dindmica para difeomorfismos parcialmente hiperbdli-
cos en variedades de dimensién 3 con grupo fundamental soluble a menos
de una obstruccién topoldgica.

A pesar de estos resultados, cuando la dimensién de la distribucién cen-
tral es mayor que 1 se sabe realmente muy poco. El primer resultado en este
sentido es debido a T. Fisher, R. Potrie y M. Sambarino [FPS] donde prue-
ban que los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos isotopicos a Anosov
lineales en el toro T" son dindmicamente coherentes, siempre que la isotopia
sea por difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos. En ese trabajo no hay
restriccién alguna sobre la dimensién de la distribucién central y se prueba
la coherencia dindmica para conjuntos grandes de difeomorfismos (compo-
nentes conexas de Anosov lineales). El objetivo de esta tesis es extender este
resultado al caso de las nilvariedades donde podemos aplicar las mismas
técnicas que en [FPS| para algunos casos. A continuacién presentamos el
contexto en el que trabajaremos.

Sea A : M — M un difeomorfismo de Anosov lineal en una nilvarie-
dad M = G/T, donde G es un grupo de Lie conexo, simplemente cone-
xo, nilpotente, y I' C G es un subgrupo discreto cocompacto. El espacio
tangente T.M admite una estructura de algebra de Lie y el diferencial
DA : TM — TM induce una descomposiciéon del fibrado tangente de la
forma TM = E & EY* & EY" & EY" (Ver capitulo 2). Supondremos a lo
largo del trabajo que el fibrado central Eq = EY%* © EY" es una subélgebra
de Lie de T, M. Esto siempre ocurre en el caso del toro T = R"™/Z" ya
que R™ es un algebra de Lie abeliana y por esa razén cualquier subespacio
vectorial es una subalgebra. Esta representa la unica diferencia del resultado
original de [FPS] en el caso del toro T™ respecto al caso general de nilvarie-
dades donde no siempre el fibrado central es cerrado por el corchete de Lie
(Seccién 2.4).

Llamaremos PH4(M) al conjunto de difeomorfismos parcialmente hi-
perbdlicos isotépicos a A y PH%(M ) al conjunto de las componentes co-
nexas de PH4(M) que contienen un parcialmente hiperbdlico dindmica-
mente coherente. Sabemos de [Fr] que para todo f € PHu(M), existe
H; : G — G continua y sobreyectiva tal que Ao Hy = Hy o f, donde f
denota el levantamiento de f al cubrimiento universal G. Decimos que un
difeomorfismo f € PH4(M) dindmicamente coherente tiene fibras centrales
si H;I(Wi(Hf(x))) = VN\/}?(:U) Es decir, diferentes hojas centrales de f se
mapean sobreyectivamente en diferentes hojas centrales de A por Hy. El
resultado principal que expondremos es el siguiente:

Teorema 0.1. Todo f € PHY(M) es dindmicamente coherente y tiene
fibras centrales.

Para la prueba de este teorema es fundamental una de las hipétesis que
hemos hecho: el fibrado central E£9 es una subalgebra de Lie. Queda abierta
la pregunta de si el reciproco también es cierto, es decir, si f € PH(M) es



dindmicamente coherente entonces: jel fibrado central 9 es una subalgebra
de Lie? Una respuesta afirmativa a esta pregunta terminaria de clasificar la
coherencia dinamica de todos los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
en clases de isotopia de Anosov. Bastaria con chequear como se comporta el
corchete de Lie de la parte lineal de f (una condicién puramente algebraica)
para determinar la coherencia dindmica de f.

El trabajo estéa dividido de la siguiente manera. El capitulo 1 es una breve
introduccion a la teoria basica de grupos de Lie. En el aparecen las defini-
ciones y resultados que utilizaremos a lo largo del trabajo. En el capitulo
2 se definen los conceptos de difeomorfismos de Anosov y parcialmente hi-
perbdlico, y se construyen ejemplos algebraicos en nilvariedades. El capitulo
3 trata de la existencia de variedades invariantes tangentes a distribuciones
con algun tipo de hiperbolicidad. Se prueba el teorema de las placas locales
debido a Hirsch, Pugh y Shub y el teorema de la variedad estable fuerte.
Ademads se prueba que las foliaciones estables-inestables de un Anosov lineal
tienen estructura de producto global y como consecuencia de esto se prueba
el lema de sombreado para automorfismos hiperbdlicos. El capitulo 4 es el
mas importante de este trabajo. En el se definen los conceptos principales y
se demuestra el teorema 0.1.



Capitulo 1

Grupos de Lie

Este capitulo es una breve guia a la teoria clasica de grupos de Lie. Pre-
sentamos definiciones bésicas, algunos ejemplos y enuciamos algunos teore-
mas que vamos a utilizar a lo largo de este trabajo. La presentaciéon sera
muy escueta y no presentaremos ninguna demostracién para no extendernos
demasiado y no alejarnos del propésito de este trabajo. Todo lo que expo-
nemos en este capitulo se puede encontrar en cualquier libro sobre grupos
de Lie, mencionamos por ejemplo [SW], [Wa].

Definicion 1.1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con una
estructura de grupo tal que los mapas g — g~ y (g,h) — g.h son diferen-
ciables. Al producto G x G lo dotamos con la estructura producto.

Algunos grupos de Lie son R" con la operacién suma, los nimeros reales
no nulos R* con la multiplicacién y los nimeros complejos no nulos C* con
el producto usual de los ntimeros complejos. El circulo S! visto como los
numeros complejos de moédulo 1 también es un grupo de Lie.

Dados dos grupos de Lie G y H, su producto G x H es un grupo de
Lie con la estructura diferenciable producto y la estructura de grupo de
producto directo. De esta forma tenemos que los toros n-dimensionales T" =
St x ... x S! son grupos de Lie. Otra familia muy importante de grupos
de Lie son los grupos de matrices M, (R), GL,(R), SL,(R) con el producto
usual de matrices.

Definicion 1.2. Un dlgebra de Lie g sobre R es un espacio vectorial real

g junto con un operador bilineal [.,.] : g X g — @ llamado corchete tal que
Vr,y,z €g:

2. [lw gl 2] + Iy, 2], 2] + [z, 2], 9] = 0

La propiedad 1 nos dice que el corchete es anti-conmutativo y la propie-
dad 2 recibe el nombre de identidad de Jacob:.



Algunos ejemplos de dlgebras de Lie son R" con el corchete identicamente
nulo, R? con el producto vectorial y el conjunto de matrices M, (R) con el
corchete [A, B] = AB — BA.

La importancia del concepto de dlgebra de Lie es que esta intimamente
relacionado al concepto de grupo de Lie. Veremos que a cada grupo de Lie
G le corresponde una tnica dlgebra de Lie g y ademas esta correspondencia
refleja propiedades de G en g y viceversa.

Un campo de vectores X en una variedad diferenciable G es una funcién
que a cada punto g € G le asocia un vector X(g) € T,G. Si esta asociacion
es diferenciable, decimos que el campo X es diferenciable. Recordamos que
los campos de vectores diferenciables pueden ser vistos como operadores
(o derivaciones) en el espacio de las funciones C*°. Esta interpretacion nos
permite componer campos de vectores, ademés de sumarlos, y gracias a esto
podemos definir el corchete [X,Y] = XY — Y X para todo par de campos
X,Y. Es facil ver que este corchete cumple con las dos condiciones de la
definicién 1.2. Ver [DoC] capitulo 0 para mas detalles.

Definicion 1.3. Sea g € G. La traslacion por izquierda de g es el difeomor-
fismo Ly : G — G definido por: Lg(x) = gx.

Un campo de vectores X en G es invariante a izquierda si D(L,) o X =
X o Ly, es decir si para todo g,w € G tenemos D(Ly)yX(g) = X (Lw(g)).
Los campos de vectores invariantes a izquierda quedan completamente de-
terminados por su valor en algin punto de G, esto nos permite identificar
el espacio tangente T.G con los campos de vectores invariantes a izquier-
da: dado v € T, G el campo X(g) = D(Lg)(v) es invariante a izquierda y
ademads es el tinico que verifica X (e) = v.

La siguiente proposicién, cuya prueba omitimos, nos permite definir el
algebra de Lie asociada a un grupo de Lie.

Proposicion 1.4. Sea G un grupo de Lie y g el conjunto de campos de
vectores invariantes a izquierda. Entonces:

1. g es un espacio vectorial real, y el mapa o : g — T.G definido por
a(X) = X(e) es un isomorfismo lineal.

2. Los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables.

3. El corchete de Lie de dos campos invariantes a izquierda es un campo
de vectores invariante a izquierda.

4. g es un dlgebra de Lie.

Definicion 1.5. El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G es el dlgebra de Lie
de los campos de vectores invariantes a izquierda en G.



1.1. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS DE LIE

1.1. Homomorfismos de grupos de Lie

Definicion 1.6. Un homomorfismo de grupos de Lie es un mapa ¢ : G — H
que es C* y ademds un homomorfismo de grupos. Diremos que @ es un
isomorfismo si ademds, ¢ es un difeomorfismo. Si un isomorfismo va de un
grupo de Lie en si mismo, lo llamamos automorfismo. Si g y b son dlgebras
de Lie, un mapa ¥ : g — b es un homomorfismo de dlgebras de Lie si es
lineal y preserva el corchete, es decir ([ X,Y]) = [¢(X),¥(Y)], para todo
XY € g. Analogamente definimos isomorfismo y automorfismo de dlgebra
de Lie.

Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Como ¢ es un homo-
morfismo sabemos que p(e) = e, luego el diferencial Dy, es una transforma-
cién lineal del espacio tangente T.G en T, H. Identificando T.G' y T, H con g
y b, sus respectivas algebras de Lie, obtenemos que Dy, induce una transfor-
macién lineal dy : g — b donde si X € g, entonces dp(X) es el tinico campo
de vectores invariante a izquierda en H tal que dp(X)(e) = Dy (X(e)). Es
decir: aodyp = Dy, o a.

El siguiente teorema nos dice que dy : g — b respeta el corchete de Lie,
es decir dp es un homomorfismo de algebras de Lie.

Teorema 1.7. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b respec-
tivamente. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie entonces
de g — b es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

1.2. Subgrupos de Lie

Definicién 1.8. (H,p) es un subgrupo de Lie del grupo de Lie G si
1. H es un grupo de Lie.
2. ¢: H— G es una inmersion inyectiva (subvariedad de G).
3. v: H — G es un homomorfismo de grupos.

(H, ) es un subgrupo cerrado de G si ademds p(H) es un subconjunto
cerrado de G.

Definicion 1.9. Sea g un dlgebra de Lie y b C g un subespacio vectorial.
Decimos que by es una subdlgebra de Lie si [X,Y] € b, para todo X,Y € b.

Es claro de la definicién anterior que una subélgebra de Lie h C g es un
algebra de Lie con el corchete inducido por g.

Sea (H, ¢) un subgrupo de Lie de G, y sean hj y g sus respectivas algebras
de Lie. Por definiciéon ¢ : H — G es un morfismo de grupos de Lie, luego
por el teorema 1.7 sabemos que ¢ induce un morfismo de algebras de Lie
de : h — g. Esto implica que la imdgen dp(h) es una subélgebra de Lie



1.3. CUBRIMIENTOS

de g. Concluimos entonces que cualquier subgrupo de Lie de GG induce una
subalgebra de Lie de g.

Reciprocamente cualquier subélgebra de Lie proviene de un subgrupo de
Lie como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y sea hC g una
subdlgebra de Lie. Entonces existe un unico subgrupo de Lie conexo (H,p)

de G tal que dp(h) = b.

Corolario 1.11. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces
existe una correspondencia biyectiva entre los subgrupos de Lie conexos de
G y las subdlgebras de Lie de g.

1.3. Cubrimientos

Un teorema fundamental de topologia algebraica nos garantiza la exis-
tencia de un cubrimiento universal para ciertos espacios topolégicos, en par-
ticular para grupos de Lie G. El siguiente teorema nos dice que es posible
darle a G una estructura diferenciable y de grupo que hacen que sea un
grupo de Lie.

Teorema 1.12. Todo grupo de Lie conexo tiene un cubrimiento simple-
mente conexo que es ademds un grupo de Lie, y tal que m : G — G es un
homomorfismo de grupos de Lie.

El siguiente teorema, ademas de ser interesante por si mismo, nos per-
mitird definir en la proxima seccién un concepto fundamental para la teoria
de grupos de Lie.

Teorema 1.13. Sean H y G grupos de Lie con dlgebras de Lie b y g res-
pectivamente y G simplemente conexo. Sea ¢ : g — b un homomorfismo.
Entonces existe un inico homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = ¢.

Corolario 1.14. Si dos grupos de Lie simplemente conexos G y H tienen
dalgebras de Lie isomorfas, entonces G y H son isomorfos.

1.4. Mapa exponencial

Un homomorfismo ¢ : R — G se llama subgrupo a un pardmetro de G.
Sea GG es un grupo de Lie y g su algebra de Lie. Tomamos X € g fijo, luego
la funcién A — AX es un homomorfismo del algebra de Lie R en g. Como R
es simplemente conexo el teorema 1.13 nos asegura la existencia y unicidad
de un subgrupo a un pardmetro expy : R — G tal que dexpx(A) = AX. En
otras palabras ¢t — expx (t) es el tinico subgrupo a un pardmetro de G' cuyo
vector tangente en 0 es X (e). Definimos el mapa exponencial

exp: g — G como exp(X) =expy(1)

10



1.5. GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES

El nombre proviene del caso del grupo general lineal GL, (R), donde el mapa
exponencial de grupos coincide con la exponencial de matrices.

El mapa exponencial exp : g — G es C* y ademas Dexp : Tog — T.G
es la Identidad, luego por el teorema de la funcién inversa sabemos que exp
mapea un entorno del 0 € g difeomorficamente en un entorno del neutro
e € G. El siguiente teorema nos dice que el mapa exponencial conjuga los

mapas @ y dp.

Teorema 1.15. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos de Lie, en-
tonces @ o exp = exp o dyp.

1.5. Grupos y algebras de Lie nilpotentes

En esta seccion introducimos los grupos y algebras de Lie nilpotentes, y
durante todo este trabajo nos enfocaremos en esta clase de grupos y algebras
exclusivamente. La razén de esto es puramente dinamica y quedara mas clara
en la seccién 2.3. Comenzamos con la definicién de grupo nilpotente.

Dado un grupo G y dos puntos z,y € G tenemos la siguientes notaciones:

» Notamos por (z,y) = zyr~ 'y~ ! al conmutador de = e y.

» Si Ay B son subconjuntos de G notamos (A4, B) al subgrupo generado
por todos los conmutadores (z,y) con z € A, y € B.

= Si H es un subgrupo normal de G escribimos H <<G o G > H.

Es claro que si H < Gy K < G, entonces (H, K) < G. Tomamos ahora la
siguiente sucesién de subgrupos: C°G = G y C"*'G = (G, C"G) para todo
n > 0. Es claro que:

G=CGoC'GDC*GD---D2C"GD...
De la observacién anterior obtenemos la serie
C'G>ClG>C?°G> - > C"G > ...

v la llamamos serie central descendiente.

Definicion 1.16. Un grupo G es nilpotente si la serie es finita, es decir si
eziste N € N tal que ONG = {e}.

Si G es abeliano, es decir xy = yz para todo =,y € G, es claro que
C'G = {e}. Luego todo grupo abeliano es nilpotente. Adem4s es facil ver
que los subgrupos de un grupo nilpotente son también nilpotentes.

Introducimos ahora la definicién de algebra de Lie nilpotente de manera
similar. Sea g un édlgebra de Lie, tenemos las siguientes notaciones:

11



1.5. GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES

» Si by nson subespacios de g notamos por [h, n] al subespacio generado
por todos los corchetes [x,y] tales que = € b, y € n.

= Si b es un ideal de g escribimos h <igo g > b.

Definimos la siguiente serie de subespacios: C’g = g y C""lg = [g, C"g]. Es
claro que
g=C%2C'g2C%*%2---2C"gD...

Gracias a la identidad de Jacobi tenemos que si h < g y n < g, entonces
[h,n] < g. Luego obtenemos la serie central descendente:

g=C%p>Clg>C%>--->Clg> ...

Definicion 1.17. Un dlgebra de Lie g es nilpotente si la serie es finita, es
decir si exviste N € N tal que CNg = {0}.

Andlogamente al caso de grupos, si un algebra de Lie es conmutativa
entonces C'g = {0}, luego toda &lgebra abeliana es nilpotente. Tambiés es
facil chequear que una subdlgebra de un dlgebra nilpotente es nilpotente.

El siguiente teorema clasico de la teoria de Lie nos relaciona ambos
conceptos siempre que el grupo sea conexo.

Teorema 1.18. Sea G un grupo de Lie conexo y g su respectiva dlgebra de
Lie. Entonces G es un grupo de Lie nilpotente si y solo si g es un dlgebra
de Lie nilpotente.

Para terminar este capitulo enunciamos un teorema que utilizaremos méas
adelante. La prueba se puede encontrar por ejemplo en [K].

Teorema 1.19. Sea G un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo y g
su respectiva dlgebra de Lie. Entonces el mapa exponencial exp : g — G es
un difeomorfismo.
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Capitulo 2

Difeomorfismos hiperbdlicos

En este capitulo estudiaremos los difeomorfismos parcialmente hiperbdli-
cos. Se definen los conceptos de difeomorfismos de Anosov e hiperbolicidad
parcial y se muestran algunos ejemplos en nilvariedades. El lector interesado
podré consultar [CrPo], [Sa] por una exposicién més detallada. Comenzamos
con los difeomorfismos de Anosov.

2.1. Difeomorfismos de Anosov

Un difeomorfismo de Anosov f es un difeomorfismo en una variedad
diferenciable M conexa, compacta y sin borde que verifica las siguientes
propiedades:

a) Existe una descomposicién del fibrado tangente TM = E*@® E" en dos
subfibrados continuos y D f-invariantes:

o Dfy(v®) € E*(f(x)), siv® € E*(z)
o Dfy(v") € E*(f(x)), siv" € E%(x)

b) Existe una métrica riemanniana ||-|| y constantes C > 0, A € (0,1)
tales que:

o | Dfv)| < CA"||v| para todo v € E*(x) y n > 0.
o | Df ()| < CA™||v| para todo v € E*(x) y n > 0.

Llamamos a E® y E" fibrados estable e inestable respectivamente.

Observacion 2.1. No es necesario pedir la continuidad de los fibrados es-
table e inestable ya que la misma se deduce de la expansion y contraccion de
la descomposicion.

13



2.1. DIFEOMORFISMOS DE ANOSOV

Observacion 2.2. La definicion anterior es independiente de la métrica
elegida. Es decir si la descomposicion es hiperbdlica para una métrica, en-
tonces lo es para cuaquier otra equivalente aunque las constantes C y A si
dependen de la métrica.

Mds ain, se puede probar que siempre existe una métrica donde podemos
tomar C = 1. Es decir, una métrica donde vemos la contraccion en el primer
paso.

Los ejemplos mas conocidos de difeomorfismos de Anosov son los auto-
morfismos lineales en el toro T". Estos ejemplos se construyen en el espacio
euclideo R™ como un automorfismo lineal (matriz en SL(n,Z)) que preserva
el subgrupo cocompacto Z™. Al preservar ese lattice podemos tomar el mapa
cociente y obtenemos un difeomorfismo de Anosov en R"/Z" = T™. Veremos
un ejemplo para el caso n = 2 con mas detalle en la secciéon 2.3.

Lo interesante de estos ejemplos lineales en el toro, o en general en nilva-
riedades, es que resultan ser los inicos desde el punto de vista topoldgico. Es
decir, cualquier difeomorfismo de Anosov en una nilvariedad es equivalente
a un difeomorfismo lineal o algebraico gracias a los resultados de Franks y
Manning.

Decimos que dos difeomorfismos f: M — M y g : N — N son conjuga-
dos o topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo h : M — N
tal que ho f=goh.

Teorema 2.3 ([Frl],[Man]). Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov
en una nilvariedad M. Entonces f es conjugado a un automorfismo de
Anosov lineal o algebraico.

A pesar de este resultado en nilvariedades todavia es un problema abierto
el determinar que variedades admiten difeomorfismos de Anosov. En codi-
mensién 1 se conocen a la perfeccion gracias a Franks y Newhouse. Decimos
que un Anosov es de codimensién 1 si la dimensién de la distribucién estable
o la inestable es de dimensién 1.

Teorema 2.4 ([Fr],[Ne]). Sea M una variedad riemanniana compacta, cone-
za, sin borde de dimension n y sea f : M — M un difeomorfismo de Anosov
de codimension 1. Entonces, M = T™ y f es topolégicamente conjugado a
un automorfismo de Anosov lineal.

Un difeomorfismo de Anosov en dimensién 2 y 3 siempre es de codimen-
sién 1, por lo que en dimensiones bajas estos difeomorfismos estan comple-
tamente clasificados.
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2.2. DIFEOMORFISMOS PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

2.2. Difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos

Sea M una variedad diferenciable compacta conexa y sin borde. Un di-
feomorfismo f : M — M es parcialmente hiperbdlico si se cumplen las
siguientes dos propiedades:

a) Existen una descomposicién del fibrado tangente en tres subfibrados
D f—invariantes: TM = EY @ Ef & EY.

b) Existe una métrica riemanniana ||-|| y constantes C' > 0, A € (0,1)
tales que para todo x € M y vectores unitarios v7 € E?(CE)

i) ATHID fov®* || < [[Dfov®]] < D fov™|
i) [Dfive]] < CX [ Dfy o™ | < OX", Vn = 0

Anélogamente al caso Anosov, la continuidad de los fibrados también es
consecuencia de la dominacién.

Dentro de los ejemplos mas conocidos de difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos se encuentran los lineales, los difeomorfismos de Anosov y los
productos directos de Anosov por la Identidad. Otros ejemplos interesantes
de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos provienen del estudio de la geo-
metria riemanniana: en variedades de curvatura negativa, el flujo geodésico
es un flujo de Anosov y por ende el tiempo 1 de este flujo es un difeomorfismo
parcialmente hiperbdlico. Este ejemplo es muy interesante ya que muestra
la interaccién de la geometria y la dinamica.

Como mencionamos en la introduccién, nos interesa trabajar con par-
cialmente hiperbdlicos cuya distribucién central es integrable. La razén de
esto es variada. Por un lado existe una posible clasificaciéon de difeomorfis-
mos parcialmente hiperbdlicos llamada conjugacion por hojas que exige la
existencia de la foliacién central. Por otro lado la integrabilidad de la dis-
tribucién central es fundamental para obtener propiedades de ergodicidad
([PS1], [PS2]).

Decimos que un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico f es dindmica-
mante coherente si las distribuciones EJCCS = E;ZS &) EJCC y ch“ = EJCC <) E}W
son Unicamente integrables. Es decir, si existen foliaciones f-invariantes W]ccs,
chc“ tangentes respectivamente a EJCCS, ch“ (en particular también EJCC es in-
tegrable, con su respectiva foliacion Wj‘i) Veremos en la subseccién 2.4 que
existen ejemplos de difeomorismos no dindmicamente coherentes.

En esta tesis nos centraremos en difeomorfismos parcialmente hiperbdli-
cos que se encuentran en clases de isotopia de difeomorfismos de Anosov
lineales y probaremos la coherencia dindmica en algunos casos. En la si-
guiente seccién daremos una construccién detallada de los difeomorfismos
hiperbdlicos lineales asi como de las variedades donde trabajaremos concidas
como nilvariedades.
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2.3. CONSTRUCCION ALGEBRAICA

2.3. Construccion algebraica

En esta seccién vamos a construir difeomorfismos de Anosov o parcial-
mente hiperbdlicos lineales en variedades riemannianas de dimensién arbi-
traria.

Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo de dimensién n, y
A : G — G un isomorfismo de grupos. El neutro e de G es fijo por A, luego
tenemos que el diferencial es un isomorfismo lineal DA, : T.G — T.G. El
teorema 1.7 nos dice que el diferencial induce un isomorfismo de algebras
de Lie dA : g — g. La correspondencia entre el dlgebra de Lie g y T.G
viene dada por el isomorfismo « : g — T.G que asocia a X € g el vector
X(e) € T.G y ademés conjuga los isomorfismos DA, y dA.

Decimos que el automorfismo A es Anosov si la transformacién lineal
dA : g — g es hiperbdlica, es decir no tiene valores propios de médulo 1.
Cuando este es el caso podemos descomponer g en suma directa de subespa-
cios propios g° y g%, donde g° es la suma directa de los subespacios propios
asociados a los valores propios de médulo menor que 1 y g* es la suma di-
recta de los subespacios propios asociados a los valores propios de médulo
mayor que 1. Por ser dA hiperbdlica obtenemos g = g° ® g*. Para esta des-
composicién de g tenemos que existe un producto interno (,) en g tal que
la norma asociada a este producto contrae vectores de g° exponencialmente
para el futuro y contrae vectores de g“ exponencialmente para el pasado.
Esto quiere decir que existen constantes C' > 0y 0 < A < 1 tales que:

n [|[dA™(v)]| < CA*||v|| para todo v € g°.

» [[dAT™(v)]| < CA™||v|| para todo v € g*.

La hiperbolicidad de dA implica que los subespacios g° y g“ son subdlgebras
de Lie, es decir, son cerrados por el corchete.

Proposicion 2.5. Sea A : G — G un automorfismo de Anosov con una
descomposicion del dlgebra de Lie de la forma: g = g° & g*. Entonces, los
subespacios g° y g* son subdlgebras de Lie.

Demostracion. Probaremos el caso estable g®. La prueba para el caso ines-
table es andloga. Tomamos X,Y € g°, tenemos que probar que [X,Y] € g°.

Sabemos que || dA"X]|| y ||dA™(Y)|| tienden a cero cuando n — +oo por
pertenecer X, Y a g°. Como el corchete de Lie es una aplicacién bilineal,
tenemos que es continua. Luego, [dA"X,dA"Y] — 0 cuando n — +o0.
Como dA : g — g un morfismo de élgebras de Lie tenemos que respeta el
corchete y podemos conlcuir que dA"™([X,Y]) = [dA"X,dA"Y] — 0 cuando
n — +oo. Esto prueba que [X,Y] € g°. O
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2.3. CONSTRUCCION ALGEBRAICA

Observamos ahora que el isomorfismo « : g — T.G nos permite pasar
este producto interno de g al espacio tangente T.G:

(v, w)e = (™ (v), 0™ (w))

Luego trasladando a izquierda el producto interno en e obtenemos un pro-
ducto interno en cada punto x € G:

(v, w)e = (D(La)g ' (v), D(La)e " (w))e

Es facil ver que esto define una métrica riemanniana y que es invariante a
izquierda (ver por ejemplo [DoC]). Ademds dado cualquier par de puntos
z,y € G existe una isometria L,,-1 que lleva z en y. Una variedad rieman-
niana con esta ultima propiedad recibe el nombre de variedad homogénea.

Definimos la distribucién estable E*(z) C T,G como E*(e) = a(g®), y
luego multiplicando por izquierda E®(z) = d(L;).(E®(e)). Analogamente
definimos E“(x).

Veamos ahora que A : G — G con esta descomposicién y esta métrica es
un difeomorfismo de Anosov.

» Invariancia por el diferencial
Veamos que la descomposicién del espacio tangente TM = E° @ E" es
D A—invariante: DA, (v) € E°(A(x)) siv € E9(x):

Tenemos que
v € E7(x) = D(Ly)e(E7) = D(Lg)e(a(g”))
Entonces existe un vector w? € g7 tal que v = D(Lg)(a(w?))
DAy (v) = DAc(D(Lg)e(a(w”))) = D(Ao Ly)e(a(w”))
Como A es morfismo de grupos, tenemos que fo Ly = L) o f, luego

DA;(v) = D(LA(:v) o A)e(a(w?)) = D(LA(x))e o(DAco a)(g?)
= D(Law)eo (@ o dA)(u”)
Como g7 es dA-invariante, tenemos que a(dA(w?)) € a(g?) = E(e)

Entonces,

DAy (v) € D(La@))e(E%(e)) = E7(A(x))
como queriamos ver.

s Contraccién y expansion
Ahora falta probar que los subespacios E*(z) contraen vectores expo-
nencialmente. La cuenta para el caso E* es andloga.
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2.3. CONSTRUCCION ALGEBRAICA

Tomamos v € E*(z), luego por definicion D(L,);'(v) € E*(e) =
a(g®). Tenemos entonces que existe un vector w® € g° tal que a(w®) =

D(L,-1)5(v). Luego DA% (v) € E*(A™(z)) vy
IDAZW)an ey = 1D(Loana) 3 oy (DAL = DL )0 A W)
Por ser A homomorfismo de grupos tenemos que
-1
Ln

(m) (¢] An = LAn($)7l (¢] An = LAn(x—l) o An = An (¢] Lm—l

Por lo tanto

IDAZ()l[an@) = [D(A" 0 Ly-1)()]le = [[DAZ © D(Ly-1)z(v)|le
= [[DAZ o a(w®)]e

Finalmente como « conjuga los mapas DA, y dA obtenemos:

[DA;(0)[ar@) = DAL o (w?)]le = [la o dA™ (w?) e = [|[dA™ (w®)]]
< ON'Jw?| = OXYle(w®)[le = CA™|D(Lg-1)z(v)le
= OX'vls

Esto prueba que A : G — G es un difeomorfismo de Anosov en una
variedad (grupo de Lie) simplemente conexa. El siguiente teorema de Ja-
cobson [J] nos muestra la primera restriccién topolégica en la construccién:
la hiperbolicidad fuerza al grupo G a ser nilpotente.

Teorema 2.6 ([J]). Sea ¢ : g — g un automorfismo de dlgebras de Lie que
es hiperbolico como transformacion lineal. Entonces g es nilpotente.

El teorema anterior nos dice que g tiene que ser nilpotente y esto ocurre
si y solo si G es nilpotente (Teorema 1.18). Debido a este resultado es que
trabajaremos exclusivamente con grupos y algebras de Lie nilpotentes, como
mencionamos en el capitulo anterior.

Nuestro objetivo ahora es construir ejemplos en variedades compactas.
Supongamos que G tiene un subgrupo discreto cocompacto I' invariante por
A, es decir A(T') =T. Luego A induce un mapa f4 en el cociente compacto

M = G/T’, dado por
farM =M, fa(z-T)=A() T

Es facil ver que f4 esta bien definido, ya que A es un morfismo y I' es A-
invariante. Ademaés es invertible ya que f;l = fs-1. Como la descomposicién
vy la métrica son invariantes a izquierda, en particular son invariantes por
I' y podemos llevar la métrica riemanniana de G al cociente M = G/I’
obteniendo un difeomorfismo de Anosov f4 : G/I' = G/T.
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2.3. CONSTRUCCION ALGEBRAICA

Decimos que M = G/T" es una nilvariedad, es decir, una variedad rieman-
niana que se obtiene como cociente de un grupo de Lie conexo simplemente
conexo nilpotente por la accién de un subgrupo discreto cocompacto.

La misma construccién que acabamos de hacer también es posible cuan-
do tenemos una descomposicién del algebra de Lie g en varios subespacios
vectoriales dA-invariantes:

g:gSS@QWS@QWU@gUU

El isomorfismo « : g — T.G conjuga nuevamente los mapas DA, y dA, y
trasladando por izquierda obtenemos las correspondientes distribuciones E?
para o = ss, ws, wu, uu. De esta forma obtenemos difeomorfismos de Anosov
con descomposiciones hiperbdlicas de la forma

TM — ESS @ E'UJS @ EU}'{L @ E'ILU

Si llamamos E¢ = E" @& E"", obtenemos una descomposicién parcialmente
hiperbdlica: TM = E*° @ E¢ & E““.

A estos ejemplos de difeomorfismos de Anosov (o parcialmente hiperb6li-
cos) los llamamos automorfismos de Anosov o automorfismos hiperbdlicos.
En la siguiente seccién veremos algunos ejemplos concretos de estas cons-
trucciones algebraicas.

Hasta ahora hemos asumido la existencia de un subgrupo I' discreto
y cocompacto. El siguiente teorema, entre otras cosas, nos da condiciones
necesarias y suficientes para que exista tal subgrupo.

Teorema 2.7. [Mal]

1. Una condicion necesaria y suficiente para que un grupo discreto I' sea
un subgrupo cocompacto de un grupo simplemente conexo nilpotente es
que I" sea finitamente generado, nilpotente, sin elementos de torsion.

2. Dado un grupo de Lie G conexo, simplemente conezxo y nilpotente, una
condicion necesaria y suficiente para que exista un subgrupo I' C G
discreto y cocompacto es que el dlgebra de Lie g tenga coordenadas
ractonales en alguna base.

3. Si I'; subgrupo discreto cocompacto de un grupo de Lie simplemente
conexo G, i = 1,2 entonces todo isomorfismo I'1 — I'y se extiende
unicamente a un isomorfismo G1 — Gs.

El teorema anterior nos da una descripcion de los subgrupos de G dis-
cretos y cocompactos. Mas aun, la tercera parte del teorema nos permite
extender todo automorfismo ¢ : I' — I' a un tunico automorfismo ¢ : G — G
tal que @|r = . Esto tltimo nos permitird en la seccién 3.5 definir la parte
lineal de un difeomorfismo.

19



2.4. EJEMPLOS

2.4. Ejemplos

En esta seccién mostraremos dos ejemplos concretos de difeomorfismos
hiperbdlicos. Comenzamos con los més simples: automorfismos lineales del
toro.

Automorfismos lineales en T?

Siguiendo con la construccién de la secciéon anterior, vamos a tomar G =
R? y T' = Z2. Es claro que I' es un subgrupo discreto de Gy ademds es
cocompacto, su cociente es el toro T? = R?/Z2. Comenzamos con la matriz

hiperbdlica
2 1
(1)

La matriz A induce un morfismo lineal del plano R? en si mismo. Ademés
sus entradas son enteras por lo que obtenemos que A(Z?) = Z2, es decir, el
subgrupo Z? es A-invariante. Luego, el difeomorfismo f4 : T? — T2 dado
por fa(Il(z,y)) = II(A(x,y)) estd bien definido (es invertible por ser A
invertible).

Este difeomorfismo tiene propiedades muy interesantes, algunas de ellas
las comentamos brevemente a continuacién. Primero que nada, observamos
que dado ¢ € Z, el conjunto Cy; = {(m/q,n/q) : m,n € Z} verifica que
A(Cy) = Cy, lo que implica que fas(II(Cy)) = II(C,). Como el conjunto
II(Cy) es finito, todo punto de II(Cy) es un punto periédico de f4. Ademéds
como la unién (J 5 Cy es densa en R2, concluimos que T? = Per(fa).

Estudiando valores propios y vectores propios obtenemos los valores

35 345
- -

0<>\s: <1<>\u 9

y los espacios
FS — <(1’ _(1%\/5))> y Bt — <(1, 1 ‘|‘2\/§)>

que son rectas de pendiente irracional por el origen, perpendiculares entre si.
Dado que f4 es la proyeccién de A se puede ver que las variedades estables
e inestables (ver capitulo 3) son proyecciones de estas rectas

Wo(Il(x), fa) = Iz + E%) y W*(I(z), fa) = (z + EY)

es decir W*(Il(z), fa) y W*(II(x), f4) son densas en T2. Esto ademéds de
ser interesante por si mismo, permite probar facilmente que f4 es topoldgi-
camente mixing, y por lo tanto transitivo. Ademas f4 resulta ser expansivo
(debido a la expansividad de A) y preserva el volumen inducido por el co-
ciente en T? ya que det(A) = 1.
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Por 1ltimo comentamos que la misma construccion que acabamos de
hacer en el toro T2 puede hacerse en el toro T" = R"/Z" tomando una matriz
A € SL(n,Z) y repitiendo el procedimiento. Las mismas propiedades que
acabamos de ver en el caso bi-dimensional valen para cualquier dimensién.

Ejemplo de Borel-Smale- Wilkinson

El segundo ejemplo que veremos es un difeomorfismo de Anosov en una
variedad compacta de dimensién 6 que no es el toro T. Ademas de ser un
Anosov, existe una manera de verlo como un difeomorfismo parcialmente
hiperbdlico. El ejemplo aparecié originalmente en el articulo de Smale [Sm]
como un ejemplo de un difeomorfismo de Anosov en una variedad que no es el
toro. En dicho trabajo Smale atribuye el ejemplo a A. Borel. Anos més tarde
A. Wilkinson observé en [W] que agrupando correctamente fibrados uno
crea un parcialmente hiperbdlico cuya distribucion central no es integrable
ya que no se cumple la condicién de Frobenius (ver seccién 3.2), es decir, un
difeomorfismo parcialmente hiperbédlico que no es dindmicamente coherente.
A continuacién presentamos el ejemplo.

Sea H el grupo de Heisenberg, es decir, el subgrupo de matrices de
SL(3,R) de la forma

1
0
0

o = 8
[l SR

con z,y, 2 € R. Tenemos que H es un grupo de Lie difeomorfo a R3, simple-
mente conexo, nilpotente y claramente es no abeliano. Identificando (z,y, 2)
con la matriz trianguar superior, el producto en H es de la forma:

(z,y,2) - (¢, 7)) = (@ + 2",y + ¢, 2 + 2" +2y)

Su respectiva algebra de Lie h estd generada por las matrices
0 00 0 01
Y=1001]Z={0 0 0
000 0 00

Estas matrices satisfacen las relaciones [X,Z] = [Y,Z] = 0,[X,Y] = Z. Si
identificamos (a, b, ¢) con aX +bY +cZ € h el mapa exponencial exp:h — H
es un difeomorfismo y su féormula estd dada por

c—l—%ab
b

1
exp(a,b,c) =1 0
0 1

O = Q

Consideramos ahora G = H xH con la estructura de grupo de producto direc-
to y la estructura diferenciable producto de H. Obtenemos que G es un grupo
de Lie nilpotente simplemente conexo difeomorfo a R®. Ademds su algebra
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de Lie resulta ser g = h @ b y estd generada por {X1,Y1, Z1, Xo,Ys, Z5}. Las
Unicas relaciones no triviales de estos campos de vectores son

[Xlayi] — Zl, [X25Yé] — Z2

Identificamos (c,b,a,a’, b, /) € R3 x R3 con aX1 +bY; +cZ1+a' Xo + 1Yo+
dZy € g. Tomamos una matriz A € SL(2,Z) y sean A > 1y A7 < 1
sus respectivos valores propios. Se puede obtener un lattice I' irreducible

y cocompacto de g de manera que I' = exp(I') sea un subgrupo discreto
cocompacto de G. Si tomamos ntimeros reales a y 3, el mapa lineal B

B:(c,bya,a b, ¢) = (AT bMNP aX®, /X~ W AP I 7o)

es un automorfismo de g e induce un homomorfismo Fg : G — G cuyo
diferencial en la identidad es B. Si « y 8 son enteros, el automorfismo B
preserva I y obtenemos un difeomorfismo fg : G /T'— G/TI.

El difeomorfismo fp es parcialmente hiperbdlico si alguno entre «, 3, a+
6 es no nulo, y Anosov si los tres son no nulos.

A partir de ahora supondremos o+ 3 > 8 > « > 0. En este caso fp es
Anosov: el fibrado central es trivial, el fibrado estable E* esta generado por
los campos Xo,Ys, Z5 y el fibrado inestable E* por los campos X1, Y7, Z7.
De esta forma obtenemos un difeomorfismo de Anosov fp : G/T' — G/T" tal
que la nilvariedad G/T" no es el toro de dimensién 6.

Existe otra forma de ver a fp y es la siguiente: el fibrado estable E*
estd generado por Zs, el inestable B generado por Zy y el fibrado central
E€ por los restantes Xi,Y7,Xs e Y5, Con estas distribuciones fp es un
difeomorfismo parcialmente hiperbdlico. Lo interesante de este ejemplo es
que el fibrado central E° no es cerrado por el corchete de Lie ya que por
ejemplo [X1,Y] = Z; € E*. Esto implica gracias al teorema de Frobenius
(seccién 3.2) que la distribucién central no es integrable, es decir, fgp no es
dindmicamente coherente.
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Capitulo 3

Variedades invariantes

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de variedades inva-
riantes tangentes a distribuciones hiperbélicas asi como la estabilidad de los
automorfismos de Anosov. Se prueba el teorema de las placas locales [HPS]
y el teorema de la variedad estable fuerte siguiendo [CrPo]. En la segunda
parte del capitulo probamos el lema de sombreado para automorfismos hi-
perbdlicos y la estabilidad de automorfismos hiperbdélicos como consecuencia
de este lema. El lector interesado podra consultar [HPS], [CrPo] y [Sa] pa-
ra mas detalles. Comenzamos presentando la definicién de descomposicion
dominada que aparece naturalmente como una generalizacién de hiperboli-
cidad.

3.1. Descomposicion dominada

Definicion 3.1. Sea f : M — M wun difeomorfismo en una variedad M
compacta, conexa, sin borde. Decimos que f tiene descomposicion dominada,

st para todo x € M existe una descomposicion del espacio tangente T, M =
E(z) ® F(z) tal que:

1. Invariancia: Las distribuciones E y F son D f-invariantes:
Dfe(E(x)) = E(f(x)) , Dfe(F(x)) = F(f(x))
2. Continuidad: Las distribuciones E, F' son continuas. Es decir E(x),
y F(x) varian continuamente con x € M.

3. Dominacion: Ezisten constantes C >0, y 0 < X\ < 1 tales que para
todo x € M, vg € E\ {0}, vp € F'\ {0}:

IDSEWa - yn IDS2(vF)]

n>0
vell [vel

9 -
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3.1. DESCOMPOSICION DOMINADA

La descomposicién dominada nos dice que cualquier direcciéon que no
esté contenida en F, converge exponencialmente rapido a F' por la accién
del diferencial D f. Decimos que el fibrado F' domina al fibrado E. Acla-
ramos que la descomposicion dominada no implica que haya contraccién o
expansién en alguna de las distribuciones, simplemente que hay una direc-
cién predominante.

La condicién 3 es equivalente a que exista un N > 0 tal que para todo
x € M, vg € E\{0}, vp € F\ {0}:

IDf2 (el
[vg]|

LID£Y (vr)ll
2 el

<

Si llamamos m(A) a la norma minima de A o co-norma, la dominacién
también puede expresarse diciendo que para todo x € M:

IDf"|p@l < CA'm(Df*|p(z)), n =0

Notamos que la descomposicion dominada no depende de la métrica rie-
manniana. Es decir, si un difeomorfismo tiene descomposicién dominada,
entonces la seguira teniendo por mas que cambiemos la métrica. Sin embar-
go, las constantes C' y A si dependen de la métrica.

Observacion 3.2. De la condicion 2 en la definicion 3.1 se deduce que
la dimension de los subespacios E(x) y F(x) es constante. Decimos que la
descomposicion dominada es de indice i cuando dim(E) = i. El reciproco
también es cierto: Si las dimensiones de los subespacios E(x) y F(x) son
constantes, entonces las distribuciones E y F wvarian continuamente. Esto
es consecuencia de la dominacion. Ver [CrPo],[Sa2].

Al igual que en el caso Anosov, muchas veces es dificil chequear que una
descomposicién es dominada (o hiperbdlica), ya que habria que encontrar los
subespacios invariantes a mano. A continuacién veremos una manera mas
geométrica de detectar cuando una descomposicion es dominada por medio
de campos de conos.

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Un cono en V es un
conjunto % tal que existe una forma cuadratica no degenerada B : V — R
tal que

¢ ={veV:B(v) <0}

De manera equivalente podemos expresar % respecto a una descomposicién
V =FE& F como

¢ ={v=(vg,vr) : lvgll < allvr|}

para algin a > 0. La dimensién dim(%’) de un cono % es la dimensién del
subespacio F'.
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3.1. DESCOMPOSICION DOMINADA

Un campo de conos en M es una asociacion para cada punto x € M de
un cono %6, C T,M de manera que en cartas locales las formas cuadraticas
asociadas B, : T, M — R varien continuamente y sean de dimensién d para
todo x € M.

Decimos que un campo de conos € en M es D f-contractivo, si existe un
N > 0 tal que para todo x € M,

Teorema 3.3 (Criterio de conos). Sea f : M — M un difeomorfismo en
una variedad M compacta conexa y sin borde. Entonces, son equivalentes:

1. f admite una descomposicion dominada TM = E®F con dim(F) = d.
2. Existe un campo de conos € en M D f-contractivo de dimension d.

La prueba de la proposicién anterior no es muy dificil y se puede encon-
trar en [CrPo], [Sal.

La caracterizacion de la descomposiciéon dominada por familias de conos
nos permite entonces dos cosas. Primero, detectar la dominacién de manera
mas facil y ademds ver que la descomposicion dominada es una propiedad
C' robusta.

Teorema 3.4. Sea f : M — M un difeomorfismo C' que admite una des-
composicion dominada de la forma TM = E®F. Entonces existe un entorno
Uy en la topologia C' tal que para todo g € Uy tiene una descomposicion
dominada TM = E & F tal que dim(E) = dim(E), dim(F) = dim(F). Mds
aun, la descomposicion en un punto x para g depende continuamente con
(2,9).

Aclaramos que varias descomposiciones dominadas podrian coexistir en
una misma variedad M, sin embargo, una vez que fijamos el indice de la
descomposicién, esta resulta ser tnica. Esto es consecuencia de la dominacién
y la continuidad de los fibrados.

Definicion 3.5. Sea f : M — M wun difeomorfismo en una variedad M
compacta, conexa, sin borde. Supongamos que para todo x € M tenemos una
despomposicion del espacio tangente T,M = Ey(x) ® --- ® Ex(x). Decimos
que la descomposicion es dominada si se cumplen

1. Invariancia: Los subespacios E; son D f-invariantes:

Df,(Ei(x)) = Ei(f(z)),para todo 1 <i <k

2. Continuidad: Los subespacios E;(z) son continuos para todo 1 < i <
k
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3.2. DISTRIBUCIONES Y EL. TEOREMA DE FROBENIUS

3. Dominacion: Ezisten constantes C > 0 y 0 < X\ < 1 tales que para
todo v € E;j(x) \ {0}, u € Eiyi(x) \ {0},
[Df"(v) [Df"(w)ll

V]l u

Equivalentemente, decimos que una descomposicicon TM = E1®---DE},
es dominada si para todo 1 < j < k — 1, la descomposicién

TM=(E & &E)® (B @ & E)

es dominada. Todas las propiedades que vimos para descomposiciones do-
minadas en dos subespacios invariantes también valen para desomposiciones
en varios fibrados ya que lo Unico que hacemos es reagrupar fibrados como
nos sea conveniente.

Para terminar esta seccién enunciamos un resultado técnico pero muy
util a la hora de trabajar con descomposiciones dominadas. La condicién
3 en las definiciones 3.1 y 3.5 y sus equivalentes nos dice que para ver la
dominacién podriamos tener que esperar mucho tiempo. Sin embargo, un
resultado debido a N. Gourmelon nos dice que existe una métrica tal que
C =1 en 3, es decir, una métrica que nos permite ver la dominacion en el
primer paso. Decimos que una métrica con esta propiedad es adaptada a la
descomposicién dominada.

Teorema 3.6. [Gou/ Sea f : M — M un difeomorfismo con una descom-
posicion dominada de la forma TM = E1® --- ® Ej. Entonces existe una
métrica riemanniana ||.|| que es adaptada a la descomposicion dominada y
a cualquier fibrado D f-contractivo y a cualquier fibrado D f~'-contractivo.

Los ejemplos mas simples de descomposicién dominada son los difeo-
morfismos de Anosov ya que la descomposicién hiperbdlica TM = E* ¢ E*
es claramente dominada. También las descomposiciones parcialmente hi-
perbdlicas son dominadas. Existen ejemplos de descomposiciones dominadas
que no son hiperbdlicas, pero no nos interesaremos en eso en este trabajo.
En las siguientes secciones veremos que bajo ciertas hipdtesis, podemos in-
tegrar algunas distribuciones. Es decir, probar la existencia de foliaciones
f-invariantes tangentes a las distribuciones.

3.2. Distribuciones y el teorema de Frobenius

Sea M una variedad riemanniana de dimensién m. Una distribuciéon D
de dimensién k (1 < k < m) es una eleccién de un subespacio D(p) C T, M
de dimensién k para cada p € M. La distribucién es diferenciable si para
cada p € M existe un entorno U de p y k campos de vectores X1, ..., X
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3.2. DISTRIBUCIONES Y EL. TEOREMA DE FROBENIUS

diferenciables en U que generan D(x) para todo punto z € U. Un campo de
vectores X en M se dice que pertenece a la distribucién D si X (x) € D(z)
para todo x € M (notamos X € D). Una distribucién diferenciable D se
dice involutiva si [X,Y] € D para cualquier par de campos diferenciables
X, Y eD.

Una subvariedad (N, ¢) de M es una variedad integral de la distribucién
D si

dp(T,N) =D(p) Vpe N

La idea de esta seccién es mostrar que una condiciéon necesaria y sufi-
ciente para que exista una variedad integral para una distribuciéon D es que
la distribucion sea involutiva.

Definicion 3.7. Dado ¢ : M — N diferenciable. Decimos que dos campos
de vectores X en M, Y en N estin p-relacionados si dpo X =Y o .

Proposicion 3.8. Sea ¢ : M — N diferencable, y sean X, X1 campos
diferenciables en M e Y, Y] campos diferenciables en N. Si X estd ¢ re-
lacionado con'Y, y X1 estd ¢ relacionado con Yy, entonces [X, X1] estd ¢
relacionado con [Y,Y1].

Demostracion. Tenemos que probar que dy o [X, X1] = [V, Y] o p. Fijamos
p € N y una funcién f diferenciable en N. Luego tenemos
de([X, X1](p))(f) = [X, Xal(fo¢)

= X(X1(fow)p) — Xu(X(fop))(p)

= X((dp o X1)(f)(p) — X1((dep o X)(f))(p)

= X(Mi(f)ew)p) - XI(Y() ) (p)

= de(X)(p)(Y1(f)) — dp(X1)(p)(Y(f))

= Y(p@)(M(f)) = Yale@) (Y (1))

= [, (e(p)
O

Proposicion 3.9. Sea D una distribucion en M tal que por cada punto pasa
una variedad integral de D. Entonces D es involutiva.

Demostracion. Sean X,Y € D y sea p € M. Tenemos que probar que
[X,Y](p) € D(p). Sea (N,¢) una variedad integral de D que pasa por p.
Supongamos que ¢(q) = p. Como dy, : Ty N — D(p(z)) es un isomorfismo
en cada z € N, existen campos de vectores X, Y en N tales que

dpoX =Xoop (3.1)
dpoY =Y oy
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3.3. TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE

Osea, X y X estdn ¢ relacionados. Analogamente con Y e Y. Luego por la
proposicién anterior tenemos que [X, Y] estd ¢ relacionado con [X,Y]. Es
decir

[X,Y](p) = [X,Y](¢(2)) = de([X,Y](2)) € D(m)
O

El reciproco de esta proposicion es un teorema debido a G. Frobenius.
Una prueba del mismo puede encontrarse en [Wal.

Teorema 3.10. Sea D una distribucion diferenciable de dimension k e in-
volutiva en M. Sea p € M. Entonces existe una variedad integral de D
por p. Mds ain, existe un sistema de coordenadas (U, ) centrado en p con
funciones coordenadas x1, ..., Xy, tales que las caras

x; = constante Vi € {k+1,...,m}

son variedades integrales de D y si (N,1)) es una variedad integral conezxa de
D tal que Y(N) C U, entonces ¥(N) estd contenido en alguna de las fibras
x; = constante

Volviendo al ejemplo de la seccién 2.4 vemos que la distribucién central
no preserva el corchete, es decir, la distribucion no es involutiva. El teorema
anterior nos asegura entonces que ese difeomorfismo no es dindamicamente
coherente.

3.3. Teorema de la variedad estable

En esta seccion probaremos el teorema de la variedad estable fuerte, ade-
mas de un teorema sobre placas locales para difeomorfismos con descompo-
sicién dominada. El teorema de Frobenius visto en la seccion anterior nos
da una caracterizacion de la integrabilidad de las distribuciones siempre que
estas sean C'. En general, cuando uno tiene un difeomorfismo hiperbdlico,
tanto parcial como Anosov, las distribuciones estables e inestables resultan
ser solo Holder continuas, adema&s de que chequear la involutividad de una
distribucién no es tan trivial en el caso no lineal. Por esta razén se preci-
san de otras técnicas para probar la integrabilidad de las distribuciones. El
método mas conocido para probar el teorema de la variedad estable es debido
a Hadamard y se conoce como el argumento de la transformada del grdfico.
La exposiciéon que haremos trata sobre esta idea y sigue [CrPo].

Sea f € Dif fr(M), r > 1 un difeomorfismo que admite una descompo-
siciéon dominada de la forma T'M = E* @ E° tal que dim(E®) > 1.

Definicion 3.11. Si e > 0 es lo suficientemente pequeno, para todo x € K:

Wi (x) ={y € M,3c¢ >0, ¥n > 0:d(f"(z), f"(y)) < ce” "min{m(Df"|g),1}}
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3.3. TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE

WJ‘?S es el conjunto de puntos cuyas érbitas convergen a la érbita de x
mas rapido que lo que contrae D f"| E<(z)-

Observacion 3.12.

1. El conjunto estable fuerte WJ‘?S no depende de la métrica riemanniana.
2. fW§(x)) = Wi (f(2))

El resultado que vamos a probar en esta seccién es el siguiente. La de-
mostracién sigue [CrPo.

Teorema 3.13. [HPS] Sea f € Dif fY(M) un difeomorfismo que admite
una descomposicion parcialmente hiperbolica de la forma TM = E° @ E€ y
tal que el fibrado E° contrae uniformemente. Entonces:

1. Para todo x € M, el conjunto estable fuerte Wjés(ac) es la imdgen de

una inmersion inyectiva de R¥™E®) y es tangente a Es(z) en x.
2. st(az) no depende del € > 0 si es suficientemente pequeno.

3. Para todo par de puntos x,y € M, los conjuntos estables fuertes
Wi (), Wi(y) son disjuntos o coinciden.

4. Paran > 0 suficientemente pequerio, la bola D (z,m) = {y € W?S(az) :
dVV}’ (z,y) < R} depende continuamente de x € M y de f en la topo-

logia C.

Llamaremos a los conjuntos W3 (x), W}‘“(az) variedad estable fuerte e
inestable fuerte en x.

Observacion 3.14.

1. La variedad WJSCS(:U) es tangente a E° en cada punto de M. Veremos

que reciprocamente cualquier subvariedad C' tangente a E° en cada
punto estd contenida en W;S(x)

2. Como consecuencia del teorema anterior tenemos que la coleccion de
conjuntos estables fuerte forma una foliacion. Por mds que las hojas
sean C", la foliacion en principio es sélo continua.

3. Para todo R >0 y e > 0, existe un entorno U(f) en la topologia Cly
0 > 0 tal que para todo g € U(f), y para todo x,y € M con d(x,y) < ¢
se cumple que dei (DF (z, R), D7 (y, R)) < e.

El teorema anterior para la topologia C'' es una consecuencia directa del
siguiente teorema local.
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3.3. TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE

Teorema 3.15. [HPS] Sea f : M — M un difeomorfismo C* que admite
una descomposicion dominada de la forma TM = E® F. Entonces por cada
xr € M existe un encaje C, Dp(x) : B(0,1) C E(x) — M con las siguientes
propiedades:

» Tangencia: Para cada v € M tenemos que Zg(x)(0) = = y la imagen
de Pr(x) es tangente a E(x) en .

» Continuidad: Los encajes P (x) varian continuamente con x € M
y con f en la topologia C".

» Invariancia local: Existe un § € (0,1) tal que Yo € K tenemos que

f(Zu(z)(B(0,9))) C Zr f(x)(B(0,1)).

El contexto para este teorema es mucho mas general que el teorema de
la variedad estable fuerte. Por esa razén las placas Zg(z)(B(0,1)) no estédn
unicamente definidas, son tangentes a E solo en el centro y la unién de dos
placas no es necesariamente una subvariedad. Las placas no son C? aunque
f sea C'" con r grande.

Observacion 3.16. Estas familias de placas existen en el ejemplo de Borel-
Smale- Wilkinson de la seccion 2.4 ya que verifica las hipdtesis del teorema
3.15. Sin embargo como ya vimos, el ejemplo no es dindmicamente coheren-
te.

Demostracion. La prueba consiste de varias partes:

Levantamiento de la dinamica: Tomamos x € M fijo. Podemos su-
poner que el mapa exponencial identifica B(0,1) en T, M con un entorno de
x € M. Podemos levantar f a un difeomorfismo local f, := exp; f )© foexp,
C* de la bola B(0, ) C T, M en un entorno del 0 en Ty)M. Lo extendemos
como Df, en B(0,a)¢ con una funcién chichén. De esta forma obtenemos
un difeomorfismo f : T, M — Tf(yM. Este difeomorfismo esta C I cerca de
Df, si a es lo suficientemente pequeno.

expx exp fla

Figura 3.1: Levantamiento de la dindmica
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Graficos Lipschitz: Cada espacio tangente T, M tiene una descompo-
sicion E, ¢ F,.. El criterio de conos del teorema 3.3 nos da la existencia de
un campo de conos % a lo largo de la direccién F' que es D f-contractivo y
un campo de conos €* a lo largo de la direccién E que es D f~!-contractivo.
El mapa f; ! también lleva el cono '} () dentro del cono 47. Tomamos la
familia L, de graficos Lipschitz tangentes a &, conteniendo el 0. Es decir,
el conjunto de los graficos de funciones ¢ : E, — F, tales que ¥(0) =0y
para todo par de vectores u,u’ € E,, el vector (u—u',¢(u) —1(u')) (para la
descomposicién E, & F;,) es tangente a €, . La contraccién del cono implica
que la imagen por f;l de cada ¢ € Ly(,) es un grafico en L.

El espacio L, es completo con la métrica

d(y1,v2) = mdx{d(y (), Y2 (u))}

que es acotada porque los gréaficos son uniformemente Lipschitz.

Contraccién: Fijamos n grande. Mostraremos que la distancia en los
espacios L, es contraida en el pasado por iterados grande de F' = ffn 1(g) ©

-0 fx. De hecho, sean 9, ¢}, gréficos imdgenes por F~1de 1, Y2 € Lipn(y)
y ﬁjemos u € E,. Tomamos (u,¥](u)), (u,9,(u)). Ellos son imégenes por
F~1 de puntos (v,91(v)), (w,12(w)). Asumimos v = w por simplicidad.

El punto (v,91(v)) va al (u,v](u)). Estos dos vectores son tangentes a
los conos ‘5 Fria) ¢, v los mapas fy estdn cerca de los mapas tangentes D f,.
Entonces:

lull < IDF@)glle™ ]

Por otro lado, (0,4 (u) —1%(u)) es tangente al cono 6, que es contraido por
F'. Esto nos da que

A1 (v), ¥2(v)) = m(D fp(x))e”"d(vy (u), ¥s(u))
Deducimos que

A1 (W), ¥3(w) _ 2en |DFE@)I d(¥1(v), ¢2(v))
[l - m(Dfp()) il

que junto con la dominacién nos da

AW, 1) < CA"d (i, o)

Construccién de los encajes: Sea .7 el espacio producto [[,,cz L (a)
con la distancia del supremo de las distancias en cada Ljgn(,). El mapa
producto ( ffn(x)) actia en %, y su inversa contrae este espacio métrico
completo. Consecuentemente, existe un tinico punto fijo (¢ fn()). El encaje
DE(x ) es el mapa Zg(z) : u — exp,(u, ¥z (u)) Como f coincide con f, =
expf( )of o exp, en B(0,«), y como fm manda el grafico ¥, en el grafico
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Y¢(z), obtenemos que para 7 suficientemente chico el disco Z(x)(B(0,7))
es mapeado por f dentro del disco Zg(f(x))(B(0,1)).

Regularidad: Las propiedades obtenidas en el capitulo 2 funcionan para
los mapas fx, en particular como los conos %, son contraidos, existe para
cada u € T, M una descomposicién E, ® F, con la propiedad de que FE,
es la coleccién de vectores v tangentes en u 1, M tales que sus iterados por
( f fn(«)) se mantienen en los conos Cﬁj’fn @ Y F,, es la coleccién de vectores v

tangentes en u € T, M tales que sus iterados por ( f fn(gg)) se mantienen cerca
de los conos €’gn(y). Como los grificos son Lipschitz, 1, es diferenciable en
casi todo punto u. Luego tiene un espacio tangente en u cuyo iterados se
mantienen cerca de los conos ngfn (2)" Consecuentemente el espacio tangente

es F,. Como E, varfa continuamente con u, uno deduce que 1) es C' y
tangente a Eu en cada uno de sus puntos. En particular es tangente a E,
en 0.

Continuidad respecto a x: Por construccion, el grafico v, que cons-
truimos esta cerca de f; lo..o ffnfl(x) (¢') para graficos arbitrarios ¢ €
ZLin(z) y n grande. Si uno fija n y toma P = Yy—n(g) Para x’ cerca de x,
esto implica que v, y v, estédn cerca en la bola B(0,1).

O

Para finalizar la prueba nos resta ver dos lemas. El primero fue enunciado
en la construccion del levantamiento de la dinamica.

Lema 3.17. Dado € > 0, existe a > 0 tal que den (fz, Dof) < €

La idea de la prueba es tomar una funcién “chichén” adecuada y ver que
funciona.
El segundo lema nos dice que nuestro operador lleva graficos en graficos.

Lema 3.18. La imagen por f;l de una funcion 1 € Ly estd contenida
en L.

Demostracion. Probaremos que la proyeccién en F, es inyectiva en la ima-
gen del gréfico. Tomemos dos puntos (v, 9 (v)) v (w,¥(w)) cuyas imégenes
tengan la misma proyeccién u. La diferencia entre las dos imagenes es tan-
gente a €. Como el cono € es contraido por f, deducimos que (v—w,¥(v)—
Y(w)) es tangente a Df(€) C €. Esto es una contradiccién (porque v es
tangente a €*), a menos que los dos puntos sean iguales. Luego, la imagen
del gréfico de ¥ es un grafico sobre un subconjunto de F,. Este conjunto es
homeomorfo a E, (por invariancia del dominio) y propio, luego es E,. El
hecho de que el grafico sea Lipschitz con las mismas constantes es directo
del hecho de que el campo de conos es contraido por D f . O

Corolario 3.19. Consideramos una descomposicion parcialmente hiperbdli-
ca de la forma TM = E*®* @ E°, los encajes Pps(x) del teorema 3.15 aso-
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ciados al fibrado E* y N > 1 grande. Para n > 0 pequerio definimos
loc(®) = Zps(x)(B(0,7)).

1. Para todo x € M yn >0, diam(f"(Wii(x))) < e HEZ/ON]HDf“X(m)H.
2. Para todo x € M yn >N, frOVE(x)) C Wis(f(z)).
8. Para todo x € M, W (x) = U0 [ " Wis.(f"(2)))-

loc

Demostracion. Usando cartas locales, podemos trabajar en R?. Por compa-
cidad, para > 0 suficientemente pequeno, los discos encajados W2 (x) son
casi lineales y la accién de f™ estd cerca de D f, ()" Obtenemos 1 inductiva-
mente chequeando la invariancia local f*(W} (x)) C Zgs(f™(x))(B(0,1)).
En particular se cumple 2. La dominacién y 1 nos dan (2) en 3. Para obtener
(©) en 3 utilizamos el siguiente argumento conocido en la literatura como
The coherence argument.

Tomamos 2 € W}* (z) y asumimos (reemplazando por un iterado) que
d(f™(2), f"(x)) < n, Vn > 0. Consideramos un disco pequeno D, con z € D,
y € W; (x) y tangente a un campo de conos contractivo €. Para el futuro, el
disco permanece tangente a %. Por la dominacién, la distancia entre f"(y),
f™(2) en D disminuye mas lento que e™||D f7, (@) | v como todos los iterados
permanecen en un entorno pequeno de la 6rbita de z donde los fibrados son
casi constantes, esta distancia es comparable a la distancia en la variedad.
Esto contradice que z € W§*(z) a menos que y = z.

O

Demostracion del teorema 3.13. De las partes 2 y 3 del corolario anterior, te-
nemos que W*(z) es una unién creciente de subvariedades f N W (N (z))),
n > 0. Luego, es una subvariedad inmersa inyectivamente difeomorfa a
R4“™(E®) " por lo que obtenemos la parte 1 del teorema. La parte 3 del co-
rolario anterior también nos dice que W;S (z) no depende del € elegido, es
decir, la parte 2 del teorema.

Para probar 3 supongamos que W¢*(z) y Wi*(y) se intersectan. y su-
pongamos que la distancia d(f"(z), f"(y)) es pequena para todo n > 0.
(Podemos suponer esto a partir de un iterado). En particular obtenemos

[n/N] [n/N]

[T 105 gswll < € TT IDF™|peo)]
i=0 i=0

Esto implica por 1 del corolario anterior que la distancia d(f™(x), f"(y)) es
maés chica que 2e2"¢ HEZ/ON} IDF N s Il
Del mismo modo, para todo punto z € W;S(y), existe ¢, tal que la

distancia d(f"(y), f™(2)) < e TI0DFN | goga .

Estas dos desigualdades junto con la hiperbolicidad parcial implican que
la distancia d(f"(2), f"(z)) es menor que ce”"min{m(Df"|gew)), 1}, es
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decir z € W¢*(x). Como 2 es arbitrario obtenemos W3*(y) C W¢*(x). Del

mismo modo se prueba que W¢*(z) € W;*(y), por lo que obtenemos 3.
Para probar 4 basta con ver que los encajes Zg(x) del teorema de las

placas locales varfan continuamente en la topologia C'. U

Terminamos esta seccion haciendo una observacién que utilizaremos mas
adelante.

Observacion 3.20. Supongamos que tenemos un difeomorfismo parcial-
mente hiperbolico f en una variedad compacta M. El teorema de la varie-
dad estable nos dice que por cada punto x € M existe la variedad ines-
table W}L“(x) Ademds como la variedad M es compacta, el diferencial de
f restricto al subfibrado inestable es siempre mds grande que cierta cons-
tante Ay > 1, y el diferencial global es siempre mds chico que Ay > 1
(A > A > 1). Ademds, las mismas constantes funcionan para todos los
difeomorfismos en un entorno C-pequerio U(f). Luego, para todo g € U(f),
z €M yR>0 tenemos:

Dg*(9(x), AsR) C g(Dg"(x, R)) € Dg"(9(x), AfR)

El mismo resultado se obtiene para el caso estable st(x) tomando iterados
hacia el pasado.

3.4. Producto Global de foliaciones

En la secciéon anterior, vimos la demostracién del teorema de la variedad
estable, sin embargo, en el caso lineal o algebraico, estas variedades tienen
una descripcién mucho mas simple.

Sea M una nilvariedad de dimensién d, es decir M = G//T" donde G es un
grupo de Lie conexo, simplemente conexo, nilpotente, y I' es un subgrupo
discreto cocompacto de G. Sea A : M — M un difeomorfismo de Anosov
lineal. Vimos que esto significa que A proviene de un isomorfismo de grupos
de Lie A : G — G, con A(I') =T, y el morfismo asociado a su respectiva
algebra de Lie dA : g — g es una transformacion lineal hiperbdlica. Luego g
admite una descomposicién en subespacios invariantes g = g** ® g“* @ g P
guu‘ Deﬁnimos gC — gws @gwu, gCS — gSS ®gc, gCU — gc®guu’ gS — gSS @gws
y g¥ = g“" @ g““. En la secciéon 2.3 vimos que g° y g“ son subdlgebras de
Lie, sin embargo, necesitamos hacer la siguiente observacion.

Observacion 3.21. Asumiremos en todo lo que resta del trabajo que esta-
mos en este contexto y ademds que g y g son subdlgebras de Lie. Como
consecuencia de esto tenemos que g°¢ también es una subdlgebra de Lie por
ser interseccion de estas.
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Sabemos del capitulo 1 que a cada subélgebra g° le corresponde un tinico
subgrupo de Lie conexo G? que es tangente en cada punto a la correspon-
diente subalgebra de Lie. Ademas, por ser el grupo G nilpotente tenemos
que el mapa exponencial es un difeomorfismo y los subgrupos G son de la
forma G7 = exp(g7).

Para o = s, ss,u,uu,cs, cu, c, tenemos las foliaciones correspondientes
W9 definidas por la forma W9 (z) = L,(G?) para todo « € G, donde L, es
la multiplicacion a izquierda por el elemento x. El subindice hacer referencia
al automorfismo A que es de donde provienen los subgrupos y por ende las
foliaciones.

Para probar que W9 es realmente una foliacién basta con ver que si dos
hojas se intersectan, entonces son la misma hoja. Supongamos que W9 (z) N
W9(y) # 0. Luego existe un P perteneciente a ambas hojas. Esto quiere
decir que P € W9(z) = L,(G?) y P € W9(y) = L,(G?). Luego existen
g1, go € G tales que z.g1 = p = y.g2 y podemos escribir x como z =
y.gg.gl_l. Sea @ € W4 (x), luego existe un g3 € G tal que ¢ = x.g3. Pero
entonces como G? es un subgrupo obtenemos que ¢ = x.g3 = (y.QQ.gfl).gg =
y.(g2.97 .93) € Ly(G?) = W5(y). Como Q es arbitrario, probamos que
W9 (x) C W9(y). Analogamente obtenemos W9 (y) C W9(x). Esto prueba
que W9 es efectivamente una foliacién.

La siguiente proposicién es clave en nuestro trabajo. Antes de entrar en
ella, introducimos una definicién.

Definicién 3.22 (Estructura de Producto Global). Decimos que dos folia-
ciones Fi1 y Fo en M = G/T tienen estructura de producto global, si para
todo par de puntos x,y € G las hojas F1(z) y Fa(y) se intersectan en un
unico punto.

Proposicion 3.23. Si estamos en las condiciones de arriba, entonces:
1. Las foliaciones WG y W4 tienen estructura de producto global.
2. Las foliaciones WG y W tienen estructura de producto global.

3. Las foliaciones W3 y WY tienen estructura de producto global dentro
de la foliacion W’ .

4. Las foliaciones WX y W¢ tienen estructura de producto global dentro
de la foliacion WY".

5. Las foliaciones W35 y WY tienen estructura de producto global.

Demostracion. Demostraremos el caso 1 y veremos que el resto se deducen
de la misma prueba. Tenemos que probar que para todo par de puntos
z,y € G, la interseccién W% (z) N W4"(y) es no vacia y es exactamente un
punto.

35



3.4. PRODUCTO GLOBAL DE FOLIACIONES

Unicidad de la interseccién

Supongamos que W% (z) y W4"(y) se interesectan en mas de un punto.
Asumimos en una primera instancia que y = e. Tenemos por hipdtesis que
existen P,Q € W% (x) N W4%(e). Por como estan definidas las foliaciones
sabemos que existen g{*, g5° € G y g{'“, g5" € G"" tales que:

P=uagi=9{"y Q=295 = g5"

Como G"* y G son subgrupos de G, tenemos que (g¥%)~! = (zg$*)~! =

(¢¢*)"ta~! € G*™. Luego

(1) L8 = (65%) o gt = (95%) g5 € G NG = e

y conlcuimos que P = (. Para el caso general supongamos que existen
P,Q € W¥(z) N Wi"(y). Aplicamos L,-1 y llevamos el problema al caso
anterior obteniendo y~!P,y71Q € WS (y~tx) N WY¥(e). Deducimos que
y 1P =y Q siy solo si P = Q. Esto prueba la unicidad de la interseccién.

Existencia de la interseccion

Para probar la existencia, vamos a realizar una prueba dindmica, aunque
es posible que exista una forma mas algebraica de probar esto. Utilizaremos
la existencia de estructura producto local de las foliaciones en cuestion.
Este producto local existe trivialmente cerca del neutro e y por ende en
todo punto ya que la variedad G es homogénea. Llamamos U, al entorno del
neutro e con producto local, y U, = L,U, al entorno de producto local en
x e G.

Una vez méas asumimos inicialmente que y = e. Hay que probar que
Wit (e) y WG (x) tienen interseccién no vacia. Los casos triviales son cuando
x € Wi(e) o x € Wi(e). Supongamos el primero. Iterando el morfismo A
hacia el pasado obtenemos un N > 0 tal que A=V (x) € U,, entorno de
producto local. Esto implica que existe un P € W4%%(e) N W (AN ().
Aplicando AN obtenemos AN (P) € W4%(e)NWS (z), es decir, la interseccién
buscada. El caso z € W (e) se resuelve de la misma forma, iterando hacia
el futuro.

Supongamos ahora que z € G no estd ni en G° ni en G*. Nuevamente
usando la hiperbolicidad sabemos que existe un P € W4(e) y un n > 0
tal que A"(x) € Up, entorno de producto local de P. Luego, existe un
Q € W (P) N WE (A" (x)). Como @ € WH“(P) v P € WY%(e), tenemos
que existe m > 0 tal que A7™(Q) € U.. Nuevamente existe z € W4*(e) N
WG (A™™(Q)). Aplicando A™ tenemos que A™(z) € W4*(e) NWF(Q). Pero
Q € WG (A" (x)), luego WF(Q) = WF(A™(x)). Es decir, A™(2) € W4 (e)N
WG (A™(x)). Aplicamos nuevamente A~" y obtenemos A™"(z) € W4"(e)N
WS (z) como querfamos probar.
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Intercambiando los roles de x y e, obtenemos que W4 (x) y W% (e)
también tienen interseccién no vacia.

Supongamos ahora el caso general. Sean z,y € (. La parte anterior
aplicada al punto 'y nos da la existencia de un P € W4 (z~1y) N\ W% (e).
Multiplicando por z a izquierda obtenemos que P € W4"(y) N WG ().

Conclusion de la prueba

Dados dos puntos x,y € G, la existencia probada anteriormente nos dice
que W (y) N W5 (z) # 0 y la unicidad nos dice que dicha interseccién es
exactamente un punto, probando el producto global de las foliaciones W4*
y W%

El caso 2 es igual que el anterior.

El caso 3 se deduce del caso 2 (y analogamente el caso 4 del caso 1):
supongamos que tenemos dos puntos z,y en la misma hoja centro-estable.
Sabemos por la parte 2 que existe y es unico p € W4 (z) N W¢*(y). Como
W5 () € WG (x) = WS (y), tenemos que p € WG (y) N WG (y) = W4 (y).
Esto prueba que las hojas W5’ (z) y W4 (y) se cortan en un tnico punto
p e W5 (x) = W5 (y).

El caso 5 es igual que los anteriores ya que la dindmica es Anosov, y
los mismos argumentos funcionan, tanto para la existencia como para la
unicidad.

O

3.5. Estabilidad de automorfismos hiperbdlicos

En esta secciéon veremos un lema muy importante dentro de la teoria
hiperbdlica conocido como Lema de Sombreado. La importancia de este
lema reside en que nos permitird obtener una semiconjugacién entre un
parcialmente hiperbdlico y su parte lineal, siempre que esta sea hiperbdlica.
El resultado fue obtenido por J. Franks [Fr| aunque la prueba que haremos
sigue principalmente [Sa] donde se prueba el resultado para el toro T™.

Comenzamos dando la definicién de pseudo drbita.

Definicién 3.24. Sea K > 0. Una sucesion {xy tnez en G es una K -pseudo
orbita (con respecto a A: G — G) si d(A(zy,), xnt1) < K para todo n € 7.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el lema de sombreado.

Lema 3.25 (Lema de Sombreado). Sea A : G — G un automorfismo hi-
perbdlico y K > 0. Entonces eziste « = a(K) > 0 tal que si {x,}nez €s una
K-pseudo drbita, entonces existe un inico z € G tal que d(A™(z),x,) < «,
para todo n € 7.
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Demostracion. Por simplicidad supondremos que tenemos una métrica adap-
tada, es decir la constante C' en la definicién de hiperbolicidad es C = 1.
Sea K >0, A € (0,1) de la definicién de Anosov A y a = .

Sea {xy, }nez una K-pseudo 6rbita. Utiliando la estructura de producto
global entre W9 y WY} definimos la siguiente sucesién de puntos en G de
manera siguiente:

" Zp = X0
w2, = Wi(xn) NWY(A(2p—1)) paran > 1

Esta ultima interseccién existe debido a la estructura de producto global.
Observamos primero que como z, € W¢(z,) para todo j > 0 tenemos
que d(A"(z;), A™(z;)) < KN < a.
Por otro lado, si 0 < i <ny j > 0 entonces

A(AT (23), AT (2i1)) = d(A™ (z), A7 (A1) < KN

esta ultima desigualdad se debe a que por construccién A(z;—1) estd en la
variedad inestable de z;.
Entonces si 1 < j < n, utilizando la desigualdad triangular obtenemos

<.
I
—

d(A7 (20), 2n) (A ), AT (i)

IN

@
Il
)

J

< K)\j*i:ZK)\ig%:a
=1

<.

~
Il
o

Definimos y,, = A~"(z,), entonces por la desigualdad anterior tenemos para
todo 0 < j < n:

d(A (y), ;) = d(AT"(20), ) <

Sea y un punto de acumulacién de {y, }»>0 tenemos que d(A7(y), z;) < a pa-
ra todo j > 0. Es decir, dada cualquier K-pseudo 6rbita futura, encontramos
una érbita futura que la a-sombrea. Finalmente para m > 0, reindexando
la sucesién {zp }n>_m encontramos un punto wy, tal que

d(A" T (W), 2n) < @, Y > —m

Escribiendo p,, = A™(wy,) concluimos que d(A"™(pm),xn) < «, para todo
n > —m.Nuevamente tomando p un punto de acumulacién de {pm, }m>0
obtenemos que para cualquier n € Z:

d(A™(p), xp) = lim_d(A"(pm), 2n) < @
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Finalmente el punto p debe ser tnico. Supongamos por absurdo que existe
otro punto p € G que a-sombrea {x, },ecz. Entonces para todo n € Z:

d(A" (p), A"(p)) < d(A"(p), zn) + d(A" (D), xn) < 20

y esto es imposible a menos que p = p debido a que A tiene expansividad
infinita. U

El siguiente teorema es el objetivo es esta seccion.

Teorema 3.26 (Estabilidad de automorfismos hiperbdlicos). Sea A : G/T' —
G /T un automorfismo de Anosov y sea f : G/T' — G /T un difeomorfismo
en la clase de isotopia de A. Entonces existe una funcién h : G/T' — G/T’
continua y sobreyectiva tal que ho f = Ao h.

Demostracion. Sea f un difeomorfismo isotépico a A, luego dado un levan-
tamiento f : G — G, tenemos que dco (f A) < K. Luego fijado = € G, si
llamamos z, = f (x) la érbita de x por f, obtenemos que

d(A(zn), 2nr1) = d(A(f"(2), [ (@) = d(A(f" (2)), f(f"(2)) < K

es decir la érbita de f es una K-pseudo oOrbita con respecto a A. Por la
propiedad de sombreado del lema 3.25 tenemos que existe a tal que para
todo x € G existe un unico z € G tal que

d(A™(2), fY(z)) <a VneZ (3.3)

Definimos H : G — G como H(x) = z donde z es el unico punto que verifica
la ecuacién 3.3. Es decir d(A"(H (z)), f*(z)) < a para todo n € Z.

Observamos que como d(A™(A o H(z)), f*(fz)) < « para todo n €
Z, la unicidad del sombreado nos dice que H(f(z)) = A(H(z)). Luego H
semiconjuga A y f

Veamos que H es continua. Sea * € G y x, una sucesién tal que
limy, 00 &y, = . Sea H(xy, ) una subsucesién de H(zy) que converge a un
punto y y sea m € Z. Observamos que

d(A™ (y), f™(x)) = Mm d(A™(H (zn,)), ™ (2n,)) < a
k—oo
y por lo tanto y = H(z). Como la sucesién {z, }nez estd acotada, entonces
también lo estd {H(x,)}nez por lo que concluimos que H(x) es el tnico
punto de acumulacién de {H (z,)}nez. Luego H(z,) — H(x) y probamos
que H es continua.

Para probar la sobreyectividad podemos compactificar G a una esfera
de dimensién d agregandole un punto oco. Luego la funcién H se extiende
a una funcién H : S¢ — S% con un punto fijo en el infinito. Como H es
homotépica a la identidad (por estar H a distancia C? finita), tenemos que
deg(H) = deg(Id) = 1 por lo que H resulta sobreyectiva.
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Hasta ahora hemos obtenido una funcién H : G — G continua y sobre-
yectiva tal que Ao H = H o f. Veamos que podemos pasar esta funcién al
cociente.

Sabemos por hipétesis que f es isotépica al automorfismo A. Luego,
tenemos que para todo v € G, se cumple que: f oL,=1L A(y) © f . Inducti-
vamente para todo n € Z tenemos que: f” oLy = Lney) o f” Luego, para
todo n € Z:

d(A™ (Lo (H(@)), F(L(2)) = d(Lan i) (A™(H(@))), Lan ) (F())))
— dAMH(@)), (@) <a

donde la tdltima igualdad ocurre por ser la métrica invariante por izquierda.
Concluimos por la unicidad del sombreado que H(L~(x)) = L (H(x)). Esto
prueba que podemos pasar la funcién H al cociente obteniendo una funcién
h:G/T" — G/T continua y sobreyectiva tal que m o h = H o 7. Finalmente,

Aohor=AonoH=nocAoH=noHof=homof=hofon
Es decir, Ao h = ho f como queriamos probar. U

Sea M = G/I" una nilvariedad y f : M — M un difeomorfismo. Sabemos
de [Hat] que f induce un automorfismo en el grupo fundamental f, : T' — T
Como I es un subgrupo discreto cocompacto, y G es nilpotente, tenemos por
el teorema 2.7 que existe un tnico isomorfismo f : G — G tal que f|r = f..
Decimos que f es la parte lineal de f. En el caso en que f € PH(M) es
claro que la parte lineal de f es f = A.

En otras palabras, el teorema anterior (3.26) dice lo siguiente: un difeo-
morfismo f: M — M es semiconjugado a su parte lineal, siempre que esta
sea hiperbdlica.
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Capitulo 4

Teorema principal

En este capitulo presentamos el resultado principal de este trabajo. El
mismo asegura la coherencia dindmica de difeomorfismos parcialmente hi-
perbdlicos en ciertas clases de isotopia de difeomorfismos de Anosov exten-
diendo un resultado de [FPS] para el caso de nilvariedades. Comenzamos el
capitulo introduciendo los conceptos y preliminares necesarios.

4.1. Introduccion

Sea A : M — M un difeomorfismo de Anosov lineal en una nilvariedad
compacta M con una descomposicién dominada T'M = E5° © EY°* © EY" ©
EY". Recordamos del capitulo 2 que esto significa que M = G/I', donde G
es un grupo de Lie conexo simplemente conexo nilpotente, I" es un subgrupo
discreto cocompacto y el difeomorfismo A proviene de un isomorfismo de
grupos de Lie, tal que A(I") =T (aqui estamos haciendo un abuso de nota-
cién ya que el morfismo A esta definido en el grupo G y el difeomorfismo en
el cociente G/T"). Vimos también que los subespacios E4 C T'M provienen
de subespacios invariantes g° del morfismo de dlgebras de Lie dA : g — g.
Esta correspondencia viene dada por el mapa « : g — TG, que es un iso-
morfismo lineal y conjuga los mapas dA y A. Asumiremos en todo el trabajo
que los subespacios g = g% @ g° y g = g° @ g“" son subdlgebras de Lie.
La razon de esto quedara clara mas adelante en el trabajo.

Llamaremos subespacio estable a F = E%° @® EY®, subspacio inestable
EY = E{" © EY" y subespacio central £ = EY{°* © EY{".

Denotaremos PH4(M) al conjunto de los difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos isotépicos al Anosov lineal A.

Si X C M, entonces X denotard su levantamiento al cubrimiento uni-
versal M = G. Andlogamente, si f : M — M es un difeomorfismo, llama-
remos f : G — G a su levantamiento. En la seccién 3.5 vimos que dado
[ € PH(M) existe un mapa continuo y sobreyectivo Hy : G — G tal
que AoHy = Hyo f Decimos que Hy es una semiconjugacion entre f y
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A. También vimos que el mapa, Hy es invariante por transformaciones de
cubrimiento por lo que podemos pasar H al cociente G/I' = M obteniendo
un mapa hy : M — M continuo y sobreyectivo tal que Aohy = hyo f.

Observacién 4.1. El mapa Hy varia continuamente con f en la topologia
C°. Esto significa que dado € > 0, existe un entorno Uy en la topologia o
tal que todo g € Uy verifica que d(Hy(x), Hy(x)) < € para todo x € M.

Recordamos que un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico f se dice
dindmicamante coherente si las distribuciones £ y E%" son tnicamente
integrables, es decir, existen foliaciones f-invariantes W¢®, Wj” tangentes
a E;;S e ES, E]cc @ E}“‘ respectivamente. Si este fuera el caso tenemos en
particular que EJCC también es integrable, con su respectiva foliacion WJCC
Esto se puede ver intersectando las dos foliaciones W]ccs , Wj‘i“ Decimos que
un difeomorfismo f € PH4(M) dindmicamente coherente tiene fibras cen-
trales (CF) si H;l(Wg(Hf(x))) = Wj(x). Esto quiere decir que diferentes
hojas centrales de f, se mapean sobreyectivamente por la semiconjugacion
H; a diferentes hojas centrales del Anosov lineal A. Llamamos PHY (M)
al conjunto de las componentes conexas de PH4(M) que contienen un di-
feomorfismo parcialmente hiperbdlico dindmicamente coherente con fibras
centrales.

El teorema que vamos a probar es el siguiente:

Teorema 4.2. Todo f € PHY(M) es dindmicamente coherente con fibras
centrales.

Mencionamos aqui que hay formas de partir el ejemplo de Borel-Smale-
Wilkinson de la seccion 2.4 para que se encuentre en las hipdtesis del teorema
anterior y este caso no estd cubierto por [FPS]. La diferencia es que el re-
sultado de Fisher, Portie y Sambarino ocurre en el toro T™ donde cualquier
Anosov lineal visto como parcialmente hiperbdlico, resulta ser dindmicamen-
te coherente.

4.2. Coherencia Dinamica

En esta secciéon veremos un criterio de integrabilidad de difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos debido a [FPS].

Como se mencioné anteriormente, la integrabilidad de las distribucio-
nes estables e inestables de un difeomorfismo de Anosov, o parcialmente
hiperbdlico, es de vital importancia, tanto para probar propiedades de la
dindmica, como para clasificar las mismas.

4.2.1. Difeomorfismos o-propios

La proposicion 3.23 sobre el producto global de las foliaciones nos permi-
te definir proyecciones canodnicas sobre las hojas estables e inestables fuertes.
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Dado z € G, definimos la proyeccién II¥" : G — W4*(z) como
I (y) = WE () n Wit (x) vy e

Es decir, el mapa II}* es la proyeccién sobre la hoja inestable fuerte W4 (z)
a través de las hojas centro-estables W¢. Andlogamente definimos la proyec-
cion II°. De la misma forma utilizando el producto global podemos definir
dentro de W$’ la proyeccién sobre las hojas estabes fuertes W3° a través de
las hojas centrales WY9.

Figura 4.1: Proyecciones canoénicas

Observamos de la definicién anterior que si componemos el automorfismo
A con la proyeccion ITI¥"*, obtenemos

Aoll;"(y) = AWZ (y) " Wi (x)) = Wi (A(y)) "WA" (A(z)) = T, (A(y))

Concluimos que A o IT¥* = H%fx) o A. Es decir que si nos olvidamos de los

subindices en la notacién, obtenemos que A y II** conmutan. Lo mismo
ocurre para el caso II*S. A partir de ahora haremos eso, es decir, omitire-
mos el uso de subindices en las proyecciones para no recargar la notacién y
llamaremos H}’ :=II? o Hy. Recordamos que

Df(z,R) = {y € W} () : dyje (4,y) < R}

Definicién 4.3 (o-propio). Para o = ss,uu decimos que f € PHa(M) es
o-propio si para todo x € G el mapa H?’W;(m) t Wi (z) — WH(Hp(z)) es
uniformemente propio. Es decir si para todo R > 0 existe un 0 > 0 tal que
(HJ‘Z)_l(DZ(Hf(:U),R)) MW (z) C Df(x,0) para todo x € G.

Observacion 4.4. En la definicion anterior, podemos tomar R = 1 debi-
do a la hiperbolicidad uniforme y a la compacidad de M. Luego, un difeo-
morfismo f € PHA(M) es o-propio si y solo si existe un 6 > 0 tal que
(H7)"Y(D%(Hy(x),1)) N WS (x) C D%(x,0) para todo x € G.
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La definiciéon de o-propio puede ser expresada de manera equivalente y
de una forma mas geométrica. Los siguientes lemas nos dan esa equivalencia.

Definicién 4.5. Sea f € PHA(M), decimos que f tiene la condicion

(17) Sila funcion H}’ es inyectiva restricta a las hojas de W}’

(S9) Si la funcion HJ‘Z es sobreyectiva restricta a las hojas de VNVJ‘?

Veremos ahora que ser o-propio es equivalente a cumplir las condiciones
(I7) y (7).
Lema 4.6. Si f € PH4(M) es o-propio, entonces f verifica la condicion
(17).
Demostracion. Dado f € PH4(M), vamos a probar la inyectividad de Hf
restricta a las hojas W}’ Supongamos que H ¢ no es inyectiva en alguna hoja.
Luego existe un y € WJ({(:U) tal que H(z) = Hf(y) con  # y. Tenemos que
Hf(y) € WS (Hy(x)) que es A-invariante (0¢ = ss si 0 = uu, y viceversa).
Entonces A"oH(y) € WS (A"oH(z)) para todo n € Z, que es equivalente
gracias a la semiconjugacién a que Hy o f"(y) € W4 (Hys o f*(x)), Vn € Z.
Por lo tanto

f*y) € (=) DG(H (f"(2)), 1)) "N WE(f"(x)) € DF(f"(2), R)

por ser o-propia. En particular tenemos que dyyo ( f”gx), f"(y)) < R para

todo n € Z. Esto es absurdo debido a la expansién de f en las hojas estables
e inestables fuertes. Esto prueba la inyectividad. U

Lema 4.7. La condicién (I7) implica la condicion (S7).

Demostracion. Dado f € PH (M) con la propiedad (I7), vamos a probar
la sobreyectividad de la funcién H?Y restricta a las hojas WJ‘Z sobre Wj

Primero que nada afirmamos que la inyectividad de H? implica que
existe un § > 0 tal que

H%(0D%(x,1)) N DA (H(x),6) = 0

Si esto no ocurriese, para todo n € N existirian puntos z,,, y, € BD?(mn, 1)
'

pacto podemos suponer que ambas sucesiones convergen a puntos x, y res-
pectivamente. Luego y € aD; (x,1) y en particular « # y. Como Hy y II? son
continuas, tenemos que Hf(z) = Hf(y) lo cual contradice la inyectividad.
Esto prueba la existencia del § mencionado arriba.

Debido a la inyectividad y la invariancia del dominio (ver por ejem-
plo [Hat] Teorema 2B.3), sabemos que para todo z € G el conjunto S, =
(H)(0D3(Hf(z),1)) es una esfera de dimensién dim(E7) — 1 encajada en

tales que Hf (yn) € Dy (H () L) Como el dominio fundamental es com-
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W4 (H(x)). Como dim(E7) = dim(E%), el teorema de separacién de Jor-
dan (ver [Hat] Proposicién 2B.1) nos dice que S, separa WG (H(z)) en dos
componentes conexas. Ademds la imagen por Hf de Df(z,1) es la com-

ponente acotada y contiene a Hy(z). Por la afirmacién anterior también
contiene a DY (H¢(x),d). Ahora sea p € WG (Hs(x)) y R > dwe (Hy(x),p).

Afirmacion 4.8. Para este R > 0 existe un N € Z tal que
D4(z R) ¢ AN(D3(A™"(2),9))

Demostracion. Supongamos ¢ = uu. En este caso basta tomar N € Z*
tal que AV < %. Si p € A=N(D4% (2, R)), existe un z € D% (z, R) tal
que A~N(z) = p. Luego duu (AN (2), A7N(2)) < AN .dyu(z,2) < &, por
lo que p = A N(z) € DY (AN(2),6). Finalmente A~N(D4% (2, R)) C
D% (A=N(2),0), y equivalentemente D% (z, R) C AN(D%(A~N(2),)) co-
mo queriamos probar. El caso 0 = ss es completamente analogo. ]

Siguiendo con la prueba, si z = Hy(x) tenemos que
D4 (Hy(x), R) ¢ AN(DG(A™Y (Hy(x)),6)) = AN(DA(Hs(f N (2)), )
Como D%(H(z),6) C 117 o Hp(D%(2,1)) tenemos que

D (Hy(x),R) < AV o (70 Hp)(D(f~"(x),1))
= (70 Hp)(fN(DF(f N (x), 1))

donde en la tltima igualdad usamos la semiconjugacién y que Il y A con-
mutan. Esto prueba la sobreyectividad de Hf sobre W4 (H(z)). O

Lema 4.9. Si f € PHa(M) verifica la condicion (I7), entonces f es o-
Ppropio.

Demostracion. Por hipétesis f verifica la propiedad (I7) y el lema 4.7 nos
dice que f también cumple (S7), es decir, para cada x € G tenemos que

HS ey - WE () = WA (H, (@)

es un homeomorfismo.

Sea p(z) = nf{R > 0 : (H}’)*l(D;‘l(Hf(x),l)) C Df(z,R)}. Para que f
sea g-propio tenemos que probar que ¢ estd uniformemente acotada en G.
Como ¢ es I'-periddica, basta con restringirse a puntos en un dominio fun-
damental, que ademads resulta ser compacto (por ser I' cocompacto). Luego
basta con probar que si x,, — x entonces limsup ¢(x,) < ¢(x). Para ver
esto, observamos que H{(DF(z,¢(x))) contiene a DY (Hy(z),1). Como es
un homeomorfismo (por (I7) y (S?)) para cada € > 0, existe un § > 0 tal
que

DS(Hy(2),1+6) C T o Hy(DF (), o) + )
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Usando la continuidad de las hojas W7, y la continuidad de las funciones
1I? y Hy deducimos que para n suficientemente grande H{ (D (zn, p(x) +¢€)
contiene a D (Hf(xy),1). Esto muestra que limsup ¢(z,,) < ¢(x)+¢e. Como
€ > 0 es arbitrario, obtenemos el resultado buscado. O

4.2.2. Criterio de Integrabilidad

Dado un conjunto K C Gy R > 0 llamaremos Br(K) al R-entorno de
K, es decir, al conjunto de puntos de G que distan menos de R de algin
punto de K.

Definicién 4.10 (Foliaciones casi paralelas). Sean Fi, Fa foliaciones de G.
Se dice que son foliaciones casi paralelas si AR > 0/¥Vx € G,Jy1,y2 € G :

» Fi(z) C Br(F2(y1)) y F2(y1) C Br(Fi(x))
» Fy(x) C Br(F1(y2)) y Fi(y2) C Br(Fa(x))

Ser casi paralelas es una relacién de equivalencia. La condicién puede ser
descrita en términos de la distancia de Hausdorff: Vo € G, Jy1,y2 € G tales
que Dy (Fi(z), Fa(y1)) < Ry Du(Fa(x), Fi(y2)) < R.

Definicién 4.11 (SADC). Decimos que un difeomorfismo f € PHa(M)
es fuertemente casi dindmicamente coherente (SADC) si existen fo-
liaciones F°°, F que son transversales a EY", EY y casi paralelas a las
foliaciones WG, WG respectivamente.

El nombre anterior proviene de [Po] donde se define el concepto de di-
feomorfismo casi dinamicamente coherente como un difeomorfismo parcial-
mente hiperbdlico con foliaciones F¢*, F* transversales a E}‘“, E;S respec-
tivamente. En [FPS], se pide la hipdtesis extra de que estas foliaciones sean
casi paralelas a las foliaciones WS, WS, por lo que le agregan la palabra
fuerte.

Estamos en condiciones de enunciar el criterio de integrabilidad de las
distribuciones centrales. La prueba que expondremos es la misma que apa-
rece en [FPS] adaptada al caso de las nilvariedades.

Teorema 4.12 (Criterio de integrabilidad [FPS]). Supongamos que f €
PH,(M) y verifica:

= f es uu-propio.
= fes SADC.

Entonces, el fibrado E3 @ Ef se integra en una foliacion f-invariante 4%
que verifica Hf_l(st(Hf(x))) = WJES(QU) Ademds Wj‘is Y W}‘“ tienen es-
tructura de producto global.
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Demostracion. La idea de la prueba es bastante clara: partimos de la fo-
liaciéon F¢ dada por la propiedad SADC y la iteramos hacia el pasado
por f esperando que en el limite converja a la foliacién buscada. Sabemos
que {H;I(st(Hf(y))) .y € G} forma una particién f-invariante de Gy
ademads es invariante por transformaciones de cubrimiento. Esto es ficil de
chequear y se debe a la relacién de semiconjugacién y a que Hy es I'-periddi-
ca. Tomamos la foliacion F<¢ dada por la propiedad SADC. Como sabemos
que es casi paralela a la foliacion W$* y Hy estd a distancia C° acotada de
la Identidad tenemos que H f(]:"cs (x)) estd a distancia Hausdorff finita de
alguna hoja de W¢ para todo = € G.

Afirmacién 4.13. Las foliaciones F¢° y W}“‘ tienen estructura de producto
global.

Demostracion. Esto se debe a las propiedades (I**) y (S"*). Tomamos
z,y € G, vamos a probar primero que F°(zx) intersecta a VNV}“‘(y) Para
esto consideramos el conjunto Q = G\ F¢(z). Un resultado del tipo sepa-
racién de Jordan (ver [ABP] Lema 2.1) nos dice que la d — ¢s — 1 homologia
de @ es no trivial. Aqui d = dim/(G) y ¢s = dim(G®). Como F°(z) estd a
distancia Hausdorff finita de W$® deducimos que existe un ciclo no trivial
del d — ¢s — 1 grupo de homologia Hg ¢s-1(Q) dentro de Wj". Eligiendo
este ciclo suficientemente lejos de F°*(z), y usando las propiedades (I**) y
(S*") deducimos la existencia de un ciclo no trivial contenido en VNV}“‘(y)
Esto nos da la interseccién buscada (ver [ABP] para mds detalles).

Ahora debemos probar que la interseccién de Fo(x) y VNV}“‘(y) es Unica.
Para esto basta con probar que cualquier hoja F ¢(x) no puede intersectar
W}L“(y) mas de una vez. Como f verfica (I*") tenemos que Hy es inyec-
tiva restricta a hojas W}‘“ Ademés, también por (I**), para todo y € G
tenemos que Hf(W}w(y)) intersecta a W (e) = G*° en un solo punto. Lue-
go, podemos definir una funcién ¢ : Fo(z) — WS (e) = G dada por
¢(p) = Hy(W}"(p)) N G*.

La funcién ¢ es sobreyectiva debido a la existencia de la interseccién
entre F¢ con W}“‘ dado P € G tomamos P’ € H;l(P), luego existe
Q € F(x) N W}“‘(P’) y por definicién tenemos p(Q) = P.

Ademds es continua debido a la continuidad de Hy y a la continuidad de
las hojas de Wit Observamos que todos los puntos dentro de F(x) que
sean parte de una misma hoja inestable fuerte tendran la misma imagen por
. Si probamos que ¢ es inyectiva obtenemos la unicidad buscada. Gracias
a la continuidad de VNV}“‘ y a la estructura de producto local, tenemos que ¢
es un cubrimiento. Ademés F°(z) es contractible, por lo que ¢ resulta ser
un homeomorfismo. Esto prueba la unicidad. O

La afirmacién anterior nos dice que las hojas de la foliacién Fes (y por
ende de f~"(F*)) se pueden ver como graficos de funciones de R en R"".
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Como la foliacién F°° es uniformemente transversal a E}‘” tenemos que
existen cajas de producto local de tamafio uniforme en G: Existe ¢ > 0
tal que Vo € G, existe un entorno V, O B(z,€) y C'-coordenadas locales
Py D x D — V, tales que:

- wm(Dcs % Duu) =V,

= Para todo y € Be(x) C V, tenemos que si llamamos Wy (y) a la com-
ponente conexa de V; N f~™(F(f"(y))) que contiene a y entonces

vz (Wi (y)) = graf(h?)

x, .z . .
donde hiY . D — DY es una funcién C! con derivadas primeras
acotadas.

Como estas funciones tienen derivadas primeras acotadas, el conjunto {hn”},en
es precompacto en el espacio de funciones Lipschitz de D® — D"* ([HPS)).

De esta manera como mencionamos en el comienzo de la prueba, obtene-
mos que las hojas de f _"(]}CS ) tienen subsucesiones convergentes. A partir
de aqui surgen dos problemas: el primero es que en principio una hoja podria
tener diferentes limites. El segundo es que aunque una hoja tenga limite ini-
co, diferentes hojas podrian tener limites que se intersecten. Veremos que
esto no ocurre gracias a la relacién de semiconjugacion.

Para todo y € B(z), llamaremos J, al conjunto de indices tales que
para todo a € J existe una funcién Lipschitz heds : D® — D" y una
subsucesién n; — +oo tal que

hede = ; ETOO hfb’jy
Cada una de las funciones hzYo nos da un gréfico, y llamaremos WZ, ,(y) a
la imdgen por v, de este grafico.

Afirmacién 4.14. Para todo z € B(z,¢€) y todo o« € JF, tenemos que
Hf (W a(2)) CWE(Hj(2)) = L) (G).

Demostracion. Tomamos z € B(z,¢) y a € JZ. Por hipédtesis, tenemos
que existe una subsucesién n; — +oo tal que Wy (2) = WZ, ,(2). Dado
y € W ,(2), queremos probar que Hy(y) € W¢ (Hy(z)).

Llamamos z,, = Fut(y) NWy (2). Es claro que fri (2n;) € Fes(fni(2)) y
ademds z,,; — y cuando j — 0o. Si Hy(y) = Hy(z), obtenemos la afirmacién.
Supongamos por el contrario que Hy(z) # Hy(y). La continuidad de Hy
implica que Hy(zn;) — Hy(y) # Hy(2).

48



4.2. COHERENCIA DINAMICA

Wi, (2)

Wio,al2)

F(y)
Figura 4.2: Hp(WZ, ,(2)) € W§ (Hy(2))

Por definicién z y z, pertenecen a la misma hoja de Fes y fri(z) y
fr (2n,) también. Ademds F es casi paralela a la foliaciéon W§’. Esto impli-
ca que f(z)y fr (2n,) se encuentran a distancia uniformemente acotada

respecto a la direccién G** y lo mismo ocurre con Hy(f" (2)) y Hy(f™ (2n;))
por estar Hy a distancia CO-cerca de la Identidad.

Figura 4.3: Distancia acotada segin la direccién inestable.

Usando la semiconjugacién, obtenemos que A" (Hy(zn;)) y A" (Hy(2))
estdn uniformente acotados respecto a la direccién G**. Como A es Anosov
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esto ocurre si y solo si Hy(y) € WG (H¢(z)), como querfamos probar. [

La afirmacién anterior nos permite tratar los dos problemas antes men-
cionados de la misma forma.

Supongamos primero que z € B(z,¢€) tiene dos hojas limites distintas
W3.a(2) y WS, 5(2). Luego existen dos puntos 21 € W, ,(2) y 22 € W, 5(2)
dentro de una misma hoja inestable fuerte W}“‘ La afirmacién anterior
implica que Hy(z1) y Hf(22) pertenecen a WG (Hy(2)) y esto ocurre si y
solo si H"(21) = H}"(22) lo cual contradice la inyectividad de H}".

Andlogamente para el segundo problema, supongamos que existen dos
puntos z1 # 22 en B(z,€) tales que sus limites WS, ,(21) y WZ, 5(22) tienen
interseccién no vacfa. Obtenemos nuevamente dos puntos y; € W5, ,(z1) e
y2 € W5 ﬁ(ZQ) dentro de una misma hoja inestable fuerte W¥". La afirma-
cién anterior nos dice que H}‘”(zl) = H}LU(ZQ) y esto contradice la inyectivi-
dad de H}“‘

Resumiendo, obtenemos que para todo = € G y para todo y € B(x,¢),
el limite WZ (y) de las variedades W/*(y) es tnico, y para cualquier par de
puntos y,z € B(xz,¢€), los limites coinciden o son disjuntos. Ademés estos
limites son f-invariantes.

GCS
Hy(z) Hy(z1 Hp(22)

Figura 4.4: Unicidad de las foliaciones

Para probar que efectivamente es una foliacién basta con observar lo
siguiente: si tomamos dos puntos z,w € B(z,€), tenemos que WZ(z) y
W}“‘(w) se cortan en un inico punto. Como las hojas de W§* varian conti-
nuamente y las placas WZ coinciden o son disjuntas, obtenemos una funcién
continua de D x D“* en un entorno de x que manda discos horizontales en
placas WZ . Esto prueba que las placas forman una foliacion.

Como las hojas de la foliacién son tangentes a conos pequenos alrededor
de la direccién E%° y ademas son f-invariantes, obtenemos que la foliacion
es tangente a £ (ver teorema 3.15).

Por ultimo, observamos que la foliacién VNVJCCS tiene las mismas propiedades
que F¢ por lo tanto obtenemos la estructura de producto global entre Wj‘is
y Wi O

Andlogamente obtenemos el mismo resultado en el caso en que f es ss-
propio. Deducimos el siguiente corolario.
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Corolario 4.15. Sea f un difeomorfismo en PH(G/T'), que verifica
s fes SADC.

» f es uu-propio y Ss-propio.

Entonces, f es dindmicamnte coherente y tiene fibras centrales.

4.3. SADC y o-propio es abierto y cerrado en la
topologia C'!

En esta seccién veremos que las propiedades del criterio de integrabili-
dad anterior que nos garantizan coherencia dindmica son abiertas y cerradas
en la topologia C' dentro de los difeomorfismos parcialmente hiperbélicos
isotopicos a Anosov. Luego, podemos aplicar el criterio anterior para probar
la integrabilidad en toda la componente conexa donde exista algtin difeo-
morfismo con estas propiedades.

Proposicién 4.16. Ser SADC es una propiedad abierta y cerrada en PH4(M).
Demostracion.

= Abierto es trivial ya que la misma foliacién sirve por la continuidad
de los fibrados £*° y E**: Como f tiene la propiedad SADC, existen
foliaciones %, 7" transversales a B3, EY° y casi paralelas a Wi,
WY respectivamente. Luego <I(.7:J?S,E}W) > € > 0, para todo = € G.

Luego, existe U(f) entorno de f en la topologia C! tal que para todo
g € U(f), <(Ey"(x), E}"(z)) < §, para todo z € G. Tomamos Fg* =
}:s , entonces,

(Fg% Bg") + >
> FP(x), ¥ (x))
(

=

DO ™

Entonces <(F¢°*(r), By (x)) > §, para todo z € G. Luego, toda g €
U(f) tiene foliaciones Fg¥y Fg transversales a Ef, Eg®. Entonces,

toda g € U(f) verifica SADC.

= Cerrada: Primero que nada observamos que como f, es isotépico a
A, fija la clase de foliaciones casi paralelas a cualquier subespacio A-
invariante.

Sea f, — f en la topologia C! tal que toda f, es SADC. Llamamos
By = EP & Ef . Por la convergencia C! tenemos que ES* — EP,
Bt — By Sea a = (B, E}") (cota minima del dngulo). Tomamos
un N > 0 tal que <(E}", ET°) > § (E5Y — EY° luego existe tal N > 0).
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Tomamos F$ foliacion uniformemente transversal a E%. Luego existe
N N

un m > 0 tal que f"(F§’) estd contenida en el cono de centro E y

radio . Entonces fy™(F§’) es uniformemente transversal a E}".

By

>’< IN"(FR)

Figura 4.5: Foliacién transversal a E**

]
Proposicién 4.17. Ser o-propio es una propiedad C-abierta en PH4(G/T).

Demostracion. Dado f € PH4(G/T'), debemos encontrar un entorno U(f)
en la topologia C! tal que todo g € U(f) es o-propio. Gracias a la observacién
4.4 basta con encontrar un entorno U(f) y Ry > 0 tales que para todo

geU(f)y xzeQG:
(Hy) " (D%(Hy(x),1)) N Wy (x) € DF(x, Ry)

Como f es o-propio, sabemos que HﬂW;(x) : W?(Cﬂ) — WS (Hy(z)) es un

homeomorfismo. Luego, existe R; > 0 tal que
H7(DF(x, B1)) N D3(Hy(x),2) =0

Llamaremos A7 p () al anillo DY (z, R) \ Dg(z,r) para R >r > 0.
Sea Ry > Ay Ry, luego tenemos que

HF (A% gy s(x) N DG (Hy(x),2) =0

Observamos ahora que Hy es uniformemente continua por ser un levan-
tamiento de hy. Luego, existe e; > 0 tal que si d(z,y) < €, entonces
d(H(x),H(y)) < 1/4. Tomamos los siguientes C'-entornos:

» Por la observacién 3.20 existe un entorno U (f) tal que las constantes
Ay y Ay son uniformes en todo el entorno Ui (f).

= Dado ¢ > 0 y Ry > 0, la observaciéon 3.14 nos dice que existe un
entorno Us(f) y 6 > 0 tal que para todo g € Us(f) y todo par de
puntos z,y con d(z,y) < § se cumple den (Dg (z, Ra), Dy (y, Ra2)) < €.

» Tomamos Us(f) ={g € PHA(G/T) : dco(Hy, Hy) < 1/4}.
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Definimos Uy = Uy (f)NU2(f) NUs(f). Ahora, sea g € U(f) y dos puntos z,y
tales que y € A% p, (2). Luego, existe z € AR p () tal que d(z,y) < &1
v debido a la continuidad uniforme d(H¢(z),Hs(y)) < 1/4.

Como z € A% g, () y d(Hf(2), Hf(y)) < 1/4, utilizando la desigual-
dad triangular obtenemos:

2 < d(Hf(2), Hf () < d(HF(2), Hf (y)) + d(Hf (y), Hf (x))
< 1/4+d(Hf(y), Hf(x))

Por lo tanto d(H{(y), Hf (z)) > 2—1/4. Nuevamente usando la desigualdad
trianguar:

2-1/4 < d(Hf(y), Hf (2))
< d(HF(y), Hy(y)) + d(Hg (y), H () + d(Hg (), Hf ())
< 1/4+d(Hg(y), H(z)) +1/4

y concluimos que d(Hy (y), Hy (z)) > 2 —3/4 > 1, es decir
HJ (AR, Ry (7)) N DG (Hy(x),1) =0 (4.1)
Finalmente esto implica
(Hg) (DA (Hy(x),1)) N\ Wy () C D (z, Ry)

Si no fuera el caso, existiria y € Wg(x) tal que HJ (y) € DY (Hy(z),1) pero
y ¢ Dg(x, Rz). Por la eleccién de Ay sabemos que existe un n € Z tal que
9" (y) € AR, g, 49" (2)) y HJ(g"(2)) € D7(3" (), 1). Esto 1iltimo contradice
4.1 arriba. O

La proposicién anterior muestra que ser o-propio es una propiedad C'-
abierta en PH4(M). El siguiente teorema nos prueba que también es una
propiedad C'-cerrada dentro de los difeomorfismos con la propiedad SADC.
En principio, podria ser una propiedad cerrada dentro de PH 4(M ), pero en
la prueba del teorema utilizamos el criterio de integrabilidad 4.12 por lo que
necesitamos la propiedad SADC. Esto en realidad no representa ninguna
dificultad para la prueba del teorema debido a la proposicion 4.16 que nos
garantiza que la propiedad SADC es abierta y cerrada en la topologia C*,
aunque la pregunta si es pertinente.

Teorema 4.18. Ser SADC y o-propio es una propiedad C'-cerrada en
PH4(M).

Demostracion. Tomamos una sucesién { fr} C PH4(M), tal que fr — f en
la topologia C!, tal que fi es SADC y o-propio para todo k € N. Por la
proposicién 4.16 sabemos que f también es SADC. Debemos probar que f
es o-propio. Asumimos ahora que o = uu, el caso ¢ = ss es completamente
andalogo.
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Notamos que los difeomorfismos fi estan en las hipdtesis del teorema
4.12, entonces para cada k € N tenemos que existe una foliacién fi-invariante
WJCC: tangente a E;: <) chk que verifica que

Wii(x) = Hp (WS (H () (4.2)

A partir de ahora notaremos a los subindices por k en lugar de fj es decir
Hp" =11"" o Hy, . Con esta notacién la propiedad anterior es equivalente a

H"(z) = H™(y) siy solosi ye W(x). (4.3)

Afirmacién 4.19. Dado € > 0, existe § > 0, un campo de conos €“*
alrededor de E}‘“, y un ko tales que, si k > kg y D es un disco tangente a
E"" centrado en x de radio interno mas grande que €, entonces

D' (Hy(x),0) € H*(D)

Demostracion. Consideramos un cubrimiento finito de M por cajas con es-
tructura de producto local para los fibrados de f. Tomando las cajas sufi-
cientemente chicas (en particular de tamano menor que €) podemos asumir
que dentro de ellas los fibrados sean casi constantes en cada caja. Ademas
cambiando la métrica podemos hacer estos fibrados ortogonales. Tomando
un kg suficientemente grande tenemos que para k > kg, las cajas también
son de producto local para f,. Esto se debe a f;, — f en la topologia C!
implica que £} — E? para todo o.

Si B una de esas cajas, notamos 2B y 3B a las cajas del doble y triple
tamano centradas en el mismo punto de B.

Podemos considerar el cubrimiento suficientemente chico y kg suficien-
temente grande para que para todo k > kg tengamos

» Las cajas 2B y 3B también son cajas de producto local para todos los

Tk

= Para toda caja B del cubrimiento, y para todo disco D tangente a €“*
de radio interno mas grande que € centrado en z € B tenemos que D
intersecta en un unico punto en 3B a toda hoja centro-estable de W;*
que intersecta 2B5.

La condicién anterior junto con la ecuacion 4.3 implica que para todo disco
D tangente a €“* centrado en x € B de radio interno mas grande que e,
tenemos que H}"(2B) C H}*(D). La ecuacién 4.3 también implica que Hy,
es inyectiva restricta a las hojas de W};u, luego tenemos que dada una com-
ponente conexa 2B de un levantado de una caja de producto local tenemos
que

int(H™(2B)) # ()

y todo punto = € B estd en el interior de H}!*(2B).
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v

Figura 4.6: D4 (Hy(x),0) C H"(D)

Mas ain, como las cajas son finitas, tenemos que existe un § uniforme
que hace que H}"(B) esté a distancia ¢ del borde de H}**(2B) independien-
temente de la caja B.

Deducimos que todo disco D centrado en un punto x de radio interno
mas grande que € y tangente a un cono pequenio alrededor de E}“‘ verifica
que H}*(D) contiene D\*(Hy(x),d) como querfamos ver. O

Afirmacién 4.20. Para k suficientemente grande y para todo par de puntos
z,y € G, las foliaciones W}‘“ y Wi? se intersectan en algin punto.

Demostracion. Por la afirmacién anterior sabemos que para k suficientemen-
te grande tenemos lo siguiente. Sean z,y € G, y llamamos d a la distancia
entre H"(x) y H{*(y) medida dentro de la hoja WY*(Hy(x)), y sea N > %,
podemos unir H{"(x) y H“(y) dentro de la hoja WY(Hy(z)) por una
curva que esté contenida por N bolas By, ..., By de radio §/2 y tales que
B; N Biy1 # 0. Aclaramos que las bolas B; son bolas en W4%(Hy(z)).
Luego, tomando D = D" (z, €) y tenemos que Hy"(D}"(z,€)) contiene a
By y entonces Hi" (D" (x,2¢)) contiene a By U Bs. Inductivamente tenemos
que Hp"(D}"(z, Ne)) contiene a B1U...UBy y en particular a Hi"(y). Esto
quiere decir que existe un punto p € D}“‘(m, Ne) tal que H"(p) = HP"(y),
o equivalentemente Hy(p) € WS (Hg(y)). Por la ecuacién 4.3 tenemos que
p € DY (2, Ne) N W (y).
Esto prueba que para z,y € G, tenemos que W}L“(x) intersecta st(y).
O

Afirmaciéon 4.21. Para k suficientemente grande, las foliaciones W}“‘ Y

)/N\/lgS tienen estructura de producto global. Equivalentemente el mapa HI?U|WJ$S(:B) :

Wj‘is(x) — WY (Hy(z)) es un homeomorfismo.
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Demostracion. Por la afirmacién anterior es suficiente con mostrar que la
interseccién entre Wi (z) y Wi*(y) es tnica para todo par de puntos z,y.

Como la hoja W}‘“(m) intersecta transversalmente a Wgs(y) para todo
z,y y HiOVE(y)) = WS (Hi(y)) tenemos que Hk(W}‘“(:U)) es topoldgica-
mente transversal a W% (Hy(y)) para todo x,y. Esto implica que

I Hy (W (2)) — W (Hy(2)

es un cubrimiento y como Hk(W}‘“(H £)) es contractible sabemos que es
inyectivo. Esto prueba que H;“ restricto a W}L“(x) es un homeomorfismo

sobre WY"(H¢(x)) y equivalentemente que las foliaciones VNV}“‘ y W* tienen
estructura de producto global. U

Continuamos con la prueba del teorema.
Para terminar la demostracion debemos probar que existe R > 0 tal que

(Hf")"'(D§“(Hs(z),1)) N\ Wi (z) C D¥"(z, R)
Vamos a probar que para todo xz € G, existe un numero finito ¥ (z) tal que
(Hf") "N (DY (Hp(x),1)) N Wi (z) € D" (z, ¢(x))

Si obtenemos tal 1)(z) podemos concluir igual que en el lema 4.9 y termina-
mos con la prueba.

Sabemos que dpo(Hy, Hf) < Ky. La afirmacion anterior y el hecho de
que fi es CF implican que H}* restricto a W}‘“(az) es un homeomorfismo
sobre W4"(H¢(x)), luego existe Ry > 0 tal que

HE™((DY*(, Ry))®) N D4 (Hy(x), 1+ 2Ko) = 0

Tomamos y € D?“(m,Rl)c, luego usando la desigualdad triangular obtene-
mos

14 2K, d(H"(x), Hy" (y))

<
< d(H(2), Hf(2)) + d(Hy"(2), H" (y)) + d(HF"(y), H" (y))
< Ko+ d(H(2), H(y)) + Ko

Es decir, d(H"(z), H{"(y)) > 1, por lo que obtenemos
Hi* (D" (x, R1))) N D" (Hy(x),1) = 0
esto implica que
(Hf)"H (DR (Hy(2),1)) N Wi (z) € Df*(x, Ry)

Definiendo 9 (x) = R; terminamos la prueba. O
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De los resultados anteriores obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.22. Sea f € PH4(M) un difeomorfismo en la misma compo-
nente conexa de un parcialmente hiperbdlico g que es o-propio (o = uu, ss)
y tiene la propiedad SADC. Entonces f es dinamicamente coherente y tiene
fibras centrales.

Demostracion. Las proposiciones 4.16, 4.17 y el teorema 4.18 nos dicen que
ser o-propio al igual que tener la propiedad SADC son propiedades abiertas
y cerradas en la topologia C! dentro de PH4(M). Esto implica que cual-
quier difeomorfismo f en la misma componente conexa de un parcialmente
hiperbdlico g que sea o-propio para ¢ = ss,uu y tenga la propiedad SADC,
estd en las hipétesis del teorema 4.12. Luego f es dindmicamente coherente
con fibras centrales. O

Prueba del teorema 4.2. Para demostrar el teorema basta con probar que
todo difeomorfismo parcialmente hiperbdlico f en PH%(M ) que es dindmi-
camente coherente con fibras centrales, tiene que ser SADC y o-propio para
0 = 88, UU.

Tomamos un f en estas hipdtesis. Como f es dindAmicamente coherente
tenemos que existen las foliaciones centro-estables y centro-inestables WJCCS ,
WJ‘%“ Sabemos que estas foliaciones son uniformemente transversales a E}‘”
y E¥° respectivamente. Para probar que f es SADC resta probar que A%
y Wf“ son casi paralelas a las foliaciones centro-estables y centro-inestables
del Anosov lineal A. Lo probaremos para el caso centro-estable.

Observamos primero que las hojas centro-estables W;S () se pueden des-
cribir como el conjunto de puntos y € G que puedo unir concatenando curvas
contenidas en VNV;S y en WJCC Es decir, para todo y € G existen finitos cami-

nos oy, ..., Qy, tales que a; C W;és oq; C Wj, y ademads la curva aq *- - -y,
une los puntos z e y.

Y
Wi ()
124 |25
|
/‘&Z,Z“LZ?,
W)
T 'Z1

Figura 4.7: Variedad centro-estable
Supongamos ahora que y € W;S(x) Podemos asumir también por sim-

plicidad n = 2 (después aplicamos induccion completa). Luego, existen dos
curvas aq C W;S(x) y ag C Wj(y) tales que la curva a1 * as une x e y y un
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4.4. PREGUNTAS POR RESPONDER

punto z € VNV;S(QJ) N ~ch(y) Naq x ag. Como z € VNV;S(QJ) N W;(y) y f es CF
tenemos que H(y) € WY(H(2)) = LG Luego existe g¢ € G tal que
H(y) = H(2)g". Por otro lado H(z) € W5(H (z)) = LG, por lo que
existe g° € G* tal que H(z) = H(z)g®. Concluimos que H(y) = H(z)g°g° €
Ly)G* = fo(H(a:)) por ser G un subgrupo.

Como el punto y € G es arbitrario obtenemos Hf(Wj‘is(w)) C WS (Hy(z)).

Nuevamente, como f es CF tenemos que tanto Hy como II° o Hy son
inyectivas restrictas a hojas WJ‘Z Es decir, f cumple la propiedad (17). El
lema 4.7 nos dice que (I7) implica (S7) y obtenemos que f es o-propio.

Para terminar la prueba, observamos que la sobreyectividad (S7) y la
propiedad CF implican que W (H(x)) C H f(WJ‘is(x)) Concluimos que

H(W§(x)) = W (Hy(x))
El caso centro-inestable es completamente analogo, por lo que obtenemos
HWj"(z)) = Wi'(Hy(z))

y de esto deducimos que f es SADC ya que Hy esta a distancia finita de la
identidad. O

4.4. Preguntas por responder

El resultado principal de este trabajo dice que un difeomorfismo par-
cialmente hiperbdlico f isotépico a un Anosov lineal A por un camino de
difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos es dinamicamente coherente siem-
pre que el fibrado central E'9 sea una subélgebra de Lie. Queda abierta la
pregunta de si el reciproco también es cierto, es decir, si f € PHa(M) es
dindmicamente coherente entonces: el fibrado central £ es una subdlgebra
de Lie? Una respuesta afirmativa a esta pregunta terminaria de clasificar la
coherencia dinamica de todos los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
en clases de isotopia de Anosov. Bastaria con chequear como se comporta el
corchete de Lie de la parte lineal de f (una condicién puramente algebraica)
para determinar la coherencia dindmica de f.
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