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Resumen
Sea M,, (C) el espacio de matrices n X n con entradas complejas. Motivados por
distintos tipos de energia de grafos definimos la energia de una matriz A en

M,, (C) como
E(A):Z )\k_trT(lA)‘

donde [\, ..., \,] ¥ tr(A) denotan el espectro y la traza de la matriz A
respectivamente, y |z| el médulo del complejo z. Esta definicién generaliza la
definicién de energia de un grafo introducida por I. Gutman en 1978 [I] tomando
A como la matriz de adyacencia del grafo, asi como otros tipos de energia [2] [3] [4]
[5]. En este trabajo se establecen cotas superiores e inferiores para la definicién de
energia introducida, ademas de condiciones necesarias y suficientes para que las
mismas sean alcanzadas. A su vez, para los distintos tipos de energia, expresaremos
las cotas en términos de elementos del (di)grafo, que en algunos casos extienden
cotas ya conocidas y en otros nos permiten obtener nuevos resultados [6].

Abstract
Let M,, (C) denote the space of n x n matrices with complex entries. Based on
different kinds of graph energy we define the energy of a matrix A in M,, (C) as

- tr (A
E(A) =) |\ - (4) ‘
k=1 "
where [Aq, ..., \,] and tr(A) denote the spectrum and the trace of the matrix A

respectively, and |z| the modulus of z € C. This definition not only generalizes the
definition of graph energy introduced by I. Gutman in 1978 [I] considering A as
the adjacency matrix of the graph, but also different kinds of graph energy [2] [3]
[4] [5]. In this work we find upper and lower bounds of the energy introduced and
establish necessary and sufficient conditions for matrices which reach the bounds.
Besides, for the different kinds of energy we express these bounds in terms of the
elements of the (di)graph, which in some cases extend well-known results whereas
in others let us obtain new ones [6].

Palabras Clave: energia, matriz, grafos, digrafos, espectro.
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1. Introduccion

La Teorfa Algebraica de Grafos [7] [8] es un area que combina resultados de dos
ramas de la matematica sin relacién aparente: el Algebra y la Teoria de Grafos.

La asociacién de una familia de matrices a un grafo dado, permite traducir un
problema de grafos en uno algebraico y reciprocamente, un problema algebraico
en uno de grafos. La Teoria Espectral de Grafos estudia propiedades de los grafos
vinculadas a un invariante en particular de esta familia de matrices: su espectro [9].

Si bien la produccién académica en el area de Teoria Espectral de Grafos es
profusa, la Teoria Espectral de Digrafos no ha sido suficientemente desarrollada. La
diferencia radica en que las familias de matrices asociadas a digrafos no poseen la
propiedad de simetria.

Una matriz asociada de forma natural a un grafo G = (V, E) es la matriz de
adyacencia A, cuyas entradas a;; se definen como

1 st (z4,z;) € E,
Q5 = .
0 st (z,2;) ¢ E,

donde V = {z1,...,z,}.
En el ano 1978 I. Gutman introduce el concepto de Energia de un grafo [I] que
define como

E(G) = Zw

donde [\, ..., \,] denota el espectro de la matriz de adyacencia. Si bien existe una
motivaciéon quimica dada por grafos que representan una molécula, la definicién de
energia para grafos arbitrarios ha resultado de particular interés matemético y ha
sido ampliamente estudiada [17] [18] [19].

A su vez, se han definido nuevos tipos de energia de un grafo considerando dife-
rentes matrices asociadas al mismo [2] [3] [4] [5]. Intentando unificar y generalizar
a digrafos estos conceptos, introduciremos la siguiente definiciéon de energia de una

matriz A en M,, (C)

n

E(A) =)

k=1

A —

tr (A) ‘

n

donde [A1,...,A\,] y tr(A) denotan el espectro y la traza de la matriz A respecti-
vamente, y |z| el médulo del complejo z. La misma tiene como antecedentes [20] y
[21].

En este trabajo, que dio lugar al un articulo [6], se establecen cotas superiores e
inferiores para la definicién de energia introducida, ademas de condiciones necesarias
y suficientes para que las mismas sean alcanzadas. A su vez, para los distintos tipos
de energia, expresaremos las cotas en términos de elementos del (di)grafo, que en
algunos casos extienden cotas ya conocidas y en otros nos permiten obtener nuevos
resultados.



2. Conceptos preliminares

2.1. Grafos y digrafos
Cualquiera de los resultados a continuacion pueden encontrarse en [7].

Definicién 2.1.1. Un grafo dirigido (o digrafo) D es un par (V, E) donde V es un
conjunto finito no vacio cualquiera y E es un subconjunto de V x V. Los elementos de
V' se denominan vértices y los de E arcos; los arcos de la forma (z, z) se denominan
lazos.

Decimos que un digrafo es un grafo si E es simétrico, es decir,

(r,y) e E& (y,z) € E,

en este caso, identificamos (z,y) con (y,x) y denotamos {z,y} a los elementos del
conjunto E que denominaremos aristas.

Decimos que un digrafo es un grafo orientado si E' no posee lazos y es antisimétri-
co, es decir,

r#y, (v,y)€E=(yz)¢ kL.

A lo largo de este trabajo consideraremos digrafos sin lazos. Existe una representa-
cién grafica natural de los digrafos en la cual los vértices se representan como puntos
y los arcos de la forma (z,y) como segmentos dirigidos o flechas de z a y. En el caso
de los grafos las aristas se representan como segmentos que unen los puntos que la
componen en lugar de segmentos dirigidos.

Ejemplos 2.1.2.

1. Sea V un conjunto finito cualquiera, G; = (V,(}) se denomina grafo vacio.

2. 8ean V =A{1,...,n}y E={{i,5} :i,5 € Vi # j}, K,, = (V, E) se denomina
grafo completo de n vértices.

3. SeanV =A{1,...,n}y E={{i,i+1}:i=1,... ,n—1}U{{n,1}}, C,, = (V, E)

se denomina n-ciclo.

4. Sean V ={1,...,n} y E={(i,i+1):i=1,...,n—1}U{(n,1)}, C, = (V, E)
se denomina n-ciclo dirigido.

5.8ean V ={l,...,n} y £ = {{i,i+1} :i=1,...,n—1}, P, = (V,E) se

denomina camino simple de n vértices.

6. Sean V ={1,2,3} y E ={(2,1),(2,3),(3,2)}, G2 = (V, E) es un grafo dirigido
que no es grafo orientado.



Definicién 2.1.3. Sean Dy = (V4, E1) y Dy = (Va, E5) dos digrafos con conjuntos
de vértices disjuntos. La suma directa de los digrafos Dy y D es el digrafo dado por
el par

Dy @ Dy = (Vi UVa, By U Ey).

Inductivamente podemos definir la suma directa de un numero finito [ de digrafos
@iy D



Definicién 2.1.4. Sea D = (V, E) un digrafo y = un vértice en V.
El grado de entrada y el grado de salida de x se definen como

d(x)=#{yeV:(yz)e E}, d'(z)=4{yeV:(z,y) €L}

Decimos que un digrafo D es k-salida (entrada) regular si el grado de salida
(entrada) de todos los vértices x en V es igual a k.

Sea G = (V, E) un grafo, decimos que dos vértices x e y en V son adyacentes o
vecinos y escribimos = ~ y, si {z,y} es una arista. El grado de un vértice x, que
denotaremos d(z), es el grado de entrada del vértice (que coincide con el de salida).
Decimos que un grafo G es k-regular si el grado de todos los vértices x en V' es igual
a k.

La definicién a continuacién nos permitird enunciar una condicion necesaria y
suficiente para que la cota de Koolen y Moulton sea alcanzada. Decimos que
un grafo es fuertemente reqular de pardametros (n,k,l,m) con I;m # 0 si tiene n
vértices, es k-regular y dados dos vértices z e y se cumple que

l six ~y,

#{ZEV:ZNx,zNy}:{

m six o y.
Ejemplo 2.1.5.
K, es un grafo fuertemente regular de parametros (4, 3,2, 2).
Observaciéon 2.1.6. Sea G = (V, E)) un grafo y x un vértice, se tiene que
d(z) =4{y €V 1y ~uz}.
Definicién 2.1.7. Una orientacion en un grafo G = (V, E) es una funcién
o:V xV —={0,1},

que para todo {x,y} ¢ E cumple que o(z,y) = 0, y para todo {z,y} € E cumple
que o(z,y) = 1si, y sdlo si, o(y,z) = 0.

Observacién 2.1.8. Una orientacién ¢ en G = (V, E) induce un grafo orientado
G? = (V,E?) donde E? = {(z,y) : o(z,y) = 1}. Reciprocamente, para todo grafo
orientado H existe un grafo G y una orientaciéon o en él tales que H = G°.

Observacion 2.1.9. Sea G = (V, E) un grafo, o una orientacién en él y G el grafo
orientado inducido, se cumple que

d(z) = dg (x) + d; (x),

donde d(z) denota el grado del vértice x en el grafo G y d, (x) y df(z) los grados
de entrada y salida en el grafo G° respectivamente.

Proposicién 2.1.10. Sea D = (V, E) un digrafo con a arcos, entonces se cumple

que
Y df(x)=> d(z)=a.

zeV zeV
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Demostracion. Cada arco aporta 1 unidad a las sumatorias consideradas. O

Corolario 2.1.11. Sea G = (V, E) un grafo con e aristas, entonces se cumple que

Z d(x) = 2e.

zeV

Definicién 2.1.12. Sea D un digrafo y x e y vértices del digrafo. Denominamos
camino de largo r > 1 de z a y a una sucesién de vértices (zg, 1, ...,2,) donde
xg =, x, =y y se cumple que (x;,x;41) € E paratodoi=0,...,r—1.Siz =y
decimos que el camino es cerrado. Decimos que dos vértices x e y estan fuertemente
conectados si son el mismo vértice o existen caminos de x a y y de y a z.

Observacion 2.1.13. La relacién “estar fuertemente conectado con” sobre los vérti-
ces de un digrafo es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.1.14. Sea D un digrafo. Las clases de equivalencia de la relacion
anterior se denominan componentes fuertemente conexas del digrafo y decimos que
el digrafo es fuertemente conexo si existe una tinica clase de equivalencia.

Si G es un grafo llamamos componentes conexas a las componentes fuertemente
conexas y grafo conexo si posee una unica componente conexa.

Definiciéon 2.1.15. Sea D un digrafo fuertemente conexo. La “distancia’de un
vértice x a un vértice y es una funcién d : V- x V' — N definida como

~ min{r : existe un camino de largo r de x a y} si z # v,
0 sirz=y.

Debemos observar que en general, la funcién “distancia” no es simétrica por lo
cual no define una métrica en V.

Definicién 2.1.16. Sea D un digrafo. Decimos que el digrafo D" = (V' E') es
subdigrafo de D si V! ¢ V y E' C E. El subdigrafo generado por un subconjunto
de vértices V' es el digrafo (V') = (V') E’) donde E' = {(x,y) € E : z,y € V'} =
E N (V' x V). Un subdigrafo D" de un digrafo D se dice inducido si existe V' C V
tal que (V') = D',

El ejemplo a continuacién muestra que no todo subdigrafo es un subdigrafo in-
ducido.

Ejemplo 2.1.17.

Sean V = V' = {1,2,3}, £ = {(1,2),(1,3),(2,1)} vy £’ = {(1,3)}. El digrafo
D" = (V' E’) es un subdigrafo de D = (V, E') no inducido.

Definicién 2.1.18. Sean Dy = (Vi, E1) v Dy = (Vs, E5) dos digrafos.
Decimos que Dy y Dy son isomorfos y escribimos Dy = D,, si existe una funcion
biyectiva ¢ : V; — V5 que cumple que

(z,y) € By & (¢(x), 9(y)) € Es.



Definicion 2.1.19. Decimos que un digrafo D posee un n-ciclo o un ciclo de longitud
n si existe un subdigrafo isomorfo a un ciclo dirigido C,.

Decimos que un digrafo D es lineal si es isomorfo a la suma directa de un ntmero
finito de ciclos dirigidos ®!_,C,..

Definicién 2.1.20. Decimos que un digrafo D = (V, E) es bipartito si existen V] y
V5 subconjuntos de V' tales que

ine=0, Viula=V,
EcC (Vi xVa)U(Vax ).

En otras palabras, un digrafo es bipartito si cumple que podemos particionar el
conjunto de vértices V' en conjuntos V; y V5 de modo tal que los arcos en el digrafo
van de un vértice en Vi a un vértice en V5 o viceversa.

Ejemplo 2.1.21.

C, es bipartito si, y sélo si, n es par.

Observaciéon 2.1.22. Sean D y D' digrafos, D’ subdigrafo de D.
1. Si D es bipartito entonces D’ también lo es.
2. Si D' no es bipartito entonces D tampoco lo es.

Proposicién 2.1.23. Sea D un digrafo fuertemente conexo. D es bipartito si, y
solo si, no posee ciclos de longitud impar.

Demostracion. (=) Si existiera un ciclo dirigido de longitud impar en D entonces
D no seria bipartito por la parte 2. de la observacion [2.1.22] lo cual es absurdo.
(<) Sea y un vértice fijo, y consideremos la siguiente particién en V:

Vi={z eV dxy) =2 Vo={zecV dy)#2}

Tenemos que V; UV, = V por ser D fuertemente conexo, también es claro que
ViNVy = (. Veamos ahora que E C (V; x V3) U (V4 x V;). Comencemos por observar
que

d(z,y) =2 = d(y,z) = 2,

d(z,y) # 2 = d(y,z) # 2

pues de lo contrario podriamos construir un ciclo dirigido de longitud impar. Luego,
si existiera un arco en V; x Vj (0 en V; x V3) también podriamos construir un ciclo
dirigido de longitud impar, lo que termina la prueba. O



Ejemplo 2.1.24.

Sean V = {1,2,3} vy F = {(1,2),(1,3),(2,3)}, D = (V, E) no es bipartito a pesar
de no contener ciclos dirigidos de longitud impar, lo que muestra que la hipotesis de
conexion fuerte es necesaria.

e
]



2.2. Teoria espectral de matrices

Comencemos introduciendo algo de notacion:

Notacion Descripcion
K R6C
Msn (K) matrices de tamano m X n con entradas en K
M., (K) matrices de tamano n X n con entradas en K
0 matriz nula de tamano m x n
1,61 matriz identidad de tamano n X n
Jn 6 J matriz de tamano n X n cuyas entradas son todas iguales a 1
a;j 6 (A); entrada (7, j) de la matriz A en M5, (K)
ag?) 6 (AF),; entrada (i, j) de la matriz A* en M,,(K)
C;(A) i-ésima columna de la matriz A en M., (K)
F;(A) j-ésima fila de la matriz A en M, «,(K)
o vector nulo en K"
e; 1-ésimo vector de la base canodnica de K"
1 vector de K™ cuyas entradas son todas iguales a 1
diag(\y, ..., \,) | matriz diagonal de tamano n X n cuya entrada (,7) es igual a \;
A<B A, B en M4, (R) con a;; < b;; para todo (1, 7)
A< B A, B en M,«,,(R) con a;; < b;; para todo (i, j)
|A| A en M, (R) con (|A])i; = |(A);| para todo (4, j)

2.2.1. Aspectos generales

Cualquiera de los resultados a continuaciéon pueden encontrarse en [11].

Definicién 2.2.1. Sea A en M,,(C), decimos que A € C es wvalor propio de A, si
existe un vector v € C" no nulo que verifica Av = Av, v se denomina vector propio
asociado a A. El conjunto

SyA)={veC": Av =X v} = Ker(A\l — A)
se denomina subespacio propio asociado al valor propio .

Observacion 2.2.2. Sea A en M,,(C) y A valor propio de A, se cumple que Sy(A)
es un subespacio no trivial de C" A-invariante.

Proposicién 2.2.3. Sea A en M,,(C), se cumple que \ es valor propio de A si y
solo si det(A — A) = 0.

Demostracion. Tenemos que A es valor propio de A si y sélo si Ker(A — A) # {o}
lo cual ocurre si y sélo si Al — A es no invertible, esto es, si det(A\] — A) =0. O

Observacién 2.2.4. Sea A en M,,(C), det(x] — A) es un polinomio de grado n de
variable .



Definicién 2.2.5. Sea A en M,,(C), pa(z) = det(xl — A) se denomina polinomio
caracteristico de A. El (multi)conjunto

SpA = [/\1, .. 7>\n]
compuesto por las raices de ps se denomina espectro de la matriz.

Observaciéon 2.2.6. Los valores propios de la matriz A coinciden con las raices del
polinomio caracteristico p4 por la proposicion [2.2.3]

Definicién 2.2.7. Dos matrices A y B en M,,(C) se dicen coespectrales si Spy =
SpB.

Proposicién 2.2.8. Sea A en M,,(C), A y A" son coespectrales.
Demostracion. Veamos que py = pat, en efecto,
pa(x) = det(z] — A) = det(x] — A)' = det(xl — A") = pae(x).
O

Definicién 2.2.9. Decimos que las matrices A y B en M, (C) son semejantes si
existe P en M,,(C) invertible tal que A = PBP~!.

Proposicién 2.2.10. Matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristi-
co, en particular, son coespectrales.

Demostracion. Sean Ay B en M, (C) matrices semejantes, tenemos que existe una
matriz P invertible tal que A = PBP~!. Luego,

pa(x) = det(zl — A) = det(P(zI — B)P™') = det(xI — B) = pp(x).
]

Definicién 2.2.11. Sea A en M,,(C) y A un valor propio. Se denomina multiplicidad
algebraica de A\, denotada ma(\), a la multiplicidad de A como raiz del polinomio p4.
La multiplicidad geométrica de A\, denotada mg(\), es la dimensién del subespacio
propio Sy(A). Decimos que un valor propio es simple si su multiplicidad algebraica
es 1.

Observacion 2.2.12. Sean {\q, ..., A} el conjunto de valores propios de Ay m; =
ma(\;) con i =1,...,r, entonces se cumple que

Spa = [N A
Proposicién 2.2.13. Sea A en M,,(C) y A un valor propio, se cumple que

1 <mg(A) <ma(N) <n.



Demostracion. Es claro que 1 < mg(A) y ma(\) < n. Probemos que mg(A\) <

ma(A). Sea m = mg(\), consideremos {v1,...,v,} una base de S, que completa-
remos a una base B = {vi,...,Vm, Uni1,-..,0, ) de C". Sea Ty : C* — C" es la
transformacion lineal dada por T4 (v) = Av y consideremos la matriz

M, X
BZB(TA)BZ( 0 Y)’

con X en M,x(n-m)(C) e Y en M,,_,,(C). Por otro lado, sabemos que si C es la
base canoénica de C" se tiene que A = ¢(T4)c, luego, las matrices A y B resultan
semejantes y pa(x) = pp(z) = (x — \)"py(z) de donde se deduce que ma(\) > m =
mg(A) lo que termina la prueba. O

Corolario 2.2.14. Sea A en M, (C) entonces posee al menos un vector propio.

Definicién 2.2.15. Sea A en M,,(C). Decimos que una matriz A es diagonalizable
si existe una base de C" compuesta por vectores propios de A.

A continuacién demostraremos condiciones equivalentes a la definicion de matriz
diagonalizable, para lo cual serd necesaria la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.16. Sea A en M, (C), A1,..., N\ valores propios distintos de A.
Entonces se cumple
Syt o+, =5,P ... 5,

donde Sy, = Sy,(A).

Demostracion. Basta probar que el conjunto {vy,...,v,} conformado por vectores
propios asociados a diferentes valores propios es L.I.

Realizaremos la prueba por induccién en r. Si r = 1 por ser v; vector propio
tenemos que es no nulo y en consecuencia {v; } resulta L.I.

Supongamos que vale para r y probemos que vale para r + 1. Consideremos
g, ..., .11 en C tales que

avr + ...+ 0 + gy = 0, (1)
multiplicando por A obtenemos
A1 + . AU+ Qi A1 U1 = O, (2)

Si multiplicamos por A.;1 y lo restamos a (12)) obtenemos

Ckl()\l — >\r+1)'l}1 + ...+ OCT()\T — )\r+1>vr = 0.

Por ser {vq,...,v,} un conjunto L.I. y A\, 11 # \; para todo i = 1,...,r, obtenemos
que a; = ... = a, = 0. Luego, la ecuacion resulta o, 10,41 = 0, de donde se
deduce que a1 = 0y asi que {vq,...,0,, 0,41} es un conjunto L.I.

m

Proposicién 2.2.17. Sea A en M,,(C). Equivalen:

10



1. A es diagonalizable.
2. A es semejante a una matriz diagonal.

3. C" =S5\, ®...® 95, donde {\,...,\.} es el conjunto de valores propios de A
y Sy, = Sy, (A) los subespacios propios correspondientes.

Demostracion. (1. = 2.) Sea B = {vy,...,v,} una base de vectores propios tales
que Av; = \;v; v C la base canénica de C". Consideremos P la matriz de cambio de
base ¢(Id)s que resulta invertible y P~! = g(Id)c. Considerando

A0 ..o 0
0 X ... 0
0 0 ... A\

obtenemos que A = PDP~! 1o que prueba que A es semejante a una matriz diagonal.
(2. = 1.) Tenemos que existe P invertible en M,,(C) tal que A = PDP™!, sea B el
subconjunto de C" formado por las columnas de la matriz P que resulta una base de
C" por ser P invertible. La igualdad AP = PD prueba que la base BB estd compuesta
por vectores propios lo que termina la prueba.

(1. = 3.) Sea B = {v1,...,v,} una base de vectores propios de A, consideremos el
subespacio generado por aquellos vectores propios de B correspondientes al mismo
valor propio A, que podemos suponer que son vy, . . ., Up,, . Tenemos que my < mg(\)
por lo cual

n = Zm,\i < ng()\,») =dim(S), @...®5),) <n,
i=1 i=1

de donde se deduce que dim(Sy, ®...@ S),) =n porlocual C" =5, &...H S),.
(3. = 1.) Sea B; una base del subespacio propio Sy, con i = 1,...,n. Luego, Ul_,5;
es una base de C™ de vectores propios lo que termina la prueba.

]

Definicién 2.2.18. Sea A en M,,«,(C), la matriz adjunta de A es una matriz
A* € Myyxm(C) de entradas (A*);; = (A)j;, es decir, A* = Al = A'. Decimos
que una matriz A en M,,(C) es hermitiana si A = A*, unitaria si es invertible
y A7t = A*) y normal si AA* = A*A. Decimos que una matriz A en M, (R) es
ortogonal si es invertible y A=1 = A%,

Observacién 2.2.19. Tanto las matrices hermitianas como las unitarias son ma-
trices normales.

Observacién 2.2.20. Una matriz en M,,(C) es unitaria si y sélo si sus filas (o
columnas) componen una base ortonormal del espacio vectorial C", una matriz en
M., (R) es ortogonal si y s6lo si sus filas (o columnas) componen una base ortonormal
del espacio vectorial R”.
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Observacién 2.2.21. Consideramos C* con el producto interno usual (, ) y A en
M «n(C), entonces para u y v vectores cualesquiera de C™ y C™ respectivamente
se cumple que

(Au,v) = (u, A*v).
Proposicién 2.2.22. Sea A en M,«n(C), se cumple que Ker(A) = Ker(A*A).

Demostracion. Es claro que Ker(A) C Ker(A*A). Probemos la otra inclusion, sea
v en Ker(A*A), luego

0 = (v, A*Av) = (Av, Av) = ||Av|?,
por lo cual, Av = o lo que prueba que v € Ker(A). ]

Proposicién 2.2.23. Sea A en M, (C), \ es valor propio de A si y solo si \ es
valor propio de A*.

Demostracion. Sea A valor propio de A, es decir, det(A] — A) = 0, luego

det(N — A*) = det((\ — A)") = det(M — A) = 0,

lo que prueba que A es valor propio de A*. El reciproco se desprende de la siguiente
igualdad
(A")" = A.
O

Teorema 2.2.24. (Teorema Espectral)
Toda matriz hermitiana posee espectro real y es diagonalizable en una base ortonor-
mal, es decir, existe una base ortonormal de vectores propios.

Demostracion. Sea A en M,,(C). Comenzaremos por probar que todos los valores
propios son reales. Sea A un valor propio y v un vector propio asociado, tenemos que

Mov,v) = (M, v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, o) = A(v,v),

ademds, (v,v) = ||v]|> > 0 por lo cual A = ), esto es, A € R.
Veamos ahora que S\ L S, para todo A # p. Consideremos v € Sy y w € Sy,
tenemos que

AMv,w) = (Av,w) = (Av,w) = (v, Aw) = (v, pw) = p(v,w) < (A — p)(v,w) =0,

luego (v, w) = 0.

Falta ver que A es diagonalizable. Sean Ay, ..., A\, los valores propios distintos de
A. Supongamos que U = Sy, @...®S), # C"y consideremos W = (Sy, ®...®S,, )+
subespacio A-invariante por ser A autoadjunta, ademéds de ser no trivial.

Afirmacion. Si W es un subespacio de C™ A-invariante no trivial entonces existe
w € W vector propio de A.

Sea m = dim(W) y R en My, (C) una matriz cuyas columnas conforman
una base ortonormal de W, en particular se cumple que R*R = I. Por ser W

12



un subespacio A-invariante, se tiene que AR = RB con B en M,,(C), luego,
B = R*AR € M,,(C). Sea u un vector propio de B que existe por el corolario

[2.2.14] se tiene que
ARu = RBu = R\ = ARu.

Como ademéas Ru # o obtenemos que Ru es un vector propio de A, ademas de estar
en W, como queriamos probar.

Por la afirmacién obtenemos que existe en W un vector propio de A lo que
contradice que U sea la suma directa de todos los subespacios propios y termina la
prueba.

O

Corolario 2.2.25. Sea A en M,,(C). Si A es una matriz autoadjunta entonces es
unitariamente diagonalizable, es decir, eriste una matriz unitaria P en M, (C) y
una matriz diagonal D tales que A = PDP*.

Corolario 2.2.26. Sea A en M, (R). Si A es una matriz simétrica entonces es
ortogonalmente diagonalizable, es decir, existe una matriz ortogonal P en M, (R) y
una matriz diagonal D tales que A = PDP?.

Veamos un ejemplo de una matriz no diagonalizable.

Ejemplo 2.2.27.
11
(1),

Sea A en My(C)
Tenemos que mg(l) =1 < 2 = ma(l) por lo cual la matriz A resulta no diago-
nalizable.

Si bien una matriz en M,,(C) puede no ser diagonalizable, siempre es posible
hallar su forma de Jordan.

Definicién 2.2.28. Se denomina sub-bloque de Jordan de valor propio A y tamano
k a una matriz sJi(\) en My(C) de la forma

A1 0 ... 00
O X1 ... 00
0O 0 X ... 00
shyN) =1 . . . .
0O 00 ... M1
0 0 O 0 A

Se denomina bloque de Jordan de valor propio A a una matriz cuadrada J(\) de
la forma

0 STk, (A) ... 0
J(\) = : ’“:() R ,
0 0 ... sJy(\)

13



COHklngS Skl
Se denomina matriz de Jordan a una matriz cuadrada J de la forma

JA) 0 0

0 J(h) 0

J - . . . :
0 0 ... JO)

Observacion 2.2.29. Una matriz diagonal es una matriz de Jordan cuyos bloques
de Jordan estdn compuestos por sub-bloques de Jordan de tamano 1.

A continuacion presentaremos sin demostracién el Teorema de Jordan que prueba
que toda matriz A en M, (C) es semejante a una matriz de Jordan ademds de
describir algunos aspectos de la matriz J en funciéon de los valores propios de la
matriz, sus multiplicidades algebraicas y geométricas. Para una demostracion ver
[11].

Teorema 2.2.30. Sea A en M,,(C) y Sps = [Agml), . .,Aﬁm”], entonces existe P
matriz invertible tal que A = PJP~' donde J es una matriz de Jordan compuesta
por 1 bloques de Jordan J()\;) de tamano m; = ma(N;) que a su vez se encuentran
compuestos por mg(A;) sub-bloques. Ademds, la matriz J es inica a menos del orden
de los bloques J()\;), por lo cual nos referimos a ella como la forma de Jordan de la
matriz A.

Proposicién 2.2.31. Sea A en M,,x,(C). La matriz A*A tiene todos sus valores
Propios no neqativos.

Demostracion. Observemos que A*A es diagonalizable en una base ortonormal por
ser hermitiana. Sea A un valor propio de A*A y v un vector propio asociado a .
Tenemos que

Mvll* = Mo, v) = (M, v) = ((A"A)v, v) = (Av, Av) = ||Av|]?,
luego A > 0. [

Definicién 2.2.32. Le llamamos valores singulares de una matriz A en M., (C)
al (multi)conjunto

[V'A: X es valor propio de A*AJ.

Observacion 2.2.33. Sea A en M,,,«,(C) de rango r. Si Ay > ... > A, > 0 son los
valores propios de la matriz A*A entonces \y > ... > A\, >0y A1 =...= X, =0.

Teorema 2.2.34. (Descomposicion en valores singulares)

Sea A en Mpxn(C) con m > n, entonces existen matrices unitarias V en M,,(C),
W en M,,(C) y una matriz diagonal ¥ en Mp,«,(C) cuya diagonal estd compuesta
por los valores singulares de A, y verifican la siguiente igualdad

A=VEW™
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Demostracion. Sea B = A*A la cual resulta diagonalizable en una base ortonormal

por ser autoadjunta. Sea A = {wy,...,w,} base ortonormal de vectores propios de
B, tales que Aw; = \w; para todo i = 1,...,n. Para ¢ = 1,...,r consideremos
v; = %Awi con o; = +/\;, probemos que el conjunto {vy,...,v,} es ortonormal. En
efecto,

1 1 1 1
<Ui7vj> = <;AU)Z, U—ij> = —(AwZ,Aw]> = —(wl,A*ij> =

j 00 0;0;

= ?Uj<wi:wj> =

i {0siz‘7éj,

Completemos el conjunto {vy,...,v.} a una base ortonormal B = {vy,...,v,} de
C™, sean W y V las matrices que tienen por columnas los vectores de A y B respec-
tivamente, que resultan unitarias.

Observemos que para i > r se tiene que A*Aw; = o0, es decir, w; € Ker(A*A) =

Ker(A) por la proposicién [2.2.22] por lo cual Aw; = o y en consecuencia
ov;  sit<r,
o sig > r.

Por otra parte
CL(VS) = {aivi s? z <r,
o sit >,
lo que prueba la igualdad entre las matrices AW y V3, o de forma equivalente,
A=VIW".
O

Proposicién 2.2.35. Sea A en M,«,(C). Se cumple que los valores propios no
nulos de la matriz A*A son iguales a los de la matriz AA*.

Demostracion. Se tiene que A = VW™, luego,
AA* =VEXV  y  ATA=WX'XW*,

por lo cual AA* es semejante a XX* y A*A semejante a X*X. A su vez, se tiene que
los valores propios no nulos de ¥X* y >*¥ coinciden, por lo cual los valores propios
no nulos de AA* y A*A también coinciden. m

Corolario 2.2.36. Sea A en M,,(C). St AA* = al,, entonces A es normal.

Demostracion. Tenemos que Sp(AA*) = [a™], luego, Sp(A*A) = [a™] de donde se
deduce que A*A = al, = AA* lo que prueba que A es normal.
[

Corolario 2.2.37. Sea A en M,,(C). A es la matriz nula si, y soélo si, o1 = ... =
o, =0
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Proposicién 2.2.38. Sea A en M,,(C). Si A es normal entonces Sy(A) = Sx(A*).

Demostracion. Veamos en primer lugar que si M es una matriz normal se cumple
que Ker(M) = Ker(M*), efectivamente,

Ker(M) = Ker(M*M) = Ker(MM*) = Ker(M~).
Consideremos M = A — A\l que resulta normal por serlo A, luego,
Sy(A) = Ker(A— M) = Ker(A— \)* = Ker(A* — \I) = S5(A%).
]

Proposicién 2.2.39. Sea A en M,,(C). Si A es normal entonces el (multi)conjunto
de valores singulares de A es el siguiente

[|A] : A es valor propio de AJ.

Demostracion. Por ser A normal tenemos que S)(A) = Sx(A*), esto es, todo vector
propio v de A* asociado al valor propio X es a su vez un vector propio de A asociado
al valor propio A. Luego, tenemos que v es un vector propio de AA* asociado al valor
propio A\ = || lo que termina la prueba. ]

Corolario 2.2.40. Sea A en M,,(C). Si A es normal y |A\]* = a para todo X valor
propio de A, entonces se cumple que

AA* = A"A = al,

Observacién 2.2.41. Sea A en M,,(C). A es normal y |A]?> = a para todo A valor
propio de A si y sélo si las filas (o columnas) de A forman un conjunto ortogonal de
norma constante igual a /a.

Ya observamos que no toda matriz es diagonalizable, menos atn, unitariamen-
te diagonalizable. Sin embargo, el siguiente Teorema establece que toda matriz es
unitariamente semejante a una matriz triangular superior.

Teorema 2.2.42. (Factorizacion de Schur) Sea A en M.,,(C). Ezisten matrices U
unitaria y T triangular superior tales que A = UTU*.

Demostracion. Equivalentemente probaremos que existen matrices U unitaria y T’
triangular superior tales que U*AU = T.

Aplicaremos induccién completa en n. Si n = 1 la matriz A es triangular superior
y queda probado el caso base. Supongamos que vale el teorema para una matriz de
tamano n y consideremos una matriz A de tamano n + 1. Sea A un valor propio de
A y v un vector propio asociado que podemos suponer de norma 1. Completemos
{v} a una base ortonormal de C"™! y definamos V' como la matriz que tiene por
columnas los vectores de la base, que resulta unitaria. Se cumple que

i (A%
VAV—(OB)
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donde B es una matriz n x n. Por hipdtesis inductiva tenemos que existe una matriz
unitaria W’ y T” triangular superior tales que W'*BW'’ = T'. Consideremos W

definida como
1 0
w=(o w)

matriz de tamano n + 1 que resulta unitaria, ademaés,

Ry (A * A
W(VAV)W—(OW,*BW,>—(OT,).

Si definimos U = VW que resulta unitaria por ser producto de matrices unitarias,
obtenemos que U* AU es triangular superior y queda probado el paso inductivo. [

Observacion 2.2.43. Los espectros de las matrices A y T son iguales por ser
semejantes, luego, la diagonal de la matriz T" esta compuesta por los valores propios
de la matriz A.

Proposicién 2.2.44. Sean A en M,,(C) y q en Clz]. Si Spa = [A1,..., \,] entonces
Spq(A) = [Q(Al% s 7Q()‘n)]

Demostracion. Por el Teorema [2.2.42|sabemos que existen U unitaria y T" triangular
superior tales que A = UTU*. Es fécil ver que ¢(A) = Uq(T)U* con ¢(T) triangular
superior, mas aun, si

)\1 tlg e tln
0 Ao ... to,
0 0 ... A\
entonces
qN) % L %
q(T) - . . .. .
0 0 ... q(\)

Por ser q(A) y ¢(T) semejantes se tiene que Spyay = Spgry = [¢(M1), - -, q(An)].
L]

Definicién 2.2.45. Decimos que una matriz A en M,,(C) es nilpotente si existe un
entero k > 1 tal que A¥ = 0.

Corolario 2.2.46. A en M,,(C) es nilpotente si y sélo si Spa = [0™)].

Demostracion. (=) Sea Spa = [A1,..., A\,]. Por la proposicién sabemos que
Spar = [M", ..., A" = [0™] por definicién de matriz nilpotente, luego, tenemos
que Spa = [0™] como querfamos probar.

(<) Consideremos la factorizacion de Schur de la matriz A = UTU*, con U unitaria
y T triangular superior. Por hipétesis sabemos que la diagonal de T es nula, luego,
T" 1 =0 y en consecuencia A" ' = UT""'U* = 0 lo que termina la prueba. O
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2.2.2. Teoria de Perron-Frobenius

Como el nombre de la seccion lo indica, nos dirigimos a probar el teorema de
Perron-Frobenius, el cual, ademdas de constituir un pilar fundamental en la Teoria
Espectral de Digrafos, es reconocido por sus multiples aplicaciones entre las cuales
se destaca el pagerank de google [10]. Dicho teorema fue probado por Perron para

matrices positivas en [25] y generalizado a matrices no negativas por Frobenius en
[26] [27] [28].
Cualquiera de los resultados a continuaciéon pueden encontrarse en [29] [11].

Definicién 2.2.47. El radio espectral de una matriz A € M,,(C) que denotaremos
p(A) se define como
p(A) = max{|A| : A € Spa}.

Observacién 2.2.48. Sea A € M,,(C) y a en C, se tiene que Sps = Spat v Spas =

aSp4 por las proposiciones y [2.2.44] Tuego, p(A") = p(A) vy p(aA) = |alp(A).

Definicién 2.2.49. Sea V un C-espacio vectorial. Una norma vectorial es una fun-
cién || - ]| : V= [0, +00) que verfica las siguientes propiedades para todo vector vy
w en V', para todo escalar o en C,

L. |Jv]| =0 siysélosiv=0,
2. lav]| = lalllv],
3. v+ wll < o]l + [lwl]
Ejemplo 2.2.50.
En C” cualquiera de las siguientes son normas vectoriales:
1. Norma 1 ||z|jy = |z1| + ... + |@n],
2. Norma 2 ||z|]s = (|z1]2 + ... + |za]2)"?,
3. Norma infinito ||x|e = max{|x1|,...,|z.|}.

Observacién 2.2.51. Para todo z en C", se cumple que ||z||s = (z*z)'/2, luego, si
U en M,,(C) es unitaria se cumple que

U]z = [z,
en efecto, ||Uz||3 = (Uz)*Uz = 2*U*Ux = z*z = ||z||3.

Definicién 2.2.52. Una norma matricial es una funcién || - || : M, (C) — [0, +00)
que ademds de ser norma vectorial sobre el espacio M,,(C) verifica que

[AB| < [[A]l - || B] (3)
para toda matriz A y B en M, (C).
Ejemplo 2.2.53.

18



La norma 2 en M,,(C), es decir,

" 1/2
[ All2 = (Z |%‘|2>

ij=1

que también se denomina norma de Frobenius, es una norma matricial. En efecto,
sabemos que || - ||2 es una norma vectorial, veamos que ademads verifica que ||AB||y <
|All2 - || B|2, o de forma equivalente que |AB|j3 < ||Al|2 - || B||?. Denotemos a;;, b;;
y ¢;j a las entradas de A, B y AB respectivamente. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos que

n 2 n n
cijt = (Z aikbkj> < (Z auf) <Z bkj2> :
k=1 k=1 k=1
Luego,

x5 (5

i ij  \k=1 ik
es decir,
IAB3 < | All3 - 1113,

lo que finaliza la prueba.

No toda norma vectorial en M,,(C) es una norma matricial como veremos a conti-
nuacion.

Observacién 2.2.54. Sea || - || una norma matricial en M,,(C) y P en M,(C)
invertible, entonces la funcién definida como
IM|| = |PMP,

es una norma matricial.

Ejemplo 2.2.55.

Consideremos la norma infinito en M,,(C) con n > 2, es decir,
|Alloo = max{|a;;| : 4,5 =1,...,n}.

Se tiene que ||J%||o = [[nJ||coc = n mientras que ||/« - [|/|le = 1?2 = 1, luego,
17%]l00 > ||/l * || /]|oe POT lo cual no es una norma matricial.

Proposicién 2.2.56. Sea || - || una norma vectorial en C", entonces la funcion
1]l : Mn(C) = [0,400) definida como
A
il = i { 5o e 0.0 2 o
x

es una norma matricial que denominaremos norma matricial inducida. Ademds,
esta norma matricial verifica la siguiente desiqualdad para todo x en C™,

[ Az < [lAfl- . (4)
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Demostracion. En primer lugar, observemos que

A
{” & ‘xeC",x#O}:{HASUH x|z =1},

(El I

cuyo maximo existe por ser f(z) = ||Az|| una funcién continua y el conjunto C' =
{x € C": ||z|| = 1} compacto.

Probemos ahora que se cumple la desigualdad ||Az| < || A|| - ||z|| para todo z en
C". Si x = o es claro que se verifica la igualdad mientras que para x # o tenemos
que
[Az]]

[Az]| < Il - [l]| < < [l

]l

lo cual se verifica por la definicién de || Af| y termina la prueba.
Veamos que verifica las propiedades de norma matricial:

1. |J[Az| > 0 para todo = en C| luego || A]| > 0.
Si [||A]l = 0 entonces ||Az|| = 0 para todo = en C, luego A = 0.

2. Sabemos que ||aAz| = |af|Az|| para todo x en C™ y para todo « en C, luego,

méx {||aAz| : x € C", ||z]| = 1} = |a| méx {||Az|| : z € C", ||z|| = 1},

es decir
llecAll = Ted - [l
3. Tenemos que ||A + B|| = [|(A + B)xol|| para algun vector x, tal que ||zo|| = 1.
Luego,

A+ Blll = (A + B)xoll < [|Azoll + | Bxol| < [[All + [l B,
como queriamos probar.

4. Tenemos que [||AB|| = ||ABzo|| para algtin vector xq tal que ||xo|| = 1. Por
se cumple que

ABI| = [[ABxo|| < [[All[| Bzoll < [IAHIBIIzoll = WANIBII

como queriamos probar.

Ejemplo 2.2.57.

La norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||; es la siguiente
n
Al = méx{z laij| - 5 = 1n} ,
i=1
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para A en M, (C).

Para todo x tal que ||z||; = 1 se tiene que

n

el =7 [(Aw)] = 3

=1

n

E CLijIj

J=1

<Y gl <

]

< (i}x]]) méx{zn:|aij|:jzl,...,n}:méx{imm:jzl,...,n},

j=1 i=1 i=1
luego,
n
Al < max{z gl 15 = 1n}
i=1
Por otro lado, tenemos que |le;||y = 1 para todo j, luego, [|Afl;, > [|Ae;i =

> aij| para todo j, lo que prueba que
IA]l, > méx {Z lai| 15 =1,... n} .
i=1
Ejemplo 2.2.58.

La norma matricial inducida por la norma vectorial || - ||« es la siguiente

n
Al = méx{z lag|:i=1,... n} :
j=1

para A en M, (C).
Para todo x tal que ||zl = 1 se tiene que

n
D airs] < allee Y lail = lagl,
j=1

j=1

n n
J=1

luego,

IN

| Az || = max {|(Ax);| :i=1,...,n} = méx{

n
E aijxj
j=1

:izl,...,n}

gméx{Z]aij] t= 1,...,n},
j=1
de donde

n
Al < méx {Z laij] i =1,... n} :
j=1

21



Por otro lado, considerando el vector z; en C" definido como

@i e
(zzg)i:{akﬂ st axi 7 0,

1 en caso contrario,

que cumple que ||zxlloo = 1y ari(2k); = |ari|- Luego, para todo k se tiene que

Al = [[Azk[loo = max {[(Azg )| -0 = 1,... . n} =

n n
:méx{ :izl,...,n}2Zakj(zk)j:Z|akj|,
; j=1 J=1

> ai(z);
7=1
de donde

IA]l. > méx {Z lai| i=1,... n} .

j=1

La siguientes proposiciones muestran el estrecho vinculo existente entre las nor-
mas matriciales y el radio espectral.

Proposicion 2.2.59. Sea || - || una norma matricial cualquiera, entonces se cumple
que

p(A) < [IA].
Demostracion. Sea x vector propio asociado a A tal que |A\| = p y consideremos

X en M, (C) matriz cuyas columnas estdn compuestas por el vector x por lo que
AX = AX. Luego,
pll X = [[AX]| = [[AX]] < [JAJ[IX]],

de donde se deduce la desigualdad buscada. O

Proposicién 2.2.60. Sea A en M,,(C) y e > 0 entonces existe una norma matricial
-1l tal que
IAl < p(A) + €

Demostracion. Sea A = UTU* la factorizacion de Schur de la matriz A con U
unitaria y T triangular superior cuya diagonal posee los valores propios de A. Para
D; = diag(t,t?,...,t"), se tiene que

M tTle tTys o T,
0 Ao t71t23 - tin+2t2n

D,TD, =] 0 0 A3 ... TP,
0 0 0 e An

Luego, para t suficientemente grande tenemos que Z (D, TD;™) 4| < € luego,
i<j

||DTD 7|, < p(A) + €.

22



Definamos entonces para dicho ¢ la norma matricial siguiente

|M]|| = ||| DU MUD,™|

1’

que resulta norma matricial por la observacion [2.2.54] y cumple que
-1
JA|l = ||| DT D], < p(A) + €
como queriamos probar. O
Observacion 2.2.61. La dos ultimas proposiciones nos permiten concluir que

p(A) = if{[|A|| : || - || norma matricial}.

Tenemos una norma (vectorial) definida en M, (C) = C™", lo cual nos permite
hablar de convergencia en este espacio. Recordemos que todas las normas en C" son
equivalentes, por lo cual una sucesion es convergente a un elemento independiente-
mente de la norma que estemos considerando.

Definicién 2.2.62. Sean {Ag}ren C Myxn(C), A en M,y (C) v || - || una norma
vectorial en M,,,«,(C); decimos que Ay, converge a A y escribimos limy Ay = A si

lim || Ay — Al = 0.

Teorema 2.2.63. Sea A en M, (C), se cumple que limy A*¥ = 0 si, y sdlo si, p =
p(A) < 1.

Demostracion. (=) Sea A\ valor propio de A tal que |[\| = p y v vector propio
asociado. Tenemos que
AFy = NFo.
Luego,
0 < A ollos = [N 0]loe = [[ A% 0]l < [l A - 0]l

Sabemos que limy H!Akmoo = 0, luego, lim; [A|¥ = 0 de donde se deduce que p =
Al < 1.

(<) Tenemos que p < 1, luego, por la proposicion [2.2.60| tenemos que existe una
norma matricial || - || que verifica que ||A|| < p+ (1 —p) = 1 de donde se deduce que

lim || A% <l [ A]F = 0

y termina la prueba. O

Probemos ahora algunos lemas que seran necesarios para demostrar los Teoremas
de Perron y Perron-Frobenius.

Lema 2.2.64. Sean A en M,,»n(C), x en C* y X en C. Se tiene que |A\z| = |\||z]
y [Az| < |Alfz].

Demostracion. Para todo i = 1,...,n se cumple que |\z|; = |Az;| = |A||z;| =
(IAl|z[)i 1o que prueba que [Az| = [A|[z]. A suvez, [Az|; = [ 377, ayx;| < 370 laglzs] =
(|Al|z|); lo que prueba que |Az| < |A||z]. O
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Lema 2.2.65. Sean A, B > 0 en M ,+,(C), sean z,y > o en C".

1. Si x # o entonces Ax > o.
2. Si x >y entonces se cumple que Ax > Ay.
3. Si A > B entonces se cumple que Ax > Bx.

Demostracion. 1. Sea jo en {1,...,n} tal que xj, > 0. Para todo i =1,...,m se

cumple que (Az); = 377, a;jr; > aijoxj, > 0 lo que prueba que Az > o.

2. Paratodoi = 1,...,mse cumple que (Az); = > 7, ayz; > D7 aijy; = (Ay);
lo que prueba que Az > Ay.

3. Paratodoi = 1,...,mse cumple que (Az); = > 7 ajz; > Y7, by = (Bx);
lo que prueba que Ax > Bux.
[

Lema 2.2.66. Sea A > 0 en M,;,x,(C), X\ valor propio de A tal que |\ = p y x
vector propio asociado a \, entonces se cumple que |x| es un vector propio asociado
apylz]>o.

Demostracion. Tenemos que |Ax| = [Ax| = |A||z] = p|z|, por otro lado sabemos que
|Az| < |A||z| = Alz| de donde se deduce que
ol < Ajal.
Sea w = Alz| — p|z| > 0. Veamos que w = o lo que prueba que |z| es un vector
propio asociado a p.
Supongamos por absurdo que w # o, tenemos que A > 0 y w > o, por la parte

1 del lema [2.2.65| tenemos que Aw > o. Anédlogamente, tenemos que Alz| > oy
podemos considerar € > 0 tal que Aw > eAl|z|, esto es,

A(Alz] = plz]) > eAla],

A
( ) Alz| > Alzx|
€E+p

y por la parte 2 del lema [2.2.65| se obtiene que

de donde,

k
(e j_lp) Alxz| > Alz| para todo k. (5)

Por otro lado, por la observacion |2.2.48| tenemos que p <ﬁ) = ;_%p < 1,y por el

e+p

k
Teorema [2.2.63| que limy, <i> = 0. De la ecuacion (5)) obtenemos que Alz| < o lo

cual es absurdo.

Hemos probado que |z| es un vector propio asociado a p, tenemos que A > 0y
|z| > 0 no nulo, por la parte 1 del lema [2.2.65] tenemos que p|z|; = (A|z]); > 0y en
consecuencia |x| > o lo que termina la prueba. O
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Teorema 2.2.67. (Perron) Sean A > 0 en M,,(C) y p = p(A) su radio espectral.
Se cumple que:

1. p> 0 y existe z > o vector propio asociado a p.
2. p es valor propio simple de A.

3. Existe un unico vector propio p asociado al valor propio p tal que p > o y
Ilplli = 1 que denominaremos vector de Perron.

4. 81 Ax = A x conx > 0 yx # o entonces A\ =p y x > o.

5. p = méx{f(z) : x € N} donde f(z) = min{(Ax—f)i:xi%O,izl,...,n} Yy
N={zeC":2>o0,1+# 0}

Demostracion.

1. Sabemos que p > 0. Si p = 0 tendriamos que Spy = [0™] y en consecuencia
tr(A) = 0 lo cual es absurdo por ser A > 0.

Probemos ahora que existe un vector propio asociado a p de coordenadas posi-
tivas.

Por el lema [2.2.66] sabemos que si A es valor propio de A tal que |[A\| = py
x vector propio asociado a A, entonces |x| es el vector propio asociado a p de
coordenadas positivas.

2. Sea B = %A, por la observacién tenemos que p(B) = 1, ademds se
cumple que mag(l) = maa(p) = my mgp(l) = mga(p) = . Por el Teorema
, sabemos que existe P en M,,(C) invertible tal que P~"'BP = J donde
J es una matriz de Jordan con un bloque de Jordan asociado al valor propio 1
de tamano m x m compuesto por [ sub-bloques. Probaremos en primer lugar
que mgp(1l) = mag(1l) y luego que mgp(1) = 1 lo que prueba que 1 es un valor
propio simple de B, es decir, que p es un valor propio simple de A.

Supongamos por absurdo que existe un sub-bloque sJ que compone el bloque
de Jordan asociado al valor propio 1 de tamano r > 2, luego,

110 0 L (1) () (r—1)
011 0 o1 & ... (k)
sJ—| 0 0 1 0 y (sN)f=]0 0 1 ... (i
000 1 o0 0 ... 1

Se tiene que H!J’“H!oo > }H(SJ)I“‘HOO > k, por lo que lim;, H|J’“H|oo = 00, veamos
que esto implica que limy, H!Bkmoo = 00. En efecto,

75l = 127 B Pl < [P~ Ml 1B [l NP e
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luego,

[EAT :
P~ el Pllloe — 15"l

y se tiene que limy |HB’“|HOo = 00.

Por la parte anterior tenemos que existe z > 0 vector propio de B asociado al
valor propio 1, luego, B¥z = z para todo k.

Por el ejemplo [2.2.58| se tiene que }HB’“}HOO = Z?Zl bgf]) para algun 4. Luego,

k . : k
Izl > 2ip = sz(og)'zj >min{z;:j=1,...,n} sz(og)' >
j=1

j=1
min{z; : j = 1,...,n} ||| B¥| ..

lo cual es absurdo pues implicaria que H’B’“H’m se encuentra acotado y prueba
que mgp(1) = map(1).

Veamos ahora que mag(1) = 1, por absurdo supongamos que existen dos vec-
tores propios de B x e y asociados al valor propio 1 que conforman un conjunto
LI yseaz =ux— ;—y con ¢ tal que y; # 0. Tenemos que Bz = z y por la

afirmacién probada en la parte anterior tenemos que |z| es un vector propio de
coordenadas positivas asociado al valor propio 1. Sin embargo, |z|; = |z| =0
lo cual es absurdo y prueba que que mag(1) = 1.

. Sabemos que mg(p) =1 por lo cual S, = [z] con z vector propio que podemos
suponer de coordenadas positivas. Sea p = Wz, es claro que p > oy ||p|l; = 1.
Veamos ahora que es el tnico, sea g vector propio de A asociado a p tal que
q> oy |lq|li = 1. Tenemos que ¢ = az = af|z|1p, luego,

n

L=llgh =) a=Y_alzlw:=alzlh Y pi=alzlhlpl = all=lh,
i=1 =1

i=1
por lo que ¢ = p y termina la prueba.

. Sea > 0, r # o tal que Ax = Az, sea ¢ > o el vector de Perron de Af, se
puede ver que ¢'A = pq', luego,

¢ Az = pd'x < Mz = pg'x
y por ser ¢‘z > 0 se obtiene que A = p.

. Sea x en N, veamos que f(x) < p. Sean p y ¢ los vectores de Perron de A y A
respectivamente, por la definicién de f tenemos que f(z)x; < (Ax); para todo
ien {l,...,n} tal que z; # 0, luego,

fz)x < Ax.
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Multiplicando a izquierda por ¢* > o obtenemos que

f(@)d'z < ¢ Az & f(x)d'z < pg'x

y por ser ¢'z > 0 se obtiene que f(z) < p.
Tenemos entonces que méx{f(z) : z € N} < p.

Por otro lado p € N por lo que méx{f(z) : z € N'} > f(p) = p lo que termina
la prueba.

]

Observacién 2.2.68. Sean A, B en M,,(C). La parte 5 del Teorema junto
con el lema [2.2.65| prueba que si A > B > 0 entonces p(A) > p(B).

Algunos de los items del Teorema anterior pueden extenderse a matrices no negativas
como veremos a continuacion.

Teorema 2.2.69. (Perron para matrices no negativas) Sean A > 0 en M, (C) y
p = p(A) su radio espectral. Se cumple que:

1. p >0 y existe z > o vector propio asociado a p.

2. p = méx{f(xz) : x € N} donde f(x) = min{(‘i‘f)i :xi#O,izl,...,n} Y
N={zeC":2>o0,1+# o0}

Demostracion. Consideremos Ay = A + %J > 0, sean p; y pi el radio espectral y el
vector de Perron de Ay respectivamente.

1. Tenemos que {pi}ren €s un sucesién incluida en X = 90BN {x € C" : = > o}
siendo B la bola de centro o y radio 1 segin la norma 1. Por la compacidad
de X tenemos que existe una subsucesion {py, }ien convergente a un elemento
z en X, de donde obtenemos que z > oy ||z|; = 1.

Tenemos que A > A1 > A para todo k, por la observacion [2.2.68| se cumple
que pr > prr1 > p para todo k, luego, la sucesion {pg }ren resulta decreciente
y acotada inferiormente, por lo cual converge a una elemento p* > p.

Tenemos que
(2

por otro lado
lm Ay, pr, = Hm pe,pr, = p" 2,
(2 (2

por lo cual Az = p*z. Hemos probado que p* es un valor propio de A y en
consecuencia p* < p. Finalmente p* = p y 2 > 0 es un vector propio asociado.

2. Sea g, el vector de Perron de A%, se tiene que ¢ Ax = prar'.
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Sea z en N. Por la definicién de f se cumple que f(z)xr < Az y también se
tiene que Ax < Agx por el lema [2.2.65, luego f(z)x < Agx. Multiplicando por

g obtenemos que

f@)a'r < @' drx & f(2)g'z < pra'z,

como qi'xz > 0 se obtiene que f(r) < pi y tomando limite obtenemos que
f(z) < p* = p. Finalmente,

max{f(z):x e N} <p

Por otro lado z € N por lo cual méx{f(z): x € N} > f(z) = p lo que termina
la prueba.

]

Veamos que condiciones adicionales debe cumplir una matriz no negativa para
verificar la tesis del Teorema de Perron.

Definicién 2.2.70. Una matriz A en M,,(C) se dice reducible si existe una matriz
de permutacién P tal que la matriz PAP? tiene la siguiente forma

X Y

0 7
donde X e Y son matrices cuadradas. En caso contrario se dice que la matriz A es
wrreducible.

Observacién 2.2.71. Sea A en M,,(C). A es irreducible si y sélo si A* lo es.

Observacién 2.2.72. Si A en M,,(C) es irreducible entonces no posee filas ni co-
lumnas nulas.

El teorema que presentaremos a continuacion caracteriza las matrices irreducibles
y serd demostrado en la seccion siguiente.

Teorema 2.2.73. Sea A en M,,(C).
La matriz A es irreducible si y sélo si (I + |A])"1 > 0

Teorema 2.2.74. (Perron-Frobenius) Sea A en M,,(C), A > 0 e irreducible. Sea
p = p(A) su radio espectral. Se cumple que:

1. p > 0 y existe z > o vector propio asociado a p.
2. ma(p) = 1.

3. Existe un dnico vector propio p asociado al valor propio p tal que p > o y
Ipllhh =1

4. 8t Ax =X x conx > 0 yx # 0 entonces A =p y x> o.
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5. El espectro de la matriz es invariante por la rotacion en el plano complejo de

centro en el origen y dngulo 2F siendo | = #[X\ : |A| = p], esto es,

RO,QT’T (Spa) = Spa.

Demostracion. 1. Por el Teorema [2.2.69] sabemos p > 0 y existe z > o vector
propio asociado a p, ademas se cumple que

p=max{f(z) : z € N}.
Consideremos u = %]l en N, luego tenemos que

pi(u):min{(Au>i :izl,...,n}:min{Zaij:izl,...,n}.
U;

j=1

Por la observacion [2.2.72] tenemos que ninguna de las filas en A es nula, luego

Z?Zl a;; > 0 para todo j de donde se deduce que p > 0.

Veamos ahora que z > o. Tenemos que
I+ A" 2= 1+p)" 'z

A su vez, por el Teorema [2.2.73| sabemos que (I + A)"~! > 0 y aplicando la
parte 4 del Teorema [2.2.67] obtenemos que z > o.

2. Afirmacion. Sea B en M, (C), B > 0 tal que B™ > 0 para algin m en N,
entonces ma(p) = 1.
Por la proposicién [2.2.44] sabemos que si Spp = [A1,..., A\, entonces Spgm =
A" A", luego, se cumple que magm(p™) > mag(p) > 1 lo cual es ab-
surdo pues p(B™) = p™ y B™ > 0.
Tenemos que A > 0y por el Teorema [2.2.73| tenemos que (I +A4)"~! > 0, por la
afirmacién, marya(p(I + A)) = 1. A su vez, se cumple que may4(p(I + A)) =
maa(p(A)) lo que termina la prueba.

3. Sabemos que mg(p) = 1 por lo cual S, = [2] con z vector propio que podemos
suponer de coordenadas positivas. Sea p = ﬁz, es claro que p > oy ||p|; = 1.

Veamos ahora que es el tnico, sea g vector propio de A asociado a p tal que
q>ovy |lglli =1. Tenemos que ¢ = az = «||z||1p, luego,

L=llglh = g =Y alzlhpi = allzli Y_pi = allzlhllpl = all=[h,
i=1 i=1 i=1
por lo que ¢ = p y termina la prueba.

4. Sea x > 0, v # o tal que Az = Az, sea ¢ > o el vector de Perron de A?, se
puede ver que ¢*A = pq', luego,

¢ Az = pd'x < Mz = pg'x

y por ser ¢'z > 0 se obtiene que A = p.
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5. Afirmacion. Sean Ay B en M,,(C) y p = p(A). Si A irreducibley 0 < |B| < A

entonces se cumple que

» |A| < p para todo A valor propio de B.
» |A\| = p para algin )\ valor propio de B < B = ¢ DAD™! con % =

D| = I,.

>

y

En efecto, si A es un valor propio de B e y un vector propio asociado, se cumple
que By = \y, luego,

[Allyl = [Ay| < [By| < |Blly| < Aly], (6)
por lo cual
Alyl):
Al < % para todo ¢ tal que |y|; # 0.
Yli
Por el Teorema [2.2.69| tenemos que
A< Fyl) <p

lo que prueba el primer item de la afirmacién.

Probemos el segundo item. El reciproco es claro, por lo que probaremos el direc-
to. Consideremos A tal que |A| = p e y un vector propio asociado, sustituyendo
en @ tenemos que

plyl < Alyl,

Por el lema [2.2.66| tenemos que |y| es un vector propio de (I + A)™ asociado a
(1+ p)"™ de donde se deduce que |y| es un vector propio de A asociado a p. En
particular, |y| > o. Sustituyendo en () obtenemos

Bly| = Alyl,

como ademds |B| < A e y > o se obtiene que

|B| = A.
Expresemos en polares las coordenadas del vector y y el valor propio A

by = lysle con j=1,.n,

A = pel.

Sea D = diag(e?’, ..., "), luego y = D|y| por lo cual
BDly| = ADly| = pe” Dlyl,

de donde, '
e "D BDly| = ply| = Alyl. (7)

Sea C'= e " D~'BD, luego ([7) resulta
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Cly| = Aly|.

A su vez, se tiene que |C| = |B| = A, por lo cual Cly| = Aly| = |B||ly| = |C||y|.
Como ademds |y| > o se cumple que C' = |C| = A, es decir,

e "D 'BD=A< B=c"DAD™!

lo que termina de probar la afirmacion.
Sea [A: |\ = p] =X, ..., \_1] tales que

)\jzpeeﬂ y 0=0p<0,<0,<...<0,_1<2m.

Utilizando la afirmacién con B = A para j = 1,...,n se obtiene que
A = eejiDjADjil (8)

con |D;| = I,. Luego Sps = e%"Sp, de donde se deduce que Aj = pebit es
simple, en particular 0 = 6y < 6; < 6 < ... < 0,1 < 27w. Sea z > 0 un vector
propio asociado a p, tenemos que D;z es un vector propio asociado a A;, puesto
que

AD]'Z = p@ajiDjZ = )\ijZ.

Dado que dim(Sy,) = 1 los vectores de este subespacio (y como consecuencia
la matriz D;) quedan dinicamente determinados si imponemos la condicién

(DjZ)l =21 < (Dj)ll = 1.
A su vez, tenemos que

A= 6(9j:I:@k)i‘l)j‘DkilAA_Dkil_Djfl7

(0;%0,)i

por lo cual DjDkﬂz es vector propio asociado a pe , luego,

0,i 9

itebri _ o v ooe jie—Oki _ oOyi

Como ademds se cumple que (DjDkil)n =1, se tiene que

DjDk == Dl y D]’Dk_l = Dl"

Tenemos entonces que tanto el conjunto {e%,... e%-1} con el producto de
complejos, como el conjunto {Dy, ..., D;_1} con el producto de matrices con-
forman grupos isomorfos de orden [. Dado que todos los elementos tienen orden
[, el conjunto {e%, ... e%1} coincide con el conjunto de raices I-ésimas de la
unidad, luego,

2 0.

ej:—jzelj e’

l — 691ji — (6011)3
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Por isomorfismo de grupos se tiene que

Dj = (Dl)j = Dj>
y la ecuacion resulta

A=eT'DAD™.

Finalmente, se tiene que Spy = eQT”SpA por lo cual R072Tw(SpA) = Spa lo que

termina la prueba.
O
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2.3. Teoria espectral de digrafos

Los resultados de esta seccién pueden encontrarse en [9] y [7].

Como mencionamos anteriormente, la Teoria algebraica de digrafos consiste en
asociarle a un digrafo un objeto algebraico cuyo estudio aporte informacién sobre el
digrafo y viceversa. En esta seccién, asociaremos a cada digrafo una matriz cuadra-
da, de la cual estudiaremos particularmente su espectro.

Una matriz naturalmente asociada a un digrafo es la matriz de adyacencia.

Definicién 2.3.1. Sea D = (V, E) y enumeremos los vértices de modo que V' =

{z1,...,2,}.
Denominamos matriz de adyacencia del digrafo D a la matriz A(D) = A de
tamano n x n y entradas

1 st (x;,x) € B,
A5 = .
0 st (z,25) ¢ E.
Observacién 2.3.2. Un digrafo D es un grafo si, y sélo si, A es simétrica. Lue-

go, la matriz de adyacencia de un grafo resulta simétrica y por el corolario [2.2.20]
ortogonalmente diagonalizable.

Observacién 2.3.3. D es un subdigrafo inducido de D si, y sélo si, A(ﬁ) es sub-
matriz principal de A(D).

Observaciéon 2.3.4. La suma de los elementos de la fila i de A es el grado de salida
del vértice i-ésimo y la suma de los elementos de la columna j es el grado de entrada
del vértice j-ésimo, es decir,

n n

doay=di(z)=di, Y ay=d (z;)=d;.

j=1 i=1
Proposicién 2.3.5. Sea D un digrafo y A la matriz de adyacencia, luego,
k .
(A%),; = #{caminos en D de largo k de z; a z; }.

Demostracion. Aplicaremos inducciéon completa en k. Si k = 1 tenemos que

(A);; 1 st (x;,x;) € E < existe un camino de largo 1 de z; a z;,
Y 0 st (z4,2;) ¢ E < no existe un camino de largo 1 de z; a z;,

lo que prueba el paso base.
Supongamos que vale para k y veamos que vale para k + 1. Tenemos que

n

(A1) = (A*A);; = Z(Ak)il(A)lj =
=1

n

= Z(#{caminos de longitud k de x; a 2;})(A)y;.

=1
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Dado que todos los caminos de longitud k& + 1 de z; a x; pueden descomponerse en
un camino de longitud &k de x; a ; y un camino de longitud 1 (una arista) de z; a
x; para algin z;, se obtiene que

n

Z(#{caminos de longitud k de x; a ;})(A);; =

=1
= #{caminos de longitud k + 1 de z; a z;}
lo que prueba el paso inductivo. O

Es claro que la matriz de adyacencia de un digrafo D puede no ser unica ya que
dependera de la enumeracion de los vértices. Sin embargo, dadas dos matrices de
adyacencia A y A’ de un mismo digrafo correspondientes a distintas enumeracio-
nes de los vértices, existe una matriz de permutacién P tal que A" = PAP!. M4s
precisamente, a cada digrafo D se le asocia una familia de matrices

F(D) = {PAyP" : P matriz de permutacién}

donde Ay es una matriz de adyacencia fija. Estudiaremos un invariante en particular
de esta familia: el espectro, el cual queda dado por el polinomio caracteristico de
cualquier matriz en F (D) que denominaremos polinomio caracteristico del digrafo,

pp(x) = pa(x) = det(zl — A) = 2" + Z a;x" "
i=1
Llamaremos espectro del digrafo al espectro de cualquier matriz A en F(D)
Spp = Spa = [A1,-. ., A

Observacién 2.3.6. Sea D un digrafo y Spp = [A1,...,\,], como la traza de una
matriz es invariante por semejanza obtenemos que

Z ¥ = tr(A") = #{caminos cerrados en D de largo k}.
i=1

En particular > | A, = tr(A) =0y Y i AF = tr(A?) = 2¢,, donde ¢y denota la
cantidad de ciclos de largo 2 en D.

Proposicién 2.3.7. Un digrafo D es fuertemente conexo si, y solo si, A(D) es
wrreducible.

Demostracion. (=) Supongamos A(D) reducible, luego, existe una matriz de per-
mutacién P tal que PAP! = A’ tiene la siguiente forma

(o 7)

donde X tiene tamano digamos r X r y Z tamano (n — r) X (n — r). Luego, para
cierta enumeracién de los vértices {xz,...,z}}, tenemos que no existen arcos (ni
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caminos) de un vértice en {a/.,,,... 2} a uno en {a,..., 2.} por lo que D no es
fuertemente conexo, lo cual es absurdo.

(<) Supongamos ahora que D posee [ > 2 componentes conexas. Sea V; el conjunto
de vértices de la i-ésima componente fuertemente conexa y A; = A(D;). Ordenan-
do los vértices segiin la componente fuertemente conexa a la que pertenecen y las
componentes de modo tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en V; para
todo j < 7, se obtiene que

Al * R *
Ay ... %
PAP' = R
0 O Ay
A2 ce *
' S : ¢ XY
Considerando X = Ay Z = oo obtenemos que PAP" = 0 7
0o ... A

lo que contradice que A sea irreducible.
]

Definicién 2.3.8. Sea A en M,,(C), el digrafo asociado a la matriz A que denotare-
mos I'(A) es el digrafo I'(A) = (V. E) donde V = {1,...,n} y E = {(i,]) : a;; # 0}.

Anteriormente, la asociacién de una matriz A(D) a un digrafo D, nos permitié
traducir la condicién de conexion fuerte en la de irreductibilidad; del mismo modo,
la asociacién de un digrafo I'(A) a una matriz A, nos permitirad traducir la condicién
de irreductibilidad en la de conexién fuerte.

Observacion 2.3.9. Sea A en M,,(C). A es irreducible si y sélo si I'(A) es fuerte-
mente conexo.

Proposicién 2.3.10. Sea A en M,,(C) yI' =T(A) su digrafo asociado. Eriste un
camino en T del vértice i al vértice j si y sélo si (JA|*);; > 0.

Demostracion. Al igual que en la prueba de aplicaremos induccién completa
en k.

Si k =1 tenemos que (|A]);; > 0 si, y sélo si, existe una arista de i a j en I', es
decir, un camino de largo 1 de 7 a 7, lo que prueba el paso base.

Supongamos que vale para k y veamos que vale para k + 1. Tenemos que

n

(A = (AFAD; = Y (AR ADy > 0

=1
(|A|")a(|A])i; > 0 para algin [ entre 1y k <
(JA[F)i > 0y (JA]);; > 0 para algiin I.

Por hipdtesis inductiva se tiene que existe un camino de largo k£ de ¢+ a k£ y una
arista de k a j en I', luego, existe un camino de largo k + 1 de ¢ a j lo que prueba
el paso inductivo. O
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Con estas herramientas estamos en condiciones de probar el Teorema que
establecia que una matriz A en M,,(C) es irreducible si y sélo si (I + |A|)"~! > 0.

Demostracion. Se tiene que

(L +1AD" T =Y (271 (1AM

=0

3
—

Ed

(=) Si A es irreducible entonces se tiene que I'(A) es fuertemente conexo, luego,
existe un camino del vértice ¢ al vértice j para todo 7,7, que ademas resulta de
longitud menor o igual a n — 1. Por la proposicién [2.3.10 se cumple |A|f] > 0 para
algin k= 1,...,n — 1 por lo cual [(I + |A])"'];; > 0, esto es, (I + |A[)""! > 0.
(<) Para todo i,j se cumple que Y7~ (7=") (JAJ*);; > 0. Necesariamente existe k
entre 0 y n tal que (|A[F);; > 0 y como consecuencia, un camino (de largo k) de i a
j lo que prueba que el digrafo I' es fuertemente conexo.

]

Definicién 2.3.11. Sea D un digrafo, el indice del digrafo que denotaremos p(D)
es el radio espectral de A(D).

La siguiente proposicion nos permitird, en muchos casos, reducir el estudio de
ciertas propiedades espectrales del digrafo a la de sus componentes fuertemente
conexas.

Proposicién 2.3.12. Sea D un digrafo y Dy, ..., D; los subdigrafos generados por
los vértices de cada componente fuertemente conexa. Entonces, pp = 117 pp, y

Demostracion. Sea V; el conjunto de vértices de la i-ésima componente fuertemente
conexa y A; = A(D;), podemos suponer que las componentes estan ordenadas de
modo tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en V; para todo j < ¢, luego
la matriz de adyacencia tiene la siguiente forma

Al * Ce *
0 AQ Ce *
0 0 ... A
de donde se deduce que pp = ", pp, v Spp = UL_,Spp, . O

Observacion 2.3.13. En la prueba anterior podriamos suponer que las componen-
tes estan ordenadas de modo tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en
V; para todo ¢ < j en lugar de para todo j < 1.

Lema 2.3.14. Si D = (V, E) es un digrafo y AT = max{d*(z) : © € V'} entonces
p(D) < AT
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Demostracion. Observemos en primer lugar que si v = (vy,...,v,)" es un vector

propio de A = A(D) asociado al valor propio A se obtiene que Av; = (Av); =
Z vj, luego,
i/ (@i@;)EE
Aol < Y ol
i/
(xi,x5)€EE
Consideremos i tal que |v;,| > |v;| para todo i, luego,
|)‘||'U%0| < A+|Ui0|>

y por ser |v;,| > 0 obtenemos que |A| < AT para todo valor propio A, de donde

p(D) < AT,

como queriamos probar. O

Proposicién 2.3.15. Si D es un digrafo k-salida reqular entonces p(D) = k.
Ademas, ma(k) = [ donde | es la cantidad de componentes fuertemente conexas

del digrafo.

Demostracion. Estudiemos en primer lugar el caso en el que D es un digrafo fuer-
temente conexo. Tenemos que la matriz A = A(D) es irreducible y sus entradas son
no negativas por ser la matriz de adyacencia de un digrafo.

Sea 1 = (1,...,1)!, se tiene que

Al = k1.

Luego, 1 es vector propio de A asociado al valor propio k. Por el Teorema [2.2.74
de Perron-Frobenius tenemos que el tnico valor propio que posee un vector pro-
pio asociado de entradas no negativas es el indice, luego, p(D) = p(A) = k y su
multiplicidad algebraica igual a 1.

En el caso general, llamamos Dy, ..., D; a los subgrafos generados por los vértices
de cada componente fuertemente conexa, que podemos suponer ordenados de modo
tal que no existan arcos de un vértice en V; a uno en V; para todo ¢« < j. Luego,
D; resulta salida regular y fuertemente conexo para todo ¢ = 1,...,[. Por el caso
anterior tenemos que p(D;) = k, ademds de ser un valor propio simple para D;. Por

la proposicién [2.3.12] tenemos que Spp = LI'_, Spp, de donde
p(D) =max{p(D;) :i=1,...,1} = k.

A su vez, pp = II"_;pp, por lo cual ma(p(D)) = Zma(p(Di)) = [ lo que termina
=1

la prueba. O

El siguiente Teorema constituye un pilar fundamental en la Teoria espectral de
digrafos, ya que nos permite calcular los coeficientes del polinomio caracterisitico del
digrafo a partir de la estructura del mismo. En particular, este resultado probado
por Horst Sachs en [12] muestra la fuerte relacién que existe entre el espectro de un
digrafo y su estructura.
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Teorema 2.3.16. (Coeficientes de Sachs)
Sea D un digrafo y a; cont=1,...,n los coeficientes de su polinomio caracteristico,
es decir, pp(x) ="+ > a;a" " Se cumple que

a; = Z (_1)1)@),
Le%;

donde

% = {subdigrafos lineales de D con i vértices},

p(L) = #{componentes fuertemente conezxas de L}.

Demostracion. Comencemos por probar la igualdad para a,, tenemos que
a, = pp(0) = det(—A(D)) = (—=1)" det(A(D)).

Por la regla de Leibniz sabemos que

det(A(D)) = Y sg(0) - [ [ aion)

oESh i=1

donde S,, denota el grupo de las permutaciones de n elementos. Luego,

n

a, = Z (—1)"sg(o) - Hai,o(i) = Z ”“’ Haw (43)

oESh =1 oc€Sh

donde e(0) es la cantidad de ciclos pares que componen o. Sea p(o) la cantidad
de ciclos que componen o, luego p(c) — e(o) es la cantidad de ciclos impares que
componen o.

Por otro lado se tiene que

n= Z 2r; + Z 23Z +1=p(L) — e(L)(mod2),

donde e(L) denota la cantidad de ciclos pares que componen L cuya longitud es 2r;
y P(L) — e(L) denota la cantidad de ciclos impares que componen L cuya longitud

es 2s; + 1. Luego,
ay = Z (_1)12(0’) . Hai,o(i)
i=1

O'GSTL

Estudiemos aquellas permutaciones para las cuales [ ]!, a; ») # 0,

n

H ;o) 7 0 & H Ui o@) = 1 € a; .4 = 1 para todo 1.
i=1 i=1
Luego, (i,0(i)) € E para todo 4, por lo que el subdigrafo generado por estos arcos

es un digrafo lineal (los ciclos que componen el digrafo lineal son los ciclos de la
permutacién). Tenemos entonces una biyeccién entre los conjuntos
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F={oceS,: Hai,g(i) =1}y %,
i=1
y ademas, p(c) = p(L).
Finalmente obtenemos que

n

a, = Z (=1)P). Ham(i) = Z(_l)p(a) — Z (—1)PH),

€Sy =1 ocl Le %,

Probemos ahora la igualdad para a; con ¢ < n. Por propiedades de la funcion det
sabemos que

a;=(—1)" Y det(B)= > (-1)'det(B),

B<A B<A
de orden i de orden i

donde B < A denota B submatriz principal de A. Dada la correspondencia entre
las submatrices principales de una matriz de adyacencia y los subdigrafos generados
del digrafo, obtenemos:

w= )@= ) ) VW=D ()

D<D D<D Le% Le%;
de orden ¢ de orden ¢

donde D < D denota D subgrafo generado de D y a; el i-ésimo coeficiente de pg,
lo que finaliza la prueba.
m

Definicién 2.3.17. La cintura de un digrafo D, que denotamos g, es la menor
longitud entre las longitudes de los ciclos dirigidos en D, es decir,

g = min{k : existe un k-ciclo en D}.

Proposicién 2.3.18. Sea D un digrafo y a; con i =1,...,n los coeficientes de su
polinomio caracteristico, entonces

g =min{i: a; # 0} ya, = —c,,
donde ¢, denota la cantidad de g-ciclos en D.

Demostracion. Tenemos que & = () para todo i < g, luego a; = 0 para todo i < g.
Por otro lado, tenemos que los elementos de . son digrafos de la forma Cy, luego,

4= 3 (1P = 3 (1) = —#Z, = ¢, £0,

Le ¥, Le,
lo que termina la prueba. O
Corolario 2.3.19. Sea D un digrafo y Pp su polinomio caracteristico, entonces

pp(x) =" si, y sdlo si, D es aciclico.
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Corolario 2.3.20. Sea D un digrafo y pp su polinomio caracteristico, entonces
pp(x) = 2" + a, con a, # 0 si, y sdlo si, D = C,.

Demostracion. (=) Por la proposicién tenemos que g = n'y a, = —cg4, por lo
cual en D existe un n-ciclo dirigido y no existen ciclos dirigidos de longitud menor.
Consideremos los arcos que componen el ciclo dirigido, si existiera otro arco en D,
tendriamos un ciclo de longitud menor a n lo cual es absurdo. Tenemos entonces
que D = C,.

(<) pg, (x) = 2" — 1 lo que termina la prueba. O

Observacién 2.3.21. Sea D un digrafo y pp su polinomio caracteristico, si pp(z) =
" + a, con a, # 0 entonces pp(r) =a2" -1y p(D) = 1.

Proposicion 2.3.22. Sea D fuertemente conexo. D es bipartito si, y solo si, Spp
es simétrico.

n

Demostracion. Sea pp(x) = 2™ + Z a;z""". En primer lugar observemos que Spp
i=1

es simétrico si, y sélo si,

pp(z) = 2°g(2?), con § = 0,1 y ¢ polinomio,

esto es, si a; = 0 para todo ¢ impar.

(=) Si D es bipartito tenemos que no posee ciclos impares, por lo cual % = () y

como consecuencia a; = 0 para todo ¢ impar, luego, Spp resulta simétrico.

(<) Si Spp es simétrico tenemos que a; = 0 para todo ¢ impar.

Afirmacion. No existen ciclos impares en D.

Supongamos que existen ciclos impares y sea 7y la menor longitud entre los ciclos

impares, luego, a;, = —#.%;, # 0 lo cual es absurdo.
Como ademas D es un digrafo fuertemente conexo tenemos que D resulta bipar-
tito como queriamos probar. O

Observaciéon 2.3.23. Si D es bipartito entonces Spp es simétrico.

Otra matriz que podemos asociarle a un digrafo es la matriz Laplaciana cuyo
espectro describe de forma mads precisa ciertas caracteristicas del mismo [I5] [L16].

Definicién 2.3.24. Sea D = (V, E) un digrafo y enumeremos los vértices de modo
que V =A{zy,...,z,}.

Denominamos matriz Laplaciana del digrafo D a la matriz L(D) = L de tamaiio
n X n y entradas

dj si i =7,
lij = —1 si (1’1,[L’j) S E,
0 en otro caso.
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Denominamos matriz Laplaciana sin signo del digrafo D a la matriz LT(D) = L™
de tamano n X n y entradas

+ . s
d; sio1=7,

l; = 1 si (l‘i,fl?j) S E,

0 en otro caso.

Observacién 2.3.25. L= D" — Ay L™ = D" + A donde D" = diag(dy,...,d}).

Proposicién 2.3.26. Sea D un digrafo de n vértices, a arcos y co ciclos de largo
2. Sean L = L(D) y L™ = L™(D) las matrices Laplaciana y Laplaciana sin signo
respectivamente. Se cumple que

tr(Ly=tr (L") =a y tr(L?) =tr[(L7)’] = Z(dj)Q + 2¢s.

i=1
Demostracién. Tenemos que L = DT — Ay LT = Dt + A por lo cual tr(L) =
tr (L) = Z df =a. A suvez, L* = D> — DTA — AD* 4+ A2, luego,

i=1
tr (L2) = tr (D**) = tr (D*A) — tr (AD*) + tr (4%) (9)
Por otro lado, tenemos que

(D+A)ii - (AD+)ii =dfa; =0,

de donde se deduce que tr (DT A) = tr (AD") = 0 y sustituyendo en (9)) obtenemos

tr (L?) = tr <D+2> +ir (4%) = i(d;r)Q + 2¢s.

i=1

Utilizando la identidad L*? = D*?+ D+ A+ AD* + A2, de forma analoga obtenemos

que
n

tr <L+2> = Z(dfy + 2¢o.
i=1

]

Proposicién 2.3.27. Sea D un digrafo y L su matriz Laplaciana, entonces 0 es
valor propio de L. Ademds, si D es fuertemente conezo, se tiene que mg(0) = 1.

Demostracion. Es facil ver que la suma por fila de la matriz L es constante 0, por
lo cual
L1 =o,

y en consecuencia 0 es valor propio.
Veamos ahora que si D es fuertemente conexo entonces todo vector propio aso-
ciado al valor propio 0 es de la forma al. Sea v = (vy,...,v,)" vector propio de L
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asociado al valor propio 0, esto es, en el nicleo de L, por lo que podemos suponer v
con coordenadas en R. Tenemos que

0=(Lv); = (—Av+Dv);=— > v +df v,
il
(zi,:vj)EE

luego,

i/
(z5,x5)€E

Consideremos i tal que |v;,| > |v;| para todo i, luego,

i il <) ol < df - o,
i/
(@ig,x5)EE
de donde se deduce que |v;| = |v;| para todo j tal que (ig,j) € E. Dado que el
digrafo es fuertemente conexo, repitiendo el razonamiento se obtiene que |v;| = |vj]
para todo i,j. Podemos suponer que |v;| = 1 para todo i, esto es, v; = £1 para
todo 7. Luego, por la igualdad obtenemos que v; posee signo constante, y en
consecuencia v = £1 lo que termina la prueba. O]

En general no se cumple que la multiplicidad geométrica del valor propio 0 sea
igual a la cantidad de componentes fuertemente conexas del digrafo como se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.28. Sea D = (V, E) donde V = {1,2,3} y E = {(1,2),(1,3),(2,3)}.
D posee tres componentes fuertemente conezxas. Sin embargo

cuyo espectro es [0,1,2] de donde se deduce que mg(0) = 1.

La matriz de Skew es una matriz asociada a un grafo orientado, pero que también
puede asociarse a un grafo, una vez establecida una orientacion en él, que satisface
interesantes propiedades espectrales [13] [14]. A su vez, la relacién existente entre la
matriz Laplaciana y la matriz de adyacencia

L=D- A,

sugiere dos definiciones posibles de matrices de Skew Laplacianas de un grafo orien-
tado como veremos a continuacion.

Definicién 2.3.29. Sea H = (V, E) un grafo orientado y enumeremos los vértices
de modo que V = {xy,...,2,}.
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Denominamos matriz de Skew de un grafo orientado H a la matriz S(H) = S de
tamano n x n y entradas

1 si (x,25) € E,
Sij = —1 si (Ij,flfi) S E,
0 en otro caso.

Denominamos matriz de Skew Laplaciana de un grafo orientado H a la matriz
SL(H) = SL de tamano n X n y entradas

—1 si (w,2;) € E,
o — 1 si (zj,2;) € E,
N df +d; sii=j,
0 en otro caso.

Existe otro tipo de matriz de Skew Laplaciana de un grafo orientado H, que deno-
taremos S L( )= SL la cual posee tamano n X n y entradas

—1 si (w,z;) € E,
;l-- _ 1 si (Jij,l’i) ek,
Yoo Yd —d osii=3,
0 en otro caso.

Observacion 2.3.30. Sea H un grafo orientado. Sean A = A(H) y S = S(H) las
matrices de adyacencia y de Skew respectivamente. Se cumple que

S=A-A"
Sean SL = SL(H) y SL = S'E(H) las matrices de Skew Laplaciana y de Skew
Laplaciana alternativa de H respectivamente. Si DT = diag(d;,...,d"), D~ =
diag(dy,...,d;) tenemos que

SL=D'+D —-S y SL=D"—D —8§.

Proposicién 2.3.31. Sea H un grafo orientado con a arcos, sean S = S(H) la

matriz de Skew, SL = SL(H) la matriz de Skew Laplaciana y SL = g\i(H) la
matriz de Skew Laplaciana alternativa. Se cumple que

1. tr(S) =0 y tr(S?) = —2a.

2. tr(SL) =2a y tr [(SL)?] = —2a + Z (df)?

3. tr(SL) =0 y tr [(SL } :—2a+z (df —d;
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Demostracion.
1. Es claro que tr(S) = 0. Por otro lado, tenemos que
S?=(A— AH? = A7 — AA" — A'A + (AY)?,
luego,
tr(S?) = tr(A%) —tr(AA") —tr(A"A) +tr [(A")?] = 2tr(A%) —2||A|)3 = 4c; —2a,

donde ¢5 es la cantidad de ciclos de largo 2 en H, que por ser grafo orientado
es igual a 0. Luego, tr(S?) = —2a como queriamos probar.

2. Denotando D = DT + D~ obtenemos

tr(SL) = tr(D — S) = tr(D) — tr(S) = Xn: df +d; = 2a.

Por otro lado, (SL)? = (D — S)?> = D?* — SD — DS + S2. Utilizando la parte 1
y la identidad tr(DS) = tr(SD) = 0 obtenemos

tr[(SL)?] = tr(D?) — tr(DS) — tr(SD) + tr(S?) = i(dj +d;)? — 2a.

=1

3. Denotando D = D+ — D~ obtenemos

tr(SL) = tr(D — S) = tr(D) — tr(S) = zn: df —d; =0.

Por otro lado, (5@2 = (D— S)? = D?*— SD — DS + 52. Utilizando la parte 1
y la identidad tr(DS) = tr(SD) = 0 obtenemos

tr {(?L)?} — tr(D?) — tr(SD) — tr(DS) + tr(S?) = Zn:(dj —d7)? - 2a.

i=1
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3. Energia

El concepto de energia de un grafo, que tiene su origen en la quimica, fue in-
troducido por I. Gutman en el afio 1978 [I] y desde entonces ha sido ampliamente
estudiado [I7] [I§] [19]. Existen distintos tipos de energia de un grafo, definidas a
partir de una matriz asociada al mismo [2] [3] [4] [5]. Intentando unificar y generali-
zar a digrafos estos conceptos, introduciremos la definicion de energia de una matriz
cuadrada, que tiene como antecedentes [20] y [21]. El estudio de la energia de una
matriz nos permitira obtener resultados sobre energia de grafos y digrafos, algunos
de ellos ya conocidos.

3.1. Energia de grafos y digrafos

Definicién 3.1.1. Sea G un grafo con n vértices. Llamamos energia del grafo G y
escribimos £(G) al valor

n

E(G) =N,

i=1
donde [Aq,...,\] es el espectro de G.

Observacion 3.1.2. £(G) > 0y E(G) = 0 si, y sélo si, G es el grafo vacio.

Entre otros resultados que establecen cotas para la energia de un grafo destacamos
a continuacién la desigualdad de McClelland [22] y la de Koolen y Moulton [23]. En
particular, la desigualdad de McClelland es un resultado obtenido en el contexto
quimico de la definicién de energia que pudo generalizarse al contexto matemaético.

Teorema 3.1.3. (McClelland) [22] [18] Sea G un grafo con n vértices y m aristas.
Entonces
E(G) < V2mn.

Ademds la 1gualdad se alcanza si y solo si G es el grafo vacio 6 G = GBZ»%:IKQ.

Teorema 3.1.4. (Koolen y Moulton) Sea G un grafo con n vértices. Entonces

£(G) < g(1+¢ﬁ).

La igualdad se da si, y solo si, G es un grafo fuertemente regular con pardmetros
<n n+vn n+2vn n+2\/ﬁ>
s 9 4 4 .

Recordemos que la matriz de adyacencia de un grafo G resulta simétrica y como
consecuencia sus valores propios reales. Para generalizar esta definicién a digrafos,
debemos tener en cuenta que los valores propios se encuentran en el cuerpo de los
nimeros complejos.

Existen distintas generalizaciones posibles, algunas de ellas son las introducidas
por V. Nikiforov en [20] y por I. Pefia y J. Rada en [24],
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=Y [Re(\)l, € Z|>\| y &n(D Z%
=1

donde [A1,...,\,] esel espectrode Dy [01, ..., 0] el multiconjunto de los valores
singulares de la matriz de adyacencia del digrafo.

Teorema 3.1.5. Sea A € M, (C), [A1,...,\,] el espectro de A y [o1,...,0,] €l
multiconjunto de los valores singulares de A, entonces se cumple que

Z|Re |<Z|)\]<ZUZ

i=1
Ademas,
1570 [Re(N)| =00 [\l siy sdlo si \; es un nimero real para todo i,
2.5 Nl =300 04 siy sdlo si la matriz A es normal.

Demostracion. 1. Tenemos que |Re();)| < |\;| para todo i, ademads, la igualdad
se da si y sélo si A; es un numero real, luego > 1" [Re(N;)] < D0 |\i] v la
igualdad se alcanza si y s6lo si |Re(\;)| = |\;| para todo i.

2. Por el Teorema tenemos que existen matrices U unitaria y T triangular
superior tales que A = UTU*, sea D una matriz diagonal de entradas

i Bl si N #£0,
Tl siN =0,

que resulta unitaria. La matriz DT resulta triangular superior de diagonal
(|A1],- .-, |Ax|). Por otro lado, los valores singulares de DT son iguales a los de
A, puesto que tanto DT (DT)* como AA* son semejantes a TT*.

Por el Teorema tenemos que DT = VW™ donde V' y W* son matrices
unitarias y ¥ = diag (01, ...,0,).

Tenemos que

n n n

i I\ = tr(DT) = tr(VEW®) =Y (VEW* ) = > Y ojvym;; =
=1

i=1 i=1 j=1

n

Doy vy =Y 0,(WV)j; = Re |y o;(W*V
j=1 =1 j=1 j=1
D o Re[(WV) 5] <Y o (W V)50 <D oy,
j=1

j=1 j=1
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donde la ultima desigualdad se desprende del hecho de que las matrices W* y
V' son unitarias por lo que sus columnas conforman una base ortonormal de C"

y en consecuencia |(W*V);;| = [{C;(W), C5(V))| < [C;(W)] - [C5(V)]| = 1.
Ademas, la igualdad se da si y s6lo si C;(W) = aC;(V) con a € € de médulo 1.

La igualdad se da siy sélo si Re[(W*V);;] = [(W*V);;| = 1 para todo j, esto es,
(W*V);; = 1 para todo j. Como ademads la matriz W*V es unitaria, podemos
deducir que W*V = I,, luego, V* = V-! = W* por lo cual T = D*VXV* y
A=UDVEV*U".

Veamos que A resulta normal:

AA* =UD*VE*V*DU*,
A*A =UVZV*UY,
como ademds se cumple que D conmuta con la matriz VX2V* se deduce que la

matriz A es normal. Reciprocamente, si A es normal por la proposicién [2.2.39

se cumple que |\;| = o; por lo cual >0 | |N| =D 04

O
Corolario 3.1.6. Sea D un digrafo, entonces se cumple la siguiente desigualdad
Er(D) < &E(D) < En(D).

Ademas,

1. Er(D) = E(D) si y solo si el espectro de A(D) es real,

2. E(D) = EN(D) siy solo si la matriz A(D) es normal.
Proposicién 3.1.7. Sea D un digrafo.

1. Er(D) >0 y Er(D) =0 si y sélo si D es aciclico.

2. (D) >0y &(D)=0 siy sdlo si D es aciclico.

3. En(D) >0y En(D) =0 siysdlo si D es el digrafo vacio.

Demostracion. En cualquier caso es facil ver que la energia es no negativa, caracte-
ricemos los digrafos con energia nula segin las distintas definiciones.

1. Eg(D) = 0 si y solo si
Re(A\) = ... = Re(\,) =0. (11)

Por el Teorema y la proposiciéon tenemos que p(A) es un nimero
real, por lo cual la condicién equivale a p(A) = 0. A su vez, la anterior
condicién equivale a Ay = ... = A\, = 0, es decir, Pp(x) = 2™, lo que equivale
por el corolario [2.3.19/ a que D no posea ciclos.

2. E(D) =0siysblosi Ay =... =\, =0 lo que en el item anterior probamos
que equivale a que D no posea ciclos.
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3. En(D) =0siysolosiop =... =0, =0siysblosi A(D) es la matriz nula
por el corolario [2.2.37] que es equivalente a que el digrafo D sea vacio.

]

Dado que la definiciéon de energia de un digrafo refiere en tltima instancia a la
matriz de adyacencia, resulta natural definir energia de una matriz. En este sentido
consideraremos definiciones alternativas de energia [2] [3] [4] [5] no sélo para grafos
sino también para digrafos, que motiven la nueva definicién.

Definicién 3.1.8. Llamamos energia Laplaciana de un grafo G y escribimos LE(G)

al valor
n

LE(G) =)

=1

2
\— =
n

9

donde [\, ..., A\,] es el espectro de L(G) = L y e la cantidad de aristas del grafo G.

Llamamos energia de Skew de un grafo orientado H y escribimos SE(D) al valor

n

SE(D) = Z Al

=1

donde [A1,...,\,] es el espectro de S(H) = S.

Llamamos energia Laplaciana de Skew de un grafo orientado H y escribimos
SLE(H) al valor

a
Y
n

Y

SLE(H) = i

i=1

donde [Aq,...,\,] es el espectro de SL(H) = SL y a la cantidad de arcos del grafo
orientado H.

Llamamos energia Laplaciana de Skew alternativa de un grafo orientado D y
escribimos SLE(H) al valor

SLE(H) =3[\,
i=1
donde [Aq, ..., A\ es el espectro de SL(H) = SL.

Observacién 3.1.9. A su vez, por la observaciéon y las proposiciones [2.3.260| y
[2.3:31] tenemos que,

48



&) = 3|y - T
LEG) = iML)tTiL)‘,
SE(D) — zn: A (S) ”f) ,
SLE(D) = i)\i(SL)—tr(:L) ,
SLE(D) = i)\i(ﬁ)—@ .

La anterior observacién sugiere la definicién que introduciremos en la siguiente
seccion.
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3.2. Energia de matrices

La siguiente definicién tiene como antecedentes la definicién de energia de matri-
ces cualesquiera propuesta por V. Nikiforov en 2006 [20],

E(A) = Za

donde [0y, ..., 0,] denota el multiconjunto de los valores singulares de A, asi como
la propuesta por J. Liu y B. Liu en 2009 [21] para matrices hermiticas

n

HE(A) =)

i=1

)
n

donde [y, ..., \,;] denota el espectro de A.

Definicién 3.2.1. Llamamos energia de una matriz A € M,,(C) y escribimos E(A)

al valor
n

E(A) =)

i=1

A —

n

tr(A) ' 7

donde [\, ..., A\,] es el espectro de A.

(A

. t . . ey ,
Si llamamos v; a \; — TT), podemos reescribir la definiciéon de energia de una
matriz como

E(A) =) |il,
i=1
ademas, podemos suponer que

il > > |l - (12)

Observacion 3.2.2. La anterior definiciéon de energia generaliza a matrices cuadra-
das cualesquiera la introducida por J. Liu y B. Liu en 2009 [21].

Observacién 3.2.3. Si D es un digrafo, G un grafo y H un grafo orientado, se
cumple que

E(D) = E(A(D)), LE(G)= E(L(G)),
SE(H) = E(S(H)), SLE(H)=E(SL(H)) y SLE(H)= E(SL(H)).
Esta definicién permite generalizar a digrafos distintas energias.

Definicién 3.2.4. Llamamos energia Laplaciana de un digrafo D y escribimos
LE(D) al valor

-

n

LE(D) = B(L(D)) = Y

1=

)
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donde [Aq, ..., \,] es el espectro de L(D) = L y a la cantidad de arcos del digrafo D.

Llamamos energia Laplaciana sin signo de un digrafo D y escribimos LE™ (D) al
valor

LE*(D) = E(LT(D)) =)

=1

Az_g‘a
n

donde [\, ..., \,] es el espectro de L1 (D) = LT y a la cantidad de arcos del digrafo
D.
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3.3. Cotas para la Energia de matrices

En esta seccion estableceremos cotas superiores e inferiores de la energia de matri-
ces anteriormente definida, ademas de caracterizar las matrices que alcanzan dichas
cotas.

Comencemos por probar un lema que nos serda de gran utilidad.

Lema 3.3.1. Sea A en M, (C), [A1,...,\] su espectro y v; = A\; — ~tr(A) con
1=1,...,n. Entonces se cumplen las siguientes iqualdades.

1. Z’}/Z:O,

=1

2.3 (1)? = tr (A2) — Litr(A)?,

i=1

3-2| 7il* = ZIAI2 altr(A)P.

Demostracion. 1. > v =tr (A — & [n) =0,
i=1

2. Tenemos que tr(A) = Z Ny tr(A?%) = Z(/\i)Q, luego,

il(%)? _ Zl <)\i L ) lnl < = (A4 gl (A)]Q)
=t () = 2 (AP 4 (AP = i (A7) — 2 [ir(A)P,
3. Tenemos que
= A — ”;A) _ (Re()\ )~ LRe [tr(A)]) + (lm () =~ Im [tr(A)]) ,

luego,

= (Ren) - e [tr<A)])2+ (1m0~ wrmfe <A>1)2

= [Re(N)] - %Re (A\;) Retr (A)] + % (Re[tr (A)])?
+ [Im(/\i)]2 — zIm()\z-)fm (tr(A)) + % (Im [tr(A)])2

n

= I = 2 Re (0) Reltr(A)] — 2 Im(\) Im ir(A)] + — lir(A),
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de donde

n n

S kit = Z|)\i|2—%Re [tr(A)]ZRe()\i)—%]m (r(A) 3 Tm(N)

"1
3 ()P
=1

= SN = S (Relur(A)) = 2 (T e (A + o ()

n n

2 1 1
= 12 = Z (AP - = A2 = 12 2 (A2
>IN = S (AP + — e (A = DT I =~ fer(A)

i=1 i=1

O
Teorema 3.3.2. Sea A en M,, (C). Se cumple que
2 1 2
B(A) <y [n (A1 -~ Jor (4)).
La igualdad se alcanza si y solo si las filas de la matriz A—M]n conforman un con-

n
junto ortogonal y poseen norma constante igual a /o donde o = £ (||A||§ — L tr (A)|2)

Demostracion. Por el Teorema [2.2.42| de factorizacién de Schur tenemos que A =
UTU*, con U en M,,(C) unitaria y T triangular superior de entradas t;;. Por la
observacion [2.2.43| sabemos que su diagonal estd compuesta por los valores propios

de A. Luego,
AN = 1705 = Y 1t = Y 1l = D Il (13)
irj i=1 i=1

Sea v = (|7, .-, |7]), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

n
2
i=1

A su vez, por la parte 3 del lema y (13) obtenemos que

Y il = (Z AR |tr<A>\2> < \/n (1415 - S ler() ),

de donde se deduce que

E(A) = Z il = (v, 1) < Iyl =

B(4) < \/n (1418 - % er( ).
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Estudiemos condiciones necesarias y suficientes para que se alcance la igualdad.

Tenemos que
1
B(4) = \/n (1418 - > erca?)

si y sélo si

Z |tij|2 = Z |t”|2 T diagonal,

irj i=1
y

(v 1) = [Vl &~ = c1.

Por ser T' diagonal tenemos que A es normal y en consecuencia que A — @In lo
es. A su vez, por ser v = cl tenemos que |y;| = ¢ para todo i = 1,...,n, por lo
cual || = # = \/% (I14]15 — 1 |tr(A)|?), por la observacién [2.2.41| tenemos que
las filas de la matriz A — w& forman un conjunto ortogonal y poseen norma

constante \/% (||A||§ -1 |t7“(A)|2).

Reciprocamente, si las filas de la matriz A — ”;—A)[n forman un conjunto ortogonal
y poseen norma constante y/c, entonces por la observacién [2.2.41| se cumple que
A— @In es normal y |v;| = \/a, luego

B(A) = 3 bl = nv/a = \/n (1418 - % el

lo que termina la prueba. O]

Observacion 3.3.3. La condicion necesaria y suficiente para que la cota del Teo-
rema anterior sea alcanzada podria reformularse del siguiente modo:

(A - ”7(;4) In) (A - MINY = al,

n
donde a = 1 (|| 4]z — L jtr (A)).
Ejemplo 3.3.4.

Sea A la siguiente matriz en M, (C)

tr(A)

n

Se tiene que tr(A) = 0, por lo cual A = A — I,,, cuyas filas conforman un

conjunto ortogonal y poseen norma constante igual a 1 = %(HAH; — Litr(A)P?)
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luego, la energia de esta matriz alcanza la igualdad del Teorema en particular
E(A) =n.
Establezcamos ahora una cota inferior para la energia de una matriz cualquiera

Aen M, (C)
Teorema 3.3.5. Sea A en M,,(C). Se cumple que

E(A) > \/ 2
tr(A)

La igualdad se alcanza si y sélo si la matriz A — —=1,, es nilpotente o posee dos
valores propios (contados con su multiplicidad) no nulos y opuestos, de mddulo

VA [r(42) = Lier(A)2.

tr(A2) — ~[ir(A)]

Demostracion. Tenemos que Y v; = 0 por la parte 1. del lema [3.3.1], luego,

i=1
n 2 n

= (Z %) =Y (> +2)
i=1 i=1 i<j

por lo cual
Z(%’)Z =—2 Z ViV (14)
i=1 i<j
Utilizando la desigualdad triangular, y la parte 3. del lema obtenemos
que

[E(A)) = (ZI%I) ZI%I +23 Il bl
> ZI%I +2 Z%% —ZIM +

Z(%)2 tr (A%) — % [tr(A))

i=1

n

Z (%‘)2

=1

(15)

> 2 =2

lo que prueba la cota inferior.
La igualdad se da si y sélo si

S v =Y bkl v

j<i i<l

Z%Q
k=1

de donde se obtiene que para todo j < [ y para todo k

= Z |/y]€|27
k=1

Vi = oz Yy %2 = opw
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con z,w en Cy aj,ap > 0.
Considerando w = pe? y v, = ppe?*’ obtenemos que 26, es congruente con 6
modulo 27, es decir, 6, = g 0 0, = g + 7 para todo k. Ademdas tenemos que
> 17 = 0, lo cual implica que el multiconjunto [71,...,7,] se compone por pares
de elementos opuestos y los restantes elementos nulos. Recordemos que |y| > ... >
|7 | v veamos que |y3| = 0 lo que muestra que 3 = ... = =, = 0. Podemos suponer
|71] > 0 pues de lo contrario obtenemos que |vys| = 0. La condicién v,y = ajz con a
en Cy aj; > 0 implica que para 7;,7; # 0 se cumple que 60; 4 6; es constante médulo

2m. Sin embargo tenemos que 0 + 60y = 0 + 7wy 01 + 035 = 0, lo cual es absurdo. [

Corolario 3.3.6. Sea A en M, (R). La igualdad del Teorema [3.5.5 se alcanza si y
sélo si

%

Spp=[0"] o Spp=[-5,0""7,7]
donde B = A — %In yp= \/% |tr(A2) — Ltr(A)]?|.

Demostracion. Sabemos que la igualdad se alcanza si y sélo si la matriz B es nilpo-
tente o posee dos valores propios (contados con su multiplicidad) no nulos y opuestos,

de médulo \/% |tr(A%) — 1[tr(A)]?|. Dado que B posee entradas en R, tenemos que

pp € Rlz], por lo cual, las raices A ¢ R se presentan de a pares (A, ). Como a
su vez sabemos que A = —\ tenemos que A = 0 lo cual es absurdo y prueba que

Spp = [—5,002), 4. [
Ejemplo 3.3.7.

Sea p(z) = 2" — 7?2""2 un polinomio que depende de v en C. Sea A (p) en M, (C)
la matriz companera de p es decir,

000 0 0
100 0 0
010 0 0
000 0 ~2
000 10

Dado que el polinomio caracteristico de A (p) resulta ser p(z), tenemos que sus
valores propios no nulos son 7 y —v por lo cual, A (p) alcanza la cota inferior del

Teorema [3.3.5 que vale 2||.
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3.4. Aplicacion a Energia de grafos y digrafos

En esta seccién, utilizando los Teoremas y obtendremos cotas para los
distintos tipos de Energia definidos en la seccién 3.1. algunas de las cuales son ya
conocidas.

Comenzaremos por observar que la energia de un digrafo queda dada por las
energias de las componentes fuertemente conexas.

Proposicién 3.4.1. Sea D un digrafo y D+, ..., D; los subdigrafos generados por
los vértices de cada componente fuertemente conexa, entonces se cumple que

Demostracion. Por la proposicion tenemos que Spp = U._,Spp,, luego, se
! !
cumple que £(D) = Y A=) > [\ =D ED). O
AESPD i=1 XeSpp, i=1
El siguiente Teorema es un resultado original:
Teorema 3.4.2. Sea D un digrafo con n vertices y a arcos, entonces
£(D) < v/na,
y la igualdad se alcanza si y solo si D es lineal o es el grafo vacio.
Observacién 3.4.3. Esta cota generaliza la de McClelland [3.1.3

Demostracion. Sea A = A(D), tenemos que ||Al|5 = a y tr(A) = 0, luego, por el
Teorema se cumple que

E(D) = B(4) < \/n (1418 - % e ) = v

V@)nos que los digrafos no vacios que alcanzan la cota son de la forma D =
@éilcni'
Por la observacion sabemos que la cota se alcanza si y sélosi AA* = A*A = 21,

luego, el multiconjunto de valores singulares es [\/g(n)] y por la proposicion [2.2.39

tenemos que |\z| = \/g > 0 para todo k = 1,...,n, es decir, |\;| = p para todo
kzl,...,nyp:\/g>0.

Consideremos en primer lugar el caso en el que D es fuertemente conexo. Tenemos
que todos los valores propios se encuentran en el circulo espectral, por el Teorema
de Perron-Frobenius se cumple que Ry, 2n (Spp) = Spp por lo cual el espectro
es (visto en el plano complejo) el conjunto de vértices de un poligono regular con
uno de sus vértices en el eje Ox, esto es, el conjunto de raices enésimas de p", lo que
equivale a la siguiente igualdad



_>
que por el corolario [2.3.20] implica que D = C,,.
Consideremos ahora el caso general. Sean Dy, ..., D; los digrafos generados por

los n; vértices de cada componente fuertemente conexa, por la proposicién [2.3.12
se tiene que Spp = U_,Spp.. Denotando p; = p(D;) se tiene que p; = p y todos
los valores propios de D; se encuentran en el circulo espectral, por el caso anterior

se tiene que D; = C,,. Ademas, la observacion [2.3.21| prueba que p; = \/g =
por lo cual a = n y no existen arcos en D ademas de los que componen los [ ciclos
dirigidos, por lo cual D es suma directa de ciclos dirigidos.

Reciprocamente, si D = @!_,C,, se tiene que

—
Por el ejemplo sabemos que E(A(C,,)) = n;, luego

E(D):Zni:n:\/ﬁ.

]

Veamos algunas aplicaciones directas del Teorema a otras definiciones de
energia.

Corolario 3.4.4.

1. Sea D un digrafo de n vértices y a arcos, sean L = L(D) y Lt = L*(D) las
matrices Laplaciana y Laplaciana sin signo asociadas al digrafo.

a) Energia Laplaciana:

- n
=1

LE(D)=E(L) < ,|n (i(d:r)2 +a— lcﬂ),

la igualdad se da si y sélo si las filas de la matriz L forman un conjunto

n
ortogonal y poseen norma constante igual a \/ % (Z(d:r)Q +a-— %(ﬂ) )
i=1

b) Energia Laplaciana sin signo:

LYE(D)=EL") < ,|n (i(di)? ta-— lcﬂ),

- n
=1

la igualdad se da siy solo si las filas de la matriz L™ forman un conjunto

n
ortogonal y poseen norma constante igual a \/ % (Z(d:r)Q +a— %a2> )
i=1
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2. Sea H un grafo orientado con n vértices y a arcos, sean S = S(H), SL = SL(H)

y SL = S’\f,(H ) la matriz de Skew, la matriz Laplaciana de Skew y la matriz
Laplaciana de Skew alternativa respectivamente.

a) Energia de Skew:
SE(H) = E(S) < V2an,
la igualdad se da si y sélo si las filas de la matriz S forman un conjunto

2a

ortogonal y poseen norma constante igual a /=%
b) Energia Laplaciana de Skew:

i=1

SLE(H)=E(SL) < |n (2a + i(dj +d;)? - %4a2>,

la igualdad se da si y sélo si las filas de la matriz SL — %In forman un
conjunto ortogonal y poseen norma constante igual a

1 i 1
Z (2 dr +d7)? — =442 |
n<a+i§;(z+z> n“)

¢) Energia Laplaciana de Skew alternativa:

SLE(H) = E (SL) < \|n (2a+zn: (df —d;)2>,

la igualdad se da si y solo si las filas de la matriz SL forman un conjunto

ortogonal y poseen norma constante igual a \/% (Qa + > (d:_ _ di_)Q)‘
i=1

Demostracion. Todos los resultados son consecuencia directa del Teorema [3.3.2] uti-
lizando los siguientes resultados:

L |[L]|3 = ILT||3 = a + >_(d;)? y por la proposicién [2.3.26| tenemos que tr(L) =
i=1
tr(L*) = a.
2. a) ||S||3 = 2a y por la proposicién [2.3.31] tenemos que tr(S) = 0.

b) |ISL|2 = 2a + 3. (df +d;)? y por la proposicién [2.3.31| tenemos que
i=1
tr(SL) = 2a.

c) ||§i||§ = 2a + Y (df —di_)2 y por la proposicién [2.3.31| tenemos que
i=1

tr(SL) = 0.
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]

Veamos ahora algunas aplicaciones de Teorema [3.3.5| a otras definiciones de
energia.

Teorema 3.4.5. Sea D un digrafo con n vértices y co ciclos de largo 2, enton-
ces £(D) > 2y/c; y la igualdad se da si y sélo si D es aciclico o su espectro

[—v/@, 0072, y/ea].

Demostracién. Sea A = A(D), tenemos que tr (A?) = 2¢y y tr (A) = 0, luego, por
el Teorema tenemos que

E(D) = E(A) > Ve, = 2\/ca.
Ademas, por el corolario sabemos que la igualdad se da si, y sélo si,
Spp =[0™] o Spp = [—/c2,07Y, /o] .
Es decir, la igualdad se da si, y sélo si, D es aciclico o Spp = [—\/0_2, 02, \/5}
O

Observacion 3.4.6. Si D es fuertemente conexo y alcanza la igualdad del Teorema
[3.4.5] entonces es bipartito puesto que su espectro es simétrico.

Si bien los grafos bipartitos con tres o menos valores propios quedan caracteriza-
dos [30], este resultado no se cumple para digrafos [31].

Corolario 3.4.7. 1. Sea D un digrafo de n vértices, a arcos y co ciclos de largo
2, sean L = L(D) y L™ = L*T(D) las matrices Laplaciana y Laplaciana sin
signo asociadas al digrafo.

a) Energia Laplaciana:

n

+)2 1,
> (dF)” +2¢ —a

=1

LE(D) = E(L) > ,|2

b) Energia Laplaciana sin signo:

n

+)2 _12
Z(dl) + 2¢9 @

i=1

LYE(D)=E(L") > ,|2

2. Sea H un grafo orientado con n vértices y a arcos, sean S = S(H) la matriz de

Skew, sea SL = SL(H) la matriz laplaciana de Skew y SL = EVL(H) la matriz
laplaciana de Skew alternativa.

a) Energia de Skew:
SE (H) = E(S) > 2V/a.
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b) Energia Laplaciana de Skew:

SLE(H) = E(SL) > ,|2

- 1
—2a+ ) (df)2— ~(2a)2).
i=1

¢) Energia Laplaciana de Skew alternativa:

SLE (H) = E(SL) > ,|2

20+ (df —d)?
> (A —d;
=1

Demostracion. Todos los resultados son consecuencia directa del Teorema [3.3.5 uti-
lizando los siguientes resultados:

1. tr(L) = tr(L%) = a y tr(L?) = tr[(LY)2) = 1, (dF)? 4 2¢, por la proposicion
2326
2. a) tr(S) =0y tr(S?) = —2a por la proposicién [2.3.31]
b) tr(SL) =2a y tr[(SL)?] = —2a + Y (d;")? por [2.3.31]
i=1

) tr(51) =0y tr [(SL)?] = —2a+ 3 (4] —d;)° por 331
=1
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