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1. Introduccion
La estadistica y su vinculacion con la economia
La Estadistica une dos campos de estudio:

1. El estudio sistematico de datos numéricos, el resumen y el andlisis de la informacion
contenida en ellos;

2. La teoria del azar y de la incertidumbre, o en otros términos, la teoria de la probabilidad.

Ambos son complementarios, aunque claramente distinguibles. En general los datos describen
atributos de interés en un conjunto de objetos de estudio. Podemos considerar dichos datos en
si mismos, y buscar maximizar el uso de la informacion que nos brindan. Sin embargo, la
teoria probabilistica va mas alld, e implica la utilizaciéon de modelos, lo que lleva a ver los
datos como realizacion de una ley mas general. A partir de la interaccion del analisis de datos
y la teoria probabilistica surge un tercer campo de estudio, que comprende la prueba de
hipoétesis a partir de datos muestrales, o inferencia estadistica.

Dado que este curso esta destinado a economistas, destacamos los siguientes elementos de la
vinculacion de la estadistica con el analisis economico.

En primer término podemos constatar que la metodologia estadistica interviene en la
generacion de los datos econdomicos. Es el caso cuando es imposible observar los actos
economicos de la totalidad de los millones de agentes que interactiian en una economia y se
debe obtener la informacion correspondiente por muestreo y realizar inferencias sobre las
implicancias de cierta hipotesis a nivel de la poblacion completa. La estadistica proporciona
herramientas tedricas para abordar este problema.

En segundo lugar, la estadistica es el fundamento de la econometria, que puede definirse en
forma amplia como el estudio sistematico de los fenomenos econdmicos utilizando datos
observados. Para ello intervienen la metodologia estadistica y la teoria econémica.

Una primera zona de interaccion estd dada porque en los propios modelos tedricos de la
economia se utiliza la estadistica a fin de repr3esentar situaciones de incertidumbre en forma
probabilistica. La teoria econémica produce descripciones de los fendmenos econémicos en
forma de modelos, formulados en forma matemadtica, que incorporan un conjunto de variables
y establecen relaciones entre las mismas buscando explicar y predecir. En los modelos



econdmicos las relaciones entre las variables no siempre pueden suponerse razonablemente
como de naturaleza exacta o deterministica.

Dichos modelos incorporan entonces la existencia de incertidumbre sobre los resultados de las
acciones de los agentes econdmicos. Por ejemplo, una empresa que determina su produccion,
lo hace en condiciones de incertidumbre respecto al nivel de precios agregado o su variacion
(inflacién). Muchas veces importan para los agentes los valores esperados de variables
futuras, debiendo hacer el mejor uso posible de la informacién presente para eliminar al
menos una parte de la incertidumbre sobre los periodos siguientes. La estadistica es la base de
los distintos enfoques utilizados para modelar las expectativas de los agentes econdomicos
sobre hechos futuros.

Un segundo ambito de interaccion entre la estadistica y la economia estd dado por el andlisis
econométrico propiamente dicho. Idealmente, los modelos econdmicos estdn construidos
buscando explicar fendmenos observados, por lo que deberian comprender un conjunto de
hipdtesis o afirmaciones sobre la forma en que se generan esos datos y sus relaciones. Por
tanto, utilizando datos sera posible realizar pruebas acerca de las consecuencias de las
afirmaciones teoricas en el campo de los datos observables, estudiando asi en qué medida la
evidencia observable es consistente 0 no con determinada afirmacién respecto al fendmeno
que se estudia. El marco en que se realiza esta evaluacion es el de considerarla como una
decision en condiciones de incertidumbre, y por lo tanto sujeta a la posibilidad de error. La
teoria probabilistica intenta unir a una medida de dicho error (precision) una calificacion
adicional en términos de confianza, subrayando el compromiso que surge entre ambas, de
manera que solo resulta posible aumentar una a costa de reducir la otra.

En ciertos casos sera posible experimentar, tratando de estudiar, en forma controlada, las
decisiones econdmicas de los agentes ante cambios en el entorno, tratando de aislar sus
efectos. Sin embargo, la economia es una ciencia en que la experimentacion es en la inmensa
mayoria de los casos imposible ya que no se puede reproducir las condiciones de la vida
econdmica de manera artificial. En ambos casos, la teoria probabilistica proporciona un marco
para conceptualizar los procesos de generacion de los datos y su utilizacién para la
comprension de los fendmenos econdmicos.

En el curso se explora brevemente la estadistica descriptiva. A continuacion se analizan
nociones de probabilidad. Se introducen los conceptos de variable y vector aleatorio, y se
presenta un conjunto de distribuciones de probabilidad de interés. Finalmente, se revisan las
nociones de inferencia estadistica, a través de ejemplos en la estimacion puntual y por
intervalos y la prueba de hipotesis. Para este curso solamente se requiere elementos basicos de
calculo. En el apéndice se desarrollan algunas herramientas matematicas adicionales.

2. Estadistica descriptiva
El primer tema que consideraremos es el de las técnicas para el resumen de la informacion

contenida en un conjunto de datos acerca de atributos o caracteristicas de un objeto de
estudio. De alli el nombre de estadistica descriptiva.



El analisis de datos comienza con una coleccion de objetos para analizar. Hay distintas formas
de aproximarse a este conjunto. Sin embargo, para la exposicion que sigue se supone que el
conjunto observado nos interesa por si mismo y no como representativo de un conjunto mas
amplio de objetos.

Generalmente esta no suele ser la situacion, debido a que el numero de objetos de interés
suele ser muy grande, tal que no es posible examinar cada uno de ellos individualmente, como
por ejemplo los estudiantes de la Universidad, los hogares de una ciudad de Montevideo, las
empresas productoras de ciertos bienes o servicios. Este conjunto de objetos recibe el nombre
de poblacion. Solamente a veces es posible estudiar directamente a la poblaciéon en su
conjunto, como en el caso por ejemplo del Censo Nacional de Poblacion y Vivienda. En otros
casos, se realiza solamente un muestreo de los hogares del pais, como es el caso por ejemplo
de la Encuesta Continua de Hogares.

De alli surge la necesidad de la inferencia desde un conjunto reducido de objetos (muestra) al
total de la poblacion que no ha sido observada, que se estudiard més adelante. Sin embargo,
abordar los datos en si mismos permitira descubrir métodos que seran de utilidad en esta
tarea.

Consideramos una poblacion compuesta por N elementos. Cada objeto o elemento en este
conjunto esta identificado por el indice 1, un nimero entre 1 y N. En cada elemento de la
poblacion observaremos un atributo que serd un numero y que denotamos x, con un subindice
para designar el elemento de la poblacion al que hacemos referencia. La poblacion esta
representada por el conjunto

{Xl, X2, X3, ..oy XN } Y {Xia 1= 1,2, weesy N}

Medidas de posicion o tendencia central

Una vez que se tiene el conjunto de los datos, toda la informacion estd contenida en la lista de
los N niimeros, y resulta evidente la dificultad de manejarnos cuando N es grande. Podemos
representar graficamente estos nimeros en la recta real y tendremos una idea de cémo se
agrupan los datos y donde se encuentran. Si desedramos describir este conjunto, una forma
razonable de empezar seria intentar en qué porcion del conjunto de los reales se encuentran.
Podriamos ordenar las observaciones de menor a mayor, y etiquetarlas como X;, X2, X3,... X,
de manera que

X1 < X< X3 <..< XN.

De esta manera sabemos que en el intervalo comprendido entre el maximo y el minimo de los
datos [x;, xn] esta toda la informacion de interés. No obstante, a menos que la distribucion de
los datos sea muy uniforme al interior del intervalo, el maximo y el minimo pueden ser
valores atipicos, muy poco frecuentes en los datos observados. Surge entonces la pregunta de
si es posible obtener una medida igualmente concisa de la posicion de las observaciones que



1) esté “cerca” de los datos y 2) en su construccion se utilice la informacién del conjunto de
¢stos. Presentamos dos formas de realizar esto.

La media (aritmética) se define como

- X tX, XX X,
x =2 2 3 N:Z_z
N ~ N

Se trata de una suma ponderada, en la que todas las observaciones contribuyen a la suma y
tienen el mismo ponderador 1/N. El concepto de promedio es una idea familiar, como valor
representativo de una coleccion de niumeros, y su caracteristica principal consiste en que, en
algin sentido, "esta cerca" del conjunto de nimeros en la poblacién. Ello se puede ver de la
siguiente manera: supongamos que hay un nimero K tal que la suma de las diferencias x; — K,
elevadas al cuadrado, sea minima. Si sumamos las diferencias y nos planteamos las
condiciones de primer orden para un minimo obtenemos:

N N

N Xi
B ) (xi_K)ZO —~ K =11
oK o N

Si tenemos las observaciones ordenadas de menor a mayor, la mediana se define como
Medianax = x(n+1y2 81 N es impar; 2 (Xn2 T Xn2)+1 ) S1 N es par.

Si se tiene un nimero de observaciones par la mediana es el promedio de las observaciones
centrales. Si el nimero de datos es impar la mediana es la observacion central. De modo que
el 50% de los datos son menores o iguales que la mediana y 50% de los datos son mayores o
iguales que la mediana.

La media y la mediana difieren en la forma en que sus valores son afectados por
observaciones ubicadas relativamente lejos de la media (outliers, del inglés "caer fuera").
Incluir dichas observaciones afectard en general mas a la media que a la mediana, como se
muestra en la figura siguiente.
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Medidas de dispersion

Una vez que hemos dado una indicacién acerca de la posicion de los datos, nos interesa
conocer si los datos se encuentran agrupados en un entorno vecino de la media o si por el
contrario se hallan dispersos y alejados entre si.

Una serie de medidas de dispersion se basa en las distancias a la media, o desviaciones de las
observaciones. Como la suma de las desviaciones es cero, las elevamos al cuadrado antes de
promediarlas, con lo que se obtiene siempre resultados positivos (enfatizando también la
contribucion a la suma de las desviaciones mayores en valor absoluto). La media de las
desviaciones de la media elevadas al cuadrado es la varianza s”.

N _

2 (x[ X )2
i =1

2 i

§ =

N

Hay una forma abreviada conveniente para calcular la varianza, que se obtiene desarrollando
el cuadrado de la expresion anterior.

ﬁ:(xi_;)z 1 &

szz”—z—Z(x2—2x;+;2):l ixz—ZEix +Nx :iixz—;z
N N ' N T =gl N

i=1

La varianza es igual a la media de los cuadrados menos el cuadrado de la media.

Al tomar la raiz cuadrada de la varianza obtenemos la desviacion standard s, que tiene las
mismas unidades de media que la media y que las observaciones. Standard quiere decir que
este valor es algo con lo que se compara, es un patron o unidad de mediada de las dispersion
de las observaciones con respecto a la media.

Si consideramos nuevamente a los datos ordenados en forma ascendente, podemos definir las
medidas de dispersion asociadas a la mediana, que son las siguientes:



El rango, que se define como:

Rango = xny —x;

y el recorrido intercuartil, que se define como el intervalo entre el tercer y el primer cuartil.
Para definir los cuartiles, supongamos que N+1 es divisible entre 4. Definimos entonces los
cuartiles C;, C,, Cs, como

Ci = XN+1y4
C, = medianax
Cs = X3(N+1)4
El recorrido intercuartil queda definido como
recorrido intercuartil = C; — C;

y corresponde al rango en que estan contenidas el 50% de las observaciones centrales .

Datos agrupados

Es frecuente que en una poblacion los atributos que observamos tomen un ntimero reducido
de valores posibles, con muchos elementos de la poblacion tomando un mismo valor. Es el
caso, por ejemplo del nimero de miembros como atributo de un hogar, que tipicamente sera
un numero entre 1 y 6, con una pequefia proporcion de casos por encima. Dichos datos
reciben el nombre de discretos. En lugar de enumerar la poblacion, la forma més conveniente
de presentar los datos es la de una tabla de frecuencias. Para cada valor de los posibles,
registramos cuantos casos en la poblacion toman dicho valor.

Si N+1 no es divisible entre 4 entonces los valores de los cuartiles deben interpolarse. Para ello definimos la
parte entera de un nimero como el entero mas cercano menor que un nimero dado y escribimos [N] = parte
entera de N. En este caso los valores de los cuartiles se definen como:

Ci =Xy T Xy +1 = Xqowenyag) (NFD/4 - [(N+1)/4])

Co =Xy (Xpensny+1 = Xqonenyz) (NFD/2 - [(N+1)/2])

G- Xpovenyay + (Xpovenyag+1 = Xpovenyap) GIN+1)/4 - [3(N+1)/4])

Recordemos que los datos estan numerados en forma ascendente y que el subindice nos indica el lugar del dato
(por eso se toma la parte entera). Una vez tomada la parte entera de (N + 1)/4 se ubica el dato y se corrige por un

factor igual a la diferencia entre este dato y el siguiente multiplicada por la fraccion entre (N + 1)/4 y su parte
entera.



Supongamos que existen k posibles valores diferentes: m;, my, ...,mg. Denotamos fj, f, ....fx a
la frecuencia absoluta de cada valor (el numero de veces que aparece). Toda la informacion
que necesitamos esta en los k pares de nlimeros (m;, ;). La misma se puede representar en el
siguiente diagrama de barras:

fi

Otra forma que toman los datos agrupados es cuando no se informan los valores exactos de
los datos, sino se presenta un conjunto de intervalos o clases y la informacion de cudntos
datos caen en cada uno de ellos. Ello puede obedecer a que en una encuesta no se pregunta el
valor exacto sino solamente la pertenencia a cierto intervalo, o a que el nimero de valores
diferentes sea tan grande que sea impracticable presentar una tabla. Un ejemplo tipico son los
datos sobre ingresos de las personas. Los pares son ahora de la forma:

{fi, [Li, Ui)}
donde L; es la cota inferior del intervalo y U; la superior, y la notacién [ , ) indica que el

intervalo incluye la cota inferior pero no la superior. Estos datos pueden representarse en un
histograma:

£/(U; L)

0 10 20 30 40 60 X

En este caso las frecuencias estan representadas por las areas y no por las alturas de los
rectangulos cuya base igual a la amplitud de cada uno de los intervalos o clases.

Podemos definir las medidas de posicion y de dispersion para datos agrupados:



Media:

Notamos que otra vez se trata de una suma ponderada, no de las observaciones, sino de los
valores posibles. El ponderador es fi/N o la frecuencia relativa. Sin embargo puede mostrarse
que es exactamente igual a la media para datos no agrupados, ya que en la suma hay para cada
valor xi, f; sumandos iguales, cada uno con un ponderador igual a 1/N.

Desviacion standard.:

La férmula de la desviacion standard para datos agrupados segun los valores es la siguiente:

1 & -\
S:\/N;fl(ml —x)

Cuando los datos son discretos, los m; son valores de los datos, pero cuando los datos estan
agrupados por intervalos, debe elegirse algn valor que “represente” a los valores observados.
Suele tomarse los puntos medios del intervalo:

m; = (L +U;)/2

Ello lleva implicita la suposicion de que los valores se distribuyen de manera uniforme dentro
de cada intervalo o clase. En este caso perdemos la informacidon sobre qué sucede al interior
de cada intervalo, y la media ya no es igual a la que se obtendria si se dispusiera de las
observaciones individuales sin agrupar.

Con datos discretos, obtener la mediana o los cuartiles no presenta dificultades, ya que puede
facilmente determinarse cudl es el valor hasta el que se acumula el porcentaje deseado de las
observaciones, sumando las frecuencias relativas. Para obtener la mediana y las cuartiles en el
caso de datos agrupados debemos proceder por interpolacion.

Modo

Una medida de posicion adicional es el modo, que es el valor més frecuente en el caso de
datos sin agrupar, y la clase con la frecuencia mas alta (intervalo o clase modal) en el caso de
datos agrupados.



Otras caracteristicas de la distribucion de los datos:
Asimetria

La idea de asimetria surge de la relacion entre el "cuerpo” de la distribucion (o aquella zona
cercana a la media) y las "colas", o valores alejados de la media, donde en general tenemos un
nimero menor de observaciones. Ello implica de algin modo la nocion de que las
distribuciones tienen una clase modal. En el caso de las distribuciones bimodales, existen
relativamente pocos datos en la vecindad de la media.

£/(U; _Ls)

Distribucién bimodal

El concepto de simetria se aplica en el caso de una distribucion unimodal. En el caso de una
distribucion unimodal. La simetria indica que no hay una tendencia de los valores lejanos a la
media a agruparse en una direccion en particular.

£/(U; _Ly)

Distribucién simétrica



Por el contrario la idea de asimetria se refiere a la tendencia de los valores extremos a
agruparse en una direccion particular.

£/(U; _Ly) fi/(U; -Li)

Asimetria a la derecha Asimetria a la izquierda
La medida de asimetria esta dada por la expresion siguiente:

Zb;(xi_;)z

3
S

Coef. Asimetria =

Aqui tomamos como en el caso de la varianza un promedio de las desviaciones, pero elevadas
al cubo en vez de al cuadrado, lo que produce que 1) los valores alejados de la media
contribuyen a la suma en mayor medida, y 2) las desviaciones conservan su signo original, Si
las desviaciones negativas pesan mas que las positivas, el coeficiente de asimetria tendra
signo negativo (distribucién asimétrica a la izquierda), mientras que valores positivos
implican asimetria a la derecha (una distribucion simétrica tiene un coeficiente de 0). La
division entre la desviacion standard elevada al cubo determina que el coeficiente de asimetria
no dependa de las unidades de medida empleadas.

Kurtosis

La kurtosis describe la relacion que existe entre el cuerpo de una distribucion y las colas. La
expresion para el coeficiente de kurtosis es la siguiente:

LZN:(’C[ _;)4

i=l

4
S

Kurtosis =

Valores reducidos implican que las colas de la distribucion pesan poco con respecto al cuerpo
(leptokurtica). Por el contrario, cuando los valores son altos la distribucion tiene una forma
mas "achatada": las colas tienen un peso importante con respecto al cuerpo de la distribucion



(platikurtica). Por este motivo a veces se menciona el coeficinte de kurtosis como
“coeficiente de apuntamiento”.

fi/ (Ui _Li) fl/ (Ui —Li)

Leptokurtica Platikurtica

Nubes de puntos y correlacion

Consideremos el caso en que una poblacion genera pares de observaciones, como por ejemplo
el consumo y el ingreso mensual de los hogares de Montevideo medido en pesos. El problema
que nos planteamos es ver si ambos atributos, que llamaremos X e Y, estan relacionadas de
alguna manera y en qué forma. Una de las formas de representar los datos que sugiere la
relacion entre ambos atributos es el grafico de nube de puntos, en el que hemos representado
las medias muestrales de X e Y .




En el ejemplo imaginario del grafico es evidente la existencia de algin tipo de relacion (a
valores altos de X corresponden valores altos de Y y viceversa). Esto se puede ver mas claro
si movemos los ejes del grafico a los puntos de las medias muestrales de las observaciones.
En el siguiente diagrama hemos restado el valor de la media a cada observacion de X e Y, es
decir las hemos expresado en forma de desviaciones. Todos los puntos en que X e Y exceden
la media estan en el cuadrante II (ambos positivos); en el cuadrante IV ambas desviaciones
son negativas. En los cuadrantes I y III las desviaciones de una y otra variable tienen diferente
signo.

y—y
1 L x x ¥ II
X %
X b xx
*lxx x
x X| X
x X% x—X
X X
1A/ 11

Resulta claro aqui que hay mas puntos en los cuadrantes II y IV que los que hay en los
cuadrantes | y III. En este caso decimos que hay una correlacidon positiva entre X e Y: valores
altos de X estan asociados con valores altos de Y y viceversa. Si no hubiera relacién alguna
entre X e Y podriamos esperar que los puntos estuvieran dispersos alrededor de la media de
manera que hubiera méas o menos el mismo niimero de puntos en cada cuadrante.

Ello sugiere una medida de asociacion entre ambos atributos, llamada covarianza:
1 & - -
SXY =— (xi - ny,. - y)
23

La covarianza es también un promedio, es la media de los productos de las desviaciones. Los
puntos en los cuadrantes II y IV contribuyen a la suma con sumandos positivos, mientras que
los puntos en los cuadrantes I y III lo hacen con sumandos negativos. La covarianza puede ser
positiva y negativa y no estd acotada, dependiendo de las unidades de medida de X y de Y que
no tienen porqueé ser las mismas.

Es mas conveniente entones tener un indicador que no dependa de las unidades de medida
empleadas, y para ello se utiliza el coeficiente de correlacion, que esta definido como el
cociente entre la covarianza y el producto de las desviaciones standard de X y de Y.

Sy
Irxy =

.S,



El coeficiente de correlacion siempre estd comprendido entre —1 y 1 (no lo demostraremos).
Cuando el coeficiente de correlacion es cercano a cero entonces hay baja o nula correlacion
entre las variables, en cambio valores cercanos a 1 y a —1 implican alta correlacion, positiva y
negativa respectivamente. La correlacion indica una asociacion de tipo lineal entre ambos
atributos. Si la relacion fuera exactamente lineal tendriamos rxy iguala 1 o a —1.

3. Probabilidad
Enfoques de la probabilidad

Intuitivamente asociamos probabilidad con el grado de verosimilitud o certeza que asignamos
a cierto suceso. Al decir "es improbable que Juan venga hoy", o "probablemente manana
llueva", usamos la expresion para referirnos a un suceso que puede ocurrir 0 no y que nos
parece mas o menos esperable.

Para precisar la definicidon comenzamos con una breve discusion de un conjunto de diferentes
enfoques acerca de qué es la probabilidad.

El primero que se presenta es el llamado enfoque clasico (o a priori) define la probabilidad de
la siguiente manera:

Si un experimento aleatorio (definido informalmente como un suceso cuyo resultado se
desconoce con anterioridad a que ocurra) puede producir n resultados igualmente verosimiles
y mutuamente excluyentes, de los cuales na poseen el atributo A, entonces la probabilidad de
que ocurra A es igual a la fraccidon nu /n (casos favorables/casos posibles).

Ejemplo:

Supongamos que alguien quiere calcular la probabilidad de obtener dos "caras" si lanzamos
una moneda dos veces. Los resultados excluyentes e igualmente verosimiles son cuatro:
{(C,0), (C,N), (N,C), (N,N)}. Contando, vemos que unicamente en uno de ellos obtenemos
dos caras con lo que deducimos que la probabilidad de dicho suceso es igual a 1/4.

Un primer problema de esta definicion es que implica restringirse a eventos que tienen un
numero finito de resultados. So6lo cuando estd definido el conjunto de los resultados
igualmente verosimiles podemos contar aquellos en que encontramos el atributo A.

El segundo problema que surge es que esta definicidon necesita que los resultados posibles
sean "igualmente verosimiles". Esto vuelve a la definicion circular, y no nos permite
determinar probabilidades cuando no sabemos a priori si los resultados son igualmente
verosimiles.

A diferencia del enfoque clasico, el enfoque frecuencista (o a posteriori) propone una idea de



probabilidad intimamente relacionada con la posibilidad de repetir determinado experimento
y observar el resultado en un nimero n, arbitrariamente grande, de realizaciones. Es crucial
que esto pueda hacerse en las mismas condiciones cada vez, aunque cada resultado individual
siga siendo impredecible. Postulamos que existe un nimero P(A) que es la probabilidad del
suceso A, y lo aproximamos por la frecuencia relativa de su ocurrencia en un nimero grande
de casos.

P (A)= lim 4

n—0 n

Esta definicion permite que la probabilidad no quede restringida a experimentos con un
conjunto de resultados equiprobables, pero requiere que sea posible una larga serie de pruebas
repetidas. La probabilidad surge de la estabilidad observable de las frecuencias relativas.

La pregunta en este caso es si se puede hablar de la probabilidad de eventos que no caen
dentro de la clase de los repetibles en condiciones aproximadamente similares. ;Cual es la
probabilidad que un comando suicida secuestre al profesor cuando abandone el salon de
clase? ;Cual es la probabilidad de que se descubra la cura para el SIDA antes del ano 20107

Estas preguntas pueden legitimamente incluirse dentro de un marco probabilistico dentro del
enfoque subjetivo de la probabilidad. La definicion en este caso es que la probabilidad P(A)
representa el grado subjetivo de certeza sobre la ocurrencia del suceso A en un experimento
futuro.

Una ilustracion sobre como puede revelarse esta asignacion subjetiva de probabilidades
consiste en considerar la pregunta "cuanto me tienen que pagar para que yo acepte apostar un
peso si el evento A sucede". Para evaluar la apuesta usamos el criterio de la ganancia
esperada, definida informalmente como la suma ponderada de los montos que gano y pierdo
en cada caso, cada uno multiplicado por la probabilidad de que ocurra una y otra cosa. Un
criterio para decidir aceptar la apuesta podria ser "una apuesta es justa si la ganancia esperada
es al menos 0", es decir no hay razones para esperar perder dinero. Partimos de una
probabilidad desconocida que llamamos p, y la disposicién subjetiva a aceptar cierta apuesta
"revela" esta probabilidad.

Por ejemplo, el suceso A podria ser "Pefiarol vence a Nacional en el siguiente clasico". Si, por
ejemplo, estuviera dispuesto a aceptar 1,25 pesos por cada peso apostado, mis ganancias
esperadas equivalen a lo que gano (1,25 centésimos) multiplicado por la probabilidad de
ganar (que llamamos p) menos la apuesta (1 peso) multiplicada por la probabilidad de perder
(1 —p). La apuesta parecera justa si mi ganancia esperada es positiva.

Ganancia esperada = 1,25p — (1-p)=2,25p-120< p=>1/2,25=0,44

Por lo tanto mi aceptacion de la apuesta estaria revelando que yo asigno una probabilidad
subjetiva al evento mayor que el 44%. ;En qué me baso? Puedo haber examinado los registros
historicos y calculado la frecuencia relativa de las victorias, pero también puedo modificar mi
apreciacion de acuerdo a las condiciones del clima, las declaraciones de los directores



técnicos, el hecho de que cierto jugador esté o no lesionado, etc.

Esto muestra que dificilmente puede concebirse una probabilidad subjetiva que no tenga en
cuenta experiencia anterior en condiciones aproximadamente similares.

También es util distinguir entre la total ignorancia y el considerar a los eventos posibles como
equiprobables. La ignorancia total se identifica mas bien con la imposibilidad de asignar
probabilidades, mientras que la equiprobabilidad tiene que ver con que no hay ninguna razéon
para considerar algin resultado como mas probable que otro.

Para el tratamiento matematico de la probabilidad, se comienza por definir un conjunto de
axiomas, desarrollando en forma deductiva el conjunto de proposiciones y teoremas
utilizando la logica matematica. Lo interesante es que la definicion matematica de
probabilidad no requiere en si misma de ninguna interpretacion sobre lo que la probabilidad
"es" (clasica, frecuencista o subjetiva), sino que las comprende a las tres y permite en cada
caso el calculo de las probabilidades correspondientes.

Experimento aleatorio

Los axiomas de la probabilidad que desarrollaremos mas adelante son una descripcion
idealizada de un mecanismo aleatorio. El punto de partida es la nocidon de un experimento
aleatorio.

Def.: Un experimento aleatorio, denotado por g, es un experimento que satisface las
siguientes condiciones:

1) todos los posibles resultados son conocidos a priori

i1) en una realizacion particular el resultado no es conocido a priori

ii1) el experimento puede ser repetido bajo idénticas condiciones.

Espacio muestral y eventos aleatorios

Podemos definir ahora dos términos esenciales en probabilidad, espacio muestral y evento
aleatorio. Ambos se definen en términos de conjuntos.

El espacio muestral es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento
aleatorio, y lo denotamos S.

Un evento aleatorio es cualquier subconjunto del espacio muestral S. Los eventos aleatorios
se definen en términos de los elementos de S. Si denominamos A a un conjunto de elementos
de S, decimos "el evento A ha ocurrido" si el resultado del experimento aleatorio fue uno de
los resultados contenido en A. El conjunto de los eventos, o espacio de los eventos, lo
denotamos por 3.

Los elementos de S reciben el nombre de "eventos elementales". Por ejemplo, en el caso del



clasico el conjunto de resultados elementales es:
S = {"gana Pefiarol", "gana Nacional" , "empate"}
No siempre en el conjunto S hay un niimero finito de eventos elementales. Por ejemplo, el

experimento aleatorio "tirar una moneda hasta que salga cara" tiene como resultados posibles
una serie de n-uplas de la forma:

S = {(C), (NC), (NNC), (NNNC), (NNNNC) ...}

que constituyen un conjunto de infinitos elementos.

Los eventos elementales generan a su vez nuevos eventos, a través de las operaciones usuales
entre conjuntos (la unidn y la interseccion). Por ejemplo, el evento "Nacional no pierde" esta
formado por la union de los eventos "gana Nacional" y "empate".

Si A es un evento aleatorio, A° es el evento "A no ocurre". El espacio muestral S, que
contiene todos los resultados del experimento, se puede pensar como un evento, el evento "el

experimento tiene un resultado". En este sentido, dado que S ocurre siempre, se puede decir
que S es el "evento seguro".

El conjunto vacio, &, estd contenido en el conjunto de los eventos, como el evento "el
experimento no tiene un resultado". De este modo, el evento & es el "evento imposible".

De la misma manera, A U B representa el evento "A o B han ocurrido", y A N B representa el
evento "ambos A y B han ocurrido".

Se puede asimismo definir la idea de eventos excluyentes, que son dos eventos A y B tales
que A N B =, lo que puede leerse "si ocurre A entonces B no puede ocurrir y viceversa".
Recordando la definicion de particion, una coleccion de eventos es una particion si "uno y
solo uno de ellos puede ocurrir".

o—dlgebra

La teoria impone cierta estructura al conjunto J de los eventos. Esta estructura consiste en
que J sea un g—lgebra asociado a S.

Un conjunto J (no vacio) de subconjuntos de S es un c—algebra si cumple con :

i) Si A € J entonces A° € 3
i1) Si Aj e J,1=1,2,... entonces U;Al. el

De ello se deriva que, para nuestro conjunto J de los eventos se cumple que:
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Ejemplo. Consideremos el experimento de tirar dos monedas. El espacio de resultados estd

dado por el conjunto S = {(CC), (CN), (NC), (NN)}. Un c—algebra asociado puede definirse

CcCOmo:

3 = {{S}, {}, {(COY}, {(CN), (NC), (NN)} }.

No hay un tnico c—algebra asociado a cada experimento, y su conformacion depende de los
eventos de interés. Por ejemplo, en el marco del mismo experimento puede definirse otro o—
algebra J, de la siguiente manera (comprobar como ejercicio que ambos conjuntos son c—
algebra):

32 = {{8}, {J}, {(CC), NN)}, {(CN), (NC)} }.

En general, partiremos del conjunto S de resultados posibles. Definidos los eventos de interés
dentro del experimento, procederemos a completar la clase I con las uniones y complementos
correspondientes.

Axiomas de la probabilidad

La probabilidad es una funcion que asocia a cada evento A perteneciente a I un nlimero que
denotamos P(A), "la probabilidad de que A ocurra". Dicha funcion queda definida mediante

los siguientes axiomas:

Def. : Probabilidad es una funcion P (-): 3— [0, 1] (definida en I y que toma valores en el
intervalo cerrado [0, 1] de los nimeros reales), que cumple con los siguientes axiomas:

1) para cualquier A € 3, P (A) > 0.
2)P(S)=1

3) Si {4, }Zl es una secuencia de eventos mutuamente exclusivos en 3, entonces

P( ;A,.): 2P(A,.)

La terna (S, P, 3J) recibe el nombre de espacio de probabilidad.
De los axiomas basicos se deduce un conjunto de reglas:

a) A y A° son por definicion disjuntos, y ademas A U A° =S, de manera que



P(A)+P(A)=P(S)= 1.

Esto nos da la regla P(A%) = 1- P(A)

b) P(Z)=1- P(S)=0

c¢) B se puede escribir como la unidon de dos conjuntos disjuntos:
B=BnNnA)UBMNA

de modo que

PB)=P(BNA)+P (B NA®

Al mismo tiempo,

P(AUB)=PA)+P (B NA"

de modo que usando la relacion anterior tenemos que

P (A UB)=P(A)+P(B)-P (AN B).

Probabilidad condicional

Consideremos ahora el caso en que la informacidon que tenemos acerca de la ocurrencia de
cierto evento se modifica y adquirimos algin conocimiento parcial acerca del mismo. No
conocemos si el evento ha ocurrido -si lo supiéramos no tendria sentido hablar de
probabilidad- pero tenemos informacion de que algun otro evento ha ocurrido. ;coOmo son
afectadas las probabilidades que asignamos a la ocurrencia del primer evento?

Por ejemplo, supongamos que queremos adivinar cudl es una carta extraida al azar de un
mazo de 48 cartas. Si nuestra adivinanza fuera, digamos, que la carta es el rey de espadas y
llamamos a ese evento A, la probabilidad que asignariamos a dicho evento, sin conocer otra
informacion, seria P(A) = 1/48.

Supongamos ahora que nos dicen que "el palo es espadas" y llamamos a este evento B. Esto
modifica la probabilidad que asignamos a nuestro evento original en dos sentidos. Por una
parte, sabemos que, terminantemente, ninguna de las cartas que no son espadas puede salir.
Esto reduce nuestro espacio muestral a las 12 espadas. En segundo lugar, el rey de espadas
sigue siendo posible, y dado que una de las doce espadas es el evento que nos interesa,
podemos obtener la probabilidad de A condicional a que el evento B ha ocurrido:

P(A/B)=1/12

o también "probabilidad de A dado B". En el caso particular de nuestro ejemplo P(A/B%) = 0.



Para calcular probabilidades condicionales se utiliza la regla:

p(a/B) = AN B) (ﬁ(;)B )

Las probabilidades relevantes para cualquier evento A pasan a ser ahora las probabilidades del
evento (A N B). El hecho que B ha ocurrido reduce el espacio muestral al evento B, y la
division por P(B) introduce este escalamiento. En nuestro ejemplo,

P(rey de espadas /espadas) = P(rey de espadas M espadas)/P(espadas)= (1/48)/(1/4) = 1/12.

Independencia

A partir del concepto de probabilidad condicional, podemos ver que no siempre saber que
ocurre B nos va a llevar a modificar nuestra evaluacion de las probabilidades que le
asignamos a A. Por ejemplo, consideremos al evento A "sacar un as de un mazo de cartas", y
al evento B "la carta extraida es una espada". Sabemos que P(A) = 4/48 = 1/12 y nos interesa
determinar si conocer la ocurrencia de B modifica la evaluacion de la probabilidad de que A
ocurra.

Calculando la probabilidad condicional obtenemos que
P(A/B)=P(A N B)/P(B)=(1/48)/(12/48) = 1/12
En este caso conocer la ocurrencia de B no modifica la probabilidad de que ocurra A.
Def. Dados dos eventos A y B, si se cumple que
P(A/B) =P(A)

ambos eventos son estadisticamente independientes. Aplicando la definicion de probabilidad
condicional obtenemos que, si dos eventos A y B son independientes,

P(ANB)

P(B)

de donde deducimos la regla de la multiplicacion para eventos independientes:

= P(A)

Si A y B son eventos independientes, entonces
P(A nB)=P(A) - P(B)

Por ultimo, nuestro ejemplo muestra que independencia no es lo mismo que exclusion mutua.
Los eventos del ejemplo pueden ocurrir ambos a la vez, (la carta puede ser una espada y ser



un as) y son independientes entre si. Si dos eventos A y B, no vacios, son mutuamente
excluyentes o disjuntos, es decir su interseccion es vacia, entonces P(A/B) y P(B/A) son
siempre iguales a cero, por lo que no serian independientes. En tal caso, conocer la ocurrencia
de A modifica la evaluacion de la probabilidad de que B ocurra, hasta el punto de implicar
que B es imposible.

Conviene aclarar sin embargo que cuando se consideran mas de dos sucesos a la vez, para que
sean todos ellos independientes entre si no basta con que sean independientes dos a dos.

Regla de Bayes
Asi como teniamos
P(A/B) = M
P(B)
también se cumple que
pia) = PANE)
P(4)

y por lo tanto
P(A " B)=P(A/B) - P(B) =P(B/A) - P(A)

de lo cual obtenemos la expresion

P (B/A) = . P(B)

conocida como la Regla de Bayes. Puede entenderse como una regla para revisar
probabilidades a la luz de la incorporacion de nueva informacion. Partimos de un evento B
que no ha sido observado pero al que se asigna una probabilidad. Llamamos a esta
probabilidad P(B) a priori. Si de alguna manera sabemos que A ha ocurrido, si conocemos las
probabilidades condicionales P(A/B) y P(A/B), podemos revisar nuestra evaluacion de P(B)
y llegar a P(B/A) o probabilidad posterior. Con P(A/B) y P(A/B®) reconstruimos P(A)
utilizando el hecho que P(A) = P(A n B) + P(A n B°) = P(A/B)P(B) + P(A/B°)P(B°).

Por ejemplo, tomemos el experimento consistente en entrevistar a los integrantes activos
laboralmente de un hogar y preguntarles su condicion de jefe de hogar o no y su condicion de
ocupado o desocupado. Tomemos el evento "el individuo estd desempleado” y los eventos "el
individuo es jefe del hogar" y "el individuo no es jefe de hogar". Supongamos que,
observando al conjunto de los desocupados se pueda decir que las probabilidades son:

P(jefe de hogar/ desempleado) = 0,15
P(jefe de hogar/ no desempleado) = 0,85



Supongamos que nuestra probabilidad a priori de que un individuo esté¢ desempleado, sin
observar su condicion de jefe de hogar es de 0,10. Notamos que la probabilidad de "jefe de
hogar" es igual a 0,78 = (0,15)-(0,10) + (0,85):(0,90), dado que los eventos desempleado y no
desempleado constituyen una particion de S. La regla de Bayes da las probabilidades a
posteriori de estar desempleado dado que el individuo es jefe de su hogar como

P(desempleado/ jefe de hogar) = (0,15)-(0,10)/(0,78) = 0,02

Si consideramos un conjunto de r eventos By, B,, ..., B; tales que constituyen una particion de
S, todos con probabilidades distintas de cero, entonces cualquier evento A contenido en S
ocurre a través de la ocurrencia de alguno de los B;. A su vez las intersecciones de A con cada
uno de los B; son disjuntas dos a dos, de modo que podemos escribir:

P(A)= Y P(4B)= Y P(4/8)P(8)

i=1

Para el caso de eventos Bj, B,, ..., B; que constituyen una particion de S, todos con
probabilidades distintas de cero, entonces la regla de Bayes es:

P(A4/B,)

> P(5,)-P4/5)

P(B,/A)=

4. Variables aleatorias
Definiciones

Se introduce a continuacion el concepto de variable aleatoria, sin duda el mas importante en
el contexto de este curso. Nos servira para redefinir nuestro espacio de probabilidad,
haciéndolo mas flexible, y adaptarlo al conjunto de situaciones en que el resultado de un
experimento aleatorio es o puede representarse por un nimero. Los experimentos aleatorios
de interés para la economia suelen casi siempre generar resultados numéricos (por ejemplo, el
PBI, la tasa de inflacion, tasa de desempleo, etc.). Cuando no es asi, la variable aleatoria
también permite asignar nimeros a resultados cualitativos, haciendo mas manejable nuestro
espacio de probabilidad sin cambiar su estructura basica. El espacio (S, P, J) de probabilidad
estudiado hasta aqui presenta el problema de que el dominio de la funcion P es un c—élgebra
de eventos, lo que hace su manipulacion complicada. Para calcular las probabilidades de
eventos se deben derivar los elementos de J, lo cual puede ser una tarea dificil cuando se trata
de conjuntos con muchos o infinitos elementos.

Consideremos ahora una funcion que asigna a cada elemento del espacio muestral S uno y
solo un elemento del conjunto de los niumeros reales:

X():S—> R



Con esto se establece la base para obtener un mapa que va de los eventos a los nimeros
reales. Usamos la variable aleatoria para describir eventos, de modo que la ocurrencia de
cierto evento ahora estard representada por la funcion X tomando valores en un intervalo
determinado de los reales. No cualquier funcion, sin embargo, preservard la estructura de
probabilidad de nuestro espacio original. Como las probabilidades estdn definidas para
eventos, necesitamos, para cualquier intervalo de la recta real, que las preimagenes de la
funcién en dicho intervalo sean eventos, es decir, pertenezcan a J. Por preimagenes
entendemos aquellos elementos de S tales que la funcién X les asocia una imagen en ese
intervalo de R. La definicion precisa del conjunto de intervalos que se toman en cuenta hace
uso de un concepto nuevo, el de la clase de Borel, que es un conjunto de subconjuntos de
R |que cumple las condiciones de ser un c—algebra de intervalos y que incluye los eventos que
generalmente seran de interés. Sin embargo, no vamos a estudiar en detalle las clase de Borel
y nos vamos a limitar a establecer una condicion necesaria para que la funcion X represente
adecuadamente eventos. Si las preimagenes de todos los intervalos abiertos por la izquierda,
del tipo (— , x], son eventos, entonces las preimagenes de todos los conjuntos de la clase de
Borel seran eventos.

Por lo tanto se pide la siguiente condicion adicional para una variable aleatoria: consideremos
un numero real cualquiera x, y observemos el conjunto de resultados del experimento (los que
denotamos con la s mindscula) tales que los valores que la funcion X asigna son menores o
iguales que x. Lo escribimos como el conjunto Ay:

Ax={s e S: X (s)<x}

La condicion indica que el conjunto de los resultados s tal que X(s) < x €3, es decir, deben
pertenecer a la clase de eventos asociada al experimento.

Def. Dado un espacio de probabilidad (S, 3, P), una variable aleatoria es una funcion que
asocia a cada elemento del espacio de resultados S un namero real, tal que para todo xR, Ay
={s:X(s)<x} €3.

Una variable aleatoria, entonces, solo tiene sentido en relacion a un determinado c—algebra de
eventos.

Por ejemplo, consideremos el experimento de arrojar dos monedas consecutivas, y definamos
la funcion X = niimero de caras obtenidas. Para determinar si nuestra funcion es una variable
aleatoria, enunciamos nuestro espacio muestral, que esta dado por: S= {NN, NC, CN, CC}, en
el cual X estd definida como: X (NN) =0, X (CN)=1, X (NC) =1y X (CC) = 2. Un posible
c—algebra asociado a este espacio muestral es:

;3;;{)?; &, {(COY, {NN)}, {(CN), (NC)}, {(CN), (NC), (NN)}, {(CN), (NC), (CO)}, {(CC),

construido con los conjuntos de resultados que dan 0, 1, o 2 caras, sus uniones y sus
intersecciones (verificar que es un c—algebra). Para verificar que X es una variable aleatoria,



consideremos los conjuntos de tipo X(s) <x para distintos valores de x. Debemos recorrer
toda la recta real, pero esta tarea se ve facilitada debido a que la funcién X toma valores en un
nimero reducido de puntos. Asi, construimos la tabla de los posibles intervalos semiabiertos
(-0, x] y de sus preimagenes en S:

(=00, x] tal que s: X(s)<x
x<0 %)
0<x<1 {(NN)}
l<x<2 {(NN), (CN), (NC)}
2<x S

Como vemos que para cada uno de los intervalos posibles considerados, el conjunto de
preiméagenes pertenece a la clase de los eventos, podemos concluir que X es una variable
aleatoria.

La relacion de la variable aleatoria con el espacio de probabilidad original estd dada porque
podemos considerar si la variable aleatoria toma valores en un intervalo (- , X] y calcular la
probabilidad asociada de la siguiente manera:

P(X(s) < x) =P {s: X(s) <x}

Podemos hacerlo porque siempre el conjunto de los elementos del espacio de resultados a los
que la funciéon X asigna un valor menor o igual que x son eventos, para cualquier x real.

En algunos de los ejemplos vistos en la discusion de probabilidad, los resultados de los
experimentos aleatorios eran de por si numéricos, como en el caso del dado. En general en
economia serd este el caso. Consideremos por ejemplo el experimento aleatorio consistente en
"tomar un afio dado y observar a las empresas residentes en un territorio dado sumando el
total del valor de la produccion de bienes y servicios del afio a precios corrientes sin incluir
los insumos intermedios". El resultado de dicho experimento podria ser cualquier nimero
real, y para describirlo empleamos la variable aleatoria PBI;, donde el subindice t denota que
estd referida a un periodo de tiempo determinado. Obviamente, esto es asi antes de que la
produccion ocurra y se efectie la medicion. Cuando ésto ya se ha realizado, y tenemos por
ejemplo el PBI de 1995, éste ya no tiene nada de aleatorio. Ademds, no podemos -
definitivamente- volver a repetir el experimento.

En experimentos que arrojen resultados de tipo cualitativo, éstos se pueden expresar
numéricamente, de la misma manera que etiquetabamos los resultados de arrojar una moneda
como "cara" =0 y "numero" = 1.

Funciones de cuantia, densidad y distribucion

Al definir las variables aleatorias asociamos probabilidades a los intervalos abiertos de forma
(-0, x]. El siguiente paso que daremos es describir dichas probabilidades mediante el uso de



una funcién definida en los nimeros reales, la funcién de distribucion.

Def. Sea X una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (S, 3, P (+)). La
funcién F: R— [0, 1] definida por:

F (x) = P(X(s)< x) = P[{s: X(s)< x}]

se denomina funcion de distribucion de la variable aleatoria X.

La funcidn de distribucion de una variable X cumple las siguientes propiedades:
1) es no decreciente: para a <b siempre F(a) < F(b)

2) es continua por la derecha:

%linOlF (x+h)=F (x)
3)
F (-0) = hlirEO Fx)=0
4)
F (+0) = hlirEO Fx)=1

Consideremos una vez mas) el experimento de lanzar un par de monedas, con X definida
como el niimero de caras. Entonces la funcion de distribucion de X estaria dada por:

0 x <0
1/4 0<x<1

F(x)= 3/4 1<x<2
1 2<x

Variables aleatorias discretas
Consideramos ahora variables aleatorias tales que el nimero de resultados del experimento al
que estan asociadas no es necesariamente finito, pero es contable, es decir, los resultados

pueden ser puestos en correspondencia con los nimeros naturales (enteros positivos).

Para dichas variables podemos enumerar cada resultado del espacio muestral y la probabilidad
a éste asociada.

Def. La funcion de cuantia Px (x) de una variable aleatoria discreta se define como



Px(x) = P(X=x)
para cada x perteneciente al espacio muestral.

Podemos notar que:

donde la suma se realiza sobre todos los valores posibles de X.

La representacion grafica de una funcidén de cuantia es un diagrama de barras exactamente
igual que el que se presentd en estadistica descriptiva.

La funcidn de distribucion Fy (x) de una variable aleatoria discreta se define como:

Fy (x0) = D_P,(x) =P (x < x)

x<Xxy

Usaremos la letra mayuscula para denotar a las variables aleatorias y la minuscula para
cualquiera de los valores que toma. Si graficamos la funcion vemos que tiene forma
escalonada.

FX(X)
1 .............................................................. -=
— |
X1 X2 X3 X4 X

Variables aleatorias continuas

Imaginemos un experimento aleatorio tal que su resultado puede ser razonablemente descrito
por cualquier numero real (como puede ser el caso de muchas variables econdémicas). Aunque



se puede argumentar que las variables siempre estdin medidas en unidades de naturaleza
discreta (como pesos y centavos), es un hecho que cuando el nimero de los posibles valores
es muy alto, una aproximacion continua es mucho mas conveniente.

El espacio de posibles resultados es ahora infinito e incontable, y esto cambia la forma en que
se realiza la atribucion de probabilidades a los eventos y a los valores reales que los describen.
La atribucioén de probabilidades no se realiza a puntos en particular como en el caso de las
variables discretas y se realiza sobre intervalos de los reales, utilizando las funciones de
densidad y distribucion.

Una variable aleatoria X se define continua si existe una funcion f(x) tal que

para cada nimero real x. La funcidon f(x) recibe el nombre de funcion de densidad de la
variable aleatoria X.

La funcion de densidad puede verse como una funcidon que distribuye masa de probabilidad
sobre los distintos intervalos de la recta real. La probabilidad de un punto en particular resulta
ahora irrelevante (de hecho para una variable aleatoria continua es igual a cero) e interesan en
cambio las probabilidades de intervalos. La funcion de densidad nos indica como estd
cambiando la probabilidad acumulada en cada punto, pero no es en si misma una
probabilidad, y puede tomar valores mayores que 1.

La funcién de densidad cumple con dos propiedades:
Hf(x)>0
2) [flx)dx=1

Por su parte la funcion de distribucion F(x) es no negativa, no decreciente, y su valor cuando
x tiende a +oo es 1. La funcion de distribucion en el caso de las variables aleatorias continuas
también caracteriza la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores menores o
iguales que los de un valor dado de x, pero ahora, en lugar de construirse como una suma de
las probabilidades de puntos, se obtiene como la integral para los valores menores o iguales a
cada x de la funcién de densidad. El grafico siguiente muestra cémo la probabilidad
acumulada crece hasta converger al valor 1. Para cualquier x real, la altura en el grafico
mostrara la probabilidad acumulada P(X < x).



Fx(x)

P(xo< x <£x)

X0 X1

La probabilidad de que X tome valores en el intervalo (X, , X;) estd dada por la resta de los
valores de la funcion de distribucion en los extremos del intervalo (que en el grafico puede
medirse como la distancia vertical entre las ordenadas en ambos puntos):

P (xo< X <x1)=F(x1) — F(x0)

Se considera a X mayor estricto que Xo y menor o igual que x; porque el calculo implica la
resta de las probabilidades de X menor o igual que x; y que X, respectivamente, de modo que
el punto especifico xo no queda incluido. Si se toma en cuenta que en el caso de las variables
continuas la probabilidad P(X = x) = 0, ello no tiene consecuencias para los calculos.

Aqui es donde se muestra la importancia de las relaciones entre densidad y funcion de
distribucion. Partiendo de que

P(X <x¢) =F x (X0) = j £x) ax
se obtiene que N
P(X>xg) = jf(x) dx=1-TF x (Xo)

Asimismo, la probabilidad de observar a la variable X en determinado intervalo (x¢, x;] puede
ser vista como la integral de la funcion de densidad en el intervalo considerado:



P(xo<X<x))= Fx(Xl)—Fx(Xo):jf(x)dx— ff(x)dejf(x)dx

utilizando aditividad respecto del intervalo de integracion. La integral equivale al area entre
ambos puntos bajo la funcidon de densidad, como se muestra en el siguiente grafico:

fx)

Xo Xi X

Esta representacion grafica de la probabilidad de un intervalo como un area recuerda los
histogramas presentados en el contexto de estadistica descriptiva. Esto guarda relacion en
cierta medida con la motivacion del desarrollo de los conceptos de la teoria probabilistica, en
que las probabilidades pueden verse como surgiendo una idealizacion de la idea de
frecuencias relativas de intervalos.

Como conclusion, partiendo de nuestro espacio de probabilidad original, hemos sustituido a
nuestro espacio muestral original S por la recta real, de manera que los eventos quedan
representados por distintos valores que toma una variable aleatoria. A su vez, la clase de los
eventos J ha sido sustituida por la clase de Borel, a la cual nos aproximamos mediante el
conjunto de los intervalos semiabiertos (—o , x]. La funciéon P(-), que asigna probabilidades,
estd ahora definida sobre intervalos de la recta real. Su dominio sigue siendo un conjunto. Sin
embargo, las funciones de distribucion, densidad y cuantia son funciones cuyo dominio es el
conjunto de los niimeros reales (y por lo tanto permiten un manejo mucho mas accesible con
los métodos del calculo) para describir en términos probabilisticos las variables aleatorias.

Momentos
Para el estudio matematico de la distribucion de las variables aleatorias, son importantes
algunas caracteristicas de las mismas que llamamos momentos. Para su analisis hacemos uso

de la nocion de valor esperado.

Es posible ver al valor esperado de una variable aleatoria como una forma idealizada de la
media. Para una variable aleatoria discreta el valor esperado se define como:



u=EX)=> xP,(x)

es decir, una suma ponderada de los valores de la variable, en la que los ponderadores son las

probabilidades de cada uno de los valores. X puede tomar diferentes valores, pero E(X) es una
2

constante ~.

Para una variable aleatoria continua, el valor esperado se define de la siguiente manera:

u=EX)= J.xf(x) dx

aqui el lugar de la sumatoria lo toma una integral, donde ponderamos a todos los valores
reales de x por la densidad.

En muchos casos es de interés averiguar la distribucion de probabilidad de una funcidon de una
variable aleatoria o de un vector aleatorio. A partir de una variable aleatoria X, a través de una
funcién g(-) obtenemos Y = g(X). Nos interesard saber en qué condiciones Y = g(X) serd
también una variable aleatoria y si es posible derivar la funcion de distribucion o de densidad
de Y a partir del conocimiento de g y de la distribucion de X.

No sera posible dar una respuesta detallada a ambas cuestiones en el marco de este curso, sino
que nos limitaremos a llamar la atencion sobre la existencia de este problema y a dar algunas
indicaciones sobre resultados ttiles que involucran distribuciones de funciones de variables
aleatorias y sus momentos. Nos basta con sefalar que para que las funciones de variable
aleatoria sean a su vez variables aleatorias deben preservar la estructura de eventos en la clase
J en la que estan definidas las probabilidades correspondientes a la variable o vector original.
No estudiaremos la técnica para derivar la distribucion de Y a partir de g(-) y de la
distribucion de la X. So6lo mencionaremos que dentro de las funciones, la clase de las
funciones mondétonas (las que siempre decrecen o siempre crecen con X) permitiran un calculo
mas sencillo de las densidades de Y = g(X), ya que admiten en general la funcion inversa X =
g (Y) y ello nos ayuda a rastrear las probabilidades de los intervalos correspondientes.

Del mismo modo que calculamos E(X), podemos calcular E(Y) = E(g(X)) . En lugar de hallar
la densidad de Y y promediar con respecto a esta densidad, podemos promediar g(X) con
respecto a la densidad de X. En forma general, el valor esperado de una funciéon de una
variable aleatoria discreta X, digamos g(X), se define como:

El nombre puede no ser del todo claro, ya que el valor esperado no es necesariamente uno de los
valores posibles de la variable aleatoria. En el caso de la variable "numero de la cara superior de un dado", por
ejemplo, E(X) = 3.5, un valor que nunca podemos "esperar" observar. Mas confuso atn es el término
"esperanza" que a veces se aplica al traducir directamente del inglés expectation, que se asocia a la idea de
expectativa.



E(g(X))=>_g(x)P,(x)

A su vez, el valor esperado de una funcion g(X) de una variable aleatoria continua X se define
como:

E(g(X) = [ g(x)f(x) dx
Una funcion lineal de X tiene la forma general Y = a + bX, donde a y b son constantes. Una
propiedad del valor esperado es la "linealidad":

E (a+bX) =a + bE(X).

La varianza de una variable aleatoria estd dada por el valor esperado de la desviacion de la
media al cuadrado:

o’ = Var(X) = E(X—p)*

con lo cual obtenemos para el caso discreto:

&= Y- P, (x)

X

y para el caso continuo:

o= [le-s) 1)

—00

Una férmula alternativa surge si desarrollamos el cuadrado, utilizando la propiedad de

linealidad y el hecho de que la media es una constante. Para cualquier constante c, E(c) =c.
E(X—p)* = E(X* = 2Xp +1?) = E(X?) — 2uE(X) + p* = E(X%) — ?

es decir, la varianza es "el valor esperado del cuadrado menos el cuadrado del valor esperado”

de una variable aleatoria. La desviacion standard ¢ se define como la raiz cuadrada de la

varianza, en forma semejante a lo definido en el capitulo dedicado a estadistica descriptiva.

Utilizando la propiedad de linealidad obtenemos que

Var (a + bX) = b*Var (X)

En general, funciones de la forma:



e = B(X)
reciben el nombre de momentos de la distribucion. La media es el primer momento de la
distribucion (r = 1). Las funciones de tipo:

= B(X-p)'

son los momentos centrados de la distribucion, de los cuales la varianza es el segundo (r = 2),
en tanto que el tercero y cuarto nos permiten extender las definiciones de asimetria y kurtosis
discutidas en el contexto de estadistica descriptiva.

Desigualdad de Tschebyscheff

Esta relacion establece que para una variable aleatoria X, con media : y varianza @7, se
cumple que:

2

O
PUX—M|2@£E;

para cualquier € < 0 . Por ejemplo, si tomamos &€ = om, podemos interpretar que la
probabilidad de que los valores de una variable aleatoria disten mds de m desviaciones
standard de la media es menor a 1/m”. De alli podemos deducir que la probabilidad de que x
diste menos de m desviaciones standard de la media es mayor que 1-1/m* . Asi, en un radio
de 2 desviaciones standard de la media se concentra al menos un 75% de la masa de la
distribucion, en un radio de 3 desviaciones standard un 89%, etc.. Esto se cumple
independientemente de la forma de la funcion de distribucion.

5. Vectores aleatorios

Consideremos un experimento aleatorio en el que los resultados pueden ser descritos por un
vector de atributos cuantitativos. En general es el caso que en encuestas como las de hogares
se releve informacion sobre un conjunto de atributos de cada unidad encuestada, como el
nimero de integrantes, edades, escolaridad, ingresos, etc. Aqui nos concentraremos en el caso
de dos variables o atributos porque permite comprender los elementos centrales facilmente
generalizables a mas dimensiones. Asociamos el par de variable aleatorias (X, X,) a cada
resultado perteneciente al espacio S de nuestro experimento.

Def. Un vector aleatorio es una funcion X : S—>%R?* tal que para cualquier par de niimeros
reales (X; , X2) = X, el conjunto

{s:—0<X;(8)<x;,-0<Xp(85)<x} €T

Como ejemplo, consideremos el experimento consistente en lanzar dos monedas, con el
espacio muestral asociado S= {CC, CN, NC, NN}. Definamos las funciones X; como



"nimero de caras obtenido" y X, como "nimero de niimeros obtenido", de manera que X
queda definido como:

(X1 (CC), X, (CO)) =(2,0)
(X1 (CN), X5 (CN)) = (1,1)
(X1 (NC), X, (NC)) = (1,1)
(X1 (NN), X; (NN)) =(0,2)

De modo que a cada elemento de S queda asociado uno y solo un punto de %% Para cualquier
punto (x1, X2) € R’ consideramos el intervalo ((—o, x; ], (-, X2 ]) que es un rectangulo
semiabierto como se ve en el grafico:

X2

(Xl*, Xz*)

X1

* *
{(X1, X2): X1<X1, X2<X2 }

/

Siguiendo con nuestro ejemplo, debemos recorrer R* de modo de verificar si los conjuntos de
elementos de S que a través del vector nos dan puntos en el plano con coordenadas
respectivamente menores o iguales que cada punto (x;, X») son efectivamente eventos. Una
forma de verlo es considerar una tabla en la cual se consideran intervalos en el plano de
acuerdo a los valores que toma el vector aleatorio, recorriendo todos los posibles valores de x;

Yy Xa.

{seS:X;(5)<x;, X2(8)<x2}
x1<0 0<x;<1 1<x;<2 2<x
2<% % {(NN)} {(CN),(NC),(NN)} S
1<x,<2 %) %) {(CN),(NO)} {(CN),(NO),(CO)}
0<x,<1 %) %) %) {(CO)}
X2<0 %) %) %) %)




Si consideramos al c—algebra de eventos que surge de considerar los conjuntos de resultados
que dan diferentes valores a través del vector aleatorio, sus uniones y complementos,
obtenemos la clase:

3 = HINN)j, {(CN),(NO)}, {(CO)}, {(CN),(NC),(NN)}, {(CN),(NC),(CC);,
{(NN),(CO)}, &, S}

con lo que podemos comprobar que para cada punto (x;,X») en R” el conjunto de preiméagenes
en S a los que el vector asocia coordenadas menores o iguales respectivamente que X; y Xa
pertenecen a la clase 3, de modo que se asegura que son eventos. Ello nos permite
transformar a las probabilidades anteriormente correspondientes a los eventos en
probabilidades de que el vector aleatorio X tome valores en un intervalo dado de R>.

Distribuciones conjuntas

Definicién: Si X = (X, X3) es un vector aleatorio definido en (S, 3, P (+)) , la funcion definida
por F(-, -): R* > [0, 1] tal que

F(x)=F (x1, X2) =P(X; < x;, X2 <X3)
se denomina la funcion de distribucion conjunta del vector aleatorio X.

La funcidn de distribucion conjunta tiene las propiedades de ser mondtona y no decreciente en
cada variable por separado, asi como:

1. F(x,x2)=lim F(x},x2)=0

. lim F(x,x)=1

Xq,X] —>+0
Vectores aleatorios discretos
Def. La distribucidon conjunta de X; y X, se denomina distribucion discreta si existe una
funcién P (-,-) tal que:
P(x1,%2) >0, (x1, %) € R

que toma el valor cero en todas partes excepto en un numero finito o infinito contable de
puntos en el plano, en los cuales cumple con:

P(x1, x2) =P(Xi=x1, X2 =Xz )

En el caso discreto la funcion de distribucion conjunta se define como:



F (Xl*a X2*) = Z Z*P(xloxz)

*
x1<x) XX,

Si continuamos con nuestro ejemplo de las dos monedas, podriamos deducir la funcién de
distribucion conjunta del vector aleatorio X; y X, tratando de encontrar para cada posible par
(X1, X2 ) en R la probabilidad conjunta del evento {X; < x;, X»< x, }. Ello nos es facilitado
porque ya encontramos los eventos correspondientes cuando comprobamos si nuestra funcion
cumplia con la definicion de variable aleatoria. Asi obtenemos:

F(xi, x2) =P (Xi<x, X5 £X2)
x1<0 0<x;<1 1<x1<2 2<x;
2<x 0 1/4 3/4 1
1<x,<2 0 0 2/4 3/4
0<x,<1 0 0 0 1/4
X2 <0 0 0 0 0

Vectores aleatorios continuos

La funcion de distribucion conjunta de X; y X, se denomina continua si existe una funcion f
(-,-) tal que:

f(x1,%2) > 0, (x1,%2) € R

que cumple que:

X X,

F (x1,x2) = ij(u,v) du dv

—00—00

La funcién de distribucion conjunta, al igual que la densidad conjunta, definen una superficie
en R°, ya que asocian a cada punto en R* un tercero, que podriamos representar como una
altura sobre el plano, y las probabilidades de intervalos quedan representadas por volimenes
bajo la superficie de la densidad. El calculo de probabilidades a través de la distribucion
conjunta de vectores bivariados, que para variables aleatorias continuas involucra integrales
dobles, va mas alla del alcance de este curso.

Distribuciones marginales y condicionales

Cuando analizamos un vector aleatorio X = (X, X;) surge la pregunta de si podemos separar
las variables aleatorias y considerarlas como tales individualmente. Ello nos conduce al



concepto de distribucion marginal. Las distribuciones marginales de X; y X, quedan
definidas por:

F](Xl) = lim F (Xl, Xz)

Xy —>+00

Fz(Xz) = hm F (Xl, Xz)

x>+

Al considerar la probabilidad conjunta del evento {X; < x;, X, < X; } cuando una de las dos
variables, por ejemplo X, tiende a infinito, consideramos la ocurrencia conjunta del evento
{X; < x5, X<+ }, que es como considerar solamente el caso {X; < x;}, ya que es seguro
que {X,< +o0 }. Deja de interesarnos en este caso qué ocurre con la componente X,, perdemos
la informacion de la distribucion conjunta y volvemos al caso univariado.

Dado que en la definicion de vector aleatorio hemos impuesto la condicion que los conjuntos
de preimagenes de los intervalos de tipo ((—, Xi], (=, X;]) en el plano pertenecieran a la
clase de los eventos, puede demostrarse que X; y X, son efectivamente variables aleatorias,
cada una por separado, y puede obtenerse la cuantia o densidad marginal en cada caso. En el
caso discreto ello equivale a sumar con respecto a la otra variable:

Pi(x1) = ZP(xeZi)

En el caso continuo la definicidon se realiza en términos de las funciones de densidad, y
podemos definir las densidades marginales como

f00) = [ £ )dx,

Bxo) = [ £33

Como ejemplo, consideremos una tabla de frecuencia conjunta de observacion de dos
variables, en la cual se han tabulado las frecuencias relativas conjuntas de los casos
observados en tres tramos de ingresos (X;) y tres tramos de edad (X5)



X

X] 1 2 3 pl(Xl)
1 0.250 0,020 0.005 0.275
2 0.115 0.325 0.120 0.560
3 0.035 0.055 0.075 0.165
pa(x2) 0.400 0.400 0.200 1.000

Las cuantias marginales de X; y X, quedan representadas en los totales por fila y por columna
de las celdas de la tabla, que se refieren a la probabilidad de que una persona seleccionada al
azar pertenezca a cada grupo de edad o de ingreso.

Independencia

Conociendo la densidad conjunta es posible derivar las marginales. Las distribuciones
marginales en general no contienen informacion referida a la distribucion conjunta de ambas
variables salvo en un caso particular, en el que es posible derivar la distribucion conjunta a
partir de las marginales, y es cuando:

f(Xl, Xz) = fl(Xl) . fz(Xz)

O €1 Su ¢aso

P(X], X2) = Pl(Xl) . Pz(Xz)

en cuyo caso se dice que las variables aleatorias X; y X, son independientes. En términos de
la funcién de distribucion la independencia se expresa:

F(X], X2) = Fl(Xl) . Fz(Xz)

La interpretacion es exactamente la misma que se realizaba al estudiar la independencia de
eventos en el marco de la teoria probabilistica. Dos variables aleatorias son independientes si
la probabilidad de que una de ellas tome valores en determinado intervalo arbitrario no se ve
afectada por que la otra lo haga en cualquier otro intervalo.

Finalmente consideramos la posibilidad de simplificar nuestro modelo de probabilidad
condicionando sobre un subconjunto de las variables aleatorias consideradas. En el caso de la
marginalizacidn, toda la informacién pertinente a otras variables se perdia mientras que aqui
aparecera bajo la forma de valor que toma la variable condicionante. Del mismo modo que en
el contexto de un espacio de probabilidad definiamos la probabilidad condicional de un
evento A dado otro evento B como

P(ANB)

P(A/B) = P0B)



Podemos considerar:

P(X,<x,nB) _P({s: X,(s)<x,}NB)
P(B) P(B)

P(X] < Xl/B) =

En el caso de una variable aleatoria discreta lo anterior es inmediato, pues para un evento B =
{s: Xa(s) = X, } se puede definir en forma analoga la funcion de cuantia condicional:

P(X,=x,X,=X%,) _ P(x,,xX,)
P(X2=72) Pz(xz)

Pxixo(x1 /X2 =%,) = P(Xi1=x:/X; =%,) =

Usamos el tilde para enfatizar que se trata de un valor particular que toma la variable X,. En
el caso de la variable continua debe notarse que P(X = x) = 0 para todo valor de la variable
aleatoria, por lo cual matematicamente se trata de una cuestion compleja. Por lo mismo
solamente se da la definiciéon de densidad condicional para el caso continuo de densidad
condicional de X, dado X, = x», de la siguiente manera:

S (x,%;)
(%)

fxixe(x1/ X2 =%2) =

siempre y cuando f; (x2) > 0. Notamos que a medida que varia X,, vamos obteniendo una
diferente densidad condicional para cada uno de los distintos valores.

Momentos

Cuando se trata de estudiar los momentos de la distribucion de un vector aleatorio (X, , X») el
razonamiento es analogo al realizado para momentos univariados, pero la distribucion de
partida es la distribucion conjunta del vector.

En forma general, si tenemos una funcion de un vector aleatorio g (X; , X, ), podemos definir
el valor esperado de dicha funcidén en el caso discreto como

E(g(X1, X2)) = Zzg(xvxz )le,xz(xlaxz)

X X

y en el caso continuo como:

+00+00

E(e(X1, X2) = [ [ (3% fi x, (315, ) dx,dlx,

—00—00

En particular, cuando g (xi, X2) = X1, pueden recuperarse los momentos univariados a partir de
las distribuciones conjuntas obteniéndose para el caso discreto la media:



E(X)) = ZZ'XIPXI,Xz(xl ’xz): le ZPXI,Xz('xl axz): lepl (xl)

X X X X, X

y la varianza:

V(Xy) = o’x1 :ZZ(X1 _:um)sz,,xz(xpxz): Z(xl _/J)m)zpl()ﬁ)

X Xy

En el caso de los momentos de las variables aleatorias continuas, los calculos involucran
integrales en lugar de sumatorias, pero la interpretacion de los mismos se mantiene.

De los momentos conjuntos Unicamente incorporaremos como concepto nuevo el de
covarianza, que en se define como el valor esperado del producto de ambas desviaciones
respecto de la media:

Cov (X1, X2) = 6"xix2 = E [(Xi—pxi ) Xo—pixa )] =
E [XiXo —puxi Xz —puxo X + uxipxe] = E [Xi1Xz2] — pxipxe

En el caso discreto se trata de una suma ponderada de los productos de los desvios de ambas
medias, en que los ponderadores estan dados por las cuantias conjuntas.

Cov (X1, X3) :ZZ(x1 = My )X, — /sz)le,Xz(xlsxz)

En el caso continuo debera calcularse la integral doble correspondiente.

La covarianza queda expresada en "unidades de x; por unidades de x,". Al normalizarla
dividiendo por las desviaciones standard de ambas variables obtenemos el coeficiente de
correlacion pxixz, libre de unidades de medida, comprendido siempre entre —1 y 1. La
definicion de correlacion guarda semejanza con la que se estudio en estadistica descriptiva. El
coeficiente de correlacion se define entonces como

O xix2
Corr (X, X3) =pxixa= ———
Ox10x>

y se interpreta como una medida de asociacidon lineal entre variables aleatorias. Si las
variables estan en una relacion exactamente lineal, el coeficiente de correlacion tomara el
valor 1 o —1. En ausencia de relacion lineal entre las variables el coeficiente de correlacion
vale cero y las variables estan incorrelacionadas.

Veremos ademds como ejemplos los momentos de la suma de variables aleatorias. Dadas dos
variables aleatorias X; y X, con su distribucion conjunta, consideremos la suma X; + X,.
Esta suma serd también una variable aleatoria y para el calculo de sus momentos debemos
hacer uso de la distribucidon conjunta de los sumandos. Se define, para el caso discreto,



E(Xl +X2) =

ZZ(xl +x2)PX1,X2(x1’x2): ZZXIPXI,XZ(XI’XZ)+ZZX2PX1,X2(x19x2): My T Hys

El valor esperado de la suma es la suma de los valores esperados. El resultado para variables
continuas se omite pero es analogo. A su vez estudiaremos la varianza de una suma de
variables aleatorias. Comenzamos notando que:
V(X; +X2) =E(X; + Xo — E(X; + X2) )’ =E [( X; + X2)*] - [E(X1 + X2)]*=
=B [X," +2X Xz + X1 - [pxi” + 2pxipxe x|
de modo que
V(X1 +X2) = E(X0%) — par” + 2E(X0X2) — 2pxapixe + E(X2?) —poxe’ =
= V(X)) + V(X2) + 2Cov (X, X2)
La varianza de la suma es la suma de las varianzas mas dos veces la covarianza. Serd igual a
la suma de las varianzas si y solo si las variables estan incorrelacionadas, en cuyo caso la
covarianza serd igual a cero. Las reglas obtenidas pueden generalizarse de la siguiente
manera:
EX;+X;+..+ Xy =E (X)) + E(X2) + ...+ E(Xn)
Asimismo, si las variables estan incorrelacionadas de a pares, también se cumple que
VX +Xy+.+X) =V X))+ V(Xp) + ...+ V(X))
Generalizando las propiedades de linealidad del valor esperado puede obtenerse:
E (aX; + bX;) = aE (X)) + bE(X>)

y a su vez:

V(aX; + bX,) = a’V(X)) + b*V(Xy) + 2abCov (X;, X2)

Valor esperado condicional. Regresion

En el caso de una variable aleatoria discreta, el valor esperado condicional esta dado por la
expresion:
E(Xi/ Xa=x) =2 x, Py, (x,/ X, =x,)

Rl



A su vez, cuando se trata de una variable continua, tendremos:
+00
EXy/ Xp=x) = J.xlel/Xz(xl 1X, = xz)dxl

Como puede verse, en ambos casos tenemos una funcion de x,. Con cada valor que toma x;
hay una nueva distribucion condicional de la X, que tiene asociado un diferente valor
esperado condicional. Esta es una funcion:

E (X] /Xy = Xz) =h (Xz) s

que podemos graficar en el plano, asociando a cada valor de x; el valor esperado condicional
de X, . Esta curva recibe el nombre de curva de regresion de X, en x,.

X1

fx/X2=x
E(X1/X2=x2)

FB(X1/X=x"")

6. Modelos de probabilidad

Una vez definido el concepto de variable aleatoria y estudiada la forma de caracterizar su
distribucion de probabilidad, vemos que ello nos permite simplificar el manejo de la
incertidumbre asociada a los resultados de cierto experimento aleatorio. El problema original,
la incertidumbre respecto al resultado de un experimento, se transforma ahora en
incertidumbre respecto a los valores que toma una variable aleatoria. Basados en las funciones
de distribucion y las de densidad o cuantia, hemos descrito en términos probabilisticos el
comportamiento de dichas variables y vectores aleatorios.

El paso siguiente consiste en utilizar formas funcionales tipo de distribucion, densidad o



cuantia, definibles en forma algebraica, para caracterizar en forma completa modelos de
probabilidad. Estos modelos también son conocidos como familias paramétricas de funciones
de densidad (o cuantia), o distribuciones de probabilidad. Dichos modelos se conciben como
una descripcion ideal del proceso aleatorio que genera los datos: cuando se elige determinada
familia paramétrica de densidades para construir un modelo de determinado fendmeno, se esta
suponiendo que los datos observados son generados por el mecanismo aleatorio descrito por
dichas densidades (o cuantias). Todas las densidades de una determinada familia comparten
una forma funcional comun, pero difieren en una serie de valores que las definen en forma
completa, y que reciben el nombre de parametros.

Parametros. Espacio paramétrico

Definir un modelo de probabilidad implica proponer una forma funcional concreta para la
funcion de distribucion o densidad. Dicha forma funcional, ademas de explicitar la
dependencia de x, dependera de un conjunto de cantidades que conocemos como pardmetros,
que usualmente designamos con la letra griega 0. De este modo escribiremos el modelo de
probabilidad como:

® = {f(x,0),0 c O

Cada modelo de probabilidad comprende a un conjunto de funciones de densidad, que
comparten dos caracteristicas esenciales. En primer lugar, tienen en comin una forma
funcional dada f(-). En segundo lugar, dependen de un vector de parametros desconocidos 0.
Los parametros de estas densidades a su vez pertenecen a un conjunto de valores posibles ®,
que denominamos espacio paramétrico. La eleccion de un valor para 0 determina en forma
unica una densidad particular.

Si consideramos al proceso aleatorio que genera los datos como gobernado por la ley
probabilistica que describe la familia @, la incertidumbre sobre los valores que toma una
variable aleatoria hace foco ahora sobre la incertidumbre con respecto a cudles son los
parametros de las funciones de densidad o cuantia. Ello se debe a que, a partir de un modelo
de probabilidad dado, con el conocimiento de dichos parametros podremos caracterizar
completamente en forma probabilistica el fendmeno estudiado. Sin embargo, los parametros
por lo general no son observados directamente, y esto plantea una serie de problemas que
seran abordados por la inferencia estadistica.

La eleccion de una familia paramétrica en particular para modelar determinado fendmeno es
crucial. Esta decisiéon dependerd de la experiencia previa con fendmenos similares o de un
analisis preliminar de los datos.

A continuacion se presenta un conjunto de familias de distribuciones de probabilidad de uso
frecuente.



Distribuciones discretas

El conjunto de distribuciones que se presentan a continuacion estan caracterizadas por
funciones de cuantia discretas y un espacio muestral finito o al menos contable.

Distribucion Bernoulli

Se considera un experimento aleatorio en el que hay sélo dos resultados posibles, que
convencionalmente denominamos "éxito" y "fracaso", es decir S = {E, F}. Si definimos en S
la variable aleatoria X de forma que X(E) =1 y X(F) =0, y postulamos las probabilidades de
éxito y fracaso como fijas, P(X =1) =py P(X =0) =1 — p, se puede deducir que la funcion
de cuantia de X esta dada por:

p*(1-p)' x=0,1

0 en otro caso.
El nico parametro de esta distribucion es p, y escribimos X ~ Bernoulli (p) ("X sigue una
distribucion de Bernoulli con pardmetro p").
El interés de este modelo estd en que describe un caso muy simple que sirve de base para
estudiar situaciones mas complejas y realistas en las cuales el experimento sigue siendo
extraer cierto elemento de una poblacion y observar si posee o no un atributo dado.
Utilizando las definiciones dadas pueden obtenerse la media y varianza de esta distribucion:

EX)=1-p+0-(I-p)=p
_ 2 2 _
VX)y=0-p" -p+(O0-p-(I-p=pd-p

Si consideramos repetir los experimentos, aproximandonos a una vision frecuencista de la
probabilidad, la media tendria la interpretacion de la proporcion esperada de éxitos.
Distribucion Binomial
Para generalizar los resultados del modelo anterior, consideremos ahora una sucesion de n
pruebas de Bernoulli, que se realizan en idénticas condiciones. Las pruebas se consideran
independientes (en términos de probabilidad, si consideramos el suceso E;, éxito en la prueba
1, entonces P(Ei/E;) = P(E;) para 1 # ). Nuestro espacio muestral estd compuesto de todas las
n-uplas posibles compuestas de E y F. La probabilidad de éxito es fija para todas las pruebas e

igual a p. Consideremos a una variable aleatoria X = nimero de éxitos obtenidos.

Para determinar su cuantia, comenzamos por evaluar la probabilidad de una secuencia en



particular de x "éxitos" y n—x "fracasos". Por la independencia, esta probabilidad esta dada
por la multiplicacion:

p(lI-p)"™~

La probabilidad de la ocurrencia conjunta es la multiplicacion de las probabilidades de los
eventos en particular. Sin embargo, esta no es la probabilidad del evento "x éxitos en n
pruebas", dado que existen muchas formas en que este evento puede ocurrir, tantas como
posibles 6rdenes de x éxitos y n—x fracasos se pueden construir. La probabilidad del evento "x
¢éxitos en n pruebas" surge como |l a suma de las probabilidades de cada una de las formas que
tiene de ocurrir, ya que son eventos disjuntos entre si. Contar el nimero de estos eventos
equivale a determinar de cuantas maneras pueden ubicarse x éxitos en n pruebas, lo que
corresponde a C'. Por tanto multiplicamos a la probabilidad de cada uno de ellos por el
nimero total de formas posibles, obteniendo la cuantia

Px (x) = Cp*(1-p)™*
Los dos parametros involucrados en esta distribucién son n 'y p. La notacion es X ~ B(x,n,p).

Otra forma de verlo es definir en el mismo espacio muestral n variables aleatorias, Y, Y»,...,
Y, de modo que Y; =1 si se obtiene éxito en la prueba i, 0 si se obtiene fracaso en la prueba i.
Podemos expresar a nuestra variable aleatoria como X = 2Y; . Aplicando los resultados vistos
anteriormente sobre media y varianza de una suma de variables aleatorias independientes
podemos obtener

E(X)=EQYi)=2E(Yi)=np
VX)=V(Yi)=2V(Yi)=np (1l —p)

Este modelo se asocia claramente con la extraccion de una muestra con reposicion de una
poblacion dada (la seleccion de cada individuo para la muestra, verificando si posee cierto
atributo es una prueba). Si el muestreo se realiza con reposicion (luego de seleccionado un
elemento éste es vuelto a considerar parte de la poblacion a muestrear) entonces la
probabilidad de observar el atributo p se mantiene incambiada de una prueba a la otra y los
resultados de cada prueba (tiene o no tiene el atributo) son independientes entre si.

Distribucion hipergeométrica

Como simil del muestreo en busca de determinado atributo, consideremos n extracciones de
un bolillero con 2 clases de bolillas. El modelo binomial resultaba apto para considerar el
caso cuando luego de cada extraccion se repone la bolilla extraida. Sin embargo si la
extraccion de n bolillas se realiza sin reposicion, cada extraccion modifica la proporcion de
éxitos en las bolillas que permanecen en la caja, de modo que se altera la probabilidad
condicional de éxito en una prueba dado el resultado de otra anterior.



Supongamos que tomamos una muestra de tamano n de una poblacién total de N elementos.
En términos de las bolillas, cada una de ellas es una prueba. Del total N, hay S que pertenecen
a la clase que consideraremos éxito.

Sea X la variable aleatoria definida X = niimero de éxitos en n extracciones. Dado que
extraemos sin reponer, es lo mismo pensar en extraer las bolillas de a una que las n de una
sola vez. Sera 1til considerar el espacio de resultados del experimento como un conjunto de
subconjuntos posibles de tamafio n. El numero total de subconjuntos® de tamafio n estd dado
por el nimero C",. Para encontrar la cuantia de X, procedemos a contar entre los resultados
posibles del experimento, cuantos de ellos contienen x éxitos. Entre las S bolillas que se
definen "éxitos", hay C° formas de extraer x éxitos. Entre los restantes N-S bolillas que
denominamos "fracasos", de la misma manera, pueden extraerse n—x de CNS,.« formas
posibles. El nimero de muestras conteniendo exactamente x éxitos y n—x fracasos es el
producto de dichos niimeros.

Para utilizar la formula que calcula la probabilidad como los casos favorables sobre los
posibles debemos tener que los resultados son equiprobables. Ello es efectivamente asi, ya
que es razonable pensar que cada subconjunto de n bolillas tiene la misma probabilidad de ser
extraido que cualquier otro. Por lo tanto, la probabilidad de extraer una muestra conteniendo x
¢éxitos y n—x fracasos estd dada por:

Px(x) = C%, CV5, _/CN,

Los parametros involucrados son tres: S, N y n (nimero de extracciones).

Distribucion Poisson

La distribucion Poisson da un modelo realista de diversos fendmenos aleatorios en que esta
involucrada una cuenta de eventos que ocurren en un continuo, como puede ser el tiempo o el
espacio, medible en intervalos dados. Algunos ejemplos, podrian ser el numero de accidentes
por dia en una carretera, el nimero de pedidos por semana en una fabrica, el nimero de
defectos por unidad de longitud en un cable, etc.

La cuantia de la distribucion Poisson es la siguiente:

e A"
x!

Px(x) =

Para esta distribucion se tiene que E(X) =LA y ala vez V(X) = A.

Para aplicar la distribucién Poisson requerimos saber el numero promedio de sucesos que

No nos importa el orden, de ahi la formula. Para contar los éxitos y fracasos s6lo importa si una bolilla
esta incluida en la extraccion y no el orden en que sali6.



ocurren en un intervalo dado, A, Unico parametro de esta distribucion, a partir del cual se
puede asignar probabilidades a la ocurrencia de cualquier nimero dado de sucesos.

Se puede observar también que este es un ejemplo de una distribucién con un nimero infinito,
aunque contable, de puntos en el espacio muestral. Por supuesto, las probabilidades deberan
tender a cero a medida que el numero de sucesos considerado se incrementa, de modo de
asegurar que la suma de todas las probabilidades no exceda de 1.

Una forma de ver a la distribucion Poisson es como una generalizacion de la distribucion
binomial, pero en las condiciones particulares en que n es muy grande mientras que p se hace
muy pequefio. Consideremos el ejemplo de los vuelos de avion, que son centenares de miles
en un intervalo de tiempo dado. La probabilidad de un accidente aéreo es muy, muy baja, pero
dado el alto numero de vuelos se puede esperar un nimero pequefio de accidentes en dicho
intervalo. Esto sugiere que este modelo es especialmente aplicable a eventos que ocurren en
un espacio continuo (tiempo, espacio), en el que en un intervalo finito hay infinidad de
puntos, de los cuales s6lo un muy pequefio nimero contienen dichos eventos (y por tanto
éstos se conocen como sucesos raros). Si bien en principio el modelo binomial podria
utilizarse para estos fendmenos, se vuelve complicado debido a los nimeros extremadamente
grandes y extremadamente pequeiios que se manejarian. La distribucion Poisson puede verse
como el caso limite de la binomial cuando n — +oo pero np —A (fijo) con lo cual p — 0.

Distribuciones continuas

Distribucion Uniforme

La distribucion uniforme en un intervalo dado [a, b], (con la notacién X~ UJa, b]), queda
definida por la funcién de densidad:

1/(b—a) a<x<b
f(x) =
0 en otro caso

Dentro del intervalo [a, b], la probabilidad de que x tome valores en cualquier intervalo es
proporcional a la amplitud del mismo. Ello es asi ya que la funcién de distribucion toma la
forma:

0 x<a
Fx(x) = (x—a)/ (b—a) a<x<b
1 X>b

de modo que para cualquier a < Xy < x; < b se cumple que:

P(X()S X< Xl) = F(Xl) —F(Xo) :(Xl— X())/(b—a)



Esta distribucion es el equivalente continuo del caso de los resultados discretos equiprobables.
Calculando su valor esperado, obtenemos:

x
(b—a)

b? —a? _a+b
2(b—a) 2

a b
E(X)= jx-oczx+

—00

dx+Tx-0dx=
b

lo cual reafirma que el supuesto utilizado en estadistica descriptiva al usar el punto medio
como representante de cada intervalo con datos agrupados corresponde a suponer una
distribucion uniforme al interior de cada uno de ellos.

Distribucion Normal

Una variable aleatoria normal tiene la funcion de densidad siguiente:

fX(X) = \/%O‘ efi(i)

donde p y o son constantes. Dichos pardmetros caracterizan completamente a esta
distribucion, y corresponden respectivamente a la media y la desviacion standard de la
variable. Denotamos una variable aleatoria que sigue una distribucién normal como

X~N (4, )

"X sigue una distribuciéon normal con media p y varianza ™", La funcion de densidad tiene la
caracteristica forma de campana y es simétrica respecto de la media p:

La simetria implica que f (u — a) = f (u + a), y que también las "probabilidades de las colas"
son iguales:



P{X<(u-a)}=P{X>(u+a)}
lo que puede ponerse en términos de la funcion de distribucion como:

F(n—a)=1-F(u+a)

Un caso particular de la distribucion normal es la variable normal estandarizada, con media
igual a cero y varianza igual a uno, Z~ N ( 0, 1). Dado que las expresiones matematicas de la
densidad y de la funcion de distribucion normal son complicadas, es util contar con las tablas
usuales de las probabilidades de intervalos de una variable normal estandarizada. Dichas
tablas contienen Fz (z) (o sea la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores
menores o iguales a dicho z), para una serie de valores reales. Solo se incluyen los valores de
Z positivos pues para los valores negativos puede usarse la regla:

FZ (—Z) =1- FZ (Z)

La tabla puede usarse ademas para determinar probabilidades de que Z caiga en cualquier
intervalo [z, z;], usando la regla:

P (ZoSZ < Z1) :FZ (Zl) —FZ (Zo)

Si conocemos media y varianza de una variable normal X ~N (u, ) mediante las tablas
podemos calcular a su vez probabilidades de intervalos, ya que (no lo demostraremos):

X—u

~N (0, 1)

por lo que podemos usar la regla

P(xo< X< xp) = P{xoo__'uSZSx‘;’u}=FZ(xl_'uj—Fz(xo_ﬂj

Por ultimo consideremos otro uso de las tablas de la distribucion normal (0,1). Podemos
etiquetar los valores del recorrido de la variable que encontramos en la tabla, que
genéricamente hemos denominado z, de acuerdo a la probabilidad correspondiente a cada
intervalo de la forma (—o, z], de modo que al valor z tal que P (Z <z )= a lo llamamos z,. A
partir de aqui podemos desarrollar un método de calculo de las probabilidades del valor
absoluto de una variable normal.

Sea Z ~N (0, 1). Sabemos que

P(|Z|£z)=P(-z £ ZL 7) = Fxz)—Fz(-2)=Fz(z2) - [ 1 —Fzx2)] =2Fzx(z) - 1



Por lo tanto, si de acuerdo a lo definido tenemos que P (Z < z[1o)) = Fz (711-o) = 1-0.,
entonces se obtiene que:

P(|Z|<71-0) =2(1-0)— 1=12

esta expresion nos esta diciendo que si elegimos un valor o cualquiera, digamos 0,05, la
probabilidad de que el valor absoluto de una variable aleatoria normal con media cero y
varianza uno sea menor o igual que zp9s es igual a 1 menos 2 veces el valor elegido, es decir
0,90. Otra forma de verlo es a través de la expresion: P (| Z | < zjj_q21) = 1 — 0.

Una propiedad interesante de las variables aleatorias normales es la siguiente:

Sean X;,1=1, ..., n variables aleatorias normales e independientes, X; ~ N (i, 621),
entonces la variable

n

Y=> X~ N( n yi,ia%,]
i=1 i=1

i=1

La suma de variables aleatorias normales independientes se distribuye también normal, con
media igual a la suma de las medias y varianza igual a la suma de las varianzas.
Distribucion ji cuadrado

Esta familia de distribuciones esta caracterizada por la siguiente forma funcional de la
densidad:

1 .
fX, n) = x(n/Z)e—()u/Z)
(x, ) 2" (n/2)
conx>0yn=1,2, ...Laexpresion I'(-) se conoce como la funcion gamma y esta definida

de la siguiente manera:
I'(n) Zjv"e_vdv
0

La notacion que utilizaremos es X ~ y* (n). El parametro n es conocido como los "grados de
libertad" de la distribucion. Obviamente el calculo de probabilidades utilizando dicha
densidad es complicado por lo que los valores de las probabilidades acumuladas se encuentran
en tablas para diferentes valores de los grados de libertad.

Ademas, si X ~¢? (n), entonces E(X) =ny V(X) = 2n.



El resultado mas interesante que utilizaremos en relacion con la distribucion ji cuadrado esté
relacionado con que se trata de una familia de distribuciones asociada a la normal,
corresponde a la distribucion de funciones de variables aleatorias normales.

Si X; ~N(0,1)i=1, 2, ..., n son variables aleatorias independientes, entonces
DX~ ()
i=1

es decir, la suma de n variables aleatorias normales (0,1) e independientes elevadas al
cuadrado se distribuye ji cuadrado con n grados de libertad.

Distribucion t de Student

La segunda distribucion asociada a la normal que estudiaremos es la ¢ de Student,
caracterizada por la densidad siguiente:

F[n+1j
f(x, n) = 1 2 1

J(nm) T'(n/2) (1+x2/n)n%

con n > 0y x € R. Esta caracterizada también por el parametro n, "grados de libertad", y
usamos la notacion X ~ t (n). Las probabilidades para distintos valores de n se encuentran en
tablas. Una variable X con esta distribucion tiene E(X) = 0 y V(X) = n/(n—2). Cuando n es
grande, esta distribucion estd muy cerca de la normal (0,1).

El tinico resultado que destacaremos con respecto a esta distribucion es el siguiente:
Sea X; ~N(0,1) y X, ~x* (n), dos variables aleatorias independientes, entonces la expresion

X]

W~t(n).

De modo que el cociente entre una normal (0,1) y la raiz de una ji-cuadrado dividida por sus
grados de libertad sigue una distribucion t con n grados de libertad.

t:

Distribucion Normal Bivariada

Consideremos un vector aleatorio (X, Y), que sigue una distribucién conjunta normal



bivariada. No detallaremos la forma funcional de la densidad, pero se puede sefialar que la
distribucion estd completamente definida por cinco parametros: px, 6°x, Hy, Oy Y Pxy, que
corresponden a media y varianza de X y de Y, respectivamente, y al coeficiente de correlacion
entre ambas. La densidad conjunta bivariada puede representarse graficamente como una
superficie en tres dimensiones, en la que a cada punto de R* le corresponde una altura, de
modo que el aspecto del grafico en tres dimensiones es el de una elevacion simétrica, con la
cuspide en el punto de las medias (ux, py). En el siguiente grafico se representa la superficie
de una densidad normal bivariada.

b.159
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Sucesivos cortes horizontales de la superficie dan lugar a elipses, cuya forma depende de las
varianzas o’x y 6%y. A su vez, el grado de correlacion entre las variables pxy , determina el
grado de inclinacion de la superficie; variables incorrelacionadas dan lugar a elipses paralelos
a los ejes.

Las densidades marginales de X y de Y pueden visualizarse proyectando la densidad conjunta
sobre los ejes. Son curvas normales, y las variables X e Y tendran distribuciones marginales
normales : X ~ N (ux, sz) eY ~N(uy, (52Y ).

Por su parte, las densidades condicionales (digamos para Y), f y/x son los perfiles de cortes
verticales en la superficie en el sentido paralelo al eje de las Y, en cada punto x. Tambien se

trata de curvas normales, pero sus pardmetros son diferentes:

E (Y/X = X) = Wy + pPxy* Gzy/GZX ( X — Ux )

V (Y/X =x) = 6% — pxy: 6°v/6°x

de modo que la media condicional de Y dado x depende linealmente de X, a menos que ambas
variables estén incorrelacionadas. La varianza condicional es en cambio una constante,



. 2 . L. .
aunque diferente de 6y, a menos que las variables estén incorrelacionadas.

7. Inferencia estadistica

Recapitulando sobre los temas que se han abordado hasta aqui, recordamos que el conjunto de
técnicas descriptivas estudiadas en primer término no nos permitian ir mas alld del resumen y
la descripcion del conjunto de datos que estabamos considerando. Dando un paso mas
adelante, nos dedicamos a continuacion a estudiar los fundamentos de un modelo matematico
para el proceso de generacion de los datos (PGD), hasta llegar a la formulacion de modelos de
probabilidad (®). Este paso consistidé en especificar un conjunto de familias paramétricas de
densidades.

La diferencia entre el estudio descriptivo de los datos y la inferencia estadistica esta dada
porque en la inferencia estadistica se propone a priori un modelo de probabilidad como una
descripcion generalizada del proceso que da origen a los datos observados. En el marco de la
inferencia estadistica, los datos especificamente observados son vistos como una de las
muchas posibles realizaciones del PGD. El modelo de probabilidad describe o bien el proceso
que da origen a los datos observados, o bien la poblacion de la que los datos observados
provienen. De este modo, a diferencia del caso de la estadistica descriptiva, que no permite
afirmar nada sobre lo que ocurre fuera del conjunto de datos observados, la inferencia
estadistica permite realizar afirmaciones de tipo probabilistico sobre el PGD o sobre los
elementos de la poblacién no observados.

La conexion entre el modelo de probabilidad (@) y los datos observados debe establecerse a
través de un modelo muestral, que es el segundo ingrediente que define a un modelo
estadistico.

Modelo Muestral

El modelo muestral describe la relacion entre el modelo de probabilidad (®) y los datos
observados, describiendo la manera en que estos pueden ser vistos en relacion a @. El
concepto fundamental en el modelo muestral es el de muestra.

Def. Una muestra se define como un conjunto de variables aleatorias (X;, Xa, ... , X,) cuyas

funciones de densidad coinciden con la funcion de densidad f (x; 0) postulada por el modelo
de probabilidad.

La significacion del concepto estd dada por el hecho de que en este contexto, los datos
observados son considerados una de las muchas posibles realizaciones de la muestra. Esto nos
aleja del significado que se da a "la muestra" en el lenguaje de todos los dias, en el sentido de
designar a cualquier conjunto de datos observados.

Dado que la muestra es un conjunto de variables aleatorias relacionadas con @, tienen a su
vez una distribucion que llamamos distribucion de la muestra.



Def. La distribucion de la muestra X = (X, Xz, ..., Xn) se define como la distribucion
conjunta de las variables X, X», ..., X, , y se denota por

f(Xla X2y oo 5 Xn 5 e)

La forma de f (xj, X2, ... , Xn ; 0) es crucial en la determinacion del modelo muestral. La mas
simple y mas utilizada de las formas que toma estd basada en la idea de un experimento
aleatorio, y se denomina muestra aleatoria.

Un conjunto de variables aleatorias (X, Xy, ..., X) se denomina muestra aleatoria de f (x ;0)
si las variables aleatorias X, X», ..., X, son independientes e identicamente distribuidas (IID).
En este caso la distribucion de la muestra toma la siguiente forma:

f(Xla X2y ee 5 Xn ; 6) = Hf(xlae)
i=1

La igualdad surge de la independencia de las variables aleatorias. Aunque no las estudiaremos
aqui, diferentes definiciones de la muestra (muestras no independientes o no idénticamente
distribuidas) daran lugar a distintos modelos muestrales.

En general utilizaremos letras mayusculas para la muestra: X = (X;, X, ..., X;)' y letras
minusculas para su realizacion x = (X, Xz, ..., Xp)'. Se supone que X = (X, X2, ..., Xp)' toma
valores en el espacio de las observaciones X por lo que x € X. Usualmente el espacio de las
observaciones es R".

Modelo estadistico

En el contexto de la inferencia estadistica necesitamos definir ambos modelos, el modelo de
probabilidad y el modelo muestral. La unién de ambos define un modelo estadistico.

Def. Un modelo estadistico se define como la union de:

(1) un modelo de probabilidad ®= {f (x ;0), 0 € O}
(11) un modelo muestral X = (X, X3, ..., Xp)'

El concepto de modelo estadistico esta en la base de la inferencia paramétrica. Se debe notar
sin embargo que hay una rama de la inferencia estadistica que es la no paramétrica, y que se
caracteriza justamente porque no hay un @ que se asuma a priori, pero su estudio queda mas
alla del alcance de este curso introductorio.



Esquema de la inferencia

Partiendo del modelo estadistico definido anteriormente, esquematicamente definiremos el
conjunto de problemas que aborda la inferencia estadistica:

1) /Son los datos observados consistentes con el modelo estadistico postulado? Este problema
se conoce como el problema de la especificacion.

2) Suponiendo que el modelo estadistico postulado es consistente con lo datos, ;/qué se puede
inferir acerca de los pardmetros desconocidos 6 € ®?

a) ¢(Es posible elegir dentro de ® un valor # como el mas representativo para 0?
(estimacion puntual).

b);Es posible reducir nuestra incertidumbre sobre 6 € @, reduciendo el espacio
paramétrico ® a ®y (un subconjunto de ®)? (estimacion por intervalos de confianza).

c) (Es posible considerar la cuestion de si 6 € ®y — ©, rechazando o no dicha
afirmacién en vista de los datos observados? (realizacion de pruebas de hipotesis).

3) Suponiendo que se ha elegido un valor & como maés representativo para 0, jes posible
inferir acerca de observaciones adicionales del proceso de generacién de datos que describe
nuestro modelo estadistico? (posibilidad de la prediccion fuera de lo observado).

Estimadores, estadisticos y distribuciones en el muestreo

En el esquema planteado nos referimos al intento de dar un valor numérico al parametro 6, lo
que implica definir la manera en que procesamos la informacion obtenida de la realizacion de
la muestra para seleccionar dentro del espacio paramétrico un valor en particular. Para ello se
construye una funcion h(-): X - O. A dicha funcién h (X), que asocia a cada muestra un
elemento del espacio paramétrico se le llama estimador de 0, en tanto que a su valor h(x) se le
llama una estimacion de 0.

En forma general, puede verse que los problemas planteados en inferencia requieren de la
construccion de funciones del tipo q(-): X — ©. que deberan satisfacer distintos criterios de
acuerdo a la naturaleza del problema. Dichas funciones recibirdn el nombre especial de
estadisticos (a veces con el adjetivo muestrales), y las definiremos de la siguiente manera:

Def. Un estadistico es una funcion de variables aleatorias observables, que es a su vez una
variable aleatoria, y que no contiene ningin parametro desconocido.

Se desprende de lo anterior que un estimador es un estadistico. Por definicion los estadisticos,
como variables aleatorias que son, tienen sus propias distribuciones. Como variables
aleatorias, la discusion relativa a las propiedades y la naturaleza de los estadisticos debe
realizarse en términos de sus distribuciones. La inferencia estadistica depende crucialmente de



la posibilidad de determinar la distribucion de un estadistico dado a partir de la distribucion de
la muestra. Las distribuciones de los estadisticos reciben el nombre de distribuciones en el
muestreo.

Las distribuciones en el muestreo deben derivarse de las distribuciones de las muestras que
subyacen en ellos, lo cual subraya la importancia de estudiar la distribucion de funciones de
variables aleatorias. Para ejemplificar, supongamos que el modelo probabilistico que
proponemos para estudiar un fendmeno de interés esta caracterizado por una variable aleatoria
X cuya densidad depende de un parametro : que representa la media de la densidad propuesta.
Si le unimos un modelo muestral basado en una muestra aleatoria, tendremos un conjunto de
n variables aleatorias, la muestra, con una distribucion dada. Por ultimo, proponemos un
estadistico, la media muestral, que consiste en una funcién de dicha muestra. Como funcion
de variables aleatorias, considerada ex ante, antes de la extraccion concreta de una muestra en
particular, dicha media muestral es una variable aleatoria, con su distribucion en el muestreo
asociada.

En un proceso de investigacion concreto, usualmente se extraerd una sola muestra, y se
realizara el computo del valor obtenido de la media muestral. Dicha media muestral obtenida
puede considerarse entonces como una realizacion particular de la distribucion en el muestreo
de dicho estadistico.

Como ejemplo de distribuciones en el muestreo, nos centraremos en los dos estadisticos
mencionados anteriormente, la media y la varianza muestral. la discusion se realizara en
términos de una muestra aleatoria, por lo que las observaciones seran independientes e
idénticamente distribuidas. Los estadisticos mencionados se definen de la siguiente manera:

n

Xn= Z 7’ (media muestral)

i=1

i(Xi_}”)z

§?=11____ (varianza muestral®)

(n-1)

Supongamos que el proceso generador de los datos esta representado por una variable X con

. ey . 2
media p y desviacion standard de o. En este contexto consideraremos a X, y S° como
estimadores respectivamente de py o~

Si Xu es la media muestral de una muestra aleatoria de tamafio n, su propio valor esperado
puede obtenerse como:

E(X)=E[I/m (X +Xs+..+Xy)] = 1/n[EX)+EX)+ ... + EXy)] = n-[nu] =p

* Notemos que en el caso de la varianza muestral el divisor (n—1) difiere del de la formula planteada cuando se
estudio la varianza en el contexto de la estadistica descriptiva (n).



De modo que obtenemos que el valor esperado de la media muestral es el mismo que el valor
esperado de la variable del modelo probabilistico que describe la generacion de los datos. Si
derivamos la varianza de la media muestral obtenemos

Var (X)) =V [1n(X; + Xz + ... + X)] =(1/n®) V[X; + Xy + ... + Xu] =no’/n* =6 /n

Se ha utilizado el hecho de que la muestra es independiente. Esto indica que a medida que el
tamafio muestral se incrementa la dispersion de la media muestral se reduce, lo que puede
verse como surgiendo del hecho de que una muestra grande contiene mayor informacion
acerca de la media de la variable original que una mas pequena.

Si la poblacion muestreada estd razonablemente descrita por una distribuciéon normal con
media p y varianza o, las X; a su vez estaran normalmente distribuidas y también lo estara la
media muestral (esto surge de los resultados anteriormente enunciados sobre la suma de
variables normales independientes). Las observaciones Xj , i = 1,..., n son variables aleatorias
normales e independientes, X; ~ N (i, 6°), de modo que la variable

n

Yn:ZXI

i=1 1

¢ 1 &
N| — ,— ) O
[2mi2)
es decir, en el caso de muestreo de poblaciones normales, X, ~N (1, 6%/n)

Consideremos ahora a la varianza muestral. En primer lugar investigamos su valor esperado,
que podemos plantear como:

E(S?) =E [(nl—l)lZN:‘(Xi _X,,)Zj

Si consideramos la sumatoria en esta expresion obtenemos:

n n

>, -X.) = IZ:,[(X,- - u)- (X, —ﬂ)]2 =0, —u) ~23 (X, - )X — i)+ Y (X — )

i=l1 i i=l1 i=l1 i=1

El segundo de los términos podemos escribirlo como
22 (X, = )X 0 = 1) = 2(X 0 = ) (X, = ) =2n(X o — i)
i=1

i=1

con lo que obtenemos que

n n

S8, f =S, - -l )

i=1 i=1



Y al tomar el valor esperado se obtiene

B = 1 E{i(X,- — ) =n(X, —ﬂ)}

(n— i=1

El primero de los términos en el paréntesis es nc”, mientras que el ultimo es n veces la
. kY, . 2 .
varianza de X», que conocemos es igual a 6/n. Resumiendo:

E(Sz) _ 1 (naz _nazJ _ (n=1) ol= 2
(n-1) n (n=1)

La media de la distribucion de la varianza muestral es la varianza de la variable aleatoria del
modelo °.

Por ultimo consideraremos el caso en que la variable que muestreamos se distribuye ella
. 2 . . . .

misma Normal (u,6°). Las observaciones X, 1 =1, ..., n son variables aleatorias normales ¢

independientes y tendremos que la expresion

N 1)e2
(122()(1 _Yn )2)2(”012)5 ~X2 (n-1)

O iz

Recordemos el resultado que establecia que una suma de n variables aleatorias normales
independientes al cuadrado seguia una distribucion ji-cuadrado con n grados de libertad. La
reducciéon en 1 grado de libertad en la expresion anterior tiene que ver con que se ha

utilizado X, en lugar de p. Ello reduce el nimero de sumandos independientes a (n — 1), ya

que el n-ésimo término de la suma, (X; —Xz), esta exactamente determinado por los (n — 1)
restantes.

Teoremas limite

Bajo el titulo de teoremas limite se agrupa un conjunto de resultados de la teoria probabilistica
conocidos con ese nombre porque implican considerar en el limite la distribucion de variables
aleatorias cuando se toma un numero de observaciones arbitrariamente grande. Puede
separarse en dos grandes capitulos, bajo los nombres genéricos de "la" Ley de los Grandes
Numeros, por una parte y "el" Teorema Central del Limite, por la otra. Las comillas obedecen
a que cada uno de dichos capitulos contiene un amplio nimero de versiones de dichos
resultados, variando las condiciones y supuestos que se requieren para obtener cada una de
ellas. Nos limitaremos a enunciar una version de cada uno de dichos teoremas, que juegan un
papel muy importante en la inferencia estadistica, ya que nos permiten aproximarnos a la

> Esto proporciona un argumento formal para la division por (n — 1).



distribucién en el muestreo de estadisticos relevantes.

Ley débil de los Grandes Numeros

Sea f(-) una densidad con media p y varianza finita 6>, y sea X, la media muestral de una
muestra aleatoria de tamafio n (recordemos que el requerimiento de una muestra aleatoria
implica que las variables X; son independientes e idénticamente distribuidas). Sean a su vez ¢
y & dos niimeros reales tales que € > 0y 0 < & < 1. Si n es un entero mayor que 6-/¢°8 se
cumple que:

P[|X, —p| <e]=1-5
Dicho teorema se prueba utilizando la desigualdad de Tschebyscheff.
Supongamos que en el modelo de probabilidad propuesto : denota E(X). Una pregunta crucial
es si, utilizando un nimero finito de observaciones de X, podemos realizar inferencias

confiables acerca de p. En palabras, la ley (débil) de los grandes numeros, establece que
puede establecerse un nimero n (tamafio muestral) tal que si se toma una muestra aleatoria de

ese tamafio o mayor, la probabilidad de que la media muestral X, difiera de p en una cantidad
arbitrariamente pequefia puede hacerse tan cercana a 1 como se quiera. Notemos sin embargo
que se requiere contar con conocimiento sobre 67, lo cual no necesariamente ocurre.

Teorema Central del limite

Consideremos una sucesion de variables aleatorias X, X, ..., X, que supondremos tienen la
misma media p y una varianza finita 6°. Definamos S, como la suma de estas variables:

Si=X1+Xo+ ...+ X,
Dado que son independientes e incorrelacionadas por pares, tenemos los resultados:
ES,)=EX;+ X+ ...+ X, )=nu
Var(S, ) = Var(X; + Xo + ... + X, ) = no”
De esto se sigue que la expresion

(S, —nu)
oln

tiene media cero y varianza 1.

TCL: Sea una sucesion de variables aleatorias X, Xo, ..., X, con E(X;) = py V(X)) = o’ y



(S, —nu)

on

sea S, = X; + X+ ... + X, . Cuando n— +oo, la distribucion de la expresion tiende

a la Normal (0,1), cualquiera sea la distribucion original de las variables X.

Esto reafirma la importancia de la distribucion normal en estadistica. Ademas de que se ha
encontrado que proporciona una aproximacion cercana a la distribucion de muchas
poblaciones en el mundo real, aun cuando las poblaciones de interés no puedan ser
razonablemente descritas por la distribucion normal, ésta puede utilizarse para determinar
probabilidades aproximadas para estimadores como la media muestral.

Una aplicacion inmediata es la aproximacion de la distribucion de la media muestral

estandarizada. Sea f (-) una densidad con media p y varianza o” finita, y X, la media muestral
de una muestra aleatoria de tamafio n de f (). Puede definirse entonces la variable aleatoria Z,
como

— ‘Yn _E(Xn)zyn —H

Zn =
Var(X,) o/-n

Por el TCL, la distribucién de Z,, cuando n tiende a infinito, tiende a la Normal (0,1).
Obviamente nunca tendremos una muestra infinita, pero sabemos que en una muestra grande
(n > 100, por ejemplo) la normal constituye una buena aproximacion a la distribucion de la
media estandarizada, y ain en una muestra de tamafio moderado, con n = 20, la aproximacion
es razonable.

Teorema de De Moivre

El teorema de De Moivre es un ejemplo del teorema central del limite, y uno de los primeros
resultados de este grupo obtenidos en la historia de la estadistica. Consiste en la aproximacion
de una variable binomial por la normal. Supongamos que X, es el nimero de éxitos en n
pruebas de Bernoulli independientes. Dado que es la suma de wvariables Bernoulli
independientes, es un caso de la S, definida en las condiciones del TCL. Su media es np y su
varianza np(1—p), donde p es la probabilidad de éxito en una de las pruebas. Entonces la
distribucion de la expresion

X, —np

\Jnp(1-p)

cuando n tiende a infinito, puede ser aproximada por la N(0,1). La aproximacion puede ser
usada cuando n es un niumero al menos de 20, y se vuelve muy cercana cuando es mayor que
50. De este modo la probabilidad:

P@a<X,<b)



puede ser aproximada por el valor:

q)[b_an _ @(G—HPJ

Anp(1=p) \Jnp(1=p)

donde @(-) indican los valores de tablas de las probabilidades acumuladas hasta ese punto por
la funcién de distribucion de una Normal (0,1).

Propiedades de los estimadores

Una propiedad clave de los estimadores que hemos visto, la media y la varianza muestral, es
que en cada uno de los casos la media de la distribucion del estimador coincide con el
parametro que con ellos se busca estimar. Los estimadores que tienen esta propiedad se

denominan insesgados. A su vez, si consideramos un pardmetroy su estimador & podemos

definir el sesgo, B(8) como la diferencia entre el valor esperado del estimador y el pardmetro
estimado:

B(O)=E(0)-06

El sesgo de un estimador insesgado es obviamente cero. La propiedad de insesgamiento para
un estimador dado estd en relacion a un parametro determinado, y por eso se dice que el

estimadorf es insesgado para 0. Asi, al hallar el valor esperado de la media muestral
demostramos que ésta es insesgada para la media de la poblacion. El estimador tendra ademas
una determinada varianza, que surge de su distribucion en el muestreo, pero la propiedad de
insesgamiento es importante pues nos indica que su distribucion estard centrada en el valor
del parametro que buscamos. Hay una cierta similitud con tirar al blanco: los tiros tendran una
cierta dispersion alrededor del centro del blanco, pero idealmente se concentraran en torno a
¢ste. Un estimador sesgado seria como un arma que por algun motivo sistematicamente
apuntara fuera del blanco deseado.

Cuando comparamos dos estimadores insesgados, la eleccion del mejor estimador dependera
de la comparacion de las varianzas.

Cuando se comparan estimadores sesgados, o insesgados contra sesgados, existe la
posibilidad de plantearse un compromiso entre el insesgamiento y la varianza del estimador,
aceptando un leve sesgo cuando se tiene una reduccidon significativa en la varianza. Un
concepto de utilidad aqui es el de error cuadratico medio, que se define como el valor
esperado del cuadrado de la diferencia entre el estimador y el parametro:

ECM(0)=E(0 - 0)

que a su vez puede descomponerse como:



ECM(0)=E(0 —0)’ =E[J —E(0) + E(0) - 0)] > =
E[0 — E(0)]” - 2E[0 - E(0)][E(d) — 6)] > +E[E(8) - 0]
y como
E[0-E(©6)]=0

obtenemos

ECM(0)=E[0 —E(0)]* + E[E(®) — 0] = Var(d) + [B(9)] ?

El error cuadratico medio de un estimador es igual a su varianza mas su sesgo al cuadrado. En
esta situacion un criterio para elegir entre varios estimadores podria ser entonces la
minimizacion del ECM.

La segunda propiedad de los estimadores que consideraremos es la consistencia. Como se ha
expuesto anteriormente, la distribucion en el muestreo de los estimadores depende del tamafio
muestral. Se ha observado por ejemplo que la varianza de la media muestral (dada por la
expresion o° /n ) disminuye cuando se consideran sucesivamente muestras de mayor tamafio.
Esta es la razoén de considerar el comportamiento de secuencias de estimadores cuando el
tamafio de la muestra crece. En particular se analiza el caso limite cuando n— oo, obviamente
no porque se espere alguna vez observar una muestra de tamafo infinito, sino porque los
resultados alcanzados son suficientemente fuertes como para ser muy valiosos en el andlisis
de muestras grandes.

La definicion formal de consistencia es como sigue:

Definicion: Dados una variable aleatoria X,, (que depende de n) y una constante k, si se
cumple que

P (| Xy —k|>€) > 0 cuando n—o0 para cualquier € > 0,
entonces X, converge en probabilidad a k.

Cuando tenemos un estimador @ para un pardmetro 0, si & converge en probabilidad a 6,
entonces se dice que & es un estimador consistente para 0. Si bien estudiar la convergencia
en probabilidad involucra alguna complejidad técnica, existe una condicion suficiente que
ayuda a ver las implicancias de la definicion.

Condicion suficiente: un estimador cuyo ECM tiende a 0 cuando n — oo es consistente.

Ello implica, de acuerdo a la definicidon que dimos anteriormente, dos condiciones que deben
cumplirse cuando n— oo: la varianza debe tender a 0 por una parte, y por otra el sesgo (si
existe) también debe tender a 0. Ello acerca al estimador a una constante (que seria el caso de
una variable aleatoria de varianza cero) cuando la muestra crece, e implica que el estimador



coincide en el limite con el parametro estimado °.

El ejemplo que tenemos es la media muestral. Es como hemos visto insesgado, de manera que
el ECM de la media muestral se reduce a la varianza. Nuestra condicion suficiente indica que
¢ésta debe tender a cero cuando n— o, lo cual comprobamos que efectivamente ocurre cuando
analizamos el comportamiento de la expresion o” /n. De donde concluimos que la media
muestral es un estimador consistente para la media p.

Inferencia. Ejemplos

No se abordara cada uno de los problemas asociados a la inferencia estadistica. A través de
ejemplos, trataremos algunos de ellos. En particular se tratara la estimacion por intervalos y la
realizacion de pruebas de hipotesis.

1. Intervalos de confianza

Un intervalo de confianza para un parametro 0 es una expresion que asigna una cierta
probabilidad al evento definido por que cierto intervalo en la recta real contenga a dicho
parametro. Los limites de dicho intervalo dependen de estadisticos, y por tanto son aleatorios.
La afirmacion probabilistica se deriva directamente de la distribucion en el muestreo de
dichos estadisticos.

Supongamos por ejemplo que una variable aleatoria X ~N (u, 6°). En el caso de muestreo
aleatorio, se puede deducir que X» ~N (i, °/n), de modo que tendremos que
X, —u

J/ﬁ

La distribucion de una variable Normal (0,1) est4 tabulada, de modo que sabemos que para
cada valor a, con 0 < a < 1, tendremos las probabilidades de la expresion:

~N (0, 1)

P(|Z|SZ[1_Q/2]):1—OL

en la que z[_qn) s el valor del recorrido de la variable normal (0,1) en el que la funcién de
distribucion correspondiente alcanza el valor 1 — o/2.

Desarrollando la expresion anterior obtenemos:

P( < On F< j l-a
[1~a/2] / ﬁn [1~a/2]

N

Que esta sea una condicion suficiente implica que puede no cumplirse en algin caso y el estimador
seguir siendo consistente.



y manipulando un poco se obtiene la siguiente expresion:

p(x,,_ff p<x + lmj_l_a

\/EZ[I a2] S \/*

que denominamos "intervalo de confianza al 100(1 — o) % para p". El valor a es clave en este
contexto, y expresa la medida de la confianza que estamos dispuestos a exigir de nuestra

estimacion.

Hemos partido del supuesto de una distribucion normal para la variable que analizamos. La
construccion del intervalo de confianza que analizamos incluye un problema adicional, que es
la necesidad de conocer el parametro o, lo que no tiene porqué ser el caso. En la practica, ¢
debe ser estimado, 1o cual se realiza a través de la desviacion standard muestral s.

Ello nos lleva a considerar la distribucion de la variable aleatoria siguiente:

X -
t: n /’l

=

La expresion puede escribirse como:

Por una parte habiamos establecido que:

Xl N, 1)
o/~/n

y por otra a su vez

(n=1)s”

NX -1

de modo que la variable buscada puede expresarse como el cociente de una variable normal
standardizada, dividida por la raiz cuadrada de una variable ji-cuadrado que a su vez estad
dividida por sus grados de libertad. La condicion adicional que se requiere es que sean
independientes, lo cual se cumple en el caso de muestreo de una variable normal, para que la
distribucion de esta expresion siga una distribucion t de Student, con n — 1 grados de libertad.
Al igual que la normal, la t de Student es una distribucion simétrica. Los valores de la
distribucion t estdn también tabulados para diferentes valores de los grados de libertad.

Llamemos t ™~V [1-a/2] al valor del recorrido de la variable t (con (n —1) grados de libertad) en



el que la funcidon de distribucion correspondiente alcanza el valor 1-o/2. El intervalo de
confianza cambia entonces de forma:

P [X —if(n_l)[l—a/z] Su< Sl‘(n_l)[l—a/z]jz l-a

" n In

Ademas, debe sefialarse que para tamafios de n grandes, la distribucion t de Student se acerca
a la normal.

3. Prueba de hipotesis

Por ultimo se discute informalmente la realizacion de pruebas de hipotesis referidas a la
distribucion de variables aleatorias de interés. El enfoque que utilizaremos es el de
considerarlas casos de decision bajo incertidumbre. Se tiene una afirmacion genérica acerca
de la distribucion de una variable aleatoria, y se utilizaran los datos muestrales para rechazar
dicha hipotesis como incompatible con la evidencia muestral, o bien no rechazarla.

En general tendremos una afirmacién o hipdtesis sobre la distribucion de una variable
aleatoria, que sera la que someteremos a prueba, a la que llamamos hipotesis nula, y para la
que usaremos la notacién Hy. Tendremos ademas una segunda afirmacion o hipdtesis contra la
que contrastaremos la hipotesis nula, que llamaremos hipotesis alternativa, y la denotamos
por H;.

Muchas veces las hipdtesis seran afirmaciones sobre cierto parametro de una distribucion. Por
ejemplo, "la media de los ingresos de los hogares de Montevideo en pesos es igual a 4764", lo
que podemos escribir:

Ho: p=4764
Existen distintas formas de especificar la alternativa, por ejemplo
H;: n#4764

Se puede observar que en este caso la hipotesis nula especifica un Unico punto para un
parametro, en cuyo caso Hy es una hipotesis simple. Al contrario, la hipotesis alternativa es
una hipotesis compuesta, ya que especifica todo un rango de valores posibles para el
parametro.

La prueba de hipotesis se define mediante la division del conjunto de las muestras posibles en
dos categorias: por una parte un conjunto que, si la muestra extraida pertenece a dicho
conjunto, conducira al rechazo de la hipdtesis nula, y por otra un conjunto tal que si la
muestra pertenece a dicho conjunto, no la rechazaremos. La regla decision consiste en
rechazar la hipotesis nula si la muestra cae en la region de rechazo.



La region de rechazo se define en funcion tanto de la estimacion puntual como de los
intervalos de confianza para un parametro. Intuitivamente podemos estar de acuerdo en
rechazar la hipdtesis nula sobre el valor de la media si la estimacion puntual cae "demasiado
lejos" del valor establecido en la hipdtesis, y que la medida en que podremos tolerar este
alejamiento esté dada por los limites del intervalo de confianza para dicho pardmetro, con un
nivel de confianza a que nos propongamos.

Las hipotesis nula y alternativa no tienen un papel simétrico. Esto surge de la naturaleza
misma del problema de decision bajo incertidumbre, en el cual pueden producirse cuatro
situaciones posibles: dado que Hy es cierta puedo rechazarla o no rechazarla, y dado que Hy es
falsa puedo rechazarla o no rechazarla. La situacion genera dos tipos de error posible:
rechazar Hy cuando es cierta, y no rechazar Hy cuando es falsa. Se acostumbra comparar esta
situacion con los errores que puede cometer un juez: absolver a un culpable o condenar a un
inocente. En este sentido debe elegirse la formulacion de Hy de modo de controlar el error
consistente en rechazar Hy cuando es cierta. A este error lo llamamos error de tipo 1.

Se trata de fijar la probabilidad de cometer dicho error de tipo I. Dado que nos interesa la
"probabilidad de rechazar Hy cuando ésta es cierta", debemos determinar la distribucion de la
variable aleatoria que nos interesa bajo el supuesto de que la hipdtesis nula es cierta.. El
criterio es determinar la region de rechazo de modo que rechazar la hipdtesis nula cuando ésta
es cierta sea igual a un cierto nivel a predeterminado, que convencionalmente se fija en un
1% 0 5%.

Hay un cuidado especial en no hablar de "aceptar" la hipdtesis nula cuando ésta no es
rechazada. Al realizar la prueba so6lo establecemos que la evidencia muestral es insuficiente
para rechazar la hip6tesis cuando se ha establecido la probabilidad de erroneamente rechazar
la hipotesis cuando es cierta en o, no establecemos que la hipdtesis nula es cierta. La hipdtesis
puede atn ser falsa, y nuestra muestra obtenida no pertenecer a la region de rechazo. El
criterio que hemos establecido permite afirmar que solamente 1000% de las veces
rechazaremos una hipoétesis verdadera. En este sentido nuestra afirmacion es que, hasta donde
conocemos, la evidencia disponible no es suficiente para rechazarla con dicho nivel de
confianza. En el segundo caso, cuando rechazamos la hipotesis nula, estaremos diciendo que
la evidencia muestral se desvia lo suficiente de la hipotesis nula para rechazarla, de modo que
dicha desviacion es "estadisticamente significativa". De alli que al nivel V, es conocido como
el nivel de significacion de la prueba..

Si tomamos un ejemplo similar al del intervalo de confianza, teniamos una variable aleatoria
X ~N (i, 6%), y nos interesa una afirmacion respecto a un parametro de dicha distribucion, la
media :. Establecemos entonces

Ho @ p=po

También nos interesa definir la alternativa. Aunque sea poco realista, imaginemos que nos
interesa especificamente el valor py, de modo que nuestro interés esta en ver hasta qué punto
la evidencia muestral se desvia de este valor, tanto en el sentido de provenir de una
distribucion con un valor mucho mas alto como en el de uno mucho méas bajo que . Esto nos



conduce a una formulacion de la alternativa como

Hy:p#po

Para realizar la prueba requerimos de la distribucion en el muestreo de un estimador para ese

parametro. En nuestro caso sabemos que X» ~N (p, o°/n), es decir, dicha distribucion
depende del valor del parametro p. Si en dicha expresion sustituimos el valor p por el valor
implicado por la hipdtesis nula, obtenemos la distribucion de la media muestral bajo la
hipétesis nula. Habiamos obtenido, para una muestra aleatoria de una variable X ~N (p, %)
que la expresion:

t:

X, —u
~tm-1
/~/n

por lo que, de ser cierta la hipdtesis nula, también se cumple que:

— ‘Yn _/'lO

~tm-
s/-In (b

t

Llamamos a esta expresion el estadistico de la prueba.

Por lo tanto, podemos afirmar que

X —
P (_ t(nil)[lfa/z] S niﬂ S t(nl)[la/z]}: 1 i a
s/-In

Al extraerse una muestra, se pueden calcular la media y desviacioén standard muestrales, y
calcular el valor que alcanza el estadistico de la prueba. El procedimiento de la prueba sera
calcular dicho estadistico, estableciendo la region de rechazo de manera que rechacemos Hy
cuando éste caiga fuera de los limites del intervalo

@D ¢ @-D

[1-a/2] » [-a2])-

Dicha region recibe el nombre de region critica de la prueba. Se puede notar el paralelo con la
determinacion del intervalo de confianza para :. El intervalo de confianza

n

— S N
P (X _72‘(}1—1)[1_&/2] < 7, < 7#"‘1)[1_0{/2] =1—-—q
n \/;

puede escribirse como



P (uo —j;t(”‘”[l_a/z] <X, <pu +j;t("‘”[1_a/z]j= 1-a

y puede observarse que el procedimiento de la prueba resulta equivalente a rechazar la
hipotesis nula si el valor calculado de la media muestral cae fuera de dicho intervalo de
confianza.

Interpretacion de la inferencia estadistica

Al inicio del curso se menciond que el enfoque axiomadtico de la probabilidad permitia
independizarse de la interpretacion que se diera a la probabilidad, (frecuencista, clasica o
subjetiva) al proporcionar un marco en que todas ellas podrian razonablemente desarrollar el
analisis.

Sin embargo, al ingresar al terreno de la inferencia, nuevamente comienza a tener importancia
el concepto que se tenga de la probabilidad. Ello es asi ya que el concepto de muestra implica
que los datos observados son tan sélo una de las muchas posibles realizaciones de un
experimento aleatorio. De alguna manera en ello esta implicita la posibilidad de la repeticion,
eventualmente al infinito, de un experimento, que nos permitiria "a la larga" o "en el largo
plazo" la reconstruccion del modelo probabilistico ®. En este enfoque la interpretacion que
subyace seria la interpretacion frecuencista.

La interpretacion subjetiva de la probabilidad lleva a un enfoque diferente de la inferencia
estadistica. En lo que se conoce habitualmente como el enfoque bayesiano, el proceso se basa
en la revision de nociones a priori acerca de los parametros desconocidos 0, a la luz de los
datos observados, utilizando la regla de Bayes. La informacion a priori acerca de 0 tiene la
forma de una distribucion de probabilidad f(0), es decir, 0 es tratado como una variable
aleatoria. La revision de los a priori toma la forma de la distribucion posterior f(6/x) a través
de la férmula de Bayes:

o) =L 0/ (©0)
/)

donde f(x/0) es la distribucion de la muestra.



Apéndice
Conjuntos

Como nos referimos una y otra vez a conjuntos de resultados de cierto experimento, conviene
repasar algunos conceptos sobre teoria de conjuntos. Tomamos un conjunto como cualquier
coleccion de objetos. Los objetos en un conjunto son sus elementos, y usamos la notacioén x €
A con el sentido "x es un elemento del conjunto A". Un subconjunto de A es un conjunto
cuyos elementos son a su vez todos elementos de A, y se escribe B — A para denotar "B es un
subconjunto de A". En cada aplicacion, tendremos en mente un conjunto S del cual todos los
conjuntos que consideremos son subconjuntos. Este conjunto "universal" en el contexto de
probabilidad se identifica con el conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio.

Nuestro interés estara en distintos subconjuntos de S. En este contexto, el complemento de un
conjunto A es el conjunto de los elementos que no estdn en A, pero pertenecen al conjunto S,

con la notacion A° =S — A. El signo '—' se entiende como "excluyendo a todos los elementos
de" A.

El complemento de S es el conjunto vacio: & = S°, el conjunto que no contiene ningin
elemento.

La union de dos conjuntos es el conjunto de elementos que pertenecen a uno, o al otro, o a los
dos, y se escribe A U B .

La interseccion de dos conjuntos es el conjunto de elementos que pertenecen al mismo tiempo
a los dos, y se escribe A N B.

Dos conjuntos A y B son mutuamente excluyentes (o disjuntos) si no tienen ningun elemento
en comun, esto es, A "B = .

Una particion del conjunto S es una coleccion de conjuntos disjuntos cuya unién es S. En
simbolos, Ei , E,,..., E; es una particion de Ssi EENEj=J Vi#j,yasuvez
E,vE,u... VE,=S.

Los diagramas de Venn ilustran estas definiciones:
AUuB=
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Como ejercicio, se pueden utilizar diagramas de Venn para ilustrar dos reglas conocidas como
Leyes de De Morgan

ANB=(A"UB")
AUB=(A""nB°)°



Factoriales, permutaciones y combinaciones

Esta seccion estd dedicada a la técnica para contar los resultados posibles de diferentes
experimentos aleatorios, lo cual sera de utilidad en ciertos problemas de probabilidad, por
ejemplo cuando se tiene un conjunto de resultados equiprobables. En estos casos hallar las
probabilidades de eventos equivale a contar el numero de eventos elementales que cada
evento contiene. En particular cuando se trata de la extraccion al azar de elementos de S, la
descripcion de los eventos tiene relacion con el numero de ordenamientos posibles de los
elementos de S.

Supongamos que tenemos un conjunto de n objetos. El problema es determinar cudntas
maneras hay de ordenarlos. Tomemos por ejemplo las letras A, B, C (n = 3). Los ordenes
posibles son seis en total:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Para llegar a este nimero, consideremos primero cudntas formas hay de elegir la primera
letra. Esta puede ser A, B o C, o sea tres formas diferentes. Para cada una de ellas hay luego
dos formas de elegir la segunda, y ya no hay ninguna eleccidon cuando se trata de la tercera.
Entonces tenemos 3-2 = 6 formas de ordenar A, By C.

Mas generalmente, para n objetos hay n formas de elegir el primero, (n — 1) formas de elegir
el segundo, y asi sucesivamente, por lo que la formula general para contar ordenamientos de n
objetos es:

n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1=n!
que se denomina "n factorial". Por convencion, 0! = 1.

El siguiente problema que nos planteamos es como elegir x objetos en secuencia de un
conjunto de n objetos. Es similar al problema de ordenamiento, pero con la diferencia de que
ordenamos x objetos y desechamos los restantes n—x. Para contar | nimero de formas en que
se puede hacer, partimos de la féormula que usamos para ordenar n objetos, pero nos
detenemos cuando hemos hecho x opciones. Para elegir el objeto que viene en lugar x,
tenemos (n —x +1) opciones. Por tanto la formula es:

n! N

n-(n-1)-(n-2)-..-(n—-x+1)= mz

X

o "permutaciones de n tomadas de a x".

Consideremos por ejemplo ordenamientos de tres letras extraidos del conjunto {A,B,C,D}.
Debemos distinguir dos casos segiin nos importe o no el orden en que los elementos estan
colocados en cada ordenamiento. Si nos importa el orden en que los objetos son extraidos,
debemos considerar la formula de permutaciones.



Si, por el contrario, interesa solo qué elementos estan incluidos y no en qué orden, BAC es
equivalente a ABC y no debemos contarlos como ordenamientos diferentes. Si utilizaramos la
formula de permutaciones para contar, cada ordenamiento obtenido estaria "repetido" tantas
veces como sea posible ordenar los elementos que lo integran. Por ejemplo, en este caso
tendriamos ABC, ACB, BAC, BCA, CAB y CBA. Si el orden no importa, estos
ordenamientos son iguales, son un mismo ordenamiento repetido seis veces. Mas
generalmente, cada ordenamiento estard repetido x! veces. Para contar los ordenamientos
posibles de n objetos tomados de a x cuando no importa el orden debemos dividir la formula
de permutaciones, que contaba ordenamientos en un orden dado, por el nimero de veces que
se repite cada ordenamiento.

Por tanto la formula para contar los ordenamientos de n objetos tomados de a x sin importar
el orden esta dada por

n!
n
CX

T (n-x)lxl

0 "combinaciones de n tomadas de a x".
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