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1
l. INTRODUCCION

Durante los años ochenta se produjeron importantes avances en La

Teoria Econométrica que han permitido encauzar la práctica de

disciplina hacia nuevas direcciones. Uno de los apo r t.e s

fundamentales es el relacionado al desarrollo de un cuerpo teórico

aplicable al caso en que los procesos bajo estudio sean no

estacionarios. Hasta ese momento, y dado que en realidad los

fenómenos económicos en el tiempo son casi unánimemente de e s t e

tlpO, el investigador debia realizar transformaciones de los

mismos que fuesen estacionarias para poder llevar adelante

análisis econométricos utilizando el cuerpo teórico existente,

pero perdiendo información relevante en el proceso.

Dada la relativa contemporaneidad de dichos desarrollos, la

literatura sobre el tema se encuentra dispersa en articulos de

revistas y documentos de trabajo, existiendo algunas compilaciones

más o menos extensas y un texto reciente de escasa difusión aún.

Por ello, en este documento se pretende sintetizar los resultados

más destacados del enfoque, de manera de facilitar la comprensión

del mismo as! como la lectura de la bibliografia existente.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: en la próxima

sección se definen los conceptos básicos que serán utilizados en

el documento y que permiten cara.cterízar a las relaciones errt.re

fenóaenos económicos. Posteriormente, se exponen distintas

formulaciones de modelos dinámicos y su interpretación, que más

tarde se vincularán a la definición de cointegración. En la cuarta

parte se plantea el problema de regresiones espúreas entre series

no estacionarias. El capitulo V se dedica a la caracterización de

~ procesos estocásticos en términos de sus raices y a sintetizar

algunos resultados de interés. Los capitulos mencionados hasta

1
Este t.raba j o resume los temas desarrollados en el seminario llevado a cabo en

e ¡ Area de Econometr i a. Por ello. los aportes realizados por Gabriela Fachola

y Carlos Kendive han contribuIdo a mejorar sustancialmente su contenido.

Asimismo, se agradecen los comentarlos de Alvaro forteza y Federico Echen í que ,
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ternas.

mientras los capitulos I a V son de relativa sencillez, siendo su

objetivo dar una interpretación mayormente intuitiva de los

conceptos, los restantes requieren del manejo fluido de varios

conceptos est.ad.í s t i.cos . Sin embar qo ¡ aún en estos últimos, se

intenta brindar una aproximación intuitiva y operativa de los

complejidad del

secciones. Así I

Es importante t.:ener en cuenta que el grado de

do cumerrt.o aumenta sustancialmente en las últimas

aquí permiten enmarcar la problemática general vinculada a

procesos integrados. A partir de a111, se desarrollan diversas

pruebas de raiz unitaria (capitulo VI), necesarias para determlnar

qué tipo de proceso se está analizando. Finalmente, en la sección

VII se analizan las pruebas de cointegración, los métodos de

estimación apropiados y algunos puntos de interés.



¡i. EsrACIONARIEDAD y RELACIONES DE EGlUIUBRiO

Una clasificación de interés de las relaciones entre f enómerio s

económicos en el tiempo? es la que distingue entre aquellas de

corto y largo plazo, de acuerdo a la duración de las mismas. Estas

úl timas son las que se asocian con el concepto de equil.i.bri o f

definido como un estado en el que no existe una tendencla

inherente al cambio2
• Por contraposición, un estado de;

desequilibrio anida su propia destrucción. Un equilibrio puede, a

su vez, ser estable o inestable, dependiendo de la respuesta del

fenómeno ante una perturbación externa. si luego de l a

perturbación existe una tendencia a retornar al punto de

equilibrio inicial se estará en la primera situación, mientras que

en otro caso se tratará de un equilibrio inestable.

La noción estadistica de equilibrio es equivalente a la de un

equilibrio estable, y se asocia por lo tanto al concepto de

estacionariedad: existe una relación de equilibrio entre dos

variables si y sólo si la desviación de esa relación en el tiempo

es un proceso débilmente estacionario. Para definir este concepto

formalmente conviene definir previamente un proceso estocástico:

Definición

Dado un

conjunto

espacio de probabilidad,

de eventos posibles, y

en el que se denominará S

dado un subconjunto ]" de

0,- -,

O.,t

los

reales, es posible definir una función z('J'): SxT --> ~. As!, se

denomina proceso estocástico a la secuencia ordenada de variables

aleatorias {Zt~ te]"}.

Definición

~ Un proceso estocástico {Zt J te]"} es débilmente estacionario 81

posee las siguientes caracterlsticas:

E(z ) ;;;; ji 'lit
t

2
V (z ) = (J' vt: cov (z J Z ) .- h ( I t-s 1) 'lit J S U:s

t t s

2
r,;st.a d e Lírx í c l on resulta incompleta, ya que no incorpora la posibilidad de

estados de equi llbrlo d í námí cos . Se mantiene en aras de la simplicidad del

e rqun.en t o.
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Esto significa que en un proceso débilmente estacionario (o

estacionario de segundo orden), la media y la varianza son

constantes (independientes de t), y la covarianza no depende de t

ni de s sino de la distancia entre ellos. A estos procesos se les

denomina también integrados de orden cero, lo que se expresa

sintéticamente como I(O). Además, la es'cacionariedad de z implica
t

que el proceso posee una representación ARMA (autorregresiva y de

medias móviles) estacionaria y que carece de componentes

determinlsticos (Spanos, 1986).

Obsérvese que este concepto es menos restrictivo que el de

idéntica distribución de las variables, que implica que todos los

momentos son constantes y libres de t. Sin embargo, en el caso de

distr ibuciones normales ambos coinciden, ya que la distribución

queda totalmente definida por los momentos 1 y 2.

Con esta definición es posible expresar la noción de equilibrio

expuesta más arriba como:

De[inición

Sean x y x dos variables aleatorias tales que f(x .x )" = o. Se
1" 2 1 2

dice que .f(X
1,X2)

= O es una relación de equilibrio si dada la

r e Lac í.ón : E == ti x ,x) {E, tElf} es un proceso débilmente
t lt 2t t

e s t e c i.oner í o .

Lo anterior muestra claramente que la consideración de una

relación como de equilibrio implica que ante perturbaciones

ex6genas al sistema es posible observar desviaciones de la

relación en el corto plazo, pero éstas tenderán a desaparecer:

exi.s t.en fuerzas que impiden que la discrepancia de corto plazo ~

presente una tendencia sistemática a crecer. Por contraposición,

si una perturbación tiene efectos permanentes sobre el sistema, la

diferencia E
t

observada en cada momento del tiempo no puede ser
es t ecí.cne r í.e .

Finalmente, cabe anotar que las discrepancias entre los valores

observados y los valores de equilibrio proveen de información
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relevante para el analista, ya que son un indicador útil de cómo

es la trayectoria de las variables hacia el equilibrio. Por ello,

en ciert.o ·tipo de modelos d i.ném icos , se los incorpora como una

variable explicativa, denominándola mecanismo de corrección de

error.

De[.ínición
es integrado de orden 1Un proceso no estacionario {x , t E lr}

t

- X
t

- I(l) si su primera diferencia es un proceso estacionario,

es decir, si {Ax } - I(O).
t

En general f x I(k) si siendo la serie no estacionaria es
t

necesario diferenciarla k veces y no menos de k veces para obtener

una serie I(O):

x > I(k)
t

sii y para h<k
hA x - I( a) a>O

t

Se deduce que el hecho que la k-ésima diferencia de una serie sea

estacionaria no implica que
. . "sxque puede ocurrlr que u

t

la serie es integrada de orden k, ya

I(O) con s<k.

Es importante recordar que el hecho que la primer diferencia de

una serie integrada sea un proceso estacionario implica, por

definición, que la serie original posee una raiz unitaria. A modo

de ejemplo, en el caso en que se tiene un proceso autorregresivo

de primer orden: x = ax + E con E - iid , se podría re-escribir
t t - 1 t t

la ecuación como lix = (a-l)x + e , Si x es no e stac í.oner i e ,
t. t'-l t t

entonces la única forma para que Ax lo sea es que (a-'l) sea nulo,
t

es decir, que a sea igual a 1 (para un desarrollo formal del tema,

véase el capitulo 8 de Spanos, 1986).

De aqu.i en adelante, se denominará procesos integrados sólo fl

aquellos cuyo orden de integración sea estrictamente mayor que O.

Algunas de las propiedades que cumplen los procesos I(k) con k ~ O

son las siguientes:

1 si x - reO) '* (a ± bx t ) - .I(O).L •

t

2. Si x ..~. I(1) =} (a ± bx t) - I(1)
t

para (a,b) * (0,0)

para (a,b) * (0,0)

5



3" si x
t

- 1(0) y Y
t

- 1(0) ~ (ax
t
± by

t
) - 1(0) para (a.b) * (0,0)

4. Si x > 1(1) y Y - 1(0) =} (ax ± by ) - 1(1) para (a.b) ":f:. (0,0),
t t t t

es decir, la propiedad de ser 1(1) es dominante

.5. Si x
t

- 1(1) y Y
t

- 1(1) =} (8X
t

± by
t

) -,1(1) para (a.b) * (0,.0)

en. (feneral

Defi.nición

Sean {Xt' tETf} y {Y
t

, tElf'} dos procesos integrados de primer

orden. Se dice que {Xt' tE]'} y {Y
t

, tE]'} están coíntegradas de

orden (1.1) (Xt,Y
t

) - CI(l.l) - si se cumple que una

combinación lineal de los procesos es estacionaria:

(ax ± bx ) - 1(0) para algún (a.b);t:. (0,0)
t t

En general: sean x - I(ro), y - I(m) =} (x .y) CI(m.n) con m ~ ni
t t t t ~ ,

si ( eic + bx )- I(m-n) para algún (a.b) '1~ (0.0)
t t

Con estas propiedades y la definición de cointegración es posible

ahondar más en la noción de equilibrio en economia y su relación

con el orden de integración de las series involucradas, que es la

noción estadística del equilibrio.

Supóngase que se desea analizar la existencia de una relación de

equilibrio entre dos variables, y y x, de la forma: y + ax = O.

Si las series involucradas - x y y - son estacionarias I la
t t

screpancia entre los valores observados y los valores de

equilibrio E = Y + ax será, por la propiedad 3, estacionaria
t t. t

independientemente de si la relación teórica es válida o no. Sin

embargo, es posible e st i.mer el parámet.ro a y aplicar todo el

herramental estadístico habitual de procesos estacionarios para

buscar evi.dencia que sustente la existencia de dicha relación.

E:st:o no resulta útil, por el contrario, si las series son no

estacionarias ya que, de acuerdo a la propiedad 5, E será en
t

general no estacionario y, por lo tanto, el uso de los

estadísticos de prueba tradicionales no es válido. Una excepción a

ello es el caso en que las series están cointegradas. Es evidente,

entonces, que cuando las series son integradas el análisis de

cointegración debe preceder a la inferencia estadistica.
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Finalmente,

vari.ables

es posible

integradas que

obtener

no se

una

debe

alta

a la

correlación

existencia

ent-re

de una

r e Le.c i.ón e nt.re ellas sino, en realidad; a que ambas series po s e e n

patrones similares en la media D la varianza, dando lugar a lo que

S8 conoce habitualmente como regresiones espúreas.

De lo anterior se desprende la importancia de realizar pruebas de

hipótesis para identificar el orden de integración de las series

involucradas antes de realizar cualquier estimación; la necesidad

de analizar la posible existencia de caintegración en caso de que

dichas series sean no estacionarias y la relevancia de conocer las

propiedades de los procesos integrados y su interpretación

econémi.ca, asi como las implicaciones de las distintas

formulaciones dinámicas de un mismo modelo. Estos tópicos se

desarrollarán en los capitulas siguientes.
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111. MODELOS OINAMICOS

La existencia de una relación de largo plazo entre un conjunto de

variables (y,x,x ... ,x) se plantea generalmente en el mismo
1 2 k

momento del tiempo: y = x'~ . Al extender este razonamiento a los
t t

valores realizados, sin embargo f se estaria implicando que el

efecto de las variables exógenas x sobre la endógena y se
t t

produce y se agota inmediatamente. En general, lo anterior no se

ajusta a la realidad, ya que si bien la relación se ha de cumplir

en el largo plazo, en el corto plazo existen desajustes y rezagos

que determinan que los valores pasados de las variables cumplan un

rol importante en la determinación del fenómeno en cada momento

del tiempo. De ahi la importancia de las formulaciones dinámicas

para la explicación de las relaciones de largo plazo. Estas,

además, proveen de información relevante sobre la for~a en que se

producen los ajustes en el corto plazo, que dan lugar a la

trayectoria hacia el equilibrio.

Los modelos dinámicos pueden plantearse de diversas formas,

equivalentes entre si en términos de los valores de los

multiplicadores de largo plazo, pero que difieren respecto a los

parámetros de corto plazo que se identifican a partir de cada una.

El uso de una u otra formulación dependerá asi, exclusivamen-te,

del interés especifico del investigador. A continuación se

presentan cuatro modelos dinámicos: el modelo de rezagos

distribuidos (HRD); el modelo de corrección de error (MeE); la

formulación de Bewley y la de Bardsen,

El modelo de rezagos distribuidos

El MRD(m,n;p) es la formulación más general, siendo ro el número de

rezagos de la variable dependiente y n el máximo número de rezagos
de las p ex6genas. Asi:

m p n
MRD (m, n¡ p): y = ex: + ¿ a y + ¿ ¿ {3 x 1- E;

t o 1=1 1 t-l j=l 1=0 ji jt-i t (': -- i i dt t», 0-
2

)
t

p

o en forma polinómica: a(L)y = ex: + ¿ ~ (L)x + e
t o j=l j jt t

8



con a(L) = I -
n

y {3 (L) = ¿ (3 L)
J i =0 JI

Si se supone que las variables involucradas son conjuntamente

estacionarias (son estacionarias cada una individualmente o están

cointegradas), los valores de largo plazo equivalen a la esperanza

incondicional de las variables y el equilibrio se identifica con

el estado en el que todo cambio ha cesado. Asi, la solución de

largo plazo para el HRD(m,n;p) es:

= (1 - ~ a )-1 [ex + ~
1 = 1 1 o j =1

n ]¿ E x =
l';O{3jl ( Jt)

= ra(I){l[a + ~ {3 (l)E(x )J = e + ~ e E(x )- o j =1 j j t o j =1 J J t

siendo e = [a(l)]-l{3 (1) para j=1,2, .. o,p
j j

y
-1e = [a(I)] a

o o

los

habrá

puede

x
j

se

identificarpara

respecto a cada

la estimación

En esta formulación, entonces,

multiplicadores de largo plazo de y con

que calcular los e . Por otra parte,
J

realizar sin problemas por mlnimos cuadrados ordinarios, aunque la

varianza de los estimadores de los multiplicadores de largo plazo

no se obtiene en forma exacta: al ser éstos transformaciones no

lineales de los estimadores en la ecuación original, hay que

utilizar una aproximación a la varianza del cociente; que viene

dada por:

9

El modelo de corrección de error

vareS) - J¡var(a,{3)Jr siendo J
f

el jacobiano de la transformación

f (a,{3) = rl - ~ a )-: ~ {3 para j = 1,2,. oo,p
J - \. 1=1 I 1=0 JI

J r = (af/Da ,. o o,Bf/aa ,8f/8{3 _'o o o ,8f/8{3 'o o. ,8f/8{3 )
1 m lu In po

o sea:

Esta formulación se puede derivar directamente del MRD restando a

anillos lados Yt-l y sumando y restando del lado derecho rezagos de

x :
t



MeE ( r , n¡ p ) :
r- P P

~Yt= exO+i~1r¡1(Y1.._1-j~1Xj1.._1) +j~)3jO~Xj1.. +

P r- P n ID

+ ¿ ¿ <: x + ¿ ¿ (3 x + ¿ ex y + e
j=1 1=1 j1 j1..-1 j=1 1=1'+1 j1 j1..-1 1=1'+1 1 1..-1 1..

con:

e - iid(O,cr
2

)
1..

r -s m ,r

ex 0- 1
1

; ex
1

;

10

corto plazo:

lO P rp r- p

¡ ~~111 i (Yt o. ¡ -- j~l X jt.-i) + i ~l j~1 (J 1X J1..-1 = 1~1 r¡ 1 (Y1..-í - J~l ( 1-( j í/r¡ 1 )xJ1..-1) =

es

con Il = 1-( /11
ji ji 1

r-

forma,

¿ 11 v = ¿ 11 j = -J? (1)
1=1 1 j1 1=1 1 "'ji P j

estade

embargo¡

r-

e p

¿:" TI (Y - L Il X ')
1;'1 1 1..-1 J=1 ji j1..-1

sin

los r términos (Y1..-1 j~~ x J1..-J

reflejarian el efecto de los desajustes en el corto plazo - desde

t=t-r a t=t-l - sobre la variable de interés y . Esto no implica,
1..

que en equilibrio se observe: y = z:.Px ,
. 1..-1 J=1 J1..-1

decir! que los coeficientes de la relación de largo plazo sean

todos iguales a 1 (condición de homogeneidad), ya que por cada uno

de estos sumandos se ha afiadido a la ecuación un rezago de x ,
J t.

permite que¡ al reordenarlos, se obtenga el término

de error que mide efectivamente el desajuste de

que es lo que

de corrección

Planteado

Reordenando adecuadamente se obtienen los multiplicadores de largo

plazo como:

De esta forma,



sual MRD es que enfrente

los coeficientes 11 r que. :ie
1

interpretan como el "ajuste de corto plazo al desequilibrio", o

sea, el impacto de los desequilibrios anteriores sobre la variable

de interés, lo cual a su vez se puede asociar a la velocidad de

ajuste de y a las discrepancias pasadas entre y y x. Sin embargo,

los multiplicadores de largo plazo deben calcularse a partir de

los coeficientes originales. Nuevamente, la variabilidad de los

mismos debe ser aproximada y esto se realiza de acuerdo a:

La ventaja que presenta este modelo

formulación aparecen expLíc i tamente

siendo J el jacobiano de la transformación
g

(
r m ) -1 [ r- n ]g,(TI,()=-.¿7}+ ¿ ex ¿(r -Yl)+ ¿ (3

J q=l i i=r+1 1 1=1 "'j1 1 1=r+l j1

11

El modelo de Bewley

y x _. [a(1 Jr 1

plantea, al igual que el MRD, en términos del nivel

dependiente y resulta de restarle a éste ¿ffi a y en
1 =1 1 t

la igualdad y de sumarle y restarle del lado

e - iid(O,(J'2)
t

con:

Nótese que en este caso la estimación debe realizarse por

variables instrumentales para obtener estimadores consistentes de

los parámetros, ya que Y
t

, la variable dependiente, está incluida

entre los regresares a través del término byto Por lo mismo, la

varianza se obtiene de acuerdo al procedimiento habitual de

ambos lados de

derecho ¿P (3 x
j=l j jt

Este modelo se

de la variable

Los multiplicadores de largo plazo se obtienen directamente de la

6stimación f al observar que son precisamente los coeficientes de

x de acuerdo a la relación: e = i\ ~n Q
j t j 1 = o 1" J 1



estimación por variables instrumentales.

El modelo de Bardsen

Se obt.í.ene de sustraer al MRD y de ambos lados de la
t - 1

ecuación

p

y de sumar y restar del lado derecho ~
- j = 1

n-1
¿

i=O

..
(3 x :
ji jt-i-l

e - i i dt t», 0-
2

)
l

p n--1 .. •

ily + ¿ í: B!J.X + IX y +
t.-l j=1 1=0 • JI jt.-l m t.-m

i = 1 ~ 2~ ... ,n

p ..
¿(3x +C

1=1 j n jt.-n t

i. = 1~2~ ... ~m

1

1.:11
h=1 h

1

¿ ex: -1 =
h=1 h

1

¿;(3
h=O jh

'"{3 Ji -

'"IX =
1

m-1 ..

~y = ex + ¿ ex
t. o 1.=1 i

donde:

. .,
Como se observa en las definiciones de ex y (3 , los coeficientes de

e s t.e formulación miden el impacto acumulado de los ajustes a

desequilibrios pasados, es decir, la suma acumulada de los efectos

de los términos de corrección de error en el MeE.

Por otra parte, los mul tiplicadores de largo plazo de obtienen

como:

'" '"e = (3 /~a
J jn m

La varianza del estimador del multiplicador se calcula utilizando
la f ó rmu La :

,

var{O )
. j

Parece conveniente ejemplificar las formulaciones anteriores para

12



el caso más sencillo en que p=n=m=l, Bajo estas condiciones los

los serian:

l1RD: y = a + a y + (3 x + (3 x + 8
. t o l' t·-l o t 1 t-l t

con 8
1

= ((30~ (31)/(1-CX 1) el multiplicador de largo plazo.

MeE: Ay = v + v (y - e x ) + v ~x + 8
t o 1 t. - 1 1 t - 1 2 t t

con '¡" = ex ;o o
largo plazo.

v = a -1
1 1

; ; e - el multiplicador de
1

Su forma equivalente es:

(1 --/1 = -:>"(3 ; A
3 1

e = /1 el multiplicador de largo plazo
1 2

#J.. = -Aa
1 1

v = a -1 ;
1 1

1/
3

= v
1

( 1 - e
1

) = (a i 1 ) ( 1 - e
1

) = <X
1

- 1 + (30+ (31

V y/v el multiplicador de largo plazo
3 1

13

u = Al::
t t.

con v _. a ;
1) o

1/ = (30 ..
2

e = (V -
1 1

con w --, a ; w = ex -1 ; w - f3 0
; w .- (3 + (3o o 1 1 2 3 1 o

e -, --w'w el multiplicador de largo plazo.
1 3/ 1

Av = v + v (Y' - x ) + v ~x + v x + e
"'t o i : t-l t.-l 2 t 3 t-l t

Bewley: v = ~o+ U ~y + U x + U Ax + u
"t 1. t 2 t 3 t t

BArdsen: Ay = w + w y + w ~x + w x + e
t o 1 t-l 2 t 3 t-l t



IV, REGRESIONES ESPUREAS

Granger y Newbold plantearon, en el articulo mencionado, un

ejemplo que ilustra esta situación. Sean los procesos generadores

de información de dos variables x y y los siguientes:
t t

Las regresiones espúreas o It sin sentido It se obtienen cuando, aún

no existiendo relación alguna entre las variables involucradas en

el modelo propuesto, la correlación entre ellas es alta, de forma

que las pruebas estadisticas y el R2 indican, equivocadamente, que

el modelo es estadisticamente correcto, Este problema, señalado

tempranamente por Yule (1926) y desarrollado más recientemente por

Granger y Newbold (1974), ocurre de forma muy frecuente cuando las

variables son integradas, ya que es posible que posean una

tendencia temporal similar, que es el origen de la alta

correlación observada. La razón por la cual las pruebas

estadisticas estándar no son aplicables es que cuando las series

son no estacionarias los estadisticos t-Student o F divergen en

distribución al aumentar el tamaño de la muestra, invalidando así.

el uso de las tablas habituales. Esto implica, además, que al

crecer la muestra la tasa de rechazo aumentará también, con lo

cual el rechazo de la hipótesis de no relación entre las variables

se vuelve más y más frecuente al aumentar el número de

observaciones disponibles.

x "- x ..¡. U
L t-l t

iia , o 2)U - ~~ . ( ,(j
t u

(1 )

+ e
t

e - iid (O,cr
2

)
t e (2)

E(u.c ) = O vt,s
t s

Dado el planteo anterior, resulta que x
t

y Y
t

son caminos

aleatorios no correlacionados. Siendo asi, al especificar la

regresión: v = Q + ~ x + e seria esperable que la hipótesis nula- t 1"' o 1 t t

H : p = O no se rechace, es decir, que ~ sea estadisticamente noo 1 1

significativo. Sin embargo, dado que las series son .i.ntegrada.s de

orden 1, esto no ocurrirá generalmente: bajo la hipótesis nula, se

14



propone Y
t=

~o+ e
t

' con e
t

un rUldo blanco, lo cual implica que

ves, a su vez, un ruido blanco; bajo la alternativa, se plantea
.. t-

un modelo falso para la variable. En este segundo caso, puede

ocurrir además, que la no estacionariedad de x se proyecte sobre
t

Y
t

• De esta forma, el resultado más probable es, entonces!

que se rechazará incorrectamente la no relación entre las

variables f simplemente porque no es posible sustentar que y t sea

un ruido blanco. Esto sucede porque, en realidad, se están

contrastando dos hipótesis conjuntamente: la no relación entre las

variables y la estacionariedad de y t' Al ser falsa la segunda

proposición se rechaza la totalidad de la hipótesis nula.

Con el modelo planteado arriba se realizaron simulaciones de Monte

Carlo (Banerjee et al., 1993) que permiten reproducir las

distribuciones de los estadisticos de prueba. De ello se deducen

algunos puntos de interés:

(1) Si bien la forma de la distribución se parece a una t-student,

la media del estadistico no es O ni la varianza es unitaria.

(2) La desviación estándar es tan grande que la probabilidad de

rechazar H siendo cierta es muy alta: para obtener un nivel deo
significancia en la prueba del 5% seria necesario que el valor

critico de tablas fuese ±14.5 en vez de 1.96.

(3) La desviación estándar del estadistico aumenta con el tamaño

muestral, de forma que el problema es mayor cuanto mayor es la

muestra.

(4) La esperanza del estimador de ~1 es significativamente

distinta de O sólo en muestras grandes, pero el sesgo no cambia

demasiado al variar el tamaño de la muestra. La desviación

estándar, a su vez, no disminuye con aumentos en el número de

observaciones, contrariamente a lo que ocurre al trabajar con

series estacionarias.

Por otra parte, las simulaciones realizadas por Yule en 1926

mostraban que la distribución de la correlación muestra1 (R) en el

15



caso de variables integradas de primer orden, tiene una gran

concentración de frecuencia en las colas; de modo que los valores

de R lejanos a O son mucho más probables de obtener que en el caso

de series estacionarias. El resultado es aún peor si las series

son integradas de segundo orden, obteniéndose una distribución de

frecuencias de R en forma de U, con lo cual lo más probable es

obtener correlaciones de ±1, independientemente de que esto sea

cierto.

Finalmente, Phillips (1986) demostró que el estadistico de

Durbin-Watson converge a O al aumentar el tamaño de la muestra si

las series no están relacionadas. Esto confirmó la observación

realizada con anterioridad por algunos autores sobre la obtención

de altos valores de R2 junto con bajos valores del estadistico DW

cuando la regresión es espúrea.

En la búsqueda de soluciones distintas a la diferenciación de las

series cuando éstas son integradas, se propuso incorporar

tendencias deterministicas en los modelos, que capturaran el

componente no estacionario de las variables involucradas. Sin

embargo, esto no resulta conveniente ya que el estadistico a

utilizar para la prueba sobre la significancia del coeficiente de

la tendencia no se distribuye t-Student, corno ya se señaló

anteriormente. Con ello, la probabilidad de rechazar erróneamente

que dicho parámetro es nulo es, nuevamente, muy alta. Aún más, el

problema de la regresión espúrea se mantiene incluso al incorporar

una tendencia.

Lo expuesto hasta aqu1 ilustra la importancia que reviste realizar

un análisis exhaustivo de las series involucradas antes de estimar

un modelo. Detectar si son no estacionarias y, cuando corresponda,

el orden de integración de cada una de ellas, es fundamental para

decidir correctamente qué tipo de técnica es adecuada en cada

caso. De esta forma, en lo que sigue se discutirán algunos de los

métodos para determinar el orden de integración de las series y,

posteriormente, cómo trabajar con series no estacionarias.

16



V, PROCESOS ESTOCASTICOS: CARACTERIZACION y PROPIEDADES

Sea el proceso generador de información representable por:

v = py + e
.. t t-l t

e - i.i.d (O~(j2)t (: ,

Si Ip 1<1 el proceso es, al menos asintóticamente, estacionario

débil.

si Ip 1=1 el proceso posee una raiz unitaria y es integrado de

orden 1.

Si Ipl>l el proceso es explosivo.

Utilizando el operador de rezagos (L), se puede expresar y como:
t

17

Los primeros momentos del proceso son

se

el

es posible obtener

valor inicial y el

caracterización a

t-l j C t
2: j =o P t- j + p Yo

IpI < 1

E(y ) tiende a O cuando t tiende a 00
t

V(y ) tiende a (]'2/(1_p2) cuando t tiende a 00
t e

En cada uno de los casos planteados más arriba,

una forma final del proceso, en función de su

proceso 8 , que resulta de utilidad para su
t

través de sus primeros momentos poblacionales. Suponiendo que

proceso se extiende desde el momento t=O, la fórmula anterior

reduce a la forma final:

Asi,

t--l 1 t t 1 j t t
E(y) =E(¿ ae + P y) =2:-pE(C ) +

t j =0 t- j . o j =0 t- J P Yo= P Yo

Caso 1:

Asi,

Cov(y y )
t t-s

V(.y) "t-l.2j 2 2(1 2t)/(1 2)
t = L. J:-O P <Yc = (]'e \ - P - P



Asir COlr (y y )
t t-s

'está dado.

cuando t tiende a ro y s

De esta forma, si el valor inicial es nulo (y = O), el proceso es
o

estacionario en media aunque no en varianza. Sin err~argor

A este proceso se lo conoce con el nombre de camino aleatorio. si

bien es integrado de primer orden tanto cuando p torna un valor

positivo corno negativo, las caracter1sticas de cada caso son

distintas. Se analizará, por tanto, cada proceso separadamente.

El camino aleatorio resulta ser estacionario en media, pero no

estacionario en varianza, ni siquiera asintóticamente ya que

la varianza y la covarianza divergen cuando t tiende a infinito.

Además, la forma de la covarianza implica que existe una alta

correlación entre observaciones sucesivas, que disminuye al
aumentar la distancia s en el tiempo.

los momentos depende del

el proceso estocástico Bt::;

"t-l ( -1 ) j e + ( 1) t
L.j,,",o t-j - Yo

"t-l c +
L.j=o t-J Yo

18

-1p

1

Ipl = 1

p

asintóticamente, dado que ninguno de

punto del t.iempo en que se calcula,

estacionario débil.

Caso 2:

2.a:

La forma final del proceso es: y
t

Sus primeros momentos son:

E(y )
t

2cov (y y ) = ( t - s )0"
t t-s e

t-l 2
V (y ) '" V (L e .) = t:o:

t .1=0 t- J e

La forma final del proceso es:

Caso 2.b:



E(y )
t

Cov(y y )
t. t-s

s 2
(-1) (t-S)cr

e

Si Y = O el proceso es estaciona.rio en media, pero no en
o

varianza, ni siquiera asintóticamente. Si yo:¡t: O, si.n embargo, no

será est.acionario en med í.a tampoco, ya que ésta toma valores

positivos y negativos de acuerdo a si t es par o impar. La fonna

de la covarianza determina, en este caso, que el proceso muestre

fluctuaciones fuertes, dado el signo opuesto de las sucesivas

correlaciones.

Caso 3: Ipi> 1

2 2t 2
V(Y

t
) = ere (l.-p )/(l-p)

s 2 2(t-s) 2
Cov(y y ) = p (J' (l-p )/(l-p )

t t-s e

Los primeros momentos dependen del tiempo, con lo cual el proceso

no es estacionario débil, con excepción del caso en que y = O, que
o

llevarla a que en pequefias muestras el proceso fuese estacionario

en media. Cuando t tiende a 00, por el contrario, todos los

momentos divergen, por lo cual el proceso es explosivo.

Un segundo tipo de procesos que interesa analizar son los caminos

aleatorios que además poseen una ordenada al origen ("drift") y/o

una tendencia deterministica, distinguiendo nuevamente entre el

caso en que la raiz es +1 y -l.

Caso 4: p = .1

19



t
(-1) Yo

si t impar

e +
t-j

s 2
(~1) (t-s)cr

e

= t.ú +

Cov(y y )
t t-s

y =Il--Y +c
t t - 1 t

si t par

2tO' e

forma final es: y
t

'La

E (y ) = y + t.u.
t o

2
COy (y y ) =. (t -s )CJ...

t t-s v

Caso 5: p _. -1

La forma final es:

E(y ) = y
t o

De esta forma, se observa que el proceso posee en realidad una

tendencia estocástica, por lo cual no es asintóticamente

estacionario en media como en el caso 2.

En este caso, el proceso no es estacionario en media ya que ésta

toma dos valores distintos, pero tampoco presenta una tendencia

estocástica como el proceso anterior.

V(y )
t

Caso 6: p - 1

La forma final es: y
t

= t.i: + t 2 v + "t-l e +
L.j=o t- j Yo

2
E(y ) = y + tll + t v

t o

V(y )
t

2
Cov(y Y ) '" (t-S)Cf

t t-s e

Este proceso posee una tendencia estocástica cuadrática, no siendo

entonces tampoco asintóticamente estacionario en media.

Caso 7: p = -1 = IJ. + vt - Y + e
t - 1 t

20



La forma final es:
t-l j t-1

Y ~~: ,- ( -1) ( /l + !lt) + L o e 0+
t Lj=O . J=O t._oJ

Sl t impar

Cov(y y )
t t-s

Al igual que en el caso 5, este proceso no es estacionario en

media ya que ésta no toma un valor único, pero su comportamiento

es diferente ya que ésta vert.a de una constante a un valor que

crece con t linealmente.

En las gráficas que se presentan a continuación se ilustran

algunas de las diferencias analizadas en la sección. Las series

I(O) poseen una media constante que actúa como un ~atractor~, en

el sentido que existe una tendencia inherente a la serie a

retornar a este valor, siendo la varianza acotada. Las series

integradas, por el contrario, no presentan ningún atractor y

raramente retomarán un valor especifico, incluyendo la media y el

valor inicial, ya que si bien oscilan alrededor de un valor, la

varianza con que lo hacen crece rápidamente. Finalmente, los

valores que una serie estacionaria toma en un momento del tiempo

tienen poca relación con sus valores futuros, de forma que a este

tipo de procesos se los puede catalogar como de memoria corta. Por

su parte, las series integradas son de "memoria larga", en cuanto

10 que sucede en un momento tiene un efecto permanente e

importante sobre todos los valores futuros.

21
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Procesos casí integrados

La definición de procesos integrados revela que un proceso I(k) es

aquel que posee k raices unitarias. sin embargo, esta

clasificación teórica no es tan clara en la práctica cuando el

proceso presenta una raiz menor que 1 pero muy cercana a dicho

valor. A estos procesos se les conoce habitualmente como procesos

"casi integrados". Su análisis resulta interesante dado que su

comportamiento es más parecido al de procesos integrados que al de

procesos estacionarios, mostrando asi los problemas de potencia

(la probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando ésta es

falsa) que presentan las pruebas de raiz unitaria en estos casos.

Además, permiten observar que no existe una discontinuidad en el

comport.amiento de la varianza de procesos con raices menores e

iguales a 1, al menos en muestras no demasiado grandes.

Teoria asintótica para procesos integrados

Cuando las series son integradas, la teoria asintótica

desarrollada para procesos estacionarios no es aplicable. La

principal diferencia resulta de observar que en el primer caso los

momentos muestrales convergen a variables aleatorias en vez de a

constantes como en el segundo. De igual forma, los teoremas

derivados del Teorema Central del Limite no son utilizables y

deben ser sustituidos por teoremas del limite referidos a

funcionales. Varios de los estadisticos utilizados

convencionalmente convergerán a funciones de procesos de Wiener,

cuya caracteristica más sobresaliente es que la velocidad de

convergencia es de un orden de magnitud superior al

correspondiente a procesos estacionarios.
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Una solución posible es utilizar el estadístico Q de Box-Pierce,

para los residuos de la regresión de y sobre y r que bajo la
t t - 1

hipót.esis nula resultan ser simplemente e = I::.y • Sin embargo, la
t t

potencia de la prueba es muy baja (Dickey y Fuller, 1979).

Sin embargo en este caso no es posible utilizar los result.ados

estándar ya que la distribución del estadístico resultante no es

una t-5tudent en pequefia muestra ni Normal(O.l) asintóticamente.

Aún más, la distribución no es siquiera simétrica, originando así

serios problemas de tamafio en la prueba (una alta probabilidad de

rechazar la hipótesis cuando ésta es en realidad verdadera).

.:..-:: C'}T + (... S .~ f o ~ <' -;
. . t .._ 1 -..... t l¡ ""'" ; I l

asintóticamente),menos

estocástico y tal que:
t

es estacionario (alproceso

el proceso

V, F'F~UEBAS DE RAiZ UNir ARIA

La solución alternativa se originó en el trabajo de Dickey (1976),

y se formalizó en Dickey y Fuller (1979) con el disefio de nuevas

tablas de valores críticos para la realización de la prueba,

cons t.ruLde s en base a experimentos de Monte Carla. Los autores

t.ebu Le r on dicho s valores para tres modelos distintos y pera dos

estadisticos distintos, uno equivalente a la t-Student y otro al

estadistico aplicable en muestras grandes.

m.ie n t.z-a s que SI. lpl>l es explosivo. El caso ¡pi = 1 r e s uLt.e

singular: siendo un proceso no estacionario, su primera diferencia

resulta integrada de orden O (estacionaria). Dada esta

caracteristica y el hecho que la existencia de raíces unitarias en

ios procesos económicos es bastante frecuente, probar la hipótesis

!p! = 1 resulta del mayor interés.,. I

el

Sea

La presentación de tres modelos responde al hecho que al realizar

las pruebas de raiz unitaria generalmente se ignora la forma

especifica que tiene el verdadero proceso generador de información

(PGI), con lo cual se podria incurrir en los problemas conocidos

de inferencia en modelos incorrectamente especificados (para un

desarrollo del tema, véase Spanos, 1986). A pesar de ello, los

casos presentados recogen únicamente la posible existencia de
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El estadístico de Dickey-Fuller

y t = /.l e + Ve t + P e yt-l +- e t ' con Yo = O Y

tendencia deterministica y/o una constante en el proceso, con lo

cual resultan insuficientes. Varios autores han tratado de

Sea el verdadero PGI: y - py + e (7)
t - t-l t -

realizar correcciones al procedimiento, orientadas tanto a

incorporar nuevas variables al modelo (paramétricas) como a

corregir el estadistico a utilizar (no paramétricas) para mejorar

el desempeño de la prueba. Una segunda extensión se refiere al

análisis de la existencia de raices unitarias en el componente

estacional de una serie, es decir, al estudio de procesos

estacionales no estacionarios. Finalmente, otra de las lineas

principales de trabajo ha sido el diseño de pruebas que mejoren

los resultados en los casos en que existe más de una raiz unitaria

en el proceso estocástico.

a) y= p aYt-J. + e f con v = O Y e - iíd(O,(J2)
t t ~ o t

b) y= J.1
b

+ o y + e r con Y = O Y e - iíd(O,a 2)
t t b t-l t o t

Los modelos propuestos por estos autores para representar el

proceso estocástico son:

e)

con y = O Y e - iid(o,~2) , donde y es el valor inicial.o t o

El modelo elegido para aproximar el PGI real dependerá del

análisis que se haga de la serie para determinar cuál de ellos es

més adecuado. De cualquier forma, la idea en el diseño de los

estadisticos de prueba es que éstos sean tales que la existencia

de parámetros irrelevantes en el modelo afecte lo menos posible la

inferencia. A estas pruebas se les denomina generalmente

"similares", en cuanto las distribuciones del estimador de p y del

estadistico de prueba, as! como los valores criticas, no se ven

afectadas por la existencia de dichos parámetros irrelevantes.
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En el cont.exto anterior, se desea analizar la exist:encia de un:"

1

l. El

grados

es el

32,

H:
o

e y k = 1,

el modelo) de acuerdo a

En muestras grandes es

donde T es el número de

reportan en la Tabla 2

T

S~ = (t-2)-\~2(Yt- PYt_1)2

probar la hipótesises decir f

-1 T
2 .

Yt-l) t~l YtYt-l es el estimador máximo verosimil de p

A A

el estadistico (p - p)jDS(p ) se distribuye de forma tal
1 i

valores críticos que corresponden son los tabulados en la

-r- = l/pA - 1) (S2 C.)-l/2 . b... . con L = a, ,
i i e k 1

-1 T 1/2

(p - p) S e (t~2 Y~-J con

T

P = (¿
t:= 1

-r --<- --

Bajo Ho
que los

es el e s t.ad.í.st i.co análogo a la t-Student para FI: Ip I
o 1

resultado se generaliza de la siguiente forma:

En realidad y dado que los procesos explosivos son fácilmente

detectables I aún en muestras pequeñas f la hipótesis al ternativa

r e Levant.e será: H 1: 1p 1 I < 1 Esto es f la prueba a desarrollar

buscará evidencia que sustente que y es un proceso 1(1) frente a
t

la opción que el proceso sea estacionario asint6ticamente o 1(0).

En Dickey y Fuller (1979) se derivan los estadisticos para

muestras pequeñas y grandes, asi como las distribuciones limite,

resultando que, para el modelo (a):

r aí z unitaria,

de acuerdo al modelo que se p roponqa , 52 es el esti.mador de la
• ek

varianza correspondiente a cada modelo, corregido por los

de libertad adecuados para que sea insesgado (T-k-l). c
i

elemento correspondiente de la inversa del producto de la matriz

de variables "explicativas" por si misma (X'X)-1 en la notación

convencional) que será di.stinto según los casos a, b, o c y p es

Tabla 1 del anexo (parte a, b, o c según

los estudios de Dickey y Fuller (1979).

posible utilizar el estadístico T(p - p),
1

observaciones, cuyos valores criticos se

(nuevamente, partes a, b, o c) del anexo.



28

el estimador máximo verosímil de p. Los valores criticas de estos

para Ipl<l1/2 " 2
T i o - p) ~ Normal (O ~ o )

\ i i

estadisticos fueron obtenidos por los autores a través de

simulaciones de Monte Carla.

Por su parte, la distribución asintótica de normalizaciones

adecuadas de (P.- p) son:
1

El ané lís í.s del desempeño de los estadísticos propuestos muestra

que: (i.) resultan mucho más potentes que la Q de Box-Pierce¡ (ii)

su validez se mantiene aún con errores con una distribución

distinta de la Normal; y (iii) en muestras pequeñas los resultados

pueden verse afectados si el valor inicial y no es nulo.. o

El estadistico para probar Ipl=l - T(P
j

- 1) - es el cociente de

dos integrales definidas sobre un proceso de Wiener. A partir de

ello, se derivan su distribución límite as! como la del

estadístico ~ en los tres modelos. Este último sin embargo,
j

tendrá una distribución asintótica Normal si efectivamente el PGI

posee una constante y se plantea el modelo (b) con ~*O, o en el

caso en que posee una tendencia deterministica y se plantea el

modelo (e) con ~*O.

Por otra parte, si el PGI es (1), la utilización de los modelo (b)

y (e), y por lo tanto los correspondientes P y T , originará
i . i

pérdida de potencia en la prueba respecto al nivel que se

obtendría usando P y L , dado Gue estos últimos corresponden a
a a

la mejor aproximación posible al proceso, pero siempre serán más

potentes que la Q.

Además, mientras los estadisticos P
a

y 17
a

poseen similar potencia

para cualquier valor de P, P
b

es más potente que i
b

si Ipl<l y la

relación se revierte en caso que ¡pl>l.

Finalmente, los valores iniciales que tome el proceso deben
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(iv) Si el PGI posee constante y tendencia y Y * 01 es necesario
o

realizar extensiones para realizar una prueba adecuada.

también ser tenidos en cuerrta , como se desprende del anéLis is

slguiente para distintos PGI:

posee una constante y

realizadas sobre los

De lo anterior es posible concluir, en primer lugar, que la

elección del modelo no es una trivialidad, ya que afectará la

potencia de la prueba, llevando a no rechazar la existencia de una

raiz unitaria cuando en realidad el proceso es estacionario. Hay

entonces que analizar qué tan plausible resulta tanto la

existencia de una tendencia deterministica en la serie como de una

ovdenada al origen distinta de O. Al observar que la tendencia

implica una tendencia cuadrática y la constante una tendencia.

lineal (de acuerdo a la forma final del proceso derivada en

sección anterior), no parece demasiado dificil realizar este

análisis. En segundo lugar, si se emplea el modelo b pero no se

rí.ene demasiada evidencia sobre la existencia de una constante

óistinta de O, la comparación de los resultados de ambos

estadísticos puede Ber de utilidad, dados los posibles problemas

de pot.eric.í,e señalados más arriba. Finalmente, si el PGI posee

constante y/o tendencia y esto se refleja en el modelo

especificado, el estadistico de prueba para la hipótesis de

existencia de una raiz unitaria se distribuye asintóticamente

normal, es decir, las parametrizaciones adecuadas del proceso

verdadero preservan los resultados estándares, asintóticamente.

( i.) Si el PGI es el planteado en (1), las pruebas realizadas a

partir de cualquiera de los tres modelos son similares.

(iii) Si el PGI posee constante y Yo * O, o bien posee constante y

tendencia con un valor inicial nulo, las pruebas similares Be

obtienen ünicamente usando el modelo c.

(ii) Si el PGI es (1) pero Yo * O, o bien,

el valor inicial es nulo, sólo aquellas

modelos b y c serán similares.



Extensiones a la prueba de Dickey-Fuller

Para salvar este obstáculo, Bhargava (1986) propone la utilización

e
t

tendencia

(3)

unaposeerealprocesoel

un proceso estacionario alrededor de una

con u = pu + E y e - íid
t t-l t t.

si

y = ¡.l + py . -r e, ( 2 )
t t-l l.

y es
t

Y= fJ. +t
E

t
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v es un camino aleatorio con constante, es deci:t.• t

formar

V=I.L+U
~ t t

esta

En el caso (b):

(i) bajo H
o

Bajo la hipótesis nula el proceso será un carnina aleato:r:io con

constante, es decir, la serie poseerla una tendencia estocástica,

mí.ent.ras que bajo la alternativa será un proceso estacionario

alrededor de una media no nula, igual a /.l/(l-p), y sin tendencia.

De

de forma que, bajo H : Ipl=l, Yt
es un camino aleatorio sjn

o
constante: y= /.l + u = IJ. + u + E IJ. + y.- /1 + E = Y t-l + e

t t t-l t t-l t. t

determinist.ica, resulta muy probable que no se rechace Ha aún

cuando ésta es falsa, ya que un proceso con tendencia estocástica

será una mejor aproximación frente a un proceso sin tendencia.

Obsérvese que el uso del modelo e no soluciona el problema, ya que

si bien plantea la existencia de una tendencia bajo la hipótesis

alternativa, induce a una tendencia cuadrática bajo la nula.

Propuesta de Bhargava

Este autor plantea que la forma que posea el verdadero PGI no es

ir::::elevante para la correcta inferencia a partir de 1.08

e s t ad í s t i.cos propuestos por Dickey y Fuller (DF) en los mode Los

(b) Y (e): ya que el comportamiento de Y
t

que se plantea enHc y

en H no es simétrico.
1

del modelo:

BajoH
1

: Ipl<l
media no nula:

/1 ( .1. -p ) + py +
t -1

En el caso del modelo (e), la solución es la misma, obteniéndose

los siguientes procesos:



eriexo .

31

Y es un proceso estacionario con tendencia
t

/1 + (3t -+- u = /1 + (3t + pu + e = /1 + (3t -1- PY - pIJ. - p(3(t -1 )
t t- 1 t t - 1}'t=

( , i) bai H,ll aJo 1

det.e rmi.n í s t i.ca r

PaI'a real izar la prueba de hipótesis se plantea el modelo de y t el:

función de una constante (y/o tendencia) y utilizando la

estimación por Mínimos Cuadrados Ordinarios (MeO) se realiza Id

prueba de autocorrelación de primer orden en los residuos con el

estadístico de Durbin-watson (DW). Un valor ~ajo del estadístico

de DW ~ 2(1-p) indica que la hipótesis p - 1 no será rechazada,

con lo cual la evidencia sefialará que Y
t

es un proceso no

estacionario. Sargan y Bhargava (1983) presentan una tabla de

valores criticas a utilizar que se reproduce como Tabla 3 en e I

y - IJ. + {3t + u = /1 + (3t + u + e := J.1. + (3t + y - /1 - (3(t-l) + e
-1.~- t t-l t t-l t

El estadistico de Dickey-Fuller aumentado (ADF)

Como ya se mencionó, si el modelo no es una buena aproximación del

PGI real, las pruebas de hipótesis sobre p pueden conducir B.

decisioIles equivocadas con facilidad. En particular, la incorrecta

con una tendencia estocástica, ya que:

04y·={3+-y +c
t. t -1 t

La prueba, denominada habitualmente CRDW! ha sido analizada por

otros autores que la han encontrado en algún sentido preferible a

la original de Dickey y Fuller: es la prueba invariante len

particular, a la existencia de tendencia) uniformemente más

potente frent:e a una hipótesis alternativa de un proceso AR(l) .

.Ambas , sin embargo f son escasamente potentes cuando el proceso

posee raices menores pero muy próximas a la unidad. Su principal

Li.mi.t.ec i.ón resulta " entonces, de la falta de generalidad de la

hipótesis alternativa.



e spec i.f .i cací.ón d.inárni ce o la om.i si.on de, var .iabLe s exógenas I se:

verán reflejadas en un error que no es lid.

inconsistencia,origina

1976) especificar Y
t

como

que puede ser representado

significativos

agregar un número suficiente de rezagos,

desconocido), ya que si bien la

quita eficiencia a la estimación, la no

será

rezagos

p

de

que

el primer caso, se propuso (Fuller,

proceso autorregresivo de orden p,

v reformulado de acuerdo a:

por:

En

un

p-l

Y = PY + ¿ v tJ.y -+- e
t t-l 1=1 1 t-l t

importante, sin embargo,

.i.nc Lu s i ón

De esta forma, los incrementos pasados de y estarian capturando
t

la dinámica del proceso y permitiendo que el error sea

independiente e idénticamente distribuido. La inclusión de rezagos

en exceso no afecta la distribución asintótica del estadistico de

prueba bajo la hipótesis nula, ya que la variable Y
t

es en este

caso integrada de orden 1, con lo que sus primeras diferencias AY
t

son variables I{O) para todo valor de t por definición y, por lo

tanto, asintóticamente ortogonales a y .
t _. 1

La validez de la prueba es asintótica, con lo cual corresponde

usar las mismas tablas de Dickey y Fuller en la linea liT -7 00". Es

sobreparametrización le

(dado

invalidando el uso de los valores de las tablas. Además, siempre

especificaciones, hasta obtener aquellas en que

aproximen a un proceso ruido blanco.

es posible realiza.r análisis de residuos para

los

diferentes

errores se

Cabe destacar que este procedimiento también resulta üt í.L, en

general, para el segundo caso mencionado, cuando se han omitido

variables exógem~s relevantes que presentan autocorrelación I ya

que los incrementos rezagados de la variable de interés

capturarían dicha estructura autorregresiva, depurando asl al

error, que se aproximarla a un ruido blanco.
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Formulación de Sald y Diekey

En la búsqueda de formulaciones mas generales para resolver ó.

omisión de variables exógenas, estos autores (Sald y Dickey, 1984)

(4 )- i i de
t

que presente una estructura de

generalización del caso anter

aproximado por un modelo del t
q

e + ¿ e e
t. j =1 J t- J

con:v = ~1 , U
.4 t t.

plantean trabajar con un modelo

errores de tipo ARMA, como una

De esta forma, el PGI real será
p

a c t:«.u
t i =1 j t-l

Así, r los errores siguen un proceso ARMA ( p, q), con parámetros

desconocidos pero que se supone es estacionario e invertible. Con

ello, es posible reformular (4) como:
k

f.. Y = t o --:l. ) y. + ¿ IX t::.y + Il (5.). t· t-1 1 = 1 j t-j t

utilización

donde e, l
.l- residuo

de un

ser.§.

número

"casi" ruido blanco, gracias a La.

k suficientemente grande de rezagos

Además, dicho número deberá crecer junto con el número de

b ' , á d 113 . 1o servaclones, aemostrn ose que T es una cota superlor para .La

tasa a la que k debe crecer con el tamafio de la muestra. El modelo

se estima por MeO, siendo el estimador de p consistente. La prueba

que se realiza es del tipo t-Student pero usando las tablas de DF'

para el modelo (a). La extensión para el caso (b) se realiza

utilizando el modelo:
k..

Av = (p.ol) Y + ¿ IX Ay + v ( 6 )
At t-l 1=11 t-j t

con.
..

Yt-1 = Y t - 1 - y
T

siendo y -- (l/T)t~IYt

Para el modelo (e), Sald (1991) realizó una extensión de la pr

o ri.qineI demostrando que el estadistico resulta proporcional a.l

us ado en el caso A.R( 1) 1 Y cuyos valores c r i ticos coinciden con JOb

tabulados por Dickey y Fuller.

Las simulaciones

potencia de la

de Monte CarIo

prueba muestran

realizadas para analizar

que el estadistico del

1'::1

t-Student tiene un desempefio superior.

El principal problema que presenta esta propuesta es que su

33
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e no ruido blanco
t.

;y = O
O

e no ruido blanco
t

determina el número de rezagos él

replanteando la discusión sobre la

de sobre-especificación frente a

e no ruido blanco
t

y = O ;o

v = O
- o

v == u. + v (t --T12) + p'y + e ;
• t e e e t-1 t

po t eric.ia es muy baja cuando el componente Mil de los errores ef~

negativo. Lo mismo ocurre cuando posee una raiz cercana a ~ ya que

tiende a cancelarse con la raiz unitaria de la parte AR. Aderné s r

de ello ¡ la forma en que se

incluir no siempre es trivial,

conveniencia de estrategias

aquellas de sub-especificación.

'" , \
\... J

Formulación de Phillips y Perron

Estos autores buscan, al igual que los anteriores, modificar las

pruebas originales de forma de incorporar aquellos casos en que la

estructura del PGI real es más compleja (Ph.i LlLps , 1987; Perron,

1988; Phillips y Perron, 1988). Su propuesta se orienta a la

correción no paramétrica de los estadísticos de DF¡ que corregiría

la autocorrelación presente en los errores por omisión da

variables relevantes en el modelo. Así, el efecto de esta

est.rategia es idéntico al del ADF, sólo que en lugar de estimar

nuevos parámetros (los de los términos en 6y ), se modifica el
t - 1

estadístico a utilizar. Su validez es sólo asintótica y las tablas

a. utili zar son las de DF. Los tres modelos análogos a los de

Dickey y Fuller son:

Los estad1sticos propuestos son, respectivamente:

~

Z(p )
a

Z[t(p )] =(5 /5 )t(P ) ~ .1/2(S2 _. S2 )/(s T- 1 (:ET y2 )1/2)
a el Th·.3. Th e'· Th t=2 t-l

Caso a'



de

un e s t í.rnado r consistente
T h T

2
l/T ¿ e + 2/T l: l: e e

t=l l j--=lt=J t. t-j
<;,2
"'TI>

, 2 2 -2 T - 2
= T(p~l) .- 1/2(5 - S JI T ¿ íy -, y)

o Tb e t. ~ 2 ' t- 1
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La comparación del desempefio de estos estadisticos en el caso

errores con estructuras tipo ARMA(p, q) con respecto al de

Es"ce estimador es consistente para cualquier modelo cuando /.1.=0 el'

el PGI, mientras que cuando ~-O s610 lo es en los casos (b) y (e).

Finalmente, D es el determinant.e del producto interno de la
x

matriz de datos. Obsérvese que estos estadisticos son idénticos a

los de DF cuando S2 = S2 ¡ es decir I cuando e es un ruido blanco.e Tr. t

T
r.> 1 L • d d l ' S 2 _- 1 /T '\.~ eA. 2
~, es 1:~J.Hla or e 1.a varlanza es: L. -e l=l t

r h T
- 2 ~

S 1fT l: e" + 21T ~ W (j) ~, e e .
Th t'" 1 t j -1 h t _. J + 1 t t- )

de la varianza; y h el último rezago de la funcj.ón de

autocorrelación de los residuos. El número de rezagos h debe ser

creciente con el de observaciones (T), de forma que la tasa de

crecimiento sea de orden T 1
/

4
• Dado que no es posible garantizar

la no negatividad del estimador, se utiliza una correcióll al mismo

definida como:

s í.endo :

Z[t(p )]
e

"
Z[t(p )]

b

Caso e'

Caso lJ'



prueba propuesta por Sald y DickE~Y , indica que si bien tienen
mayo:.: potencia, adolecen de serios problemas de tamaño pél-r·a.

con fu ) una secuencia estacionaria con media cero y y , el valor
' t o

cial, una variable aleatoria cualquiera.

Formulación de Khan y Ogaki

Estos autores proponen una prueba (Khan y Ogaki, 1990) con mayor

pot.encia que las de Dickey-Fuller y Phillips-Perron en muestras

finitas para el caso en que existen raices próximas a la unidad.

La distribución del estadístico, a diferencia de la mayoria de las

pruebas existentes, se basa en el teorema central del limite, en

vez de en el teorema central del limite funcional. Esto permite

condiciones más generales para la aplicabilidad de la prueba, como

e~;: el caso en que el proceso cont.iene componentes estacionales
determinísticos.

en la parte HA. Por ello, los mismos

del estadístico de Sald y Dickey en este

(7)y t= P.Y t. _ 1 + u t

coeficientes negativos

autores sugieren el uso

último caso.

Sea:

Considérese la regresión: y = aAy + e t - 1.2•.. . • T (8)
t t t

El Estadistica que se propone para la prueba p = 1 viene dado por:

d

donde:
T

S2 __ ,-1 ¿ (y _p~y \
~ uT - t. =oc 1 't. t-1 j

h (T) T

s~ - T-
1

E [h(T)-I~I/h(T)]E (Yt-~Yt-l)(Yt.-~- ~Yt-1-~)
r=hIT) t=1

h(T) ~c· el número de rezagos en que se trunca la muestra
_.C)

tal que su orden de magnitud es O(T1/4 ).

P y a son los estimadores m.í.nimo cuadráticos de las
regresiones (7) Y (8), respectivamente.

Las propuestas de prueba resefiadas hasta aqui son aquellas que se

36



han vuelto más populares, Esto SE; rel.aciona a su e f e ct.Lvi.ded

tanto en términos del tamafio y la potencia de la prueba como ~

37

¡:¡ : Jl = Oo b

T" = Ílb/DS(Ub) -- U (e S2)-l/2
b 11(b)~E

L Modelo (b')

t.i po t r-St.tuietit>:

robustez frente a distintas formas del PGI.

Extensiones al caso de pruebas de más de un parámetro

A. Estadísticos para hipótesis simples en modelos tipo (b') y

no per etnét.r i co:

En los modelos presentados como (b) y (e), además del coeficiente

e se incluyen otros parámetros. Para realizar pruebas sobre éstos

e bien p.ruebes conjuntas con p, los desarrollos anteriores [-;0'1

aplicables, con las modificaciones pertinentes en los

e st.ad.í.s ti.co s , aunque las tablas a utilizar son otras (Dickey y

Fuller, 1981) y se presentan en el anexo como Tabla 4 y Tabla 5.

r.~d, co r r e cc i.ón no parámetrica de Ph i Ll.Lps y Perron, sin embarqo ,

'T\uest:rd e n e st.as ext.ensiones problemas iwportant.es de tamañ.o r aún

en muestras grandes, con lo cual deben ser usadas con precaución.

Por t::.L contrario, las pruebas ADF parecen ser las más r obus t a s

ar.t.e la. p.re s enc.ia de componentes HA negativos. Finalmente, Ha.Ll

(1989) mostró que el uso de variables instrumentales en lugar de

neo mejora el desempeño del ADF, utilizando como Ln s t r ument.o para

y 1._ 1 la variable Yt-1-kl donde k es el orden del po Lí.nom.i.o

an t.o rre qre s i.vo de los residuos. A continuación se reproduce e l

resumen presentado en Banerjee et al (1993) de los d i.f e r e rrt.es



H : 11 _. O
() e

H : v = Oo c;

1:.
2

1: - D /DS(v ) _ v (e S2 )-1/2
3 e e e 22(c) (;

t.i po t-Student:

no paramétrico:

3, Hodelo (e')

tipo t: -Student:

no perémet.ri ca;

.= r s /1.:::::., )'-r,"_ {"1·4 ' 2S' D1/2 ) - 1( S 2 _ S2, l( ; (. -)2) '1/2}'Z(-C,.)- ,- e -Th "3 t Th x Th '- (;) t~2 Yt,=l Y x

B. E'stadlsticos para. h.ipótesis compuestas en modelos tipo b' y e':

Modelo (b') H : j.1 = O
o b p = 1

b

~1 = (2S~)-1 [(T-l)S~- (T-3)S~J

no peremet.rico ,

zr» \'=(S2 iSL~)4> -1/2S-2(S2_
S2){T( -1 }-T 44 (52 S2)l( f ( _)2)'1}

t y! / e/ Th 1 Th Th e Pb > / Th e t=2'Yt=lY

2. HodeJo (e') H : f.1 = O
o e

v = O
e

p = 1
e

(:.1 pe) F"'''

no peremét.ri co .
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p r-o c ed i.mi errt.ounut.ilizarsugieren(1987)Pantula

T
- -¡

Y = (T - 1)' - E Y
- 1. t = 2 t-l

T

05 2
_ (1' - 1) - 1 ¿ (y - y /

o t '" 2 t t-l

Dickey

s e cuenci.a I que f comenzando con una hipótesis nula de un nÜT!~8f()

Extensión al caso de más de una raiz unitaria

Las p rue bes expuestas hasta aquí e s t.án diseñadas para probar j.c

p r e s enci.a de una raíz unitaria frente a la alternativa de no

existencia de raiees unitarias en abscluto. Con ello, su uso en el

caso en que existe más de una raíz no es apropiado, ya que carecen

de un nivel adecuado de potencia.

39

Los valores criticos para los estadísticos Z(1: ) son los rru cmo s
. I

que los correspondientes a TI' para i = 1,2.3 respectivamente, y

están t.abu Lado s en la Tabla 4. Lo mismo vale para Z( el> 1) Y -p
aplicando la Tabla 5. Finalmente, nótese que tanto los estimadora

de la varianza como los elementos e
l l

, D
x

' G
x

varian de acuerdo al

modelo que ae esté utilizando.

Siendo:

tipo F:

no paramétríco:

3. Nodelo (e')
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H : p * 1 para algún í
1 1

{3 = (p - 1)(1 - P )
2 1 2

(9)

(.10 )

y

versus

el lado derecho de la igualdad y se pasa el

al que se le suma y resta (PI P2 - 1) f se

R,: (3 < O y {3 = O
i 1 2

(3 = ('p p - 1 )
1 1 2 '

(1 - P L)(l - P L)y = E
1 2 t t

H:{3=f3=Oo 1 2

La prueba es del tipo:

H p = p = = p = 1o 1 2" • d

s uf icientemente alto de raíces unitarias, vaya reduciendo dicho

número cada vez que la hipótesis nula es rechazada. Esto se repite

hasta la primera vez en que no se rechaza H .o

En realidad se realiza una transformación del modelo para obtener

una prueba análoga a la anterior y con mayor potencia. En el caso

en que se comience con d=2, es decir dos raices unitarias, se

tiene que el modelo es:

Si se despeja A2 y en
t

r-e sto al otro lado t

obtiene:

se tiene la siguiente formulación, idéntica a la (9):

Definiendo:

La prueba de existencia de dos raices unitarias contra la

alternativa de menos de dos raices igual a 1 (en este caso, una

raíz unitaria) serfa, en principio:

Sin embargo, dado que la prueba es parcialmente a una cola, el

estadístico F no es muy potente. Por ello, los autores sugieren

replantear el modelo teniendo en cuenta que bajo las dos

hipótesis {3 = O . Asi, se estimarla el modelo:
2
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Extensión al caso de raices unitarias en el componente estacional

H : (3 < O y (3 < O
112

H : f3 < O
1 1

H : (3 < O y (3 = Oo 1 2

m-l
rt t.) .= (1-·¿¡ L)(l+o L)---(1+o L )

1·2· ro

Una serie integrada estacionalmente de orden (d~D) se define como:

x, es SI(d,D) s ii l'1d
S

D
( L ) X

t
= !:ld(l - LD)X

t
= r(L)X

t
es I(O)

con d y D los mínimos valores para los que se obtiene una serie

estacionaria.

Esto a su vez se puede re-escribir utilizando la apr0ximació~ de

Taylor de manera que el proceso se pueda modelar, por ejemplo en

el caso en que el polinomio 1 (L) fuese de grado 4 (utilizando

7(L) se puede particionar dando pie a la posibilidad de una raiz

unitaria que no esté en el componente estacional

usando el estadístico tipo t-Student y las tablas de DF.

La existencia de raíces unitarias en frecuencias distintas de cero

implica que la serie presenta un patrón estacional que no es

estacionario. Este es el caso, por ejemplo, en que se permite que

el patrón estacional crezca en el tiempo, de forma que el efecto

de las perturbaciones no desaparece y la varianza crece

indefinidamente. Su tratamiento, si bien no es idént.ico al caso

anterior, resulta muy similar.

usando las tablas de DF. En el caso en que se rechace la hipótes:::..s

nula, se procedería a estimar el modelo (10) Y a realizar l.e

prueba:

y se realizaría la prueba:

H:(3=Oo 1



( 11 )

frecuenciala

rr = O Y si no se rechaza la hipótesis nula
4

H : rr = Oo 3

Probar:

42

datos trimestrales y buscando estacionalidad por trimestre) I ,1

t.ravés de:

., 4
'({ (L)(I-L )X

t
= rrZ + rr Z + rrZ + tt Z + e

. 1 l,t-l 2 2,t-l 33, t-2 4 3,t-l t

-7 (L) es un polinomio en el operador rezago con coeficientes que

pueden o no ser nulos. A efectos de estimar la ecuación (11) por

MeO se supone en general que no lo sen, con lo cual será necesario

incluir rezagos de la variable dependiente «(1-L
4)X). Estos,

t

además, capturarian la posible autocorrelación de los residuos por

omisión de variables. Las pruebas de ralees unitarias serian las

siguientes:

H:
o

realizar la prueba:

Esta última prueba posee una versión en ~dos etapas" equuivalente

que consiste en:

(i) para probar una ralz igual a 1 en la frecuencia o: H : Tt = Oo 1

S610 si se rechazan todas las hipótesis anteriores se puede pensar

en X t como un proceso estacionario. Los e s tadí.s ti.co s a uti.l í.aer

son tipo t-Student y la tabla correspondiente, relacionada a la de

Di>, fue confeccionada por Hylleberg et eI (1990), reproduciéndose

en el anexo como Tabla 6.

(iii) para probar una raiz unitaria en la frecuencia anual:

H:rr=rr=O
o 3 4

(ii) para probar una raiz unitaria en

correspondiente al primer semestre: H : Tt = Oo 2

donde:

7(L) = -nlL(1+L+L2+L3)+Tt2L(1-L+L2_L3)+(IT3L+IT4)L(1-L2)+7-CL)(1_L 4
)



VII. COiNTEGRACION

El concepto de cointegración, como ya fue sefialado brevemente en

las primeras secciones, es la noción estadistica equivalente a la

idea de equilibrio estable¡ en el sentido que cuando exist.e una

relación de este tipo entre variables económicas¡ las desviaciones

de la misma no pueden crecer ilimitadamente. De esta forma, si se

verifica que un conjunto de variables integradas de primer orden

es t.én ca integradas , se asegura la existencia de una relación no

espúrea entre ellas que¡ además, es estacionaria (es decir f de

equilibrio en el sentido estadistico).

Cuando una serie es no estacionaria o integrada, los valores que

toma en un momento del tiempo son, por definición, la acumulación

de todas l.as perturbaciones o "shocks" pasados, a diferencia de

las series estacionarias para las cuales el efecto de las

perturbaciones es transitorio. De esta forma, el pasado de la

variable determina su futuro y no hay razón para que exista un

valor medio al que eventualmente retorne. Por lo tanto, el hecho

que una combinación lineal de un conjunto de variables de este

tipo sea estacionaria implica, intuitivamente¡ que la forma en que

éstas se "mueven" en el tiempo es similar. Además, dicha relación

de cointegración actuaría como un 11 atractor", en el sentido ya

utilizado en est.e trabajo, para el conjunto de variables bajo

análisis. Es interesante sefialar que en este planteamiento no es

necesario a priori establecer una dirección de causalidad entre

Las variables ni de exogeneidad de algún subconjunto de ellas,

Este tipo de consideraciones será pertinente únicamente cuando se

desee establecer un modelo especifico.

Para ello, son fundamentales los resultados del Teorema de

Representación de Granger (Engle y Granger¡ 1987) para series 1(1)

y las extensiones posteriores realizadas por Johansen (1991), que

permiten probar la equivalencia entre distintas representaciones

(modelos) para una misma relación ent.re series cointegradas, de

forrna que en est.as circunstancias resulte indiferente trabajar

válidamente con una u otra, eligiendo el investigador aquella que

le sea más útil. Además, de dicho teorema se derivan relaciones de
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d = máx(d )
i 1

interés entre las matrices polinómicas involucradas en cada

formulación alternativa.

En particular, la equivalencia entre la noción de ca integración y

la existencia de un modelo de corrección de error para las

variables resulta importante por varios motivos. En primer lugar,

la cointegración brinda un sustento esta.distico firme y con una

interpretación económica clara para esta formulación, al

relacionarla tanto con la idea de equilibrio estadistico como con

los desajustes al mismo en el corto plazo. Además, la modelización

conjunta de los efectos de corto y largo plazo permite resolver en

algún sentido el debate sobre la utilización de variables en

niveles y en diferencias. De esta forma, el enfoque de series

temporales de Box-Jenkins y los modelos econométricos

.. estructurales 11 aparecen como casos particulares del MeE.

Finalmente, el análisis del orden de integración de las variables

y la existencia de cointegración entre ellas permite evitar el

problema de las regresiones espúreas3
•

Definiciones y propiedades

Definición 1

Sea x un vector de n variables. Sean di con i=l •...• n los órdenes

de integración de cada variable x del vector. Se define el orden
I

de integración de x corno d = máx(d ) :
¡ I

X = (X
1'X2

••.••• x
n

) ' - I(d) si.i siendo x¡- I(d¡) •

Definición 2

Los componentes del vector x están cointegrados de orden (d.b) si

x es I(d) y existe un vector no nulo ~ tal que ~'x es I(d-b), con

3, ,
Para una comprens í on detallada de esta seccion es conveniente revisar la

bibliogarria relacionada a modelos ARMA y VARMA. Un texto recomendable es

"Métodos cuantitativos para el ant.Usls de la coyuntura económica", A.Espasa

y J,R. Cancelo (eds , l, Alianza Editorial, Madrid, 1993.
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(Granger, 1991).

misma o, en su defecto, variables que tengan una tendencia común

con la variable de interés (Granger, 1991).

entonces también lo estarán x yt .

sin

Propiedad 2

Si x y y están cointegrados,
t t

(by + w), para Wt.~ I(O) y cualquier k. Puede ocurrir,
t - k t

embargo, que el vector de ca integración no sea el mismo. Esta

propiedad implica que aún cuando las variables se observen con

errores (de medida, por ejemplo), es posible identificar que están

cointegradas, siempre que dichos errores sean estacionarios

el predictor óptimo de x , variable I(l), con
t+h

hasta el momento t. Sea I el conjunto de información
t

disponible en el momento de realizar la predicción. Entonces, x
t+h

y x P están caintegradas si se cumple alguna de las siguientes
t+h/t

condiciones: I está bien definido en cuanto incluye todo el
t

pasado de x o bien x está cointegrada con alguna de las
t t

vnr i.eb Le s incluidas en el conjunto de información. Esto implica

que un predictor óptimo tendrá una trayectoria similar a la

variable sólo cuando se esté considerando toda la historia de la

Propiedad 3

Sea x P

t+h/t

información

d~b>O. El vector ~ se denomina vector de cointegración.

P:ropíedad 1

si el vector x posee 2 componentes, ~ es único. Si, por el

contrario, x posee más de 2 element.os, por ejemplo n, pueden

existir hasta n-l vectores de cointegración linealmente

independientes. El rango de la matriz ~ que se puede formar con

los distintos vectores de cointegración se denomina rango de

cointegraci6n. Esto implica que al considerar más de dos

variables, es posible observar distintas relaciones de equilibrio

entre ellas (Dolado, 1987).

Propiedad 4

Si x y' y están cointegradas con parámetro de cointegración
t"h t+h -

~, sus predictores óptimos (de menor varianza entre los

predictores .Lin e a.l e s ) x P y r" "en base a un con j unt,o de
t+h/t t+h/t

información bien definido, cumplirán la relación de cointegración:



es la real izada en Enq l e y Granger (198'7).
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4
Existen distintas formulaciones de est.e Teorema. La que se expone en el texto

,

el

error del t.ipo:

de orden r.; z = (3'x
t. -1 t - 1

Z = K(L)c de forma que:
t t

. K(L) es una matriz polinómica en

1 . C(1) tiene rango n-ro
2. Existe una representación ARMA del tipo: A(L)x = d(L)c tal que

t, t

se cumple que A(1) tiene rango r y deL) es un polinomio escalar

con d(1) finito. Si deL) = 1, se obtiene un modelo VAR.
') Existen las matrices (3 y 'S' de orden nxr y rango r tales que:.J •

x" -- {3YP cuando h tiende a co , Esto es f los p rorió s t i.cos
t+h/t'-' t+h/t

óptimos de variables cointegradas mantendrán la relación de

equilibrio (Granger, 1991).

determinante de ~'7 es positivo.

6. Si es posible encontrar una representación VAR, las matrices
'"~~(L) Y Á4 (L) que intervienen en las formulaciones ARMA y MeE

serán matrices en polinomios finitos.

~'C(l) = O ; C(I)o = O ; A(l) = o{3'

4. Existe una representación de corrección de

'"A (L)(l-L)x = -7Z + d(L)c
. t t -1 t

El vector z está dado por:
t

(l-L)z = -{3'7z + J(L)c
t t-1 t

lO

el operador rezago de orden rxn y rango r, dada por (3'C (L) y

tal que todos los e Lemerrto s de K( 1) son finitos. Además,

Teorema de Representación de Granger4

Sea x = (X
1'X2'

..... »,> tal que x: I(l) Vi. El teorema de

descomposición de wold asegura que existe una representación del

tipo: (l-L)x = C(L)c ,con e un proceso estacionario y C(L) tal
t t t

que C(l) = roo e < oo. si además los elementos x del vector están
i =o 1 i

cointegrados, con rango de cointegración r se cumple que:

Propiedad 5

Si Xl Y Y
t

son variables 1(1) cointegradas, debe existir

causalidad en el sentido de Granger al menos en alguna dirección,

ya que por la propiedad 4 una variable ayuda a predecir a la otra

(Granger, 1991).



El teorema anterior brinda las condiciones bajo las cuales
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De esta forma, resulta que x¿ y y son variables integradas de
'. t

primer orden. por (1). y cointegradas con vector de cointegración

Para ilustrar las relaciones expuestas más arriba, se desarrolla a

continuación un ejemplo para el caso en que d=b=l y n=2. Sean:

x + ay = u con u = u + E • E(E ) = O • V(E ) = u (1)
t t t t t-l lt lt lt 11

(2)e = pe + E IP 1i < 1 E(E ) = O .
t t-l 2t' '2t r

V ( e ) - (J' COV ( E • E ) = O'
2 t. 22 1 t, 2 t 12

con

La demostración del teorema se omite, dada su extensión y

complejidad y el hecho que se encuentra disponible en diversas

fuentes. Vale la pena, sin embargo, reflexionar sobre algunas de

las implicaciones de los distintos puntos.

posible encontrar representaciones isomórficas para un cierto

proceso vectorial. De esta forma, cuando existe una representac

de medias móviles invertible (MA), si las variables están

cointegradas existirán formulaciones vectoriales autorregresivas

(VAR) y de mecanismo de corrección de error (MeE), cumpliéndose

además ciertas relaciones entre las matrices involucradas. De

igual forma, es posible establecer condiciones bajo las cuales la

existencia de una representación MA implica cointegración de las

variables involucradas.

La matriz C(l) mide el efecto acumulado de una perturbación en el

momento O sobre ~x y se denomina matriz de impacto. Se deriva el

rango de la misma (punto 1) del hecho de que las variables x

eOOstan cointegradas. A partir de este resultado se deriva el punto

3. Este refleja la dualidad existente entre las formulaciones VAR

y HA, ya que de él se deriva que A(l)C(l)=O y, por lo tanto, A(l)

pertenece al espacio nulo de C(l). Además, la matriz de impacto en

la formulación VA.R, A(l), es Ulla combinación lineal de los

vectores de cointegrac.ión (3. Dicha combinación lineal se obtiene a

partir del vector 1, que es una medida de la velocidad de ajuste

del fenómeno a los desequilibrios de corto plazo en la formulación

MCE.

x + (3y = e
t t t



(1, ~) de acuerdo a (2). El rango de cointegración r es igual a 1.

La representación MA del sistema formado por (1) y (2) es:

o

.

)J'

(3(l-p)

(1 ,

o

1-p

Z=
t

, (3) ,

.1 [(3
= (3~ex' -1

C(1)
( 1-1.)

-a( l-L) ]

-ex( 1-L) .]. [e lt]
(1-1.) e

2t

?f

ex ]. [f1X t
] = _[ O ] *(x

t
_1+ (3Yt_l) + [CHJ'

f3 Ay 1-p e
t J 2t

[,:J ' A(l) - -r(3'~ [,:J(1
[

1

1
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[
(1-1.) a(l-L) H::] . ](l-p1.) (3(l-pL)

2~

de forma que:

[
(l-L) <x(I-L)

] (l-1.)C(1.)-l, [A(1.) = = A( 1) =
(l-pL) (3(l-p1.)

C(L) =

de forma que:

Finalmente, la representación por MCE es corno slgue:

siendo:

Por su parte la formulación VAR resultante es:

En este punto conviene sintetizar los argumentos más importantes

desarrollados en este texto, para así discutir la estimación e

inferencia con variables cointegradas y señalar algunos puntos

controvertidos alrededor del tema.



La t.eor í,e convencional para el tratamiento estad.'Lstico de series

temporales se desarrolla bajo el supuesto de que éstas son

estacionarias. Es posible también realizar el análisis para serIes

estacionarias alrededor de una tendencia temporal deterministlca,

ya que ésta es estimable y se puede depurar la serie de dicho

componente. Por el contario, cuando se t.rabaja con series no

estacionarias, existen dos obstáculos principales: los

estadisticos de prueba ya no poseen distribuciones estándar, con

lo cual la inferencia queda invalidada; mientras que el riesgo de

trabajar con regresiones espúreas o sin sentido resulta bastante

a Lt.o . Una de las soluciones de mayor difusión consiste en la

diferenciación de las series, tantas veces como sea necesario para

transformarlas en procesos estacionarios. Este procedimiento ha

sido criticado, sin embargo, al observar que implica pérdida de

información de largo plazo que en muchos casos resulta de interés

para el investigador. El camino alternativo consiste en la

utilización de modelos dinámicos, siendo el modelo de corrección

de error una de las formulaciones más populares. La definición del

concepto de cointegración ha servido, de alguna manera, para dar

cohesión a los diversos desarrollos aislados alrededor del tema:

brindó una justificación teórica interesante para diferenciar los

modelos estáticos con sentido de aquellos que se denominaron

espúreos; llevó a un primer plano el análisis del orden de

inte<Jración de las series involucradas, destacando la importancia

conceptual de distinguir entre tendencias deterministicas y

estocást.icas y sus implicaciones para la inferencia estadistica;

finalmente r resultó una condición suficiente para sustentar la

equivalencia entre d.ist i.nt.as formulaciones dinámicas, como que-da

demostrado en el teorema de Representación de Granger.

si un conjunto de variables no estacionarias está ca integrado , es

posible entonces plantear un modelo estático (de las variables en

niveles f sin rezagos) que tenga sentido. Sin embargo, la

distribución de los estimadores no será estándar en muchos casos,

impidiendo la realización de pruebas de hipótesis y la predicción.

Los modelos dinámicos no están exentos de problemas, especialmente

cuando existe más de un vector de cointegración o las variables ne

son débilmente exógenas. Por último, la precisión de la inferencia
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dependerá críticamente de la forma del sistema de ecuaciones que

se deriva de las relaciones de cointegración.

50

Pruebas de cointegraci6n

Con e st.a s consideraciones, en el resto del capítulo se

desarrollarán las pruebas de cointegración, la forma de estimación

de una ecuación y de un sistema, así como algunos puntos que

que tener especialmente en cuenta para real izar una inferencia

adecuada.

(variables no cointegradas)

(variables cointegradas)

Ho: Ip I - J

H
1

: 1pi < 1

Como ya se vio en otras secciones, si dos variables son integradas

de orden 1" en general una combinación lineal de ellas también

será I(l). S610 cuando existe una relación de cointegración entre

ellas es posible encontrar una combinación (yen el caso genera 1.

r) que sea estacionaria. Así, la forma natural de probar si esta

relación exist:e es analizar si en una. regresión de una variable

sobre la otra, los residuos poseen una raíz unitaria (en cuyo caso

son integrados de orden 1 y las variables no estarían

cointegradas) o, por el contrario, son estacionarios. Para

real izar la prueba se estima, entonces: y = (3' x + u y se
t t t

?

plantea: u = pu + c ~ con E(c ) = O Y V(c) = ~~. Se estima
t t-l t t . t

el modelo para los residuos utilizando u
t

y se realiza la prueba

de hipótesis:

Los estad1sticos de prueba son los discutidos en la sección V (Dr.

ADF~ CRDW~ etc.), manteniéndose la discusión sobre sus vent.a j a s y

limitaciones. Las tablas construidas para realizar las pruebas de

raiz unitaria, sin embargo, no serían exactamente precisas en este

caso debido a que la variable que se utiliza es un estimador de

las perturbaciones (Ut) que depende de parámetros estimados. Esto

origina cambios en los valoreD criticas, con lo cual es importante

que el valor del estadistico obtenido esté bastante distante del

valor de tablas. Esto motivó, de alguna manera, propues~as



al ternat.ivas.

Una de dichas propuestas consiste en calcular superficies de

respuesta (MacKinnon, 1991) en función del número de

observaciones. La ventaja de este procedimiento es que al definir

el valor critico como una función del tamaño maestral, con una

única tabla para los parámetros que la definen se puede hacer

inferencia para diversas muestras y distinto número de regresares.

La función propuesta es:

donde p es el percentil que define la región critica (1%, 5%, 10%)

Y T es el número de observaciones. El valor de los parámetros está

tabulado (Tabla 7 del anexo) en base a simulaciones de Monte CarIo

para un número de regresares que va de 2 a 6. si la muestra es

suficientemente grande corno para considerar que T tiende a ro, T-
1

y T-
2 tienden a cero y el valor critico es ~ .

00

Es importante señalar que, teóricamente, el resultado de las

pruebas es invariante a la elección del regresando (cuál de las

variables se elige como la dependiente en la regresión estática),

ya que la distribución del estadistico no se modifica. Sin

embargo, en la práctica pueden existir diferencias en el valor que

tome el e s t.adLe t.Lco , conduciendo inclusive a conc Lus í.one s

dist.intas sobre la existencia de una relación de cointegrac.ión

entre las variables, debido a que la validez de las pruebas es

asintótica y normalmente se trabaja con muestras chicas. Cuando se

trabaja con un vector de orden mayor a dos, el problema anterior

se ve agravado por el hecho que al cambiar de regresando se e s t.é

pasando de una ecuación del sistema a otra y, por lo tanto, de una

relación de cointegración a otra.

es posible

estimadores

51

Estimación de modelos con variables cointegradas

El método de Engle y Granger en dos et.apas

En principio, si las variables están coi.n t eqradaa ,

estimar la regresión estática, obteniéndose
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• h

Etapa 2: se estima el modelo A (L)(l-L)y = -l(Y - (3'x )+d(L)c
t t - 1 t -1 t

por Meo y se obt.ienen todos los estimadores restantes.

superconsistentes de los parámetros (es decir, cuya velocidad
. d 1/2 d d'lconvergenclB es de orden T en vez e T ), re acuer o a~

resultado demostrado por Stock (1987). Sin embargo, dado que la

distribución de los estimadores no es estándar, para realizar

inferencia conviene especificar la forma dinámica asociada a la

relación de cointegración, utilizando los resultados del teorema

de Representación de Engle y Granger. En base a lo anterior, Engle

y Granger (1987) proponen un método de estimación de los

parámetros del modelo de corrección de error en dos etapas: en la

primera se estima el vector de cointegración a partir de la

regresión estática; en la segunda se estima el MCE asociado,

sustituyendo el vector de cointegraci6n en el mecanismo de

corrección del error por su estimador, obtenido en la primera

etapa. Así.,:

se obtiene (3 por Meoy = (3'x + u
t t t

Etapa 1: con la regresión

El método resulta muy atractivo por su simplicidad, dado que

únicamente requiere de la aplicación de MCO a dos ecuaciones. Las

criticas, sin embargo 1 se sustentan bá.sicamente en el hecho que

aún cuando (3 es superconsistente, en pequeñas muestras el sesgo

puede ser muy grande debido a la omisión de la estructura

dinámica. Además, la estimación de regresiones estáticas, incluso

cuando no son espúreas, presenta problemas por varios motivos: se

desconoce la distribución de los estimadores; el residuo no es una

martingala en diferencias; los regresares pueden no ser débilmente

exógenos y además pueden ser procesos autocorrelacionados; y,

finalmente, es posible que exista más de un vector de

cointegración. Por su parte, la estimaci.ón de la forma dinámica

asociada, al plantearse en términos de variables estacionarias,

sólo presentará dificultades en el caso en que existan múltiples

vectores de cointegración o bien si las variables explicativas no

cumplen con la propiedad de exogeneidad débil r con lo cual sera



necesario estimar un sistemas. Asi, la estimación dinámica aparece

como más robusta que la estimación estática.

A pesar de lo anterior, West (1988) demuestra que existen algunas

excepciones en las que los estimadores de los paramétros de

variables integradas de orden 1 en una regresión poseen una

distribución asintóticamente normal. Dicha excepción tiene lugar

cuando en la regresión está presente, además de la tendencia

estocástica, un componente no estocástico que la domina. Sea el

modelo:

y = x'a + ~w + e
t t t t

donde x es un vector de variables estacionarias y v es una
t t

variable I( 1). Entonces, Yt
será estacionaria o I( 1) dependiendo

de si 11 es cero o distinta de o. West demuestra que los

estimadores de a y 11 son asintóticamente normales cuando se da que

E(Aw ) *" 0, Asi, bajo esta condición, el estadistico de prueba
t

t-Student para M = O tiene una distribución asintótica normal. Un

caso particular es cuando w = y Si la esperanza de su
t t - 1 .

incremento fuese nula, se estaria en el caso planteado por Dickey

y Fuller y la distribución del estadistico seria no estándar,

correspondiendo usar las tablas que los autores diseñaron.

Obsérvese además que en el caso particular en que x ' a es una
t

constante, se obtiene el mismo resultado que se describió para los

caminos aleatorios con constante (normalidad asintótica del

estad.ístico) .

Dado lo expuesto más arriba, la alternativa más inmediata a l.a

estimación de regresiones estáti.cas es el planteo directo del MeE:,
con un vector de unos sustituyendo al vector de cointegración y

agregando rezagos s uf icientes de los regresares para romper la

homogeneidad i.mpuesta (como se vio en la sección 111). Nótese que

S
La d e tt n t c í ó n de exogeneldad d1bll, fuerte y superexogeneldad se encuentra en

Enq l e et e L, , 1983. Par-a una dt s cus í cn en r e l ac Lon al t eme de cointegraclón,

v::':asc ErLcs s o n , 1992.
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Sea x un vector de N variables débilmente exógenas con resnectot ~

a la estimación de los parámetros de la regresión de y sobre x y

sea el rango de cointegración r=l.

a partir de la estimación del modelo, se debería probar

existencia misma de cointegración de las variables con una prueba

sobre el coeficiente del mecanismo de correccción de error: 51

éste es cero, no existe una relación de cointegración entre las

variables. El estadístico de prueba, si bien no es asintóticamente

normal, resulta en una prueba similar cuando los regresares son

fuert.emente exógenos (Kiviet y Phillips, 1992). En este caso,

además, la prueba es más potente que la que resulta de utilizar el

estadístico de ADF a la ecuación que utiliza los residuos de Id

regresión estática (Banerjee et al., 1993).

El método de mí.nimos cuadrados en tres etapas

El método de dos etapas propuesto por Engle y Granger presenta,

corno ya se mencionó, problemas de sesgo y de distribución no

estándar del vector de cointegración cuando las variables no son

débilmente ex6genas. Para salvar este obstáculo, Engle y Yoo

(1991) proponen una modificación que incorpora una tercera etapa y

que resulta en la obtención de estimadores equivalentes a los de

Máxima Verosimilitud con Información Completa (MVIC). En la

primera etapa se estima por MCO el vector de cointegración {3 a

partir de la regresión estática. El segundo paso consiste en la

estimación, nuevamente por MCO, del MCE utilizando j3 para definir

el desequilibrio. Los residuos estimados a partir de dicha

regresión se utilizan para corregir el estimador del vector de

cointegración de la primera etapa. En el caso en que las variables

no sean débilmente exógenas, únicamente habría que considerarlo en

la tercera etapa utilizando los residuos de todas las ecuaciones

del sistema resultante. Sintetizando:

y = ~fX + u para obtener j3.
t t t
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•A (L)(l-L)y = -l(Y - ¡3'x )+ d(L)c
t. . t. - 1 t -1 t

Etapa 1: Estimar por Meo

Etapa 2: Estimar por Meo



para obtener todos los estimadores restantes:
"-' .....
"( r e

t

_.. "'-.
Etapa 3: Estimar por Meo e - b'x + w siendo x - "(x . Se

t t - 1 t t - 1 t - 1

obtiene b y se realiza la corrección de ~ de acuerdo a: ~ = S + b.
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6\'-'....

Por ello,

de $,

utilizandoestimandoestá

e /a- )'
N N

se2

i x la-) ,
N t -1 N

A

~Q'x con lo cual se está omitiendo
al'" t -1 '

Y esto queda en el residuo e .
t

7X
t

_
1

brinda un estimador del sesgo

rb'x
t - 1 f

e sobre
t

en la etapa

en lugar de

•X
t - 1

Obsérvese que

término 'lí3'x
t -1

"( (~ - i3')x =
t - 1

la regresión de

•A (L)Ay = -7 (y - í3'x 1 + e
~ t o t-1 t-1/ Ot

A (L)hx = -7 (y - í3'x ) + e
1 1t 1 t-l t-l lt

A

El esti.mador fJ asi obtenido posee una distribución asintótica

normal, al igual que el de MVTC. Si bien es posible realizar

iteraciones con las etapas 2 y 3, se observa que la ganancia en

precisión es escasa.

Si las N variables x
l t

no son débilmente ex6genas y suponiendo que

existe un único vector de cointegración para simplificar, habrá

que modificar levemente el procedimiento, debiéndose estimar en la

segunda etapa un sistema de (N+l) ecuaciones, una para cada

variable involucrada, y obtener i y e , para i=O,l, ... ,N, donde
i l t

el subíndice O corresponde a la ecuación de y sobre x. El sistema

es del tipo:

Con ello se forma un vector de (N+l)Txl, E, de residuos ponderados
. .

y una matrlz X de orden (N+l)TxN de regresores:

~ - .
AS1, en la tercera etapa, se estima la regresión: E = bX + w v

t t - 1 1:.



se obtiene el corrector del sesgo de S como:

resultante es:
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Entonces, el estimador anterior es:

con cov(u ~c ) * O
t t

y = f3'x + u
t t t

X = X + e
t t - 1 t

y = f3x + u (3)
t t t

X = X + e (4)
t t - 1 t

A _1. A.
13 = (x'x) 'Lw'v : rs t. ]

k

Sea el modelo:

'" A _ 1
con: y - y - w w óx

12 22

(tI. ') y w son estimadores consistentes de los correspondientes
1 ~ 2 1

elementos de la matriz de varianza y covarianzas de (u , E )
t t

.,. A A_lA

o = A(l , -w w )' es el corrector del sesgo
. 22 21

A co
~ = ~ E[e re ,u JJ

L j..:eO O' J J j

L
k

= (l~l~ ... ,1)' vector de orden k

Para analizar si la.s variables son débilmente exógenas conviene

plantear el sistema complet.o para observar las distintas razones

por las que puede no darse esta situación. Sean dos variables

integradas de orden 1 y caintegradas , y y x. El sistema
t t

El método de minimos cuadrados modificados

Una segur.da opción es la sugerida por Phillíps y Hansen (1990)1

quienes proponen realizar una corrección no paramétrica ti los

estimadores que elimine los sesgos de segundo orden de la

regresión estática (originados en la no exogeneidad débil y la

autocorrelaci6n de las variables). Los autores demuestran que los

estimadores resultantes son asint6ticamente normales y

equivalentes a los de MVIC. Además, si los regresares son

Íuertemente exógenos, son equivalentes a los minimo-cuadráticos de

la regresión dinámica.



o <T - 1 e = ¡..LC
2 t12 22 2t

utilizando la ecuae!J.X
t - 1

ei c /e )
j t 2 t

como
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[~t - l ]

t-l

e
t - 1

::: ] ][

<J'
11

<T21

como (Yt-l- (3X
t

_
1)

y

lo cual da origen a:

Y - DX + e (y. - DX ) + e ~x + E
-t- 1'" t 11 t-l ,-' t-l 12 t-1 lL

U
t .- 1

(4) f

e = e ti + c e + E (6)
t 2 1 t - 1 2 2 t - 1 2 t

lo cual implica que en general las ecuaciones que describen a las

perturbaciones serán:

Ay = ~~x + (e -l)(y - (3x .) + c ~X + E (7)
t t 1 1 t - 1 t - 1 1 2 t - 1 1 l

u = e u + e e + e (5)
t 11 t-l 12 t-1 1t

En el caso más general, las perturbaciones de cada ecuaClón

estarian autocorrelacionadas e interrelacionadas, es decir:

Si se resta de ambos lados y y se suma y resta del lado derecrlO
t - 1

el término f3x , se obtiene la expresión asociada al MCE~ donde
t - 1

todas las variables son I(O) cuando y y x están cointegradas:

Para obtener la forma reducida del sistema, se sustituye u por su
t

expresión (5) en la ecuación (3). En ésta se expresan, además ¡

La estimación del sistema. (3 )-(4) por variables instrumentales

presentará ventajas sobre la estimación por Meo de la ecuación

(7), en general, cuando exista simultaneidad o bien cuando x no

sea débilmente exógena para la estimación de los parámetros de

interés. Asi, es importante definir quiénes son estos parámetros,

en primer lugar, y cuáles son las condiciones que aseguran no

simultaneidad. Además, para garantizar un comportamiento adecuado

de los estimadores en términos de lo discutido más arriba, es

importante observar en qué circunstancias se da que x es

fuertemente exógena. Para ello, obsérvese que, si se supone que

( e le) posee una distribución normal multivariada, se tendrá:
1 t 2 t



donde:
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e + ¡3c + 2¡3C
2

J,
1 1 2 2

'" 2e = (¡3, ¡3 , L 0, a ) ¡

e .- 1 + /.le
1 1 21

C
1 2-

/.lC
2 2

Var(Ay
t

) = Var(v ) = Varee - ~c ) =
t. 1 t 2 t

..
f3 =fJ+tl

'1 =
<3 =

2
(j' =

Los parámetros de interés resultantes son:

donde ~ es el vector de cointegración.

·As1., si 11- o, o s ee , cuando 0- .- cov'(e ,e) O, no
1,2 1t. z t :

simultaneidad en el sist.ema. Esto, sin embargo, no gara.ntiza

exogeneidad débil. Para notar esto último, se sustituye en (7) la

. ó ( + ) por con v una perturbaciónexpre s i n /.lc 2 t. v, Cit.' t

estacionaria. Trabajando de manera conveniente con las relaciones

planteadas se llega a la siguiente expresión equivalente a (7):

De esta forma, la estimación de los parámetros de interés no

dependerá de la distribución marginal de x cuando se cumpla que
t

C
Z 1

= O, (porque la varianza de Y
t

dependerá únicamente del valor

de C y C ). Obsérvese que si la covarianza entre las
1 1 22

perturbaciones E y C es menor o igual que la expresión
- 1 t 2 t

(-1/2(3)(C
i 1

+ ¡32 c 2 2), la varianza de Yt. es no positiva, resultando

imposible sostener que los parámetros de la distribución marginal

no restringen la estimación de los parámetros de interés. En este

caso, la estimación de (7) por MeO dará por resultado estimadores

sesgados e ineficientes. Aún más, la distribución asintótica de e
no será estándar.

Por último, podría suceder que aún no siendo nula la covarianza

entre las perturbaciones, el pasado de Y
t

afecte el presente de

x t ' originando causalidad en el sentido de Granger, con lo cual x

será débilmente exógena pero no se sostendrá la exogeneidad

fuerte. En este caso no se verifican problemas de sesgo

importante, aunque no será posible predecir correctamente a partir

de dichos estimadores.
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El método de máxima verosimilitud con información completa

Una forma alternativa de plantear el sistema (3)-(4) que resulta

conveniente para lo que sigue, es la que se deriva al realizar

sustituciones en la ecuación (4) usando las relaciones (5) y (6):

En esta formulación queda aún más claro que la condición e '- O
:2 1

garantiza exogeneidad débil y, en general, también fuerte. Además,

se observa que el origen de la conveniencia de la e8~imación del

sistema se puede encontrar en el hecho que el vector de

a

en

deni

gana

variables

se

(9)

(10)

por

mientras que e
- 2 1 I

al ser parte de

embargo,

sistemaun

Sin

problemas

de

ecuaciones,

relacionesdos

ambas

no presenta

estimadores.

estimación

los

.la

(7)

de

de

con

•Ay = ~ Ax + rey ~x) + oAx + v
t t t-l- t-1 t-l t

Ax = c (y - ~x ) + e Ax + E
t 21. t-1 t-l 22 t-l 2t

eficiencia

distribución

estimación

Resumiendo, si ~ = O Y C
2 1

= O, no hay simultaneidad y las XI son

débilmente exógenas¡ con lo cual la estimación mlnimo-cuadrética

de la forma reducida (7) es eficiente y los estimadores t.end

dis·tribuciones asintóticas estándar. Si IJ. *' O pero e O r lE;'
2 1

de sesgo

instrumentales o SUR según corresponda. si e * O, Gerá necesarlO
21

utilizar los estimadores minimo-cuadráticos modificados, en tres

etapas incorporando las modificaciones pertinentes o de MVIC.

Finalmente, si no es posible garantizar la no causalidad en el

sentido de Granger, a pesar de que C
2 1

sea O, la estimación de (7)

no permitirá predecir eficientemente pero no existirán problemas

de sesgo ni de distribución.

cointegración R aparece en

su vez, participa de las

definición de r.

Dado el sistema (9)-(10), Johansen (1988) propone su estimación

por MVIC. La prueba sobre exogeneidad débil consiste en el

análisis de la hipótesis e = O en relación a e * O, que en este
21 21 '

planteo es una prueba común sobre significancia del parámetro en

una de las variables de la ecuación (10).
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Para obtener el estimador de n, se procede de la siguiente forma:

(12)

(13)

ñ¡3 I f se

(11 )+ e
t

k-l

R == z - ¿ <5 llz
kt t-k t.=l \ t-i

y

T

0. = 1/T ¿ e e' .
t= 1 t t

k-l

¿ eS tsx + rrz
i =1 1 t-\ t-k

e
t

con i~j = O~k

tJ.z
t

= m - T/21n!(S - o~'S - S ~o'+ 0(3'5 ~o'l
00 kO Ok kk

k-lA

R = IJ..z - ¿ " /iz
Ot, t t =1 i t-l

L(o~(3)

donde: z = (y' x)'
t t ~ t

el estimador habitual de O

y se obtienen las matrices de segundos momentos de acuerdo a:

1. Se concentra la verosimilitud con respecto a eS , de manera de
\

eliminar las variables L(O), es decir, se hace la regresión de 62
t.

Y z sobre los k rezagos de Az (como si fuese una estimación
t - k t

por variables instrumentales con las variables Az como
t - \

instrumentos). Los residuos que se obtienen se denominan:

Primeramente¡ se deriva la función de verosimilitud y se obtiene

La estimación por MV.rC mencionada se desa.rrolla a partir de la

maximización de la función de verosimilitud del sistema VAl?

asociado al (9)-(10):

2. Se define L(n) = h - T/21nlr
T

t
__

1
(R

O t
- nR )(R - rrR )'1

kt at kt

5 - l/Tr
T

R R'
ij t=l lt jt

Sustituyendo en (12) e imponiendo las restricciones n
obtiene:

La derivada de (13) con respecto a o permite obtener la expresión

de su estimador como: i = 5 ~(~'S (3)-1
Ok kk

3. Sustituyendo o por i en (13) se obtiene L(i~(3), expresión que

se debe maximizar con respecto a (3 para obtener BU estimador. Ello

es equivalente a minimizar el cociente de dos determinantes:



I ~ ' ( S - S S-;S JAlj¡,B'S ~I
k k k O O O O 1; , . k k

(14)

La expresión se puede normalizar de modo que:

Asi, el problema es equivalente a minimizar el numerador de (14)

sujeto a la restricción (15). Esto transforma la obtención de los

estimadores en un problema de cálculo de valores característicos

que conduce a resolver un sistema de ecuaciones homogéneo del

tipo:

o (.16)

r-e st.ant.e s •
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igualar a

(3' (para

(3 diagonaliza
- 1 la"S S S a

ka 00 Ok

que

y

A A _ 1 A

ñ - p'S P
n-r 00

determina

y

A

re = 'df3'

(15 )

A _ 1 A

'0'$ '1
00

restricciónla

TO = S - S (38'5
00 Ok I kü

A

S {3
Ok

Obsérvese que

simultáneamente s (a la matriz identidad)
kk

matriz A de vectores caracterlsticos.

caracter1sticos A que pueden ser ordenados en forma decreciente.
i -

Los vectores caracterlsticos asociados a los r (en este caso 1)

mayores serán los vectores de cointegración: (3 = (v 1 J ••• 'Jvr),

Para obtener los valores caracterlsticos y los vectores asociados,

se resuelve el conjunto de ecuaciones que resulta de

cero el determinante de la matriz que multiplica a

e.l Lmí.na r la solución trivial): lAS - S S-1 S I = o. Sea n su.
kk ka 00 Ok

orden en el caso general (si el sistema posee dos variables como

en el caso tratado n = 2). Entonces se obtendrán TI valores

La estimación por MVIC es siempre mejor que la resultante de

Johansen demuestra que los estimadores obtenidos son consistentes_

donde p es la matriz de los n-r vectores caracterlsticos

Además:

A

4. Una vez obtenido (3 se recalculan 7 , e y re de acuerdo a:



estimar formas reducidas, en e~ sentido que en el caso en que las

supuestos de exogeneidad y lo s í.mult.ene.í.dad no se cumplan, perrm.t.e

obtener estimadores con propiedades deseables y cuya distribución

es asintóticamente normal. Además, a partir de la estimación del

sistema es posible someter a prueba la exogeneidad de las

variables predeterminadas de forma muy sencilla.

Por otra parte, en el caso en que existan r vectores ae

cointegración, es posible plantear el sistema y estimarlos

directamente. agregando los términos correspondientes a las

ecuaciones:

-'1 (y - f3'x )- .... _.~ (y - r3'x ) + d(L)c
01 ,·t--l 1 t-l O!' t-l r t-l o e

lO

A (L)(l--L)x .= -1 (y - {3'x )- .... -1 (y - (3'x ) + d(L)f.:
N' Nt Ni t-l 1 t-l Nr t-l r t-l Nt

Determinación del rango de cointegración

Cuando se tienen n>2 variables en el sistema, será necesario

determinar el orden r de vectores de cointegraci6n antes de

realizar la estimación, para lo cual Johansen propone dos pruebas

de muy fácil implementación.

La primera prueba plantea como hipótesis nula la existencia de r

vectores de cointegración como máxbno o, lo que es equivalente, de

n-r raices unitarias (n-r) valores de A * O Y como

alternativa que haya n vectores de cointegración (ninguna r e í z

unitaria, todas las variables del sistema son est.acionarias). La

estrategia sugerida para det.e rm.i.ne r el valor de r es comenzar con

el va Lo r r = O (que implica que tt = O I Y por lo tanto el sistema

'VAR e s t.é en diferencias). Cuando la hipótesis nula es rechazada,

se procede a formularla para r = 1. De esta forma secuencial, una

vez que no se rechaza la hipótesis nula se obtiene, en realidad,

que se rechazó la hipótesis de T-l vectores de cointegraci6n y no

se rechazó la existencia de r vectores (es decir, el estadistico

62



s .i.qni.f ácat; .i1,18

ificativo). El, estad,is

el. :::6 t.ad.í s tico para H

denominado estadistico de traza, es:

n

-rl.n II -1' ¿ In( 1--1.. )
i·~r+l i

Este estadlstico de razón de verosimilitud se obtjene comparando

el valor méx.i.mo de la vero s i.mi.Li.t.ud restringida a que existan

vec"tores de cointegración con el que resulta de maximizar 1.a

verosimiltud sin restricciones (cuando existen n-] relaciones de

cointegración). De

relatlva de omitlr

esta

los

f o rma , su.

n-·-r vectores

valor mide

restantes

la

de

importane

la r eLac

estimada, en términos del efecto potencial de sus coeficientes de

ajuste al desequilibrio~

Su st.r i.buci.ón no se puede dar i var an.s L'í ti camente pero r e su Lt.a

ser adecuadamente aproximada por una chi-cuadrado:

As].,

vectores

En e s t e CEt2)() ¡

r

r=O,l, ... ,n-I

mayor,

0,85 - O.58jc

existen

y h =

que

raíces unitarias".

"exist:en (n-r) r a í.ce s uni t.e r La s :",

característica

n-r

determinar

la

-- 2rr/ ni;

frente a 11 :
o

de

para

"existen [n-"(r+I)J

con e

tI :
1

ti.
r

si.s n u I e plantee. que existen r vect.ore s de coint.eqracion

EJ:~~nte a la alternativa de que hay (r+.1) de estos vect.o r e s . c110

coLnt e qre cLón será nece s e ri.c no rechazar la h i pót.e s i s nu l.e Qne 10

p Lant.e a v er-su s (r-t-}) y además rechazar que existen (,---1) v e c t.o r e s

f:n favor de r. El estadístico, denominado del máximo ei.qerive l ay
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Al igual que en el caso anterior, su distribución es una fun

de cesos de Wiener multivariados (resultando una generallzac16n

del DF), con lo cual los valores criticas pueden ser obtenidos r

La 8egunaa estrategia de prueba sugerida permite evaluar la

(valor carcteristico) o A-max, es:



sirrrnlaciones de Monte Car , Estos han Si.ClO tabulados por 30hanf3en

en las tablas 8 a 12 del anexo.

De forma anéLoqa a Les pruebas de raíz unitaria! los veLo r e s

crít í.co s no son invariantes a la existencia de cons t ant.e y/o

~endencla en el proceso, por lo cual existe más de una vers de

c~.da tabla ..

Finalment.e I se cons t.e t.a que la potencia de arnbas pruebas disminuye

con r , (;38 deci.r , aI e ument.a r el número de ralees un i.t e ri.a s . Se ha.

encont.rado que el es t.ed.í s t í.co traza posee mayo r potencia que el

¡'. -mex para detectar el r--ésimo vector de co i.nt.eqrac i.ón cuando

r e s t ent.es n'--r' ra.ices están cerca de ser

significativas. Por el contrario, si se obtiene una discriminación

8stadistico A-max tendrá mayor potencia

clara entre valores caract.eri.stícos grandes y pequefios,

(.Jusellus, 1991).
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Er; muchas circunstancias r e s uLt.a de interés delimitar de alguna

'!

va Lo r e s

(1988)

de

Johansenen

.~ t . . ,o e .e rma.nec i.onla

ampliamente

coin t.eqre cLón f

desarrolladopruebas!

ert.Lcu l c s pos t.erío re s f Lnvo Lucre , al 19ua1 que la de t e rrni.nac
~ 1o e r

característicos de una matriz de momentos reducida.

II : {3 = HIp
o

forma el espacio generado por los vectores de cointegración. Esto

es equivalsfite a someter a prueba restricciones lineales sobre los

mismos; que tengan algún interés económico especifico. Este tipo

El ripo de hipótesis mencionada puede referlrse, por ejemplo, a d

ex.cLu si.ón de ciertas variables de la relación de cc i nt.eqre.c i.on

psramet.ros correspondientes en el vector (3 s er ian cero) o

bien a que algunas variables pertenezcan a esa combinación lineal

con parámetros que cumplen ciertas restricciones (de igualdad, de

suma .iqueI a una cierta constante, e t.c c ) , La forma general paTa

plantear este tipo de hipótesis es:

F'~uebas de hipótesis sobre los vectores de cointegración



( 1 ~7 )

vector

en el segundo

dee-a:

cualquier

2
X
"r (n'-s)

de

en realidad no

El sistema a resolver en

por MVIC para obtener los ~

procedimiento análogo para
~ '"A Y sus vectores asociados

i

cuanto

s _. JI

en H .o

(en

ve c t.o r de co i nt.eqr e ci.on m.i.errt.r a s ';3 ,¡fe:

el espacio de co í.nt.eqraci.ón \:'8',(".

una

As.í,

5l

A -lit ."'1.

i;,'" T JL .l n [ ( 1-'A j ) / ( 1-- 11. 1 )J

la distribución en este caso es conocida, ya que w

obtiene que

especificado

habr~ que incluir un vector de unos;

se

r-e s t r i.ccione s

é.rveee

l.as

planteando restricciones al

cornp Let.ament,e

restricciones

restrlcciones con el correspondiente a la estimación restringida a

las eondic es planteadas en H . De esta forma, la realización de- o
Ja pruebo::¡. .í.mpl lea 10, estimación de acuerdo al procedimiento ya

co int.eqraci ón será una combinación linea.l de los r de t.ermínedo s ; .

65

El estadístico de prueba d utilizar se construye bajo el princ

razón de verosimilitud comparando el máximo de la función

bajo las restricciones planteadas

númer'o de re e t.r í.cc í.one s .

desc~itn en el apartado de estimación

E' stadist:j.co baje) ej. principio de raz6rl de veros~i_mi.litud es:

uni.tarias en el proceso vectorlal y, por lo tanto, se trata de u

Dste último caso es:

modela en el q~e todas las variables son estacionarias.

desconocidos. El nümero s es el orden del subespacio al

oertencen los ~ restringidos, por lo tanto, es igual a n menos ~

obtener los valores caracterlsticos

CE~¿:;O: la constante es el. ve Lo r de la p endi.errt.e de la t.eridenc L.'

está trabajando bajo la hipótesis de que existen n-r raiceG

Por último, conviene realizar algunas observaciones sobre el

la constante en la relación de cointegración y en el modelo de

correción de error: en el primer caso, BU interpretación es e La

:rned dE,,"'. proceso es d is t.Lnt.a de cero I con lo cual entre 1aE,



lineal del proceso. A pesar de lo ant.e ri.or , al plantear el MeE no

rlece8a:riamen~e se diferenciarán an!bos x"oJ.es. SupóIlgase qQe

tiene un proceso multivariado de orden 4 y una relación ce

coínt.eqrac i ón (n=4, r=l), y que el ,"'ICE está dado por:

Az = l~'Z . + ~ + E
t t - 1 t

(18 )

si las variables z
1 t

tienen media distinta de cero, la relación de
.....

cointe0ración estará dada p.or: ¡:9'z + Q v se definen z = (z ,L) \.'
~ t Po 1: t t'·

'"o - (~,P~)r de forma que la relación de cointegraci6n es
u '" '"expresable como: ~ 'Zt y el modelo (18) se transforma en:

'" ;1<Az = r Q 'z +" + et I~ t - 1 ~. t (19)

Sin embargo, si además existe una tendencia lineal en eL

componente no estacionario de la serie, se tendra que Ji *" O en

'"(19) Y es posible también redefinir IJ. como IJ. = ~ ~ 7p', Entonces,
o

el modelo (19) puede expresarse como:

'"~z = 7~fZ + IJ. + e
t l - 1 t

(20)

lO

De esta forma, g puede descomponerse en dos elementos: la

ordenada al origen de la relación de largo plazo y la pendiente de

la t.errderrc La 1 ineal. en el componente no estacionario.

Para someter a prueba la existencia de una tendencia lineal, será

necesarlO estimar el illodelo (20) - que no posee restricciones - y

el modelo (.19)1 que está restringido a que p= O, es decir, a que
....

¡"I.. == )' {]' •
o
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'lHL COMENTARiOS FINALES

La resefia presentada en este trabajo se refiere únicamente

aquellos aspectos básicos en el estudio de procesos cointegradoB

l~ '1-' propósito es, por 1.0 tanto, introducir al lector
1...) t.4

disensión del tema. Como consecuencia de ello, su alcance se \1'(;

limitado en diversas direcciones: algunos temas, como la no

estacionariedad estacional, sólo han sido mencionados sin discuti

a fondo sus especificidades; se han excluido algunos desarrollos

mas recientes que tratan, fundamentalmente, con las

caracterlsticas y problemas adicionales que plantean los procesos

integrados de orden 2 y superiores; se han omitido temas que estáll

siendo actualmente analizados, corno las dificultades

presentarla la no estabilidad de los parámetros de cointegrac

tanto para la estimación como para la inferencia.

Dado que la investigación sobre procesos no estacionarios avanza a

crean velocidad, la actualización result.a una tarea fundamental

para el analista económico. En este sentido es de esperar que el

presente documento sea ütil como una referencia básica que permita

acceder rápidamente a los nuevos resultados de investigación.
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ANEXO

Tabla 1

Distribución de.! estadístico (p - l)/DS(p)

PGI: i i dt o;«
;>-

Oy _.
Yt-l + u u - ) Yo =

- t. t. t

P
rt» 0,01 0.025 0.05 0.10 O. 90 0.95 O. 9'15 O. 99
.L

Caso a
25 -2.66 --2.26 -1.95 -1.60 0.92 1.33 1. 70 2.16
50 --2.62 -·-2. ¿5 -1.95 --1.61 0.91 1. 31 1. 66 2.08

100 -2.60 --2.24 -1.95 -1.61 0.90 1. 29 1. 64 2.03
250 --2.58 --2.23 -1.95 -1.62 0.89 1. 29 1. 63 2,,01

500 <::.58 --2.23 -1.95 --1.62 0.89 1. 28 1. 62 2.00
te --2.58 --2.23 --·1.95 -1.62 0.89 1. 28 1. 62 2.00

Caso b
25 -3.75 -3.33 --3.00 -2.63 --o . 37 0.00 0.34 0.72
50 --3.58 -3.22 -2.93 ·-2.60 -0.40 -0.03 0.29 0.66

100 -3.51 -'-3.17 --2.89 -·2.58 --0.42 -0.05 0.26 0.63
250 -3.46 --3.14 -2.88 -2.57 -0.42 -0.06 0.24 0.62
500 -3.44 -3.13 --2.87 -2.57 -0.43 -0.07 0.24 0.61

co --3.43 --3.12 -2.86 --2 .. 5'1 -·0.44 -0.07 0.23 0.60

Caso e
25 --4.38 --3.95 -3.60 -3.24 --1.14 -0.80 -0.50 --0.15
50 -4.15 -3.80 --3.50 -3.18 -1.19 --O. 87 -0.58 -0.24

100 -4.04 -3.73 -3.45 -3.15 .-1. 22 -0.90 -0.62 --0.28
250 --3.99 -3.69 -3.43 -3.13 -1.23 -0.92 -0.64 -0.31
500 --3.98 --3.68 -3.42 -3.13 -1.24 -0.93 -0.65 --O. 32

00 -3.96 --3.66 -3.41 --3. 12 -1.25 -0.94 -0.66 -0.33

No t e :

p: prct3billd,:<d de obtener unAvalor menor. Por ejemplo, en el caso a,

para ,[:100, la Pr'ob[(p-l)/DS(pJ<1.64] "0.975

Fuente: Banerjee et al. (1993)
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Tabla 2

Distribución del estadistico T(p - 1)

?

PGl: Yt
=

Yt-l + u u ~ i i dt Ov c'") Yo - O
t t

P
T 0.0.1 0,025 0.05 0.10 0.90 0.95 0.9'15 0.99

Caso a
25 --11.9 -9.3 -7.3 -5.3 L01 1. 40 1. 79 2.28
50 -12.9 -9.9 -7.7 -5.5 0.97 1. 35 1. 70 2.16

100 -13.3 -10.2 -7.9 -5.6 0.95 1. 31 1. 65 2.09
250 -13.6 -10.3 -8.0 -5.7 0.93 1. 28 1. 62 2.04
500 -13.7 -10.4 -8.0 -5.7 0.93 1. 28 1. 61 2.04

co -13.8 --10.5 -8.1 -5.7 0.93 1.28 1. 60 2.03

Caso h
25 -1'7.2 --14.6 -12.5 -10.2 -0.76 0.01 0.65 1.40
50 --18.9 -15.7 --13.3 -10.7 -0.81 -0.07 0.53 1. 22

100 -19.8 -16.3 -13.7 -11.0 -0.83 -0.10 0.47 1.14
250 -20.3 --16.6 -14.0 --11.2 -0.84 -0.12 0.43 1. 09
500 -20.5 -16.8 -14.0 -11.2 -0.84 --o .13 0.42 1.06

ce --2 O• 7 -16.9 -14.1 -11.3 -0.85 -0.13 0.41 1. 04

Caso e
25 -22.5 --19.9 --17.9 -15.6 --3.66 -2.51 --1.53 -0.43
50 ---25.7 -22.4 --19.8 -16.8 -3.71 -2.60 -1.66 --0.65

100 --27.4 -23.6 -20.7 --17.5 -3.74 -2.62 --1.73 -0.75
250 -28.4 --24.4 -21.3 --18.0 -3.75 -2.64 -1.78 -0.82
500 -28.9 -24.8 -21.5 -18.1 --3.76 -2.65 --1.78 -0.84

QO -29.5 --25.1 -21. 8 --18.3 -3.77 -2.66 -1.79 -0.87

No t 0.:

p; probabilIdad de obtene!: un ve l o r menor. Por ejemplo, en el caso

a, para T"100, la Prob[T(p-l) <1.65] = 0.975

Fuente: Banerjee et al. (1993)
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Tabla 3

Valores criticos CRDW

p = 0.95
'T' 11 21 31 51 101
1-

Ri Rs Ri Rs Ri Rs Ri Rs Fd R'~,.:;,

n
iI'

O 1.733 1,733 1.069 1.069 0.770 0.770 0.493 0.493 0.259 0.259

1 1. 592 2.404 1.022 1.560 0.747 1.156 0.484 0.755 0.257 0,404

3 1.273 3.201 0.925 2.273 0.699 1.736 0.465 1.172 0.252 0.645
5 0.916 3.641 0.827 2.775 0.651 2.185 0.446 1. 518 0.247 0.855
7 0.719 3.152 0.601 2.552 0.427 1.818 0.242 1.046

10 0.556 3.553 0.526 2.989 0.399 2.205 0.234 1.308
1.5 0.350 2.723 0.221 1.692
20 0.209 2.205

P = 0.99
T 11. 21 31 51 101

Ri Rs Ri Rs Rí Rs Ri Rs Ri Rs
TI

*O 2.264 2.264 1. 470 1. 470 1.081 1.081 0.705 0.705 0.376 0.376
1 2.095 2.843 1. 409 1.960 1.050 1. 480 0.692 0.988 0,,373 0.538.s:

.3 1.689 3.468 1. 281 2.608 0.985 2.046 0.666 1. 416 0.366 O.79 f3,

5 1. 204 3.781 1.143 3.048 0.919 2.467 0.640 1.759 0.358 1.013
7 1.000 3.364 0.851 2.800 0.613 2.049 0.351 1. 208

10 0.771 3.685 0.745 3.186 0.573 2.416 0.340 1. 467
15 0.504 2.890 0.322 1.840
20 0.304 2.154

N¡(cas:
o': estos dmltes corresponden a un camino aleatorio simple.

Hl/Rs: 1 lml te inferIor/superior de confianza de R para la primera

diferencia de los residuos de la regreslbn.

T: n&mero de observaciones.

n~ numero de variables exógenas.

Fuente: Sargan y Bhargava (1983)
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Tabla 4

Distri buci ón del estad1.stíco de prueba para otros parámetros

PGI: y =
Yt-l + u u ~ iid( O, (j2 ) Yo = O

t t t

P
T 0.90 0.95 0.975 0.99

1. Mode.la b' H : ~1 = O ; Estadistica: T.
o b 1

25 2.20 2.61 2.97 3.41
50 2.18 2.56 2.89 3.28

100 2.17 2.54 2.86 3.22
250 2,16 2.53 2,84 3.19
500 2.16 2.52 2.83 3.18

00 2.16 2.52 2.83 3.18

2. Modelo e' H: 11= O ; Estadistica: T.o e 2

25 2.77 3.20 3.59 4.05
50 2.75 3.14 3.47 3.87

100 2.73 3.11 3.42 3.78
250 2.73 3.09 3.39 3.74
500 2.72 3.08 3.38 3.72

00 2.72 3.08 3.38 3.71

3. Modelo e' H: "K = O ; Estadistica: 1::o e 3

25 2.39 2.85 3,25 3.74
50 2.38 2.81 3.18 3.60

100 2.38 2.79 3.14 3.53
250 2.38 2.79 3.12 3.49
500 2.38 2.78 3.11 3.48

00 2.38 2.78 3.11 3.46

Nota:

p: probabIlIdad de obt e n er- un valor merior-. PO)' ejemplo, en el caso

1, para T=100, la ProblT.
1

<3 , 2 2 1= 0.99

Fuente: Banerjee et al. (1993)
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Tabla 5

Distribución del estadístico de prueba para otros parámetros

P
0.01 0.025 0.05 O. 1.0 0.90 0.95 0.975 0.99

1. Modelob I H: ,,= O . P = 1 ; Estadistico: fÍ\
O""b "b "'1

PGI: y = y + u
. t t-l t

25
50

100
250
500

0.29
0.29
0.29
0.30
0.30
0.30

0.38
0.39
0.39
0.39
0.39
0.40

0.49
0.50
0.50
0.51
0.51
0.51

0.65
0.66
0.67
0.67
0.67
0.67

4.12
3.94
3.86
3.81
3.79
3.78

5.18
4,86
4.71
4.63
4.61
4.59

6.30
5.80
5.57
5.45
5.41
5.38

7.88
7,06

6.52
6.47
6.43

2. Modelo e' H: IJ. = O r "1 = O ~ P = 1 ; Estadistico: f/J"o e e e ¿

PGI: }' = y + U
t. t-l t

25
50

1.00
250
500

00

0.61
0.62
0.63
0.63
0.63
0.63

0.75
0.77
0.77
0.77
0.77
0.77

0.89
0.91
0.92
0.92
0.92
0,92

1.10
1.12
1.12
1.13
1.13
1.13

4.67
4.31
4.16
4.07
4.05
4.03

5.68
5.13
4.88
4.75
4.71
4.68

6.75
5.94
5.59
5.40
5.35
5.31

8~2.l

7.02
6. ::, O
6.~22

6.15
6.09

3. Modelo e' H: 7f = O ~ P = 1 : Estadístico: <f!o e e 3

PGI: y = IJ. + y + [l
t e t-l t

25
50

1.00
250
500

ca

0.74
0.76
0.76
0.76
0.76
0.77

0.90
0.93
0.94
0.94
0.94
0.94

1. 08
1,11
1. 12
1.13
1.13
1.13

1. 33
1. 37
1. 38
1. 39
1. 39
1. 39

5.91
5.61
5.47
5.39
5.36
5.34

7.24
6.73
6.49
6.34
6.30
6.25

8.65
7.81
7.44
7.25
7.20
7.16

10.61
9.31
8.73
B.43
8 34
8 ') 7

Nota:

p: probabi lidad de obteQer un valor menor. Por ejemplo, en el caso

1, para T=100, la Prob(<f! <6.70í = 0.99
1

F'uente: Baner [ee et al. (1993)
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Tabla 6

Pruebas de raiees unitarias estac.ionales: valores criticas

PGI: t:,. x= e ~ nid(O,l)
4 t t

Regresiones Pereentiles
Auxiliares T 0.01 0.025 0005 0.10 0.01 0.025 0.05 0.10

't ' : tt ' t ' : tt
1 2

-------------~--------- -----------------------
(a) 48 -2.72 --2.29 -1.95 -1.59 -2.67 -2.27 -1.95 --1.60

J.OO -2.60 -2.26 -1.97 -1.61 -2.61 -2.22 -1.92 -1.57
136 -2.62 -2.25 -1.93 -1. 59 -2,,60 '-2.23 -1. 94 -1.61
200 -2.62 -2.23 --1.94 -1.62 --2.60 -2.24 -1.95 -1.61

(b) 48 --3.66 -3.25 -2.96 -2.62 -,2.68 -2.27 -1.95 --1.60
.100 -3.47 -3.14 -2.88 -2.58 --2.61 -2.24 -1. 95 -1.60
136 --3.51 -3.17 -2.89 -2.58 -2.60 -2.21 -1.91 -1.58
200 --3.48 -3.13 --2.87 --2.5'7 --2.58 -2.22 -1.92 -1.59

(e) 48 -3.77 -3.39 -3.08 -2.72 --3.75 -3.37 -3.04 -2.69
100 -3.55 -3.22 '-2.95 '-2.63 -3.60 -3.22 -2.94 -2.63
.136 -3.56 --3.23 -2.94 -2.62 -3.49 -3.15 -2.90 -2.59
200 -3.51 --3.18 --2.91 -2.59 -3.50 -3.16 -2.89 --2.60

(d) 48 -4.23 -3.85 -3.56 -3.21 -2.65 -2.24 --1.91 -1.57
100 --4. 07 -3.73 -3.47 -3.16 -2.58 -2.24 -1.94 -1.60
136 -4.09 -3.75 -3.46 --3.16 --2.65 --2.25 -1.96 -1.63
200 -4.05 -3.70 -3.44 -3.15 -2.59 --2.25 ~1.95 -1.62

(e) 48 --4.46 -4.04 --3.71 .-3.37 -3.80 -·3.41 -3.08 ---2. '73
100 -4.09 -3.80 --3.53 -3.22 -3.60 '-3.22 -2.94 -2.63
136 -4.15 -3.80 -3.52 -·3.21 -3.57 -3.18 -2.93 -2.61
200 ---4.05 --·3.74 -3.49 -3.18 -3.52 -3.18 --2.91 -2 .. 60
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(Continuación)

Pruebas de raiees unitarias estacionales: valores criticas

PGI: Ax= e ~ nid(O,l)
4 t t,

Regresiones Percentiles
Auxi I i.er e s T 0.01 0.025 0.05 0.10 0.90 0.95 0.975 0.99

, t ' : tt
4

--------~~--------------_._-----------------------

(a) 48 -2.51 -2~11 --1.76 -1.35 1.33 1. 72 2.05 2.49

100 -2.43 -2.01 -1.68 -1.32 1.31 1. 67 2.00 2.40

136 -2.44 -1.99 -1.68 --1.31 1. 30 1. 66 1. 99 2.38
200 -2.43 -1. 98 -1.65 --1.30 1. 29 1. 67 1. 97 2.36

(b) 48 -2.44 -2.06 ---1.72 -1.33 1. 30 1. 68 2.04 2.41
100 -2.38 -1.99 --1.68 -1.30 1.28 1. 65 1. 97 2.32
136 -2.36 -1.98 -1.68 -1.31 1. 27 1. 65 1. 97 2.31

200 --2.36 -1. 98 -1.66 -1. 29 1. 28 L65 1. 96 2.30

(e) 48 -2.86 -2.37 -1.98 -1. 53 1. 54 1. 96 2.35 2.81
100 -2.78 -2.32 -1. 96 -1.53 1. 52 1. 93 2.29 2.73
136 -2.72 -2.31 -1.96 -1. 52 1. 51 1. 92 2.28 2.'71
200 -2.74 -2.33 -1.96 -1. 54 1. 53 1. 95 2.32 2.78

(d) 48 --2.41 -2.05 -1.70 -1.33 1. 26 1. 64 1.96 2,37

100 -2.38 -1.97 -1.65 --1.28 1. 28 1. 65 1. 98 2.32
136 -2.36 -1. 97 ---1.64 -1. 29 1. 2ó 1. 62 1. 92 2.31
200 ---2.35 -1.97 -1.66 -1. 29 1. 26 1. 64 1. 96 2.30

(e) 48 -2.75 -2.26 -1.91 --1.48 1. 51 1.97 2.34 2.78
100 -2.76 -2.32 --1.94 -1. 51 1.51 1. 92 2.28 2,,69

136 -2.71 -2.78 -1. 94 -1.51 1.53 1.96 2.31 2.78
200 -2.65 -2.27 --1.92 --1. 48 1. 55 1. 97 2.31 2.71
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(Continuación)

Pruebas de raices unitarias estacionales: valores criticas

PGI: IJ. x = e ~ nid(O~l)
4 t t

Regresiones Percentiles
Auxiliares T 0.01 0.025 0,05 0.10 0.90 0.95 0.975 0.99

, t ' : tt ' F' : rr () rr
3 3 4----------------------- ---------------------

(a) 48 -2.66 -2.23 -1. 93 -1. 52 2.45 3.26 4.04 5.02
100 -·2.55 -2.18 -1.90 -1,53 2.39 3.12 3.89 4.89
136 -2.58 -2.21 -1.92 -1.56 2.41 3.14 3.86 4.81
200 -2.58 -2.24 -1.92 -1. 55 2.42 3.16 3.92 4.81

(b) 48 -2.64 -2.23 -1.90 -1.52 2.32 3.04 3.78 4.78
100 --2.61 -2.23 -1. 90 _.1. 54 2.35 3.08 3.81 4.77
136 -2.53 -2.18 -1.88 -1. 53 2.36 3.00 3.70 4.73
200 -2.57 -2.21 -1.90 -1. 53 2.37 3.12 3.86 4.76

(e) 48 -4.31 -3.92 -3.61 -3.24 5.50 6.60 7.68 9.22
100 -4.06 -3.72 -3.44 -3.14 5.56 6.57 7.72 8.74
136 -4.06 -3.72 -3.44 -3.11 5.56 6.63 7.66 8.92
200 -4.00 -3.67 -3.38 -3.07 5.56 6.61 7.53 8.93

(d) 48 --2.68 -2.27 -1.92 -1. 52 2.23 2.95 3.70 4.64
100 -2.56 -2.19 --1.89 -1.54 2.31 2.98 3.71 4.70
136 -2.56 -2.20 -1. 90 -1. 52 2.33 3.04 3.69 4.57
200 --2.58 -2.21 -1.92 ..-1. 56 2.34 3.07 3.76 4.66

(e) 48 -4.46 --4.02 -3.66 -3.28 5.37 6.55 7.70 9.27
100 -4.12 -3.76 -3.48 -3.14 5.52 6.60 7.52 8.79
136 -4.05 -3.72 -3.44 --3.12 5.55 6.62 7.59 8.77
200 --4.04 -3.69 -3.41 -3.10 5.56 6.57 7.56 8.96

Nota. :

Las r egr e slones aux lIla r es son las siguientes:
(a) : sin constante, sin binarias estacionales y sin tendencia.
(b ) : con const.ante, s~n binarias estacionales y sin tendencia.
(e) : con con!:tante, con binarias estacionales y sin tendencia.
(d) : con constante, sin binarias estacionales y con tendencia.
(e) : con constante t con binarias estacionales y con t.endencia.

Fuente: Hylleberg et al (1990)
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Tabla 7

Pruebas de cointegración

Superficies de respuesta de MacKinnon

n Modelo p(%) epoo DS </>1 </;2

.1 Sin constante 1 -2.5658 0.0023 -1.960 -10.04
Sin tendencia 5 -1.9393 0.0008 --0.398 0.00

10 -1.6156 0.0007 -0.181 0.00
.1 Constante 1 -3.4336 0.0024 -5.999 --29.25

Sin tendencia 5 -2.8621 0.0011 -2.738 --8.36

.10 -2.5671 0.0009 --1.438 -4.48
.1 Constante 1- -3.9638 0.0019 -8.353 --47.44

Tendencia 5 -3.4126 0.0012 -4.039 -17.83
10 --3.1279 0.0009 -2.418 -7.58

2 Constante 1 -3.9001 0.0022 --10.534 -30.03
Sin tendencia 5 -3.3377 0.0012 -5.967 -8.98

10 --3.0462 0.0009 -4.069 -5.73
2 Constante 1 -4.3266 0.0022 -15.531 --34.03

Tendencia 5 --3.7809 0.0013 --9.421 -15.06
10 -3.4959 0.0009 -7.203 -4.01

3 Constante 1 --,4.2981 0.0023 -13.790 -46. :17
Sin tendencia 5 -3.7429 0.0012 -8.352 -13.41

10 --3.4518 0.0010 -6.241 -2.79
3 Constante 1 -4.6676 0.0022 -18.492 -49.35

Tendencia 5 -4.1193 0.0011 -12.024 -13.13
10 -3.8344 0.0009 -9.188 -4.85

4 Constante 1 -4.6493 0.0023 -17.188 -59.20
Sin tendencia 5 -4.1000 0.0012 -10.745 -21.57

10 --3.8110 0.0009 -8.317 --5.19
4 Constante .1 -4.9695 0.0021 -22.504 --50.22

Tendencia 5 -4.4294 0.0012 -14.501 -19.54
10 -4.1474 0.0010 -11.165 --9.88

5 Constante .1 -4.9587 0.0026 -22.140 -37.29
Sin tendencia 5 -4.4185 0.0013 -13,641 -21.16

10 -4.1327 0.0009 -10.638 -5.48
5 Constante 1 -5.2497 0.0024 -26.606 -49.56

Tendencia 5 --4.7154 0.0013 --17.432 --16.50
10 -4.4345 0.0010 -13.654 -5.77

6 Constante 2 -5.2400 0.0029 -26.278 -41.65
Sin tendencia 5 -4.7048 0.0018 -17.120 -11.17

10 -4.4242 0.0010 -13.347 0.00
6 Constante 1 -5.5127 0.0033 -30.735 -52.50

Tendencia 5 -4.9767 0.0017 --20.883 --9.05
10 -4.6999 0.0011 -16.445 0.00

Fuente: Banerjee et al (1993)
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Tabla 8

Cuantiles de la distribución asintótica de los estadísticos
para la prueba de Rango de Cointegración

Caso 1.

PGI: t:.x= r!J.x +... + r!J.x + a(:3' x + ljJD + e
t, 1 t-l k-l t-k+l t-l t t

p-r 99% 97.5% 95% 90% 80% 50%

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11.

6.51
15.69
22.99
28.82
35.17
41.00
47.J.5
53.90
59.78
65.21
72.36

6.51
16.31
29.75
45.58
66.52
90.4.5

119.80
152.32
187.31
226.40
269.81

4.93
13.27
20.02
26.14
32.51
38.59
44.28
50.78
56.55
61. 57
68.35

4.93
14.43
26.64
42.30
62.91
86.09

114.22
146.78
181.44
219.88
261.71

A-max
3.84 2.86

11.44 9.52
17.89 15.59
23.80 21.58
30.04 27.62
36.36 33.62
41.51 38.98
47.99 44.99
53.69 50.65
59.06 56.09
65.30 61.96

Traza
3.84 2.86

12.53 10.47
24.31 21.63
39.89 36.58
59.46 55.44
82.49 78.36

109.99 104.77
141.20 135.24
175.77 169.45
212.67 206.05
255.27 248.45

80

1. 82
7.58

13.31
18.97
24.83
30.37
36.01
41.65
47.26
52.65
58.11

1. 82
8.45

18.83
33.16
51.13
73.10
98.87

128.67
161.63
198.04
239.44

0.58
4.83
9.71

14.94
20.16
25.54
30.65
36.18
41.36
46.69
52.06

0.58
5.42

14.30
27.10
43.79
64.24
88.53

116.97
148.61
184.15
223.51

0.09
2.89
6.96

11.55
16.41
21.39
26.22
31.37
36.22
41.48
46.50

0.09
3.32

10.55
22.04
37.23
56.53
79.15

106.32
136.23
170.59
209.00



(Continuación)

Cuantíles de la distribución asintótica de los estadisticos
para la prueba de Rango de Cointegración

Caso .1.

PGI: tsx = r tsx +. .. + r I1x + a{3 1 x + l/JD + e
t 1 t-l k-l t-k+l t-l t t

p-r 10% 5% 2.5% 1% Media Var

i\-max
.1 0.02 0.01 0.00 0.00 1. 09 1. 94
2 2.19 1.72 1. 41 1.10 5.45 9.48
3 5.77 4.94 4.35 3.77 10.32 16.21
4 10.17 9.09 8.24 7.50 15.49 20.88
5 14.72 13.38 12.38 11. 29 20.76 26.39
6 19.53 17.98 16.66 15.33 26.07 31. 21
7 24.09 22.51 21. 27 19.70 31. 22 34.76
8 29.19 27.52 26.09 24.67 36.70 38.86
.9 33.92 32.20 30.95 29.12 41.92 43.77

10 38.80 36.86 35.38 33.74 47.18 46.13
11 43.98 41. 92 40.26 38.39 52.59 51.62

Traza
.1 0.02 0.01 0.00 0.00 1. 09 1. 94
2 2.54 1. 97 1. 63 1. 28 6.09 10.86
3 8.93 7.79 6.91 6.03 14.90 25.80
4 19.75 17.90 16.55 14.83 27.74 44.31
5 34.16 31.62 29.66 27.32 44.41 71. 20
6 52.68 49.55 46.67 43.73 64.90 101.33
7 74,48 70.63 67.55 64.67 89.20 140.76
8 100.87 96.81 93.36 89.04 117.71 181.52
9 129.81 125.30 121.36 116.39 149.14 233.42

10 163.48 157.65 153.21 147.15 184.58 279.79
11 201.28 194.77 189.68 183.78 224.28 335.26

Fuente: Osterwald-Lenum (1992)
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Tabla 9

Cuantiles de la distribución asintótica de los estadísticos
para la prueba de Rango de Cointegración

Caso 2.

PGI : Sx = r tsx +... + F' Sx + a ( {3 , , (3 j ( x ' , 1 ) '+ l/JD + e
t 1 t-l k-l t-k+l o t·-l t t.

p-r

1
2
3
4
5
6
7
B
9

10
11

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

50%

3.40
8.27

13.47
18.70
23.78
29.08
34.73
39.70
44.97
50.21
55.70

3.40
11.25
23.28
38.84
58.46
81.90

109.17
139.83
174.88
212.93
254.84

80%

5.91
11. 54
17.40
22.95
28.76
34.25
40.13
45.53
50.73
56.52
62.38

5.91
15.25
28.75
45.65
66.91
91.57

120.35
152.56
198.08
228.08
272.82

90%

7.52
13.75
19.77
25.56
31. 66
37.45
43.25
48.91
54.35
60.25
66.02

7.52
17.85
32.00
49.65
71. 86
97.18

126.58
159.48
196.37
236.54
282.45

95%

i\-max
9.24

15.67
22.00
28.14
34.40
40.30
46.45
52.00
57.42
63.57
69.74

Traza
9.24

19.96
34.91
53.12
76.07

102.14
131.70
165.58
202.92
244.15
291.40

97.5%

10.80
17.63
24.07
30.32
36.90
43.22
48.99
54.71
60.50
66.24
72.64

10.80
22.05
37.61
56.06
80.06

106.74
136.49
171.28
208.81
251.30
298.31

99%

12.97
20.20
26.81
33.24
39.79
46.82
51.91
57.95
63.71
69.94
76.63

12.97
24.60
41. 07
60.16
84.45

111.01
143.09
177.20
215.74
257.68
307.64

Media

4.03
8.86

14.02
19.23
24.48
29.72
35.18
40.35
45.55
50.82
56.33

4.03
11.91
23.84
39.50
59.16
82.49

109.75
140.57
175.44
213.53
256.15

Var

7.07
13.08
19.24
23.83
29.26
34.63
38.35
41.98
44.13
49.28
54.99

7.07
18.94
37.98
59.42
91.65

126.94
167.91
208.09
257.84
317.24
413.35

Fuente: Osterwald-Lenum (1992)
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Tabla 10

Cuantiles de la distribución asintótica de los estad1sticos
para la prueba de Rango de Cointegración

Caso 3.

PGI: D.X = r fJ.x -1- ••• + r D.X + a(3' X + /.l + ljJD + e
t 1 t-l k-l t-·k+l t-l o t t

p-r

.1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

.1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

50%

0.44
6.85

12.34
17.66
23.05
28.45
33.83
39.29
44.58
49.66
54.99

0.44
7.55

18.70
33.60
52.30
75.26

101.22
131.62
165.11
202.58
243.90

80%

1. 66
10.04
16.20
21.98
27.85
33.67
39.12
45.05
50.55
55.97
61. 55

1. 66
11. 07
23.64
40.15
60.29
84.57

112.30
143.97
178.90
217.81
260.82

90%

2.69
12.07
18.60
24.73
30.90
36.76
42.32
48.33
53.98
59.62
65.38

2.69
13.33
26.79
43.95
64.84
89.48

118.50
150.53
186.39
225.85
269.96

95%

?1.-max
3.76

14.07
20.97
27.07
33.46
39.37
45.28
51.42
57.12
62.81
68.83

Traza
3.76

15.41
29.68
47.21
68.52
94.15

124.24
156.00
192.89
233.13
277.71

97.5%

4.95
16.05
23.09
28.98
35.71
41.86
47.96
54.29
59.33
65.44
72.11

4.95
17.52
32.56
50.35
71.80
98.33

128.45
161.32
198.82
239.46
284.87

99%

6.65
18.63
25.52
32.24
38.77
45.10
51. 57
57.69
62.80
69.09
75.95

6.65
20.04
35.65
54.46
76.07

103.18
133.57
168.36
204.95
247.18
293.44

Media

0.99
7.47

12.88
18.26
23.67
29.06
34.37
39.85
45.10
50.29
55.63

0.99
8.23

19.32
34.24
52.95
75.74

101.91
132.09
165.90
203.39
244.66

Var

2.04
12.42
18.67
23.47
28.82
33,57
37.41
42.90
44.93
49.41
54.92

2.04
14.38
32.43
52.75
79.25

114.65
158.78
201.82
246.45
300.80
379.56

Fuente: Osterwa1d-Lenum (1992)
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'rabIa 11
Cuantiles de la distribución asintótica de los estadísticos

para la prueba de Rango de Cointegración

Caso 4.

PGI: !J.x = r IJ.x + ..• + r Sx + o: ({3 , , (3 ) (x ; , t) , + fJ.
o
+ t/JDt+ c.

t 1 t-l k-l t-k+l 1 t -1 ~

p-r

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

50%

5.55
10.90
16.24
21. 50
26.72
32.01
37.57
42.72
48.17
53.21
58.54

5.55
15.59
29.53
47.17
68.64
94.05

122.87
155.40
192.37
231.59
276.34

80%

8.65
14.70
20.45
26.30
31.72
37.50
43.11
48.56
54.34
59.49
64.97

8.65
20.19
35.56
54.80
77.83

104.73
134.57
169.10
207.25
247.91
294.12

90%

10.49
16.85
23.11
29.12
34.75
40.91
46.32
52.16
57.87
63.18
69.26

10.49
22.76
39.06
59.14
83.20

110.42
141.01
176.67
215.17
256.72
303.13

95%

'\-max
12.25
18.96
25.54
31. 46
37.52
43.97
49.42
55.50
61.29
66.23
72.72

Traza
12.25
25.32
42.44
62.99
87.31

114.90
146.76
182.82
222.21
263.42
310.81

97.5%

14.21
21.14
27.68
33.60
40.01
46.84
51.94
58.08
64.12
69.56
75.72

14.21
27.75
45.42
66.25
91.06

119.29
152.52
187.91
228.05
270.33
318.02

99%

16.26
23.65
30.34
36.65
42.36
49.51
54.71
62.46
67.88
73.73
79.23

16.26
30.45
48.45
70.05
96.58

124.75
158.49
196.08
234.41
279.07
327.45

Media

6.22
11. 51
16.82
22.08
27.32
32.68
38.06
43.34
48.74
53.74
59.15

6.22
16.20
30.15
47.79
69.35
94.67

123.51
156.41
193.03
232.25
276.88

Var

10.11
16.38
22.01
27.74
31.36
37.91
39.74
44.83
49.20
52.64
56.97

10.11
24.90
45.68
74.48

106.56
143.33
182.85
234.11
288.30
345.23
416,98

Fuente: Osterwald-Lenum (1992)
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Tabla 12
Cuantiles de la distribución asintótica de los estadisticos

para la prueba de Rango de cointegración

Caso 5.

PGI: I1x = r txx +... + í tsx + a{3'x +j..L t+ j..L + IjJD + e
t 1 t-l k-l t-k+l t-l 1 o t t.

p-r

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

1
2
:3
4
5
6
7
8
9

10
11

50%

0.45
8.84

14.70
19.99
25.78
30.96
36.44
41.68
46.92
52.33
57.76

0.45
9.68

22.66
39.43
60.33
84.53

112.75
144.39
179.72
219.42
262.30

80%

1. 61
12.55
18.94
24.81
30.75
36.51
42.07
47.51
53.12
59.01
64.40

1. 61
13.56
28.13
46.66
68.66
94.45

124.18
157.11
194.04
235.26
279.31

90%

2.57
14.84
21. 53
27.76
33.74
39.50
45.49
51.14
57.01
62.69
68.22

2.57
16.06
31.42
50.74
73.40

J.00.14
130.84
164.34
201.95
244.12
289.08

95%

A-max
3.74

16.87
23.78
30.33
36.41
42.48
48.45
54.25
60.29
66.10
71.68

Traza
3.74

18.17
34.55
54.64
77.74

104.94
136.61
170.80
208.97
250.84
295.99

97.5%

4.85
18.57
26.07
32.56
38.68
45.12
51. 46
56.87
62.98
69.41
74.90

4.85
20.13
36.94
57.79
80.94

109.62
141.55
176.43
215.41
256.60
303.98

99%

6.40
21. 47
28.83
35.68
41. 58
48.17
54.48
60.81
66.91
72.96
78.51

6.40
23.46
40.49
61. 24
85.78

114.36
146.99
182.51
222.46
263.94
312.58

Media

0.98
9.46

15.30
20.72
26.27
31. 57
37.07
42.33
47.56
53.02
58.43

0.98
10.31
23.31
40.19
60.93
85.13

113.48
145.11
180.57
220.05
262.92

V¿¡T

1. 96
16.02
21.57
27.29
31.67
36.39
40.22
4·1.31
49.45
54.08
55.68

1. 96
18.34
37,90
64.17
92.36

129.92
173.03
217.53
270.83
332.87
398.78

Fuente: Ostervald-Lenum (1992)
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