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Resumen
En esta tesis se revisa la teorı́a clásica de capa lı́mite tanto en una superfi-
cie aerodinámicamente lisa como rugosa. Se analizan los principales méto-
dos para modelar flujos turbulentos, poniendo énfasis en la simulación de
grandes vórtices, que es el método utilizado para hacer las simulaciones. Se
simulan dos capas lı́mites con diferente valor del parámetro de blending.
Estas simulaciones se hacen con el programa de código abierto para resolu-
ción de flujos de fluidos viscosos caffa3d.MBRi. Las simulaciones se hacen
en un dominio prismático de 3,84mx3,84m de base por 2m de altura. Se im-
ponen condiciones de periodicidad en las caras laterales, adherencia en la
inferior y simetrı́a en la superior. En la superficie inferior, mediante el méto-
do de condiciones de borde inmersas, se fija un arreglo de cubos que forman
una rugosidad aerodinámica. Se utiliza una malla uniforme en la dirección
del flujo y transversal con un paso de 0,01m y variable en la vertical. En to-
tal la simulación utiliza 16515072 celdas. El paso temporal es de 0,01s. Los
resultados se analizan en base a las tensiones rasantes, el campo de veloci-
dad, la turbulencia, el balance de energı́a cinética turbulenta y las escalas.
Se obtienen concordancias razonables con el flujo esperado. Por otro lado se
encuentran algunos problemas que se relacionan con la disipación numérica
que agrega el código.
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una superficie aerodinámicamente lisa . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3. Perfil de defecto velocidad media en variables externas. . . . . 24
2.4. Componentes del tensor de Reynolds en la región de pared. . 28
2.5. Componentes del tensor de Reynolds expresadas en variables

internas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Capı́tulo 1

Introducción

El movimiento de los fluidos habituales como el agua o el aire están go-
bernados por las ecuaciones de Navier-Stokes y esto es conocido desde que
Navier le incorporó el efecto de la viscosidad a las ecuaciones de Euler en
1822 [Anderson, 2005]. Esto fue un hito importante, pero no permitió avan-
ces significativos inmediatos en problemas prácticos debido a la dificultad
que representa encontrar soluciones analı́ticas a estas ecuaciones. Si bien
permitió resolver algunos problemas en flujos de Stokes donde se desprecia
el término no lineal de las ecuaciones, no fue hasta que en 1904, Ludwig
Prandtl definió el concepto de capa lı́mite, que se lograron avances signifi-
cativos [Tani, 1977]. El artı́culo de Prandtl, On the motion of a fluid with very
small viscosity, inauguró más de 100 años de estudio en este campo y dio
comienzo a la aerodinámica moderna.

Prandtl, postuló que el efecto de la viscosidad estaba confinado a una fi-
na capa sobre las superficies sólidas pudiendo admitirse, que fuera de ésta el
flujo es irrotacional. Esta idea, aparentemente inocente, le permitió derivar
las ecuaciones de capa lı́mite y realizar cálculos aproximados en problemas
complejos, como ser la evaluación de la fuerza de sustentación y arrastre
sobre un perfil aerodinámico.

Una capa lı́mite es básicamente una zona muy próxima a una superficie
sólida por sobre la cual escurre un fluido, donde la velocidad cae sensible-
mente hasta hacerse cero sobre la superficie y donde el efecto de la viscosi-
dad es importante. O sea, es la zona donde se producen altos gradientes de
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velocidad. Existen otros tipos de capa lı́mite, como la capa lı́mite térmica,
pero la idea es la misma, es la zona próxima a la superficie sólida donde se
tiene altos gradientes de la propiedad que se considere.

En todos los problemas donde el flujo escurre alrededor de un objeto
sólido, se forman capas lı́mite. Ejemplos importantes son, el flujo sobre el
ala de un avión, un automóvil y una pelota, entre otros, o el flujo sobre la
superficie terrestre llamada capa limite atmosférica. Es por ello que el es-
tudio de este tipo de flujos adquiere gran importancia. Es junto al flujo en
un canal (que tiene aspectos muy similares), el tipo de flujo de pared más
estudiado y contra los cuales se pone a prueba la capacidad de los modelos
utilizados para predecir el comportamiento de los flujos turbulentos.

Las ecuaciones de Navier Stokes son un sistema de ecuaciones en deri-
vadas parciales, con un término no lineal, que dificulta en extremo su trata-
miento analı́tico. A tal punto es complejo el problema que no se ha podido
probar la existencia y unicidad de las soluciones generales, por lo cual, es-
te, figura entre los seis problemas matemáticos no resueltos propuestos por
el Clay Mathematics Institute como los problemas del milenio. Vista la im-
posibilidad de encontrar soluciones generales a las ecuaciones de Navier-
Stokes, las alternativas que ha encontrado el hombre para resolver proble-
mas complejos en fluidos han sido, históricamente, la experimentación y
más recientemente la simulación numérica. La simulación numérica con-
siste en discretizar el espacio y el tiempo de forma de encontrar soluciones
aproximadas al problema de condiciones iniciales y de contorno de un siste-
ma de ecuaciones diferenciales como las ecuaciones de Navier-Stokes. Este
método no está exento de dificultades. En los flujos turbulentos hay pre-
sentes fluctuaciones de las diferentes magnitudes en un rango de escalas
espaciales y temporales extremadamente amplio, lo que hace necesaria una
discretización muy fina del espacio y del tiempo que es inaccesible en casi
todos los problemas a escala práctica.

La Real Academia define modelo como: “esquema teórico, generalmen-
te en forma matemática, de un sistema o de una realidad compleja, como la
evolución económica de un paı́s, que se elabora para facilitar su compren-
sión y el estudio de su comportamiento”. Las ecuaciones de Navier-Stokes
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son un modelo que describe la dinámica de los fluidos newtonianos. Las ca-
racterı́sticas de la turbulencia hacen que este modelo, aunque capaz de des-
cribir el fenómeno de interés, no sea adecuado dada la extrema dificultad
que representa su resolución numérica. Esto plantea la necesidad de cam-
biar el modelo. El desarrollo de un modelo debe estar motivado por los ob-
jetivos que se persiguen. Ası́, un modelo puede ser adecuado para resolver
un problema e inadecuado para resolver otro. Existe infinidad de alternati-
vas para modelar un flujo turbulento que se diferencian por el nivel de des-
cripción y la capacidad de reproducir con precision el flujo de estudio. Los
dos grandes grupos de modelos más utilizados son, los modelos basados
en las ecuaciones de Reynolds (RANS) y los modelos de grandes vórtices
(LES). Los modelos RANS son apropiados cuando el objetivo es obtener va-
lores medios de velocidad, presiones, fuerzas, etc, en flujos estadı́sticamente
estacionarios. Algunos modelos RANS, permiten estimar aspectos de la tur-
bulencia, como la energı́a cinética turbulenta, o las tensiones de Reynolds.
Por otra parte, los modelos LES, son adecuados cuando se requiere conocer
la evolución temporal de aspectos del flujo o el flujo no es estadı́sticamen-
te estacionario, como en el caso de flujos con desprendimientos periódicos
de vórtices. En el capı́tulo 3 se revisan los principales modelos disponibles,
con énfasis en LES, ya que es el modelo utilizado en las simulaciones que se
realizan en esta tesis.

La construcción de edificios altos o con formas inusuales requiere que se
realicen ensayos en túnel de viento para evaluar diferentes aspectos: presio-
nes sobre las fachadas, el comportamiento aeroelástico de la estructura, el
nivel de confort y riesgo asociado al viento a nivel peatonal, ruido inducido
por la interacción entre el viento y la estructura, entre otros aspectos. Para
estos ensayos se utilizan túneles de viento tipo capa lı́mite atmosférica, que
cuentan con una zona aguas arriba de la ubicación del modelo a escala del
complejo edilicio en la que se genera el perfil del viento que incide sobre el
modelo. El flujo incidente tiene que reproducir las caracterı́sticas de la capa
lı́mite atmosférica desarrollada sobre el terreno circundante en la situación
prototipo. Las caracterı́sticas del viento dependen de la rugosidad de la su-
perficie en la que este se desarrolla, cambiando no solo la forma del perfil
de velocidad media, sino también aspectos de la turbulencia. La modela-
ción numérica tiene el potencial de sustituir o complementar los estudios
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que se hacen en el túnel de viento, bajando costos y tiempos de realización.
Para ello el método que tiene las caracterı́sticas más adecuadas es la simu-
lación de grandes vórtices, ya que en la mayorı́a de los casos es necesario
obtener la evolución temporal de las magnitudes relevantes. Además, en
la interacción del viento y edificios, se presentan fenómenos no estaciona-
rios como desprendimientos de vórtices que convierten a LES en el método
apropiado para el estudio de estos problemas. De la misma forma que en
una simulación fı́sica se debe generar el perfil de velocidad incidente, tam-
bién en una simulación numérica esto debe hacerse. Tener un método para
simular capas lı́mites desarrolladas sobre una superficie rugosa permite ge-
nerar condiciones de entrada al dominio principal de la simulación con las
caracterı́sticas correctas. Ese es el objetivo de esta tesis.

En el capı́tulo 2 se detallan las caracterı́sticas de la capa lı́mite sobre una
placa plana. Primero se presentan las ecuaciones de Reynolds y las ecuacio-
nes de balance de energı́a cinética turbulenta, luego se describen las carac-
terı́sticas de una capa lı́mite desarrollada sobre una superficie aerodinámi-
camente lisa y después se hace lo mismo para la capa lı́mite desarrollada
sobre una superficie aerodinámicamente rugosa.

El capı́tulo 4 esta dedicado a los métodos utilizados en la simulación en
si. Se trata aspectos relacionados con el paso de la malla utilizada, se descri-
be el modelo caffa3D.MBRi base de las simulaciones realizadas, se esboza el
método de condiciones de borde inmersas, utilizado para fijar la geometrı́a
de los elementos de rugosidad. En el capitulo 5 se presentan los resultados
de las simulaciones realizadas y finalmente, en el capı́tulo 6 se presentan las
conclusiones del trabajo.
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Capı́tulo 2

La capa lı́mite turbulenta

2.1. Las Ecuaciones de Reynolds

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los fluidos newtonianos
incompresibles son la ecuación de conservación de la masa

∇ ·u = 0 (2.1)

y la ecuación de Navier-Stokes:

ρ

(
∂u
∂t

+∇u ·u
)
= ρf+∇ ·T (2.2)

donde ρ es la densidad, u es el vector velocidad, f es una densidad de fuerza
de masa externa y

T =−pI +2µD (2.3)

es el tensor de tensiones; p es la presión, µ es la viscosidad dinámica, I es la
matriz identidad y

D =
1
2
(
∇u+∇uT) (2.4)

es el tensor de deformaciones.

Los flujos turbulentos son procesos estocásticos. Esto quiere decir que
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cualquier propiedad del flujo que uno tome en un instante y posición da-
dos es una variable aleatoria. Que sea una variable aleatoria significa que
no tiene un valor único si se repite el experimento bajo las mismas condicio-
nes [Pope, 2000]. Para caracterizar una variable aleatoria se debe conocer su
distribución de probabilidad. Ahora, si se quiere caracterizar completamen-
te un flujo turbulento se debe conocer la densidad de probabilidad conjunta
de todas las propiedades para todo instante y posición, lo cual es imposible
en general.
Si se asume que en cada instante y posición cada una de las propiedades
tiene una distribución de probabilidad y un valor medio, se podrı́a intentar
encontrar ecuaciones que gobiernen la evolución de estos valores medios.
Esto es lo que Osbourne Reynolds propuso en 1895 para la velocidad media
(ver [Pope, 2000] ).
Si se descompone la velocidad u(x, t) y la presión p(x, t) en su valor medio
y la fluctuación respecto a esta media

u(x, t) = u(x, t)+u′ (x, t) (2.5)

p(x, t) = p(x, t)+ p′ (x, t) (2.6)

donde la barra indica media de conjunto (en infinitas realizaciones del
experimento) y la prima la componente fluctuante.

Sustituyendo en la ecuación de Navier-Stokes y aplicando la media de
conjunto a toda la ecuación se obtiene las llamadas ecuaciones de Reynolds.

ρ

(
∂U
∂t

+∇U ·U
)
= ∇ ·T+ρF (2.7)

donde U = u, F = f y

T =−PI +2µD+TT (2.8)

siendo P la media de la presión,

D =
1
2
(
∇U+∇UT) (2.9)
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el tensor de deformación medio y

TT =−ρ
(
u′⊗u′

)
(2.10)

el tensor turbulento. En la definición anterior se usa el producto exterior de
dos vectores a⊗b = abT

Además, de la ecuación de balance de masa se obtiene:

∇ ·U = 0 (2.11)

y

∇ ·u′ = 0 (2.12)

Es claro que no es posible determinar el tensor turbulento en base a U y
P, lo que agrega seis variables al problema. Esto es llamado el problema de
cierre de las ecuaciones de Reynolds.

Ahora se considera la ecuación de balance de energı́a mecánica en un
fluido newtoniano incompresible, derivada a partir de la ecuación de Navier-
Stokes,

de
dt

+∇ ·
(

p
ρ

u−2νDu
)
=−2νtr

(
D2) (2.13)

donde e = 1
2 (u ·u) es la energı́a cinética por unidad de masa y ν = µ

ρ
es

la viscosidad cinemática. El primer término del miembro izquierdo de la
ecuación (2.13) es la variación temporal de la energı́a cinética siguiendo una
partı́cula de fluido, el segundo es la difusión de esta energı́a y el miembro
derecho representa la disipación de energı́a mecánica por mecanismos vis-
cosos.

Promediando la ecuación (2.13) se obtiene

de
dt

+∇ ·
(

u′⊗u′U+ e′u′+
P
ρ

U+
p′

ρ
u′−2ν

(
DU+d′u′

))
=−2νtr

(
D2)−2νtr

(
d′2
)

(2.14)
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En la ecuación anterior

de
dt

=
∂e
∂t

+(∇e)U (2.15)

es la derivada total siguiendo el flujo medio,

d′ =
1
2
(
∇u′+∇u′T

)
(2.16)

es el tensor de deformación de las fluctuaciones y e′ = 1
2u′ ·u′.

El primer término del miembro derecho en la ecuación (2.14), es la disipa-
ción atribuible al flujo medio (−ε) y el segundo la disipación debida a las
fluctuaciones de velocidad (−ε). En un flujo turbulento ε es en general de
menor orden que los otros términos y, por lo tanto, despreciable; no es el
caso de (ε), que ocupa un lugar central en la teorı́a de la turbulencia.

También se puede derivar una ecuación de balance de la energı́a del flujo
medio E = 1

2U ·U:

dE
dt

+∇ ·
(

P
ρ

U−2νDU− TTU
ρ

)
=−2νtr

(
D2)− 1

ρ
tr (TTD) (2.17)

y para la energı́a cinética por unidad de masa media de las fluctuaciones
o energı́a cinética turbulenta k = 1

2u′ ·u′, o sea:

dk
dt

+∇ ·
(

u′e′+
p′

ρ
u′−2νd′u′

)
=

1
ρ

tr (TTD)−2νtr
(

d′2
)

(2.18)

El segundo término del miembro derecho de la ecuación (2.17) es la pro-
ducción de energı́a turbulenta (P ), en general es positivo, por lo cual actúa
como un sumidero de energı́a en la ecuación (2.17) y como una fuente en la
ecuación (2.18).

Muchos de los flujos analizados en ingenierı́a, como las capas lı́mite o los
flujos en canales son estadı́sticamente estacionarios. Esto quiere decir que la
densidad de probabilidad conjunta de cualquier propiedad del flujo es in-
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dependiente del tiempo; pudiendo depender de la diferencia temporal. Un
resultado importante es que en estos flujos la derivada temporal de la media
de cualquier variable o producto de variables del flujo es nula. Si además se
considera que el proceso es ergódico, se puede calcular el valor medio de
conjunto de cualquier propiedad del flujo q a partir de un promedio tempo-
ral

Q(x) = q(x, t) = lı́m
T→∞

1
T

∫ T

0
q(x, t)dt (2.19)

2.2. Descripción del flujo

El caso más simple de capa lı́mite que se puede imaginar consiste en un
flujo uniforme no turbulento con velocidad U0 que incide de forma paralela
sobre una placa plana, como muestra la figura 2.1. Se fija un sistema orto-
normal de coordenadas con base (O, î, ĵ, k̂), donde î es colineal a la velocidad
y a la superficie de la placa, k̂ es perpendicular a la superficie de la placa,
ĵ = k̂∧ î y el origen O está ubicado sobre el borde de la placa. Las coordena-
das del vector posición en esta base son (x,y,z) y la velocidad es u = (u,v,w)

en dicha base. La velocidad es predominantemente en la dirección î y fuera
de la capa lı́mite la velocidad es Ue(x). La placa aplica un esfuerzo cortan-
te sobre el flujo de forma de garantizar la condición de adherencia sobre la
superficie de la placa (u(0) = 0). Finalmente, se asume que el problema es
estadı́sticamente plano, o sea: w = W = 0 y las derivadas parciales respecto
a y de cualquier media son nulas.

Fuera de la capa lı́mite el flujo es irrotacional, entonces a partir de alguna
altura la velocidad y la presión están vinculadas por el teorema de Bernoulli:
pe(x)+ 1

2ρU2
e (x) = constante; o sea:

d pe

dx
=−ρUe

dUe

dx
(2.20)

Si el flujo exterior se acelera (dUe
dx > 0), entonces d p

dx < 0; en cambio si
dUe
dx < 0 y el flujo desacelera, se tiene d p

dx > 0. En el primer caso se dice que
se tiene un gradiente de presión favorable que puede darse por ejemplo en
una contracción recta y en el segundo el gradiente es desfavorable como el
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Figura 2.1: Esquema del flujo tipo capa lı́mite sobre
una placa plana

encontrado en difusores. En los análisis integrales que se hacen a continua-
ción se considera el caso en que dUe

dx = 0, el gradiente de presión en el flujo
no perturbado es nulo y Ue(x) =U0 .

La altura de la capa lı́mite δ(x), se define como la altura a la cual se alcan-
za el 99% del valor U0(x). No es sencillo calcular este parámetro de forma
precisa, ya que implica evaluar una diferencia muy pequeña.

Aplicando el balance de masa al volumen de control (Ω) delimitado por
la linea roja punteada en la figura 2.1, se obtiene:

∫
Ω

ρundS =−ρUH +ρ

∫ Z

0
u(z)dz = 0

−UH +
∫ Z

0
u(z)dz = 0⇒U (Z−H) =

∫ Z

0
(U−u(z))dz

∫ Z

0

(
1− u(z)

U

)
dz = Z−H (2.21)

la integral del lado izquierdo de la ecuación 2.21 es la distancia vertical
que una lı́nea de corriente que parte de una altura H en x = 0 es desviada; su
valor depende de Z dentro de la capa lı́mite y tiende a un valor δ∗ llamado

10



longitud de desplazamiento en la medida que Z→ ∞:

δ
∗ = lı́m

Z→∞

∫ Z

0

(
1− u(z)

U

)
dz (2.22)

La misma lógica se puede aplicar utilizando el balance de momento al
volumen de control Ω

∫
Ω

ρu(un)dS =−D⇒−ρU2H +ρ

∫ Z

0
u2dz =−D

siendo D la fuerza de arrastre por unidad de ancho que le aplica el flujo a la
placa.

Sustituyendo

H =
∫ Z

0

u
U

dz

en la última expresión y manipulando, resulta:

D
ρU2 =

∫ Z

0

u(z)
U

(
1− u(z)

U

)
dz

La igualdad anterior solo es válida para Z→ ∞, condicion para la cual H→
∞, entonces se define la longitud de momento de la siguiente forma:

θ = lı́m
Y→∞

∫ Y

0

u(y)
U

(
1− u(y)

U

)
dy (2.23)

Finalmente, se puede escribir

D
ρU2 = θ (2.24)

El coeficiente de arrastre se define como
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C f (x) =
τw

1
2ρU2

donde τw es la tension rasante por unidad de superficie, de forma que

D =
∫ x

0
τw(x′)dx′ (2.25)

Si se deriva la ecuación 2.24 se obtiene

d
dx

(
D

ρU2

)
=

dθ

dx
⇒ 1

ρU2
d
dx

(∫ x

0
τw(x′)dx′

)
=

dθ

dx

O sea

τw(x)
ρU2 =

dθ

dx

entonces

C f

2
=

dθ

dx
(2.26)

Esta es un caso especial de la expresión integral de Von Karman, que per-
mite estimar valores del coeficiente de arrastre sabiendo como es el perfil de
velocidades. Es más, usando 2.24 se puede calcular D conociendo la forma
del perfil de velocidades en una sola posición de la placa.

En base a x, δ, δ∗ y θ se pueden definir algunos números de Reynolds
útiles en el análisis de la capa lı́mite:

Rex =
U0x

ν
(2.27)
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Reδ =
U0δ

ν
(2.28)

Reδ∗ =
U0δ∗

ν
(2.29)

Reθ =
U0θ

ν
(2.30)

Una vez que el flujo incide sobre la placa en x = 0, se forma una capa
lı́mite laminar hasta que se alcanza un Rex ≈ 106, luego se tiene una zona de
transición donde el flujo empieza a ser turbulento y finalmente comienza la
zona donde la turbulencia está completamente desarrollada.

2.3. Las ecuaciones de la capa lı́mite

Se considera el mismo flujo presentado en la sección anterior. Como ya
se mencionó, la velocidad es predominantemente en la dirección î, siendo
la componente w de la velocidad de menor orden que u. Además, la ex-
periencia empı́rica permite asegurar que la variación del valor medio de
las propiedades del flujo es mucho mayor en la dirección k̂ que en î [Whi-
te, 1974]. Por lo tanto, haciendo un análisis de órdenes de magnitud de los
términos que intervienen en las ecuaciones de Reynolds, similar al presen-
tado en Schlichting et al. [2000] para una capa lı́mite laminar, se obtienen las
ecuaciones de capa lı́mite turbulenta. Para ello se desprecian los términos
de menor orden, resultando:

∂U
∂x

+
∂W
∂z

= 0 (2.31)

U
∂U
∂x

+W
∂U
∂z

=−1
ρ

∂P
∂x

+ν
∂2U
∂z2 −

∂u′2

∂x
− ∂u′w′

∂z
(2.32)
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0 =
∂

∂z

(
P
ρ
+w′2

)
(2.33)

En el borde de la capa lı́mite el flujo es laminar, de forma que w′2 es cero
y la presión es Pe(x), entonces en el interior de la capa lı́mite la ecuación 2.33
puede integrarse de manera de obtener

P
ρ
+w′2 =

Pe(x)
ρ

(2.34)

La ecuación

−1
ρ

dP
dx

=
dw′2

dx
− 1

ρ

dPe

dx
(2.35)

surge de derivar respecto a x la ecuación 2.34.
Sustituyendo 2.35 en 2.32, se obtiene

U
∂U
∂x

+W
∂U
∂z

=−1
ρ

∂Pe

∂x
+ν

∂2U
∂z2 −

∂u′w′

∂z
− ∂

∂x

(
u′2−w′2

)
(2.36)

El último término de la igualdad anterior es de menor orden que los
otros, por lo cual en general se desprecia, aunque, en algunos flujos de cor-
te libre, donde también se aplican las mismas aproximaciones y se usan las
ecuaciones de capa lı́mite, este término puede llegar a ser del orden del 10%
de los términos dominantes [Pope, 2000]. Despreciando dicho término:

U
∂U
∂x

+W
∂U
∂z

=−1
ρ

∂Pe

∂x
+ν

∂2U
∂z2 −

∂u′w′

∂z
(2.37)

En un flujo con dPe
dx = 0 la ecuación 2.37 se transforma en

U
∂U
∂x

+W
∂U
∂z

= ν
∂2U
∂z2 −

∂u′w′

∂z
(2.38)
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En White [1974] se describe el análisis integral realizado por Theodore
Von Karman en 1921 , para derivar la relación

dθ

dx
+(2+H12)

θ

Ue

dUe

dx
=

C f

2
(2.39)

que es válida tanto para flujo laminar como turbulento, con o sin gra-
diente de presión en el flujo exterior. H12 =

δ∗
θ

es el llamado factor de forma
de la capa lı́mite. Puede verse que en el caso que el gradiente de presión en
el flujo exterior sea nulo y Ue es constante, se recupera la igualdad 2.26.

2.4. La capa lı́mite sobre una superficie aerodinámi-

camente lisa

2.4.1. La naturaleza dual de la capa lı́mite turbulenta

Los parámetros que determinan la velocidad en un punto dentro de una
capa lı́mite laminar son: las coordenadas de la posición del punto x y z, la ve-
locidad Ue y la viscosidad ν, como claramente puede inferirse de un examen
de las ecuaciones de capa lı́mite laminar. O sea:

u = f (x,z,Ue,ν) (2.40)

Se tiene 5 variables y 2 magnitudes básicas, entonces se puede reducir
el problema aplicando la teorı́a de similitud a una dependencia entre tres
parámetros adimensionales. Se puede elegir Ue y la altura de la capa lı́mite
δ para adimensionalizar la ecuación 2.40 de forma de tener

u
Ue

= f ∗
(x

δ
,

z
δ

)
(2.41)

De un análisis de órdenes de magnitud de los términos de las ecuaciones
de capa lı́mite, se obtiene
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δ

x
≈ 1√

Rex
(2.42)

por lo tanto, sustituyendo la expresión anterior en 2.41 como si fuera una
igualdad, resulta

u
Ue

= f ∗
(

x

√
U
νx

,z

√
U
νx

)
= f ∗∗

(
Rex,z

√
U

2νx

)
(2.43)

la última expresión se pude separar sin perder generalidad,

u
Ue

= f1 (Rex)g1

(
z

√
U

2νx

)
(2.44)

Cuando z→ ∞ entonces u→Ue, entonces

lı́m
z→∞

u
Ue

= f1 (Rex) lı́m
χ→∞

g1 (χ) = 1⇒ f1 (Rex) = constante (2.45)

finalmente

u
Ue

= g

(
z

√
U

2νx

)
= g(η) (2.46)

Blasius en 1908, (ver White [1974] ) sustituyó esta expresión en las ecua-
ciones de capa lı́mite laminar y con ayuda de la ecuación de balance de masa
derivó una ecuación diferencial ordinaria para g:

g′′′+gg′′ = 0 (2.47)

sujeta a g(0) = g′(0) = 0 y g′(∞) = 1 que le permitió encontrar numérica-
mente soluciones similares al problema de determinar el campo de veloci-
dad en una capa lı́mite laminar sobre una placa plana.

La solución de Blasius ha sido verificada por la experiencia (Liepmann
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[1943]), de forma que las suposiciones hechas son válidas, en particular la
hipótesis de que δ es una escala de la coordenada z en todo el espesor de la
capa lı́mite. Esto no es ası́ en la capa limite turbulenta.

Intentos por hacer el mismo razonamiento en la capa lı́mite turbulenta
no prosperan porque en esta se identifican dos regiones con procesos fı́sicos
diferentes y controlados por distintos conjuntos de parámetros. Por un lado,
la capa interna (inner layer) y, por otro, la capa externa (outer layer).

2.4.2. Velocidad media

La capa interna

La capa interna, se encuentra en la zona adyacente a la superficie y tiene
una altura que oscila entre 0,1δ y 0,2δ [Cebeci, 2012]. En ella es generalmen-
te aceptado que las propiedades de la velocidad media U dependen de la
tensión rasante sobre la superficie τw, la densidad ρ, la viscosidad dinámica
µ y la altura z.

U = Φ(τw,ρ,µ,z) (2.48)

Entonces se tienen 5 variables y 3 magnitudes básicas, por lo cual se
puede reducir la relación 2.48 a una igualdad que involucra solamente dos
números adimensionales.

Si se eligen ρ, µ y τw como variables básicas, se puede construir con ellas
una velocidad

u∗ =
√

τw

ρ
(2.49)

llamada velocidad de fricción y una longitud

δv =
ν

u∗
(2.50)

comúnmente denominada longitud viscosa (viscous length).
Las variables U y z adimensionadas con la velocidad de fricción y con
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la longitud viscosa respectivamente, se llaman variables internas las cuales
en la bibliografı́a especializada se identifican con un superı́ndice + [Pope,
2000], o sea:

U+ =
U
u∗

(2.51)

z+ =
z
δv

(2.52)

Es de destacar que z+ es un número de Reynolds local y, por lo tanto, es
esperable que esta cantidad defina las regiones donde los procesos viscosos
o turbulentos dominan.

De esta manera se puede reescribir la igualdad 2.48 de forma adimensio-
nada como sigue:

U+ = Φ1
(
z+
)

(2.53)

A esta expresión se le llama ley de pared (law of the wall).
La ecuación de capa lı́mite para una capa lı́mite sobre una placa plana es

U
∂U
∂x

+W
∂U
∂z

=−1
ρ

dPe

dx
+

1
ρ

∂τ

∂z
(2.54)

con

τ = µ
∂U
∂z
−ρu′w′ (2.55)

Sobre la pared, la velocidad es nula, por lo tanto el primer miembro de
la ecuación 2.54 es nulo, lo cual implica que

∂τ

∂z

∣∣∣∣
w
=

dPe

dx
(2.56)
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Además, derivando la ecuación 2.54 respecto a z, se tiene,

∂U
∂z

∂U
∂x

+U
∂2U
∂x∂z

+
∂W
∂z

∂U
∂z

+W
∂2U
∂z2 =−1

ρ

∂2Pe

∂z∂x
+

1
ρ

∂2τ

∂z2 (2.57)

Usando la ecuación de balance de masa, que la velocidad es nula sobre
la pared y que la presión Pe es función solo de x:

∂2τ

∂z2

∣∣∣∣
w
= 0 (2.58)

Del examen anterior resulta que en una capa cercana a la pared, la ten-
sión rasante es lineal con la altura:

τ≈ τw +
dPe

dx
z+O

(
z3) (2.59)

En el caso en que el gradiente de presión es nulo, se tiene una región en
que

τ≈ τw. (2.60)

Evidencia experimental revela que el espesor de esta capa es entre 0,1δ

y 0,2δ [Cebeci, 2012], o sea que en la capa interna a tensión τ es constante.
Sobre la pared las tensiones de Reynolds son nulas, entonces la tensión

rasante sobre la pared es solo debido a la acción viscosa:

τw = ρν
∂U
∂z

∣∣∣∣
w

En la medida que se consideran posiciones más alejadas de la pared, las
tensiones de Reynolds aumentan manteniendo la tensión total en el valor
dado por la ecuación 2.59, de manera que las tensiones viscosas disminu-
yen. La zona adyacente a la pared donde las tensiones de Reynolds son
despreciables frente a las viscosas se denomina subcapa viscosa (viscous
sublayer), y tiene un espesor nominal de 5δv. Si se desprecia las tensiones
de Reynolds, se tiene:
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µ
∂U
∂z

= τw⇒ ν
∂U
∂z

=
τw

ρ
= u∗2⇒ νu∗

δv

∂U+

∂z+
= u∗2⇒ ∂U+

∂z+
=

u∗δv

ν
= 1

Por lo tanto en la subcapa viscosa (z+ < 5) se tiene

u+ = z+ (2.61)

Cuando z+ ≈ 50 la contribución de las tensiones viscosas al total, es me-
nor al 10%. Basado en esto se define la región viscosa, donde z+ < 50.

A partir de 30 < z+ es posible despreciar las tensiones viscosas, de mane-
ra que la dependencia del perfil de velocidad de las viscosidad ν desaparece.

Esta dependencia también desaparece de la derivada de la velocidad res-
pecto a z. Si se deriva U respecto a z:

∂U
∂z

=
∂U

∂U+

∂U+

∂z+
∂z+

∂z
=

u∗

δv

∂U+

∂z+
=

u∗2

ν

∂U+

∂z+

finalmente usando la igualdad 2.53:

∂U
∂z

=
u∗2

ν

∂Φ1

∂z+
(2.62)

El miembro derecho de la ecuación anterior no puede depender de la vis-
cosidad, por lo tanto, la derivada de Φ1 respecto a z solo puede adoptar la
forma

dΦ1

dz+
=

1
κz+

(2.63)

Integrando se obtiene la ley logarı́tmica

U+ =
1
κ

ln
(
z+
)
+B (2.64)

donde κ≈ 0,41 es la constante de Von Karman y B es una constante que
vale entre 4,9 y 5,5

Se tiene entonces el perfil de velocidad en la subcapa viscosa (z+ < 5) y
en la zona donde vale la ley logarı́tmica (30 < z+ < 0,1δ). Entre estas zonas
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está la subcapa de transición (5< z+ < 30); llamada ası́ porque el flujo en ella
está en transición entre un flujo laminar cuando z+→ 0 y un flujo totalmente
turbulento cuando z+ ≈ 30.

Para describir el perfil de velocidad en toda la capa interna Spalding (ver
[White, 1974]) propuso una expresión compuesta dada por:

z+ =U++ eκB

[
eκU+−1−κU+− (κU+)

2

2
− (κU+)

3

6

]
(2.65)

Es fácil ver que si U+→ 0 se recupera la expresión 2.61 y si U+→ ∞ se
obtiene la ley logarı́tmica 2.64. Además, representa de muy buena forma el
perfil de velocidad en la capa de transición [White, 1974].

En la figura 2.2 se presenta los perfiles de velocidad media representados
en variables internas obtenidos de forma experimental por Österlund [1999]
(Reθ = 26612) y los obtenidos por simulación numérica directa (ver capı́tulo
3.1) con Reθ = 2300 por Schlatter et al. [2009]. Se ve claramente la concordan-
cia de 2.61 cuando z+ < 5 y de la ley logarı́tmica en la zona 30δv < z+ < 0,1δ.

La capa externa

En la capa externa la influencia directa de la viscosidad ν es despreciable;
esto se cumple para 50 < z+. En esta región las propiedades de la diferencia
de la velocidad media y la velocidad exterior Ue, dependen de la densidad
ρ, de la tensión rasante en la pared τw, del espesor de la capa limite δ, de la
altura z y del gradiente de presiones dPe

dx
, como se postula en White [1974].

O sea que podemos escribir

Ue−U = Ψ

(
τw,ρ,δ,z,

dPe

dx

)
(2.66)

Si se toma como variables básicas ρ, τw y δ, se forman la velocidad de
fricción igual que en la capa interna (ec. 2.49) y las variables

η =
z
δ
, (2.67)

y
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Figura 2.2: Perfil de velocidad media en una capa
lı́mite turbulenta. •, Datos experimentales de Öster-
lund [1999], Reθ = 26612; –, DNS de Schlatter et al.
[2009],Reθ = 2300; - -, y+ =U+; - · -, ley logarı́tmica.

β =
δ

τw

dPe

dx

El comportamiento de la capa externa depende no solo del valor de este
último parámetro β sino también de su variación en la dirección x. Para
eliminar la dificultad de medir δ, Clauser modificó el parámetro utilizando
en lugar de δ, la longitud de desplazamiento δ∗ [White, 1974]. Por lo tanto
el llamado parámetro de equilibrio de Clauser es:

β =
δ∗

τw

dPe

dx
(2.68)
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En base a él se define el concepto de capa lı́mite en equilibrio. El equi-
librio se establece si el parámetro β no varı́a en la dirección x de manera
que sus derivadas son nulas. En estas condiciones la relación 2.66 se puede
escribir de forma adimensionada como sigue:

Ue−U
u∗

= Ψ(η,β) (2.69)

A esta expresión se le conoce como ley de defecto de velocidad (velocity-
defect law).

En la figura 2.3 se puede apreciar el colapso en una única curva de los
perfiles de defecto de velocidad media adimensionados con variables ex-
ternas, para diferentes números de Reynolds. Esto muestra la validez de la
ley de defecto de velocidad. En la figura, ambos conjuntos de datos tienen
gradiente de velocidad nulo y por tanto β = 0, pero la validez de la ley de
defecto de velocidad para distintos valores de β puede verse por ejemplo en
White [1974].

La capa de superposición

La capa interna tiene un espesor de aproximadamente 0,1δ. En la me-
dida que el número de Reynolds aumenta el espesor de esta capa también
aumenta en términos reales. Por otro lado, el lı́mite inferior de la capa exter-
na (50δv) disminuye en la medida que aumenta el numero de Reynolds. Por
lo tanto a partir de algún valor del numero de Reynolds, estas dos regiones
se superponen. La capa de superposición, si existe, va de 50δv a 0,1δ. En esta
zona deben ser válidas, tanto la ley de la pared como la ley de defecto de
velocidad [Pope, 2000].

La derivada de la velocidad respecto a z en la capa externa

∂U
∂z

=
u∗

δ

∂Ψ

∂η
(2.70)

y la derivada respecto a z de la velocidad en la capa interna (ec. 2.62)
deben ser iguales en esta zona:
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u∗2

ν

∂Φ1

∂z+
=

u∗

δ

∂Ψ

∂η
⇒ zu∗

ν

∂Φ1

∂z+
=

z
δ

∂Ψ

∂η
⇒ z+

∂Φ1

∂z+
= η

∂Ψ

∂η
=

1
κ

La última igualdad es necesaria ya que para que dos funciones de dife-
rentes variables sean iguales, ambas deben ser iguales a una constante.

Integrando el primer miembro de la última igualdad, se obtiene de otra
manera la ley logarı́tmica:

z+
∂Φ1

∂z+
=

1
κ
⇒

∫
∂Φ1

∂z+
=

∫ 1
κz+

=
1
κ

ln
(
z+
)
+B
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o sea

U+ =
1
κ

ln
(
z+
)
+B

Este argumento fue el que utilizó Millikan en 1938 para derivar la ley
logarı́tmica [Pope, 2000]. La ley logarı́tmica, que en la sección anterior se
derivó de otra manera, es válida hasta aproximadamente 0,3δ, más allá de
la capa interna.

Por otra parte, integrando el segundo miembro de la igualdad, se obtiene

Ue−U
u∗

=−1
κ

ln(η)+B1 (β) (2.71)

Esta última expresión es válida en la parte baja de la capa externa, o sea
entre 50δv y 0,3δ.

La ley de la estela

En la parte baja de la capa externa la velocidad media obedece la ley lo-
garı́tmica 2.71, pero la velocidad media se desvı́a de esta curva en la medida
que δ→ 1. Coles [1956] propuso, para describir el perfil de velocidad media
en toda la capa externa, una fórmula compuesta dada por la suma de la ley
de pared y una función llamada ley de la estela (law of the wake):

U
u∗

=
1
κ

ln
(
z+
)
+B+

Π(β)

κ
w(η) (2.72)

En esta expresión, Π es el llamado parámetro de la estela de Coles. El
nombre deriva de que la parte alta de la capa lı́mite se asemeja a una estela
plana.

Es importante notar que la ecuación 2.72 es compatible con la ley de
defecto de velocidad (ec. 2.69). Para probar esto se evalúa la expresión 2.72
en z = δ:

Ue

u∗
=

1
κ

ln
(
δ
+
)
+B+

Π(β)

κ
w(1) (2.73)

y se le resta la ec. 2.72, de lo que resulta
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Ue−U
u∗

=
1
κ

ln
(
δ
+
)
+B− 1

κ
ln
(
z+
)
−B+

Π(β)

κ
[w(1)−w(η)]

O sea

Ue−U
u∗

=−1
κ

ln(η)+
Π(β)

κ
[w(1)−w(η)] (2.74)

la cual es una función únicamente de η y de β a través de Π .
En la medida que η→ 0 (con 50 < z+), la velocidad debe poder aproxi-

marse usando la ley de pared, entonces w→ 0 si η→ 0. De la misma manera,
si η→ 0, la velocidad se puede describir con la ecuación 2.71, entonces sus-
tituyendo 2.71 en 2.74, resulta:

Π(β) =
κB1 (β)

w(1)
(2.75)

Si se sustituye 2.75, en 2.72 se tiene

U
u∗

=
1
κ

ln
(
z+
)
+B+B1 (β)

w(η)

w(1)

lo cual muestra que el valor relevante es el del cociente de w(η) y w(1) y
no el de w(η), pudiendo este ser arbitrario. Coles eligió w(1) = 2 porque los
datos experimentales eran consistentes con un ajuste de la forma:

w(η) = 2sen2
(

π

2
η

)
(2.76)

Sustituyendo C f = 2
(

u∗
Ue

)2
en 2.73 y manipulando, se logra obtener una

ecuación implı́cita para C f :

√
2

C f
=

1
κ

ln

(
Reδ

√
C f

2

)
+B+

2Π

κ
(2.77)
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2.4.3. Tensiones de Reynolds

En la subcapa viscosa es posible predecir el comportamiento de las ten-
siones de Reynolds. A continuación se reproduce en parte un análisis desa-
rrollado en Pope [2000], que permite hallar la dependencia de las tensiones
de Reynolds con z en la subcapa viscosa.

Expandiendo en series de Taylor las componentes fluctuantes de la ve-
locidad desde la pared, se tiene:

u′ = a1 +b1z+ c1z2 + . . .

v′ = a2 +b2z+ c2z2 + . . .

w′ = a3 +b3z+ c3z2 + . . .

Los coeficientes son variables aleatorias con media cero. Como sobre la pa-
red, la velocidad es nula, entonces a1,a2 y a3 valen cero. Las derivadas de la
velocidad sobre la pared en las direcciones x e y son nulas, por lo tanto, la
ecuación de balance de masa establece que ∂w′

∂z = 0 y entonces b3 = 0. O sea
que

u′ = b1z+ c1z2 + . . .

v′ = b2z+ c2z2 + . . .

w′ = c3z2 + . . .

Ahora se pueden evaluar u′2, v′2, w′2 y u′w′:

u′2 = b1
2z2 + . . .

v′2 = b2
2z2 + . . .

w′2 = c32z4 + . . .

u′w′ = b1c3z3 + . . .

Los términos de mayor orden empiezan a tener influencia para 5δv < z, o sea
fuera de la subcapa viscosa.

En la región de pared, las componentes del tensor de Reynolds tienen un
comportamiento como el que se muestra en la figura 2.4, donde se destaca
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Figura 2.4: Componentes del tensor de Reynolds en la
región de pared. Datos de la DNS de Schlatter et al.
[2009],Reθ = 4061

la presencia de un máximo de u′2
u∗2 en y+ ≈ 15.

La teorı́a utilizada hasta ahora asume que las únicas variables relevantes
en la capa interna son τw, µ, ρ y z. De manera que adimensionando:

u′iu
′
j

u∗
= fi

(
z+
)

(2.78)

O sea que si se escalaran las tensiones de Reynolds con variables internas
para distintos valores del número de Reynolds, estas curvas deberı́an colap-
sar en una única curva universal, esto sucede en forma parcial, y ha dado
origen a argumentos en contra de la teorı́a clásica, los cuales de analizaran
brevemente en la sección siguiente.

En la figura 2.5 se muestra los perfiles de las componentes del tensor de
Reynolds expresadas en variables internas.
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Argumentos en contra de la teoria clasica de la capa limite.

La teorı́a clásica de la capa lı́mite ha sido considerada un éxito por la co-
munidad cientı́fica durante décadas por su aparente acuerdo con los datos
experimentales. Solo recientemente se han alzado voces que ponen en duda
su validez ([Long and Chen, 1981], [George and Castillo, 1997]). Los argu-
mentos que sustentan este embate se basan principalmente en lo siguiente:
la constante de von Karman y otras caracterı́sticas como las tensiones de
Reynolds, presentan una débil dependencia con el número de Reynolds. La
teorı́a clásica no contempla esta posibilidad. Otra objeción planteada es que
solo las escalas internas son consistentes con las ecuaciones de capa lı́mite,
mientras que las escalas externas son inconsistentes con las ecuaciones del
movimiento [George and Castillo, 1997].

Mediante un análisis asintótico de las ecuaciones de capa lı́mite, George
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and Castillo [1997] llegó a determinar el esquema de escalas que es consis-
tente con las ecuaciones del movimiento. En la capa interna las variables
adecuadas son las mismas que en la teorı́a clásica, pero en la capa externa
se encontró que la escala de velocidad consistente debe ser Ue. Además, en
la capa externa, las tensiones de Reynolds si se escalan con u∗ como en la
teorı́a clásica.

El acople asintótico de la capa interna y externa, que en la teorı́a clásica
resulta en la ley logarı́tmica, con estos nuevos argumentos, genera una ley
potencial de la forma

u+ =C
(
z+
)α

donde C y α son funciones del numero de Reynolds.
La ley potencial y la logarı́tmica logran una predictibilidad comparable.

Para verificar esta nueva teorı́a se deberı́an lograr en laboratorio números de
Reynolds mucho mayores a los alcanzados actualmente. Recientemente se
propuso la construcción del Túnel de Viento Nórdico; un túnel de viento ca-
paz de alcanzar dicho Reynolds con muy baja turbulencia de base [Karlsson
et al., 2001]. Este túnel permitirı́a con la ayuda de instrumentación adecuada
probar la validez de estos argumentos.

Como lo explica Pope [2000]: el éxito experimental de una teorı́a no im-
plica que su derivación sea correcta. De cualquier manera, esta dependencia
con el número de Reynolds no elimina la capacidad predictiva de la teorı́a
clásica y, por lo tanto, su utilidad.

Balance de energı́a cinética turbulenta

La ecuación de balance de energı́a cinética turbulenta (ecuación 2.18, uti-
lizando las aproximaciones usadas en la derivación de las ecuaciones de
capa lı́mite, queda (ver [Pope, 2000]):

0 =−
(

U
∂k
∂x

+W
∂k
∂z

)
+P − ε+ν

∂2k
∂z
− ∂w′e

∂z
− 1

ρ

∂w′p′

∂z
(2.79)

donde el primer término del miembro derecho de la ecuación 2.79 es el
transporte debido al flujo medio (convicción), el siguiente es la producción,
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Figura 2.6: Balance de energı́a cinética turbulenta en
una capa lı́mite, los términos son adimensionados con
variables externas. Datos de la DNS de Schlatter et al.
[2009],Reθ = 4061

el tercero es la disipación, el cuarto es el transporte por medios viscosos, el
quinto es el trasporte turbulento y el último es el transporte originado por
la interacción de las componente fluctuantes de la presión y la velocidad.

En la figura 2.6 se presenta el balance de energı́a cinética turbulenta en
altura. Los términos han sido adimensionados usando variables externas y
multiplicados por η. Por ejemplo: se grafica ηP+ en función de η, etc.

Es evidente que en la zona logarı́tmica el balance es principalmente entre
la producción y la disipación, siendo los términos de transporte desprecia-
bles. No sucede esto en la subcapa viscosa, ni en el lı́mite superior de la capa
lı́mite.
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2.5. La capa lı́mite sobre una superficie aerodinámi-

camente rugosa

Las superficies reales son rugosas. Por más esmero que el fabricante pon-
ga en hacerlas lisas si un observador se acerca lo suficiente podrá encontrar
las imperfecciones. La manera usual de caracterizar estas imperfecciones es
mediante al valor medio de la altura de las protuberancias h. Del punto de
vista de la capa lı́mite, la variable que define si una superficie actúa como
una superficie lisa o rugosa es la relación de h respecto a la longitud visco-
sa δv. Si h < 5δv la superficie se considera aerodinámicamente lisa [Raupach
et al., 1991] y toda la teorı́a desarrollada en la sección 2.4 es válida. Si 5δv < h,
la magnitud h y todas las otras longitudes que definen la geometrı́a (Li) de
la superficie comienzan a ser relevantes.

En una superficie rugosa no es trivial la definición del origen de la coor-
denada z. La presencia de los elementos de rugosidad desplazan el flujo ale-
jandolo de la superficie, de manera que se puede considerar que el plano de
origen está desplazado una distancia d llamada altura de desplazamiento
nulo. Thom [1971] propuso calcular d de la manera siguiente:

d =

∫ h
0 zDz (z)dz∫ h
0 Dz (z)dz

(2.80)

donde Dz es la media de la fuerza de arrastre en la dirección del flujo
por unidad de altura z. O sea que d es la altura donde se aplica la fuerza
de arrastre media. Se cumple que 0 ≤ d ≤ h y d = 0 si la superficie es lisa.
Aunque existen otras maneras de calcular d, esta es la más usada y tiene el
respaldo de haber sido verificada experimentalmente [Raupach et al., 1991].
En vista de lo anterior se define la coordenada Z = z−d.

Los elementos de rugosidad alteran el flujo de forma que en una región
cercana a la pared y los elementos de rugosidad, se tiene un flujo altamente
dependiente de la geometrı́a de estos elementos. A esta región se la conoce
como Subcapa rugosa. Esta subcapa tiene una altura que va desde 2h hasta
5h.

Es importante destacar que se tiene la misma estructura teórica que en
una capa lı́mite sobre una superficie lisa, es decir, se tienen dos zonas: una
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capa exterior y una interior. Lo que se modifica es la dependencia en la capa
interior, donde aparecen nuevas variables. O sea que la velocidad media es
una función de la forma

U = f (ρ,µ,τw,Li,h,Z) (2.81)

Eligiendo las mismas variables básicas (ρ, µ y τw) se obtiene la relación
adimensional

U
u∗

= Φ2
(
L+

i ,h
+,Z+

)
(2.82)

Donde

L+
i =

Li

δv

y

h+ =
h
δv
.

En la capa externa la dependencia es la misma que la dada por la relación
2.69. Si se tiene una separación de escalas externas e internas lo suficiente-
mente grande, o sea que simultáneamente se cumpla δ/δv >> 1, δ/h >> 1
y δ/Li >> 1, se tendrá una zona en donde ambas expresiones (2.69 y 2.82 )
serán válidas, dando origen a una capa de superposición análoga a la en-
contrada en una capa lı́mite lisa. Derivando respecto a z las expresiones 2.69
y 2.82 e igualando:

u∗2

ν

∂Φ2

∂Z+
=−u∗

δ

∂Ψ

∂η
⇒ Zu∗

ν

∂Φ2

∂Z+
=−Z

δ

∂Ψ

∂η
⇒ Z+ ∂Φ2

∂Z+
=−η

∂Ψ

∂η
=

1
κ

Integrando se obtiene

u+ =
1
κ

ln
(
Z+
)
+C

(
h+,L+

i
)

(2.83)

donde C es una función de la geometrı́a de la superficie rugosa, siendo
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habitual expresarla de la siguiente manera:

C = B−
[

∆U
u∗

](
h+,L+

i
)
.

A ∆U/u∗ se le conoce como función de rugosidad y B es la constante uni-
versal de la ley logarı́tmica para una superficie lisa. En la revisión acerca
de capa lı́mite sobre superficies rugosas de Raupach et al. [1991] se compi-
lan valores de la función de rugosidad para diferentes h+ obtenidos expe-
rimentalmente en situaciones que abarcan desde ductos hasta capa lı́mite
atmosférica sobre vegetación.

La expresión de la velocidad media en la capa de superposición en va-
riables externas es la ecuación 2.71.

Cuando el número de Reynolds es suficientemente alto se alcanza la si-
tuación de similitud de Reynolds, en la cual la viscosidad deja de ser una
variable relevante. Esto se da en muchos casos, entre los que se cuentan flu-
jos atmosféricos sobre vegetación o edificios. Teniendo este efecto en cuenta
es que es mejor utilizar h como variable básica en lugar de µ para adimen-
sionar la relación funcional 2.81, de lo cual resulta:

U
u∗

= Φ3
(
ξ,h+,σi

)
(2.84)

donde ξ = Z/h y σi = Li/h.
El mismo argumento de acople entre la capa externa e interna, formando

una capa de superposición, conduce a

U
u∗

=
1
κ

ln(ξ)+ c
(
h+,σi

)
(2.85)

En el ambiente meteorológico es usual expresar la relación 2.85 de la
forma siguiente:

U
u∗

=
1
κ

ln
(

Z
z0

)
(2.86)

donde la longitud de rugosidad z0 es
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z0 = he−κc(h+,σi) (2.87)

Se puede obtener relaciones que vinculan las tres maneras de expresar la
ecuación 2.83:

ln
z0

h
=−κc

(
h+,σi

)
=−κC

(
h+,L+

i
)
− ln

(
h+
)

=−κ

[
B−

[
∆U
u∗

](
h+,σi

)]
− ln

(
h+
)

Como se mencionó anteriormente, cuando el numero de Reynolds es alto
y se alcanza la similitud de Reynolds, se pierde la dependencia de h+, de
manera que la constante c(h+,σi)→ c∞ (σi), o sea que solo depende del tipo
de rugosidad que se tenga. Por ejemplo, se tiene un valor de c∞ = 8,5 para
rugosidad tipo arena, un valor de c∞ = 5,1 en campos y cultivos, c∞ = 6,9 en
zonas boscosas, tal como se presenta en Raupach et al. [1991]. Estos valores
redundan en z0/h ≈ 0,03, z0/h ≈ 0,12 y z0/h ≈ 0,06, respectivamente.

Para este caso la función de rugosidad queda

∆U
u∗

=−c(σi)+B+κ
−1ln

(
h+
)

(2.88)

Cuando la rugosidad es artificial, ya sea cubos montados sobre una su-
perficie lisa o barras horizontales, es común definir la densidad de rugosi-
dad λ como el cociente del área frontal de cada elemento y el área horizontal
asignada a cada elemento. Se ha encontrado que z0/h es una función de este
parámetro λ. z0/h crece en la medida que λ aumenta hasta llegar a un máxi-
mo en λ≈ 0,1 y luego decrecer. Este efecto está relacionado con la protección
mutua que se obtiene al tener los elementos de rugosidad muy cerca unos
de otros. En la zona con λ < 0,1, z0/h ≈ λ.

La hipótesis de similitud de pared (wall similarity, ver [Raupach et al.,
1991]) establece que “fuera de la subcapa rugosa o la viscosa, los movimien-
tos turbulentos en una capa lı́mite a números de Reynolds suficientemente
altos son independientes de la rugosidad de la pared y de la viscosidad,
excepto por el rol de la pared en fijar la escala de velocidad u∗, la altura
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Z = z− d y la altura de la capa lı́mite δ”. Evidencia que sustenta el uso de
esta hipótesis se encuentra principalmente en el hecho de que la constante
de Von Karman tiene sensiblemente el mismo valor para distintos tipos de
rugosidad, desde superficies lisas hasta rugosidad de terrenos a nivel me-
teorológico.

Tomando en cuenta esta hipótesis se puede establecer que las tensiones
de Reynolds fuera de la subcapa rugosa tienen una dependencia de la for-
ma:

u′⊗u′ = R(Z,ρ,τw,δ) (2.89)

Adimensionando,

u′⊗u′ = u∗2R∗ (η) (2.90)

donde ahora η =Z /δ.
De manera que si se adimensionan las tensiones de Reynolds con δ y u∗,

el perfil en altura deberı́a colapsar en curvas universales.

2.6. Flujo en un canal

Se considera el flujo en un ducto de sección rectangular donde la altura
H del ducto es mucho menor que el ancho b (ver figura 2.7). Se define la
dirección x en la dirección del ducto, la dirección z transversal, la restante
y. El flujo escurre desde la entrada, en donde se forman dos capas lı́mite,
una en cada superficie. En la medida que el flujo se adentra en el canal,
el crecimiento de las capas lı́mites llega a ser tal que la altura de las capas
limites es igual a la mitad de la distancia entre las paredes. Cuando esto su-
cede se forma lo que se llama un flujo en un canal, donde las caracterı́sticas
estadı́sticas del flujo no evolucionan más en el sentido del flujo y la única
variable relevante es la distancia a la pared z.

El movimiento del fluido en el canal es forzado por un gradiente de pre-
sión según la dirección x. Las ecuaciones que gobiernan del flujo en un canal
son: la ecuación de balance de masa (ec. 2.11) que en este caso queda
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Figura 2.7: Esquema de un canal

∂W
∂z

= 0 (2.91)

y las ecuaciones de Reynolds.
Como sobre la pared W = 0 entonces W = 0 en todo el flujo.
La ecuación de Reynolds en el sentido del transversal al flujo en un canal

se reduce a:

∂w′2

∂z
+

1
ρ

∂P
∂z

= 0 (2.92)

O sea que

ρw′2 +P = Pw (x) (2.93)

Derivando con respecto a x se tiene

∂P
∂x

=
∂Pw

∂x
(2.94)
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La componente axial de las ecuaciones de Reynolds es:

ν
d2U
dz2 −

d
z

u′w′− 1
ρ

dP
dx

(2.95)

o escrita de otra manera

dτ

dz
=

dPw

dx
(2.96)

donde

τ = ρν
dU
dz
−ρu′w′.

Como τ es función solo de z y P es función solo de x, ambos miembros
de la ecuación 2.96 deben ser constantes; entonces

τ(z) =
dPw

dx
z+ τw

Como por simetrı́a τ debe ser nulo en δ =h /2, resulta

−dPw

dx
δ = τw

Finalmente

τ(z) =
dPw

dx
(z−δ)

Esto muestra que las tensiones rasantes totales están prescritas por el
gradiente de presión en el ducto y tienen una forma preestablecida. Esta es
una de las diferencias más importantes que tiene este tipo de flujo frente a
una capa lı́mite.

En la zona superior de una capa lı́mite, el flujo es intermitente, es decir,
si se ubica un sensor por debajo del lı́mite superior de la capa lı́mite, se
registra momentos en los cuales el flujo es turbulento y momentos en los
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que el flujo no lo es. Esta caracterı́stica diferencia una capa lı́mite del flujo
en un canal, donde el flujo es turbulento en todo instante y posición.

Otra caracterı́stica, que ya fue mencionada, y diferencia estos dos flu-
jos es que una capa lı́mite evoluciona espacialmente en el sentido del flujo
mientras que en un canal esto no sucede.

Por lo demás, el flujo en un canal tiene caracterı́sticas muy similares a
las presentes en una capa lı́mite; a saber: se tiene la presencia de las mismas
zonas, capa interna, externa, con las mismas subcapas, etc.
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Capı́tulo 3

Modelación numérica de flujos
turbulentos

3.1. Simulación numérica directa (DNS)

Conceptualmente, el método más simple para simular un flujo turbu-
lento es el que resulta de resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-
Stokes con sus condiciones de borde e iniciales de forma completa sin mode-
los adicionales. Las ecuaciones de Navier Stokes en conjunto con la ecuación
de conservación de masa determinan un sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales determinado. Las ecuaciones de Navier-Stokes proporcionan
tres ecuaciones escalares (una para cada componente de la velocidad en una
base cartesiana ortonormal) y una dada por la ecuación de conservación de
masa, teniéndose cuatro incógnitas: las tres componentes de la velocidad
y la presión. Como se mencionó anteriormente, la posibilidad de resolver
analı́ticamente este sistema está reservado exclusivamente para situaciones
simples de flujos laminares. La alternativa de resolver numéricamente el sis-
tema también presenta problemas importantes aunque en menor grado que
el enfoque analı́tico. La dificultad radica en la amplitud de escalas espacia-
les y temporales presentes en un flujo turbulento, que hace que la potencia
de cálculo necesaria para resolver un flujo sea en extremo elevada y depen-
diente de potencias del numero de Re.

Las escalas mayores son del orden del tamaño del “recipiente” que con-
tiene el flujo y las más pequeñas dependen del número de Reynolds tur-
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bulento ReT = U0`0
ν

donde U0 y `0 son respectivamente, una velocidad y
una longitud representativa de los vórtices de mayor tamaño. De hecho se
puede estimar la separación entre las escalas mayores y menores usando la
primera hipótesis de Kolmogorov, (1941) por la cual en un flujo turbulento a
altos ReT los parámetros estadı́sticos de las escalas más pequeñas encontra-
das dependen únicamente de la disipación ε y de la viscosidad cinemática
ν y tienen carácter universal.

Basados en estas dos magnitudes se puede construir una escala de lon-
gitud, una de tiempo y una de velocidad:

η≡
(

ν3

ε

)1/4

τη ≡ (νε)
1/4

Uη ≡
(

ν

ε

)1/2

llamadas escalas de Kolmogorov. Es inmediato probar que el Reynolds for-
mado con estas escalas Reη =

Uηη

ν
= 1, lo que indica que a estas escalas los

efectos viscosos e inerciales son comparables, y que la disipación es impor-
tante. Por lo tanto, es razonable inferir que estas escalas caracterizan los
movimientos más pequeños y disipativos presentes en un flujo turbulento.

Por otro lado, se puede suponer que los vórtices de mayor tamaño tienen
un contenido de energı́a cinética del orden de U2

0 , siendo la escala de tiempo
de estos del orden de U0/`0 . Esta energı́a cinética es transferida desde los
vórtices de mayor tamaño a los de menor tamaño mediante mecanismos
inerciales hasta que se llega a la escala disipativa. A este mecanismo se le
conoce como cascada de energı́a y fue propuesto por Richardson en 1922
[Lesieur, 2008]. De esta manera la tasa de transferencia de energı́a puede
estimarse en U3

0/`0 de forma que ε ∼U3
0 /`0 . Sustituyendo esta aproximación
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en las escalas de Kolmogorov se obtienen las siguientes estimaciones:

η

`0
∼ Re−

3/4
T

τη

τ0
∼ Re−

1/2
T

Uη

U0
∼ Re−

1/4
T

Cualquier simulación directa requiere un análisis a priori que permita
determinar cuan finamente debe ser descrito el flujo en el espacio y tiem-
po y por consiguiente en cuantos nodos serı́a necesario conocer el valor de
las variables que caracterizan el flujo, lo cual depende del flujo mismo. Si
se quiere simular directamente un flujo turbulento homogéneo, es lógico
simular un dominio con dimensiones interiores de algunas veces `0. La can-
tidad de nodos necesarios en cualquier dirección es M ∼`0 /η y la cantidad
de pasos temporales en los cuales es necesario conocer dichas variables es
N ∼τ0 /τη

. Entonces el total de nodos necesarios es:

M3N ∼
(
`0

η

)3
τ0

τη

∼
(

Re
3/4
T

)3
Re

1/2
T = Re

11/4
T ≈ Re2,75

T

Este ejemplo muestra la manera en que la potencia computacional nece-
saria aumenta con el Reynolds. Para otros flujos el exponente es levemente
diferente pero cercano a 2,75. Por ejemplo, en un flujo que se desarrolla en
un canal se tiene M3N ∼ Re2,7 [Pope, 2000].

Los altos requerimientos de potencia computacional hacen que la simu-
lación directa sea realizable a bajos números de Reynolds y en situaciones
donde se justifique. Las aplicaciones de ingenierı́a usuales están fuera de su
alcance. La principal función que tiene hoy en dı́a es la de proveer “expe-
rimentos virtuales” en los que se extrae información muy difı́cil de obtener
mediante simulación fı́sica por dificultades en la medición, etc. Por ejemplo,
se ha utilizado para estudiar estructuras coherentes en la capa lı́mite y estu-
diar el comportamiento de algunos términos presentes en la ecuación de las
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tensiones de Reynolds de forma de poder modelarlos [Moin and Mahesh,
1998] entre otros.

La mayor parte del esfuerzo computacional (superior al 99%) se aplica a
resolver el flujo en las escalas disipativas, que tienen un carácter universal,
relación que aumenta con el Reynolds. Esto ha motivado el desarrollo de la
modelación de grandes vórtices, en la que se modela el efecto de las escalas
menores sobre las escalas más energéticas y se evita el cálculo explı́cito de
los vórtices más pequeños.

En simulación numérica directa es usual la utilización de métodos es-
pectrales o pseudo-espectrales donde se hace uso de condiciones de borde
periódicas.

En el artı́culo de revisión sobre el tema de Moin and Mahesh [1998] se
presenta una breve historia de la DNS. Las primeras simulaciones directas
las realizaron Orszag y Patterson en 1972 en turbulencia isotrópica, el si-
guiente paso fue la realización de simulaciones directas en turbulencia ho-
mogénea con un gradiente uniforme de velocidad media hechas por Rogallo
en 1981. Ya en esa época se hicieron simulaciones en flujos de corte libre a
bajos Reynolds. La primera simulación exitosa de un flujo de pared fue rea-
lizada por Kim en 1987 al simular un canal. Spalart en 1988 simuló una capa
lı́mite en una placa plana con y sin gradientes de presión. Los datos propor-
cionados por las simulaciones de Spalart son usados aun hoy. A partir de
los 90’s las aplicaciones de la DNS se han multiplicado de tal manera que
resulta difı́cil seguir su historia y evolución, por lo cual se recomienda ver
la revisión de Moin and Mahesh [1998].

3.2. Modelos RANS

Los modelos RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) utilizan las ecua-
ciones de Reynolds en conjunto con algún modelo de cierre para calcular los
campos de velocidad y presiones medios de un flujo turbulento. Los mode-
los usados varı́an en complejidad, desde modelos algebraicos muy simples
como el de longitud de mezcla hasta modelos de cierre de segundo orden
con modelos de relajación elı́ptica [Pope, 2000].
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3.2.1. Modelos de cero ecuación

El primer modelo de cero ecuación exitoso fue el propuesto por Prandtl
en 1925 denominado de longitud de mezcla [Speziale, 1991]. En él se hace
uso de la hipótesis de viscosidad turbulenta, introducida por primera vez en
1887 por Joseph Boussinesq. Mediante esta hipótesis se vinculan el tensor de
Reynolds y el tensor de deformación de la manera siguiente:

TT =−2
3

ρkI +2ρνT D (3.1)

que en un flujo de corte simple en el que U =Uî se reduce a:

−u′v′ = νT
dU
dy

(3.2)

Es importante destacar que la hipótesis de viscosidad turbulenta asume una
dependencia lineal entre el tensor de tensiones turbulento y el tensor de
deformaciones de la componente media del flujo. Esto implica que el tensor
anisotrópico A = u′⊗u′−2 /3kI está alineado con D, lo cual no siempre se
cumple.

Se reducen de esta manera las seis incógnitas que aporta el tensor de
Reynolds a sólo dos: νT y k. Esta hipótesis es fuerte y no es válida en mu-
chos flujos de interés; por ejemplo: si se somete turbulencia isotrópica a una
deformación que luego cesa, experimentalmente se mide que la anisotropı́a
generada durante el proceso de deformación se mantiene luego de que se
termina la acción del campo de deformación, cuando la teorı́a de la vis-
cosidad turbulenta predice que la anisotropı́a debe desaparecer de forma
instantánea cuando la deformación se suprime. Esto sugiere que las tensio-
nes aparentes no sólo dependen de las condiciones locales y actuales de la
deformación sino que dependen de la historia de deformaciones que ha su-
frido el flujo turbulento. Esto último no es considerado por la hipótesis de
viscosidad turbulenta [Pope, 2000].

El modelo de longitud de mezcla fue creado usando un razonamiento
análogo al utilizado para derivar la expresión de la viscosidad molecular en
un gas. En la teorı́a cinética de los gases se considera que las partı́culas via-
jan en promedio una distancia `m f p antes de colisionar y perder cantidad de
movimiento, que es proporcional a la velocidad media de estas partı́culas
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vter. Se asume que la longitud media libre (`m f p) y la velocidad térmica (vter)
son propiedades del fluido (solo función de la presión y temperatura) y no
se ven afectadas por las deformaciones que pueda sufrir el flujo. Además, se
asume que la escala de tiempo de las colisiones moleculares es muchı́simo
menor a la escala de tiempo del flujo o sea que los tiempos en que el gradien-
te de velocidad cambia. Estas dos hipótesis permiten, asumiendo que estas
dos magnitudes son las únicas relevantes, calcular la viscosidad cinemática
de la siguiente manera:

ν =C`m f pvter

donde C es una constante.
El modelo de longitud de mezcla postula que existe una longitud, análoga
a la longitud media libre en un gas, que es representativa de la longitud que
una parcela de fluido recorre antes de perder su cantidad de movimiento.
Esta simplificación tiene claras discrepancias con la realidad:

En un flujo turbulento hay presentes un rango extremadamente am-
plio y continuo de escalas, que hace que la prescripción de una sola
longitud para caracterizar todo el efecto de la turbulencia sobre el ten-
sor de Reynolds sea inadecuado.

En la teorı́a cinética de los gases se asume que la deformación no afecta
ni a `m f p ni a vter, por lo cual son propiedades del fluido y no del flujo;
pero en un flujo turbulento esto no es ası́. El gradiente del flujo medio
afecta las propiedades de la turbulencia de forma tal que la longitud
de mezcla `mix se modifica.

De todas maneras en algunos flujos estas hipótesis son razonables como
se verá mas adelante.

Ahora se debe seleccionar una velocidad caracterı́stica (υ′) de las fluc-
tuaciones (análoga a vter) para poder determinar la viscosidad turbulenta
νT . En este modelo se vincula ésta velocidad con la longitud de mezcla y
con el flujo medio, de forma de no agregar incógnitas, quedando:

υ
′ ≈ `mix

∣∣∣∣dU
dz

∣∣∣∣ (3.3)
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O sea que

νT = `2
mix

∣∣∣∣dU
dz

∣∣∣∣ (3.4)

En Schlichting et al. [2000] se detalla el argumento que lleva a la ecuación
3.3. Es claro que la ecuación 3.4 es válida sólo en un flujo de corte simple;
Samgorinsky propuso extender la expresión de la viscosidad turbulenta da-
da por Prandtl a tres dimensiones mediante

νT = `mix
2 (2tr

(
D2))1/2 (3.5)

mientras que Baldwin y Lomax propusieron la siguiente expresión:

νT = `mix
2 (2tr

(
W 2))1/2 (3.6)

Donde W es la componente antisimétrica de ∇U [Pope, 2000].
El modelo de longitud de mezcla es incompleto, es decir, para que pue-

da ser utilizado se debe suministrar externamente el valor de la longitud
de mezcla en toda posición e instante. Esta situación hace muy dificultosa
su aplicación a problemas nuevos ya que se precisa “adivinar” el valor de
`mix (x, t). Mucho esfuerzo se ha dedicado a estudiar el flujo en canales, en
tuberı́as y capa lı́mite, de manera que la especificación de `mix en estos flujos
es un problema resuelto y permite resultados satisfactorios.

En una capa lı́mite sobre una placa plana, la prescripción de `mix se da
por capas:

Subcapa interna: `mix ≈ z2

Subcapa logaritmica: `mix ≈ κz

Subcapa externa: `mix ≈ constante

Van Driest unió las expresiones de `mix para las subcapas interna y lo-
garı́tmica formando una relación compuesta que es valida en las dos zonas:

`mix = κz
[

1− e−
z+

A+

]
(3.7)
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donde A+ ≈ 26 en la placa plana. A la expresión anterior se la denomina
función de amortiguación de Van Driest [White, 1974].

Existen otros modelos de cero ecuación o algebraicos, más o menos com-
plejos y adecuados para distintos flujos. En flujos de corte libre la idea de
similitud consigo mismo (self-similarity) y la viscosidad turbulenta cons-
tante permiten cálculos sencillos. Hay otros modelos basados en la idea de
la longitud de mezcla como el de Cebeci-Smith o el de Baldwin-Lomax, ade-
cuados a flujos tipo capa lı́mite sobre perfiles aerodinámicos sin desprendi-
miento de capa lı́mite[Wilcox, 1994].

3.2.2. Modelos de una ecuación

Kolmogorov y Prandtl, independientemente, propusieron que la escala
de velocidad adecuada debı́a ser k

1/2 , de esta forma

νT = ck
1/2`∗ (3.8)

donde `∗ es una escala de longitud apropiada y c una constante.
El problema es que k no es una magnitud conocida, de manera que

habrı́a que especificarla externamente. En lugar de hacer esto, Kolmogorov
y Prandtl recomendaron el uso de una ecuación de transporte modelada
para k, dando origen a los llamados modelos de una ecuación; en particular
este se denomina modelo de energı́a cinética turbulenta.

En la sección 2.1 se dedujo una ecuación de transporte exacta para k, que
no está en forma cerrada (ec. 2.18). Que una ecuación esté en forma cerrada
quiere decir que no aporta nuevas incógnitas. Los términos de 2.18 que no
están en forma cerrada son:

∇ ·
(

u′e′+
p′

ρ
u′−2νd′u′

)
(3.9)

ε = 2νtr
(

d′2
)

(3.10)

Es importante destacar que en este modelo también se utiliza la hipótesis
de viscosidad turbulenta, de forma que P está en forma cerrada y no aporta
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nuevas incógnitas:

P =
1
ρ

tr (TT D) =
1
ρ

tr
(
−2

3
ρkID+2ρνT D2

)
=−2

3
k∇ ·U+2νT tr

(
D2)= 2νT tr

(
D2) (3.11)

Entonces P es función de νT y D que son incógnitas que ya se tenı́an. Los
términos 3.9 y 3.10 deben ser modelados con las incógnitas originales: U,
P, νT , k y `∗. El primero se modela usando una hipótesis de difusión por
gradiente de k, es decir:

∇ ·
(

u′e′+
p′

ρ
u′−2νd′u′

)
≈ ∇ ·

(
−νT

σk
∇k
)

(3.12)

donde σk es un número de Prandtl turbulento para k que se asume vale 1,0.
Este modelo significa que se asume que el efecto de los términos u′e′, p′

ρ
u′

y 2νd′u′ es el de difundir energı́a cinética turbulenta en el sentido opuesto
al gradiente de esta. Claramente es una simplificación que no es válida en
todos los flujos.

La disipación se modela recordando que ε ∼U3
0 /`0 (ver sección 3.1). La

velocidad U0 se asume es del orden de k
1/2 y `0 ∼ `∗, entonces

ε =CD
k

3/2

`∗
(3.13)

De esta manera, la ecuación de transporte modelada de k queda:

dk
dt
−∇ ·

(
νT

σk
∇k
)
= P − ε (3.14)

donde νT = ck
1/2`∗, ε =CD

k
3/2
`∗ y P esta dada por la expresión 3.11.

En algunos flujos de corte simple la producción de energı́a cinética tur-
bulenta y la disipación están equilibradas, o sea P ≈ ε; en ellos se puede
relacionar a `∗ con `mix. Considerando las ecuaciones 3.2 y 3.4 puede verse
que

−u′w′ = `2
mix

∣∣∣∣dU
dz

∣∣∣∣ dU
dz
⇒ dU

dz
=
−u′w

1/2

`mix
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Entonces la producción

P =−u′w′
dU
dz

=
−u′w′

3/2

`mix
≈ ε =CD

k
3/2

`∗
⇒ `mix

`∗
≈ 1

CD

(−u′w′

k

)3/2

Por lo tanto `∗ ∝ `mix solo si −u′w′/k es constante, lo cual es razonable en
condiciones de equilibrio. En estas condiciones −u′w′/k ≈ 0,3 [Wilcox, 1994].
Se puede elegir CD de forma que la longitud `∗ = `mix, entonces CD = 0,164.
Finalmente, es sencillo probar que la constante c en la ecuación 3.8 es tal que
c = C

1/3
D cuando P ≈ ε. Es importante notar que CD es una constante sólo si

la producción y la disipación están balanceadas. De lo contrario CD deberı́a
variar, por ejemplo, en la subcapa de transición en la capa lı́mite donde P es
mayor que ε. En resumen, donde P ≈ ε se puede usar la misma prescripción
de `∗ que para la longitud de mezcla, pero en zonas donde P 6= ε esto no
debe hacerse.

Al igual que el modelo de longitud de mezcla, la mayor limitante en
este modelo radica en que es incompleto: se debe prescribir la longitud de
mezcla de forma externa lo cual en flujos complejos resulta un problema
insalvable. Este modelo tiene una modesta ventaja en precisión sobre el de
longitud de mezcla [Pope, 2000].

Spalart y Allmaras (1994) desarrollaron un modelo de una ecuación,
completo, usando una ecuación de transporte modelada para νT . La ecua-
ción utilizada es:

dνT

dt
= ∇ ·

(
νT

σν

∇νT

)
+Sν (3.15)

donde Sν es un término fuente que depende de ν, νT , de la vorticidad
media, de |∇νT | y de la distancia a la pared más cercana [Pope, 2000].

El objetivo de este modelo es resolver flujos aerodinámicos de forma
computacionalmente económica, lo cual es alcanzado. No se recomienda
su uso en otro tipo de aplicaciones.

3.2.3. Modelos de dos ecuaciones

En este tipo de modelo se resuelven dos ecuaciones de transporte mode-
ladas para dos magnitudes turbulentas independientes, de manera de cons-
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truir con ellas escalas de longitud y tiempo. En general se utiliza k junto con
ε, ω ≡ε /k, o alguna otra magnitud. El uso de k y ω da origen a los modelos
de dos ecuaciones más comunes, es decir: k− ε y k−ω. Es evidente que la
principal ventaja de este tipo de modelos es su completitud: no es necesario
especificar ninguna magnitud externamente.

Modelo k− ε

El modelo k− ε es probablemente el modelo más usado ya que es incor-
porado por la mayorı́a de los códigos CFD comerciales disponibles [Pope,
2000]. El modelo consiste en las ecuaciones de Reynolds, la ecuación de ba-
lance de masa, una ecuación de transporte modelada para k (que es exacta-
mente la misma que la utilizada en el modelo de energı́a cinética turbulenta
(ecuación 3.14)), y una ecuación de transporte modelada para ε que es de la
forma:

dε

dt
= ∇ ·

(
νT

σε

∇ε

)
+Cε1

P ε

k
−Cε2

ε2

k
, (3.16)

la hipótesis de viscosidad turbulenta y la especificación de esta como sigue:

νT =Cµ
k2

ε
. (3.17)

Esta última igualdad es consecuencia directa de asumir que las únicas mag-
nitudes relevantes para determinar la viscosidad turbulenta son k y ε, lo
cual es una simplificación.
La ecuación de transporte para ε es mejor interpretarla como puramente
empı́rica. Aunque es posible derivar una ecuación de transporte exacta y
modelar cada uno de los términos que aparecen en esta, ese no es el mejor
camino para derivar la ecuación para ε. Una razón es que la ecuación exacta
es tan compleja que no se tiene suficiente información como para generar
modelos precisos de los términos que intervienen. Por otro lado, ε se usa
para determinar la viscosidad turbulenta, que depende de movimientos en
el rango energético, o sea que es mejor ver a ε como el flujo de energı́a desde
la escalas energéticas a las disipativas y dependiente de los movimientos de
gran escala, mientras que en la ecuación exacta los términos involucran can-
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tidades que dependen de los movimientos en el rango disipativo [Wilcox,
1994]. Con este enfoque, se busca que esta ecuación tenga un comportamien-
to adecuado en flujos simples, como por ejemplo: decaimiento de turbulen-
cia, flujo de corte homogéneo, capa limite, etc. Con los valores numéricos de
algunas magnitudes obtenidas de experimentos en esos flujos se calibran las
constantes.

El denominado Modelo Estándar resulta de tomar los valores de las
constantes

Cµ = 0,09 Cε1 = 1,44 Cε2 = 1,92 σk = 1,0 σε = 1,3.

Este conjunto de constantes fue propuesto por Launder y Sharma en 1974
ver Wilcox [1994]. Otros conjuntos levemente diferentes pueden tener mejor
comportamiento en determinados flujos, pero este tipo de ajustes requiere
conocimientos adicionales que permitan hacerlos correctamente.

El modelo k−ε no es capaz de reproducir de forma precisa la región vis-
cosa cercana a las paredes [Launder and Sandham, 2002]. Además, el último
término del lado derecho de la ecuación 3.16, que representa la destrucción
de disipación, tiende a infinito en la medida que se acerca a una pared ya
que la disipación es finita y k tiende a cero. Por esta razón es que este modelo
requiere de algún tratamiento especial cuando se está cerca de paredes. Se
han propuesto diferentes estrategias para solucionar este problema, desde
funciones de amortiguación hasta modelos compuestos que en la cercanı́a
de paredes utilizan el modelo k−ω, que tiene un mejor comportamiento en
estas zonas. El caso más notorio es el del modelo SST (Shear Sterss Trans-
port) propuesto por Manter en 1994 [Launder and Sandham, 2002].

Mediante el método de Renormalization Group (RNG), Yakhot and Ors-
zag [1986] derivaron las mismas ecuaciones del modelo k− ε y las cons-
tantes involucradas sin ayuda de experimentos. El método permite calcular
explı́citamente las constantes, que son:

Cµ = 0,0837 Cε1 = 1,063 Cε2 = 1,7215 σk = 0,7179 σε = 0,7179.

Una ventaja importante del modelo RNG k− ε es que en la medida que
uno se acerca a una pared, la viscosidad turbulenta tiende a la viscosidad
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molecular, de forma que no es necesario utilizar funciones de pared como la
función de amortiguación de Van Driest. Por contrapartida, el valor de Cε1

es muy cercano a 1.0, valor que constituye un punto singular de la ecuación
de transporte de ε. Esto genera entre otros problemas que se sobrestima la
tasa de crecimiento de la energı́a cinética turbulenta k en un flujo de corte
homogéneo [Speziale, 1991].

Modelos de viscosidad turbulenta no lineales

Aunque puede ser razonablemente preciso en flujos simples, el modelo
k− ε puede ser muy impreciso en algunos flujos complejos [Pope, 2000].
Una de las razones es el uso de la hipótesis de viscosidad turbulenta, ya que
debido a ella se presentan dos inconvenientes:

estos modelos son puramente disipativos, es decir, no consideran la
posibilidad de relajación de las tensiones de Reynolds.

no diferencian entre flujos de corte libre simples y flujos de corte sim-
ple con curvatura de las lineas de corriente, que tienen comportamien-
tos distintos [Speziale, 1991].

Se ha observado en tuberı́as rectas de sección no circular la presencia de
flujos secundarios que no son captados por el modelo k−ε debido a los pro-
blemas mencionados en el párrafo anterior. Este comportamiento también
es observado en flujos laminares no newtonianos por lo cual se deduce que
los flujos turbulentos serı́an mejor representados con un modelo de viscosi-
dad turbulenta no lineal. Lumley fue el primero en desarrollar modelos de
este tipo de forma sistemática[Speziale, 1991].

Si se define el tensor de Reynolds anisotrópico adimensionado como

b =− TT

2kρ
− 1

3
I

y se asume una dependencia de la forma siguiente

b = b(k,ε,ν,D,W)
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adimensionando se tiene:

b = b∗
(

k2

νε
,
k
ε

D,
k
ε

W
)
.

La expresión anterior se puede escribir usando una base de tensores T(n)

(integrity tensor basis) como

b =
N

∑
n=1

αnT(n)

(ver Launder and Sandham [2002] y Deville and Gatski [2012]).
Estas bases, en el caso analizado, en que un tensor simétrico de traza cero

(b) es función de otros tensores, uno simétrico
(k/εD

)
y otro antisimétrico(k/εW

)
, son:

T(1) =
k
ε

D

T(2) =
k2

ε2 [DW−WD]

T(3) =
k2

ε2

[
D2− 1

3
tr
(
D2) I

]
T(4) =

k2

ε2

[
W2− 1

3
tr
(
W2) I

]
T(5) =

k3

ε3

[
WD2−D2W

]
T(6) =

k3

ε3

[
W2D+DW2− 2

3
tr
(
DW2) I

]
T(7) =

k4

ε4

[
WDW2−W2DW

]
T(8) =

k4

ε4

[
DWD2−D2WD

]
T(9) =

k4

ε4

[
W2D2 +D2W2− 2

3
tr
(
D2W2) I

]
T(10) =

k5

ε5

[
WD2W2−W2D2W

]
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Los coeficientes adimensionados αn pueden, en principio, tener la de-
pendencia funcional siguiente:

αn = αn

(
k2

εν
,
k2

ε2 tr
(
D2) , k2

ε2 tr
(
W2)) .

Existe infinidad de modelos de este tipo. A modo de ejemplo se presenta
a continuación la expresión del modelo de Shih [Launder and Sandham,
2002] en el que solo se consideran T(1) y T(2)

b = α1
k
ε

D+α2
k2

ε2 [DW−WD]

Es inmediato probar que el modelo k− ε resulta de considerar solo T(1)

y αn =−Cµ.

Modelo k−ω

El modelo k−ω fue el primer modelo de dos ecuaciones propuesto [Wil-
cox, 1994]. Kolmogorov usó una ecuación modelada para la energı́a cinética
turbulenta y generó una ecuación modelada para la disipación por unidad
de energı́a turbulenta (ω≡ε /k). El modelo original de Kolmogorov ha sufri-
do modificaciones desde su creación en 1942 que han mejorado su desem-
peño. Por ejemplo, la ecuación propuesta por Kolmogorov para ω no tenia
un término de producción de ω, ya que él consideraba que ω estaba relacio-
nada con los movimientos en escalas disipativas y no tenia conexión directa
con el flujo medio, lo cual es incorrecto [Wilcox, 1994].

Generalmente cuando se hace referencia al modelo k−ω se considera la
expresión dada por Wilcox en 1988, cuya ecuación para ω es la siguiente
[Pope, 2000]

dω

dt
= ∇ ·

(
νT

σω

∇ω

)
+Cω1

P ω

k
−Cω2ω

2

donde Cω1 = 5/9, Cω2 = 3/40 y σω = 2.
Además se utilizan las ecuaciones de Reynolds, la ecuación 3.14, la hipóte-
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sis de viscosidad turbulenta (ec. 3.1) y la expresión

νT =Cµ
k
ω

que es completamente análoga a la igualdad 3.17.
Es razonable preguntarse, ¿cual es la diferencia entre el modelo k−ω y

el k−ε?. Para responder esta pregunta, en Pope [2000] se deriva la ecuación
para ω implicada por la ecuación de ε del modelo k− ε, la cual resulta

dω

dt
= ∇ ·

(
νT

σε

∇ω

)
+(Cε1−1)

P ω

k
− (Cω2−1)ω

2 +Cµ

(
1
σε

+
1

σk

)
1
ω

∇ω ·∇k+Cµ

(
1
σε

− 1
σk

)(
∇

2k+
1
k

∇k ·∇k
)

En flujos homogéneos ∇k ≡ 0, entonces si se toman Cω1 = Cε1−1, Cω2 =

Cε2−1 y σω = σε la ecuación es idéntica a la dada por el modelo de Wilcox.
En flujos no homogéneos, los últimos dos términos del lado derecho de la
expresión anterior hacen que los modelos sean diferentes. Estos términos
son los responsables del mejor desempeño del modelo k−ω respecto al k−ε

en la región viscosa cercana a las paredes y frente a gradientes adversos
de presiones. Por contrapartida, se debe establecer una condición de borde
para ω en el flujo libre distinta de cero, que no tiene justificación fı́sica y de
la cual dependen los resultados de la simulación [Pope, 2000].

3.3. Simulación de grandes vórtices (LES)

Como ya se mencionó en la sección 3.1, para lograr simular directamente
un flujo turbulento se requiere una cantidad de celdas o nodos del orden de
Re2,75, lo cual hace que la tarea sea imposible en la medida que el Reynolds
es lo suficientemente alto. Si uno no puede alcanzar la resolución requeri-
da por la simulación directa, ¿que pasa si la simulación se realiza con una
resolución menor?. En principio se obtendrı́a un flujo turbulento en el que
los vórtices de mayor escala estarı́an resueltos, pero el resultado no serı́a
correcto ya que las diferentes escalas del flujo turbulento interactúan entre
si y en este caso no se estarı́a tomando en cuenta el efecto de las escalas
de tamaño menor al paso de la grilla sobre las mayores. Se debe modelar
ese efecto. La simulación de grandes vórtices (LES) consiste precisamente
en simular las escalas mayores y modelar el efecto de las menores sobre
las mayores de forma de requerir una resolución menor. Es importante no-
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tar que una simulación de este tipo permite obtener la evolución temporal
de los movimientos de mayor escala, lo cual constituye una ventaja sobre
los modelos RANS. Esta caracterı́stica es especialmente útil en flujos con
desprendimientos de vórtices, efectos de flotación, etc, donde los modelos
RANS tienen problemas. Además la capacidad de obtener los movimientos
no estacionarios hace que este este enfoque sea adecuado para estudiar la
interacción entre fluidos y estructuras, problemas aero-acusticos, etc [Laun-
der and Sandham, 2002].

3.3.1. Filtrado

En un principio, el marco teórico de las simulaciones LES era escaso y se
mezclaban los aspectos numéricos con los de modelación. El llamado “en-
foque de balance de volumen” de Schumann (ver Launder and Sandham
[2002]) comienza con el establecimiento de una grilla de volúmenes finitos,
en la cual se integran las ecuaciones de Navier-Stokes en cada una de las
celdas de forma de obtener balances en cada una de ellas. Si la grilla es lo
suficientemente “gruesa” se debe modelar el efecto de las escalas menores
a la grilla sobre las mayores, a lo cual se denomina modelo de “subgrilla”.
Como puede apreciarse en este enfoque la discretización y la modelación no
son conceptualmente independientes, como ya se mencionó. Aunque aun
hoy hay autores que prefieren este enfoque, la mayorı́a utiliza la idea in-
troducida por Leonard en 1974 (ver Sagaut [2006]), la cual consiste en filtrar
espacialmente los campos relevantes usando una operación de convolución,
o sea:

〈u〉=
∫

u(r, t)G(x− r,x, t)dr (3.18)

donde la integral es en todo el dominio del flujo. G es una función filtro
que tiene la propiedad de decaer rápidamente con r y además cumple la
siguiente condición de normalización:∫

G(r,x)dr = 1.
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En el ejemplo anterior se filtra el campo u pero la operación se puede aplicar
a cualquier campo. El campo de velocidad residual se define:

u
′′
= u−〈u〉

Se define el ancho del filtro como sigue:

∆ =

√
12

∫
r2G(r,x)dr

Es útil pasar a una representación espectral de la ecuación 3.18. Para ello se
aplica la transformada de Fourier a dicha igualdad, obteniéndose

〈̂u〉= Ĝ(κ) û(κ)

donde el sombrero indica que se aplica la transformada de Fourier

û =
∫

u(x, t)eiκxdx

y κ es el número de onda.
Los filtros más comunes utilizados son, el gaussiano dado por la expre-

sión

GG =

√
6

π∆2 e−
6r2

∆2 ,

el “box”

GB =

 1
∆
, si |r| ≤ ∆

0, si |r|> ∆

y el espectral brusco,

GS =

1, si |κ| ≤ π

∆

0, si |κ|> π

∆

Los filtros gaussiano y box, que están expresados en espacio fı́sico, tienen un
equivalente en el espacio espectral y el espectral brusco tiene un correspon-
diente en espacio fı́sico. Estos filtros correspondientes se pueden calcular
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usando la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier
respectivamente. Es sencillo ver que el filtro espectral es similar al box pero
en el espacio espectral. Este elimina del campo todas las contribuciones de
movimientos cuyo numero de onda κ >π /∆. El correspondiente a este en
espacio fı́sico no es local, en el sentido que el campo filtrado tiene contribu-
ciones de movimientos que están alejados del punto de aplicación [Sagaut,
2006]. El único de los tres filtros listados anteriormente que es razonable-
mente local tanto en espacio fı́sico como espectral es el gaussiano [Pope,
2000].

El campo filtrado es una función del tiempo a la cual se le puede aplicar
nuevamente la operación de filtrado. En general 〈〈u〉〉 6= 〈u〉. Solo se da la
igualdad en el caso en que el filtro utilizado es el espectral brusco [Launder
and Sandham, 2002]. En general también se da que 〈〈u〉v〉 6= 〈u〉〈v〉, lo cual
marca una diferencia importante con la promediación de Reynolds. La de-
rivación y el filtrado son operaciones conmutables, lo que constituye una
propiedad útil en lo que sigue.

Si se aplica la operación de filtrado a la ecuación de balance de masa y
las ecuaciones de Navier-Stokes se obtiene lo siguiente:

∇ · 〈u〉= 0 (3.19)

y

∂〈u〉
∂t

+∇〈u〉〈u〉=−1
ρ

∇〈p〉+ν∇
2〈u〉−∇ · τR (3.20)

donde τR es un tensor comúnmente llamado tensor de tensiones residual y
que es el término que se debe modelar. El tensor de tensiones residual es

τ
R = 〈u⊗u〉−〈u〉⊗〈u〉.

Finalmente, antes de entrar en los modelos más comunes, es importante
precisar un aspecto relevante. El filtro que se usó para obtener las igual-
dades 3.19 y 3.20 es homogéneo e isotrópico, lo cual permite conmutar el
filtrado y la derivación. Cuando el flujo analizado tiene fronteras sólidas
no se puede utilizar un filtro homogéneo e isotrópico porque los valores de
la velocidad filtrada de esta manera sobre la superficie no van a ser nulos,
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lo cual contradice la condición de adherencia. Para salvar esta dificultad se
debe usar filtros no homogéneos o anisotrópicos, lo cual agrega términos
adicionales en las ecuaciones 3.19 y 3.20. Sólo recientemente se ha cuanti-
ficado y comenzado a agregar en las simulaciones LES la contribución de
estos términos adicionales [Launder and Sandham, 2002].

3.3.2. Modelos de tensiones residuales

Existe infinidad de modelos de tensiones residuales. Para tener un am-
plio panorama de los modelos existentes se recomienda ver Sagaut [2006]. A
continuación se presentan dos de los mas simples y de uso extendido como
son el modelo de Smagorinsky y el modelo dinámico.

El modelo de Smagorinsky

El modelo de Smagorinsky fue desarrollado en 1963 para aplicaciones
meteorológicas y basa su éxito en su simplicidad.

Consta de dos partes, por un lado un modelo de viscosidad turbulenta
de la forma

τ
r = τ

R− 1
3

tr
(
τ

R) I =−2νr〈D〉 (3.21)

y por otro un modelo análogo al de longitud de mezcla de Prandtl para
el calculo de la viscosidad turbulenta

νr = `S
2〈D〉 (3.22)

donde `s es la escala de Smagorinsky y

〈D〉=
√

2tr (〈D〉2) (3.23)

es la tasa de deformación filtrada caracterı́stica, representa una medida
de la deformación del campo de velocidad filtrada.

Es usual definir
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`S =Cs∆ (3.24)

donde Cs se le denomina coeficiente de Smagorinsky.
Es sencillo probar usando solo el modelo de viscosidad turbulenta (ecua-

ción 3.21) que, en este modelo, el flujo instantáneo de energı́a desde las esca-
las resueltas a las residuales es siempre positivo. Esto es un comportamiento
no realista. La teorı́a de Kolmogorov explica que el flujo de energı́a cinética
turbulenta se da siempre en el sentido hacia las escalas menores, pero esto
es en valores medios, no instantáneos. En la realidad se encuentra flujos ins-
tantáneos de energı́a en el sentido contrario; lo que este modelo no es capaz
de interpretar.

Si se supone un flujo turbulento con un número de Reynolds alto y el
filtro en el rango inercial es posible determinar el valor del coeficiente Cs ≈
0,17 (ver Pope [2000]).

La capacidad predictiva de este modelo depende fuertemente de la ubi-
cación del filtro en el rango inercial, lo cual puede resultar una tarea muy
compleja en flujos con fronteras solidas.

El modelo dinámico

Para el modelo dinámico se utilizan dos filtros. Primero el llamado filtro
de grilla de un ancho ∆g del orden del paso de la grilla y segundo el llamado
filtro test, con un ancho ∆t que es tı́picamente el doble que el filtro de grilla.

Las operaciones de filtrado quedan respectivamente

〈u〉g =
∫

u(x− r, t)G(‖r‖;∆g)dr

〈u〉t =
∫

u(x− r, t)G(‖r‖;∆t)dr

Las tensiones residuales basadas en el filtrado de grilla y en el filtrado
doble (primero el de grilla y después el test), quedan respectivamente:
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τ
R
g = 〈u⊗u〉g−〈u〉g⊗〈u〉g (3.25)

τ
R
gt = 〈u⊗u〉gt−〈u〉gt⊗〈u〉gt (3.26)

donde se uso 〈〈u〉g〉t = 〈u〉gt

Si se le aplica el filtro test a la ecuación 3.25 y se resta de la ecuación 3.26
se obtiene la identidad de Germano:

L = τ
R
gt−〈τR

g 〉t = 〈〈u〉g⊗〈u〉g〉t−〈u〉gt⊗〈u〉gt (3.27)

El tensor L se puede interpretar como el tensor de tensiones residual, relati-
vo al filtro test, basado en la velocidad filtrada con el filtro de grilla. Es decir
que representa la contribución de los movimientos de escala entre ∆t y ∆g al
tensor de tensiones residual (con filtro test).

Ahora usando el modelo de Smagorinsky, se tiene

τ
r
g = τ

R
g −

1
3

tr
(
τ

R
g
)

I =−2cs∆g
2〈D〉g〈D〉g (3.28)

y

τ
r
gt = τ

R
gt−

1
3

tr
(
τ

R
gt
)

I =−2cs∆gt
2〈D〉gt〈D〉gt (3.29)

donde se utiliza la constante cs en lugar de Cs
2, de forma de permitir flujo

inverso de energı́a.
Definiendo

M = 2∆g
2〈〈D〉g〈D〉g〉t−2∆gt

2〈D〉gt〈D〉gt (3.30)

Se tiene

Ls = τ
R
gt−〈τR

g 〉t = csM (3.31)
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donde Ls es el modelo de Smagorinsky de la parte sin traza de L .
Como tanto M como L son conocidos en funcion de 〈u〉g, de manera que

se puede ajustar el valor de cs para lograr la mejor aproximación posible.
Esto se logra cuando

cs =
tr (ML)

tr (M2)
(3.32)

[Pope, 2000].

3.3.3. Ecuación de balance de la energı́a cinética de la com-

ponente fluctuante de la velocidad filtrada

A continuación se deriva la ecuación de balance de energı́a de la compo-
nente fluctuante filtrada por la simulación de grandes vórtices.

Con un filtro G homogéneo. Este filtrado tiene las siguientes propieda-
des: 〈

∂q
∂x

〉
=

∂〈q〉
∂x

(3.33)

〈
∂q
∂t

〉
=

∂〈q〉
∂t

(3.34)

〈q〉= 〈q〉 (3.35)

Si se le aplica la operación de filtrado a la ecuación de Cauchy se tiene:〈
ρ

du
dt

〉
= 〈∇ ·T 〉+ 〈F〉

o 〈
∂u
∂t

〉
+ 〈(∇u)u〉= 1

ρ
〈∇ ·T 〉+ 〈F〉

Aplicando las propiedades de la operación de filtrado 3.33, 3.34 y la propie-
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dad (∇u)u = ∇ · 〈u⊗u〉 resulta:

∂〈u〉
∂t

+∇ · 〈u⊗u〉= 1
ρ

∇ · 〈T 〉+ 〈F〉 (3.36)

Ahora se definen

T R = ρ〈u⊗u〉−ρ〈u〉⊗〈u〉 (3.37)

y

T r = ρ〈u⊗u〉−ρ〈u〉⊗〈u〉− 2
3

ρkrI (3.38)

donde kr =
1
2tr
(
T R).

Sustituyendo 3.37 en 3.36, queda

∂〈u〉
∂t

+∇ · 〈u〉⊗〈u〉= 1
ρ

∇ ·
(
〈T 〉−T R)+ 〈F〉 (3.39)

Finalmente si se define

T S = 〈T 〉−T R (3.40)

de forma que la ecuación de Cauchy filtrada queda:

∂〈u〉
∂t

+∇ · 〈u〉⊗〈u〉= 1
ρ

∇ ·
(

T S
)

(3.41)

En el caso de que el fluido sea newtoniano

T S =−〈p〉 I +2µ〈D〉−T R (3.42)

Haciendo el producto de la ecuación anterior con 〈u〉 se obtiene:

∂E f

∂t
+
(
∇E f

)
〈u〉−∇ ·

(
T S

ρ
〈u〉
)
=−1

ρ
tr
(

T S 〈D〉
)
+ 〈F〉〈u〉 . (3.43)

Usando la expresión 3.42 para un fluido newtoniano la ecuación anterior de
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transforma en

∂E f

∂t
+(∇E f )〈u〉−∇ ·

(
−〈p〉

ρ
〈u〉+2ν〈D〉〈u〉−T R 〈u〉

)
=−2νtr

(
〈D〉2

)
+

1
ρ

tr
(
T R 〈D〉

)
+ 〈F〉〈u〉 .

(3.44)

Ahora si se aplica la media de conjunto a la expresión 3.44 resulta la igual-
dad:

∂E f M

∂t
+

∂k f

∂t
+(∇E f M)〈u〉+∇ ·

[(
〈u〉′ 〈u〉

)
〈u〉′

]
+(∇k f )〈u〉+∇ ·

[
1
2
(
〈u〉′ 〈u〉′

)
〈u〉′

]
−

∇ ·
[
−〈p〉

ρ
〈u〉− 〈p〉

′

ρ
〈u〉′

]
−∇ ·

[
2ν〈D〉〈u〉+2ν〈D〉′ 〈u〉′

]
−∇ ·

[
−T R〈u〉−T R′ 〈u〉′

]
=

−2νtr
[
〈D〉2 + 〈D〉′2

]
+

1
ρ

tr
[
T R〈D〉+T R′ 〈D〉′

]
+ 〈F〉〈u〉+ 〈F〉′ 〈u〉′. (3.45)

En la expresión anterior se utilizaron las definiciones siguientes:

〈u〉′ = 〈u〉−〈u〉

〈p〉′ = 〈p〉−〈p〉

〈D〉′ = 〈D〉−〈D〉

E f M =
1
2
〈u〉〈u〉

k f =
1
2
〈u〉′ 〈u〉′

T R′ = T R−T R

〈F〉′ = 〈F〉−〈F〉

Por otra parte, se puede aplicar la media de conjunto a la ecuación 3.41,
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de lo cual resulta:

∂〈u〉
∂t

+∇ ·
(
〈u〉⊗〈u〉

)
=

1
ρ

∇ ·
(

T S∗
)
+ 〈F〉 (3.46)

en la cual

T S∗ =−〈p〉I +2µ〈D〉−T R−ρ〈u〉′⊗〈u〉′ (3.47)

Haciendo el producto de la ecuación 3.46 y 〈u〉 y manipulando se tiene:

∂E f M

∂t
+(∇E f M)〈u〉−∇ ·

[
−〈p〉

ρ
〈u〉
]
−∇ ·

[
2ν〈D〉〈u〉

]
−∇ ·

[
−T R〈u〉

]
−∇ ·

[
−〈u〉′⊗〈u〉′〈u〉

]
=

−2νtr
[
〈D〉2

]
− 1

ρ
tr
[
−T R〈D〉

]
− tr

[
−〈u〉′⊗〈u〉′〈D〉

]
+ 〈F〉〈u〉 (3.48)

La ecuación de balance de k f resulta de restar las ecuaciones 3.45 y 3.48:

∂k f

∂t
+
(
∇k f

)
〈u〉−∇·

[
−〈p〉

′

ρ
〈u〉′−

(
1
2
〈u〉′ 〈u〉′

)
〈u〉′+2ν〈D〉′ 〈u〉′−T R′ 〈u〉′

]
=

−2νtr
[
〈D〉′2

]
+

1
ρ

tr
[
T R′ 〈D〉′

]
− tr

[
〈u〉′⊗〈u〉′〈D〉

]
+ 〈F〉′ 〈u〉′ (3.49)

El primer término del miembro izquierdo de la ecuación 3.49 es la va-
riación temporal local de la media de la energı́a cinética de la componente
fluctuante de la velocidad filtrada (k f ), la cual, si se supone que el proceso
es estadı́sticamente estacionario, vale cero. El segundo término es el trans-
porte convectivo de k f debido al campo medio de la velocidad filtrada. El
tercer término representa el transporte, por mecanismos turbulentos, de k f .
El término al que se aplica la divergencia es un vector (R∗) que representa
el flujo de k f originado por estos medios. En el miembro derecho de 3.49,
se tiene, primero, la disipación de energı́a k f por medios viscosos (ε f ). El
segundo término del miembro derecho representa el transporte de k f por
medios inerciales desde las escalas que son representadas hacia las escalas
residuales (Pr). El penúltimo término representa la producción de k f , al que
se llamará (P f ). Finalmente se tiene un término adicional, que aparece sólo si
la fuerza de masa F es variable en el tiempo y donde la velocidad fluctuante
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es no nula. En lo que sigue se supone que este término vale cero.

∂k f

∂t
+
(
∇k f

)
〈u〉−∇ ·R∗ =−ε f +Pr−P f (3.50)

Si el filtro se ubica en el rango inercial del espectro de la componente
fluctuante de la velocidad, es razonable suponer que k f ≈ k ya que se estarı́a
captando la mayor parte de la energı́a k. Además, se puede suponer que
u≈ 〈u〉 y p≈ 〈p〉. De esta manera, los primeros dos términos aproximan de
buena forma la derivada total siguiendo el flujo medio de la energı́a cinética
turbulenta k. En esta situación el término ε f es despreciable si además el
filtro esta ubicado lejos del rango disipativo. También se tiene que Pr es del
orden de la disipación (ε) y P f es del orden de P . O sea:

P ≈ P f =−tr
[
〈u〉′⊗〈u〉′〈D〉

]
(3.51)

ε≈ ε f +Pr = 2νtr
[
〈D〉′2

]
− 1

ρ
tr
[
T R′ 〈D〉′

]
(3.52)

∂k
∂t

+(∇k)u≈ ∂k f

∂t
+
(
∇k f

)
〈u〉

R≈ R∗ =−〈p〉
′

ρ
〈u〉′−

(
1
2
〈u〉′ 〈u〉′

)
〈u〉′+2ν〈D〉′ 〈u〉′−T R′ 〈u〉′ (3.53)

Para calcular los términos anteriores en una simulación conviene expre-
sarlos en función de medias de campos y eliminar las componentes fluc-
tuantes, expresando estos términos como la resta del campo y la media de
este.

Si se utiliza un modelo lineal de viscosidad turbulenta, como el modelo
de Smagorinsky, por ejemplo, se tiene

T R =−2ρνr 〈D〉+
2
3

ρkrI
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entonces

T R =−2ρνr 〈D〉+
2
3

ρkrI

o sea que

T R′ = T R−T R =−2ρνr 〈D〉+
2
3

ρkrI +2ρνr 〈D〉−
2
3

ρkrI (3.54)

=−2ρνr 〈D〉+2ρνr 〈D〉+
2
3

ρ
(
kr− kr

)
I

La disipación se puede calcular (usando 3.54 ) como

ε≈ 1
ρ

tr
[
T R′ 〈D〉′

]
= tr

[(
−2νr 〈D〉+2νr 〈D〉+

2
3
(
kr− kr

)
I
)(
〈D〉−〈D〉

)]
≈ tr

[
−2νr 〈D〉2 +2νr 〈D〉 〈D〉+2νr 〈D〉 〈D〉−2νr 〈D〉 〈D〉

]
+

2
3
(
kr− kr

)
tr (〈D〉)−

2
3
(
kr− kr

)
tr
(
〈D〉
)

Como la traza de 〈D〉 es nula la disipación queda

ε≈ tr
[
−2νr 〈D〉2 +2νr 〈D〉〈D〉

]
(3.55)

Razonando análogamente se pueden calcular P y R, que quedan:

P ≈ tr
[
−〈u〉⊗〈u〉 〈D〉+ 〈u〉⊗〈u〉 〈D〉

]
(3.56)

R≈−〈p〉
ρ
〈u〉+ 〈p〉

ρ
〈u〉− 1

2

[
〈u〉2 〈u〉−2〈u〉⊗〈u〉 〈u〉+ 〈u〉2〈u〉

]
+

2(ν+νr)〈D〉〈u〉−2(ν+νr)〈D〉 〈u〉 (3.57)
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Capı́tulo 4

Simulación de grandes vórtices de
una capa lı́mite turbulenta rugosa

4.1. Esquema del flujo a simular

El flujo que se va a simular tiene algunas particularidades que surgen
de las posibilidades y limitaciones de la modelación numérica. Se propone
simular un flujo en un dominio que es un prisma rectangular. Dentro de es-
te prisma se aplica una densidad de fuerza de masa Fe constante paralela a
una de sus aristas. En las caras perpendiculares a la fuerza de masa, se im-
pone una condición de borde periódica, es decir, que todos los valores sobre
una de estas caras son copiados en la otra. Se elige una de las caras laterales
para oficiar de superficie sobre la que se desarrolla la capa lı́mite; en esta
se impone la condición de borde de adherencia, de aquı́ en más cuando se
hable de “la superficie” se estará haciendo referencia a esta superficie. En
la cara opuesta la condición de borde es de simetrı́a, o sea que no hay flujo
a través de ella y la proyección de los gradientes de todas las propiedades
del flujo en la dirección perpendicular a esta son nulos. En las caras late-
rales se impone periodicidad. Sobre la superficie donde se desarrollará la
capa lı́mite se ubica un arreglo de cubos impuestos mediante condiciones
de borde inmersas. El flujo comienza su evolución desde el reposo, hasta al-
canzar una condición estadı́sticamente estacionaria. En [Coceal et al., 2006]
se utiliza el mismo conjunto de condiciones de borde.

Solidario al prisma se define una base ortonormal dada por el versor î

colineal a Fe, el versor ĵ perpendicular a la superficie y el versor k̂ = î∧ k̂.
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Ver figura 4.1.
Este esquema no es realizable fı́sicamente, por lo tanto la simulación no

corresponde a ningún flujo real en un sentido estricto. Por un lado, se puede
decir que no es una capa lı́mite desarrollada espacialmente, que es el flujo
que se analizó en profundidad en el capitulo 2. Por otro lado, si las paredes
laterales y las entradas están lo suficientemente lejos una de otra, el flujo
tiene similitudes con el flujo en un canal. En el flujo en un canal, se tienen
dos superficies opuestas iguales en las que se desarrollan capas lı́mite hasta
que estas se unen en un flujo turbulento completamente desarrollado. El
plano central es un plano de simetrı́a en las propiedades estadı́sticas, pero
a través de este circula fluido, por lo cual no es un plano de simetrı́a del
flujo tridimensional. El esquema utilizado considera que el plano superior
es un plano de simetrı́a del flujo tridimensional, lo cual es una diferencia
importante.

Aunque el esquema de condiciones de borde presenta las dificultades
mencionadas, se elige porque permite generar un flujo que presenta varia-
ciones espaciales principalmente en la dirección perpendicular a la superfi-
cie, ademas de que otros grupos lo han usado con éxito [Coceal et al., 2006].

Figura 4.1: Esquema del flujo
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4.2. caffa3d.MBRi

El programa caffa3d.MBRi desarrollado por el Grupo de Mecánica de
Fluidos Computacional del IMFIA, es un solver para flujos incompresibles.
Es un programa de código abierto basado en el enfoque de volúmenes fini-
tos escrito en Fortran 90, lo cual permite a estudiantes no expertos en escri-
tura de programas hacer modificaciones en el código fuente de manera de
adaptar el código a los requerimientos del caso de estudio.

El modelo matemático consta de la ecuación de balance de masa, la de
balance de cantidad de movimiento y una ecuación de balance de un escalar
pasivo genérico. Esta última ecuación puede utilizarse, por ejemplo, para
resolver el transporte de un contaminante o para codificar un modelo RANS
tipo k− ε.

En este se utiliza mallas estructuradas por bloques tanto para alcanzar
flexibilidad geométrica como para explotar la capacidad de computadores
paralelos (clusters) haciendo uso de la librerı́a MPI. Cada celda de la malla
es un hexaedro, con exactamente seis celdas adyacentes, no se superponen,
y no existen espacios vacı́os entre ellas. La malla se divide en regiones y
cada región puede estar dividida en bloques. La paralelización de las acti-
vidades se hace utilizando esta estructura, es decir, cada región es resuelta
por un núcleo diferente. Finalmente es importante destacar que aun cuando
el bloque de malla tenga una forma curva, siempre las coordenadas usadas
son cartesianas.

Cada ecuación del modelo matemático es discretizada en cada celda de
manera de obtener una ecuación lineal de la forma

Au
PuP +Au

EuE +Au
W uW +Au

NuN +Au
SuS +Au

T uT +Au
BuB = Qu

P

donde el supraindice u refiere a que es la ecuación de balance de canti-
dad de movimiento en la dirección de u, y los subindices P, E, W, N, S, T y
B identifican las celdas adyacentes en: actual, este, oeste, norte, sur, arriba
y abajo. Para ver en detalle la discretización utilizada en cada termino se
recomienda ver Usera et al. [2008].

Para calcular los flujos convectivos en cada celda se utiliza un blending
de un esquema upwind de primer orden implı́cito y un esquema de inter-
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Figura 4.2: Esquema de las iteraciones

polación lineal de segundo orden explicito. El acople entre la velocidad y la
presión se hace usando el método SIMPLE [Usera et al., 2008].

Como es sencillo ver, cada bloque forma un sistema de ecuaciones li-
neales que es heptadiagonal. O sea que globalmente es heptadiagonal por
bloques. Estos sistemas son resueltos de forma eficiente por una variante
estructurada por bloques del método Stone-SIP, este es el método utilizado
[Usera et al., 2008].

Para cada paso temporal se registran iteraciones a dos niveles, para lo-
grar el acople de la velocidad, presión y escalares pasivos. El esquema de
estas iteraciones se presenta en la figura 4.2.

Finalmente es importante destacar una funcionalidad del caffa3d.MBRi
que es utilizada en las simulaciones realizadas, esto es: condiciones de borde
inmersas. Las condiciones de borde inmersas permiten representar sólidos
inmersos en un flujo sin necesidad de adaptar la malla a la frontera solida.
Esto se logra imponiendo en las celdas que están dentro del sólido una fuer-
za de masa tal que logre que la velocidad sea la de este. Si el sólido está en
reposo esta velocidad es nula. En caso de celdas que están parcialmente den-
tro y parcialmente fuera del solido se pondera la fuerza en relación con el
volumen. Para una explicación de los fundamentos matemáticos del méto-
do se recomienda ver [Peskin, 2002].
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4.3. Ecuaciones del flujo en un canal rugoso

Se define el filtro homogéneo siguiente:

G(z) =
1

A f
δ(z) (4.1)

o sea que la operación de filtrado queda:

〈q〉H (z, t) =
∫

∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

u(x∗,y∗,z∗, t)
1

A f
δ(z∗− z)dz∗dy∗dx∗ (4.2)

donde δ es la función Delta de Dirac y A f es el área de la intersección
de un plano horizontal a una altura z con el dominio del flujo. Este filtro
tiene la propiedad de promediar los valores de cualquier campo en el plano
z = z∗. Esta operación se puede aplicar a cualquier campo, en particular se
puede aplicar a campos que fueron filtrados con el filtro de la simulación de
grandes vórtices y luego promediados, en este caso se definen las siguientes
cantidades:

〈̃p〉= 〈p〉−
〈
〈p〉
〉

H

〈̃u〉= 〈u〉−
〈
〈u〉
〉

H

El tilde indica que este término es el desvı́o respecto al promedio de los
valores a una altura z. La misma lógica se puede aplicar a cualquier campo.

Se puede filtrar de esta manera la ecuación de balance de masa filtrada
y promediada: 〈

∇ · 〈u〉
〉

H
= 0

de lo cual resulta:

∇ ·
〈
〈u〉
〉

H
= 0
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o sea

∂

〈
〈u〉
〉

H
∂x

+
∂

〈
〈v〉
〉

H
∂y

+
∂

〈
〈w〉
〉

H
∂z

= 0

Como luego del filtrado horizontal la función deja de depender de x y y

∂

〈
〈w〉
〉

H
∂z

= 0⇒
〈
〈w〉
〉

H
= constante = 0 (4.3)

La última igualdad surge de que la velocidad sobre la superficie z = 0 debe
ser nula.

Ahora, si se aplica esta operación de filtrado a la ecuación 3.46:

〈
∂〈u〉

∂t

〉
H

+
〈

∇ ·
(
〈u〉⊗〈u〉

)〉
H
=

〈
1
ρ

∇ ·
(

T S∗
)〉

H
+
〈
〈F〉
〉

H

Manipulando la expresión anterior es sencillo llegar a:

∂

〈
〈u〉
〉

H
∂t

+∇ ·
(〈
〈u〉
〉

H
⊗
〈
〈u〉
〉

H

)
=

1
ρ

∇ ·T S∗∗+
〈
〈F〉
〉

H
(4.4)

donde

T S∗∗ =−
〈
〈p〉
〉

H
I +2µ

〈
〈D〉
〉

H
−
〈

T R
〉

H
−ρ

〈
〈u〉′⊗〈u〉′

〉
H
−ρ

〈
〈̃u〉⊗ 〈̃u〉

〉
H

(4.5)

El último término de la ecuación surge de la heterogeneidad de la su-
perficie rugosa ya que genera que los valores de la media temporal varı́e, a
una misma altura z, al menos en la subcapa rugosa. A estas tensiones se les
llama “dispersivas” [Coceal et al., 2006]

En presencia de obstáculos sólidos, el filtrado horizontal y la derivación
no son conmutables ya que la región en la que se se integra no es simplemen-
te conexa, por lo cual surgen términos adicionales [Raupach et al., 1991]. La
derivación espacial queda,
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〈
∂q
∂xi

〉
H
=

∂〈q〉H
∂xi

+
1

A f

∮
Ci

qnds

y la temporal

〈
∂q
∂t

〉
H
=

∂〈q〉H
∂t
− 1

A f

∮
Ci+C0

qvinds

donde Ci es la curva que surge de intersectar el plano horizontal con la
superficie de los elementos de rugosidad y C0 es la curva que surge de in-
tersectar este plano con el dominio del flujo. Ademas n es la normal saliente
a la región plana delimitada por estas curvas y vi la velocidad de la curva
Ci +C0.

Para evitar considerar estos términos, se recuerda que los elementos de
rugosidad se ingresan mediante el método de condiciones de borde inmer-
sas, entonces estos se pueden considerar como parte del flujo si se tiene en
cuenta el campo de fuerzas de masa que mantiene el fluido dentro de los
elementos de rugosidad en reposo. Entonces las ecuaciones 4.4 y 4.5 son
válidas aun en presencia de los obstáculos.

La proyección de la ecuación 4.4 según î es

〈
〈u〉
〉

H

∂

〈
〈u〉
〉

H
∂x

+
〈
〈v〉
〉

H

∂

〈
〈u〉
〉

H
∂y

=
1
ρ

(
∂T S∗∗

11
∂x

+
∂T S∗∗

12
∂y

+
∂T S∗∗

13
∂z

)
+
〈
〈F〉
〉

H

(4.6)

Donde se utilizó el resultado 4.3. Como las magnitudes filtradas hori-
zontalmente dependen solo de z, la ecuación 4.6 queda:

0 =
1
ρ

∂T S∗∗
13
∂z

+
〈
〈F〉
〉

H
(4.7)

El campo de fuerzas de masa tiene dos contribuciones: la fuerza externa
Fe, que es constante en todo punto del dominio, y la fuerza que proporciona
el método de condiciones de borde inmersas Fimb que es variable espacial y
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temporalmente. Entonces〈
〈F〉
〉

H
=
〈
〈Fimb〉

〉
H
+Fe (4.8)

La ecuación 4.7 se puede integrar, de lo cual resulta

T S∗∗
13 −T S∗∗

13 (0) =−ρ

∫ z

0

〈
〈F〉
〉

H
dz (4.9)

Los elementos de rugosidad están apoyados sobre la superficie y tienen
una altura h, de forma que la integral anterior se puede calcular en dos par-
tes para z > h usando

T S∗∗
13 = T S∗∗

13 (0)−ρ

∫ h

0

(〈
〈Fimb〉

〉
H
+Fe

)
dz−ρ

∫ z

h
Fedz (4.10)

Se define

τw = T S∗∗
13 (0)−ρ

∫ h

0

(〈
〈Fimb〉

〉
H
+Fe

)
dz (4.11)

Entonces

T S∗∗
13 = τw−ρFe (z−h) (4.12)

Como T S∗∗
13 (z = H) = 0 donde H es la altura de la cara opuesta a la super-

ficie, se tiene

τw = ρFe (H−h) (4.13)

De manera que τw es un parámetro controlado externamente, y puede
usarse para controlar el correcto funcionamiento del modelo.

4.4. Detalles de la simulación

Se fija de forma arbitraria la altura del canal en H = 2m. Para asegurar
que se establezca una zona logarı́tmica, en Jiménez [2004] se propone que se
debe obedecer el criterio 40h≤H, de manera que se debe cumplir h≤ 0,05m.
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Por otro lado, el paso de la grilla en la zona próxima a los obstáculos de-
berá ser proporcional a h, o sea que si se elige un valor de h muy pequeño se
estará aumentando la cantidad de celdas necesarias para realizar la simula-
ción. Es por ello que se elige h = 0,048m.

El número de Reynolds de la simulación se elige de manera que el flujo
sea completamente rugoso dinámicamente (o sea que se verifique la simili-
tud de Reynolds), de forma que el valor de este no tenga influencia. El flujo
es completamente rugoso dinámicamente si 70 < h+ [Raupach et al., 1991]
para rugosidad tipo arena (sand roughness). Coceal et al. [2006] utilizó un
valor de h+ ≈ 500 en su simulación numérica directa de un canal rugoso
para asegurar un flujo completamente rugoso dinámicamente. Si se impone
h+ ≈ 500, entonces usando aire como fluido 500ν/h = 0,14m/s < u∗. Final-
mente, se elige el valor de u∗ ≈ 1m/s. La tensión rasante sobre la superficie
será τw ≈ ρu∗2 ≈ 1,2kg/s2m. Usando la ecuación 4.13 se tiene

Fe =
τw

ρ(H1−H)
≈ 0,51m/s2

La fuerza por unidad de masa Fe es el parámetro que se fija en el modelo
para lograr la velocidad deseada, de acuerdo a lo anterior se elige en Fe =

0,5m/2
s . O sea que u∗ ≈ 0,99m/s.

Es posible determinar el perfil de velocidad media que se espera obtener.
Para ello se debe determinar el valor de c∞. Como se mencionó anteriormen-
te, el valor de c∞ (σi) depende del tipo de rugosidad que se está consideran-
do. La rugosidad que se utilizará en las simulaciones serán cubos montados
sobre la superficie. Se fija el valor de λ = 0,0625 de manera de estar cerca del
valor máximo de Z0/h. Con cubos de h = 0,048m resulta en un área plana por
cubo de A = 0,0369, como se muestra en la figura 4.3. Con esta rugosidad el
valor esperado de Z0/h ≈ 0,06. O sea que z0 ≈ 0,003m y

c∞ (σi) =−
1
κ

ln
(z0

h

)
≈ 6,9 (4.14)

La altura de desplazamiento nulo, se estima de acuerdo con [Raupach
et al., 1991] en d/h ≈ 0,75, de modo que d ≈ 0,036m.

En canales y tuberı́as, el parámetro de Coles Π≈ 0, entonces el perfil de
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Figura 4.3: Esquema de la rugosidad utilizada

velocidad esperado se puede aproximar por encima de la subcapa rugosa
con la expresión logarı́tmica siguiente:

U =
u∗

κ
ln
(

z−d
z0

)
con u∗ = 0,99m/s, d = 0,036m y z0 = 0,003m.
Las tensiones rasantes deben seguir el andamiaje descrito en la sección

4.3, o sea:

T S∗∗
13 = 1,2−0,6z (4.15)

La componentes de la diagonal del tensor de Reynolds adimensionadas
con u∗, u′2

u∗2 , v′2
u∗2 y w′2

u∗2 tienen un pico sobre la superficie del orden de 4, 2 y 1,2
respectivamente. O sea que k ≈ 3,6u∗2

Finalmente, se debe elegir el paso de la malla a utilizar. En el entorno
de los cubos se espera tener vórtices del orden del tamaño de los cubos
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`0 ≈ 0,05m. Se estima que las escalas mayores en el rango inercial es `EI ≈
1
6`0 ≈ 8 ·10−3m (ver Pope [2000]), de manera que el paso de la malla deberı́a
ser menor a este valor en el entorno de los cubos. La escala de velocidad
de los vórtices es U0 ≈

(2
3k
)1/2 = 1,55u∗ ≈ 1,55m/s. Manteniendo el valor de

la escala de velocidad, es decir, U0 ≈ UEI = 1,5m/s, la escala de tiempo de
los vórtices en el comienzo del rango inercial es TEI ≈ 0,005s. Por encima

de la subcapa rugosa, en la zona logarı́tmica, la escala L = k
3/2
ε

se puede

aproximar por L ≈ CLz con CL = 2,5 [Pope, 2000]. La escala `0 =
(2

3

)3/2 L. O
sea que hasta un valor de z ≈ 0,25m (la altura de la capa de superposición)
la escala de longitud `0 ≈ 1,35z y `EI ≈ 0,23z. Si se asume que el valor de
UEI en esta zona es 1,5m/s constante, la escala de tiempo de los vórtices en
el comienzo del rango inercial es TEI ≈ 0,15z. Resumiendo:

En la subcapa rugosa `EI ≈ 8 ·10−3m y TEI ≈ 0,005s

En la zona logarı́tmica (z< 0,25m), 8 ·10−3m<`EI < 5,6·10−2m y 0,005s<

TEI < 0,037s.

Por encima de la capa de superposición `EI ≈ 5,6 ·10−2m y TEI ≈ 0,037s

Por razones de tiempo de las simulaciones el paso temporal utilizado fue
0,01s que es del orden del mı́nimo de T aunque mayor. La malla es regular
en las direcciones î y ĵ con un paso de 0,01m. En la vertical se usó un paso
variable que aumenta con la altura de forma lineal, de la siguiente manera:

∆z(m) = 0,004+2,22 ·10−2z

Como la malla no es uniforme se puede calcular un diámetro efectivo de
las celdas como sigue:

∆m (m) =
[(

0,004+2,22 ·10−2z
)
·0,01 ·0,01

]1/3

A modo de referencia se pueden calcular las escalas de Kolmogorov

y de Taylor. En la subcapa rugosa, la producción P ≈ U3
0

`0
≈ 70m2

/s3 , asu-

miendo P ≈ ε, las escalas de Kolmogorov quedan: η =
(

ν3

ε

)1/4 ≈ 8 · 10−5m,
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τη = (νε)
1/4 ≈ 5 · 10−4s y Uη =

(
ν

ε

)1/2 ≈ 0,18m/s; la escala de Taylor es: λ ≈√
15ν

ε
U0 ≈ 3 ·10−3m.

De la misma manera se pueden calcular estas escalas en el tope de la
capa de superposición: η ≈ 1 · 10−4m, τη = 0,1s, Uη = 1 · 10−3m/s y la escala
de Taylor λ≈ 7 ·10−3m.

Un resumen de las escalas puede verse en la figura 4.4. Puede verse que
salvo en alguna parte mı́nima de la subcapa rugosa el paso de malla utiliza-
do resolverı́a el flujo hasta el comienzo del rango inercial.

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

z

Escala (m)

Figura 4.4: Escalas de longitud esperadas en el flujo.
En azul (−) la escala del comienzo del rango inercial
`EI , en rojo (−)el paso de la grilla λm, en cian (−) la
microescala de Taylor λ y en verde (−) la escala de
Kolmogorov η.

Se hicieron simulaciones preliminares para determinar las dimensiones
ideales del dominio de la simulación. El criterio utilizado fue que la correla-
ción de la velocidad se haga nula de manera que la condición de periodici-
dad no impusiera condiciones sobre el flujo. En simulaciones con un ancho
de aproximadamente 2m se registraba la presencia de un par de vórtices ho-
rizontales con un diámetro del orden de la altura del dominio; estos vórtices
eran bidimensionales y no interactuaban con el resto del flujo. Para evitar
este problema se aumentó el ancho a 3,84m. Por otro lado, se limitó a 16
la cantidad de regiones totales para poder trabajar en la cola SmallJobs del
cluster. Con estas restricciones el domino se conforma por 16 regiones de
96x96x112 celdas o sea 1032192 celdas por región y 16515072 celdas totales.
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Las 16 regiones tienen una sección horizontal cuadrada de 0,96m de lado y
2m de altura. Estas regiones se acomodan de manera de formar un prisma
de 3,84m x 3,84m x 2m.
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Capı́tulo 5

Resultados

Las simulaciones realizadas comienzan desde el reposo. La velocidad
aumenta en la medida que el flujo se acelera, hasta que la capa lı́mite alcanza
la superficie superior. Una vez que esto sucede se debe dejar un tiempo
para que se estabilice y la simulación sea estacionaria en valores medios.
Esto requiere alrededor de 40 segundos de simulación que en tiempo de
máquina, a 11 hs/seg, redunda en una simulación de alrededor de 20 dı́as.
Recién después de este tiempo se comienza la simulación real, que puede
llevar entre 20 y 30 dı́as de trabajo en máquina.

En este capı́tulo se presentan los resultados de dos simulaciones para las
que se modificó el coeficiente de blending.

Simulación Coef. Blending No. de iteraciones internas Tiempo simulación
CLIM46 0.7 10 44 seg
CLIM49 0.95 10 38 seg

Los tiempos presentados en la tabla anterior no incluyen el periodo de
estabilización.

Para poder calcular el valor medio de la velocidad U, de la presión P, de
la viscosidad dinámica turbulenta µT , las tensiones de Reynolds−ρu′⊗u′, la
disipación de energı́a cinética turbulenta ε y la producción P , en cada celda,
se deben ir sumando y acumulando determinados campos que servirán de
insumos para el cálculo de los anteriores. De esta manera se va generando
campos con la suma de la magnitud instantánea que se requiera. Entonces
se guarda la suma de la velocidad u, de la presión p, la viscosidad dinámica
turbulenta µT = µ+µr, el tensor u⊗u, los campos escalares tr

(
D2) y νrtr

(
D2)
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y el tensor νrD. A modo de ejemplo se muestra el calculo de −ρu′⊗u′:

−ρu′⊗u′ =−ρ

[
1
N

N

∑
i=1

u⊗u−
(

1
N

N

∑
i=1

u

)
⊗
(

1
N

N

∑
i=1

u

)]

Donde N es el número de pasos temporales y los términos en las sumas
se obtienen de los acumulados antes mencionados.

Cada 200 pasos temporales, se guarda en un archivo los campos ins-
tantáneos de velocidad u, presión p, viscosidad dinámica turbulenta µ+ µr

y los campos detallados en el párrafo anterior.

5.1. Tensiones rasantes

Se sumó en todo instante y lugar la fuerza de masa que impone el méto-
do de condiciones de borde inmersas, y se calculó el valor medio de la fuer-
za sobre todos los obstáculos por unidad de altura, la cual se presenta en el
gráfico de la figura 5.1.

Con esta información se calcula τw (la tension rasante sobre la superfi-
cie), u∗ (la velocidad de fricción) y d (la altura de desplazamiento nulo.

τw
(N/m2

)
u∗ (m/s) d (m)

CLIM46 1.855 1.243 0.0268
CLIM49 2.281 1.379 0.0260

En la figura 5.2b se muestra las diferentes contribuciones a

T s∗∗
13 = µ

〈
∂〈u〉
∂z

+
∂〈w〉

∂z

〉
H

+ρ

〈
νr

(
∂〈u〉
∂z

+
∂〈w〉

∂z

)〉
H

−ρ

〈
〈u〉′〈w〉′

〉
H
−ρ

〈
〈̃u〉〈̃w〉

〉
H
.

El primer término está representado en color verde, y es casi nulo en
todo el intervalo de alturas. Tiene un pico justo encima de los obstáculos
debido principalmente a la derivada de U respecto a z .

El segundo término, representado en color cian, tiene el mismo anda-
miaje que el primero aunque algo mayores valores, eso es debido a que
la viscosidad turbulenta es algunas veces mayor que la molecular. El pico
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Figura 5.1: Perfil de la media de la fuerza horizontal
por unidad de superficie y altura sobre los obstáculos.
a) CLIM46 y b) CLIM49

máximo se da, de la misma forma que en el primero, justo por encima de
los obstáculos.

En azul está representado el tercer término, el cual es claramente el más
significativo. Este término representa el intercambio de cantidad de movi-
miento por medios turbulentos del flujo representado. La forma del perfil
está bien representada aunque se advierte que hay una cierta concavidad
que no es natural.

83



Finalmente, en rojo se muestran las tensiones dispersivas, estas son ma-
yores en términos absolutos que el primer y segundo término. Se puede
apreciar un cambio de signo a la altura de los obstáculos, donde pasa a ser
negativo y luego cambia otra vez a positivo. La altura de influencia de es-
tas tensiones alcanza aproximadamente 2h, lo cual indica que la subcapa
rugosa tiene una extension de por lo menos 2h.

En ambas simulaciones se obtienen resultados cualitativamente simila-
res, cambiando levemente los valores.

Las figuras 5.3 y 5.4 representan las tensiones rasantes horizontales adi-
mensionadas con τw en un plano horizontal a diferentes alturas en la subca-
pa rugosa. Las tensiones son aproximadas sólo por el término −ρ〈u〉′〈w〉′ ya
que, como se puede apreciar en la figura 5.2, es mucho más importante que
los otros términos.

En la figura 5.3a se aprecia que por debajo de la altura de los elementos
de rugosidad, los valores máximos de τ se dan a ambos lados de cada cubo a
una distancia h aguas abajo de estos. En la estela de cada cubo se encuentran
valores bajos cercanos a 0.3 y en las aristas posteriores se registran valores
negativos de las tensiones rasantes del orden de -0.2.

A 1,2 cm por encima de la superficie superior de los cubos (condición
representada en la figura 5.3b) se encuentra un valor máximo de aproxima-
damente 1,55 y un mı́nimo de −0,3. Estos se encuentran respectivamente
1,5h aguas abajo de los cubos y encima de las cubos.

En las siguientes dos figuras (5.3c y 5.3d ) se muestra las tensiones a z =

0,09 cm y z = 0,12 cm. En la primera se puede ver el mismo comportamiento
que a z = 0,06 cm aunque la variación espacial registra una amplitud menor.
En la última ya los patrones que se apreciaba a alturas menores se pierden.

En la simulación CLIM49 (figura 5.4) se registra el mismo comporta-
miento que en CLIM46 con muy pocas diferencias en los valores registrados,
sin embargo, se encuentra unas oscilaciones en los campos de tensiones que
no representan un comportamiento fı́sico, esto se atribuye al valor elevado
del coeficiente de blending.
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Figura 5.2: Componentes de T s∗∗
13 en función de la al-

tura z
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Figura 5.3: Tensión rasante en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM46
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Figura 5.4: Tensión rasante en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM49
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5.2. Perfil de velocidad media

En al figura 5.5 se presenta los perfiles de velocidad media en la dirección
del flujo y en la figura 5.6 lo mismo pero en lugar de z se gráfica z− d en
escala semilogarı́tmica. Es evidente que en ambos casos se tiene una región
logarı́tmica que va desde una altura cercana a la de los obstáculos hasta casi
la altura del canal, pudiendo apreciarse una mı́nima estela. En base al ajuste
logarı́tmico, y usando los valores hallados de forma independiente de u∗ y
d, se puede encontrar el valor que tiene la constante de von Karman (κ) y la
longitud de rugosidad (zo) en cada simulación.

κ Zo (m)
CLIM46 0.71 5.1e-4
CLIM49 0.80 3.3e-4

Ambos valores obtenidos de κ son altos, si se toma en cuenta que la
constante de von Karman varı́a entre 0,33 y 0,43 [Bailey et al., 2014]. De
todas formas se considera razonable la discrepancia obtenida.

Por otra parte, los valores de Zo son casi un orden de magnitud menores
que los esperados, siendo el de la simulación CLIM46 más cercano al valor
predicho; seis veces menor.
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Figura 5.5: Velocidad media en altura.
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Figura 5.6: Velocidad media en altura (escala semilo-
garı́tmica).
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5.3. Turbulencia

Los valores de σu/u∗ (azul), σv/u∗ (rojo) y σw/u∗ (verde) en altura se pre-
sentan en la figura 5.7

La principal observación que se puede realizar es que los valores inme-
diatamente encima de los obstáculos de estas magnitudes en las tres com-
ponentes tienen valores correctos. En Raupach et al. [1991] se presentan re-
sultados para muchas capas lı́mite y se encuentran valores sobre el suelo
de:

σu

u∗

∣∣∣
w
= 2

σv

u∗

∣∣∣
w
= 1,4

σw

u∗

∣∣∣
w
= 1,1

En la simulación CLIM46 estos valores resultaron:

σu

u∗

∣∣∣
w
= 2

σv

u∗

∣∣∣
w
= 1,3

σw

u∗

∣∣∣
w
= 1,05

Mientras que en la simulación CLIM49:

σu

u∗

∣∣∣
w
= 2

σv

u∗

∣∣∣
w
= 1,5

σw

u∗

∣∣∣
w
= 1,2

Los valores en la simulación CLIM46 se corresponden de mejor manera
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con la bibliografı́a.
Por otra parte, la forma de los perfiles es cualitativamente correcta. En

la medida que z aumenta, las tres componentes fluctuantes tienden a un
mismo valor cercano a 1,0, o sea que se pierde la anisotropı́a que se tiene so-
bre la superficie. Este comportamiento también es mejor representado en la
simulación CLIM46. Al acercarse al limite superior de la simulación, el com-
portamiento difiere del esperable para un canal o una capa lı́mite, debido a
la condición de simetrı́a impuesta en la superficie superior.
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(a) Intensidad de turbulencia en altura (CLIM46):
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Figura 5.7: Perfiles de σu/u∗ , σv/u∗ y σw/u∗ en altura.
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5.4. La subcapa rugosa.

En esta sección se analiza el campo de velocidades en la subcapa rugosa.
La figura 5.8a muestra el campo de velocidad media en un plano vertical
paralelo al sentido del flujo que pasa por el centro de una fila de cubos. En
ambas figuras (CLIM46 y CLIM49) se advierte una burbuja de recirculación
del tamaño de un cubo inmediatamente aguas abajo de cada cubo, donde
la velocidad registra valores negativos aunque muy bajos (menos de 2 m/s).
De igual manera es evidente una capa a aproximadamente 0,06 cm donde se
produce un gradiente pronunciado de velocidad media, por debajo de esta
la velocidad registra valores inferiores a 4 m/s.

U+
-7.22e-01 8642 8.92e+00

(a) CLIM46

U+ X
-8.57e-01 6420 8.71e+00

(b) CLIM49

Figura 5.8: Velocidad media en el plano meridional a
una fila de cubos.
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Las figuras 5.9 muestran lineas de flujo que nacen a una altura z = 0,03
cm, entre los cubos. Estas figuras permiten ver el correcto desempeño del
código en resolver el campo de velocidad medio en torno a los cubos, al
menos de forma cualitativa. Se puede ver la formación de vórtices gemelos
verticales en la burbuja inmediatamente posterior a los cubos, ademas de la
contracción que se produce entre estos.
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Figura 5.9: Lineas de flujo en la subcapa rugosa.

El campo de presión que se establece sobre los cubos se puede ver en la
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figura 5.10. Se aprecia que los valores mas altos se dan en la parte superior
de la cara frontal de los cubos, tal como se esperaba. Los valores menores se
dan en la cara posterior en la zona superior. Los valores mı́nimos de presio-
nes se deberı́an dar en las caras laterales sobre las aristas que limitan con la
cara frontal. Este efecto no se capta porque la grilla es muy gruesa y no se
resuelve el desprendimiento de capa lı́mite que se registra en esa zona. Los
coeficientes de presión (cp =

P
ρu∗2 ) alcanzan valores que van desde 4.6 a -3.2

en CLIM46 registrándose valores similares en CLIM49.
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Figura 5.10: Coeficientes de presión sobre los obstácu-
los.
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Las figuras 5.11 y 5.12 muestran el campo de velocidad media en planos
horizontales a alturas z = 0,02, 0,04, 0,06 y 0,08 m. Donde se ve un compor-
tamientos parecido al registrado en las figuras 5.9a y 5.9b.
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Figura 5.11: Velocidad media en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM46
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Figura 5.12: Velocidad media en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM49
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5.5. Producción y disipación energı́a cinética tur-

bulenta.

La figura 5.13 muestra el perfil de producción de energı́a cinética turbu-
lenta promediada en cada plano horizontal en azul y la disipación en rojo,
ambos adimensionados con u∗ y h. O sea ε∗ = hε

u∗3 y P ∗ =− hP
u∗3 .

A primera vista es evidente que el valor máximo de la producción se
da justo encima de los obstáculos, lo cual es coherente con lo que se espe-
ra ver. Por debajo de la altura de los obstáculos el tensor de deformación
medio tiene componentes debido a las derivadas de la velocidad media en
todas las direcciones que son del mismo orden. Por encima de la altura de
los obstáculos la derivada que domina es dU

dz y el tensor de tensiones turbu-
lento es dominado por las tensiones horizontales que son lineales en altura.
Entonces la producción en una zona superior a, digamos, 2h se puede apro-
ximar por P ≈ τ

dU
dz , y como

dU
dz = u∗

κZ

τ = τw
(
1− Z

δ

)}⇒ P ≈−τwu∗

κZ

(
1− Z

δ

)
⇒ P ∗ ≈

h/δ

κ

(
1− 1

η

)

lo cual se verifica.
La disipación es mucho más difı́cil de estimar, y en general se estima a

partir de la producción en las zonas donde se puede asumir equilibrio. En
la zona logarı́tmica la experiencia muestra que la producción y la disipación
deben estar en equilibrio, o sea, ser iguales. Es evidente, por lo observado
en las figuras 5.13, que esto no se cumple en ninguna de las simulaciones
efectuadas. Aunque para que el balance de energı́a cinética turbulenta sea
completo, falta mostrar los términos de transporte turbulento y convecti-
vo, es conocido que estos solo son significativos en la subcapa rugosa, lo
cual hace pensar que el balance de energı́a cinética turbulenta no se cum-
ple. Esto es difı́cil de entender, ya que la energı́a que se produce debe ir a
algún lado ya que si esto no sucede, se estarı́a acumulando, lo cual no suce-
de. O sea que en las simulaciones la energı́a producida se disipa de alguna
manera. Una alternativa que explicarı́a este problema, es que el término de
disipación calculado a partir de la viscosidad turbulenta no toma en cuenta
toda la disipación que introduce el modelo. Esto puede deberse a que este

99



introduce una viscosidad numérica debido a los esquemas de discretiza-
ción utilizados que actúa disipando energı́a que no se tiene en cuenta en los
cálculos. Por otro lado, puede apreciarse que en la simulación CLIM49 (ver
figura 5.13b ) la disipación calculada es notoriamente mayor a la calculada
en la simulación CLIM46 (ver figura 5.13a). La simulación CLIM46 se hizo
con un coeficiente de blending de 0,7 y la CLIM49 con 0,95. Cuando el va-
lor del coeficiente de blending es mayor, el esquema es menos disipativo, y,
por lo tanto, la viscosidad que introduce el modelo de tensiones residuales
actúa en mayor medida y como resultado la disipación calculada aumenta.
En resumen, en base a lo discutido previamente, se sospecha que el modelo
introduce una viscosidad numérica elevada. Esto traerı́a como consecuen-
cia que el modelo de subgrilla no estarı́a actuando como tal y no se tendrı́a
control sobre el ”modelo”de subgrilla que realmente se está utilizando.

La distribución horizontal de la producción en distintos planos horizon-
tales en la subcapa rugosa se muestran en las figuras 5.14 y 5.15. Los máxi-
mos en la producción se dan más o menos en la misma posición que los
máximos de las tensiones rasantes horizontales. Un aspecto interesante que
se encuentra es la existencia de valores negativos de la producción. A este
efecto se le conoce en inglés como ”backscatter”, y ocurre cuando la energı́a
cinética turbulenta fluye desde escalas menores a escalas mayores. En este
caso, el flujo turbulento alimenta localmente al flujo medio. Este efecto no
se puede reproducir en los modelos RANS de viscosidad turbulenta ya que
al modelar el tensor turbulento como una viscosidad turbulenta (positiva)
por el tensor de deformación medio, la producción siempre resulta positiva
en todo momento y lugar.

Las figuras 5.16 y 5.17 muestran la disipación en planos horizontales a
diferentes alturas en la subcapa rugosa. Aunque por lo planteado anterior-
mente los valores pueden estar sujetos a errores importantes, se cree que
representa razonablemente el comportamiento cualitativo de la disipación.
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Figura 5.13: Producción y disipación de energı́a cinéti-
ca turbulenta en altura.
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Figura 5.14: Producción de energı́a cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM46
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Figura 5.15: Producción de energı́a cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM49
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Figura 5.16: Disipación de energı́a cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM46
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Figura 5.17: Disipación de energı́a cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM49
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5.6. Correlaciones, escalas y espectros

En las figuras 5.19 y 5.20 se presenta, a diferentes alturas, las funciones
de correlación, calculadas de la siguiente manera:

ρ11 (∆L,z) =
1
N ∑

N
i=1

1
L2

∫ L
0
∫ L

0 u′ (x,y,z, ti)u′ (x+∆L,y,z, ti)dxdy
1
N ∑

N
i=1

1
L2

∫ L
0
∫ L

0 u′ (x,y,z, ti)
2 dxdy

ρ22 (∆L,z) =
1
N ∑

N
i=1

1
L2

∫ L
0
∫ L

0 v′ (x,y,z, ti)v′ (x,y+∆L,z, ti)dxdy
1
N ∑

N
i=1

1
L2

∫ L
0
∫ L

0 v′ (x,y,z, ti)
2 dxdy

donde las sumas se hacen en los pasos temporales en los que se guarda
los campos, es decir cada 2 segundos y L es la dimensión del dominio en la
dirección x e y (son iguales).

Es evidente el efecto de la periodicidad impuesta en las paredes. La co-
rrelación se pierde en la medida que ∆L aumenta hasta un mı́nimo que se
da en ∆L =L /2 para luego crecer. En valores de z bajos (dentro de la subcapa
rugosa) se aprecia el efecto de la presencia de los cubos, generando una co-
rrelación que crece y decrece de forma periódica con un perı́odo de 0,384m

que es la distancia entre los cubos en la dirección del flujo. En las correlacio-
nes ρ11 se registran valores mı́nimos más bajos en la simulación CLIM49 que
en la CLIM46 aunque es una diferencia mı́nima. Que el valor absoluto mı́ni-
mo de la correlación en ∆L =L /2 sea lo más bajo posible es una condición
deseable ya que indica que se tiene un tamaño de dominio que permite que
las estructuras del flujo se desarrollen libremente sin restricciones impuestas
por la condición de periodicidad. En ρ22 se ven resultados similares. Es cla-
ro que en CLIM49 la correlación en ∆L =L /2 es claramente menor en valor
absoluto que en la simulación CLIM46. Además, se puede ver el efecto de
periodicidad en la correlación generado por la presencia de los obstáculos,
en este caso el periodo es de 0,192m que coincide con la distancia transversal
entre los cubos.

Las escalas integrales L11 y L22 calculadas en base a las correlaciones ρ11

y ρ22 mediante las expresiones
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L11 =
∫ L/2

0
ρ11 (∆L,z)d∆L

y

L22 =
∫ L/2

0
ρ22 (∆L,z)d∆L

son presentadas en las figuras 5.21 y 5.22.
La escala integral crece con la altura en una manera aproximadamente

potencial hasta cierta altura en la que comienza a decrecer [Counihan, 1975].
Las fórmulas que se tienen para calcular la escala integral son derivadas de
datos meteorológicos y están expresadas en forma dimensional. Se usará la
relación dada en Simiu and Scanlan [1996]

L11 =Czm (5.1)

donde las constantes C y m dependen de zo y se estiman usando el ábaco
de la figura 5.18.

El ábaco de la figura 5.18 es válido en un rango de 0,01 < zo < 10, de
manera que los valores hallados de zo para ambas simulaciones no están
contemplados. Para salvar esta dificultad se hallará la escala de longitud a
la que estas simulaciones representan un flujo atmosférico y se comparará el
zo que surge de este análisis con el que surge de ajustar la velocidad.

Si se tiene dos capas lı́mite que se llamaran prototipo y modelo y se de-
nota con los subindices p y m, para que se de una similitud entre ellas se
debe tener la misma escala de longitud en L11 que en z. Entonces

Lp11 =Cpzmp
p

Lm11 =Cmzmm
m

eL =
zp
zm

=
Lp11
Lm11

⇒ Lp11
Lm11

= eL =
Cp (eLzm)

mp

Cmzmm
m

⇒ 1 =
Cpemp−1

L
Cm

z
(mp−mm)
m

O sea que para que se dé la similitud se debe cumplir
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Figura 5.18: Valores de C y m en función de Zo. Sacado
de [Simiu and Scanlan, 1996]

mp = mm

y

Cp =Cme1−mp
L

De un ajuste de la ecuación 5.1 en los valores de L11 en la simulación
CLIM46 en η < 0,25, se obtienen Cm = 0,68 y mm = 0,38. Como mm = mp,
entonces mp = 0,38. Entrando con este valor en el ábaco de la figura 5.18 se
encuentra un valor de zo p = 0,06m y Cp = 22. La escala de longitudes es

eL =

(
Cp

Cm

) 1
1−mp

= 272
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por lo tanto zom =
zo p
eL

= 2,0 ·10−4 m. Se recuerda que el valor de zo hallado
ajustando la velocidad es zo = 5,1 ·10−4 m, lo cual es una buena concordan-
cia. El mismo análisis para los valores obtenidos en la simulación CLIM49
resultan en un valor de zom = 1,9 ·10−4 m.

En las figuras 5.23, 5.24, 5.25 y 5.26 se presentan espectros de la com-
ponente fluctuante de la velocidad u′ y v′ en las simulaciones CLIM46 y
CLIM49. Los espectros a z = 0,052m muestran una serie de picos que están
claramente relacionados con la presencia de las cubos. El hecho más impor-
tante que muestran los espectros es que no se registra la presencia del rango
inercial, salvo en el espectro de v′ a z = 0,052m. En todos los otros casos el
espectro decae con κm siendo m <−5/3. Este comportamiento presenta una
gran dificultad: el modelo de tensiones residuales usado se basa en que se
resuelve el flujo a escalas que permiten apreciar el rango inercial, lo cual
no sucede. Si no se llega a resolver el rango inercial, la hipótesis de que las
tensiones residuales se pueden modelar con un solo parámetro (νr) pierde
validez. Esto sugiere que se está haciendo una simulación VLES (Very Lar-
ge Eddy Simulation). Las causa no parece ser que la malla elegida sea muy
gruesa, ya que los espectros decaen mucho antes de llegar al κmax. En cam-
bio este comportamiento refuerza la idea de la presencia de una viscosidad
numérica que actúa disipando energı́a a una escala mucho mayor, tal como
se intuyó en la subsección 5.5.
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Figura 5.19: Correlación de u′.
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Figura 5.20: Correlación de v′.
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Figura 5.21: Escala integral longitudinal L11 en altura.
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Figura 5.22: Escala integral longitudinal L11 en altura
en la subcapa rugosa.
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Figura 5.23: Espectros de u′ a diferentes alturas.
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Figura 5.24: Espectros de v′ a diferentes alturas.
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Figura 5.25: Espectros de u′ a diferentes alturas.
CLIM49
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Figura 5.26: Espectros de v′ a diferentes alturas.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

En el marco de esta tesis, se revisó la teorı́a clásica de capa lı́mite y flu-
jo en un canal tanto en superficies aerodinámicamente lisas como rugosas.
De la misma manera, se realizó un acercamiento a los modelos disponibles
para simular flujos turbulentos. Desde los modelos más simples algebraicos
de cero ecuación hasta la simulación de grandes vórtices pasando por los
modelos de una y dos ecuaciones más utilizados.

El trabajo de tesis consistió en simular numéricamente una capa lı́mite
sobre una superficie rugosa mediante el método de grandes vórtices. Se usa
un dominio prismático con condiciones de borde periódicas en las fronte-
ras laterales, adherencia en la superficie inferior y simetrı́a en la superior.
Se realizaron simulaciones preliminares para determinar las dimensiones
adecuadas del dominio. Para esto se tomó en cuenta que el valor de la co-
rrelación de la velocidad cayera para alguna distancia a un valor cercano a
cero. Se registró la presencia de dos vórtices de eje horizontal persistentes
bidimensionales cuando las paredes laterales se encuentran a una distancia
menor a 2m. Al aumentar la distancia se elimina este problema. Finalmen-
te, se eligió un dominio de 3,84m x 3,84m de base con 2m de altura. Las
dimensiones de la rugosidad se eligieron de manera de que sea posible te-
ner una región logarı́tmica, que se maximice la relación zo/h y, además, que
la malla en la subcapa rugosa pueda ser lo suficientemente gruesa de mo-
do de minimizar los requerimientos de cómputo. La rugosidad usada son
cubos de 0,048m de lado ubicados en tresbolillo sobre la superficie. La rugo-
sidad se impone mediante el método de condiciones de borde inmersas. Se
define la densidad de fuerza de masa que permita alcanzar una velocidad

118



de fricción u∗ ≈ 1,0m/s. Para elegir el paso de la malla y el paso temporal se
hizo un análisis de las escalas que se esperaba tener en un flujo como el que
se pretende simular y se fijó la malla y el paso temporal de manera que se
pueda resolver el flujo hasta el comienzo del rango inercial. La malla utili-
zada es de 0,01m de paso en la dirección del flujo y transversal y variable en
la vertical, siendo mas fina sobre la superficie rugosa.

Se realizaron dos simulaciones con diferente valor del parámetro de blen-
ding: CLIM46 con 0,7 y CLIM49 con 0,95.

Se registró la tensión rasante horizontal en altura, discriminando las con-
tribuciones de cada término, hallándose que el término de tensiones de Rey-
nolds es el más significativo, siendo las tensiones viscosas, las debidas a la
viscosidad turbulenta que impone el modelo de Smagorinsky y las disper-
sivas, de menor orden para ambas simulaciones. El cálculo de la altura de
desplazamiento nulo resulta en un valor algo menor al esperado. A la altura
de los cubos (donde se da el pico de tension media), se detecta una variación
espacial de la tension rasante que va desde −0,3τw < τ < 1,55τw.

El perfil de velocidad media en altura, tiene evidentemente una región
logarı́tmica en ambas simulaciones. Un ajuste de los parámetros permitió cal-
cular la longitud de rugosidad zo y la constante de Von Karman κ. Los va-
lores de zo son algo menores a los esperados y los de κ algo mayores. Se
considera aceptable la concordancia.

Los niveles de turbulencia son correctamente reproducidos en ambas si-
mulaciones siendo el comportamiento de la simulación CLIM46 algo mejor
en la medida que z aumenta.

En la subcapa rugosa el campo de velocidad media tiene cualitativamen-
te un comportamiento correcto, pudiendo observarse la burbuja de recir-
culación aguas abajo de cada cubo. Los campos de presiones sobre la cara
frontal de los cubos tiene un comportamiento coherente con lo esperado; no
es ası́ en las caras laterales, donde no se registran los valores mı́nimos de
presiones como deberı́a. Esto sucede porque la malla es muy gruesa para
resolver el desprendimiento de capa lı́mite en las aristas de la cara frontal.

La producción de energı́a cinética turbulenta es reproducida de buena
manera, como es de esperar, ya que el campo de velocidad medio y las ten-
siones rasantes fueron bien reproducidas. Una caracterı́stica interesante que
se registra, es la presencia de zonas donde la producción es negativa. En es-
tos casos se tiene flujo de energı́a desde la turbulencia hacia el flujo medio.
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Esto no puede ser captado por los modelos RANS simples, en los que la vis-
cosidad turbulenta es siempre positiva y muestra la virtud de la simulación
de grandes vórtices. La disipación no está en balance con la producción en
la región logarı́tmica en ninguna de las simulaciones, tal como deberı́a ocu-
rrir. En la simulación CLIM46 este desbalance es más pronunciado que en
la simulación CLIM49. Uno de los efectos del aumento en el parámetro de
blending es reducir la disipación numérica que impone el código. Si la di-
sipación numérica es menor en la simulación CLIM49 que en la CLIM46,
los gradientes en las escalas menores serán mayores en la primera, aumen-
tando no sólo la viscosidad impuesta por el modelo de Smagorinsky sino
también la disipación calculada. Este efecto es el observado, por lo tanto es
razonable suponer que el código impone una viscosidad numérica que es
mayor a la que impone el modelo, lo cual constituye un problema, ya que si
esto sucede, el modelo de viscosidad turbulenta no estarı́a actuando como
tal y no se tendrı́a control sobre como se disipa la energı́a. Esto no quiere
decir que la energı́a no se esté disipando, pero sı́ que se disipa en escalas
mayores a las esperadas. Si esto sucede, un efecto esperable es la ausencia
de energı́a en las escalas menores del flujo resuelto, tal como se observa en
los espectros.

Las escalas integrales que se calculan a partir de las correlaciones se com-
portan correctamente, registrándose un perfil potencial en la zona logarı́tmi-
ca y descendiendo en alturas superiores. Los parámetros de este perfil están
en concordancia con el valor de la longitud de rugosidad obtenida. Un análi-
sis de los espectros de potencia de las componentes fluctuantes de la veloci-
dad muestra que solo a z = 0,052m y en el espectro de v′ parece captarse el
rango inercial. En los demás espectros registrados, se observa una caı́da en
los niveles de energı́a a escalas menores muy por debajo de la esperada en el
rango inercial. Se considera que este efecto es compatible con lo observado
cuando se analizó la disipación.

Los problemas registrados con la disipación podrı́an solucionarse au-
mentando el paso de la malla, lo cual permitirı́a reducir la disipación numéri-
ca. La malla utilizada fue dimensionada con los argumentos esgrimidos en
la sección 4.4. Por razones de tiempo de cálculo y capacidades necesarias
no se juzgo pertinente usar una malla mas fina. Formalmente se deberı́a
haber repetido las simulaciones con mallas mas finas para analizar la inde-
pendencia de la simulación con el paso de la malla. Este aspecto deberá ser
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considerado en futuros trabajos.
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Javier Jiménez. Turbulent flows over rough walls. Annual Review of Fluid Me-
chanics, 36(1):173–196, 2004. doi: 10.1146/annurev.fluid.36.050802.122103.
URL http://dx.doi.org/10.1146/annurev.fluid.36.050802.122103.

Rolf I. Karlsson, William K. George, Martin Wosnik, and T. Gunnar Johans-
son. The nordic wind tunnel - a proposal to build a very large turbulence
research facility. ERCOFTAC Bulletin, 51, 2001.
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