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Resumen

En esta tesis se revisa la teoria clasica de capa limite tanto en una superfi-
cie aerodindmicamente lisa como rugosa. Se analizan los principales méto-
dos para modelar flujos turbulentos, poniendo énfasis en la simulacién de
grandes vortices, que es el método utilizado para hacer las simulaciones. Se
simulan dos capas limites con diferente valor del parametro de blending.
Estas simulaciones se hacen con el programa de c6digo abierto para resolu-
cién de flujos de fluidos viscosos caffa3d.MBRi. Las simulaciones se hacen
en un dominio prismético de 3,84mx3,84m de base por 2m de altura. Se im-
ponen condiciones de periodicidad en las caras laterales, adherencia en la
inferior y simetria en la superior. En la superficie inferior, mediante el méto-
do de condiciones de borde inmersas, se fija un arreglo de cubos que forman
una rugosidad aerodindmica. Se utiliza una malla uniforme en la direccién
del flujo y transversal con un paso de 0,01m y variable en la vertical. En to-
tal la simulacién utiliza 16515072 celdas. El paso temporal es de 0,01s. Los
resultados se analizan en base a las tensiones rasantes, el campo de veloci-
dad, la turbulencia, el balance de energia cinética turbulenta y las escalas.
Se obtienen concordancias razonables con el flujo esperado. Por otro lado se
encuentran algunos problemas que se relacionan con la disipacién numérica

que agrega el cédigo.
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Capitulo 1

Introduccion

El movimiento de los fluidos habituales como el agua o el aire estdn go-
bernados por las ecuaciones de Navier-Stokes y esto es conocido desde que
Navier le incorporé el efecto de la viscosidad a las ecuaciones de Euler en
1822 [Anderson, 2005]. Esto fue un hito importante, pero no permitié avan-
ces significativos inmediatos en problemas practicos debido a la dificultad
que representa encontrar soluciones analiticas a estas ecuaciones. Si bien
permiti6 resolver algunos problemas en flujos de Stokes donde se desprecia
el término no lineal de las ecuaciones, no fue hasta que en 1904, Ludwig
Prandtl defini6 el concepto de capa limite, que se lograron avances signifi-
cativos [Tani, [1977]. El articulo de Prandtl, On the motion of a fluid with very
small viscosity, inauguré més de 100 afios de estudio en este campo y dio

comienzo a la aerodindmica moderna.

Prandtl, postul6 que el efecto de la viscosidad estaba confinado a una fi-
na capa sobre las superficies sélidas pudiendo admitirse, que fuera de ésta el
flujo es irrotacional. Esta idea, aparentemente inocente, le permitié derivar
las ecuaciones de capa limite y realizar calculos aproximados en problemas
complejos, como ser la evaluacién de la fuerza de sustentacion y arrastre

sobre un perfil aerodindmico.

Una capa limite es basicamente una zona muy préxima a una superficie
solida por sobre la cual escurre un fluido, donde la velocidad cae sensible-
mente hasta hacerse cero sobre la superficie y donde el efecto de la viscosi-
dad es importante. O sea, es la zona donde se producen altos gradientes de



velocidad. Existen otros tipos de capa limite, como la capa limite térmica,
pero la idea es la misma, es la zona préxima a la superficie s6lida donde se
tiene altos gradientes de la propiedad que se considere.

En todos los problemas donde el flujo escurre alrededor de un objeto
s6lido, se forman capas limite. Ejemplos importantes son, el flujo sobre el
ala de un avién, un automévil y una pelota, entre otros, o el flujo sobre la
superficie terrestre llamada capa limite atmosférica. Es por ello que el es-
tudio de este tipo de flujos adquiere gran importancia. Es junto al flujo en
un canal (que tiene aspectos muy similares), el tipo de flujo de pared mas
estudiado y contra los cuales se pone a prueba la capacidad de los modelos

utilizados para predecir el comportamiento de los flujos turbulentos.

Las ecuaciones de Navier Stokes son un sistema de ecuaciones en deri-
vadas parciales, con un término no lineal, que dificulta en extremo su trata-
miento analitico. A tal punto es complejo el problema que no se ha podido
probar la existencia y unicidad de las soluciones generales, por lo cual, es-
te, figura entre los seis problemas matemaéticos no resueltos propuestos por
el Clay Mathematics Institute como los problemas del milenio. Vista la im-
posibilidad de encontrar soluciones generales a las ecuaciones de Navier-
Stokes, las alternativas que ha encontrado el hombre para resolver proble-
mas complejos en fluidos han sido, histéricamente, la experimentacién y
mas recientemente la simulacion numérica. La simulaciéon numérica con-
siste en discretizar el espacio y el tiempo de forma de encontrar soluciones
aproximadas al problema de condiciones iniciales y de contorno de un siste-
ma de ecuaciones diferenciales como las ecuaciones de Navier-Stokes. Este
método no estd exento de dificultades. En los flujos turbulentos hay pre-
sentes fluctuaciones de las diferentes magnitudes en un rango de escalas
espaciales y temporales extremadamente amplio, lo que hace necesaria una
discretizacion muy fina del espacio y del tiempo que es inaccesible en casi
todos los problemas a escala practica.

La Real Academia define modelo como: “esquema tedrico, generalmen-
te en forma matemadtica, de un sistema o de una realidad compleja, como la
evoluciéon econémica de un pais, que se elabora para facilitar su compren-

sién y el estudio de su comportamiento”. Las ecuaciones de Navier-Stokes



son un modelo que describe la dindmica de los fluidos newtonianos. Las ca-
racteristicas de la turbulencia hacen que este modelo, aunque capaz de des-
cribir el fenémeno de interés, no sea adecuado dada la extrema dificultad
que representa su resolucién numérica. Esto plantea la necesidad de cam-
biar el modelo. El desarrollo de un modelo debe estar motivado por los ob-
jetivos que se persiguen. Asi, un modelo puede ser adecuado para resolver
un problema e inadecuado para resolver otro. Existe infinidad de alternati-
vas para modelar un flujo turbulento que se diferencian por el nivel de des-
cripcion y la capacidad de reproducir con precision el flujo de estudio. Los
dos grandes grupos de modelos mas utilizados son, los modelos basados
en las ecuaciones de Reynolds (RANS) y los modelos de grandes vortices
(LES). Los modelos RANS son apropiados cuando el objetivo es obtener va-
lores medios de velocidad, presiones, fuerzas, etc, en flujos estadisticamente
estacionarios. Algunos modelos RANS, permiten estimar aspectos de la tur-
bulencia, como la energia cinética turbulenta, o las tensiones de Reynolds.
Por otra parte, los modelos LES, son adecuados cuando se requiere conocer
la evolucién temporal de aspectos del flujo o el flujo no es estadisticamen-
te estacionario, como en el caso de flujos con desprendimientos periddicos
de vortices. En el capitulo 3|se revisan los principales modelos disponibles,
con énfasis en LES, ya que es el modelo utilizado en las simulaciones que se

realizan en esta tesis.

La construccién de edificios altos o con formas inusuales requiere que se
realicen ensayos en ttinel de viento para evaluar diferentes aspectos: presio-
nes sobre las fachadas, el comportamiento aeroeldstico de la estructura, el
nivel de confort y riesgo asociado al viento a nivel peatonal, ruido inducido
por la interaccién entre el viento y la estructura, entre otros aspectos. Para
estos ensayos se utilizan ttneles de viento tipo capa limite atmosférica, que
cuentan con una zona aguas arriba de la ubicacién del modelo a escala del
complejo edilicio en la que se genera el perfil del viento que incide sobre el
modelo. El flujo incidente tiene que reproducir las caracteristicas de la capa
limite atmosférica desarrollada sobre el terreno circundante en la situacion
prototipo. Las caracteristicas del viento dependen de la rugosidad de la su-
perficie en la que este se desarrolla, cambiando no solo la forma del perfil
de velocidad media, sino también aspectos de la turbulencia. La modela-

cién numérica tiene el potencial de sustituir o complementar los estudios



que se hacen en el tinel de viento, bajando costos y tiempos de realizacién.
Para ello el método que tiene las caracteristicas mas adecuadas es la simu-
lacién de grandes vortices, ya que en la mayoria de los casos es necesario
obtener la evolucién temporal de las magnitudes relevantes. Ademas, en
la interaccién del viento y edificios, se presentan fenémenos no estaciona-
rios como desprendimientos de vortices que convierten a LES en el método
apropiado para el estudio de estos problemas. De la misma forma que en
una simulacion fisica se debe generar el perfil de velocidad incidente, tam-
bién en una simulacién numérica esto debe hacerse. Tener un método para
simular capas limites desarrolladas sobre una superficie rugosa permite ge-
nerar condiciones de entrada al dominio principal de la simulacién con las

caracteristicas correctas. Ese es el objetivo de esta tesis.

En el capitulo[2|se detallan las caracteristicas de la capa limite sobre una
placa plana. Primero se presentan las ecuaciones de Reynolds y las ecuacio-
nes de balance de energia cinética turbulenta, luego se describen las carac-
teristicas de una capa limite desarrollada sobre una superficie aerodindmi-
camente lisa y después se hace lo mismo para la capa limite desarrollada

sobre una superficie aerodindimicamente rugosa.

El capitulo [ esta dedicado a los métodos utilizados en la simulacién en
si. Se trata aspectos relacionados con el paso de la malla utilizada, se descri-
be el modelo caffa3D.MBRi base de las simulaciones realizadas, se esboza el
método de condiciones de borde inmersas, utilizado para fijar la geometria
de los elementos de rugosidad. En el capitulo 5se presentan los resultados
de las simulaciones realizadas y finalmente, en el capitulo[f|se presentan las

conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

La capa limite turbulenta

2.1. Las Ecuaciones de Reynolds

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los fluidos newtonianos

incompresibles son la ecuacion de conservacién de la masa

V.u=0 (2.1)
y la ecuacion de Navier-Stokes:
ou
p g—l—Vu-u =pf+V.T (2.2)

donde p es la densidad, u es el vector velocidad, f es una densidad de fuerza

de masa externa y
T =—pl+2uD (2.3)

es el tensor de tensiones; p es la presion, u es la viscosidad dindmica, / es la

matriz identidad y

D= (Vu+Vu’) (2.4)

| =

es el tensor de deformaciones.

Los flujos turbulentos son procesos estocasticos. Esto quiere decir que



cualquier propiedad del flujo que uno tome en un instante y posicién da-
dos es una variable aleatoria. Que sea una variable aleatoria significa que
no tiene un valor tinico si se repite el experimento bajo las mismas condicio-
nes [Pope, 2000]. Para caracterizar una variable aleatoria se debe conocer su
distribucion de probabilidad. Ahora, si se quiere caracterizar completamen-
te un flujo turbulento se debe conocer la densidad de probabilidad conjunta
de todas las propiedades para todo instante y posicién, lo cual es imposible
en general.

Si se asume que en cada instante y posicion cada una de las propiedades
tiene una distribucién de probabilidad y un valor medio, se podria intentar
encontrar ecuaciones que gobiernen la evolucion de estos valores medios.
Esto es lo que Osbourne Reynolds propuso en 1895 para la velocidad media
(ver [Pope, 2000] ).

Si se descompone la velocidad u (x,#) y la presién p(x,7) en su valor medio

y la fluctuacién respecto a esta media

u(x,t) =u(x,t)+u' (x,1) (2.5)

p(x1)+p' (x,1) (2.6)

p(x,1)

donde la barra indica media de conjunto (en infinitas realizaciones del
experimento) y la prima la componente fluctuante.

Sustituyendo en la ecuacién de Navier-Stokes y aplicando la media de
conjunto a toda la ecuacion se obtiene las llamadas ecuaciones de Reynolds.

d
p(a—[t]nLVU-U):V-TerF 2.7)
dondeU=1u,F=fy
T= —PI+2uD+Ty 2.8)

siendo P la media de la presion,

D=_(VU+VU") (2.9)

N =



el tensor de deformacién medio y
Tr=—p (u’®u’) (2.10)

el tensor turbulento. En la definicién anterior se usa el producto exterior de
dos vectores a®b = ab”

Ademas, de la ecuacién de balance de masa se obtiene:

V.U=0 (2.11)

V' =0 (2.12)

Es claro que no es posible determinar el tensor turbulento en base a Uy
P, lo que agrega seis variables al problema. Esto es llamado el problema de
cierre de las ecuaciones de Reynolds.

Ahora se considera la ecuacién de balance de energia mecdnica en un
fluido newtoniano incompresible, derivada a partir de la ecuacién de Navier-
Stokes,

% +V. (gu—ZvDu) = —2vtr (D?) (2.13)

donde ¢ = 1 (u-u) es la energia cinética por unidad de masa y v = g es
la viscosidad cinemaética. El primer término del miembro izquierdo de la
ecuacion (2.13)) es la variacion temporal de la energia cinética siguiendo una
particula de fluido, el segundo es la difusién de esta energia y el miembro
derecho representa la disipacién de energia mecanica por mecanismos vis-
COSOS.

Promediando la ecuacién (2.13) se obtiene

de o P P T a2
4V (u’ SWUHA+ U+ %u’ —2v (DU +d’u’)) = —2vir (D?) —2vir (@?)

(2.14)



En la ecuacién anterior

de oe

= =3 T (VU (2.15)

es la derivada total siguiendo el flujo medio,

d == (Vu'+Vvu’) (2.16)

| =

es el tensor de deformacién de las fluctuaciones y ¢/ = tu’-u'.

El primer término del miembro derecho en la ecuacién (2.14), es la disipa-
cién atribuible al flujo medio (—¢€) y el segundo la disipacién debida a las
fluctuaciones de velocidad (—¢). En un flujo turbulento € es en general de
menor orden que los otros términos y, por lo tanto, despreciable; no es el

caso de (¢), que ocupa un lugar central en la teoria de la turbulencia.

También se puede derivar una ecuacién de balance de la energia del flujo
medio E = U - U:

dE P TrU o1
— +V. (—U —2vDU — —) = —2vtr (D?) — —tr (T1D (2.17)
y para la energia cinética por unidad de masa media de las fluctuaciones

o energia cinética turbulenta k = %u’ -w/, 0 sea:

dk — .\ 1 —
Z4v. (u’e’ +lw 2vd’u’) — —1r(T1D) —2vir (d/z) (2.18)
dt p p

El segundo término del miembro derecho de la ecuacion es la pro-
duccién de energia turbulenta (), en general es positivo, por lo cual acttia
como un sumidero de energia en la ecuacién y como una fuente en la
ecuacion (2.18).

Muchos de los flujos analizados en ingenieria, como las capas limite o los
flujos en canales son estadisticamente estacionarios. Esto quiere decir que la
densidad de probabilidad conjunta de cualquier propiedad del flujo es in-



dependiente del tiempo; pudiendo depender de la diferencia temporal. Un
resultado importante es que en estos flujos la derivada temporal de la media
de cualquier variable o producto de variables del flujo es nula. Si ademas se
considera que el proceso es ergddico, se puede calcular el valor medio de
conjunto de cualquier propiedad del flujo g a partir de un promedio tempo-
ral

1 T
Q(X) = q(X,l) = 711/_1;20? 0 q(X7t) dt (219)

2.2. Descripcion del flujo

El caso mas simple de capa limite que se puede imaginar consiste en un
flujo uniforme no turbulento con velocidad Uy que incide de forma paralela
sobre una placa plana, como muestra la figura Se fija un sistema orto-
normal de coordenadas con base (0, 1, ], lAc), donde i es colineal a la velocidad
y a la superficie de la placa, k es perpendicular a la superficie de la placa,
j=kAly el origen O estd ubicado sobre el borde de la placa. Las coordena-
das del vector posicién en esta base son (x,y,z) y la velocidad es u = (u,v,w)
en dicha base. La velocidad es predominantemente en la direccion 7 y fuera
de la capa limite la velocidad es U, (x). La placa aplica un esfuerzo cortan-
te sobre el flujo de forma de garantizar la condicién de adherencia sobre la
superficie de la placa (u(0) = 0). Finalmente, se asume que el problema es
estadisticamente plano, o sea: w = W = 0 y las derivadas parciales respecto

a y de cualquier media son nulas.

Fuera de la capa limite el flujo es irrotacional, entonces a partir de alguna
alturala velocidad y la presién estdn vinculadas por el teorema de Bernoulli:
Pe(x) + 5pU2(x) = constante; o sea:

dpe __, dU.
dx P ¢ dx

(2.20)

Si el flujo exterior se acelera (dd% > (), entonces fi—fc’ < 0; en cambio si

av,
dx

se tiene un gradiente de presién favorable que puede darse por ejemplo en

< 0y el flujo desacelera, se tiene Z—i’ > 0. En el primer caso se dice que

una contraccion recta y en el segundo el gradiente es desfavorable como el

9



z=Z

Linea de corriente
z=H

|

u(z)
K Q

|

Figura 2.1: Esquema del flujo tipo capa limite sobre
una placa plana

encontrado en difusores. En los andlisis integrales que se hacen a continua-

cién se considera el caso en que ddl)/: =0, el gradiente de presién en el flujo

no perturbado es nuloy U, (x) =Uj .
La altura de la capa limite §(x), se define como la altura a la cual se alcan-
za el 99% del valor Uy(x). No es sencillo calcular este parametro de forma

precisa, ya que implica evaluar una diferencia muy pequefia.

Aplicando el balance de masa al volumen de control (€2) delimitado por
la linea roja punteada en la figura se obtiene:

z
/pundS:—pUH+p/ u(z)dz=0
Q 0

—UH+/OZu(z)dz:O:>U(Z—H):/()Z(U—u(z))dz

/j(l—#)dz:Z—H (2.21)

la integral del lado izquierdo de la ecuacién es la distancia vertical
que una linea de corriente que parte de una altura H en x = 0 es desviada; su

valor depende de Z dentro de la capa limite y tiende a un valor §* llamado

10



longitud de desplazamiento en la medida que Z — oo:

Z—o0 U

§ = lim OZ < - KZ)) dz (2.22)

La misma légica se puede aplicar utilizando el balance de momento al

volumen de control Q

Z
/pu(un)dS:—D:>—pU2H+p/ utdz = —D
Q 0

siendo D la fuerza de arrastre por unidad de ancho que le aplica el flujo a la
placa.

Sustituyendo

Zu
H = —d
/oUZ

en la dltima expresién y manipulando, resulta:

D Z
D _ [t () 9,
pU2 " Jo U U
La igualdad anterior solo es valida para Z — oo, condicion para la cual H —

oo, entonces se define la longitud de momento de la siguiente forma:

0= lim /OY@ (1—@) dy (2.23)

Y —oo U

Finalmente, se puede escribir

D

El coeficiente de arrastre se define como
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Tw
Cr¥) =173
2P0

donde 7,, es la tension rasante por unidad de superficie, de forma que

D— /0 T () d! (2.25)

Si se deriva la ecuacién se obtiene

dx \pU?2/) dx =~ pU%2dx\Jo " dx

O sea
Tw(x) _ d
pU2  dx
entonces
Cf do
_ = — 2.26
2 dx ( )

Esta es un caso especial de la expresion integral de Von Karman, que per-
mite estimar valores del coeficiente de arrastre sabiendo como es el perfil de
velocidades. Es més, usando se puede calcular D conociendo la forma

del perfil de velocidades en una sola posicién de la placa.

En base a x, §, 8 y 0 se pueden definir algunos ntimeros de Reynolds
utiles en el andlisis de la capa limite:

Re, = %C (2.27)
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Upd

Reg = —2= 2.2

&= (2.28)
Reg = Uod (2.29)
Reer%e (2.30)

Una vez que el flujo incide sobre la placa en x = 0, se forma una capa
limite laminar hasta que se alcanza un Re, ~ 100, luego se tiene una zona de
transicion donde el flujo empieza a ser turbulento y finalmente comienza la

zona donde la turbulencia estd completamente desarrollada.

2.3. Las ecuaciones de la capa limite

Se considera el mismo flujo presentado en la seccién anterior. Como ya
se menciono, la velocidad es predominantemente en la direccién i, siendo
la componente w de la velocidad de menor orden que u. Ademas, la ex-
periencia empirica permite asegurar que la variacion del valor medio de
las propiedades del flujo es mucho mayor en la direccién k que en i [Whi-
te, 1974]. Por lo tanto, haciendo un analisis de 6rdenes de magnitud de los
términos que intervienen en las ecuaciones de Reynolds, similar al presen-
tado en|Schlichting et al.|[2000] para una capa limite laminar, se obtienen las
ecuaciones de capa limite turbulenta. Para ello se desprecian los términos

de menor orden, resultando:

U oW

2 =0 (2.31)

2 12 T
Ua_U+W8_U_ 10P BU_au ou'w

ox 9z _E$+V 02  ox oz (2.32)
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o:%(§+wﬁ (2.33)

En el borde de la capa limite el flujo es laminar, de forma que w'? es cero
y la presion es P,(x), entonces en el interior de la capa limite la ecuacién

puede integrarse de manera de obtener

P — P
ST (%) (2.34)
P p
La ecuacion
1dP _dw? 1dP
- - 2.35
p dx dx pdx ( )
surge de derivar respecto a x la ecuacién2.34]
Sustituyendo en se obtiene
oU oU  10P, 0*U duw 0 (— —&5
U W = —— 2y ye 2 -8 2 (22 2.36
ox + 0z p ox v 972 dz  Ox (u v > (2.36)

El dltimo término de la igualdad anterior es de menor orden que los
otros, por lo cual en general se desprecia, aunque, en algunos flujos de cor-
te libre, donde también se aplican las mismas aproximaciones y se usan las
ecuaciones de capa limite, este término puede llegar a ser del orden del 10 %
de los términos dominantes [Pope, 2000]. Despreciando dicho término:

oU oU 1 0P, aZ_U_auf_w'

- e —_ 2.37
Uax +Waz p ox +Vaz2 0z 237)
En un flujo con ddi; = 0 la ecuacién se transforma en
oU _oU  *U du'w
U—"+W g7 _Hw (2.38)

ox oz =V 072 0z
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En White [1974] se describe el andlisis integral realizado por Theodore

Von Karman en 1921, para derivar la relacién

de 0 dU, Cy
—+(2+Hp)— == 2.39

que es valida tanto para flujo laminar como turbulento, con o sin gra-
diente de presion en el flujo exterior. Hj = 8—(; es el llamado factor de forma
de la capa limite. Puede verse que en el caso que el gradiente de presién en
el flujo exterior sea nulo y U, es constante, se recupera la igualdad

2.4. Lacapalimite sobre unasuperficie aerodinami-

camente lisa

2.4.1. Lanaturaleza dual de la capa limite turbulenta

Los pardmetros que determinan la velocidad en un punto dentro de una
capa limite laminar son: las coordenadas de la posicién del punto x y z, 1a ve-
locidad U, y la viscosidad v, como claramente puede inferirse de un examen
de las ecuaciones de capa limite laminar. O sea:

u=f(x,2,U.,V) (2.40)

Se tiene 5 variables y 2 magnitudes bésicas, entonces se puede reducir
el problema aplicando la teoria de similitud a una dependencia entre tres
pardmetros adimensionales. Se puede elegir U, y la altura de la capa limite
d para adimensionalizar la ecuacién[2.40|de forma de tener

5-r ) =

De un analisis de 6rdenes de magnitud de los términos de las ecuaciones

de capa limite, se obtiene
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1
~ 2.42
e (2.42)

<

por lo tanto, sustituyendo la expresién anterior en como si fuera una
igualdad, resulta

(D) (D) oo

la tiltima expresion se pude separar sin perder generalidad,

Ui — i (Rex) g1 (z i) (2.44)

e 2vx

Cuando z — = entonces u — U,, entonces

lim = = f1(Rey) lim g1 () = 1 = f1 (Rex) = constante (2.45)
Z—>00 e X—)oo
finalmente

g <z i) —g(M) (2.46)

Blasius en 1908, (ver [White [1974] ) sustituy6 esta expresion en las ecua-
ciones de capa limite laminar y con ayuda de la ecuaciéon de balance de masa

derivé una ecuacién diferencial ordinaria para g:

g/// +gg// — O (247)

sujeta a g(0) = g’(0) =0y g'(e0) = 1 que le permitié encontrar numérica-

mente soluciones similares al problema de determinar el campo de veloci-
dad en una capa limite laminar sobre una placa plana.

La solucién de Blasius ha sido verificada por la experiencia (Liepmann
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[1943]]), de forma que las suposiciones hechas son vélidas, en particular la
hipétesis de que d es una escala de la coordenada z en todo el espesor de la
capa limite. Esto no es asi en la capa limite turbulenta.

Intentos por hacer el mismo razonamiento en la capa limite turbulenta
no prosperan porque en esta se identifican dos regiones con procesos fisicos
diferentes y controlados por distintos conjuntos de pardmetros. Por un lado,

la capa interna (inner layer) y, por otro, la capa externa (outer layer).

2.4.2. Velocidad media
La capa interna

La capa interna, se encuentra en la zona adyacente a la superficie y tiene
una altura que oscila entre 0,15 y 0,28 [Cebeci, 2012]]. En ella es generalmen-
te aceptado que las propiedades de la velocidad media U dependen de la
tensién rasante sobre la superficie 1, la densidad p, la viscosidad dindmica

uy laaltura z.

U= (I)(Twapnu7z) (248)

Entonces se tienen 5 variables y 3 magnitudes bdsicas, por lo cual se
puede reducir la relacién a una igualdad que involucra solamente dos
nimeros adimensionales.

Si se eligen p, 1y T,, como variables bésicas, se puede construir con ellas

una velocidad

W= | (2.49)

8y = — (2.50)

cominmente denominada longitud viscosa (viscous length).

Las variables U y z adimensionadas con la velocidad de friccién y con
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la longitud viscosa respectivamente, se llaman variables internas las cuales
en la bibliografia especializada se identifican con un superindice + [Pope,
2000], o sea:

(2.51)

S

(2.52)

Es de destacar que z*

es un numero de Reynolds local y, por lo tanto, es
esperable que esta cantidad defina las regiones donde los procesos viscosos

o turbulentos dominan.

De esta manera se puede reescribir la igualdad de forma adimensio-

nada como sigue:

Ut =@ (z") (2.53)

A esta expresion se le llama ley de pared (law of the wall).

La ecuacién de capa limite para una capa limite sobre una placa plana es

oU oU 1dP, 101
Vo™ T v T

(2.54)

con

c= %Y _ o (2.55)

Sobre la pared, la velocidad es nula, por lo tanto el primer miembro de

la ecuaciéon es nulo, lo cual implica que

ot dP,
% @ (2.56)
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Ademas, derivando la ecuaciéon respecto a z, se tiene,

oU oU U oW oU *U 102P, 19%*t
o Vaaetar e Wz T pamx Tpae 3D

Usando la ecuacién de balance de masa, que la velocidad es nula sobre
la pared y que la presién P, es funcién solo de x:

9%t

52| =0 (2.58)

w

Del examen anterior resulta que en una capa cercana a la pared, la ten-

sidn rasante es lineal con la altura:

dp.
TR T+ 22+ 0(7) (2.59)

En el caso en que el gradiente de presion es nulo, se tiene una regién en

que

TR, (2.60)

Evidencia experimental revela que el espesor de esta capa es entre 0,18
y 0,26 [Cebeci, 2012], o sea que en la capa interna a tensién 7 es constante.

Sobre la pared las tensiones de Reynolds son nulas, entonces la tensién
rasante sobre la pared es solo debido a la accién viscosa:

En la medida que se consideran posiciones mas alejadas de la pared, las
tensiones de Reynolds aumentan manteniendo la tensién total en el valor
dado por la ecuacién de manera que las tensiones viscosas disminu-
yen. La zona adyacente a la pared donde las tensiones de Reynolds son
despreciables frente a las viscosas se denomina subcapa viscosa (viscous
sublayer), y tiene un espesor nominal de 59,. Si se desprecia las tensiones
de Reynolds, se tiene:
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_ = —_— = — =1 —_— U _— =
'uaz v z p o, ozt ozt %

Por lo tanto en la subcapa viscosa (z" < 5) se tiene

ut =zt (2.61)

Cuando z7 ~ 50 la contribucién de las tensiones viscosas al total, es me-
nor al 10%. Basado en esto se define la region viscosa, donde z* < 50.

A partir de 30 < z* es posible despreciar las tensiones viscosas, de mane-
ra que la dependencia del perfil de velocidad de las viscosidad v desaparece.

Esta dependencia también desaparece de la derivada de la velocidad res-
pecto a z. Si se deriva U respecto a z:

oU  oU oU*tdzt  woUut  u?out

9 UT 3zt 9 8, 9z v ozt
finalmente usando la igualdad

U u*? 0P,
—=—= 2.62
Jdz v dzf (2:62)
El miembro derecho de la ecuaciéon anterior no puede depender de la vis-

cosidad, por lo tanto, la derivada de ®; respecto a z solo puede adoptar la

forma
dd 1
pliall 2.
dzt  xzt (2.63)
Integrando se obtiene la ley logaritmica
1
U =_In(z")+B (2.64)

donde k ~ 0,41 es la constante de Von Karman y B es una constante que
valeentre 49y 5,5

Se tiene entonces el perfil de velocidad en la subcapa viscosa (z < 5) y
en la zona donde vale la ley logaritmica (30 < z* < 0,18). Entre estas zonas
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estd la subcapa de transicion (5 < z* < 30); llamada asi porque el flujo en ella
estd en transicién entre un flujo laminar cuando z+ — 0 y un flujo totalmente
turbulento cuando z* ~ 30.

Para describir el perfil de velocidad en toda la capa interna Spalding (ver

[White| 1974]) propuso una expresiéon compuesta dada por:

2 13\3
U 4B |V Ut — (KUZ ) _ (KU6 ) (2.65)

Es facil ver que si U — 0 se recupera la expresién ysiUT — oo se
obtiene la ley logaritmica Ademas, representa de muy buena forma el
perfil de velocidad en la capa de transicion [White, 1974].

Enla figura2.2|se presenta los perfiles de velocidad media representados
en variables internas obtenidos de forma experimental por Osterlund|[[1999]
(Reg =26612) y los obtenidos por simulacién numérica directa (ver capitulo
con Reg = 2300 por|Schlatter et al.|[2009]. Se ve claramente la concordan-
cia de2.61|cuando z" < 5y de la ley logaritmica en la zona 308, < z© < 0,13.

La capa externa

En la capa externa la influencia directa de la viscosidad v es despreciable;
esto se cumple para 50 < z*. En esta region las propiedades de la diferencia
de la velocidad media y la velocidad exterior U,, dependen de la densidad
p, de la tensién rasante en la pared 7,, del espesor de la capa limite §, de la
altura z y del gradiente de presiones df ¢, como se postula en White [1974].

X

O sea que podemos escribir

dP,
Ue_U =¥ (TW7p787Z7_e) (266)
dx

Si se toma como variables bdsicas p, T, y 9, se forman la velocidad de
friccién igual que en la capa interna (ec.[2.49) y las variables

(2.67)

=
I
ol e
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Figura 2.2: Perfil de velocidad media en una capa
limite turbulenta. e, Datos experimentales de Oster-
lund| [1999]], Reg = 26612; —, DNS de Schlatter et al.
[2009],Req = 2300; - -, y* =U™; - - -, ley logaritmica.

8 dP,
C T, dx

B

El comportamiento de la capa externa depende no solo del valor de este
altimo pardmetro B sino también de su variacién en la direcciéon x. Para
eliminar la dificultad de medir §, Clauser modifico el parametro utilizando
en lugar de 9, la longitud de desplazamiento &* [White, 1974]. Por lo tanto
el llamado pardmetro de equilibrio de Clauser es:

_idPe
1, dx

B

(2.68)
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En base a él se define el concepto de capa limite en equilibrio. El equi-
librio se establece si el pardmetro B no varia en la direccién x de manera
que sus derivadas son nulas. En estas condiciones la relaciéon se puede

escribir de forma adimensionada como sigue:

Ye=U _wn.p) (2.69)

wo

A esta expresion se le conoce como ley de defecto de velocidad (velocity-
defect law).

En la figura 2.3) se puede apreciar el colapso en una tinica curva de los
perfiles de defecto de velocidad media adimensionados con variables ex-
ternas, para diferentes ntimeros de Reynolds. Esto muestra la validez de la
ley de defecto de velocidad. En la figura, ambos conjuntos de datos tienen
gradiente de velocidad nulo y por tanto B = 0, pero la validez de la ley de
defecto de velocidad para distintos valores de 3 puede verse por ejemplo en
White| [1974].

La capa de superposicién

La capa interna tiene un espesor de aproximadamente 0,1d. En la me-
dida que el niimero de Reynolds aumenta el espesor de esta capa también
aumenta en términos reales. Por otro lado, el limite inferior de la capa exter-
na (509,) disminuye en la medida que aumenta el numero de Reynolds. Por
lo tanto a partir de algtin valor del numero de Reynolds, estas dos regiones
se superponen. La capa de superposicion, si existe, va de 506, a 0,16. En esta
zona deben ser vélidas, tanto la ley de la pared como la ley de defecto de
velocidad [Pope, 2000].

La derivada de la velocidad respecto a z en la capa externa

oU u oY

y la derivada respecto a z de la velocidad en la capa interna (ec. 2.62)
deben ser iguales en esta zona:

23



30 T T T T T T

Py
T@

0 Il Il Il Il Py L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

n

Figura 2.3: Perfil de defecto de velocidad media ex-

presadp en variables externas. e, Datos experimenta-
les de|Osterlund| [1999], Reg = 26612; —, DNS de Schlat-
ter et al.|[2009],Req = 2300

u*? 9d, Cuwo¥Y  wroP; zo¥ el L

A . =7 — = =
v ot san  varr s ot "am «x
La ultima igualdad es necesaria ya que para que dos funciones de dife-
rentes variables sean iguales, ambas deben ser iguales a una constante.
Integrando el primer miembro de la ultima igualdad, se obtiene de otra

manera la ley logaritmica:

LoD 1 Id, 11

7 — = @ _— _—
izt x ozt kzt  x
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O Sea

Ut = lln (z+) +B
K
Este argumento fue el que utiliz6 Millikan en 1938 para derivar la ley
logaritmica [Pope, 2000]. La ley logaritmica, que en la seccién anterior se
derivé de otra manera, es vdlida hasta aproximadamente 0,36, mds alld de
la capa interna.
Por otra parte, integrando el segundo miembro de la igualdad, se obtiene

Ue—U _ —%ln () + B (B) @.71)

u*

Esta ultima expresion es vélida en la parte baja de la capa externa, o sea
entre 508, y 0,36.

Laley de la estela

En la parte baja de la capa externa la velocidad media obedece la ley lo-
garitmica pero la velocidad media se desvia de esta curva en la medida
que & — 1.[Coles [1956] propuso, para describir el perfil de velocidad media
en toda la capa externa, una férmula compuesta dada por la suma de la ley
de pared y una funcién llamada ley de la estela (law of the wake):

— = %ln (") +B+ @w(n) (2.72)

En esta expresion, IT es el llamado parametro de la estela de Coles. El
nombre deriva de que la parte alta de la capa limite se asemeja a una estela
plana.

Es importante notar que la ecuacién es compatible con la ley de
defecto de velocidad (ec.[2.69). Para probar esto se evaltia la expresion[2.72]
enz=2:

Ue
u*

R I1(B)
= —In (6+)+B+TW(1) (2.73)

y se le resta la ec. de lo que resulta
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O sea

w (1) —wM)] (2.74)

la cual es una funcién tinicamente de n y de  a través de IT.

En la medida que n — 0 (con 50 < z*), la velocidad debe poder aproxi-
marse usando la ley de pared, entonces w — 0 sin — 0. De la misma manera,
sin — 0, la velocidad se puede describir con la ecuacién entonces sus-

tituyendo en resulta:

I(p) = (2.75)

lo cual muestra que el valor relevante es el del cociente de w(n) y w(l) y
no el de w(n), pudiendo este ser arbitrario. Coles eligié w (1) = 2 porque los

datos experimentales eran consistentes con un ajuste de la forma:

w (M) = 2sen’ (gn> (2.76)

A\ 2
Sustituyendo Cy =2 ({‘]—e> en [2.73|y manipulando, se logra obtener una

ecuacion implicita para Cy:

2 1 [c; 211
—=—In|R — B+ — 2.77
C T x n( es > > +B+ > ( )
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2.4.3. Tensiones de Reynolds

En la subcapa viscosa es posible predecir el comportamiento de las ten-
siones de Reynolds. A continuacién se reproduce en parte un anélisis desa-
rrollado en Pope [2000], que permite hallar la dependencia de las tensiones
de Reynolds con z en la subcapa viscosa.

Expandiendo en series de Taylor las componentes fluctuantes de la ve-
locidad desde la pared, se tiene:

u':al—l—blz—i-clzz—i—...
v'=a2+bgz—|—czz2—|—...

w’:a3+b3z—l—03z2+...

Los coeficientes son variables aleatorias con media cero. Como sobre la pa-
red, la velocidad es nula, entonces aj,a; y a3 valen cero. Las derivadas de la
velocidad sobre la pared en las direcciones x e y son nulas, por lo tanto, la
ecuacion de balance de masa establece que aa_v;’ = 0y entonces b3 = 0. O sea

que

u’:b1z+clz2+...
V =byz4cr? + ...

W'ZC3z2—|—...

Ahora se pueden evaluar u’?, v'2, w2 y u'w':

u’2:b12z2+...
V2 = b2+ ..

w? = 032z4+...

u'w' :blc3z3+...

Los términos de mayor orden empiezan a tener influencia para 58, < z, o sea
fuera de la subcapa viscosa.

En la region de pared, las componentes del tensor de Reynolds tienen un
comportamiento como el que se muestra en la figura donde se destaca
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Figura 2.4: Componentes del tensor de Reynolds en la
region de pared. Datos de la DNS de Schlatter et al.
[2009],Req = 4061

. L. 2
la presencia de un maximo de %5 en y* ~ 15.
u
La teoria utilizada hasta ahora asume que las tinicas variables relevantes

en la capa interna son 1,, 4, p y z. De manera que adimensionando:

/
u;u';

L=fi(z") (2.78)

u*

O sea que si se escalaran las tensiones de Reynolds con variables internas
para distintos valores del niimero de Reynolds, estas curvas deberian colap-
sar en una Unica curva universal, esto sucede en forma parcial, y ha dado
origen a argumentos en contra de la teoria cldsica, los cuales de analizaran
brevemente en la seccién siguiente.

En la figura 2.5/ se muestra los perfiles de las componentes del tensor de

Reynolds expresadas en variables internas.
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Figura 2.5: Componentes del tensor de Reynolds ex-
presadas en variables internas. Datos de la DNS de
Schlatter et al. [2009]],Req = 4061

Argumentos en contra de la teoria clasica de la capa limite.

La teoria cldsica de la capa limite ha sido considerada un éxito por la co-
munidad cientifica durante décadas por su aparente acuerdo con los datos
experimentales. Solo recientemente se han alzado voces que ponen en duda
su validez ([Long and Chen, 1981], [George and Castillo, [1997]). Los argu-
mentos que sustentan este embate se basan principalmente en lo siguiente:
la constante de von Karman y otras caracteristicas como las tensiones de
Reynolds, presentan una débil dependencia con el nimero de Reynolds. La
teoria cldsica no contempla esta posibilidad. Otra objecién planteada es que
solo las escalas internas son consistentes con las ecuaciones de capa limite,
mientras que las escalas externas son inconsistentes con las ecuaciones del
movimiento [George and Castillo, 1997].

Mediante un analisis asint6tico de las ecuaciones de capa limite, George
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and Castillo [1997] lleg6 a determinar el esquema de escalas que es consis-
tente con las ecuaciones del movimiento. En la capa interna las variables
adecuadas son las mismas que en la teoria cldsica, pero en la capa externa
se encontré que la escala de velocidad consistente debe ser U,. Ademas, en
la capa externa, las tensiones de Reynolds si se escalan con #* como en la
teoria clésica.

El acople asintético de la capa interna y externa, que en la teoria cldsica
resulta en la ley logaritmica, con estos nuevos argumentos, genera una ley

potencial de la forma

ut = ()

donde Cy a son funciones del numero de Reynolds.

La ley potencial y la logaritmica logran una predictibilidad comparable.
Para verificar esta nueva teoria se deberian lograr en laboratorio nimeros de
Reynolds mucho mayores a los alcanzados actualmente. Recientemente se
propuso la construccion del Ttnel de Viento Nérdico; un ttinel de viento ca-
paz de alcanzar dicho Reynolds con muy baja turbulencia de base [Karlsson
etal.,2001]]. Este tinel permitiria con la ayuda de instrumentacién adecuada
probar la validez de estos argumentos.

Como lo explica Pope [2000]: el éxito experimental de una teoria no im-
plica que su derivacion sea correcta. De cualquier manera, esta dependencia
con el nimero de Reynolds no elimina la capacidad predictiva de la teoria
clasica y, por lo tanto, su utilidad.

Balance de energia cinética turbulenta

La ecuacién de balance de energfa cinética turbulenta (ecuacion uti-
lizando las aproximaciones usadas en la derivaciéon de las ecuaciones de

capa limite, queda (ver [Pope, 2000]):

ok ok 9k owle 1owp
0——(Ua+Wa—Z)+fP—8+Va—Z— % o o (2.79)

donde el primer término del miembro derecho de la ecuacién es el
transporte debido al flujo medio (conviccién), el siguiente es la produccién,
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Figura 2.6: Balance de energfa cinética turbulenta en
una capa limite, los términos son adimensionados con
variables externas. Datos de la DNS de Schlatter et al.
[2009]],Reg = 4061

el tercero es la disipacion, el cuarto es el transporte por medios viscosos, el
quinto es el trasporte turbulento y el tltimo es el transporte originado por
la interaccién de las componente fluctuantes de la presion y la velocidad.

En la figura 2.6/ se presenta el balance de energia cinética turbulenta en
altura. Los términos han sido adimensionados usando variables externas y
multiplicados por 1. Por ejemplo: se grafica n?* en funcién de 0, etc.

Es evidente que en la zona logaritmica el balance es principalmente entre
la produccioén y la disipacién, siendo los términos de transporte desprecia-
bles. No sucede esto en la subcapa viscosa, ni en el limite superior de la capa
limite.
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2.5. Lacapalimite sobre una superficie aerodinami-

camente rugosa

Las superficies reales son rugosas. Por mds esmero que el fabricante pon-
ga en hacerlas lisas si un observador se acerca lo suficiente podrd encontrar
las imperfecciones. La manera usual de caracterizar estas imperfecciones es
mediante al valor medio de la altura de las protuberancias 4. Del punto de
vista de la capa limite, la variable que define si una superficie acttia como
una superficie lisa o rugosa es la relacion de £ respecto a la longitud visco-
sa d,. Si h < 59, la superficie se considera aerodindmicamente lisa [Raupach
etal.,[1991] y toda la teoria desarrollada en la secciénes vélida. Si 59, < h,
la magnitud % y todas las otras longitudes que definen la geometria (L;) de
la superficie comienzan a ser relevantes.

En una superficie rugosa no es trivial la definicién del origen de la coor-
denada z. La presencia de los elementos de rugosidad desplazan el flujo ale-
jandolo de la superficie, de manera que se puede considerar que el plano de
origen estd desplazado una distancia d llamada altura de desplazamiento

nulo. Thom|[1971] propuso calcular d de la manera siguiente:

g JozD, (z)dz

D, (2)dz (250

donde D, es la media de la fuerza de arrastre en la direccién del flujo
por unidad de altura z. O sea que d es la altura donde se aplica la fuerza
de arrastre media. Se cumple que 0 < d < h y d = 0 si la superficie es lisa.
Aunque existen otras maneras de calcular d, esta es la mas usada y tiene el
respaldo de haber sido verificada experimentalmente [Raupach et al., 1991].
En vista de lo anterior se define la coordenada Z = z —d.

Los elementos de rugosidad alteran el flujo de forma que en una regién
cercana a la pared y los elementos de rugosidad, se tiene un flujo altamente
dependiente de la geometria de estos elementos. A esta region se la conoce
como Subcapa rugosa. Esta subcapa tiene una altura que va desde 24 hasta
5h.

Es importante destacar que se tiene la misma estructura tedrica que en

una capa limite sobre una superficie lisa, es decir, se tienen dos zonas: una
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capa exterior y una interior. Lo que se modifica es la dependencia en la capa
interior, donde aparecen nuevas variables. O sea que la velocidad media es
una funcién de la forma

U :f(p7lu7TW7Li7h7Z) (281)

Eligiendo las mismas variables bdsicas (p, u y T,) se obtiene la relacién

adimensional
U + 1+ 7+
— =dy (L7, n",Z") (2.82)
u
Donde
L.
L=
i Sv
y
h
ht=—.
d,

En la capa externa la dependencia es la misma que la dada por la relaciéon
Si se tiene una separacién de escalas externas e internas lo suficiente-
mente grande, o sea que simultdneamente se cumpla §/8, >> 1, §/h >> 1
y 8/L; >> 1, se tendra una zona en donde ambas expresiones y )
serdn validas, dando origen a una capa de superposicién andloga a la en-
contrada en una capa limite lisa. Derivando respecto a z las expresiones

y e igualando:

wroDy  wo¥  zwod,  Za¥ 00y O¥ |
v ozt son  voazr 8o zt~ o "k

Integrando se obtiene
1
ot = (Z4)+C (L) (2.83)

donde C es una funcién de la geometria de la superficie rugosa, siendo
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habitual expresarla de la siguiente manera:

AU

u*

C=B- { } (h*,L7).

A AU /u* se le conoce como funcién de rugosidad y B es la constante uni-
versal de la ley logaritmica para una superficie lisa. En la revision acerca
de capa limite sobre superficies rugosas de |[Raupach et al.|[1991] se compi-
lan valores de la funcién de rugosidad para diferentes 4t obtenidos expe-
rimentalmente en situaciones que abarcan desde ductos hasta capa limite
atmosférica sobre vegetacion.

La expresion de la velocidad media en la capa de superposicién en va-
riables externas es la ecuaciéon

Cuando el namero de Reynolds es suficientemente alto se alcanza la si-
tuacion de similitud de Reynolds, en la cual la viscosidad deja de ser una
variable relevante. Esto se da en muchos casos, entre los que se cuentan flu-
jos atmosféricos sobre vegetacion o edificios. Teniendo este efecto en cuenta
es que es mejor utilizar 7 como variable bdsica en lugar de u para adimen-
sionar la relacién funcional de lo cual resulta:

Y _ (5 0,0) (2.84)

u*

donde{=Z/hyoc;=L;/h.
El mismo argumento de acople entre la capa externa e interna, formando

una capa de superposicién, conduce a
U 1 N
I ; 2.
= n®)+c (h*, o) (2.85)

En el ambiente meteoroldgico es usual expresar la relacion de la

forma siguiente:

v_1, (§> (2.86)

u* K 20

donde la longitud de rugosidad z es
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20 = heiKc(h-F’Gi) (287)

Se puede obtener relaciones que vinculan las tres maneras de expresar la
ecuacion [2.83]

ln%0 = —Kc (h+,c5i)

= —xC (h*,L}) —In (")

- [B— {AU] <h+,0i)} —In(n")

u*

Como se mencioné anteriormente, cuando el numero de Reynolds es alto
y se alcanza la similitud de Reynolds, se pierde la dependencia de i, de
manera que la constante ¢ (h",0;) — ¢« (0;), 0 sea que solo depende del tipo
de rugosidad que se tenga. Por ejemplo, se tiene un valor de c.. = 8,5 para
rugosidad tipo arena, un valor de c.. = 5,1 en campos y cultivos, c.. = 6,9 en
zonas boscosas, tal como se presenta en Raupach et al.|[1991]. Estos valores
redundanen %/, ~0,03,%/, ~ 0,12y ©/, ~ 0,06, respectivamente.

Para este caso la funcién de rugosidad queda

AU (o) 4Bk in (i) (2.88)

u*

Cuando la rugosidad es artificial, ya sea cubos montados sobre una su-
perficie lisa o barras horizontales, es comtn definir la densidad de rugosi-
dad A como el cociente del 4rea frontal de cada elemento y el drea horizontal
asignada a cada elemento. Se ha encontrado que ©/;, es una funcién de este
parametro A. %/, crece en la medida que A aumenta hasta llegar a un méaxi-
mo en A~ 0,1 y luego decrecer. Este efecto estd relacionado con la proteccién
mutua que se obtiene al tener los elementos de rugosidad muy cerca unos
de otros. En la zona con A < 0,1, %/, =~ A.

La hipétesis de similitud de pared (wall similarity, ver [Raupach et al.,
1991]) establece que “fuera de la subcapa rugosa o la viscosa, los movimien-
tos turbulentos en una capa limite a ndmeros de Reynolds suficientemente
altos son independientes de la rugosidad de la pared y de la viscosidad,

excepto por el rol de la pared en fijar la escala de velocidad u*, la altura

35



Z = z—d y la altura de la capa limite §”. Evidencia que sustenta el uso de
esta hipétesis se encuentra principalmente en el hecho de que la constante
de Von Karman tiene sensiblemente el mismo valor para distintos tipos de
rugosidad, desde superficies lisas hasta rugosidad de terrenos a nivel me-
teorologico.

Tomando en cuenta esta hipotesis se puede establecer que las tensiones
de Reynolds fuera de la subcapa rugosa tienen una dependencia de la for-

ma:

v®u =R(Zp,1,,0) (2.89)

Adimensionando,

vau =u’R (1) (2.90)

donde ahora n =% /.
De manera que si se adimensionan las tensiones de Reynolds con 8 y u*,

el perfil en altura deberia colapsar en curvas universales.

2.6. Flujo en un canal

Se considera el flujo en un ducto de seccién rectangular donde la altura
H del ducto es mucho menor que el ancho b (ver figura 2.7). Se define la
direccion x en la direccién del ducto, la direccion z transversal, la restante
y. El flujo escurre desde la entrada, en donde se forman dos capas limite,
una en cada superficie. En la medida que el flujo se adentra en el canal,
el crecimiento de las capas limites llega a ser tal que la altura de las capas
limites es igual a la mitad de la distancia entre las paredes. Cuando esto su-
cede se forma lo que se llama un flujo en un canal, donde las caracteristicas
estadisticas del flujo no evolucionan mas en el sentido del flujo y la tnica
variable relevante es la distancia a la pared z.

El movimiento del fluido en el canal es forzado por un gradiente de pre-
sién segun la direccién x. Las ecuaciones que gobiernan del flujo en un canal
son: la ecuacién de balance de masa (ec. que en este caso queda
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Figura 2.7: Esquema de un canal

W _, 2.91)
0z

y las ecuaciones de Reynolds.

Como sobre la pared W = 0 entonces W = 0 en todo el flujo.

La ecuacion de Reynolds en el sentido del transversal al flujo en un canal

se reduce a:
@ + 1P _ 0 (2.92)
0z  poz '
O sea que
pw2+P =P, (x) (2.93)
Derivando con respecto a x se tiene
oP 0P,
= O (2.94)
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La componente axial de las ecuaciones de Reynolds es:

AU d—— 1dP
—_— = - 2.95
Vaz 2" T o (2.95)
0 escrita de otra manera
dt dP,
—_— = 2.96
dz dx ( )

donde

|
T=pv— —pu'w.
dz
Como 7 es funcién solo de z y P es funcién solo de x, ambos miembros

de la ecuaciéon deben ser constantes; entonces

dP,

Como por simetria T debe ser nulo en —h /2, resulta

dP,
WS —
dx T

Finalmente

_dp,

t(0) =2 (- 9)

Esto muestra que las tensiones rasantes totales estdn prescritas por el
gradiente de presién en el ducto y tienen una forma preestablecida. Esta es
una de las diferencias mas importantes que tiene este tipo de flujo frente a
una capa limite.

En la zona superior de una capa limite, el flujo es intermitente, es decir,
si se ubica un sensor por debajo del limite superior de la capa limite, se

registra momentos en los cuales el flujo es turbulento y momentos en los
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que el flujo no lo es. Esta caracteristica diferencia una capa limite del flujo
en un canal, donde el flujo es turbulento en todo instante y posicion.

Otra caracteristica, que ya fue mencionada, y diferencia estos dos flu-
jos es que una capa limite evoluciona espacialmente en el sentido del flujo
mientras que en un canal esto no sucede.

Por lo demas, el flujo en un canal tiene caracteristicas muy similares a
las presentes en una capa limite; a saber: se tiene la presencia de las mismas

zonas, capa interna, externa, con las mismas subcapas, etc.
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Capitulo 3

Modelacién numérica de flujos

turbulentos

3.1. Simulaciéon numérica directa (DNS)

Conceptualmente, el método mds simple para simular un flujo turbu-
lento es el que resulta de resolver numéricamente las ecuaciones de Navier-
Stokes con sus condiciones de borde e iniciales de forma completa sin mode-
los adicionales. Las ecuaciones de Navier Stokes en conjunto con la ecuacién
de conservacién de masa determinan un sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales determinado. Las ecuaciones de Navier-Stokes proporcionan
tres ecuaciones escalares (una para cada componente de la velocidad en una
base cartesiana ortonormal) y una dada por la ecuacién de conservacion de
masa, teniéndose cuatro incégnitas: las tres componentes de la velocidad
y la presién. Como se mencioné anteriormente, la posibilidad de resolver
analiticamente este sistema estd reservado exclusivamente para situaciones
simples de flujos laminares. La alternativa de resolver numéricamente el sis-
tema también presenta problemas importantes aunque en menor grado que
el enfoque analitico. La dificultad radica en la amplitud de escalas espacia-
les y temporales presentes en un flujo turbulento, que hace que la potencia
de calculo necesaria para resolver un flujo sea en extremo elevada y depen-

diente de potencias del numero de Re.

Las escalas mayores son del orden del tamafio del “recipiente” que con-

tiene el flujo y las mas pequefias dependen del nimero de Reynolds tur-
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bulento Rer = fu+£o donde Uy y ¢y son respectivamente, una velocidad y
una longitud representativa de los vértices de mayor tamafio. De hecho se
puede estimar la separacion entre las escalas mayores y menores usando la
primera hipétesis de Kolmogorov, (1941) por la cual en un flujo turbulento a
altos Rer los pardmetros estadisticos de las escalas mds pequefias encontra-
das dependen tnicamente de la disipacion € y de la viscosidad cinemaética

Vv y tienen carécter universal.

Basados en estas dos magnitudes se puede construir una escala de lon-
gitud, una de tiempo y una de velocidad:

B V3 /4
= (%)

Ty = (v.s)l/4

w=(;)"

llamadas escalas de Kolmogorov. Es inmediato probar que el Reynolds for-

U L
mado con estas escalas Rey, = T”n =1, lo que indica que a estas escalas los
efectos viscosos e inerciales son comparables, y que la disipacion es impor-
tante. Por lo tanto, es razonable inferir que estas escalas caracterizan los

movimientos mds pequefios y disipativos presentes en un flujo turbulento.

Por otro lado, se puede suponer que los vértices de mayor tamarfio tienen
un contenido de energia cinética del orden de U3, siendo la escala de tiempo
de estos del orden de ™/, . Esta energia cinética es transferida desde los
vortices de mayor tamafio a los de menor tamafio mediante mecanismos
inerciales hasta que se llega a la escala disipativa. A este mecanismo se le
conoce como cascada de energia y fue propuesto por Richardson en 1922
[Lesieur, 2008]]. De esta manera la tasa de transferencia de energia puede

. 3 3 . . <z
estimarse en % /;, de forma que € ~% /. Sustituyendo esta aproximacion
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en las escalas de Kolmogorov se obtienen las siguientes estimaciones:

Cualquier simulacién directa requiere un anélisis a priori que permita
determinar cuan finamente debe ser descrito el flujo en el espacio y tiem-
po y por consiguiente en cuantos nodos seria necesario conocer el valor de
las variables que caracterizan el flujo, lo cual depende del flujo mismo. Si
se quiere simular directamente un flujo turbulento homogéneo, es 16gico
simular un dominio con dimensiones interiores de algunas veces ¢y. La can-
tidad de nodos necesarios en cualquier direccién es M ~% /,, y la cantidad
de pasos temporales en los cuales es necesario conocer dichas variables es

N ~™ /. . Entonces el total de nodos necesarios es:

M3N ~ (6—0)3 LU (Re;/4)3RelT/2 = RelTl/4 ~ Re%75
N/ T
Este ejemplo muestra la manera en que la potencia computacional nece-
saria aumenta con el Reynolds. Para otros flujos el exponente es levemente
diferente pero cercano a 2,75. Por ejemplo, en un flujo que se desarrolla en
un canal se tiene M3N ~ Re?’ [Pope, 2000].

Los altos requerimientos de potencia computacional hacen que la simu-
lacién directa sea realizable a bajos ntiimeros de Reynolds y en situaciones
donde se justifique. Las aplicaciones de ingenieria usuales estdn fuera de su
alcance. La principal funcién que tiene hoy en dia es la de proveer “expe-
rimentos virtuales” en los que se extrae informacién muy dificil de obtener
mediante simulacién fisica por dificultades en la medicién, etc. Por ejemplo,
se ha utilizado para estudiar estructuras coherentes en la capa limite y estu-

diar el comportamiento de algunos términos presentes en la ecuacioén de las
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tensiones de Reynolds de forma de poder modelarlos [Moin and Mahesh,
1998] entre otros.

La mayor parte del esfuerzo computacional (superior al 99 %) se aplica a
resolver el flujo en las escalas disipativas, que tienen un carécter universal,
relaciéon que aumenta con el Reynolds. Esto ha motivado el desarrollo de la
modelacién de grandes vortices, en la que se modela el efecto de las escalas
menores sobre las escalas mas energéticas y se evita el calculo explicito de
los voértices méas pequefios.

En simulacién numérica directa es usual la utilizacién de métodos es-
pectrales o pseudo-espectrales donde se hace uso de condiciones de borde
periddicas.

En el articulo de revisién sobre el tema de Moin and Mahesh|[1998] se
presenta una breve historia de la DNS. Las primeras simulaciones directas
las realizaron Orszag y Patterson en 1972 en turbulencia isotrépica, el si-
guiente paso fue la realizaciéon de simulaciones directas en turbulencia ho-
mogénea con un gradiente uniforme de velocidad media hechas por Rogallo
en 1981. Ya en esa época se hicieron simulaciones en flujos de corte libre a
bajos Reynolds. La primera simulacién exitosa de un flujo de pared fue rea-
lizada por Kim en 1987 al simular un canal. Spalart en 1988 simul6 una capa
limite en una placa plana con y sin gradientes de presion. Los datos propor-
cionados por las simulaciones de Spalart son usados aun hoy. A partir de
los 90’s las aplicaciones de la DNS se han multiplicado de tal manera que
resulta dificil seguir su historia y evolucién, por lo cual se recomienda ver
la revisién de Moin and Mahesh! [1998].

3.2. Modelos RANS

Los modelos RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) utilizan las ecua-
ciones de Reynolds en conjunto con algtin modelo de cierre para calcular los
campos de velocidad y presiones medios de un flujo turbulento. Los mode-
los usados varian en complejidad, desde modelos algebraicos muy simples
como el de longitud de mezcla hasta modelos de cierre de segundo orden
con modelos de relajacion eliptica [Pope, 2000].
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3.2.1. Modelos de cero ecuacion

El primer modelo de cero ecuacién exitoso fue el propuesto por Prandtl
en 1925 denominado de longitud de mezcla [Speziale, 1991]. En él se hace
uso de la hipétesis de viscosidad turbulenta, introducida por primera vez en
1887 por Joseph Boussinesq. Mediante esta hipétesis se vinculan el tensor de
Reynolds y el tensor de deformacién de la manera siguiente:

2
Tr = —gpkl—i—szTD (3.1)

que en un flujo de corte simple en el que U = Ui se reduce a:

—uv = de—U (3.2)
dy
Es importante destacar que la hipétesis de viscosidad turbulenta asume una
dependencia lineal entre el tensor de tensiones turbulento y el tensor de
deformaciones de la componente media del flujo. Esto implica que el tensor
anisotrépico A =u’ @ u’ —2 /3kI esta alineado con D, lo cual no siempre se
cumple.

Se reducen de esta manera las seis incognitas que aporta el tensor de
Reynolds a s6lo dos: v y k. Esta hipétesis es fuerte y no es valida en mu-
chos flujos de interés; por ejemplo: si se somete turbulencia isotrépica a una
deformacioén que luego cesa, experimentalmente se mide que la anisotropia
generada durante el proceso de deformacién se mantiene luego de que se
termina la accién del campo de deformacién, cuando la teoria de la vis-
cosidad turbulenta predice que la anisotropia debe desaparecer de forma
instantdnea cuando la deformacién se suprime. Esto sugiere que las tensio-
nes aparentes no sélo dependen de las condiciones locales y actuales de la
deformacion sino que dependen de la historia de deformaciones que ha su-
frido el flujo turbulento. Esto tltimo no es considerado por la hipétesis de
viscosidad turbulenta [Pope, 2000].

El modelo de longitud de mezcla fue creado usando un razonamiento
analogo al utilizado para derivar la expresion de la viscosidad molecular en
un gas. En la teoria cinética de los gases se considera que las particulas via-
jan en promedio una distancia ¢,,r, antes de colisionar y perder cantidad de

movimiento, que es proporcional a la velocidad media de estas particulas
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Vier- Se asume que la longitud media libre (¢,,7,) y la velocidad térmica (v;.,)
son propiedades del fluido (solo funcién de la presién y temperatura) y no
se ven afectadas por las deformaciones que pueda sufrir el flujo. Ademas, se
asume que la escala de tiempo de las colisiones moleculares es muchisimo
menor a la escala de tiempo del flujo o sea que los tiempos en que el gradien-
te de velocidad cambia. Estas dos hip6tesis permiten, asumiendo que estas
dos magnitudes son las tnicas relevantes, calcular la viscosidad cinemaética

de la siguiente manera:
v =Cly, fpVter

donde C es una constante.

El modelo de longitud de mezcla postula que existe una longitud, analoga
a la longitud media libre en un gas, que es representativa de la longitud que
una parcela de fluido recorre antes de perder su cantidad de movimiento.

Esta simplificacion tiene claras discrepancias con la realidad:

» En un flujo turbulento hay presentes un rango extremadamente am-
plio y continuo de escalas, que hace que la prescripcién de una sola
longitud para caracterizar todo el efecto de la turbulencia sobre el ten-
sor de Reynolds sea inadecuado.

» Enla teoria cinética de los gases se asume que la deformacién no afecta
nia {y¢p Nia v, por lo cual son propiedades del fluido y no del flujo;
pero en un flujo turbulento esto no es asi. El gradiente del flujo medio
afecta las propiedades de la turbulencia de forma tal que la longitud

de mezcla 4,,;, se modifica.

De todas maneras en algunos flujos estas hipétesis son razonables como
se vera mas adelante.

Ahora se debe seleccionar una velocidad caracteristica (V') de las fluc-
tuaciones (andloga a v.,) para poder determinar la viscosidad turbulenta
vr. En este modelo se vincula ésta velocidad con la longitud de mezcla y

con el flujo medio, de forma de no agregar incégnitas, quedando:

/
v = gmix

o (3.3)

dU’
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O sea que

dU
= ' (3.4)

2
Vr = emix

En Schlichting et al./[2000] se detalla el argumento que lleva a la ecuacién
Es claro que la ecuacién 3.4 es valida s6lo en un flujo de corte simple;
Samgorinsky propuso extender la expresion de la viscosidad turbulenta da-

da por Prandtl a tres dimensiones mediante

Vi = b2 (20 (D?)) 2 (3.5)

mientras que Baldwin y Lomax propusieron la siguiente expresion:

vr = gm,‘xz (21‘1’ <W2>) '

(3.6)
Donde W es la componente antisimétrica de VU [Pope, 2000].

El modelo de longitud de mezcla es incompleto, es decir, para que pue-
da ser utilizado se debe suministrar externamente el valor de la longitud
de mezcla en toda posicién e instante. Esta situaciéon hace muy dificultosa
su aplicacién a problemas nuevos ya que se precisa “adivinar” el valor de
Uix (X,1). Mucho esfuerzo se ha dedicado a estudiar el flujo en canales, en
tuberias y capa limite, de manera que la especificacion de 4,,;, en estos flujos
es un problema resuelto y permite resultados satisfactorios.

En una capa limite sobre una placa plana, la prescripcién de ¢, se da

por capas:

» Subcapa interna: £, ~ 7>
» Subcapa logaritmica: £, ~ Kz

» Subcapa externa: £,,; ~ constante

Van Driest uni6 las expresiones de ¢,,;; para las subcapas interna y lo-

garitmica formando una relacién compuesta que es valida en las dos zonas:

Z

N
i = K2 [1 - e_A*} (3.7)
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donde A" ~ 26 en la placa plana. A la expresion anterior se la denomina
funcién de amortiguacion de Van Driest [White, 1974].

Existen otros modelos de cero ecuacién o algebraicos, mas o menos com-
plejos y adecuados para distintos flujos. En flujos de corte libre la idea de
similitud consigo mismo (self-similarity) y la viscosidad turbulenta cons-
tante permiten célculos sencillos. Hay otros modelos basados en la idea de
la longitud de mezcla como el de Cebeci-Smith o el de Baldwin-Lomax, ade-
cuados a flujos tipo capa limite sobre perfiles aerodindmicos sin desprendi-
miento de capa limite[Wilcox, (1994].

3.2.2. Modelos de una ecuacion

Kolmogorov y Prandtl, independientemente, propusieron que la escala

de velocidad adecuada debia ser k' / 2 de esta forma

vy = ck /24" (3.8)

donde /* es una escala de longitud apropiada y ¢ una constante.

El problema es que k no es una magnitud conocida, de manera que
habria que especificarla externamente. En lugar de hacer esto, Kolmogorov
y Prandtl recomendaron el uso de una ecuacién de transporte modelada
para k, dando origen a los llamados modelos de una ecuacién; en particular
este se denomina modelo de energia cinética turbulenta.

En la seccion2.1|se dedujo una ecuacion de transporte exacta para k, que
no estd en forma cerrada (ec. 2.18). Que una ecuacion esté en forma cerrada
quiere decir que no aporta nuevas incégnitas. Los términos de que no

estan en forma cerrada son:

— / —
V. (u’e’ + %u’ — 2vd’u’) (3.9)

£ = 2vir (d_@) (3.10)

Es importante destacar que en este modelo también se utiliza la hipétesis
de viscosidad turbulenta, de forma que ? esta en forma cerrada y no aporta
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nuevas incognitas:

1 1 2
P=—tr(TrD) = —tr (——kaD + 2vaD2>
P P 3
2
= —3kV-U+t2vrir (D?) = 2vrtr (D?) (3.11)

Entonces P es funcién de vr y D que son incégnitas que ya se tenian. Los
términos 3.9y deben ser modelados con las incégnitas originales: U,
P, vr, k y ¢*. El primero se modela usando una hipétesis de difusién por

gradiente de k, es decir:

[— / [
V. <u/e' +Pw 2vd’u’) ~ V. (—\in) (3.12)
p (73

donde oy es un niimero de Prandtl turbulento para k que se asume vale 1,0.

Este modelo significa que se asume que el efecto de los términos W,%u’
y 2vd'w’ es el de difundir energia cinética turbulenta en el sentido opuesto
al gradiente de esta. Claramente es una simplificacién que no es vélida en
todos los flujos.

La disipacién se modela recordando que € ~ /¢, (Ver seccién . La
velocidad U, se asume es del orden de k'/2 y 4o ~ {*, entonces

K/
e=Cp 7 (3.13)
De esta manera, la ecuacion de transporte modelada de k queda:
c_lk \%
— V.| =Vk|=P- 14
dt < Oy ) € (3 )

3
donde vy = ck /20*, £ = Cp kgiz y P esta dada por la expresion (3.11

En algunos flujos de corte simple la produccién de energia cinética tur-
bulenta y la disipacién estdn equilibradas, o sea P = ¢; en ellos se puede
relacionar a ¢* con /. Considerando las ecuaciones [3.2] y 3.4 puede verse
que
— 1 /2

dU dUu B —u'w

= — =
dz dz gmix

av
dz

—uw =02,
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Entonces la produccién

3 3
P —u’w’d—U _—u'w /2 ~E—C K/ N Ui _ L —u'w! /2
- Az~ o bys T Cp\ Kk

e ol
Por lo tanto ¢* e« ¢, solo si “*" /; es constante, lo cual es razonable en

condiciones de equilibrio. En estas condiciones —u'w [k =~ 0,3 [Wilcox, 1994].
Se puede elegir Cp de forma que la longitud ¢* = ¢,,;,, entonces Cp = 0,164.
Finalmente, es sencillo probar que la constante ¢ en la ecuacién[3.8es tal que
c=C 1])/ * cuando P ~ ¢. Es importante notar que Cp es una constante s6lo si
la produccién y la disipacién estan balanceadas. De lo contrario Cp deberia
variar, por ejemplo, en la subcapa de transicién en la capa limite donde 2 es
mayor que €. En resumen, donde ? ~ € se puede usar la misma prescripcién
de ¢* que para la longitud de mezcla, pero en zonas donde ? # € esto no
debe hacerse.

Al igual que el modelo de longitud de mezcla, la mayor limitante en
este modelo radica en que es incompleto: se debe prescribir la longitud de
mezcla de forma externa lo cual en flujos complejos resulta un problema
insalvable. Este modelo tiene una modesta ventaja en precision sobre el de
longitud de mezcla [Pope} 2000].

Spalart y Allmaras (1994) desarrollaron un modelo de una ecuacién,
completo, usando una ecuacién de transporte modelada para vr. La ecua-
cién utilizada es:

Nr_ g (—er) S (315)

donde Sy es un término fuente que depende de v, vr, de la vorticidad
media, de |Vvr| y de la distancia a la pared més cercana [Pope, 2000].

El objetivo de este modelo es resolver flujos aerodindmicos de forma
computacionalmente econémica, lo cual es alcanzado. No se recomienda

su uso en otro tipo de aplicaciones.

3.2.3. Modelos de dos ecuaciones

En este tipo de modelo se resuelven dos ecuaciones de transporte mode-

ladas para dos magnitudes turbulentas independientes, de manera de cons-
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truir con ellas escalas de longitud y tiempo. En general se utiliza & junto con
g, ® =* /i, 0 alguna otra magnitud. El uso de k y o da origen a los modelos
de dos ecuaciones mas comunes, es decir: k —€ y k — . Es evidente que la
principal ventaja de este tipo de modelos es su completitud: no es necesario

especificar ninguna magnitud externamente.

Modelo k —¢

El modelo k — € es probablemente el modelo més usado ya que es incor-
porado por la mayoria de los cédigos CFD comerciales disponibles [Pope,
2000]. El modelo consiste en las ecuaciones de Reynolds, la ecuacion de ba-
lance de masa, una ecuacién de transporte modelada para k (que es exacta-
mente la misma que la utilizada en el modelo de energia cinética turbulenta
(ecuacién 8.14)), y una ecuacién de transporte modelada para € que es de la

forma:

d P 2
d—‘: _v. (‘iVe) Gt — (3.16)

la hipétesis de viscosidad turbulenta y la especificacion de esta como sigue:

k2
vr =Cy—. (3.17)
€
Esta tltima igualdad es consecuencia directa de asumir que las tinicas mag-
nitudes relevantes para determinar la viscosidad turbulenta son k y €, lo
cual es una simplificacion.
La ecuacién de transporte para € es mejor interpretarla como puramente
empirica. Aunque es posible derivar una ecuacién de transporte exacta y
modelar cada uno de los términos que aparecen en esta, ese no es el mejor
camino para derivar la ecuacién para €. Una razén es que la ecuacién exacta
es tan compleja que no se tiene suficiente informacién como para generar
modelos precisos de los términos que intervienen. Por otro lado, € se usa
para determinar la viscosidad turbulenta, que depende de movimientos en
el rango energético, o sea que es mejor ver a € como el flujo de energia desde
la escalas energéticas a las disipativas y dependiente de los movimientos de

gran escala, mientras que en la ecuacién exacta los términos involucran can-
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tidades que dependen de los movimientos en el rango disipativo [Wilcox,
1994]. Con este enfoque, se busca que esta ecuacioén tenga un comportamien-
to adecuado en flujos simples, como por ejemplo: decaimiento de turbulen-
cia, flujo de corte homogéneo, capa limite, etc. Con los valores numéricos de
algunas magnitudes obtenidas de experimentos en esos flujos se calibran las
constantes.

El denominado Modelo Estandar resulta de tomar los valores de las

constantes
Cu =009 Coq=144 Cepn=192 o,=10 oc.=173.

Este conjunto de constantes fue propuesto por Launder y Sharma en 1974
ver Wilcox|[1994]. Otros conjuntos levemente diferentes pueden tener mejor
comportamiento en determinados flujos, pero este tipo de ajustes requiere
conocimientos adicionales que permitan hacerlos correctamente.

El modelo k — € no es capaz de reproducir de forma precisa la regién vis-
cosa cercana a las paredes [Launder and Sandham, [2002]. Ademas, el Gltimo
término del lado derecho de la ecuacién que representa la destruccion
de disipacion, tiende a infinito en la medida que se acerca a una pared ya
que la disipacion es finita y k tiende a cero. Por esta razén es que este modelo
requiere de algtin tratamiento especial cuando se estd cerca de paredes. Se
han propuesto diferentes estrategias para solucionar este problema, desde
funciones de amortiguacion hasta modelos compuestos que en la cercania
de paredes utilizan el modelo k — ®, que tiene un mejor comportamiento en
estas zonas. El caso mas notorio es el del modelo SST (Shear Sterss Trans-

port) propuesto por Manter en 1994 [Launder and Sandham) 2002].

Mediante el método de Renormalization Group (RNG), Yakhot and Ors-
zag| [1986] derivaron las mismas ecuaciones del modelo k — ¢ y las cons-
tantes involucradas sin ayuda de experimentos. El método permite calcular

explicitamente las constantes, que son:
C,=0,0837 C¢1 =1,063 Cer=1,7215 0©;,=0,7179 o©¢=0,7179.

Una ventaja importante del modelo RNG & — ¢ es que en la medida que

uno se acerca a una pared, la viscosidad turbulenta tiende a la viscosidad
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molecular, de forma que no es necesario utilizar funciones de pared como la
funcién de amortiguacién de Van Driest. Por contrapartida, el valor de C¢;
es muy cercano a 1.0, valor que constituye un punto singular de la ecuacion
de transporte de €. Esto genera entre otros problemas que se sobrestima la
tasa de crecimiento de la energia cinética turbulenta k en un flujo de corte
homogéneo [Speziale| 1991].

Modelos de viscosidad turbulenta no lineales

Aunque puede ser razonablemente preciso en flujos simples, el modelo
k — € puede ser muy impreciso en algunos flujos complejos [Pope, 2000].
Una de las razones es el uso de la hip6tesis de viscosidad turbulenta, ya que

debido a ella se presentan dos inconvenientes:

= estos modelos son puramente disipativos, es decir, no consideran la

posibilidad de relajacién de las tensiones de Reynolds.

» no diferencian entre flujos de corte libre simples y flujos de corte sim-
ple con curvatura de las lineas de corriente, que tienen comportamien-
tos distintos [Speziale| 1991].

Se ha observado en tuberias rectas de seccién no circular la presencia de
flujos secundarios que no son captados por el modelo k — € debido a los pro-
blemas mencionados en el pérrafo anterior. Este comportamiento también
es observado en flujos laminares no newtonianos por lo cual se deduce que
los flujos turbulentos serian mejor representados con un modelo de viscosi-
dad turbulenta no lineal. Lumley fue el primero en desarrollar modelos de

este tipo de forma sistematica[Speziale, |1991].

Si se define el tensor de Reynolds anisotrépico adimensionado como

y se asume una dependencia de la forma siguiente

b=>b(k,e,v,D,W)
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adimensionando se tiene:

2
b= b* (k—,]fD,]fw).
VE € €

La expresién anterior se puede escribir usando una base de tensores T

(integrity tensor basis) como
N
b=) o, T
n=1

(ver|Launder and Sandham! [2002] y Deville and Gatski|[2012]).

Estas bases, en el caso analizado, en que un tensor simétrico de traza cero
(b) es funcién de otros tensores, uno simétrico (*/¢D) y otro antisimétrico
(*/¢W), son:

T = Zp
€
2
T(z)—l;—z[DW—WD]
I, 1
3) _ 2 2
TG 2 [P =5 (D )1}
k* 1
4 2 2
TU—E—2 W —gtr(W)I]
3
T<5>:’;—3[WD2—D2W]
6 K [ 2 2 >
T = 5 |W'D+DW —gtr(DW)I
L
T = ’;—4 [WDW? — W?DW]
4
T® = ];—4 [DWD? — D’WD|
T K W2D?2 w2 2 2yw2
= +DW —gtr(DW)I

kS
T = 5 [WD*W? —W’D*W]
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Los coeficientes adimensionados o, pueden, en principio, tener la de-

pendencia funcional siguiente:

Kok, K )
o, = 0y (E,S—ZIT(D ),gtr(w )) .
Existe infinidad de modelos de este tipo. A modo de ejemplo se presenta
a continuacién la expresiéon del modelo de Shih [Launder and Sandham,
2002] en el que solo se consideran T(!) y T(?)

k k2
b =0 -D+ 0= [DW — WD)]
€ €

Es inmediato probar que el modelo k — ¢ resulta de considerar solo T(!)
y an - _CF'

Modelo k — ®

El modelo k — o fue el primer modelo de dos ecuaciones propuesto [Wil-
cox, 1994]. Kolmogorov us6 una ecuacién modelada para la energia cinética
turbulenta y gener6 una ecuacién modelada para la disipacién por unidad
de energfa turbulenta (o =* /;). El modelo original de Kolmogorov ha sufri-
do modificaciones desde su creacién en 1942 que han mejorado su desem-
pefio. Por ejemplo, la ecuacién propuesta por Kolmogorov para ® no tenia
un término de produccién de o, ya que él consideraba que ® estaba relacio-
nada con los movimientos en escalas disipativas y no tenia conexién directa
con el flujo medio, lo cual es incorrecto [Wilcox, 1994].

Generalmente cuando se hace referencia al modelo k£ — ® se considera la
expresion dada por Wilcox en 1988, cuya ecuacién para o es la siguiente
[Pope, 2000]

do v Pw
Zov. (v +Cp1 — — Cep®?
dt Cw k

donde Cy1 =5/9, Cop =3/40y 6 = 2.
Ademas se utilizan las ecuaciones de Reynolds, la ecuacion la hipote-
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sis de viscosidad turbulenta (ec.[3.1)) y la expresion

k
Vr = C‘ua

que es completamente andloga a la igualdad
Es razonable preguntarse, ;cual es la diferencia entre el modelo k—® y
el k —€?. Para responder esta pregunta, en Pope [2000] se deriva la ecuaciéon

para ® implicada por la ecuacién de € del modelo k — ¢, la cual resulta

%‘;’ =V. <:;—:V(n> +(C€171)?7(Cm271)032+q, (GLEJrle) %Vw-VkJrC” (0%70%) <V2k+%Vk-Vk>

En flujos homogéneos Vk = 0, entonces si se toman Cyp; = Ce1 — 1, Cyp =
Ce2 — 1y 6 = O¢ la ecuacion es idéntica a la dada por el modelo de Wilcox.
En flujos no homogéneos, los tltimos dos términos del lado derecho de la
expresion anterior hacen que los modelos sean diferentes. Estos términos
son los responsables del mejor desempefio del modelo k — o respecto al k — ¢
en la region viscosa cercana a las paredes y frente a gradientes adversos
de presiones. Por contrapartida, se debe establecer una condicién de borde
para o en el flujo libre distinta de cero, que no tiene justificacion fisica y de
la cual dependen los resultados de la simulacién [Pope} 2000].

3.3. Simulacion de grandes voértices (LES)

Como ya se menciono en la seccién 3.1} para lograr simular directamente
un flujo turbulento se requiere una cantidad de celdas o nodos del orden de
Re*73, 1o cual hace que la tarea sea imposible en la medida que el Reynolds
es lo suficientemente alto. Si uno no puede alcanzar la resolucién requeri-
da por la simulacién directa, ;que pasa si la simulacién se realiza con una
resoluciéon menor?. En principio se obtendria un flujo turbulento en el que
los vortices de mayor escala estarian resueltos, pero el resultado no seria
correcto ya que las diferentes escalas del flujo turbulento interacttian entre
si y en este caso no se estaria tomando en cuenta el efecto de las escalas
de tamafio menor al paso de la grilla sobre las mayores. Se debe modelar
ese efecto. La simulaciéon de grandes voértices (LES) consiste precisamente
en simular las escalas mayores y modelar el efecto de las menores sobre
las mayores de forma de requerir una resolucién menor. Es importante no-
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tar que una simulacién de este tipo permite obtener la evolucién temporal
de los movimientos de mayor escala, lo cual constituye una ventaja sobre
los modelos RANS. Esta caracteristica es especialmente ttil en flujos con
desprendimientos de vortices, efectos de flotacién, etc, donde los modelos
RANS tienen problemas. Ademads la capacidad de obtener los movimientos
no estacionarios hace que este este enfoque sea adecuado para estudiar la
interaccion entre fluidos y estructuras, problemas aero-acusticos, etc [Laun-
der and Sandham, [2002]].

3.3.1. Filtrado

En un principio, el marco teérico de las simulaciones LES era escaso y se
mezclaban los aspectos numéricos con los de modelacién. El llamado “en-
foque de balance de volumen” de Schumann (ver Launder and Sandham
[2002]) comienza con el establecimiento de una grilla de voltimenes finitos,
en la cual se integran las ecuaciones de Navier-Stokes en cada una de las
celdas de forma de obtener balances en cada una de ellas. Si la grilla es lo
suficientemente “gruesa” se debe modelar el efecto de las escalas menores
a la grilla sobre las mayores, a lo cual se denomina modelo de “subgrilla”.
Como puede apreciarse en este enfoque la discretizacién y la modelacién no
son conceptualmente independientes, como ya se mencioné. Aunque aun
hoy hay autores que prefieren este enfoque, la mayoria utiliza la idea in-
troducida por Leonard en 1974 (ver Sagaut [2006]), la cual consiste en filtrar
espacialmente los campos relevantes usando una operacién de convolucion,

O sea:

(u) = / u(r,7) G (x —r,x,7)dr (3.18)

donde la integral es en todo el dominio del flujo. G es una funcién filtro
que tiene la propiedad de decaer rdpidamente con r y ademds cumple la

siguiente condicién de normalizacion:

/G(r,x)dr: 1.
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En el ejemplo anterior se filtra el campo u pero la operacion se puede aplicar

a cualquier campo. El campo de velocidad residual se define:
u =u—(u)

Se define el ancho del filtro como sigue:

A= \/12/r2G(r,x)dr

Es util pasar a una representacion espectral de la ecuacion Para ello se

aplica la transformada de Fourier a dicha igualdad, obteniéndose

() =G (K)u(x)
donde el sombrero indica que se aplica la transformada de Fourier

ﬁ:/u(x,t)e’kxdx

y k es el nimero de onda.
Los filtros mds comunes utilizados son, el gaussiano dado por la expre-

sion
6,
G— TCAze AT
el “box”
1 <A
G 5, sifr| <
B pu—
0, si|r|>A
y el espectral brusco,
G 1, sijk]<%
S =
: T
0, S1 |K| > A

Los filtros gaussiano y box, que estan expresados en espacio fisico, tienen un
equivalente en el espacio espectral y el espectral brusco tiene un correspon-

diente en espacio fisico. Estos filtros correspondientes se pueden calcular
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usando la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier
respectivamente. Es sencillo ver que el filtro espectral es similar al box pero
en el espacio espectral. Este elimina del campo todas las contribuciones de
movimientos cuyo numero de onda x >" /4. El correspondiente a este en
espacio fisico no es local, en el sentido que el campo filtrado tiene contribu-
ciones de movimientos que estdn alejados del punto de aplicacion [Sagaut,
2006]. El tnico de los tres filtros listados anteriormente que es razonable-
mente local tanto en espacio fisico como espectral es el gaussiano [Pope,
2000].

El campo filtrado es una funcién del tiempo a la cual se le puede aplicar
nuevamente la operacién de filtrado. En general ((u)) # (u). Solo se da la
igualdad en el caso en que el filtro utilizado es el espectral brusco [Launder
and Sandham, 2002]. En general también se da que ((u)v) # (u)(v), lo cual
marca una diferencia importante con la promediacién de Reynolds. La de-
rivacion y el filtrado son operaciones conmutables, lo que constituye una
propiedad ttil en lo que sigue.

Si se aplica la operacién de filtrado a la ecuacion de balance de masa y

las ecuaciones de Navier-Stokes se obtiene lo siguiente:

V() =0 (3.19)

2 V) ) =~V () + V9V - (3.20)

donde ¥ es un tensor cominmente llamado tensor de tensiones residual y
que es el término que se debe modelar. El tensor de tensiones residual es

= (u®u) - (u) ® (u).

Finalmente, antes de entrar en los modelos méds comunes, es importante
precisar un aspecto relevante. El filtro que se us6 para obtener las igual-
dades y es homogéneo e isotrépico, lo cual permite conmutar el
filtrado y la derivacién. Cuando el flujo analizado tiene fronteras sélidas
no se puede utilizar un filtro homogéneo e isotrépico porque los valores de

la velocidad filtrada de esta manera sobre la superficie no van a ser nulos,
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lo cual contradice la condicién de adherencia. Para salvar esta dificultad se
debe usar filtros no homogéneos o anisotrépicos, lo cual agrega términos
adicionales en las ecuaciones y S6lo recientemente se ha cuanti-
ficado y comenzado a agregar en las simulaciones LES la contribucién de

estos términos adicionales [Launder and Sandham), 2002].

3.3.2. Modelos de tensiones residuales

Existe infinidad de modelos de tensiones residuales. Para tener un am-
plio panorama de los modelos existentes se recomienda ver Sagaut [2006]. A
continuacién se presentan dos de los mas simples y de uso extendido como

son el modelo de Smagorinsky y el modelo dindmico.

El modelo de Smagorinsky

El modelo de Smagorinsky fue desarrollado en 1963 para aplicaciones
meteoroldgicas y basa su éxito en su simplicidad.

Consta de dos partes, por un lado un modelo de viscosidad turbulenta
de la forma

1
T =1 3 (t*) 1= —2v,(D) (3.21)

y por otro un modelo anélogo al de longitud de mezcla de Prandtl para
el calculo de la viscosidad turbulenta
v, = ls*(D) (3.22)
donde /; es la escala de Smagorinsky y

(D) = +/2tr ((D)?) (3.23)

es la tasa de deformacioén filtrada caracteristica, representa una medida
de la deformacién del campo de velocidad filtrada.

Es usual definir
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s =C,A (3.24)

donde C; se le denomina coeficiente de Smagorinsky:.

Es sencillo probar usando solo el modelo de viscosidad turbulenta (ecua-
cion3.21) que, en este modelo, el flujo instantdneo de energia desde las esca-
las resueltas a las residuales es siempre positivo. Esto es un comportamiento
no realista. La teoria de Kolmogorov explica que el flujo de energia cinética
turbulenta se da siempre en el sentido hacia las escalas menores, pero esto
es en valores medios, no instantdneos. En la realidad se encuentra flujos ins-
tantaneos de energia en el sentido contrario; lo que este modelo no es capaz
de interpretar.

Si se supone un flujo turbulento con un nimero de Reynolds alto y el
filtro en el rango inercial es posible determinar el valor del coeficiente C; ~
0,17 (ver Pope| [2000]).

La capacidad predictiva de este modelo depende fuertemente de la ubi-
cacién del filtro en el rango inercial, lo cual puede resultar una tarea muy

compleja en flujos con fronteras solidas.

El modelo dindmico

Para el modelo dindmico se utilizan dos filtros. Primero el llamado filtro
de grilla de un ancho A, del orden del paso de la grilla y segundo el llamado
filtro test, con un ancho A; que es tipicamente el doble que el filtro de grilla.

Las operaciones de filtrado quedan respectivamente

Wy = [ulx—r.0)G(|rl:a.)dr

(), = /u(x—r,t)G(HrH;At)dr

Las tensiones residuales basadas en el filtrado de grilla y en el filtrado

doble (primero el de grilla y después el test), quedan respectivamente:
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Ty = (0@ u), — (u), @ (u), (3.25)
Tgf = (U@ u)gr — (U)gr @ (W) (3.26)

donde se uso ((w)g); = (u) 4
Si se le aplica el filtro test a la ecuaciéon y se resta de la ecuacién[3.26]
se obtiene la identidad de Germano:

L=ty — (tg)r = () ® (W))r — () @ () (3.27)

El tensor L se puede interpretar como el tensor de tensiones residual, relati-
vo al filtro test, basado en la velocidad filtrada con el filtro de grilla. Es decir
que representa la contribucién de los movimientos de escala entre A; y A, al
tensor de tensiones residual (con filtro test).

Ahora usando el modelo de Smagorinsky;, se tiene

= ’Eg — —tr (”L‘g) I = —2¢,A% (D) (D), (3.28)

1
To = Tgr — 3 (Th) I = —2¢580° (D)t (D) (3.29)

donde se utiliza la constante ¢, en lugar de Cy?, de forma de permitir flujo
inverso de energfia.

Definiendo
M =2 ((D)o(D)g)r — 20> (D) gt (D) o (3.30)
Se tiene
L= — () =csM (3.31)
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donde L es el modelo de Smagorinsky de la parte sin traza de L.
Como tanto M como L son conocidos en funcion de (u),, de manera que
se puede ajustar el valor de ¢, para lograr la mejor aproximacién posible.

Esto se logra cuando

tr(ML)
tr(M?)

(3.32)

cS:

[Pope, 2000].

3.3.3. Ecuacién de balance de la energia cinética de la com-
ponente fluctuante de la velocidad filtrada
A continuacién se deriva la ecuacioén de balance de energia de la compo-

nente fluctuante filtrada por la simulacién de grandes vortices.
Con un filtro G homogéneo. Este filtrado tiene las siguientes propieda-

des:
dg\ _9(q)
<$>_3? (3.33)
dg\ _9d(q)
(@) = (q) (3.35)

Si se le aplica la operacion de filtrado a la ecuacién de Cauchy se tiene:

(b5 ) =5 11+ F)

<%—l;> +{(Vu)u) = % (V-T)+ (F)

Aplicando las propiedades de la operacion de filtrado y la propie-
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dad (Vu)u= V- (u®u) resulta:

E¥+V-(u®u>:%v-(T>+<F> (3.36)
Ahora se definen
TR =pu)—p ) (u) (3.37)
y
" = plueu) — p(u) ® (u) — %pkrl (3.38)
donde k, = tr (T%).
Sustituyendo en queda
2 vy () = SV (1) =)+ (F) (3:9)
Finalmente si se define
5 =(T) - TR (3.40)

de forma que la ecuacién de Cauchy filtrada queda:

2 v e ) = %v. (%) (3.41)

En el caso de que el fluido sea newtoniano
TS5 = — (p)I+2u(D) — TR (3.42)
Haciendo el producto de la ecuacién anterior con (u) se obtiene:

S
e - (D) =S () . G4

Usando la expresion para un fluido newtoniano la ecuacién anterior de
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transforma en

L+ OB =9 (- )+ 2v(0) () - 7)) = 2w (D)) 4 S (T7(D) + (F) ).
(3.44)

Ahora si se aplica la media de conjunto a la expresién resulta la igual-
dad:

M+%+<VEfM> T [(><u>)<>] k) W+ [ (' @) ]

ot ot
(D)(u) +2v(D) ()| = V- [~TR{u) ~ 7% ()| =

—ovir [ j + Etr [TR D) +TF (D>'] +F)(u)+ (F) (u). (3.45)

En la expresion anterior se utilizaron las definiciones siguientes:

(p)' = (p)—(p)
(D) = (D)— (D)
Epy = 5 ()

Por otra parte, se puede aplicar la media de conjunto a la ecuacién [3.41]
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de lo cual resulta:

aé';> +V- (e ) = %v- (75) +1®) (3.46)
en la cual
TS = —(p)I+2u(D) — TR —p(u)’ ® (u)’ (3.47)

Haciendo el producto de la ecuacién y (u) y manipulando se tiene:

Lo (V) o]

s | v VD) )| - V- [ TF(w)] - V- [~ ()@ () w)| =

3

~2vir [@2} - %tr [—TR<D>] —tr [—<u>’ ® <u>’®] +{F)(u) (348)

La ecuacién de balance de ks resulta de restar las ecuaciones y

P .
§+ (Vks) (u)—V-

<p>/ / |V / T\ R |
Py () @)’ ) ) 2v D) ) T <u>]—

~2vir [W} + %tr [TR' <D>’} —tr [<u>’ ® W@] (B () (349)

El primer término del miembro izquierdo de la ecuacién es la va-
riacién temporal local de la media de la energia cinética de la componente
fluctuante de la velocidad filtrada (ky), la cual, si se supone que el proceso
es estadisticamente estacionario, vale cero. El segundo término es el trans-
porte convectivo de ks debido al campo medio de la velocidad filtrada. El
tercer término representa el transporte, por mecanismos turbulentos, de k.
El término al que se aplica la divergencia es un vector (R*) que representa
el flujo de ks originado por estos medios. En el miembro derecho de
se tiene, primero, la disipacién de energia k; por medios viscosos (7). El
segundo término del miembro derecho representa el transporte de ks por
medios inerciales desde las escalas que son representadas hacia las escalas
residuales (). El pentltimo término representa la produccién de k¢, al que
se llamaré (Pr). Finalmente se tiene un término adicional, que aparece sélo si

la fuerza de masa F es variable en el tiempo y donde la velocidad fluctuante
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es no nula. En lo que sigue se supone que este término vale cero.

ag+ (Vks) (u) —V-R* = &4+ B, — P (3.50)

Si el filtro se ubica en el rango inercial del espectro de la componente
fluctuante de la velocidad, es razonable suponer que ks = k ya que se estaria
captando la mayor parte de la energia k. Ademds, se puede suponer que
U~ (u) y  ~ (p). De esta manera, los primeros dos términos aproximan de
buena forma la derivada total siguiendo el flujo medio de la energia cinética
turbulenta k. En esta situacion el término € es despreciable si ademas el
filtro esta ubicado lejos del rango disipativo. También se tiene que Z, es del

orden de la disipacion (€) y Py es del orden de P. O sea:

P~ Pr=—tr [(u)' ® <u)/@} (3.51)
e~ er+ P =2vtr [W} — %tr [TR’ (DY’ ] (3.52)
ad
3—1; +(Vk)u~ g + (Vky) (u)
R~R"'= —%y (u)’ — (% (u)’ (u>') (u) +2v(D) (u)’ — TR (u)’ (3.53)

Para calcular los términos anteriores en una simulacién conviene expre-
sarlos en funcién de medias de campos y eliminar las componentes fluc-
tuantes, expresando estos términos como la resta del campo y la media de
este.

Si se utiliza un modelo lineal de viscosidad turbulenta, como el modelo
de Smagorinsky, por ejemplo, se tiene

2
T = —2pv, (D) + 3Pk
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entonces
_ - 2 _
TR = —2pv, (D) + gpk,I

O sea que

TR = TR _TR = _2pv, (D) + % pk.I+2pv, (D) — % pk,1 (3.54)
_____ 9 _
= =2pv, (D) +2pv, (D) + 3p (kr —K;) I

La disipacion se puede calcular (usando ) como

£~ %tr [TR’ <D>'] =tr

(—2\/, (D) +2v, (D) + % (k, — %) 1> <<D> —@)

~tr [—ZVr <D>2 +2vr (D) (D) +2v,(D) (D) — 2v, (D) <D>] T

(&) er ()

W

(b — k) or (D))

Como la traza de (D) es nula la disipacién queda

e~ 1r [—zv, (D)2 +2v, (D) <D>] (3.55)

Razonando andlogamente se pueden calcular ? y R, que quedan:

Prir [_<u>®<u>< Y+ (u) @ (u) { >] (3.56)
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Capitulo 4

Simulacién de grandes vortices de

una capa limite turbulenta rugosa

4.1. Esquema del flujo a simular

El flujo que se va a simular tiene algunas particularidades que surgen
de las posibilidades y limitaciones de la modelacién numérica. Se propone
simular un flujo en un dominio que es un prisma rectangular. Dentro de es-
te prisma se aplica una densidad de fuerza de masa F, constante paralela a
una de sus aristas. En las caras perpendiculares a la fuerza de masa, se im-
pone una condicién de borde periddica, es decir, que todos los valores sobre
una de estas caras son copiados en la otra. Se elige una de las caras laterales
para oficiar de superficie sobre la que se desarrolla la capa limite; en esta
se impone la condicién de borde de adherencia, de aqui en més cuando se
hable de “la superficie” se estard haciendo referencia a esta superficie. En
la cara opuesta la condicién de borde es de simetria, o sea que no hay flujo
a través de ella y la proyeccion de los gradientes de todas las propiedades
del flujo en la direccién perpendicular a esta son nulos. En las caras late-
rales se impone periodicidad. Sobre la superficie donde se desarrollaré la
capa limite se ubica un arreglo de cubos impuestos mediante condiciones
de borde inmersas. El flujo comienza su evolucién desde el reposo, hasta al-
canzar una condicion estadisticamente estacionaria. En [Coceal et al., 2006]
se utiliza el mismo conjunto de condiciones de borde.

Solidario al prisma se define una base ortonormal dada por el versor 7

colineal a F,, el versor j perpendicular a la superficie y el versor k = i A k.
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Ver figura

Este esquema no es realizable fisicamente, por lo tanto la simulacién no
corresponde a ningtn flujo real en un sentido estricto. Por un lado, se puede
decir que no es una capa limite desarrollada espacialmente, que es el flujo
que se analiz6 en profundidad en el capitulo 2| Por otro lado, si las paredes
laterales y las entradas estan lo suficientemente lejos una de otra, el flujo
tiene similitudes con el flujo en un canal. En el flujo en un canal, se tienen
dos superficies opuestas iguales en las que se desarrollan capas limite hasta
que estas se unen en un flujo turbulento completamente desarrollado. El
plano central es un plano de simetria en las propiedades estadisticas, pero
a través de este circula fluido, por lo cual no es un plano de simetria del
flujo tridimensional. El esquema utilizado considera que el plano superior
es un plano de simetria del flujo tridimensional, lo cual es una diferencia
importante.

Aunque el esquema de condiciones de borde presenta las dificultades
mencionadas, se elige porque permite generar un flujo que presenta varia-
ciones espaciales principalmente en la direccién perpendicular a la superfi-

cie, ademas de que otros grupos lo han usado con éxito [Coceal et al., 2006].

Figura 4.1: Esquema del flujo
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4.2. caffa3d.MBRi

El programa caffa3d.MBRi desarrollado por el Grupo de Mecénica de
Fluidos Computacional del IMFIA, es un solver para flujos incompresibles.
Es un programa de cédigo abierto basado en el enfoque de volimenes fini-
tos escrito en Fortran 90, lo cual permite a estudiantes no expertos en escri-
tura de programas hacer modificaciones en el c6digo fuente de manera de
adaptar el c6digo a los requerimientos del caso de estudio.

El modelo matematico consta de la ecuacion de balance de masa, la de
balance de cantidad de movimiento y una ecuacién de balance de un escalar
pasivo genérico. Esta tltima ecuacién puede utilizarse, por ejemplo, para
resolver el transporte de un contaminante o para codificar un modelo RANS
tipo k —¢.

En este se utiliza mallas estructuradas por bloques tanto para alcanzar
flexibilidad geométrica como para explotar la capacidad de computadores
paralelos (clusters) haciendo uso de la libreria MPI. Cada celda de la malla
es un hexaedro, con exactamente seis celdas adyacentes, no se superponen,
y no existen espacios vacios entre ellas. La malla se divide en regiones y
cada region puede estar dividida en bloques. La paralelizacién de las acti-
vidades se hace utilizando esta estructura, es decir, cada regién es resuelta
por un nucleo diferente. Finalmente es importante destacar que aun cuando
el bloque de malla tenga una forma curva, siempre las coordenadas usadas
son cartesianas.

Cada ecuacién del modelo matemaético es discretizada en cada celda de
manera de obtener una ecuacién lineal de la forma

A?)I/tp -I-A%ME +A‘Lfvuw -I—A%JMN +A§‘us -l—A”}uT +A%MB = Q;’;

donde el supraindice u refiere a que es la ecuacién de balance de canti-
dad de movimiento en la direccién de u, y los subindices B, E, W, N, S, Ty
B identifican las celdas adyacentes en: actual, este, oeste, norte, sur, arriba
y abajo. Para ver en detalle la discretizacién utilizada en cada termino se
recomienda ver Usera et al. [2008].

Para calcular los flujos convectivos en cada celda se utiliza un blending

de un esquema upwind de primer orden implicito y un esquema de inter-
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,(;. iteraciones internas
" Bal. Cantidad de mov. (u,v,w) | | Resolucion
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-§ E Balance de masa (p') L] c!e sistemas
E %‘ ! lineales de

Transporte escalar (¢)

t= ;[n+1
v

Figura 4.2: Esquema de las iteraciones

| ecuaciones: SIP

)

polacién lineal de segundo orden explicito. El acople entre la velocidad y la
presion se hace usando el método SIMPLE [Usera et al., 2008].

Como es sencillo ver, cada bloque forma un sistema de ecuaciones li-
neales que es heptadiagonal. O sea que globalmente es heptadiagonal por
bloques. Estos sistemas son resueltos de forma eficiente por una variante
estructurada por bloques del método Stone-SIP, este es el método utilizado
[Usera et al., 2008].

Para cada paso temporal se registran iteraciones a dos niveles, para lo-
grar el acople de la velocidad, presién y escalares pasivos. El esquema de
estas iteraciones se presenta en la figura

Finalmente es importante destacar una funcionalidad del caffa3d.MBRi
que es utilizada en las simulaciones realizadas, esto es: condiciones de borde
inmersas. Las condiciones de borde inmersas permiten representar sélidos
inmersos en un flujo sin necesidad de adaptar la malla a la frontera solida.
Esto se logra imponiendo en las celdas que estdn dentro del s6lido una fuer-
za de masa tal que logre que la velocidad sea la de este. Si el s6lido estd en
reposo esta velocidad es nula. En caso de celdas que estdn parcialmente den-
tro y parcialmente fuera del solido se pondera la fuerza en relacion con el
volumen. Para una explicacién de los fundamentos matematicos del méto-

do se recomienda ver [Peskin, 2002].
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4.3. Ecuaciones del flujo en un canal rugoso

Se define el filtro homogéneo siguiente:
G(2)=-5() (4.1)
o sea que la operacién de filtrado queda:

1
g (2,1) / / / x5, y*, 25 1) —08(z" — z)dZ dy*dx” (4.2)
Ay

donde & es la funcion Delta de Dirac y Ay es el drea de la interseccién
de un plano horizontal a una altura z con el dominio del flujo. Este filtro
tiene la propiedad de promediar los valores de cualquier campo en el plano
z = 7". Esta operacion se puede aplicar a cualquier campo, en particular se
puede aplicar a campos que fueron filtrados con el filtro de la simulacién de
grandes vortices y luego promediados, en este caso se definen las siguientes
cantidades:

El tilde indica que este término es el desvio respecto al promedio de los
valores a una altura z. La misma légica se puede aplicar a cualquier campo.

Se puede filtrar de esta manera la ecuacién de balance de masa filtrada
y promediada:

de lo cual resulta:
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O Sea

(),

ox dy 0z

Como luego del filtrado horizontal la funcién deja de depender de x y y

’ <W>H 0= ((w) 0 43
= = <(w>>H = constante = (4.3)
La dltima igualdad surge de que la velocidad sobre la superficie z = 0 debe

ser nula.

Ahora, si se aplica esta operacion de filtrado a la ecuacién 3.46}

(50 (o @), (3v-()), (),

(4.5)

El daltimo término de la ecuacién surge de la heterogeneidad de la su-
perficie rugosa ya que genera que los valores de la media temporal varie, a
una misma altura z, al menos en la subcapa rugosa. A estas tensiones se les

llama “dispersivas” [Coceal et al., 2006

En presencia de obstaculos sélidos, el filtrado horizontal y la derivaciéon
no son conmutables ya que la regién en la que se se integra no es simplemen-
te conexa, por lo cual surgen términos adicionales [Raupach et al.,|1991]. La

derivacién espacial queda,
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dq _a<‘]>H 1
<a_xi>H_ ox; +Aff<é-qnds

y la temporal

9\ 9@y L?{ .
<af >H o Ag %%)qulnds

donde %; es la curva que surge de intersectar el plano horizontal con la
superficie de los elementos de rugosidad y %y es la curva que surge de in-
tersectar este plano con el dominio del flujo. Ademas n es la normal saliente
a la region plana delimitada por estas curvas y v; la velocidad de la curva
G + 60.

Para evitar considerar estos términos, se recuerda que los elementos de
rugosidad se ingresan mediante el método de condiciones de borde inmer-
sas, entonces estos se pueden considerar como parte del flujo si se tiene en
cuenta el campo de fuerzas de masa que mantiene el fluido dentro de los
elementos de rugosidad en reposo. Entonces las ecuaciones y son
validas aun en presencia de los obstaculos.

La proyeccion de la ecuacién segln i es

(@), Xy, K o o onie)

dy p 0x dy 0z
(4.6)

Donde se utiliz6 el resultado Como las magnitudes filtradas hori-
zontalmente dependen solo de z, la ecuacion [4.6|queda:

a Sk -
o:% Talj +<(F>>H 4.7)

El campo de fuerzas de masa tiene dos contribuciones: la fuerza externa
F,, que es constante en todo punto del dominio, y la fuerza que proporciona
el método de condiciones de borde inmersas F;,,, que es variable espacial y
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temporalmente. Entonces

<W>H = <W>H +F, (4.8)

La ecuacién [4.7)se puede integrar, de lo cual resulta

TS** S** _p/ (49)

Los elementos de rugosidad estdn apoyados sobre la superficie y tienen
una altura /4, de forma que la integral anterior se puede calcular en dos par-

tes para z > h usando

T =TS ( p/ ,m,, +F dz—p/ F.dz (4.10)
Se define
T, = TS (0) = p / Forg) +Fe> dz (4.11)
Entonces
TS =1, — pF, (z—h) (4.12)

Como T%* (z = H) =0 donde H es la altura de la cara opuesta a la super-

ficie, se tiene
Ty = pF. (H—h) (4.13)

De manera que 7T, es un pardmetro controlado externamente, y puede

usarse para controlar el correcto funcionamiento del modelo.

4.4. Detalles de la simulaciéon

Se fija de forma arbitraria la altura del canal en H = 2m. Para asegurar
que se establezca una zona logaritmica, en Jiménez|[2004] se propone que se
debe obedecer el criterio 40h < H, de manera que se debe cumplir 4 < 0,05m.
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Por otro lado, el paso de la grilla en la zona préxima a los obstaculos de-
bera ser proporcional a £, 0 sea que si se elige un valor de 2 muy pequefio se
estard aumentando la cantidad de celdas necesarias para realizar la simula-
cién. Es por ello que se elige & = 0,048m.

El niimero de Reynolds de la simulacién se elige de manera que el flujo
sea completamente rugoso dindmicamente (o sea que se verifique la simili-
tud de Reynolds), de forma que el valor de este no tenga influencia. El flujo
es completamente rugoso dindmicamente si 70 < A" [Raupach et al.,1991]
para rugosidad tipo arena (sand roughness). Coceal et al. [2006] utiliz6 un
valor de A" = 500 en su simulacién numérica directa de un canal rugoso
para asegurar un flujo completamente rugoso dindmicamente. Si se impone
h* ~ 500, entonces usando aire como fluido 500v/h = 0,14™ /¢ < u*. Final-
mente, se elige el valor de u* ~ 1"/,. La tensién rasante sobre la superficie

serd T, ~ pu*> ~ 1,2%¢/, . Usando la ecuacién se tiene

Tw

F=—"
p(H —H)

~0,51"/

La fuerza por unidad de masa F, es el pardmetro que se fija en el modelo
para lograr la velocidad deseada, de acuerdo a lo anterior se elige en F, =
0,5"/2. O sea que u* =~ 0,99" /.

Es posible determinar el perfil de velocidad media que se espera obtener.
Para ello se debe determinar el valor de c... Como se mencioné anteriormen-
te, el valor de c.. (6;) depende del tipo de rugosidad que se estd consideran-
do. La rugosidad que se utilizara en las simulaciones seran cubos montados
sobre la superficie. Se fija el valor de A = 0,0625 de manera de estar cerca del
valor maximo de % /;. Con cubos de h = 0,048m resulta en un drea plana por
cubo de A = 0,0369, como se muestra en la figura Con esta rugosidad el
valor esperado de % /;, 2 0,06. O sea que z9 ~ 0,003m y

1 20
€ (O}) <5 9 (4.14)
La altura de desplazamiento nulo, se estima de acuerdo con [Raupach

etal}1991] en ¢/, ~ 0,75, de modo que d ~ 0,036m.
En canales y tuberias, el pardmetro de Coles IT ~ 0, entonces el perfil de
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Figura 4.3: Esquema de la rugosidad utilizada

velocidad esperado se puede aproximar por encima de la subcapa rugosa

con la expresién logaritmica siguiente:

U="1m (Z__d>
K 20
con u* =0,99" /s, d = 0,036m y zo = 0,003m.

Las tensiones rasantes deben seguir el andamiaje descrito en la seccién

o sea:

T3 =1,2-0,62 (4.15)

La componentes de la diagonal del tensor de Reynolds adimensionadas

2 2 W2 . . . .
con u*, 5*2, ;*2 y ;”*2 tienen un pico sobre la superficie del orden de 4,2y 1,2

respectivamente. O sea que k ~ 3,6u*>

Finalmente, se debe elegir el paso de la malla a utilizar. En el entorno

de los cubos se espera tener vortices del orden del tamafio de los cubos

77



¢y =~ 0,05m. Se estima que las escalas mayores en el rango inercial es /g ~
%Eo ~ 8-1073m (ver Pope [2000]), de manera que el paso de la malla deberia
ser menor a este valor en el entorno de los cubos. La escala de velocidad
de los voértices es Uy ~ (%k)l/2 = 1,55u* ~ 1,55™ /;. Manteniendo el valor de
la escala de velocidad, es decir, Uy ~ Ug; = 1,5/, la escala de tiempo de
los vértices en el comienzo del rango inercial es 7g; ~ 0,005s. Por encima
de la subcapa rugosa, en la zona logaritmica, la escala L = "% se puede
aproximar por L ~ Cz con Cy, = 2,5 [Pope, 2000]. La escala /) = (%)3/2 L.O
sea que hasta un valor de z ~ 0,25m (la altura de la capa de superposicién)
la escala de longitud ¢y ~ 1,35z y ¢g; ~ 0,23z. Si se asume que el valor de
Ug; en esta zona es 1,5/, constante, la escala de tiempo de los vortices en

el comienzo del rango inercial es 7z; ~ 0,15z. Resumiendo:
» En la subcapa rugosa /gy ~ 8 - 103m y g1 ~ 0,005s

» Enlazona logaritmica (z < 0,25m), 8- 107>m < fg; < 5,6-102m y 0,005s <
Tr1 < 0,037s.

» Por encima de la capa de superposicion {g; ~ 5,6 - 10~ 2m y g1 ~ 0,037s

Por razones de tiempo de las simulaciones el paso temporal utilizado fue
0,01s que es del orden del minimo de 7 aunque mayor. La malla es regular
en las direcciones i y j con un paso de 0,01m. En la vertical se usé un paso

variable que aumenta con la altura de forma lineal, de la siguiente manera:
Az (m) =0,004+222-10727
Como la malla no es uniforme se puede calcular un didmetro efectivo de
las celdas como sigue:

Ay (m) = (0,004 +2,22-107z) -0,01-0,01] /s

A modo de referencia se pueden calcular las escalas de Kolmogorov

3
y de Taylor. En la subcapa rugosa, la produccién 2 ~ % ~ 70M /s, asu-

1
/
miendo P = ¢, las escalas de Kolmogorov quedan: n = <V—§> ‘s 10=5m,
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Ty = (V8)1/4 ~5-107%y Uy = (%)1/2 ~ 0,18"/; la escala de Taylor es: A ~
15Uy ~3-103m.

De la misma manera se pueden calcular estas escalas en el tope de la
capa de superposicién: N ~ 1-10"*m, tq = 0,1s, Uy =1-1073"/, y la escala
de Taylor A~ 7- 10 3m.

Un resumen de las escalas puede verse en la figura Puede verse que
salvo en alguna parte minima de la subcapa rugosa el paso de malla utiliza-

do resolveria el flujo hasta el comienzo del rango inercial.

1.8

14

1.2+

0.8~

0.6~

0.4~

0.2~

0 MR B L
10" 10 107
Escala (m)

Figura 4.4: Escalas de longitud esperadas en el flujo.
En azul (—) la escala del comienzo del rango inercial
lg1, en rojo (—)el paso de la grilla A,,, en cian (—) la
microescala de Taylor A y en verde (—) la escala de
Kolmogorov 1.

Se hicieron simulaciones preliminares para determinar las dimensiones
ideales del dominio de la simulacién. El criterio utilizado fue que la correla-
cién de la velocidad se haga nula de manera que la condicién de periodici-
dad no impusiera condiciones sobre el flujo. En simulaciones con un ancho
de aproximadamente 2m se registraba la presencia de un par de voértices ho-
rizontales con un didmetro del orden de la altura del dominio; estos vortices
eran bidimensionales y no interactuaban con el resto del flujo. Para evitar
este problema se aumento6 el ancho a 3,84m. Por otro lado, se limité a 16
la cantidad de regiones totales para poder trabajar en la cola SmallJobs del
cluster. Con estas restricciones el domino se conforma por 16 regiones de
96x96x112 celdas o sea 1032192 celdas por regién y 16515072 celdas totales.
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Las 16 regiones tienen una seccién horizontal cuadrada de 0,96m de lado y
2m de altura. Estas regiones se acomodan de manera de formar un prisma
de3.84m x 3.84m x 2m.
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Capitulo 5

Resultados

Las simulaciones realizadas comienzan desde el reposo. La velocidad
aumenta en la medida que el flujo se acelera, hasta que la capa limite alcanza
la superficie superior. Una vez que esto sucede se debe dejar un tiempo
para que se estabilice y la simulacion sea estacionaria en valores medios.
Esto requiere alrededor de 40 segundos de simulacién que en tiempo de
maquina, a 11 hs/seg, redunda en una simulacién de alrededor de 20 dias.
Recién después de este tiempo se comienza la simulacién real, que puede
llevar entre 20 y 30 dias de trabajo en maquina.

En este capitulo se presentan los resultados de dos simulaciones para las

que se modifico el coeficiente de blending.

Simulacion | Coef. Blending | No. de iteraciones internas | Tiempo simulacién

CLIM46 0.7 10 44 seg

CLIM49 0.95 10 38 seg

Los tiempos presentados en la tabla anterior no incluyen el periodo de
estabilizacion.

Para poder calcular el valor medio de la velocidad U, de la presién P, de
la viscosidad dindmica turbulenta fi7, las tensiones de Reynolds —pu’ @ o/, la
disipacioén de energia cinética turbulenta € y la produccién P, en cada celda,
se deben ir sumando y acumulando determinados campos que serviran de
insumos para el cdlculo de los anteriores. De esta manera se va generando
campos con la suma de la magnitud instantdnea que se requiera. Entonces
se guarda la suma de la velocidad u, de la presion p, la viscosidad dindmica

turbulenta yr = i+ uy, el tensor u®@u, los campos escalares tr (D?) y v,tr (D?)
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y el tensor v,.D. A modo de ejemplo se muestra el calculo de —pu’ ®u':

—— 1 1Y 1Y
pu' @u p[Ni;u@bu (Ni;u>®<N;u)]
Donde N es el nimero de pasos temporales y los términos en las sumas
se obtienen de los acumulados antes mencionados.
Cada 200 pasos temporales, se guarda en un archivo los campos ins-
tantaneos de velocidad u, presion p, viscosidad dindmica turbulenta u+ u,

y los campos detallados en el parrafo anterior.

5.1. Tensiones rasantes

Se sum¢ en todo instante y lugar la fuerza de masa que impone el méto-
do de condiciones de borde inmersas, y se calcul6 el valor medio de la fuer-
za sobre todos los obstdculos por unidad de altura, la cual se presenta en el
grafico de la figura

Con esta informacién se calcula 7,, (la tension rasante sobre la superfi-

cie), u* (la velocidad de friccién) y d (la altura de desplazamiento nulo.

T (V/2) [ ("/s) | d(m)
CLIM46 | 1855 | 1.243 | 0.0268
CLIM49 | 2281 | 1379 | 0.0260

En la figura se muestra las diferentes contribuciones a

() o) (o), (),

El primer término estd representado en color verde, y es casi nulo en

todo el intervalo de alturas. Tiene un pico justo encima de los obstaculos
debido principalmente a la derivada de U respectoa z .

El segundo término, representado en color cian, tiene el mismo anda-
miaje que el primero aunque algo mayores valores, eso es debido a que

la viscosidad turbulenta es algunas veces mayor que la molecular. El pico
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Figura 5.1: Perfil de la media de la fuerza horizontal
por unidad de superficie y altura sobre los obstaculos.
a) CLIM46 y b) CLIM49

méximo se da, de la misma forma que en el primero, justo por encima de
los obstaculos.

En azul esta representado el tercer término, el cual es claramente el mas
significativo. Este término representa el intercambio de cantidad de movi-
miento por medios turbulentos del flujo representado. La forma del perfil
estd bien representada aunque se advierte que hay una cierta concavidad

que no es natural.
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Finalmente, en rojo se muestran las tensiones dispersivas, estas son ma-
yores en términos absolutos que el primer y segundo término. Se puede
apreciar un cambio de signo a la altura de los obstaculos, donde pasa a ser
negativo y luego cambia otra vez a positivo. La altura de influencia de es-
tas tensiones alcanza aproximadamente 24, lo cual indica que la subcapa
rugosa tiene una extension de por lo menos 24.

En ambas simulaciones se obtienen resultados cualitativamente simila-
res, cambiando levemente los valores.

Las figuras 5.3| y 5.4| representan las tensiones rasantes horizontales adi-
mensionadas con T,, en un plano horizontal a diferentes alturas en la subca-
pa rugosa. Las tensiones son aproximadas sélo por el término —p(u)’(w)’ ya
que, como se puede apreciar en la figura es mucho més importante que
los otros términos.

En la figura se aprecia que por debajo de la altura de los elementos
de rugosidad, los valores maximos de T se dan a ambos lados de cada cubo a
una distancia & aguas abajo de estos. En la estela de cada cubo se encuentran
valores bajos cercanos a 0.3 y en las aristas posteriores se registran valores
negativos de las tensiones rasantes del orden de -0.2.

A 1,2 cm por encima de la superficie superior de los cubos (condicién
representada en la figura se encuentra un valor maximo de aproxima-
damente 1,55 y un minimo de —0,3. Estos se encuentran respectivamente
1,5h aguas abajo de los cubos y encima de las cubos.

En las siguientes dos figuras y[5.3d]) se muestra las tensiones a z =
0,09 cm y z=0,12 cm. En la primera se puede ver el mismo comportamiento
que a z= 0,06 cm aunque la variacién espacial registra una amplitud menor.
En la tltima ya los patrones que se apreciaba a alturas menores se pierden.

En la simulacién CLIM49 (figura se registra el mismo comporta-
miento que en CLIM46 con muy pocas diferencias en los valores registrados,
sin embargo, se encuentra unas oscilaciones en los campos de tensiones que
no representan un comportamiento fisico, esto se atribuye al valor elevado
del coeficiente de blending.
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Figura 5.2: Componentes de 75" en funcién de la al-
tura z
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(@) z=0.03m

(b) z=0.06m

u_w
—~1.149e+00

(c) z=0.09m

Tau/Tau_w
~1.000e+00

7.246e-01

(d) z=0.12m

Figura 5.3: Tensioén rasante en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM46
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(@) z=0.03m
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(b) z=0.06m

76.809e-01

(c) z=0.09m
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—1.045e+00

1

~7.470e-01

(d) z=0.12m

Figura 5.4: Tensién rasante en un plano horizontal a

diferentes alturas. CLIM49
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5.2. Perfil de velocidad media

En al figura[5.5]se presenta los perfiles de velocidad media en la direccién
del flujo y en la figura |5.6{lo mismo pero en lugar de z se grafica z—d en
escala semilogaritmica. Es evidente que en ambos casos se tiene una region
logaritmica que va desde una altura cercana a la de los obstaculos hasta casi
la altura del canal, pudiendo apreciarse una minima estela. En base al ajuste
logaritmico, y usando los valores hallados de forma independiente de u* y
d, se puede encontrar el valor que tiene la constante de von Karman (k) y la

longitud de rugosidad (z,) en cada simulacién.

K | Zy(m)
CLIM46 | 0.71 | 5.1e-4
CLIM49 | 0.80 | 3.3e-4

Ambos valores obtenidos de k son altos, si se toma en cuenta que la
constante de von Karman varfa entre 0,33 y 0,43 [Bailey et al., 2014]. De
todas formas se considera razonable la discrepancia obtenida.

Por otra parte, los valores de Z, son casi un orden de magnitud menores
que los esperados, siendo el de la simulacién CLIM46 mds cercano al valor

predicho; seis veces menor.
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Figura 5.5: Velocidad media en altura.
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Figura 5.6: Velocidad media en altura (escala semilo-
garitmica).
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5.3. Turbulencia

Los valores de ®«/,+ (azul), ®/,+ (rojo) y °*/, (verde) en altura se pre-
sentan en la figura

La principal observacién que se puede realizar es que los valores inme-
diatamente encima de los obstaculos de estas magnitudes en las tres com-
ponentes tienen valores correctos. En |Raupach et al. [1991] se presentan re-

sultados para muchas capas limite y se encuentran valores sobre el suelo
de:

(67

Bl ]
u* lw

(¢

—| =14
u* lw

(¢

hld =1,1
u* lw

En la simulaciéon CLIM46 estos valores resultaron:

Sul _»
u* Iy

(o

= =13
uw

()

21 =1,05
u* lw

(6}

Bl )
u* lw

(¢

= =15
u* lw

(&

Rl 1,2
u* lw

Los valores en la simulacién CLIM46 se corresponden de mejor manera
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con la bibliografia.

Por otra parte, la forma de los perfiles es cualitativamente correcta. En
la medida que z aumenta, las tres componentes fluctuantes tienden a un
mismo valor cercano a 1,0, o sea que se pierde la anisotropia que se tiene so-
bre la superficie. Este comportamiento también es mejor representado en la
simulacién CLIM46. Al acercarse al limite superior de la simulacién, el com-
portamiento difiere del esperable para un canal o una capa limite, debido a

la condicién de simetria impuesta en la superficie superior.

09 b
0.8 b
0.7 b
0.6~ q
Ty i
04 b

0.3 N

0.1 N

(a) Intensidad de turbulencia en altura (CLIM46):

0.9 N

0.8~ b
0.7 N
0.6~ \ N
o5 i

04 N

0.3 b

0.1 4

(b) Intensidad de turbulencia en altura (CLIM46):

Figura 5.7: Perfiles de ®«/,+, °"/,+ y ®/,» en altura.
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5.4. Lasubcapa rugosa.

En esta seccién se analiza el campo de velocidades en la subcapa rugosa.
La figura muestra el campo de velocidad media en un plano vertical
paralelo al sentido del flujo que pasa por el centro de una fila de cubos. En
ambas figuras (CLIM46 y CLIM49) se advierte una burbuja de recirculaciéon
del tamafio de un cubo inmediatamente aguas abajo de cada cubo, donde
la velocidad registra valores negativos aunque muy bajos (menos de 2 " /).
De igual manera es evidente una capa a aproximadamente 0,06 cm donde se
produce un gradiente pronunciado de velocidad media, por debajo de esta
la velocidad registra valores inferiores a 4 " /.

88.92e+00

2 4 6
XHHHHH‘HHMH‘HH

-7.22e-01
FEPTET LU

(a) CLIM46

U+ X
57e-010 2 4 6 8.71e+00
HH‘\HHHHHHHJH‘

\HM\HHH

-8.

(b) CLIM49

Figura 5.8: Velocidad media en el plano meridional a
una fila de cubos.
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Las figuras 5.9 muestran lineas de flujo que nacen a una altura z = 0,03
cm, entre los cubos. Estas figuras permiten ver el correcto desempefio del
cédigo en resolver el campo de velocidad medio en torno a los cubos, al
menos de forma cualitativa. Se puede ver la formacion de vértices gemelos
verticales en la burbuja inmediatamente posterior a los cubos, ademas de la

contraccién que se produce entre estos.

U+
5.59e+00

N

o
S

3.07e-06

U+
_5.75e+00

I
 E

2

4.45e-06

(b) CLIM49

Figura 5.9: Lineas de flujo en la subcapa rugosa.

El campo de presioén que se establece sobre los cubos se puede ver en la
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figura Se aprecia que los valores mas altos se dan en la parte superior
de la cara frontal de los cubos, tal como se esperaba. Los valores menores se
dan en la cara posterior en la zona superior. Los valores minimos de presio-
nes se deberian dar en las caras laterales sobre las aristas que limitan con la
cara frontal. Este efecto no se capta porque la grilla es muy gruesa y no se
resuelve el desprendimiento de capa limite que se registra en esa zona. Los
coeficientes de presion (c, = #) alcanzan valores que van desde 4.6 a -3.2
en CLIM46 registrandose valores similares en CLIM49.

©
~4.600e+00
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o T S
: ~ ~

w N

.168e+00
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-4.531e+00

(=}

N

I S ettt
. N

-3.683e+00

(b) CLIM49

Figura 5.10: Coeficientes de presion sobre los obstacu-
los.
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Las figuras y muestran el campo de velocidad media en planos
horizontales a alturas z = 0,02, 0,04, 0,06 y 0,08 m. Donde se ve un compor-

tamientos parecido al registrado en las figuras[5.9a]y [5.9b|
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Figura 5.11: Velocidad megy#a en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM46
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Figura 5.12: Velocidad megjga en un plano horizontal a
diferentes alturas. CLIM49



5.5. Produccidn y disipacién energia cinética tur-

bulenta.

La figura muestra el perfil de produccién de energia cinética turbu-

lenta promediada en cada plano horizontal en azul y la disipacién en rojo,

Y
u*3'

ambos adimensionados con u* y h. O sea £* = :783 y P* =

A primera vista es evidente que el valor maximo de la produccién se
da justo encima de los obstdculos, lo cual es coherente con lo que se espe-
ra ver. Por debajo de la altura de los obstaculos el tensor de deformacién
medio tiene componentes debido a las derivadas de la velocidad media en
todas las direcciones que son del mismo orden. Por encima de la altura de
los obstaculos la derivada que domina es ‘é—g y el tensor de tensiones turbu-
lento es dominado por las tensiones horizontales que son lineales en altura.
Entonces la produccién en una zona superior a, digamos, 2/ se puede apro-

ximar por P ~ ’c‘g—lzj, y como

du __ u* * h

& =54 Z 1

@ <, — P (1——):»gpwﬁ(1——)
’C:’Cw(l—g) KZ ) K n

lo cual se verifica.

La disipaciéon es mucho mas dificil de estimar, y en general se estima a
partir de la produccién en las zonas donde se puede asumir equilibrio. En
la zona logaritmica la experiencia muestra que la produccién y la disipacion
deben estar en equilibrio, o sea, ser iguales. Es evidente, por lo observado
en las figuras que esto no se cumple en ninguna de las simulaciones
efectuadas. Aunque para que el balance de energia cinética turbulenta sea
completo, falta mostrar los términos de transporte turbulento y convecti-
vo, es conocido que estos solo son significativos en la subcapa rugosa, lo
cual hace pensar que el balance de energia cinética turbulenta no se cum-
ple. Esto es dificil de entender, ya que la energia que se produce debe ir a
algtn lado ya que si esto no sucede, se estaria acumulando, lo cual no suce-
de. O sea que en las simulaciones la energia producida se disipa de alguna
manera. Una alternativa que explicarfa este problema, es que el término de
disipacioén calculado a partir de la viscosidad turbulenta no toma en cuenta

toda la disipaciéon que introduce el modelo. Esto puede deberse a que este
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introduce una viscosidad numérica debido a los esquemas de discretiza-
cién utilizados que acttia disipando energia que no se tiene en cuenta en los
célculos. Por otro lado, puede apreciarse que en la simulacién CLIM49 (ver
figura [5.13b]) la disipacion calculada es notoriamente mayor a la calculada
en la simulacién CLIM46 (ver figura . La simulacion CLIM46 se hizo
con un coeficiente de blending de 0,7 y la CLIM49 con 0,95. Cuando el va-
lor del coeficiente de blending es mayor, el esquema es menos disipativo, y,
por lo tanto, la viscosidad que introduce el modelo de tensiones residuales
acttia en mayor medida y como resultado la disipacién calculada aumenta.
En resumen, en base a lo discutido previamente, se sospecha que el modelo
introduce una viscosidad numérica elevada. Esto traeria como consecuen-
cia que el modelo de subgrilla no estarfa actuando como tal y no se tendria
control sobre el “modelo”de subgrilla que realmente se esta utilizando.

La distribucién horizontal de la produccién en distintos planos horizon-
tales en la subcapa rugosa se muestran en las figuras y Los maxi-
mos en la produccién se dan mas o menos en la misma posicién que los
méximos de las tensiones rasantes horizontales. Un aspecto interesante que
se encuentra es la existencia de valores negativos de la produccién. A este
efecto se le conoce en inglés como “backscatter”, y ocurre cuando la energia
cinética turbulenta fluye desde escalas menores a escalas mayores. En este
caso, el flujo turbulento alimenta localmente al flujo medio. Este efecto no
se puede reproducir en los modelos RANS de viscosidad turbulenta ya que
al modelar el tensor turbulento como una viscosidad turbulenta (positiva)
por el tensor de deformacién medio, la produccién siempre resulta positiva
en todo momento y lugar.

Las figuras y muestran la disipacién en planos horizontales a
diferentes alturas en la subcapa rugosa. Aunque por lo planteado anterior-
mente los valores pueden estar sujetos a errores importantes, se cree que

representa razonablemente el comportamiento cualitativo de la disipacién.
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Figura 5.13: Produccién y disipacién de energia cinéti-
ca turbulenta en altura.
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Figura 5.14: Produccion dggnergia cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM46



Produccion
-8.273

EO

73e+00

=10
~-1.305e+01

(a) z=0.03m

-4.080e+00

(b) z=0.06m

(c) z=0.09m

Produccion
11e-01

(d) z=0.12m

Figura 5.15: Produccion dggnergia cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM49
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Figura 5.16: Disipacion d¢gpergia cinética turbulenta
en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM46
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en un plano horizontal a diferentes alturas. CLIM49



5.6. Correlaciones, escalas y espectros

En las figuras y se presenta, a diferentes alturas, las funciones
de correlacion, calculadas de la siguiente manera:

L L
]%/Zivzléf() 0 u/(x7y7Z7ti)ul(x+ALay7Z7ti)dXdy

L rL 2
I%Zf'\lzléfo o U (x,y,2,4;)" dxdy

P11 (AL,z) =

XN L Y (a2 t)V (6, y + ALz, ;) dxdy

P22 (AL,z) =
XN L SV (k2. ) dxdy

donde las sumas se hacen en los pasos temporales en los que se guarda
los campos, es decir cada 2 segundos y L es la dimensién del dominio en la
direccién x e y (son iguales).

Es evidente el efecto de la periodicidad impuesta en las paredes. La co-
rrelacion se pierde en la medida que AL aumenta hasta un minimo que se
daen AL =L /, para luego crecer. En valores de z bajos (dentro de la subcapa
rugosa) se aprecia el efecto de la presencia de los cubos, generando una co-
rrelaciéon que crece y decrece de forma periddica con un periodo de 0,384m
que es la distancia entre los cubos en la direccién del flujo. En las correlacio-
nes pi; se registran valores minimos mds bajos en la simulacién CLIM49 que
en la CLIM46 aunque es una diferencia minima. Que el valor absoluto mini-
mo de la correlacién en AL =L /, sea lo més bajo posible es una condicién
deseable ya que indica que se tiene un tamafio de dominio que permite que
las estructuras del flujo se desarrollen libremente sin restricciones impuestas
por la condicién de periodicidad. En p;; se ven resultados similares. Es cla-
ro que en CLIM49 la correlacién en AL =F /, es claramente menor en valor
absoluto que en la simulacion CLIM46. Ademas, se puede ver el efecto de
periodicidad en la correlacién generado por la presencia de los obstaculos,
en este caso el periodo es de 0,192m que coincide con la distancia transversal
entre los cubos.

Las escalas integrales L1 y Ly, calculadas en base a las correlaciones pyg

y p22 mediante las expresiones
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L/a
L11=/0 p11(AL,z)dAL

L/s
Lzzz/o P22 (AL,z)dAL

son presentadas en las figuras y

La escala integral crece con la altura en una manera aproximadamente
potencial hasta cierta altura en la que comienza a decrecer [Counihan, |1975].
Las férmulas que se tienen para calcular la escala integral son derivadas de
datos meteorolégicos y estan expresadas en forma dimensional. Se usaré la
relacion dada en Simiu and Scanlan/ [1996]

L = c7" (5.1)

donde las constantes C y m dependen de z, y se estiman usando el 4baco
de la figura

El dbaco de la figura es valido en un rango de 0,01 < z, < 10, de
manera que los valores hallados de z, para ambas simulaciones no estdn
contemplados. Para salvar esta dificultad se hallara la escala de longitud a
la que estas simulaciones representan un flujo atmosférico y se comparara el
7o que surge de este andlisis con el que surge de ajustar la velocidad.

Si se tiene dos capas limite que se llamaran prototipo y modelo y se de-
nota con los subindices p y m, para que se de una similitud entre ellas se
debe tener la misma escala de longitud en L;; que en z. Entonces

_ mp
Ly, =Cp2p 1

L Cp(eLzm)™ Cpe;”” -

14 Lim L mp =

LmIIZCmZ%m jA:eL:p—rnm:]‘:p—Zlg’l )
5 Ly L Cinzm Cp

L= % = Lun

O sea que para que se dé la similitud se debe cumplir
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Figura 5.18: Valores de C y m en funcién de Z,. Sacado
de [Simiu and Scanlan) 1996]

1—mp

De un ajuste de la ecuacion en los valores de L;; en la simulacién
CLIM46 en n < 0,25, se obtienen C,, = 0,68 y m,, = 0,38. Como m,, = m,,
entonces m, = 0,38. Entrando con este valor en el abaco de la figura se
encuentra un valor de z,, = 0,06m y C, = 22. La escala de longitudes es
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por lo tanto z,,, = Z”—L” =2,0-10~* m. Se recuerda que el valor de z, hallado

e
ajustando la velocidad es z, = 5,1 - 10~* m, lo cual es una buena concordan-
cia. El mismo andlisis para los valores obtenidos en la simulacién CLIM49
resultan en un valor de z,,, = 1,9- 10~* m.
En las figuras [5.23] [5.24] 5.25| y 5.26] se presentan espectros de la com-

ponente fluctuante de la velocidad «’ y V' en las simulaciones CLIM46 y

CLIM49. Los espectros a z = 0,052m muestran una serie de picos que estan
claramente relacionados con la presencia de las cubos. El hecho méds impor-
tante que muestran los espectros es que no se registra la presencia del rango
inercial, salvo en el espectro de v' a z = 0,052m. En todos los otros casos el
espectro decae con K" siendo m < — /3. Este comportamiento presenta una
gran dificultad: el modelo de tensiones residuales usado se basa en que se
resuelve el flujo a escalas que permiten apreciar el rango inercial, lo cual
no sucede. Si no se llega a resolver el rango inercial, la hipétesis de que las
tensiones residuales se pueden modelar con un solo pardmetro (v,) pierde
validez. Esto sugiere que se esta haciendo una simulacién VLES (Very Lar-
ge Eddy Simulation). Las causa no parece ser que la malla elegida sea muy
gruesa, ya que los espectros decaen mucho antes de llegar al k4. En cam-
bio este comportamiento refuerza la idea de la presencia de una viscosidad
numérica que actiia disipando energia a una escala mucho mayor, tal como
se intuyo en la subseccién
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Capitulo 6

Conclusiones

En el marco de esta tesis, se reviso la teoria clasica de capa limite y flu-
jo en un canal tanto en superficies aerodindmicamente lisas como rugosas.
De la misma manera, se realiz6 un acercamiento a los modelos disponibles
para simular flujos turbulentos. Desde los modelos mds simples algebraicos
de cero ecuacién hasta la simulacién de grandes voértices pasando por los
modelos de una y dos ecuaciones mds utilizados.

El trabajo de tesis consistié en simular numéricamente una capa limite
sobre una superficie rugosa mediante el método de grandes vértices. Se usa
un dominio prismatico con condiciones de borde periddicas en las fronte-
ras laterales, adherencia en la superficie inferior y simetria en la superior.
Se realizaron simulaciones preliminares para determinar las dimensiones
adecuadas del dominio. Para esto se tom6 en cuenta que el valor de la co-
rrelacién de la velocidad cayera para alguna distancia a un valor cercano a
cero. Se registro la presencia de dos vortices de eje horizontal persistentes
bidimensionales cuando las paredes laterales se encuentran a una distancia
menor a 2m. Al aumentar la distancia se elimina este problema. Finalmen-
te, se eligié un dominio de 3,84m x 3,84m de base con 2m de altura. Las
dimensiones de la rugosidad se eligieron de manera de que sea posible te-
ner una region logaritmica, que se maximice la relaciéon “/;, y, ademas, que
la malla en la subcapa rugosa pueda ser lo suficientemente gruesa de mo-
do de minimizar los requerimientos de computo. La rugosidad usada son
cubos de 0,048m de lado ubicados en tresbolillo sobre la superficie. La rugo-
sidad se impone mediante el método de condiciones de borde inmersas. Se
define la densidad de fuerza de masa que permita alcanzar una velocidad

118



de friccién u* ~ 1,0 /,. Para elegir el paso de la malla y el paso temporal se
hizo un anélisis de las escalas que se esperaba tener en un flujo como el que
se pretende simular y se fij6 la malla y el paso temporal de manera que se
pueda resolver el flujo hasta el comienzo del rango inercial. La malla utili-
zada es de 0,01m de paso en la direccion del flujo y transversal y variable en
la vertical, siendo mas fina sobre la superficie rugosa.

Se realizaron dos simulaciones con diferente valor del parametro de blen-
ding: CLIM46 con 0,7 y CLIM49 con 0,95.

Se registr6 la tension rasante horizontal en altura, discriminando las con-
tribuciones de cada término, halldindose que el término de tensiones de Rey-
nolds es el mds significativo, siendo las tensiones viscosas, las debidas a la
viscosidad turbulenta que impone el modelo de Smagorinsky y las disper-
sivas, de menor orden para ambas simulaciones. El célculo de la altura de
desplazamiento nulo resulta en un valor algo menor al esperado. A la altura
de los cubos (donde se da el pico de tension media), se detecta una variaciéon
espacial de la tension rasante que va desde —0,37,, < T < 1,557,,.

El perfil de velocidad media en altura, tiene evidentemente una regién
logaritmica en ambas simulaciones. Un ajuste de los pardmetros permiti6 cal-
cular la longitud de rugosidad z, y la constante de Von Karman «. Los va-
lores de z, son algo menores a los esperados y los de k algo mayores. Se
considera aceptable la concordancia.

Los niveles de turbulencia son correctamente reproducidos en ambas si-
mulaciones siendo el comportamiento de la simulacién CLIM46 algo mejor
en la medida que z aumenta.

En la subcapa rugosa el campo de velocidad media tiene cualitativamen-
te un comportamiento correcto, pudiendo observarse la burbuja de recir-
culacién aguas abajo de cada cubo. Los campos de presiones sobre la cara
frontal de los cubos tiene un comportamiento coherente con lo esperado; no
es asi en las caras laterales, donde no se registran los valores minimos de
presiones como deberia. Esto sucede porque la malla es muy gruesa para
resolver el desprendimiento de capa limite en las aristas de la cara frontal.

La produccién de energia cinética turbulenta es reproducida de buena
manera, como es de esperar, ya que el campo de velocidad medio y las ten-
siones rasantes fueron bien reproducidas. Una caracteristica interesante que
se registra, es la presencia de zonas donde la produccién es negativa. En es-
tos casos se tiene flujo de energia desde la turbulencia hacia el flujo medio.
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Esto no puede ser captado por los modelos RANS simples, en los que la vis-
cosidad turbulenta es siempre positiva y muestra la virtud de la simulacién
de grandes vortices. La disipacién no estd en balance con la produccién en
la regién logaritmica en ninguna de las simulaciones, tal como deberia ocu-
rrir. En la simulacién CLIM46 este desbalance es mds pronunciado que en
la simulacién CLIM49. Uno de los efectos del aumento en el parametro de
blending es reducir la disipacién numérica que impone el cédigo. Si la di-
sipacion numérica es menor en la simulacién CLIM49 que en la CLIM46,
los gradientes en las escalas menores seran mayores en la primera, aumen-
tando no soélo la viscosidad impuesta por el modelo de Smagorinsky sino
también la disipacién calculada. Este efecto es el observado, por lo tanto es
razonable suponer que el cdédigo impone una viscosidad numérica que es
mayor a la que impone el modelo, lo cual constituye un problema, ya que si
esto sucede, el modelo de viscosidad turbulenta no estaria actuando como
tal y no se tendria control sobre como se disipa la energia. Esto no quiere
decir que la energia no se esté disipando, pero si que se disipa en escalas
mayores a las esperadas. Si esto sucede, un efecto esperable es la ausencia
de energia en las escalas menores del flujo resuelto, tal como se observa en
los espectros.

Las escalas integrales que se calculan a partir de las correlaciones se com-
portan correctamente, registrandose un perfil potencial en la zona logaritmi-
ca y descendiendo en alturas superiores. Los pardmetros de este perfil estan
en concordancia con el valor de la longitud de rugosidad obtenida. Un anali-
sis de los espectros de potencia de las componentes fluctuantes de la veloci-
dad muestra que solo a z = 0,052m y en el espectro de V' parece captarse el
rango inercial. En los demds espectros registrados, se observa una caida en
los niveles de energia a escalas menores muy por debajo de la esperada en el
rango inercial. Se considera que este efecto es compatible con lo observado
cuando se analiz6 la disipacién.

Los problemas registrados con la disipacion podrian solucionarse au-
mentando el paso de la malla, lo cual permitiria reducir la disipacién numéri-
ca. La malla utilizada fue dimensionada con los argumentos esgrimidos en
la secciéon Por razones de tiempo de calculo y capacidades necesarias
no se juzgo pertinente usar una malla mas fina. Formalmente se deberia
haber repetido las simulaciones con mallas mas finas para analizar la inde-

pendencia de la simulacién con el paso de la malla. Este aspecto debera ser
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considerado en futuros trabajos.
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