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Resumen

El objeto de estudio de esta tesis es un problema de optimizacién combinatoria
denominado Problema de Fragmentacion de Grafos (GFP). Inspirado por el modelado de
epidemias su aplicacion puede extenderse a otras clases de desastres, por ejemplo,
catastrofes naturales. En esta tesis se estudia el Problema de Fragmentacion de Grafos

desde el punto de vista de sus propiedades tedricas.

El sistema que serd afectado se modela como una red, donde un nodo expuesto al desastre
inmediatamente lo propaga a sus vecinos. El objetivo del GFP es elegir una estrategia de
inmunizacién de forma en que se minimice el nimero esperado de muertes causadas. Se
presenta el problema mostrando ademads su relacién con el modelo de epidemias clésico
SIR y con otro problema tedrico de grafos denominado Component Order Connectivity
problem. Se prueba que el problema de decision asociado al GFP pertenece a la clase de
problemas ./ #-completos y también un resultado fuerte de inaproximabilidad que
muestra que no existe un algoritmo aproximado de tiempo polinomial para la resolucion
del GFP con factor menor a %, amenos que & = N .

Por dltimo en contraste con el anterior resultado de inaproximabilidad se hallan
estrategias de tiempo polinomial para la mejor inmunizacién en algunas familias especiales

de grafos, a saber, ciclos, grafos aciclicos y grafos bipartitos.

Palabras Clave: Problema de Fragmentacion de Grafos, Complejidad Computacional,

Algoritmos de Aproximacion.
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Capitulo 1

Fundamentos

En este capitulo se presentan conceptos necesarios para introducir el problema de
interés abordado en esta tesis. En la Seccion 1.1 se definen conceptos bdsicos de la Teoria
de Grafos [12]. En las Secciones 1.2 y 1.3 se realiza una pequefia recopilacion de
definiciones y resultados necesarios referentes a la Teoria Computacional [11] y a
Algoritmos de Aproximacion [25] respectivamente.

1.1 Teoria de grafos

El nacimiento del concepto de grafo se remonta al siglo XVIII cuando Leonhard Euler
model6 el famoso problema de los puentes de Konigsberg, que consistia en encontrar un
camino que recorriera los siete puentes del rio Pregel en la ciudad de Konigsberg de modo

que se recorrieran todos los puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos.

A partir de Euler el modelado mediante grafos fue desarrollindose y convirtiéndose en
una herramienta de trabajo para ciencias tan diferentes como la Fisica, la Quimica o la
Economia entre otras. La teoria de grafos estd intimamente relacionada con otras ramas de
la Matemadtica, como por ejemplo la Teoria de Conjuntos, el Andlisis Numérico, la

Probabilidad y es la base conceptual en el tratamiento de problemas combinatorios.

La eficacia de los grafos se basa en su gran poder de abstraccién y su capacidad de
representar relaciones (de orden, precendencia, etc) lo que facilita el modelado y la
resolucion de problemas. Hay muchas situaciones en las cuales el modelado mas
conveniente de los datos se realiza utilizando grafos, por ejemplo la representacion de
carreteras, calles, redes de telecomunicaciones, redes eléctricas, internet, planificacién de

tareas, etapas de un proceso industrial. Gracias a la Teoria de Grafos se han desarrollado
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gran variedad de algoritmos y métodos de resolucion eficaces que permiten tomar mejores

decisiones en diversos problemas.

A continuacién se presentan algunas definiciones y propiedades que serdn utilizadas a

lo largo de esta tesis.

Definicion 1.1 Un grafo es un par G = (V,E), donde V # 0 es el conjunto de vértices o
nodos y E CV XV es el conjunto de aristas o enlaces, que conectan vértices entre si.
Si (u,v) € E significa que el vértice u estd conectado con el vértice v. Dependiendo de si el

orden de los vértices en las aristas importa se tiene:

* Grafo dirigido: el vértice u conectado con el vértice v no implica que el vértice v esté

conectado con el vértice u, es decir, (u,v) # (u,v).
* Grafo no dirigido: para toda arista (u,v) € E se cumple (u,v) = (u,v).
Definicion 1.2 Un subgrafo G' = (V' E') es un grafo donde V' CV y E' CE.
Definicion 1.3 Un grafo G es simple si es un grafo no dirigido sin lazos ((u,u) ¢ E)).

Definicion 1.4 Dos vértices u,v € V son adyacentes si e = (u,v) € E. Se dice que la arista

e es incidente en los vértices u 'y v.

Definicion 1.5 El grado de un vértice v es la cantidad de aristas que inciden en él y se

denota gr(v).

Definicion 1.6 Un camino es una secuencia ordenada de vértices adyacentes

P = (vi,...,v,). Tal camino es simple si no repite vértices.

Definicion 1.7 Sea G = (V,E) un grafo simple. Un grafo es conexo si todo par de vértices

u,v € V admiten un camino que los une.

Recuérdese que un conjunto S es maximal respecto de una determinada propiedad P si S

satisface P y todo conjunto R que contiene propiamente a S no satisface P. Luego,

Definicion 1.8 Una componente conexa de un grafo es un subgrafo conexo maximal.
Definicion 1.9 Un ciclo es un camino simple donde el vértice inicial y el final son el mismo.

Definiciéon 1.10 Un ciclo hamiltoniano en un grafo es un ciclo que contiene todos sus

vértices. Diremos que G es un grafo hamilltoniano si admite un ciclo hamiltoniano.



1.1 Teoria de grafos 3

Definicion 1.11 Un grafo se dice que es aciclico si todos sus posibles caminos son simples

(no existen ciclos).
Definicion 1.12 Un drbol es un grafo no dirigido y aciclico.

Definicion 1.13 Un bosque es un grafo donde cada componente conexa es un drbol, es

decir es un conjunto de drboles.

En el capitulo 4 se trabajara con grafos bipartitos por ello se presentan las siguientes

definiciones y resultados:

Definicion 1.14 Un grafo G = (V,E) es bipartito si V =V, UV, y su conjunto de aristas
verifica que E C Vi x V5.

Definicion 1.15 Un conjunto independiente de vértices en un grafo G = (V,E) es un
conjunto S C 'V tal que para ningiin par de vértices en S existe alguna arista que los

conecte.

Definicion 1.16 Un conjunto independiente de aristas en un grafo G es un conjunto de

aristas sin vértices en comun.

Definicion 1.17 Un emparejamiento en un grafo G es un subconjunto A C E de aristas
independientes. Si el emparejamiento tiene el mayor niimero posible de aristas se denomina

emparejamiento mdximo o de cardinal mdximo.

Definicion 1.18 Un cubrimiento de vértices de un grafo G es un conjunto de vértices tales

que cada arista del grafo es incidente en al menos un vértice del conjunto.

Teorema 1.1 (Teorema de Konig) En todo grafo bipartito, el cardinal del emparejamiento

mdximo coincide con el cubrimiento de vértices de tamaiio minimo.

Teorema 1.2 (Teorema de Menger) Sean G = (V,E) un grafoy A,B CV subconjuntos de
vértices. El minimo niimero de nodos necesarios para separar A de B en G es igual al

mdximo niimero de caminos nodo-disjuntos de A a B en G.

Las demostraciones correspondientes a estos teoremas pueden ser consultadas en [12].
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1.2 Complejidad Computacional

La teoria de la complejidad computacional estudia los recursos requeridos durante la
ejecucion de un algoritmo para resolver un problema. Los recursos comunmente
estudiados son el tiempo y la memoria utilizada para poder resolver el problema. Algunos
problemas que son computables precisan un uso de recursos demasiado grande para
permitir su cdlculo en la practica. Es entonces de particular interés poder distinguir

problemas que son tratables de otros que no lo son.

Existen diferentes tipos de problemas computacionales, por ejemplo, problemas de
decision, problemas de conteo, problemas de optimizacion, etc.

Definicion 1.19 Un problema de decision es aquel donde dada una entrada se debe dar
una "respuesta” del tipo SI o NO. Esto corresponde a verificar si la entrada satisface o no

una cierta propiedad.

La separacion en clases de complejidad es una manera de clasificar los problemas, para
esto es usual tomar como referencia la mdquina de Turing. Una méquina de Turing es un
dispositivo que manipula simbolos sobre una cinta de acuerdo a una tabla de reglas. Esta
puede ser adaptada para simular la 16gica de un algoritmo. A partir de esto se obtienen las

siguientes definiciones para dos grandes clases:

» & eslaclase de problemas que admiten solucién en tiempo polinomial con la entrada,

por una maquina de Turing determinista.

o N es laclase de problemas de decisién que admiten verificacion de una instancia

positiva en tiempo polinomial.
A modo de ejemplo se muestra a continuacién un problema perteneciente a la clase .4 .

Ejemplo 1.1 Dado un grafo simple G, considérese el problema de decidir si G es
hamiltoniano. El candidato a solucion es un subgrafo C C G. Se observa que el problema
del ciclo hamiltoniano pertenece a la clase N &?. De hecho, basta con verificar que C es

un ciclo que contiene a todos los vértices de G.

En la Teoria de la Complejidad, se utiliza como una herramienta central la nocién de
Reduccién de problemas, que corresponde a la posibilidad de transformar en tiempo
polinémico un problema en otro. El objetivo es poder clasificar los problemas de acuerdo a
su dificultad relativa. Un problema A es reducible a otro B si existe una funcién inyectiva

f A — B que traduce toda instancia de A en alguna instancia de B en una cantidad
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polinomial de operaciones. Intuitivamente, si A se reduce a B, entonces B es al menos tan
dificil como A. Si A y B fuesen mutuamente reducibles, entonces su dificultad seria la

misma.

La reduccién entre algunos problemas se da por simple equivalencia. Para ejemplificar,

considérense los dos problemas que siguen:
Ejemplo 1.2 Para un grafo G = (V,E) y un entero k,

* el Problema del Conjunto Independiente consiste en determinar si existe un conjunto
de vértices S CV con |S| > k y tal que para cada arista como mdximo uno de sus

extremos esté en S.

* el Problema del Cubrimiento de Vértices consiste en determinar si existe un conjunto
de vértices S CV con |S| < k y tal que para cada arista por lo menos uno de sus

extremos esté en S.

Obsérvese que es posible probar que S es un conjunto independiente si'y solo si V' \ S es un

cubrimiento de vértices. Un bosquejo de la prueba es,

[ Conjunto Independiente

Il Cubrimiento de Vértices

Fig. 1.1 Conjunto Independiente vs. Cubrimiento de Vértices

* Si S es un conjunto independiente. Sea (u,v) una arista, como S es independiente,
entonces u ¢ Sov ¢ S. Luego, u € V\SoveV\Sy esto implica que V\ S es un

cubrimiento de vértices.
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* Si V\S es un cubrimiento de vértices. Sean dos nodos u,v € S. Obsérvese que
(u,v) ¢ E pues V\ S es un cubrimiento de vértices. Entonces, no hay nodos de S que

estén unidos por una arista y S es un conjunto independiente.

Se probo entonces que el problema del Conjunto Independiente y el del Cubrimiento de
Vértices son igualmente dificiles, por ser reducibles polinomialmente uno al otro. Es
conocido que ambos pertenecen a la clase de problemas N &-completos [14] que se

definird a continuacion.
Se definen a su vez las siguientes clases de problemas,

Definicion 1.20 Para una clase € cualquiera,
» Un problema es € -dificil si es al menos tan dificil como cualquier problema de €.
» Un problema es € -completo si es € -dificil y ademds pertenece a la clase €.

Aplicando estas definiciones a la clase /%7 se obtiene que, un problema es
N P-completo si pertenece a la clase .4/ Z y todo problema en ./ % se reduce a él en
tiempo polinomial. Un problema es .4 &?-dificil si existe un problema ./ &?-completo

que se reduce a €l.

Utilizando la nocién de reduccién, se desarrolla una técnica para probar que un
problema X es .4 &?-Completo. Se prueba, primero, que el problema X pertenece a la
clase 4. Luego se elige un problema A que sea .#” &?-dificil y se halla una reduccién
f A — X. En 1971, Stephen Cook demostr6 que el problema MAX-SAT es
N Z-Completo [6], lo que definié el primer problema de esta clase. En 1972, Richard
Karp utilizé la reducibilidad de Stephen Cook para dar la lista de los primeros 21
problemas .#"&7-Completos [13]. Uno de estos 21 problemas es el del Ciclo Hamiltoniano
mencionado en el Ejemplo 1.1.

De las definiciones presentadas es claro que & C A" . La preguntade si & = AN 2,
todavia esta abierta y es fundamental en la Teoria de la Complejidad Computacional. Atn
cuando no estd demostrado, hay una inclinacién a creer que las clases & y A4 < no son
iguales. Esto implica que existirian muchos problemas para los que no es posible determinar
un algoritmo de tiempo polinomial para su resolucién y por lo tanto, recurrir a identificar
casos particulares mds sencillos de resolver, métodos heuristicos o algoritmos aproximados
para resolverlos son opciones frecuentes.



1.3 Algoritmos de Aproximacion 7

1.3 Algoritmos de Aproximacion

En la secci6n anterior se presentaron los problemas de decision y sus clases de
complejidad, para ellos todo instancia tendrd una respuesta del tipo SI o NO. Este tipo de
problemas son inapropiados para introducir conceptos de aproximacidn, precisamente
porque la aproximacion requiere tener la posibilidad de estar mds cerca o mas lejos de un
cierto valor y esto solo es posible cuando la respuesta al problema se encuentra dentro de
un cierto rango. Es necesario entonces presentar un nuevo tipo de problema, el problema

de optimizacion.

Definicion 1.21 Un Problema de Optimizacion Combinatoria consiste en la mininizacion

de una funcion f(x), donde x pertenece a un conjunto finito denominado region factible.

Obsérvese que todo problema de maximizacidén en un conjunto finito es también un
Problema de Optimizacién Combinatoria, pues es equivalente la maximizacién de f(x) a
la minimizacién de —f(x). El objetivo de un problema de optimizacién es para cualquier
instancia dada hallar la solucién que alcanza el objetivo (minimizacién o maximizacion)
para el costo. Para un problema de optimizacién anotaremos OPT (I) para referirnos al valor
de una solucién 6ptima para el problema en consideracion para la instancia /. Andlogamente
a la clase ./ % para los problemas de decision es posible definir la clase de problemas de
N Z-optimizacidon como sigue,

Definicion 1.22 Un problema es de N Z7-optimizacion si es un problema de optimizacion

que ademads verifica:
* la factibilidad de una solucion puede ser reconocida en tiempo polinomial,
* todas las soluciones tienen largo polinomial con respecto a la entrada,

* el costo de una solucion puede ser calculado en tiempo polinomial.

Notése que todo problema de .4 &?-optimizacion puede convertirse en un problema de
decision de la clase ./ &?. Por ejemplo, para un problema de minimizacién se pregunta,
¢se cumple que OPT (I) < ¢? La solucion optima sirve como certificado de un respuesta SI

y por lo tanto el problema andlogo de decision estara en la clase .4 7.

Muchos problemas conocidos son computacionalmente dificiles de resolver,
particularmente .4 #-dificiles, lo que implica que no existe algoritmo de resolucion de

tiempo polinomial, a menos que & = A4 &. Luego, es necesario encontrar otras
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alternativas de resoluciéon. En algunos casos una opcion viable es obtener soluciones
aproximadas. Idealmente, se quiere tener una garantia de que tan cerca del 6ptimo estard
dicha solucién. A un algoritmo para el que existe una garantia respecto de la cercania con
el valor 6ptimo lo llamamos Algoritmo de Aproximacion.

Definicion 1.23 Para un problema de minimizacion un Algoritmo de Aproximacion de
Jactor o0 > 1 es un algoritmo que para todas las instancias I del problema produce una
solucion con costo ALG(I) cuyo valor es como mdximo «.OPT (I). Esto es,

ALG(I)

—=< .

OPT(I) —
Andlogamente puede darse la definicién para un problema de maximizacion. La calidad de
la solucién dada por el algoritmo de aproximacién estd dada por el valor o, que se

denomina radio o factor de aproximacion.

Tipicamente las reducciones de tiempo polinomial entre algoritmos transforman
soluciones 6ptimas en soluciones Optimas, sin embargo, no preservan soluciones cercanas
al 6ptimo como lo son las obtenidas por un algoritmo de aproximacién. Ciertamente todos
los problemas ./ &?-completos son igualmente dificiles desde el punto de vista de hallar
soluciones Optimas pero, hallar soluciones aproximadas puede ser mas facil o mas dificil
dependiendo del problema en cuestion. A la hora de trabajar con reducciones polinomiales
existen distintas posibilidades, se define a continuacién una clase de reduccién que

preserva el factor de aproximacion.

Definicion 1.24 Sean P, y P> dos problemas de minimizacion. Una reduccion que preserva
el factor de aproximacion de P, a P consiste en dos algoritmos de tiempo polinomial, [y

g tales que:

e para cada instancia I} de Py, I, = f(I}) es una instancia de I tal que OPT (L) <
OPT (L), y

e para cada solucion t de I, s = g(I,,t) es una solucion de I tal que obj(I,s) <
obj(h,1).

Este concepto de reducibilidad ha sido utilizado para mostrar que una variedad de problemas
N P-dificiles pueden ser reducidos unos a otros preservando la calidad de la aproximacion.
En otras oportunidades se deseard probar que un problema no puede ser aproximado a menos

de cierto factor, como es el caso del problema de estudio de esta Tesis. A continuacion se
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propone un ejemplo para mostrar un método general utilizado para probar resultados de

inaproximabilidad.

Ejemplo 1.3 Considérese el Problema del Viajante de Comercio (TSP). Dado un
conjunto de ciudades con costos de transporte entre ellas, hallar el recorrido (tour) mds
barato que permita visitarlas todas una vez regresando al punto de partida. Formalmente,
en términos de grafos, se enuncia: dado un grafo completo no dirigido G = (V,E) con
costos enteros no negativos c(u,v) para cada arista (u,v) € E, hallar un ciclo

hamiltoniano en G de costo minimo.

A continuacion se prueba que el TSP es un problema inaproximable en su caso general,

lo que se enuncia el siguiente Teorema:

Teorema 1.3 Si & #+ N P, para cualquier constante o« > 1, no existe algoritmo de

aproximacion de tiempo polinomial con radio o para el TSP.

Demostracion:  La idea consiste en hacer una reduccion desde el problema del Ciclo
Hamiltoniano presentado en el Ejemplo 1.1.
Sea G = (V,E) una instancia del problema del Ciclo Hamiltoniano. Se construye

G' = (V,E’) un grafo completo con costos para cada arista (u,v) definidos por:

1, si (u,v) €E
c(u,v) =
o.|V|+1, sino
La figura muestra un posible grafo G con su respectivo G/,

1

ad+1 1

Fig. 1.2 Construccién de G’

Obsérvese que:

e Si G tiene un ciclo hamiltoniano H entonces (G',c) contiene un tour de costo |V|.
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* Si G no tiene un ciclo hamiltoniano, entonces todo tour T debe utilizar una arista que

no pertenece a E y por lo tanto el costo del tour cumple:
o(T) = (aV[+1)+(VI-1) = (a+1).[V|

Existe un salto de (a+ 1) entre los costos de los tours que sélo usan aristas de G y aquellos
que no. Entonces, un algoritmo de aproximacioén de factor o del TSP en G' permite hallar
si existe, un ciclo hamiltoniano en G. Es decir, que un algoritmo de tiempo polinomial para
el TSP permitiria resolver en tiempo polinomial el Problema del Ciclo Hamiltoniano, que
como ya se menciono en la Seccion 1.2 pertenece a la clase de problemas N &7-completos.

Esta contradiccion implica que el Problema del Viajante de Comercio es inaproximable.

O



Capitulo 2

Problema de Estudio

El tema de estudio de esta tesis es un problema tedrico de particién de grafos inspirado
por el modelado de epidemias. En la Seccion 2.1 se motiva la definicion del problema y se
describe brevemente el proceso de investigacion. En la Seccion 2.2 se define el Problema de
Inmunizacién en Redes, del cual se derivara el Problema de Fragmentacion de Grafos, que
se presentard formalmente en la Seccidn 2.3.1. En la Seccién 2.3.2 se presenta un problema

relacionado con el del problema de Tesis.

2.1 Motivacion y Trabajos relacionados

Es deseable que la investigacion académica intente buscar soluciones para las
problematicas que surgen en la sociedad. Desde el siglo pasado existe un gran interés por
la aplicacion de métodos cuantitativos en el dmbito de la biologia. Los modelos
matematicos han cobrado gran importancia, por ejemplo, en el drea de la epidemiologia,
donde los modelos se utilizan como herramienta conceptual con la cual poder describir,
explicar y hasta en algunos casos, predecir comportamientos o resultados especificos. Por
su parte las pérdidas causadas por las catdstrofes naturales van en aumento desde los afos
80. Los riesgos de desastres estan aumentando también, principalmente, como resultado de

la creciente exposicion de las personas y los activos a fendmenos naturales extremos.

Se puede observar que tanto los procesos epidémicos como los desastres naturales tienen
puntos en comun a la hora de utilizar modelos cuantitativos. Pensando en términos de
prevencion, en ambos casos la intencion seré la de fragmentar la zona que resultard danada
de forma de conseguir minimizar el impacto global. Esta es la idea que define el problema

estudiado en esta Tesis, denominado Problema de Fragmentacion de Grafos (GFP).
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El modelo matematico que define el GFP fue propuesto por primera vez en 2015, en el
articulo [20]. En dicha publicacién se propone una resolucion golosa y se brindan los
primeros resultados experimentales. En 2016 se realiz6 una primera prueba de la
complejidad computacional del problema y se mostraron las primeras propiedades como

problema combinatorio [21], [23], [22]. A principios de 2017 se logré demostrar la
5
3>
contraste, se desarrollé un algoritmo para la resolucién cuando las redes representadas no

inaproximabilidad del problema a factores inferiores a 3, a menos que & = .4 & y en
poseen ciclos [2]. Posteriormente, en [5], se formulé un modelo exacto para la resolucién
del problema, que es util para casos de prueba de tamafio pequeiio por correr en tiempo

exponencial.

A continuacién se presenta el Problema de Inmunizacién en Redes, modelo
proveniente del mundo de la epidemiologia, del cual derivé el nacimiento del Problema de
Fragmentacion de Grafos. Luego, en la Seccidon 2.3 se hace la presentacion formal del GFP

y se presenta también su relacion con otro problema ya existente en la literatura.

2.2 Problema de Inmunizacion en Redes

Probablemente el modelo mas estudiado en el modelado de epidemias sea el cldsico
SIR. En este los individuos se dividen en tres clases: vulnerables (S, "susceptible"),
infectados (I, "infected") o eliminados (R, "removed"). La dltima clase representa a
aquellos individuos que son inmunes a la enfermedad por haberse recuperado de ella. Se
supone que los individuos infectados tienen contactos aleatorios entre si y con los
individuos pertenecientes a las otras clases a una tasa promedio 3. La recuperacion de la
enfermedad se da a una tasa promedio 7. Si un individuo vulnerable tiene contacto con uno
infectado, el vulnerable se transforma en infectado.

Si consideramos una poblacién de gran tamafio, con n individuos y s(z) = % i(t) = I(Tt) y
r(t) = @ son las respectivas proporciones de individuos en cada clase en tiempo ¢, el
modelo epidémico SIR puede describirse mediante el siguiente sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales:

%:—ﬁis,%:ﬁis—yi,%:yi (2.1)

La principal deficiencia del modelo SIR es que proviene de asumir una poblacién
infinita con contactos aleatorios y probabilidades de contagio idénticas para todos los

individuos. Incluso sus propios creadores, Lowell Reed y Wade Frost, dudaban del valor
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cientifico del modelo por lo que decidieron no publicarlo [9].

Diversos autores consideran que el modelo SIR no es suficientemente realista. Como
indican Fromont et al. [10] en las poblaciones reales la estructura del grafo que representa
las relaciones entre individuos serd altamente heterogénea y como hace notar Andersson
[1] hasta un pequefio cambio en la homogeneidad puede tener importantes efectos en la
propagacion de una epidemia. Otros modelos han sido propuestos, por ejemplo, por
Santhanam et al. [24] donde se utilizan redes en las que los nodos representan a los
individuos y la epidemia se propaga por las aristas. Autores como Newman et al. [18], [16],
[17] o Ball et al. [4], [3] reafirman la idea de que los individuos no deben representarse con
contactos aleatorios y por lo tanto la representacion mediante modelos mas realistas

(poblacién finita, contactos entre vecinos, etc.) que utilizan redes se vuelve necesaria.

Se define entonces el Problema de Inmunizacién en Redes, originalmente propuesto en
la tesis del Dr. J. Piccini [19]. El estudio analitico del problema es complejo, por lo tanto
en la publicaciéon [20] se utiliza un tratamiento mediante heuristicas. También alli se
introduce un caso extremal denominado Problema de Fragmentacion de Grafos (GFP), que
es el objeto de estudio de esta Tesis y se presenta formalmente en la Seccion 2.3.

Sea G = (V,E) un grafo simple donde los nodos representan individuos y las aristas
representan las relaciones entre ellos. Tomamos el tiempo dentro del dominio de los
numeros naturales, 7 = N y para ¢t = 0 se cumple:

* Un subconjunto U C V es inmunizado (eliminado) y un proceso epidémico basado en

el modelo SIR toma lugar en el subgrafo G’ inducido por V/ =V \ U.
» Un nodo x € V' es elegido con equiprobabilidad, x( es el primer nodo infectado.

* Los nodos restantes en V' \ {xo} son vulnerables a la enfermedad.

En tiempo ¢ cada nodo infectado v € V propaga la enfermedad a cada uno de sus vecinos
vulnerables w con un cierto perfil de probabilidad p(t, i, v, w). Esta probabilidad p depende
del portador v, del nodo vulnerable w, del tiempo ¢ y del nivel de virulencia yu. Se asume
que dicha probabilidad tiende a uno cuando el nivel de virulencia tiende a infinito, es decir:

l}l_t}t;p(t,/.t,v,w) =1 (2.2)
Una vez que un nodo v vulnerable (S) se infecta, pasa a pertenecer a la clase de nodos
infectados (I) por un tiempo determinado por una variable aleatoria X, con media finita.

Luego, se convierte en vulnerable nuevamente. Sea {I; },cn el proceso estocdstico que
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cuenta el nimero de individuos infectados. El Problema de Inmunizacion en Redes es el

siguiente problema de optimizacién combinatoria,

Definicion 2.1 El objetivo del Problema de Inmunizacion en Redes es elegir un conjunto
de nodos U para inmunizar, que minimice el mdximo para el proceso {I; };cn, sujeto a una

restriccion de presupuesto B:

min max E (I;)
UCV reN (2.3)

st.|U| <B

Cuando u es infinitamente grande, la epidemia se transforma en una pandemia donde
los contactos propagan la enfermedad con seguridad. Como ya se mencioné antes este
problema se denomina Problema de Fragmentacién de Grafos (GFP) y se introdujo en [20].
Alli se estudian propiedades tedricas elementales pero no se caracteriza la complejidad
computacional del problema. En la publicacién [2], demostramos que el GFP pertenece al
conjunto de problemas de optimizacién .4 &?-Dificiles, brindando también un resultado de
inaproxi-mabilidad, y optimalidad en grafos aciclicos. El lector puede encontrar una
sintesis de los avances obtenidos con respecto al problema en [5]. En dicha publicacion se

incluye una resolucion exacta de tiempo exponencial y conexiones con la Teoria de Juegos.

2.3 Problema de Fragmentacion de Grafos

2.3.1 Definicion del Problema

Consideremos una poblacién representada por un grafo G = (V,E) y un presupuesto B
natural tal que 0 < B < |V/|. Se eligen B nodos para inmunizar, es decir, se eliminan dichos
B nodos del grafo G y se obtiene un subgrafo G’, de forma que los nodos eliminados no
pueden ser afectados por el desastre. La naturaleza elige un nodo v de G’ aleatoriamente
para ser afectado y mata a todos los nodos pertenecientes a la misma componente conexa
que v. Obsérvese que este es un caso particular del Problema de Inmunizacién en Redes,
mencionado en la Seccion 2.2, en donde p es infinitamente grande, p = 1 y por lo tanto

todos los contactos propagan la enfermedad.

La idea es minimizar el nimero esperado de muertes. Si G’ tiene n nodos y k

componentes conexas de ordenes ny,...,n, la probabilidad de elegir la componente i es
n

pi = -, Luego, el nimero esperado de muertes es E(G') = Zlenipi. El objetivo del
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Problema de Fragmentacion de Grafos (GFP) es elegir el conjunto de nodos a inmunizar de

forma que se minimice el nimero esperado de muertes, esto es:

k2
minz -+,
ucv & n

st U =B

(2.4)

Notése que para una instancia fija (G,B) el denominador n es constante, por lo tanto el
problema resulta ser el de minimizar la norma euclidea del vector 7i = (ny,...,n;), lo que se

denomina Minimizacion Restringida de la Norma Euclidea (CENM):

. . 2
min || ig_v ||,
min |17 | s
s.t.|U| =B,

donde 7ig\y = (ny,...,nx) es el vector de 6rdenes de las componentes conexas de
G =G\U.

Intuitivamente elegir el mejor conjunto de nodos para inmunizar parece una tarea dificil. El
GFP surgi6 justamente con el fin de formalizar la evidencia de que los problemas de
inmunizaciéon en epidemiologia son de alta complejidad. En el préoximo Capitulo se
establece formalmente la complejidad computacional del problema.

2.3.2 Problema relacionado

Existe en la literatura una relajacion natural al Problema de Fragmentacion de Grafos,
que para una misma instancia de entrada con grafo G y presupuesto B tiene como objetivo
eliminar B nodos de G de manera que el tamafo de la mayor componente conexa del grafo
resultante sea el minimo posible. [8] Este problema toma la abreviatura COC, proveniente

de su denominacién en inglés "Component Order Connectivity Problem".

Se puede apreciar que en el COC se desea calcular sélo el nimero de muertes que
ocurren en el peor caso, mientras que en el GFP se desea el valor esperado. Esta es una
métrica alternativa para analizar la vulnerabilidad de la red. La siguiente proposicion

muestra la relacion entre los dos problemas.
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Proposicion 2.1 Si GFP(G,B) y COC(G,B) representan los valores optimos de los

respectivos problemas, se cumple:
GFP(G,B) <COC(G,B) < +/n.GFP(G,B) (2.6)

Demostracion: Sea S CV tal que G\ S tiene k componentes conexas de tamafios n; > ... >

ni. Entonces, como Z—; < lparatodoi=1,..., k se verifica que:

k 2

n; ny ny
Z—:nl—l—nz.——f—...—f—nk.— <m4+m+...+n,=n
1 M ni ni

2
Despejando se obtiene Z§=1 %’ < nj. Si § es el conjunto para el cual se da el valor 6ptimo
del COC, entonces nj = COC(G,B) y S es una solucion factible para el GFP. Luego, se
cumple la primera parte de la desigualdad:

~ N

n;

k
GFP(G,B) Z <COC(G,B)

n

Para la segunda parte de la desigualdad, obsérvese que n% < Z 1n2 implica

2
ny <\/n. Zé‘:l "7’ Si S es el conjunto para el cual se da el valor 6ptimo del GFP se cumple:
COC(G,B) <n; <+/n.GFP(G,B)

lo que concluye la prueba. [



Capitulo 3
Complejidad Computacional del GFP

En este capitulo se formaliza la nocién de que resolver el GFP de forma 6ptima es una
tarea dificil. Se prueba que elegir la mejor estrategia de inmunizacion es un problema .4 &7-
dificil y también, que no existe un algoritmo de aproximacion para el GFP de factor menor

a %, a menos que & = N P

3.1 Intratabilidad del GFP

Mediante una reduccién a un problema de la lista de 21 problemas ./ %?- Completos
propuestos por Richard Karp [13] se probard la intratabilidad del GFP. Para ello es necesario

definir el problema de decision correspondiente al GFP.

Definicion 3.1 Dado un grafo simple G = (V,E), un entero positivo B y un niimero real k.
La version de decision del GFP consiste en determinar si existe un conjunto de nodos U

con |U| < B tal que el niimero esperado de muertes en G\ U sea como mdximo k.

Para probar que el GFP en su version de decision pertenece a la clase de problemas .4 &7-
completos es suficiente probar que pertenece a dicha clase para alguin valor de k. Luego, se
define el problema de decision asociado al GFP para k = 1, denominado problema de mejor

inmunizacion, y se prueba su pertenencia a la clase de problemas .4 &?-completos.

Definicion 3.2 Dado un grafo simple G = (V,E) y un entero positivo B. El problema de
mejor inmunizacion consiste en determinar si existe una solucion factible G\ U para el

GFP con niimero esperado de muertes igual a 1.

Se elige el problema de hallar un cubrimiento de vértices de cardinal minimo. Es bien
conocido que este problema pertenece a la clase de problemas .4 &?-completos [11]. Se da

su definicidn a continuacion:
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Definicion 3.3 Dado un grafo simple G = (V,E) y un entero positivo k. El problema de
hallar un cubrimiento de vértices de cardinal minimo consiste en determinar si existe un
conjunto de nodos U con cardinal |U| < k y tal que toda arista es incidente a algiin nodo
de U.

En el siguiente Teorema se muestra la pertenencia del problema de mejor inmunizacion
a la clase de problemas .4 &?-completos, utilizando para ello el problema de cubrimiento

de vértices de cardinal minimo definido antes.

Teorema 3.1 El problema de Mejor inmunizacion pertenece a la clase de problemas N -

Completos.

Demostracion: Considérese una instancia arbitraria (G,k) para el problema del
cubri-miento de vértices de cardinal minimo. Se construye una instancia del problema de
mejor inmunizacién (G, B) con igual grafo G y presupuesto B = k. Obsérvese que el GFP
alcanza un ndmero esperado de muertes igual a 1 si y s6lo si todos los nodos de un grafo
factible G’ = G\ U estéan aislados. Todos los nodos de G’ estardn aislados si U es un
cubrimiento de vértices con cardinal |U| < k. En consecuencia, el problema de mejor
inmunizacién es al menos tan dificil como el problema del cubrimiento de vértices de
cardinal minimo y por lo tanto es .4 #Z-dificil.

Para finalizar la prueba, nétese que la funcidn objetivo del GFP puede evaluarse en tiempo
polinomial. Un algoritmo eficiente, por ejemplo, consiste en aplicar iterativamente
busqueda en profundidad (Depth First Search) para hallar el nimero de nodos
perteneciente a cada componente conexa. Luego, el problema de mejor inmunizacién
pertenece a los problemas de decision de la clase A4 & y esto implica que es
N P-Completo. O

Recuérdese que un problema de optimizaciéon combinatoria es de .4 &-optimizacion
si existen algoritmos que permitan tanto evaluar la funcién objetivo como verificar la
factibilidad de una soluciéon dada en tiempo polinomial [25]. A su vez para que un
problema de .4 ZZ-optimizacién sea .4 &-dificil es necesario que su correspondiente
version de decision sea un problema perteneciente a los de la clase .4 &?-completos.
Luego, como corolario del teorema 3.1 se obtiene que el GFP es un problema de
N P-optimizacion A P -dificil.
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3.2 Inaproximabilidad del GFP

En esta seccion se prueba la inexistencia de una algoritmo de aproximacion para el GFP

5

de factor menor a 3, a menos que & = .4 . Para esto se utiliza el siguiente problema de

decision:

Definicion 3.4 Dado un grafo simple G = (V,E), un conjunto de terminales K CV y un
entero positivo B. El problema de hallar un conjunto separador de k terminales consiste en
determinar si existe un conjunto separador U CV \ K tal que |U| < By todo nodo terminal

pertenece a una componente conexa distinta en G\ U.

Obsérvese que para k = 2 este problema pertenece a la clase &, un algoritmo de
resolucion en tiempo polinomial es el de Ford y Fulkerson. Por su parte, es conocido que
para todo k > 3 el problema pertenece a los de la clase .4 Z?-Completos [7].

En el siguiente Teorema se prueba la inaproximabilidad del GFP, reduciendo desde el

problema de hallar un conjunto separador de k = 3 terminales.
Teorema 3.2 Aproximar el GFP a menos de % — € para todo € > 0 es N P-Dificil.

Demostracion: Considérese una instancia arbitraria (G, K,B) para el problema de hallar
un conjunto separador de 3 terminales, con G D K = {t1,#,,#3} . Creamos una instancia
corres-pondiente para el GFP mediante una reduccién polinomial (G,K,B) — (G%) B),
donde GX) es un grafo idéntico a G en el que los nodos terminales f1,f,,t3 fueron
sustituidos por cliques Ki, K3, K3 de tamafio M = cn cada una. La constante ¢ se definird a
conveniencia posteriormente en la prueba. Cada nodo de cada clique se conectara a los
nodos restantes de G de la misma forma en la que se conectaba el terminal sustituido. Un

ejemplo de la reduccién se puede observar en la Figura 3.1 de la pagina siguiente.

La idea intuitiva de esta reduccion es que las cliques asociadas a los terminales son las
"partes pesadas” del grafo y por lo tanto minimizar la funcion objetivo del GFP implicara
asegurarnos de que terminen en componentes conexas distintas del grafo resultante luego

de la inmunizacién.

Supongamos que existe un algoritmo de aproximacién A para el GFP de factor (% — 8)
para algin € > 0. Si se aplica el algoritmo A en la entrada (G(K ),B) se obtiene como salida

un conjunto de nodos § a inmunizar y un valor para la funcion objetivo A ;). EIl nimero
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Fig. 3.1 Ejemplo de la reduccién propuesta

de nodos resultante en G(X) \Sserdi=n+3M—3—B.

- . . .y 2M)*+M? 2.
El valor objetivo calculado por el algoritmo A serd como minimo % = 5% st dos
de las cliques pertenecen a la misma componente luego de la inmunizacién. Por lo tanto,

existen dos posibilidades que se plantean en las siguientes afirmaciones:

. 2 .
1. SiAgx < 5% la respuesta al problema de hallar un conjunto separador para t1,#,,#3

serd SI y dicho certificado positivo puede obtenerse en tiempo polinomial.
2. SiAgk > % la respuesta al problema de hallar un conjunto separador serd NO.

Esto implica que es posible resolver el problema de hallar un conjunto separador utilizando
el algoritmo A y por lo tanto, permite llegar a una contradiccién. Se probaran ambas
afirmaciones a continuacion.

1. Para demostrar esta afirmacion se consideran las diferentes maneras en las que podria

estar conformado el conjunto S.

* Si el conjunto S no incluye vértices pertenecientes a las cliques,
S CV(G™)\ {K1,Kz, K3} = V(G)\ {11, 12,13},

entonces S es un conjunto de nodos que separa a los tres terminales t1,1p,3. Si

no las separaré existiria una componente en G'X) con al menos dos cliques y en

. . . 24 M2 2
tal caso el valor objetivo correspondiente seria A ;) > (2M)+M = %

, lo que
contradice la hip6tesis de la afirmacion.
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Si existe interseccion no vacia de S con las cliques deberd haber presentes nodos de
mads de una de ellas, pues elegir nodos de una tnica clique para eliminar no contribuye
a desconectar el grafo resultante.

* Si el conjunto S incluye vértices pertenecientes a las cliques de forma que
eliminar S de G%) nos da una componente C tal que CNK; # 0 para todo
i € {1,2,3}. Se tendrd que |C| > 3M — B > 3M — n y entonces,

cP>_sm*
Ask) > Q > ——,siseelige c > 2.
fl il

Luego, se contradice la hipétesis de la afirmacién y este caso no es posible.

* Si el conjunto § incluye vértices pertenecientes a las cliques de forma que

eliminar S de GK)

nos da una componente C que intersecta a dos de ellas y a
una no. Sin pérdida de generalidad puede suponerse CNK; # @ parai € {1,2}y
CNKz =0. Sean B; = |SNK;| para i € {1,2,3} y t =|CNV(G)|, entonces
|C| = 2M — By — B, +t. Existe otra componente que contiene vértices de K3 y
su tamafo serd al menos M — Bz. Ahora, debe cumplirse que ¢ < By + By + B3

pues sino se verifica,

(2M — By~ By +1)>+ (M ~B3)* _ (2M +B3)*+ (M~ Bs)* _ 5M°

A >
G = A A A

Luego, §' = SU(CNV(G))\ U, K; es un conjunto de nodos que separa a los

tres terminales #1,7,,73 y es un certificado positivo para G.

2. Para demostrar esta afirmacién elegiremos el valor de ¢ convenientemente. Como
nuestro problema es de minimizacién y A es un algoritmo de aproximacién de factor
(% — 8) tenemos:
_Aew S
GFP(GKX),B) =3

Luego, por hipétesis de la afirmacion, se cumple:

GFP(GX) B) >

Si se elige ¢ de forma que se verifique:

1 5M? N 2M? + (M +n—B)?

—_e 0 il

(3.1)

Wl
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se obtiene que los tres terminales no pueden ser separados y la respuesta al problema

de hallar un conjunto separador es NO. El valor w

es el mayor valor que

puede obtenerse teniendo a las tres cliques en diferentes componentes. Un posible
. . . _ 55

valor para ¢ de forma que se verifique la ecuacion 3.1 es por ejemplo ¢ = =2, lo que

puede comprobarse realizando los calculos.

En conclusién se probé que el algoritmo A ;) permite resolver el problema de hallar un
conjunto separador para tres terminales y esto contradice el hecho de que el problema
pertenece a los de la clase .4 Z?-completos. Luego, es .4 Z-dificil aproximar el GFP a un
factor (% — 8) para todo € > 0. 0J

3.3 Conclusiones

En las secciones anteriores se mostré que el problema de fragmentacion de grafos
pertenece a la categoria de problemas de .4 #-optimizacion .4 &-dificiles. Mas atin se
probd la inaproximabilidad del problema, mostrando que no existe un algoritmo de
aproximacioén para el GFP con factor menor a %, amenos que & = N .

Esto promueve el desarrollo de metaheuristicas que permitan hallar soluciones
aproximadas y la bisqueda de algoritmos que resuelvan el problema para casos pequefios o

para familias especiales de grafos en forma exacta.

Vale destacar que el Problema de Fragmentaciéon de Grafos es objeto de estudio de
otras tesis de posgrado. En la tesis doctoral del Dr. Juan Piccini [19] se desarrolla una
metodologia GRASP enriquecida con una técnica de post-optimizacion denominada
Path-Relinking para abordar el problema de estudio. La tesis doctoral en curso de la MSc.
Ing. Graciela Ferreira propone métodos exactos de tiempo sobrepolinomial para el
Problema de Fragmentacion de Grafos, mientras que la tesis en curso de la Lic. Nicole
Rosenstock apunta a superar el rendimiento del GRASP previamente desarrollado,

combinando diversas estructuras de vecindad.

En esta tesis se propone resolver el problema para familias especiales de grafos,
explotanto caracteristicas particulares en cada caso. En el proximo capitulo se trabajard en
forma general con grafos aciclicos (caminos, drboles y bosques) y en forma restringida con
grafos bipartitos. Para resolver el Problema de Fragmentacion de Grafos en el caso de
aciclicos se propone un algoritmo basado en programacién dindmica, mientras que para el

caso de grafos bipartitos se resuelve en forma exacta exigiendo condiciones especiales.



Capitulo 4

Resolucion exacta del GFP en casos
especiales.

En el capitulo anterior se mostré que no existe un algoritmo de aproximacion para el
3
3 B
mostrard que es posible resolver de forma exacta el GFP para familias especiales de grafos.

GFP de factor menor a 3, a menos que & = .4 &. En contraste, en este Capitulo se

Todos los resultados presentados en este Capitulo fueron publicados en [2].

4.1 Propiedades del GFP.

Se puede pensar el GFP en términos de la minimizacién de la norma de un vector cuyas
coordenadas son los 6rdenes de las componente conexas de un grafo, especificamente el
Problema de Minimizacién de la Norma Euclidea Restringida o CENM, mencionado en la
Seccién 2.3. Las siguientes Proposiciones muestran propiedades del GFP, que pueden
demostrarse a partir de propiedades elementales del espacio euclideo.

Proposicién 4.1 EI éptimo para el CENM restringido al hiperplano .F = {ii € R¥ : ||ii||, =

n} se alcanza en el vector de coordenadas idénticas n; = %, Vi=1,...,k

Demostracion: El vector normal del hiperplano .# tiene todas sus coordenadas idénticas.
El 6ptimo para CENM es precisamente la proyeccion ortogonal, cuya direccion estd dada

por el vector normal. 0

Este resultado sugiere un método para hallar el valor 6ptimo del GFP en casos
especiales. Si el nimero de componentes conexas del subgrafo resultante luego del proceso
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de inmunizacion esta fijo, la solucion 6ptima se obtendrd equilibrando el nimero de nodos

pertenecientes a cada componente. Esto puede verse como sigue:

Proposicion 4.2 Sean los vectores de coordenadas enteras positivas it = (ny,...,ny) tales

que ny > ny > ... > ng. Se cumple una de las siguientes afirmaciones:

o Siny > ny+2, el vector ii = it — 01 + O tiene menor norma euclidea que i, donde §;

es el i-ésimo vector unitario.

* Si no, ii es el mejor vector de coordenadas enteras de R* para el CENM dentro de

aquellos de norma 1.

Demostracion: En el primer caso se tiene que:
Il = ll@]* = nt = (n1 = 1)* +ng = (mg+1)* = 2(n1 — i) =2 > 0.

En otro caso, si n; —n; < 1 no existe mejora posible entre los vectores de norma 1. OJ

4.2 Resolucion exacta.

4.2.1 Resolucion exacta en caminos elementales y ciclos.

La primera familia de grafos en donde se mostrard la resolucion exacta del GFP es la de
caminos elementales. Sean P, = {vi,...,v,} un camino elemental con n nodos y B < n un
presupuesto fijo, para resolver el problema de inmunizacién en P, se utilizard la

Proposicién 4.2.

Obsérvese que si B > 5| es posible inmunizar nodos intercalados de B, de forma de

obtener valor éptimo unitario.

En el caso en que B < | 5] se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que la solucién
Optima no elige para inmunizar nodos adyacentes ni nodos que se encuentren en los
extremos del camino. Pues si se considera una solucién que inmuniza nodos adyacentes
Vi,vit1 y no a uno de los siguientes k nodos que estdn en el camino se puede observar que
el costo total de la solucion aumenta. Supongamos que se elige para inmunizar v, en
lugar de v;y;, como en la Figura 4.1, entonces el costo total disminuye en
kK —(k—1)>—1>0.
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k nodos

V] V2 Vl Vi+1 | Vi+2 Vn )
1 nodo k-1 nodos

- s 3

| I |

| I | |

| I | |

Vi Va Vi : Vi+1J| Vi+2 :Vi+3 Vo |

Fig. 4.1 Distintas elecciones de Inmunizacidn.

Luego, en la estrategia 6ptima de inmunizacidn se eliminan B nodos y se generan B+ 1
componentes conexas. Tales componentes deben tener un nimero de nodos equilibrado.
Con esto se quiere decir que la cantidad de nodos de una componente respecto a otra debe

diferir como médximo en uno, lo que se logra de la siguiente manera:

Proposicion 4.3 Sean los enteros d y r definidos por la regla de division euclidea, es decir,
tales que 0 <r <B+1yn—B=d(B+1)+r. El costo minimo para el GFP se alcanza en

el grafo G' que tiene r caminos elementales Py y (B+ 1 — r) caminos elementales P,.

Demostracion: La diferencia de tamafio entre dos componentes de G’ es como méximo 1.

Luego, el vector de tamafios 70 cumple con la Proposicién 4.2. 0
Como Corolario se obtiene que es posible resolver de forma exacta el GFP también para

la familia de Ciclos.

Corolario 4.1 La solucion optima del GPF se puede hallar en tiempo polinomial si el grafo

de entrada es un ciclo.

Demostracion: La estrategia 6ptima de inmunizacién en un ciclo es comenzar
inmunizando un nodo arbitrario. Luego de eliminarlo se obtiene un camino elemental y se

procede como en la Proposicion 4.3. 0J

4.2.2 Resolucion exacta en arboles y bosques.

En esta seccion se mostrard que la solucion 6ptima del GFP puede hallarse en tiempo

polinomial si el grafo de entrada es un arbol. En el caso de la topologia de drbol se verd
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que es posible resolver en forma exacta el GFP mediante la técnica de Programacion
Dinamica [15]. A continuacién se introducen la terminologia y las definiciones necesarias

para definir la recurrencia correspondiente con dicha técnica.

Dado un arbol T, se elige un nodo como raiz r y se ordenan sus nodos en niveles respecto
de su distancia a r. Decimos que u es el padre de v, si u se encuentra un nivel por encima
de v y decimos que v es descendiente de u.

Dado un grafo conexo 7" C T decimos que T’ es una rama de T y la raiz de T’ es su nodo
de nivel mds alto. Si una rama contiene a todos los descendientes de su raiz v diremos que

es una rama completa y la anotaremos 7,

La idea central para resolver el problema consiste en resolver en ramas completas a bajo
nivel para luego resolver recursivamente sobre la unién de dichas ramas hasta cubrir todo el
arbol. Para cada rama del arbol sera necesario conocer la solucién 6ptima como una funcién

F de dos pardmetros:
* b, el nimero de vértices de la rama que seran eliminados, y

* ¢, el tamafio de la componente conexa que contiene a la raiz de la rama luego de

eliminar los b vértices elegidos antes.

Sea una rama T con raiz r. El algoritmo elegird distintos conjuntos S C V(T') de b nodos
para eliminar. Esto definird subgrafos 77\ S que tendrdn en cada caso un cierto nimero de
componentes conexas. Si la raiz r no fue eliminada existird en 7'\ S una componente
conexa que contiene a r y la anotaremos C(,). Anotaremos Ci,...,Cy para las restantes
(supongamos k) componentes conexas que no contienen a la raiz. La funcién F se define

formalmente como sigue.

Definicién 4.1 Con la notacién anterior, F(b,c) es el menor valorde Y*_, | C; |* con | S |=

by|Cyl=c

Obsérvese que para algunas combinaciones de valores (b, ¢) puede no ser posible satisfacer
el requisito | C(,y |= c, para esos valores se impone F(b,c) = oo. También cabe destacar
que en el caso ¢ = 0, pedir | Cin |= 0 es equivalente a imponer que la raiz r sea eliminada

del grafo.

Es importante notar que por definicién de F el valor 6ptimo del GFP en la entrada (7, B) es
igual a 1.min{F(B,c) +¢?}, donde n =|V(T) | =By c € {0,...,n}. A continuacién se
c
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presenta un ejemplo del calculo de F para un drbol de 5 nodos del cual se desean eliminar
b=2.

Ejemplo 4.1 Consideremos el grafo T representado en la Figura 4.2.

Fig. 4.2 Arbol de 5 nodos.

* Primero se calcula F(2,0). Esto es, se eliminardn 2 nodos y la componente conexa
que contiene a la raiz r deberd tener tamaiio 0 (la raiz serd eliminada). Existen varias

posibilidades:

— Si se elige eliminar S = {r, f}, se tendrd que T \ S es un grafo conexo (C) de 3
nodos y por lo tanto el valor de | C |*= (3)? = 9.

— Si se elige eliminar S = {r,i} o S = {r,h}, se tendrd que T \ S es un grafo con
dos componentes conexas (C1,C) de 1 y 2 nodos respectivamente y por lo tanto,
elvalorde |Cy >+ |G |*= (1) +(2)? =5.

— Si se elige eliminar S = {r,g}, se tendrd que T \ S es un grafo con tres

componentes conexas (C1,C>,C3) todas de 1 nodo y por lo tanto el valor de
[CLP+[CP+|CGP= 1)+ (1) +(1)*=3.

Luego, el valor de F(2,0) = min{3,5,9} = 3 y el conjunto S correspondiente es
S={ng}

 Ahora se calcula F(2,1). Esto es, se eliminardn dos nodos y la componente conexa

que contiene a la raiz r deberd tener tamaiio 1. Se puede observar que existe una
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tnica posibilidad para hacerlo, que es eliminar S = {f,g}. Esto define un grafo
T\ S con una componente conexa que contiene a la raiz Ci de tamandé 1y otras dos
componentes conexas (C1,C>) también de tamaiio 1. Por lo tanto, el valor de
| C1 >+ | C = (1)2 4+ (1)> = 2. Es decir, F(2,1) =2 y el conjunto S
correspondiente es S = {f, g}

Luego se calcula F(2,2), es decir, se eliminardn 2 nodos y se desea obtener una
componente conexa que contenga al vértice de tamanéd 2. Para esto, es posible
eliminar el conjunto S = {g,h} 0o S = {g,i}. En ambos casos se define un grafo T \ S
con una componente conexa que contiene a la raiz C(,y de tamand 2 'y otra
componente conexa Cy de tamaiio 1. Por lo tanto, el valor de | Cy |*= (1)? = 1.
Dado que ambos conjuntos S devuelven el mismo valor este serd también el valor de
F(2,2). Entonces F(2,2) = 1 y el conjunto S correspondiente puede ser tanto
S={g,h} como S ={g,i}.

Por iltimo se calcula F(2,3), es decir se eliminardn 2 nodos y la componente
conexa que contiene a la raiz r deberd tener tamariio 3. Para esto es posible eliminar
uno de los siguiente conjuntos S = {h,i}, S ={f,h} o S ={f,i}. En todos los casos
se define un grafo T \ S con una vinica componente conexa que contiene a la raiz Cin

de tamaiio 3. Luego, F(2,3) = 0 y el conjunto S correspondiente puede ser

S={h,i}, S={f,h} 0o S={f,i}.

A continuacién se demuestran las proposiciones necesarias para definir la recurrencia que

permitird calcular F' en un drbol partiendo del valor de F ya calculado en ramas completas

del mismo.

Proposicion 4.4 Sean u y v dos nodos tales que u es padre de v. Si F ya estd calculada

para una rama completa T,, entonces se puede calcular F para T, en tiempo polinomial.

Demostracion: Sea T, una rama completa y u el padre de v como en la Figura 4.3

Anotamos F, y F, a la funcién F calculada en 7, y T, respectivamente. Mostraremos

que F, puede calcularse a partir de F, de la siguiente forma:

F,(b,c—1),sic>0

F,(b,c) =
«(b:c) m%n{Fv(b—l,c')—l—(c')z}, sic=0
C
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O

Fig. 4.3 Arbol con nodo padre u y nodo hijo v.

donde ¢’ € {0,1,...,| V(T,) |}. Dividimos la prueba en diferentes casos:

* Sic>0yF,(byc—1)=M < co.
Claramente, eliminar de 7, el mismo conjunto de vértices que di6 el valor M en T,
dard el mismo valor, luego F,(b,c) < M. A su vez, si existiese un conjunto de vértices
S que permitiera obtener un valor estrictamente menor que M, como ¢ > 0, u no estaria

en Sy eso haria que se cumpliera F, (b,c — 1) < M, lo que es un absurdo.

* Sic>0yF,(b,c—1)=rco.
En este caso se debe cumplir F,,(b,c — 1) = . De hecho, si eliminando b vértices de
T, se pudiera obtener | C(,) |= ¢ > 0, la misma elecci6n de vértices para eliminar en
T, deberia generar una componente conexa C,y de tamafo ¢ — 1, lo que nos llevaria a

un absurdo.

* Si ¢ =0. Obsérvese que F,(b,c) < oo a menos que b = 0. Sea S el conjunto que da
el valor 6ptimo para F,(b,c), como ¢ = 0 tenemos que u € S. Si ¢’ es el tamafio de
la componente conexa de T, \ S que contiene a v tenemos que se verifica F,(b,c) =
Fy(b—1,c") + (c’)?. Tomar el minimo sobre todos los posibles valores de ¢’ nos
permite determinar el valor correspondiente que nos dard el 6ptimo ademds de su
correspondiente conjunto §’. Luego, tomamos § = §'U{u} y esto hace que se cumpla

la igualdad.
O

Proposicion 4.5 Sean dos ramas Ty y T, con el mismo nodo raiz. Si ya se calculo F para

T\ y para Ty, se puede calcular F para Ty UT, en tiempo polinomial.

Demostracion:  Sean Ty y T, dos ramas con el mismo nodo raiz v y supongamos que
tenemos calculada F para T y 7>, lo que anotamos F} y F; respectivamente. Sea 73 =71 UT>
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y F3 la funcién F calculada en 73. Mostraremos que F3 puede calcularse de la siguiente

forma:

min{F (by,c1)+F(b—bi,c—c1+1)},sic>0
— b],Cl
F3(b,C) -
H;in{Fl(bl,O) +F(b—b1+1,0)}, sic=0
1

donde by €{0,...,b}yc; €{1,...,c}.

Dividimos la prueba en diferentes casos:

* Sic>0y F;(b,c) =oo.

Es necesario probar que para toda elecciéon by, c; tendremos alguno de los valores
Fi(b1,c1) 0 Fa(b—by,c —cy + 1) igual a infinito. Supongamos, por absurdo, que
ninguno vale infinito, entonces deben existir conjuntos S; C 77 y S C 7T, tales que
|Si| = b; para i € {1,2} y que determinan componentes conexas que contienen a v
que verifican |C(1v)| =c1y ]C(zv)] = ¢ —c1 + 1 respectivamente. Luego, como ¢ > 0,
se tiene que v ¢ S; para i € {1,2}, es decir que S| y S, son disjuntos y por lo tanto
|S1 US,| = b. Esto nos lleva a una contradiccion, pues T3 deberia verificar ICoy| =
|C(1v)| + |C(2v)| —l=c;+c—c+1—1=c,lo que implicaria que el valor de F3(b,c)
no es infinito.

Sic>0yF(b,c) =M < .

Sea S C V(T3) un conjunto que nos dé el valor M para Fz(b,c). Entonces, los
conjuntos SNV (T;) con i € {1,2} dardn valor M; con i € {1,2} para sus respectivas
F;, de forma que se verifica M| + M, = M. Estableciendo by = |SNV(T1)| y
c1 =|Cq)NTi| se cumple que F3(b,c) = })I:H}{Fl (by,c1)+F(b—bi,c—c1+ 1)}

Si ¢ = 0, obsérvese que F3(b,c) sera finito siempre que b # 0. En tal caso existird M
tal que F3(b,c) = M. Luego, similarmente al caso anterior podemos concluir que se
cumple la igualdad.

O

Las relaciones de recurrencia definidas en las Proposiciones 4.4 y 4.5 permiten definir

un algoritmo para el calculo del 6ptimo del GFP en un grafo con topologia de arbol.

Para un arbol 7'y un presupuesto B el algoritmo iniciard considerando ramas T7,...,T,, a

bajo nivel de forma que sean disjuntas dos a dos o sélo compartan la raiz. Las raices de

estas ramas se tomaran todas al mismo nivel y cada hoja de T debera estar exactamente en

una tnica rama. Para cada 7; el algoritmo calculara el valor de F (b,c) parab =0,...,By
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c=0,...,|V(T;)| y asociard a cada valor finito obtenido un conjunto S de vértices a
eliminar. Se almacenaran tanto el valor de F(b,c) como el conjunto S correspondiente.
Luego, recursivamente, se calculard F para ramas de tamafio cada vez mayor. Para esto se

agregaran raices o se unirdn ramas hasta terminar cubriendo todo el arbol 7.

Formalmente, en una cierta etapa del algoritmo se tiene una lista de ramas para la que F ya
fue calculado. Para cada rama T se hace lo que sigue, si T’ comparte su raiz con otra rama
T" se calcula F para T" UT"”, se borran de la lista las ramas 7"y T” y se agrega T' UT"; si
T’ no comparte su raiz con ninguna otra rama de la lista, se calcula F para T’ U {r'} donde
¥ es el padre de la raiz de T’ y se reemplaza en la lista 7" por 7' U {r'}. Noétese que el
segundo caso s6lo puede suceder cuando 7’ es una rama completa. De esta manera nos
aseguramos de que el proceso nos lleve a una lista con una sola rama final, 7. Es
importante observar que para una rama cualquiera T’, siempre existiran valores de b, ¢ para
los cuales F(b,c) serd finito, lo que implica que por lo menos existird un conjunto

guardado para T’ y podra ser utilizado en las iteraciones siguientes.

Cada iteracién del cdlculo de F toma un tiempo del orden O(B.|V(T;)|) para la rama T; que
esté siendo considerada en ese momento y se observa que la cantidad de evaluaciones de la
funcién F es lineal en el nimero de nodos del arbol 7. Por lo tanto, el algoritmo completara
el cdlculo de F en el 4rbol T en tiempo polinomial. También, se obtendra el conjunto
de vértices a ser eliminados de manera eficiente a partir de los conjuntos guardados en
iteraciones previas. Con todos los valores calculados de F para T la solucion 6ptima para el
GFP se obtiene hallando:

OPT = rll.mcin{F(B,c) + %Y, (4.1)

donden=|V(T)|—Byce€{0,...,n}.

Para completar esta seccion se incluye un ejemplo del cdlculo del valor 6éptimo del GFP,
mediante la aplicacién del algoritmo definido previamente, para un arbol de 8 nodos del

cual se desean eliminar B = 2.

Ejemplo 4.2 Se quiere calcular el valor optimo del GFP para el drbol de la Figura 4.4 con
un presupuesto B = 2.

Se consideran las ramas Ty y T, de T como puede apreciarse en la Figura.
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Fig. 4.4 Algoritmo de resolucién del GFP en drboles.

e Inicialmente se calcula F para T\, anotamos F). Los valores de F|(b,c) para cada

b € {0,1,2} y sus respectivos conjuntos S se presentan en la siguiente tabla:

Fi(b,c) | Conjunto S;
0

{s}

#

{t} o {u}
{s,u} o {s,t}
{t,u}

NN NN~ OS S
~NIQINN I~ S |WwW (o

Sl~||g v

Notese que las combinaciones de b,c que no se presentan en la tabla corresponden
con F(b,c) = eo.

* Se calcula F para T, anotamos F,. Los valores de F;(b,c) para b € {0,1,2} y sus

respectivos conjuntos S se presentan en la siguiente tabla:

F>(b,c) | Conjunto S,

0

{v}

{w}o{y}o{z}
{vw}o{vy}o{vz}
{w,y}o{wzjo{yz}

NN N~

N[ S|W|[S|KAN|O
SN || W |
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Nuevamente las combinaciones de b,c que no se presentan en la tabla corresponden
con F(b,c) = co.

Luego, se agrega la raiz r a Ty y T, para formar los grafos T3 y Ty respectivamente, como se

puede observar en la Figura 4.5.

Fig. 4.5 Algoritmo de resolucion del GFP en érboles.

* A continuacion, utilizando la Proposicion 4.4, se calcula F para Tz y anotamos F3.
Los valores de F3(b,c) para cada b € {0,1,2} y sus respectivos conjuntos S se

presentan en la siguiente tabla:

F3(b,c) | Conjunto Ss
0

{r}

{s}

?

{t} o {u}
{r.s}

{s,u} o {s,t}
{r,u}

N NN ~NNIN NS
NI~N|SQ|WIN|I~N|IS|IRAN|O
SI~INISI8 [NV

Ndtese que el valor de F3 para todas las combinaciones (b, c) que no aparecen en la

tabla toman el valor oo.

* Nuevamente, utilizando la Proposicion 4.4, se calcula F para Ty y anotamos Fy. Los

valores de Fy(b,c) para cada b € {0,1,2} y sus respectivos conjuntos S se presentan
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en la siguiente tabla:

b | ¢ | Fy(b,c) | Conjunto S4
0ls5]o 0

11016 {r}

11113 {v}

112 il

113 3

1140 {w}o{y}o{z}
21013 {rv}

21112 {v,w} o {v,y} o {v,z}
202 3

2130 {w,y} o {w,z} o {y,2}
204 3

Nétese que el valor de Fy para todas las combinaciones (b, c) que no aparecen en la

tabla toman el valor oo.

Por iiltimo, dado que los grafos T3 y Ty comparten la raiz, utilizando la Proposicion 4.5, se

puede calcular F en el grafo T = T3 UTy como en la Figura 4.6

Fig. 4.6 Algoritmo de resolucién del GFP en arboles.

Como se desea encontrar el valor optimo del GFP cuando el presupuesto es B =2 es
necesario calcular F(2,c) para ¢ € {0,1,2,3,4,5,6}. Esto se muestra en las siguientes
tablas:
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* Para F(2,0), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(2,0) =
(2,0) b1{0,1,2}

min {F3(b1,0)+F4(3 —bl,())}.

Los valores correspondientes de F3 y Fy se muestran en la siguiente tabla:

by | F3(b1,0) | Conjunto Sz | 3—by | F4(3—b1,0) | Conjunto Sy
0 | oo 3 3 1 {v,w,y}
119 {r} 2 3 {r,v}

2 ]2 {s,r} 1 16 {r}

Luego, F(2,0) =min{9+3,2+ 16} = 12 y el conjunto S = {r,v}.

* Para F(2,1), por Proposicion 4.5, se tiene que:

min

F(2,1)=
(2.1) b1e{0,12

}{Fg(bl,l)—l—F4(2—b1,l)}.

Los valores correspondientes de F3 y Fy se muestran en la siguiente tabla:

by | F3(b1,1) | Conjunto Sz | 2—by | F4(2—by,1) | Conjunto Sy

0 3 2 2 {vyw}o {v,y}o{vz}
1|2 {s} 1 3 {v}

2 |1 {s,u} o {s,t} |0 oo 3

Luego, F(2,1) =2+3 =5 yel conjunto S = {s,v}.

* Para F(2,2), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(2,2) = min{F3(b1,c1) +F4(2—b1,3 —Cl)},

by,c1

donde by € {0,1,2} yc; € {1,2}. Los valores correspondientes de F3 y F; se muestran

en la siguiente tabla:

by | c1 | F3(by,c1) | Conjunto S3 | 2—by | 3—c1 | F4(2—01,3—c1) | Conjunto Sy

0|1 ] A 2 2 oo 3

0 |2 | o 3 2 1 2 {v,w} o {v,y}o{vz}
1|12 {s} 1 2 o0 A

1 |2 | 3 1 1 3 {v}

2 |1 |1 {s,u} o{s,t} | 0 2 o0 7

21210 {t,u} 0 1 oo ?
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Luego, F(2,2) = oo.

* Para F(2,3), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(2,3) = min{F3(b1,c1) —|—F4(2—b],4—€1)},

by,c1

donde by € {0,1,2} y ¢ € {1,2,3}. Los valores correspondientes de Fz y Fy se

muestran en la siguiente tabla:

by | c1 | F3(by,c1) | Conjunto S5 | 2—by | 4—cy | F4(2—Dby,4—cy) | Conjunto Sy

0 |1 |oo 3 2 3 0 {}

02 | 4 2 2 0 7

0 |3 | 3 2 1 2 {v,w} o {v,y}o{v,z}
1|12 {s} 1 3 o0 ?

1|2 ] 4 1 2 0 7

1 3]0 {t} o {u} 1 1 3 {v}

2 |1 |1 {s,u} o{s,t} |0 3 oo ?

2 12100 {t,u} 0 2 o0 ?

2 |3 | e A 0 1 0o #

Luego, F(2,3) =0+3 =3y el conjunto S = {t,v} o S = {u,v}.

* Para F(2,4), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(2,4) = min{F3(b1,c1) +F4(2—b1,5 —Cl)},

by,c1

donde by € {0,1,2} y ¢; € {1,2,3,4}. Los valores correspondientes de Fs y Fy se

muestran en la siguiente tabla:
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by | c1 | F3(by,c1) | Conjunto S3 | 2—by | 5—c1 | F4(2—01,5—c1) | Conjunto Sy

0 |1 | A 2 4 oo ?

0 |2 | 3 2 3 0 {w,y}, {w,z} o {y,2}
0 |3 | 3 2 2 = ?

0 |4 |0 ] 2 1 2 {vw}, {v,y} o {v,z}
1|12 {s} 1 4 0 {w}, {y} o {2z}

1 |2 | oo 7 1 3 oo 7

11310 {t} o {u} 1 2 o0 ?

1 |4 | 3 1 1 3 {v}

2 |1 |1 {s,u}o{s,t} | 0 4 oo i

212100 {t,u} 0 3 o0 3

2 |3 | 3 0 2 = ?

2 |4 | 3 0 1 = ?

Luego, F(2,4) = min{0+ 2,240} =2 y el conjunto S puede ser uno de los que

siguen: {v,w}, {v,y}, {v,z}, {s,w}, {s,y} 0 {s,z}.

* Para F(2,5), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(Z,S) = min{F3(b1,cl) +F4(2—b1,6—€1)},

blacl

donde by € {0,1,2} y ¢; € {1,2,3,4,5}. Los valores correspondientes de F3 y Fy se

muestran en la siguiente tabla:
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by | c1 | F3(by,c1) | Conjunto S3 | 2—by | 6—c1 | F4(2—b1,6 —c1) | Conjunto Sy

0 |1 |o 7 2 5 oo 3

0 |2 | o 3 2 4 oo 3

0 |3 |oo A 2 3 0 {wy} {w,z} o {»z}
0 |4 |0 0 2 2 oo 3

0 |5 | oo i 2 1 2 {vyw}, {v,y} 0 {v,2}
1|1 |2 {s} 1 5 = 3

I |2 |oo i 1 4 0 {wh {3} o{z}
11310 {t} o {u} 1 3 o0 ?

1 |4 | 3 1 2 oo 3

1 |5 |o 3 1 1 3 v}

2 |1 |1 {s,u} o {s,t} | 0 5 0 0

212100 {t,u} 0 4 o0 ?

2 |3 | 3 0 3 oo 3

2 |4 | o 3 0 2 oo i

2 1510 0 0 1 o0 7

Luego, F(2,5) =1+40= 1y el conjunto S puede ser {s,u} o {s,t}.

* Por ultimo, para F(2,6), por Proposicion 4.5, se tiene que:

F(2,6) = min{F3(b1,c1) +F4(2—b1,7—€1)},

1,€1

donde by € {0,1,2} y ¢; € {1,2,3,4,5,6}. Los valores correspondientes de F3 y Fj

se muestran en la siguiente tabla:
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by | c1 | F3(by,c1) | Conjunto S3 | 2—by | T—cy | F4(2—01,7—c1) | Conjunto Sy

0 |1 |oo 7 2 6 oo 3

0 |2 | o 3 2 5 oo 3

0 |3 3 2 4 oo 3

0 |4 |0 0 2 3 0 {w,y}, {w,z} o {y,2}
0 |5 | o 7 2 2 oo ?

0 |6 |o i 2 1 2 {vw}h {v,y} 0o {v,z}
11 |2 {s} 1 6 oo ?

1 |2 | 7 1 5 ?

1130 {t} o {u} 1 4 {wh {3} o {z}

1 |4 | 7 1 3 oo 3

1 |5 | 3 1 2 oo 3

1 |6 | 3 1 1 3 {v}

2 |1 |1 {s,u} o{s,t} | 0 6 o0 ?

2 1210 {t,u} 0 5 0 0

2 |3 |oo A 0 4 o0 ?

2 14 | ] 0 3 oo ?

2 15 | E 0 2 oo 3

2 |6 | 7 0 1 oo 3

Luego, F(2,6) = 0y el conjunto S puede ser uno de los que siguen: {w,y}, {w,z},

{wz} e, wh {e.y} {2} {ww, {uy}, {u,2} o {r,u}.

* Fara finalizar el cdlculo del optimo del GFP se utiliza la Ecuacion 4.1 como sigue:

Esto es,

1
OPT = 6.min{F(z,c) +c2
C

OPT = é.min{12+ (0)%,5+(1)%,00+(2)%,34(3)%,2+ (4)*, 1+ (5)%,0+ (6)*}

Entonces,

OPT = é.(5+(1)2) =1},

lo que se corresponde con elegir el conjunto S={s,v} para ser eliminado.
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Como Corolario del procedimiento descrito previamente para drboles es posible ver

que la resolucion exacta en tiempo polinomial se extiende también a bosques.

Si se tiene un grafo aciclico arbitrario (un bosque), cada componente del grafo serd un
arbol. Supongamos que anotamos a las componentes 71,7>,...,T; y B es el presupuesto
fijo. La estrategia 6ptima para T’ = T} U T> puede obtenerse utilizando el algoritmo anterior
y todas las particiones naturales de B tales que B = B + B;. Repitiendo para la unién
T’ UT; y asi sucesivamente hasta completar Ty U ... U T; se resuelve el problema.

Alternativamente podriamos resolverlo como se propone en el siguiente Corolario:

Corolario 4.2 La solucion optima del GFP puede hallarse en tiempo polinomial para todos

los grafos aciclicos.

Demostracion: Se conectan todas las raices de los arboles existentes a un nuevo nodo y se

aplica el algoritmo definido antes con valor F(B+ 1,0). O

4.2.3 Resolucion exacta en grafos bipartitos.

En esta seccion se analiza la estrategia de inmunizacién para la familia de grafos

bipartitos. Se probara el siguiente resultado:

Proposicion 4.6 El optimo del GFP puede hallarse en tiempo polinomial si el grafo de
entrada es bipartito y el presupuesto B es mayor o igual al tamariio del emparejamiento

mdximo.

Demostracion: Considérese un grafo bipartito G = (A,E) donde A = AjUA; y
ECA| xAs.

Recuérdese que para grafos bipartitos el Teorema de Konig (Teorema 1.1) establece que el
cardinal minimo de un cubrimiento de vértices es igual al tamafio de un emparejamiento
maximo. Este tamafio puede hallarse utilizando el Teorema de Menger (Teorema 1.2). Es
decir, conectando todos los nodos de A; a una fuente s y todos los de A; a un sumidero ¢ y
hallando el mayor nimero L de caminos s — ¢ arista-disjuntos. Para ello se aplica el

Algoritmo de Ford y Fulkerson con capacidades unitarias en todas las aristas.
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Una vez que se obtiene un emparejamiento maximo M, de tamafio L se puede construir un

cubrimiento de vértices correspondiente de la siguiente forma:

El emparejamiento mdximo Mj, particiona las aristas de G en aquellas utilizadas en el
emparejamiento Eys y aquellas que no Ey, luego E = Ej; U Ey. Se define T el conjunto de
vértices de A; que no son extremos de ninguna arista de Ej;, ademds de todos los vértices
que pueden ser alcanzados desde ellos utilizando un camino elemental que toma aristas de
Ey y Ey alternadamente. Es decir, para cada vértice de A; que no pertenece a ninguna
arista del emparejamiento, se agregan en 7 todos los vértices que aparecen en un camino
alternante con aristas fuera y dentro del emparejamiento.

Luego, el conjunto C = (A} \ T) U (A, N T) define un cubrimiento de vértices
correspondiente de cardinal minimo. La figura a continuacién muestra un ejemplo de la

construccion anterior:

@\ Las aristas del emparejamiento maximo son
S 7 By = {(1b). 2. G.)}

7 7 O Las aristas que no pertenecen al emparejamiento
ya
b
7
%/ EU = {(Zeb)7 (433-)}

OS
@ ~ \@ Entonces, 1= {4,a,3}

El minimo cubrimiento de vértices correspondiente queda:
C={1,2,a}
Fig. 4.7 Construccion del Cubrimiento de vértices de cardinal minimo.

Si el presupuesto B es como minimo L, entonces todos los nodos del cubrimiento de vértices

podran ser hallados en tiempo polinomial e inmunizados. 0






Capitulo 5
Conclusiones Finales y Trabajo a Futuro

En esta tesis se estudié el problema de optimizacién combinatoria, denominado
Problema de Fragmentacion de Grafos (GFP). Inspirado por el modelado de epidemias su
aplicacion se extiende a otras clases de desastres, por ejemplo, catistrofes naturales. El
Pro-blema de Fragmentacién de Grafos se presenté desde el punto de vista de sus
propiedades tedricas.

En el tratamiento del GFP el sistema que sera afectado se modelé como una red, donde un
nodo expuesto al desastre inmediatamente lo propaga a sus vecinos. El objetivo del GFP
consiste en elegir una estrategia de inmunizacion de forma en que se minimice el nimero
esperado de muertes causadas. Se presentd la relacién del problema con el modelo de
clasico para representacion de epidemias SIR y con otro problema tedrico de grafos
denominado Component Order Connectivity problem (COC). Se probé que el problema de
decisién asociado al GFP pertenece a la clase de problemas .4 &?-completos y también un
resultado fuerte de inaproximabilidad que muestra que no existe un algoritmo aproximado

de tiempo polinomial para la resolucién del GFP con factor menor a % a menos que

P=NP.
Por ultimo, en contraste con el anterior resultado de inaproximabilidad, fue posible hallar
estrategias de tiempo polinomial para la mejor inmunizacién en algunas familias especiales

de grafos, a saber, ciclos, grafos aciclicos y grafos bipartitos.

Como trabajo futuro se observan dos lineas de investigacion importantes a seguir. La
primera es mejorar heuristicas para la resoluciéon del GFP, como ser Greedy y GRASP
presentadas en [20]. La otra, més desafiante pero claramente el motivo mas importante

para esta investigacion es la aplicacion en escenarios de la vida real.
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