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1 Introduccion

En esta monografia se estudia la distribucién asintética de una suma de variables aleatorias
que no son independientes. Supongamos que tenemos un campo indexado en Z¢, X =
(Xn)neze y consideramos, para algin conjunto AcC 74,

Sn(A,X) =

V(2N + 1) nEZAN

donde Ay = AN[-N,N], N € N, y C((;;Vdif:])\;) — v(A), si N — o0, con 0 < v(A4) < L
Si las variables (X,,),cz« son independientes se puede aplicar el teorema central del limite
(TCL) para conocer la distribucién de Sy(A, X) cuando N — oo. Probaremos que cuando
no hay independencia la distribucién asintética de Sy (A, X) dependerd de las propiedades
del campo X y también de la geometria del conjunto A. Para el campo X se consideraran
hipétesis de dependencia débil (mixing) y sobre la geometria del conjunto A para que valga

un TCL serd necesario que exista el limite de

card {AG N(n+ An)}

Fi(n, 4) = (2N + 1)d

cuando N — oo para cada n € Z%. Se prueba que si el conjunto A no cumple esta hipStesis es
posible encontrar un campo gaussiano, centrado, estacionario y m-dependiente para el cual
Sn(A, X) no tiene limite débil.

Estos resultados se extienden al caso en que un campo o un proceso X se puede expresar
como funcién de dos campos o procesos £ e Y independientes entre si. Si es valido un TCL
para el campo X condicionado a Y, entonces dependiendo de la geometria de los conjuntos
de nivel del campo Y se puede obtener un TCL para el campo original.

Como ejemplo consideraremos, para un proceso X = (X,L)t>07 la funcién generatriz de

momentos A(s,t) = FE (esj(f> y probaremos el TCL para A(s,t) en el caso en que el proceso

X es X = @(€,Y) como se describié anteriormente. La funcién generatriz de momentos
aparece en modelos para telecomunicaciones a través de una magnitud llamada ancho de
banda efectivo, definida en [3], que se utiliza como una medida de la cantidad de recursos
necesaria para procesar cierta cantidad de trabajo en un enlace de una red. Si llamamos
X = (Xt)t>0 al proceso que mide la cantidad de trabajo que llega hasta tiempo ¢ la funcién
de ancho de banda efectivo se define por

1 ~
afs,t) = glog (E (esxt)> ,§>0,t>0

Considerando el proceso X en un intervalo de tiempo T'= Nt (lo que llamaremos una traza
de tréfico de largo Nt) se construye el estimador

1 1N L
N(s,t) = " log (N Z eS(Xme_l)t))

n=1

que, bajo ciertas hipétesis para el proceso X, es un estimador consistente de a(s,t) cuando
N — oo. Para la construccién de intervalos de confianza es necesario estudiar para que
modelos de procesos X se verifica un TCL, buscando ademés incluir alguna hipétesis de
dependencia dentro del modelo. Considerando X = P(£,Y) como antes se puede probar el
TCL para an(s,t).

La monografia estd organizada como sigue: la seccion 2 contiene definiciones y propiedades
de los campos y procesos mixing, en la seccién 3 se demuestra el TCL para campos débilmente
dependiente y en la seccién 4 se extienden estos resultados para campos de la forma X =
©(&,Y) como mencionamos antes. Finalmente en la seccién 5 se define el ancho de banda
efectivo y se aplican los resultados de las secciones anteriores para la estimacién de dicha
cantidad.



2 Mixing

En esta seccién se definen los coeficientes de mixing y se prueban algunas propiedades de
estos coeficientes y de los campos y procesos mixing. Dadas dos o-algebras en un mismo
espacio de probabilidad, en los casos en que no hay independencia entre estas o-algebras
interesa saber como es la dependencia. Los coeficientes de mixing que definiremos dan esta
informacion sobre la dependencia entre las dos o-dlgebras.

2.1 Definiciones y propiedades

Definicién 2.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, F, G sub o-dlgebras de A. Defi-
nimos los siguientes coeficientes

a(F,G) =sup{P(ANB)—-P(A)P(B): Ac F, BegG} (2.1)
B(F,G) = sup ZZ|P (A; N B;) — P(A;)P(B;)|: Ai € F, B €G p, (2.2)
zEI JjeJ

siendo (A;)ier, (Bj)jes particiones de .

&(F,G) =sup{|P(B|A) — P(B)| : A€ F, P(A) #0, B € G} (2.3)
W(F,G) = sup { P4 ﬂ}igplzg)P(B)l CAEF, P(A)£0, BEG, P(B)# o} (2.4)

p(F.G) =sup{|Corr(X,Y)|: X € L*(F), Y € L*(G)} (2.5)
donde L*(F) = {X : X es F-medible y F (X?) < oo}

Observacién 2.2 1. El coeficiente definido por la ecuacién (2.3) no es simétrico respecto
de F y G. También se puede usar la siguiente definicién, que es simétrica respecto de
ambas o-algebras:

¢s(F,G) =sup{|P(B|A) — P(B)|,|P(A|B) — P(A)[} (2.6)
donde A € F,P(A)#0,B € G,P(B) #0.
2. Cada uno de los coeficientes es cero si y sélo si las o-dlgebras F y G son independientes.

Proposicion 2.3 Los coeficientes de la definicion 2.1 cumplen las siguientes desigualdades:

SafF,G)<1/4, 0<B(F,9)<1, 0<o(F,G)<1

0<YP(F,G) <oo, 0<p(F,G)<1

Demostracion. Para probar que 0 < «(F,G) < 1/4 usamos que |P(ANB)—P(A)P(B)| =
|Cov(14,15)| siendo 14 la indicatriz de A. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
|Cov(1a,15)| < \/Var(1a)y/Var(lg). Como Var(la) = P(A)(1 — P(A)) < 1/4, entonces
a(F,G) < 1/4. La prueba de que 0 < B(F,G) < 1 se obtiene de la siguiente desigualdad

S IP(AN By - PUAPB) < 5 S (P40 By) + P(A)P(B,)
el jeJ el jed
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pues (A;)ier, (Bj) e son particiones de €. Para probar que ¢(F,G) < 1 basta observar que
VA, B |P(B|A) — P(A)| < 1y por lo tanto, tomando supremos, ¢(F,G) < 1. Para ver que
Y(F,G) puede no estar acotado consideramos F = G y A = B, entonces

P(A) — P(A)*
P(A)2

W(F.G) > \

Tomando una sucesién (A, )nen tal que A, € F para todo n y P(A4,) — 0 cuando n — oo
se obtiene que ¥ (F,G) no estd acotado. Finalmente 0 < p(F,G) < 1 por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz.
]

En la siguiente proposiciéon probaremos las relaciones que se pueden establecer entre los
distintos coeficientes. Ademads se puede probar que son la Uinicas, y que existen contraejemplos

para para los demds casos. Algunos contraejemplos se encuentran en [2].

Proposicion 2.4 Los coeficientes de mixing cumplen que:

Y(F,9) (2.7)

DN | =

20(F,G) < B(F,G) < 8(F,G) <

4a(F,G) < p(F,G) < 203 (F,G)$* (G, F) (2.8)

p(F,G) <U(F,G) (2.9)
Demostracion. Para probar que 2a(F,G) < B(F,G) consideramos la igualdad
|[P(AN B) = P(A)P(B)| = |P (A°N B) — P(A%) P(B)],
entonces tenemos que, para todo Ay B
4|P(ANB) = P(A)P(B)| =Y > |P(A4;N B)) — P(A)P(B;)],
i=1j=1

siendo A1 = A, Ay = A°, By = B, By = B¢, luego tomando supremo a ambos lados se tiene

que 2a(F,G) < B(F,G). Ademds 3(F,G) < ¢(F,G) pues

D> > IP(Ain B;) — P(A)P(B;)| =Y > |P(B;j|A;) — P(B;)|P(A)
il jeJ i€l jeJ

y definiendo

T ={jeJ:P(Bj|Ai) - P(B;j) >0}, J ={j €J:P(Bj|A;) — P(B;) <0}, (2.10)

= U B, B-=J B, (2.11)

jeJt JEJ—

tenemos que:

Y IP(AiNB)) = P(A)P(B))| =Y Y |P(BjlA:) — P(B))|P(A:)

iel, jeJ iel jeJ
=SS (P(By14)) 4)+ 30 Y (P(B)) - P(Bj|A:)) P(A)
i€l jeJ+ i€l jeJ—
=D [P(BY|4:) = P (BY)|[ P(4:) + > |P (B7|Ai) = P (B)| P(4))
el el



O(F,G) > P(A; F.9G)

el
Entonces tomando supremo a ambos lados tenemos que §(F,G) < ¢(F,G). Para probar que
#(F,G) < 3¢(F,G) basta observar que si 0 < P(B) < 3 entonces
B _ |P(AnB) — P(A)P(B)|
IP(BJA) - P(B)| = P
1|P(ANB) — P(A)P(B)|
2 P(A)P(B)

y tomando supremos sup {|P(B|A) — P(B)|} < Sup{1 |P(AHBB4)£E2))P(B)|} con A € F,

P(A)#0, B€ g, P(B) > 4. Si P(B) > 1/2 el argumento es el mismo que antes cambiando
B por B¢ pues P (B°) < 1/2y |P(B|A)— P(B)| = |P (B¢|A)— P (B¢)|. De lo anterior queda
probada la ecuacién (2.7). Probaremos ahora la ecuacién (2.8). 4a(F,G) < p(F,G) pues

‘OO’U(lA, lB)|
VVar(1a)y/Var(1p)

A[P(AN B) — P(A)P(B)| = 4|Cov(14,15)| < = |Corr(14,15)|

dado que \/Var(1a)y/Var(lp) < 1. Como 14 € L*(F), 15 € L*(G) tomando supremos se
obtiene 4a(F,G) < p(F,G). Para completar la demostracién de la ecuacién (2.8) probaremos
P(F,G) < 26} (F.G)6} (G, F) probando que

|Corr(X,Y)| < 2% (F,G)6% (G, F)

para toda X € L?(F), Y € L*(G). Consideramos varios casos, primero veremos el caso de
funciones simples y centradas, es decir

X =) wila, A€ FViel, Y =) yjlp, BjegvjeJ, E(X)=EY)=0.
iel jeJ

En este caso

iel,jeJ

(Z( 02>y (P(Bj|A) (Bj>>P<Ai>))
el JjeJ

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(52) <(7) (27)

Y (P(B;|A;) — P(Bj))P(Ai)% tenemos que

(Cov(X,Y))* = (Z wiyj(P(AmBj)P(Ai)P(Bj)))

(NI

W=
S
<7

I

para a; = x; P(A;)

(Cov(X,Y))* < (ZI?P(Ai)> Y|P (Zyj (BjlAi) (Bj)))

el jeJ

2
<E(X%)) |P(A) (Z ly;11P(B;|As) — P(B;)|2|P(B;|A;) — P(B»ﬁ)

jeJ



Usando nuevamente Cauchy-Schwarz con a; = |y;||P(B;|A:) — P(B;)|2, bj = |P(B;|A;) —
P(Bj)|% también tenemos que

(Cou(X,Y))
SE(X?)) | P(A) [ X Iy PIP(B;]4) > IP(Bj|4;) — P(By)|
el jeJ JjeJ
y como (P(Bj|4;) — P(B;)) P(4;) = (P(4;|B;) — P(4;)) P(B,) se obtiene, intercambiando

el orden de las series que
(Cov(X,Y))?

<E(X?)) (Z ly;[*| P(Ai| B;) — P<A1>|P<Bj>) (Z |P(B;|A;) - P(Bj>|)

iel \jeJ Jje€J

<B(X?) (ryg;cz |P(Bj|A;) - P(Bj>|) > <yj|2P<Bj> " P(AB)) - P(Ai>|>

jeJ JjeJ i€l

< B(X*) B (v (r?gz P(BA) - P<Bj>|) <maxz P(AIB,) - <Ai>|)

jeJ iel

Considerando J*, J=, BT, B~ como en las ecuaciones (2.10) y (2.11) tenemos que

3" P(B)|A) — P(B))| < 26(F,G)

jed

y analogamente

> IP(4]B)) — P(A;)] < 26(G, F)

i€l

Entonces

(Cov(X,Y))* < E(X?) E(Y?)46(F,G)¢(G, F).
Como ademds E(X) = E(Y) = 0 tenemos

|Corr(X,Y)| < 202 (F,G)¢* (G, F) y entonces p(F,G) < 26% (F,G)¢* (G, F).

Cuando las funciones X e Y no son simples consideramos sucesiones de funciones simples
(Xn)n>1, (Yn)n>1 tales que X,, es F-medible para todo n, Y,, es G-medible para todo n,
X, — X en L?(F), Y, =Y en L?(G), y Cov(X,,Y,) — Cov(X,Y) cuando n — co. Como
la desigualdad vale para funciones simples pasando al limite se obtiene la desigualdad para
funciones en L? y esto completa la prueba de (2.8). Finalmente, usando las ecuaciones (2.7)
y (2.8), demostraremos la ecuacién (2.9). Tenemos que

p(F,G) < 20% (F,G)¢* (G, F)

y ademas

1 1 1 1 1 1

entonces p(F,G) < ¥(F,G).



2.2 Desigualdades de covarianza

Sean X, Y funciones tales que X es F-medible, Y es G-medible. Consideramos la norma p y
la norma infinito.

1 .
1Xlp = (EIX[P)7, 1 <p <00, |[X|loo = inf{c: P(X]|>¢) =0}
LP(F)={X:Q—=R: X es F-medible y ||X]||, < oo}, 1 <p< 0

Proposicién 2.5 Sean X F-medible, Y G-medible.
1. (a) X € L®(F), Y € L>=(G), entonces
[Cov(X, V)| < da(F, G| X[l [V ]]oo (2.12)
(b) X € LP(F), 1< p<oo, Y € L>®(G), entonces
|Cov(X, V)| < 6’7 (F, )| X[ [¥ ]| (2.13)
(c) X € LP(F), Y € LUG) con p,q,r =1y % + % +1 =1, entonces
[Cov(X,Y)| < a7 (F,G)|IX[|pl[Y g (2.14)
2. X e LP(F), Y € LUG), conp,g>1y % + % =1, entonces
|Cov(X,Y)| < 267 (F, G)||X][,|[Y1], (2.15)
3. X e L\(F), Y € L'(G), entonces
[Cov(X, Y)| < ¢(F, 9IIXIL Y] (2.16)
4. X € L*(F), Y € L*(G), entonces
[Cov(X,Y)| < p(F, G X|[21[Y]]2 (2.17)
Demostracion.

1. (a) Sean X € L*(F), Y € L*°(G). Usando propiedades de la esperanza condicional
tenemos que

[Cov(X,Y)| |[E(XY) - E(X)E(Y)| = |[E[E(XY]F) - XE(Y)]|
[EAXIE(Y|F) - EOV} < EIX [E(Y]F) - E(Y)]]
(

Xl E|E(Y|F) — E(Y)]

N

pues E[E(XY|F)] = E(XY) y como X es F-medible E(XY|F) = XE(Y|F).
1 >0
Sea U = sg (E(Y|F) — E(Y)) donde sg(x) = { 0 =0 1y porlo tanto U es
-1 =<0
F-medible.

E|E(Y]F) - E(Y)|

E{U[E(Y|F) - E(Y)]} = E[E(UY|F)| - E(U)E(Y)
= EUY)-EWU)EY)=|EUY)—-EU)EY)|

Como antes, tomando ahora esperanza condicional respecto de G

EY[EU|9) - EU)

[E(UY) - E(U)E(Y)| [EEUY|9) - YE(U)]

| <
< YllwE[EUIG) - EU)



Sea V = sg|E(U|G) — E(U)| entonces con el mismo argumento que antes tenemos
que
[Cov(X, V)| <[ X[lool[Y|loo [EUV) — E(U)E(V)]

Definiendo
At={weQ:UWw) =1}, A~ ={weQ:U(w) = -1},
Bt ={weQ:V(w)=1}, B  ={weQ:V(w)=-1}

tenemos que los conjuntos AT, A~ son F-medibles, B, B~ son G-medibles y
ademas se cumple que

|[E(UV) — E(U)E(V)|=|P(ATNB*")—P(A"NBY)+P(A"NB")
—P(ATNB™) - P(A")(BY) - P(A")P(B™)
+P(AT)P(B™) + P(A7)P(B™)|
y entonces |E(UV) — E(U)E(V)| < 4a(F,G), de donde
[Cov(X, Y)] < [|X][oo|[Y]looda(F, G)

La demostracién de la ecuacién (2.13) se basa en la desigualdad anterior para
variables acotadas. Sean X, Y tales que || X||, < 00, 1 < p < 00, ||V ]| < 00.
Consideramos a > 0y X = X1 x|<a}, X = X1{|x|>q}- Tenemos que X = X+X,
entonces

(Cov(X, V)| < |Covo(X, V)| + |Cov(X, V)]

y usando la desigualdad (2.12)
[Cov(X,Y)| < |IX]|oo|[Y [loeda(F, G) = al[Y [|ocdax(F, G).
Por otra parte tenemos que
[Cov(X,Y)| < [EXY)[+ [EX)EY)] <2Vl ElX]
Vamos a acotar E|X| usando que || X]||, < .

E(XP) = /\X|de> /|§\Pdp>ap—l/mdpzap—lmg\
Q Q Q

E(|X|P
de donde E|X| < a# y entonces
a

Cou(x. )] < allY|]x (1a(7.0) + 221

E(X X
Tomando a tal que # = «(F,G), es decir a = M se obtiene la
a

ar (F,9)
desigualdad
1
[Cou(X,Y)| < ||Vl X[]p60' 7 (F,G)

Sean X, Y tales que || X||, < o0, |[Y]]q < 00 con p,q > 1, %—i—% < 1. Considera-

mos b>0,Y = Yigyicey, ¥ =Y 1y >p), tenemos Y = Y +Y y ademés
Cov(X, Y)| < |Cov(X, V)| + [Cov(X, )|
Usando la desigualdad (2.13) para las variables X, Y se obtiene que

|Cov(X,Y)| < 6]|Y o] [X|[p0r' ™7 (F,G) = 60| X[|pa’ ¥ (F. G)

10



El otro término |Cov(X,Y)| se puede acotar usando la desigualdad de Holder
BlUV] < [IU[lIVIlg, con 3 + 3 = 1y que EU| < [[U|l,, EIV] < [[Vllg,

P q’
Vp,q' > 1 tenemos que

[Cov(X,Y)| < |[E(XY)| + EIX|E|Y| < 2/|X][p|[Y]lg

donde % + % =1y ¢ < q. Para acotar ||Y||¢’ calculamos
(v = [paps [1yvpaps [ypiyrap s v e ()
Q Q Q

a
q’

a
/ E (Y] Y& Y
y tenemos que E (|X|q ) < % de donde [|Y]]y < ||bq||q1 =b <|| b”q) ,

entonces

|Cov(X,Y)| < b||X][, <6061;’(f g)+2 <” If ))

1Y1lq
=3 (F,0)

= 1 tenemos que (1 — %) %/ = %. Luego obtenemos la desigualdad

Y\ 7
Elegimos b tal que (Hb||q> = al_%(]-',g), entonces b =

como i/ +

1
q p

[Cov(X, V)| < [|X[[p|[Y |48 %77 (F,G)

2. Probaremos la desigualdad (2.15) primero para funciones simples y centradas de la
misma forma que en la demostracién de (2.8) pero usando la desigualdad de Hoélder

en vez de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean X = Y x;14,, ¥ = Z y;1p, con
iel

A; € Fparatodoi €Iy B; € G paratodo j € J, E(X)=E(Y)=0. Tenemosque

Cou(X,Y)| = | > =iy (P(AiNBj) — P(4)P(B)))
iel,jeJ

Q=

< Y |wP(A)F Yy [P(By|A) — P(B))] P(A)

iel jeJ

donde % + % =1, con p,q > 1, entonces usando en la ultima ecuacion la desigualdad

de Holder | > a;b;| < (Z |ai|p> (Z |b; |q> tenemos que

[Cov(X,Y)| < (ZI%I”H&)) > P(A) D Iyl P(Bjl4) — P(B))]

i€l iel jeJ

1
q 1

)

= [1XI[l, [ D PA) | Y lylIP(B;|A) — P(By)|

iel jedg

Luego hacemos los mismos célculos para acotar Y |y;||P(B;|A;) — P(B;)| y tenemos
j€J
que

S Wil P(B;|A:) — P(B))|7|P(B;|Ai) — P(B))|7

jeJ

11



(Zlygl |P(Bj|A;) — )(ZIPBA P(B ))p

jed JjeJ
Ademiés P(A;)|P(Bj|A;) — P(B;)| = P(Bj)|P(A;|Bj) — P(A;)| y entonces

> luill P(B;|A:) —P(Bj)|] )

iel jeJ

(ZP%

1
S
Q=

> lyil1IP(BylA:) = P(B)I| | IP(BjlA) — P(B))

jE€J i€t

<[> P

i€l

Q=

<X [ZI%I"P IP(AilBy) = P(A)]| | D IP(BjlA) — P(B;)]

i€l |jeJ jeJ

RS

> 1P(AilB;) — P(A)]
iel
Si consideramos J*, J~, BT y B~ como en (2.10) y (2.11) y con los mismos argumentos
que en la proposicién 2.4 tenemos que Y |P(B;|A4;) — P(B;)| < 2¢(F,G). Del mismo
jeJ
modo se prueba que > |P(4;|B;) — P(4;)| < 2¢(G,F) < 2y entonces
i€l

< | sup |:Z|P (Bj|A;) — (B])|] (Z ly;|"P(B;)

€l e jed

[Cou(X, V)| < [1X[[, 26(F, 9)7 [[V]]q (26(G, F))* ,

de donde .
|Cov(X,Y)| < 267 (F, G)||X]]p][Y]lq

3. Haremos la demostracién de la desigualdad (2.16) para variables aleatorias X, Y sim-
ples y centradas. Sean X = Y x;1a4,, Y = > y;lp, con A; € F paratodoi € Iy
iel jeJ ’
Bj € G para todo j € J, con E(X) = E(Y) = 0. Entonces

Cov(X,Y)| = Zm% (4;N B;) — P(4,)P(B;))

- [Sew PP P(By)

< Y(F.9) Z |illy;|P(A;) P(B;)

iel,jed

= Y(FGIXILIY ]

4. La desigualdad (2.17) se cumple por la definicién de p(F,G) y por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz.

12



2.3 Campos y procesos mixing

Consideramos un espacio métrico T' con una distancia d, por ejemplo 7' = R¥ ZF y X =
(X¢)ter. Si T = R,Z tenemos que X es un proceso, cuando 7' = R¥, Z* decimos que X es
un campo. Un proceso también es un campo, sin embargo las definiciones de mixing para
campos y procesos son distintas. Presentaremos las definiciones para el coeficiente «, pues
las definiciones para los demds coeficientes son analogas.

Definicién 2.6 Sea X un campo aleatorio X = (X;)ter, donde T es un espacio métrico
con una distancia d. Definimos para todo A, B C T la distancia d(4, B) = inf{d(s,t) : s €
A,t € B}. Para todo A C T llamamos consideramos la o-dlgebra generada por {X, : t € A},
oX(A) = o(X; : t € A). Definimos

o (®,m) =sup {a (0¥ (A),0¥(B)) : A,BCT, d(A,B) >m}
o™ (2,m) =sup {a (cX(4),0¥(B)) : A,BCT, A,B€X, d(A,B)>m}
o (I, m) = sup {a (cX(A),0%(B)) : A,BCT, A,B€ell, d(A,B)>m}

donde ¥ es el conjunto de semiespacios de T y II es el conjunto de rectangulos de lados
paralelos a los ejes de T'. Observar que se cumplen las siguientes desigualdades:

X (®,m) = a® (2, m) = o (11, m)
También definimos, para conjuntos A y B finitos
a(®,m,a,b), a(X,m,a,b), a(ll,m,a,b)
como antes y con la condicién adicional de
card(A) < a, card(B) <b.
Ademaés notaremos
a(®,m,00,b) = sup {a(®,m,a,b) : a € N}, a(®,m,a,o00) =sup {a(®,m,a,b): b e N}

Las definiciones son andlogas para los demés coeficientes. Llamemos 7 (£, m) a los coeficien-
tes de mixing para n = o, 3, 6,1, p y £ = ®, %, II. Si alguno de los coeficientes nX (£, m)—0
cuando m — oo decimos que X es 7 (¢)-mixing. Analogamente, notamos 1~ (£, m, a,b) y si
(&, m, a,b)—0 cuando m — oo decimos que X es 7 (¢, a, b)-mixing.

Definiremos ahora mixing para procesos. La definicién de los coeficientes de mixing para
procesos y para campos es distinta, de modo que un proceso puede ser mixing y no serlo
como campo. Nuevamente definiremos a-mixing, ya que las demés definiciones son analogas.

Definicién 2.7 Sea X = (X;)ier y T un espacio métrico ordenado (T' = R,Z). Definimos
para el proceso X

oy =sup {a(cX(A),0¥(B)): A, BCT, d(A,B)>m, t>s+mVs€ A, Vte B} (2.18)
También se puede definir o (a,b) Ya,b € N como en (2.18) y con la condicién adicional
card(A) < a, card(B)<b
y al igual que para campos notaremos
a;x (00,b) = sup {a(a,b) : a € N}, s (a,00) = sup {ap(a,b) : b€ N}.
El proceso es n-mixing si n;X —0 cuando m — oo, con n = «, 3, ¢, v, p y andlogamente se

define nX (a, b)-mixing.
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La definicién de mixing para procesos es menos restrictiva que para campos. Se puede probar
que para campos estacionarios son equivalentes las condiciones de a-mixing y p-mixing,
mientras que existen procesos estacionarios que son a-mixing pero no son p-mixing.

Observacion 2.8 Por las desigualdades de la proposicién 2.4 tenemos que tanto para cam-
pos como para procesos se cumplen las siguientes relaciones entre las condiciones de mixing:

m-dependiente = Y-mixing = ¢-mixing { =B ~nbang ~ o-mixing ,

= p-mixing = a-mixing
siendo un campo X = (X;);er m-dependiente si 0% (A) y 0 (B) son independientes para
todo A, B C T tales que d(A, B) > m.

Las relaciones anteriores son las tnicas que se cumplen entre los coeficientes. Sin embar-
go en el caso de campos gaussianos estacionarios y campos estacionarios existen algunas
equivalencias, que consideraremos a continuacién.

2.4 Ejemplos

En los ejemplos consideraremos campos gaussianos. Probaremos que un campo gaussiano,
estacionario y centrado es ¢-mixing si y sélo si es m-dependiente.

Lema 2.9 Sea X un campo gaussiano estacionario y centrado, indexado en Z. Considera-
mos en Z% la distancia inducida por la norma ||n|| = max{|n(i)| : 1 < i < d}. Entonces X
es m-dependiente si y solo si v~ (n) = Cov(Xg, X,,) = E(X0X,) = 0 para todo ||n|| > m.

Demostracion. Si X es m-dependiente entonces oX (A) y o (B) son independientes para
todo A, B tales que d(A, B) > m y en particular X, y X,, son independientes si ||n|| > m, y
por lo tanto Cov(Xy, X,,) = 0 para todo ||n|| > m. Veremos ahora que la covarianza basta
para determinar si el campo es m-dependiente. X es m-dependiente si X, = (Xsys-oy X))
y X, = (Xt,,...,Xy,) son independientes para todo s = (s1,...,81), t = (t1,...,tk) ¥

para todo [, k tales que d(s,t) > m. Tenemos que X, y X; son independientes si y sélo si
f(;(ﬁ;(t) = fx.fx, stendo f 5 %, ladensidad conjunta de (X5, X2) y fz., [, las densidades

de X, X;. El producto es

— —1 _
e 32 ST o—3y' STy =3 (@)’ S (zy)

f)N(s(I)f)?t(y) = (2’/T)é (QW)% = (27‘_)# )

donde & = (21, 21), ¥ = (Wi ¥e)s (2.5) = (@1, sy 1o ye)s So y By son las
matrices de covarianza de X y X; respectivamente y

s 0
X= ( 0 X >
El vector ()N(S, )~(t) es un vector gaussiano por ser el campo X gaussiano. Entonces )?S y Xt
son independientes si y sélo si

e~ 3@y ' = (=)
f(xs,xt) = (72@# )
por lo tanto )?S y )?t son independientes si y sélo si Cov(X,,, X¢;) = 0 para todoi = 1,...,1,
j=1,...,k. Como X es estacionario Cov(X,,, X¢,) = Cov(Xo, X, s,) y Cov(Xo, X¢, ;) =
Oparatodoi=1,...,l, j=1,...,ktal que d(s,t) > m, de donde X, y X; son independientes

y X es m-dependiente.
]
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Lema 2.10 Sean X,Y wvariables aleatorias reales tales que el vector (X,Y) es gaussiano, con
Cov(X,Y)=r>0, E(X)=E(Y)=0yVar(X) =Var(Y) = 1. Entonces existen sucesos
A y B tales que |P(B|A) — P(B)| = ¢, con ¢ constante independiente de r.

Demostracién. Sean A ={w € Q: X(w) > 2}, B={w e Q:0<Y(w) <1}. (X,Y)es
1 r

gaussiano con matriz de covarianzas ¥ = 1

) y la densidad de (X,Y) es

— (22 —2rzy+y?)
ola,y) = — e STy — 1 S

2my/det(X) 211 — 12 ’

entonces
22 —2ray+y? 1
T2(1-r2) e~
P(ANB) — // —————dzdy — // dxdy
211 — 12
2 0
22 2ray4y? L2 _ (y—rz)?
Observando que e 20-75) =~ 2 e 20-r?) y haciendo el cambio de variable u = H
tenemos que
o) bewE b
e 2 e " y
P(ANnB)—PAPB) = / / dy — /e_Td dz
o) 22 117:‘32 1
ez 1 u? 1
= e 2du— e 2dy|dx
/ ous 27 / 27T/ Y
2 —rx
1—r2 0
Te s [ 1—rz —rz
o _ —®(1) + ®(0)| da,
/ (\/1r2> (\/17"2) @ ( )}

t 22
siendo ®(t) = 7{(} 6\/%. Si z > 2 entonces @(\}%) - @( 122) < (I)(_ 1142) -

) (— 2 ) < ®(—1) — &(—2) y tenemos que

P(AN B) — P(A)P(B)

n
=
=

|
iy
©
|
&
=
+
&
e
\8
('U
o]
QU
8

(—2®(1) + ®(2) + ®(0))P(A)
= —cP(A)

con ¢ =2%(1) — &(2) — ®(0) > 0, entonces

[P(ANB) - P(A)P(B)|
P(A)

= |P(B|4) - P(B)| > c.

Proposicién 2.11 Sea X = (X;)ier gaussiano, estacionario y centrado. Si existen a,b € N
tales que lién ¢X(®,k,a,b) =0 entonces X es m-dependiente.
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Demostracion. Supongamos que X no es m-dependiente entonces por el lema 2.9 existe una
sucesién ny, con ny — oo cuando k — oo tal que ¥ (ng) = Cov(Xg, X,,,) = r, > 0. Luego
por el lema 2.10 existe una sucesién (Ay)ren v B tales que |P(B|Ak) — P(B)| = ¢, con ¢
constante independiente de k, siendo Ay = {w € Q : X, (w) > %} yB={weQ:0<
Xo(w) < 1}. Como A € 0 ({ni}) y B € 0™ ({0}) tenemos que ¢ (6 ({ni}),c*({0})) = ¢

y entonces lim ¢X (®,n,a,b) # 0.
n |

También para campos gaussianos centrados y estacionarios son equivalentes las condiciones
de a-mixing y de p-mixing. Enunciamos sin demostracién estos resultados que se encuentran
en [2].

Teorema 2.12 Sea X = (Xi)ier gaussiano estacionario y centrado. Entonces para todo
A, B €T se tiene que

a(cX(A4),0%(B)) < p(c¥(4),0¥(B)) < 2ma (e (A),0(B)).
En particular para todo a,b,k € N se cumple que
X (®,k,a,b) < p~X (D, k,a,b) < 2ma”™ (D, k,a,b).

Adema&s para campos solamente estacionarios algunas condiciones de a-mixing y p-mixing
son equivalentes. También enunciaremos este resultado sin demostracion.

Teorema 2.13 Sea X = (Xy)eza estacionario y tal que liin aX(®, k,00,00) = 0. Entonces

aX (®,k,00,00) < p(®, k, 00,00) < 2ma(®P, k, 00, 00).

Esta ultimo muestra que las condiciones de a-mixing y p- mixing son condiciones muy fuertes
en el caso de campos estacionarios si no dependen del cardinal de los subconjuntos A y B.
También se pueden encontrar condiciones que garanticen propiedades de mixing para campos

lineales de la forma
Xn = Z gn,mZm
mezZa

donde Z = (Z,,)peze con Z independiente o mixing y para cadenas de Markov.

3 Teorema central del limite

Sea X = (X,),eze un campo en Z¢. En esta seccién estudiaremos el teorema central del
limite para campos en Z¢ estacionarios y débilmente dependientes. Para demostrar el teo-
rema central del limite bajo estas hipdtesis usaremos los teoremas de Lindeberg y Liapunov
para arreglos triangulares que enunciamos sin demostracion. En lo que sigue :JI\UT> indica la

convergencia en distribucién cuando N — oo.
Teorema 3.1 (Teorema de Lindeberg) Sea
X={X}:1<k<ry, rv,N €N}
un arreglo triangular que cumple:
1. para cada N € N {lef, 1<k < TN} son independientes,
2. rn ~ 00,

3. E(X%) =0 para todo N,k € N,

4. 8% = p 1E(Xllf,)2 < 00,

2
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5. Para todo € > 0 se tiene que

TN
L(N,E) = ST
N k=1

2
B (X0 1 seant) 70

entonces
1

—NZXN:>N(O 1).

Teorema 3.2 (Teorema de Liapunov) Si el arreglo triangular X wverifica las hipdtesis 1,
2, 3, 4 del teorema 3.1 y existe § > 0 tal que:

6. E(|X%[*") < oo para todo N, k,

7.
1
L(N,0) = =5 ZE (IXK ) -0,
SN k=1
entonces

J
— > Xy ==N(0,1).
SN 1 N

Antes de enunciar el teorema central del limite para campos débilmente dependientes pre-
sentamos algunas definiciones y notaciones.
Definicién 3.3 Sea el conjunto A C Z? y el campo X = (X,,),ez4-

1. Llamaremos Ay = AN [-N,N]¢y A = A°N[-N, N]¢ para cada N € N.

2. Dado X = (X,,)peze y A C Z¢ llamaremos

Sn(A, X) =

V(2N + 1) nEZAN

3. Definimos la clase G(Z?) de subconjuntos de Z%

card(AN)

dy _ d .
G(Z%) = {A C Z% : existe hm P oN 1)

= v(A), 0<v(A) < 1}

card{AS N (n+ An)}
(2N +1)4

4. Sea Fy(n,A) =

M(z4) = {A € G(zY) : existe lim Fi(n, 4) = F(n, A) vn € zd}

Decimos que los conjuntos A € M(Z?) son asintéticamente medibles y llamaremos a
F(.,A) funcién borde del conjunto A.

Teorema 3.4 Sea A € M(Z%) y X = (X,)neze un campo real tal que:
1. E(X,) =0 para cada n € Z4
2. X es estacionario
3. E(|Xo|*) < o0

4. hma (I, m, 00, 00) = 0
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5.3 [rX(n)] < oo, siendo r*(n) = BE(XoX,,)

nezd

6. > r¥(n)=0%X)>0

nezd

7. existe d(J) tal que li}n d(J) =0 y para cada B C Z¢

card(By)

E{(8y (B.X - X))} <dD G

donde X7 = (X)) peza, X;] = Xnlyx, <oy — E (Xnlyx, <s})

8. existe ¢(J) > 0 tal que para todo N > 1 vy para cada B C [-N, N|?,
E{(S (B XJ))4}<C(J) card(By) ’
NAS h (2N + 1)d

Entonces
Sn (A, X) % N (0,0(A)0*(X) — v(X)),

donde v(X) = Y rX(n)F(n,A).

nezd

Demostracion. En la demostracién del teorema notaremos Sy (A, X) = Sy y para cualquier
conjunto C' C Z? notaremos Sy(ANC,X) = Sy(C). La demostracién se realiza usando el
método de Bernshtein. La idea es la siguientes: se divide [~N, N]¢ en ‘bloques’ separados
entre si por ‘corredores’ de modo que el tamaifio de los bloques sea p(N)¢, y la distancia
p(].if\/')7 Q(Jifv) , ZEJ;]]; ﬁ(). Se prueba que la suma
en todos los bloques se comporta como una suma de copias independientes de la suma en
cada bloque y se puede aplicar el teorema central del limite para arreglos triangulares. Para
demostrar esto calcularemos primero la varianza de Sy

entre bloques ¢(N), con p(N), q(N) el

E(S%) = E(XpXm
(%) 2N+1 k; g
meAN
= 2N—|—1dEZ:d n)card{(k,m) € AN x Ay : k—m =n}
ne

Tenemos que (k,m) € Ay x Ay y k—m = n para algin n € Z% si y sélosi k € Ay y
k = m + n para algiin n € Z%, m € Ay es decir si y s6lo si k € Ay N (n 4+ Ay) para algiin
n € Z¢. Entonces

E(S%) = 2N BN T Z n)card {An 0 (Ax +n)} (3.1)

Ademés
card{AN N (Axy +n)} = card(Ay +n)—card{AY% N (Anx +n)}
—card {(AN +n)n (=N, N]d)c}
= card(Ay) — card {A§ N (Ay +n)}
—card{(AN +n)N ([-N, N]d)c}

Tenemos que

card(Ay) card{AS N (Anx +n)}
(2N+1]\;d - (21\][\[4_1)]\; ~ v(A4) = F(n, 4)
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Ademas
mm{mN+me4mmﬂ? < card (=N = |jn]|, N + |[n|}4)
—card ([-N, N]%)
= (2N +2|n||+1)% - (2N + 1)¢
y por lo tanto

card {(Ay +n) N ([-N, N]d)c}
(2N +1)d

(2N +2||n|| + 1)¢ — (2N + 1)¢
(2N + 1)d
NO=1k(||nl], d)
(2N + 1)’

lim
N

N

lim
N
lim

donde k(]|n||,d) es una constante que depende de n y d. Entonces

CCL?"d{(AN +n)N ([_Nv N]d)c} =0
(2N +1)4 N

de donde
E(Sy) - o (X)v(4) = v(X)

Luego haremos la divisién en bloques y probaremos que la suma en los ‘corredores’ tiende a
cero en L?. Para hacer la divisién en bloques consideramos:
In(i) = [-N +ip(N) +iq(N), =N + (i + 1)p(N) +iq(N)],

2N

0<% [

} , donde [z] es la parte entera de x. Sean
JN = UJN(i) y AN = ng,

entonces
E(N)

; B 2N ¢
= U s om0 = 55 ]

Las sucesiones p(N) y ¢(N) se eligen de modo que

(V). (V) o0, L0 P KN ) (11, 4(), 0, 00) 70

Llamamos A% = [N, N]¢\ Ay, entonces Sy = Sy (A%) + Sy (Ayx). Probaremos que
E {(S N (Ag\,))2 v 0. Con el mismo cédlculo que el realizado para hallar E(S%) tenemos

como en la ecuacién (3.1) que

B{(sy (a5} = 3 Xy eerdlidx 0850 0 [(Ax 0 AR) + )

nezd (2N +1)¢
Ademaés
card {(Ax N AS) N[(Axy NAY) + 1]} < card (AY)
y como
card (AS) = (2N 4+ 1)¢ — card (Ax) = (2N +1)% — k(N)(p(N) + 1),
con

2N

0= [ am)] > Gt )
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tenemos que

card (AR) _ | (<2N —p(N) — a(N)(p(N) + 1>)d o
(N +1)* = (p(N) +q(N))(2N +1) N

y entonces
NY
E{(Sn (A3))°} = 0.
Ahora para probar que Sy :Jwv> N (0, v(A)o?(X) — 7(X)) basta probar que

Sx (Ax) =2 N (0, 0(4)%(X) — (X)),

pues Sy = Sy (AY) + Sn(An), v si

y ademas

entonces
Sn =2 N (0,0(4)0*(X) = (X))

Probaremos esta afirmacién primero para las variables truncadas. Definimos

1
SJC = — X;l]’ COnX,;l]:an —F an 7CCZd7
VO = o ECZ;A 1xu<sy — B (Xalgx, <)
n N N
, k(N) )
(k)" = > B{(sk(aw)*}.
i=1
. S]{] (AN) w
Probaremos que existe Jp tal que ———5— ? N(0,1) VJ > Jy. Para ellos veremos que
oN

E(N)

S% (An) =Y Sk(Ay)
i=1

k()
tiene la misma distribucién asintética que Zy = > Zn(i), con {Zn(i), 1 <i < k(N)}
i=1

copias independientes de {S% (A%), 1 <i < k(N)}. Para esto debemos probar que

k(N)
itSi(AN)) _ ( itSK,(Ap))
" (e 71_:[1 s ;} O
Consideramos
k - KN) o
2y = H E(eztS}v(ATﬁ))E H eztS}\,(Ag\]) k= 1,...,k(N)—l
m=1 j=k+1
k(N)
zZ0o = FE H eitS}G(AK’L) = F (eits}{(AN)>
m=1
entonces
k(N) k(N)—2
) J . J m
E (eztSN(AN)> _ H EeztSN(AN) = |z0 — Zk(N)—l‘ < Z ‘Zk — Zk+1
m=1 k=0
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k ‘ .
Como |[[ E (eztSfV(AN(J))) < 1 tenemos que:
=1
|Zk - Zk-+1|
k(N) HY)
<ie( 11 SN (AR) —E(e“sz‘]v(A?v“)) 11 ISR (AT
m=k+1 kb2
k(N)
=P H MV [eitsz‘]v(A’?v“) —E (eits;’v(AZ“)ﬂ
m=k+2
k(N)
= |Cov H eitsz‘G(Aﬁ)yez‘tS;{,(A’ﬁl) _E (eitsl{l(Al;VJrl))
m=k+2
Ademaés
k(N) BV
H SR (AR ¢ X U INaP
m=k+2 m=k+2

SR AKT _ g (eits}{,(Af\,ﬂ)) coX (Aﬁcv-l—l) 7
estan acotadas y
k(N)
dl |J agaft | =N,
m=k+2

entonces usando la desigualdad de covarianza (2.12) tenemos que
|Zk - Zk+1| < 4aX(H7 Q(N)v 00, OO)

y luego
|ZO - Zk(N)—1| < k(N)4O[X(H7 Q(N)v o0, OO) ;) 07

de donde
k(N)

SX (An) = Y Sk(Ay)
i=1

tiene la misma distribucién asintética que

k(N)

Zy =Y Zn(i),
i=1
donde
{Zn(i), 1 <i<k(N)}
es un arreglo triangular de copias independientes de
{SX(AN), 1<i<k(N)}.
Probaremos que {Zn(i), 1 <i < k(IN)} estd en las hipétesis del teorema de Liapunov para

arreglos triangulares y entonces — % N 0,1). Tenemos que
g g y ol N
N

{Zn(i), 1 < i< Kk(N)} son independientes para cada N,



Basta probar que existe § > 0 tal que
E (|Zxn(i)|**°) < oo para todo N, i,

E(N)

L(N.6) = — i o 2 BIanOFT) So

E (|Zn(i)]*™) < oo para todo 6 pues las variables estdn acotadas. Para 6 = 2, usando la
condicion 8 tenemos que:

k(N) k(N)

mL(N,2) = lim )" E{(ZN(i))4} = lim ; E{(S}Q(N}v))él}

=1

POl 4 card(AY) 2
W i J <1 N
lim ; E{(SN( iv, X7)) } < lim e(J)k(N) ((2N+ 1)d>
, 2N Crp(N)+ 1\
<
< i) (G ram) (aves
d
. p(N)
= limelJ) ( 2N > ’
de donde L(N,2) ~ 0 y aplicando el teorema de Liapunov tenemos que
IN w
—JN = N(0,1)
oy N
y entonces
SN ;» N(0,1) (3.2)
ol N

Para probar que la distribucién asintética es la misma cuando consideramos las variables sin
truncar probaremos que hay convergencia en L?, es decir que

7 2
li Tin 2 { (Sz:(%v) _ SN J(]?N)) } —0, (3.3)

donde 7%(X) = v(A)o?(X) — v(X). Para esto necesitamos calcular la suma de las varianzas
de la suma en cada bloque. Probaremos

E(N) o,
> B {(sx(a4)} = (%) (3.4
i=1

h}n@ |7(X) — ok | =0 (3.5)

Para probar (3.4) tenemos que
2
E{(SN(C)) } 2N+ N ETF Z n)eard {(Ax NC) N (Ay N C +n)}

entonces

E(N) ,
> £{(sva)’)
E(N) A ,
_Z 2N+ PR Z (n)card {(Ay NA)N(AyNA+n)}

nezd

k) card { (AN NA)N(AYNA+n)}

=2 2 ) . 2N + 1)1

nezd i=1
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Dado n sea N(n) tal que para todo N > N(n) se cumpla que ¢(N) > ||n||, de donde A%, y
A%+ n son disjuntos para i # h. Entonces, para todo N > N(n)

E(N) }
> r¥(n)eard {(Ay N A)N(Ay N A+n)}

i=1
=r*(n)card {(Ax NA)N(AyNA+n)}
Ademss
card {AnN N (An +n)} — card (AYy) < card{(ANNA)N(AxyNA+n)}
<card{ANN(Ay +n)}

y ya probamos que

card (A )

(2N +1)¢ N
entonces

lij{fncard{(AN NANANNA+n)}
= li&ncard {AN N (AN +n)} =v(A) — F(n, A)
Luego
k()
hmz { (Sn(A%)) } = hm Z — F(n, A)

nezd

= P (X)(A) A (X).
Para probar (3.5) probaremos que liya@ |72(X) — (o%)| = 0.
k(N)

(X) = Y E{(Sn(a%)

i=1

k(N)

ZE{SNN } (%)’

E(N)
0 - 3 B{(sv(ah)’}

— 0,
N

basta probar que

lin Ty gE{(stW} — (%)°| = 0.
Definimos (o) k(f)E{(sN (A, X))*} Tenemos que
|(ox)” = (o4)°| = iN:) (B {(sx (A, X))* = (Sn <NN,X">>2})‘
< gEhsN (A, X))* = (S (&, X7))’|

E(N)
= Y (5n (Al X) - S (k. X)) (y (A, X) + S (A X))
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que
E (S (A, X) = Sy (A, X7)) (Sv (A, X) + Sy (A, X7))]

<\/E{(SN (Aly, X) — Sy (A@V,XJ))Z}\/ {(5n (A}, X) + S (A%, x7))*}

:\/E{(SN(A%X_XJ))Z}\/ {(Sx (83, X) + S (A, X7))’

—

y ademas

2

'}
'}
'}
)

E{(SN (AN, X) + Sy (A%, X7)
= B{ (S (A%, X) = Sx (A, X7) + 28x (A, X7)
26 {(Sn (A, X) = Sn (A, X7))* b+ 4B {(sx (A, X7)

:zE{(sN (A}:\,,X—X‘]))z}ﬁ—élE{( Sy (A, X7) 2}

con E1{ (Sy (AY, X7 ? <4/ E 4 (Sy (A, X7 *1 De 1a condicién 7 tenemos que
N N

card(AY)

B{(8x (8% X = X))} < d0) (G

y de la condicién 8
PN card(AY) 2
E{(SN (AN7X )) } <c(J) ((2N+1)d )
por lo tanto
B (S (k. X))? = (S (A, X))

card(Ai card(A’y card(AY
S d(J)(zN(Jrljgg (d(‘])@N(“ i F< 2N +1 2)>

Entonces,

< k(N)d(J)

card(AY) card(AY) card(AYy)
’(”N)Q = (e%) (2N + gd (d(‘]) (2N + Sd Tveld) (M)) ’

|
donde . 4
e

y ademas

y de esto se deduce que

[(on)? = (03)°| 20
Finalmente probaremos (3.3)
Sn(An)  SE(ANn)\? 1 2
E{( JZ(X;[ - Na;{,N> }:W%E{(U]‘QSN(AN)—T(X)SXI(AN)) }

= o PR (AN — oSN (O3 + ok Sn(Ad) ~ r(X)SH (A0}
O—N T
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< G [ (e - s} s ot e {(ston)')
— [0 B{(Sy (aw. X = X))} + (k- 7(0)" B{ (S8}
(o%)" 2(X)
2
y entonces de (3.5) y la condicién 7 tenemos que li}n @E { (S];r—((?;v) — SJ{ICEJAN)> } =0.
N
De (3.2) y (3.3) se deduce que SJ;[_((?)N) %N(O, 1) y entonces Tf;) % N(0,1).

Algunas de las hipdtesis del teorema se pueden obtener de otras condiciones de dependencia
débil.

Observacién 3.5 Las condiciones 7 y 8 pueden obtenerse a partir de la siguiente condicién
de p-mixing
pX(®,1,00,00) <1,

donde la condicién de p-mixing es equivalente a la condicién de a-mixing

NG

aX(®,1,00,00) <

3.1 Conjuntos asintoticamente medibles

Las hipdétesis sobre la geometria del conjunto A en el teorema anterior son imprescindibles,
como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6 Si A ¢ M(Z?) entonces existe un campo X gaussiano, m-dependiente y
estacionario tal que Sy (A, X) no tiene limite débil.

Demostracion. Si A ¢ M(Z?) existe n* € N tal que Fy(n*, A) no tiene limite, es decir
que existen dos subsucesiones {N}, :m €N} C N, {N2 :m €N} C N que cumplen que
Fyi (n*,A) — Ly y Fnz2 (n*,A) — L con Ly # Lz. Sea X gaussiano estacionario tal que
PO =1y ={ §

tenemos que

*

o "
SL=m =71 entonces X es [|n*||-dependiente. De (3.1)

sin#n*

B {(SN(A, X))“'} = m % X (n)card {Ax N (Ax +n)}

y ademads, si existe el limite de Fy(n, A),

card{Ay N (Ay +n)}
2N + 1)

¥ v(A) — li]{fn Fn(n,A)
Entonces, para todo N > ||n*||

E{(SN(A,X))Q} = (card(An) + pcard {Any N (Ax +n™)}

1
2N +1)?
+ pcard {Anx N (Ay +n*)})

Pero B { (S, (4, X))°} = o(A)(1+ p) — Lip y B{ (Swz (4,X))} = w(A)(1+p) — Lapy

por lo tanto no existe el limite débil de Sy (A4, X).
[
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4 Teorema central del limite para X = ¢(£,Y)

En esta seccién estudiaremos campos de la forma X = ¢(£,Y), donde € e Y independientes
y ¢ tiene ciertas propiedades de regularidad. Supongamos que el campo & es estaciona-
rio, centrado, y cumple que para todo m y para todo (y1,y2,...,ym) vale un TCL pa-
ra (& y1),.-.,0(& Ym)), pero el campo Y solamente cumple la ley fuerte de los grandes
nimeros (LFGN) para (Y, Yin—n)meze ¥ para cualquier n € Z%. Bajo estas hipétesis se pue-
de probar un TCL para el campo X considerando los conjuntos de nivel de Y. Veremos como
deben ser los conjuntos para que se cumpla lo anterior, para eso introduciremos la nocién
de familia asintéticamente medible, que es la generalizacién de los conjuntos asintéticamente
medibles vistos en la seccién anterior.

Definicion 4.1 Diremos que la familia {Ai i=1,..., k} de subconjuntos de Z% es una fa-
milia asintdticamente medible si para para cada i el conjuntos A® € G(Z?) y para cadan € Z?

card {Aﬁ\, N (n + Agv) }
(2N +1)4

existe lim Fy (n, A", A7) = F (n, A%, A7), siendo Fy (n, A', A7) =
N

Definicién 4.2 Sea X = (X', X?,..., X*) un campo en R*. Llamaremos S a la clase de
campos centrados, estacionarios y con segundos momentos finitos que cumplen las siguientes
condiciones:

1.
S IE(XiX))| <00, Y E(XiX)) >0 (4.1)

nezd nezd
2. Existe b(J) tal que li}n b(J) =0y para cada A C Z% se cumple que

card(An)

AN (4.2)

E{(SN (A, X —XJ))Q} <b(J)

3. Existe ¢(X,J) tal que para todo N >1, AC [-N,N]¢,i=1,...,k se cumple que

E (s (A Xi“’))4 < o(x, ) ((CardiAn) 2 (4.3)
ARG S AU N+ 1) '
4. Existe d(J) tal que liﬁn d(J) = 0 y una funcién real acotada g(\), con A € R¥ tal que
VA, B € 7% con d(A, B) > (J) se cumple que

’Cov (eiSN<A7<%X>>, eiSN<B)<%X>>)‘ <d(J)g(N) (4.4)

Proposicion 4.3 Sea X un campo de la clase S, se cumple que:

1. Si {Al, e ,Ak} es una familia asintdticamente medible, entonces
(Sn (A1, X1),.... Sy (4°, X*)) = Ni(0, %),

donde ©(i,j) = > F(n, A", A7) E(X{X]) y Np(0,%) es una normal en R* con
nezd
matriz de covarianza X.

2. Si {Al, ceey A’“} no es una familia asintoticamente medible, entonces existe un campo
X m-dependiente tal que Sy no tiene limite débil.

Observacion 4.4 1. Las hipétesis son anédlogas a las del teorema 3.4 para campos reales,
la ecuacién (4.4) se obtiene en el teorema 3.4 de la hipétesis de mixing, usando las desi-
gualdades de covarianza. Las ecuaciones (4.2) y (4.3) se pueden obtener de condiciones
de p-mixing.
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2. La demostracién de la proposiciéon 4.3 es analoga a la del teorema 3.4 consideran-

k .
do para cada A € R* ((Sy (A', X'),\) = mz; neZA'i AiXj, y probando que es
asint6ticamente N (0,02), con 02 = AL, ’

En lo que sigue trataremos de aplicar la proposicién 4.3 al campo X = ¢(&,Y), tomando
como familia asintéticamente medible a los conjuntos de nivel del campo Y. Presentamos
algunas hipétesis sobre el campo Y que garantizan que los conjuntos de nivel son una familia
asintéticamente medible.

Definicién 4.5 Decimos que el campo real Y = (Y,,),cz¢ s asintdticamente medible si
existe una medida de probabilidad aleatoria Ry en B, siendo B la g-algebra de Borel en R
tal que

1 C.S.
N+ 1) Y liveen — fo(B) (4.5)
mée[—N,N]d

y para cada n € 74— {0} existe una medida de probabilidad aleatoria R,, en Ba, siendo Bs
la, o-dlgebra de Borel en R?, tal que B,C € B

1 c.s.
N+ 11 Y eyl .ec —~ BB xC) (4.6)
me[—N,N]4

Si la medida limite no es aleatoria decimos que el campo Y es regular.

Observacion 4.6 1. Observemos que las medidas R, y Ry dependen solamente de la tra-
yectoria de Y, es decir que si consideramos y por lo tanto las notaremos R, (Y), Ro(Y).

2. La ecuacién (4.6) se puede obtener de hipétesis de dependencia débil para Y. Cualquier
hipotesis que garantice que se puede aplicar la ley fuerte de los grandes nimeros a
Zm =1(Yr)1le(Yim—n) — P(Ym € B,Y,,—, € C) y que existe el limite de

1

BN T > PYm€BY,,€C)

me[—N,N]d

cuando N — oo implican la ecuacién (4.6), por ejemplo si el proceso Y es estacionario
y ergddico.

Observacién 4.7 Dado h € N tenemos que el limite de

1
avITE 2 ltmemliaco)
me[—N,N]d

cuando N — oo no depende de Y; para |[t|| < h, pues el limite no depende de una cantidad

finita de términos. Entonces la medida limite es medible respecto de la o-dlgebra o¥ =

h?ia(Y} ||t]] = h). Si o es trivial entonces Y es regular.

En lo que sigue probaremos que los conjuntos de nivel de campos asintoticamente medibles
son una familia asintéticamente medible.

Lema 4.8 Sea un campo Y = (Y,),czae asintéticamente medible y B, ..., B¥ borelianos
disjuntos en R y A* = {n €zt Y, € Bi} para todo © = 1,...,k. Entonces, condicionado
aY la familia {Al,...,Ak} es una familia asintdéticamente medible, con F (n,Ai,Aj) =

R,(Y) (B* x B7) y F (0, A", A7) = Ry(Y) (B?) 6;;, donde 6;; =1 para i = j y 6;; = 0 para
i
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card {Aﬁv N (n + Agv) }
2N + 1)

otro lado m € A" N (n+ A7) si y sélo si Yy, € B, siendo m =k +n con k € A/ y ademés

Y,._n € B?. Entonces

. Por

Demostracién. Sea n € Z — {0}, entonces Fy (n, A*, A7) =

o 1
Fy (n, AN AY) = ——rs Z Ly, eBiyl{y,,_.eBi}
(2N +1) me[—N,NJ4n(n+[—N,N]4)

Como card ([N, N]%) — card ([-N,N]* N (n + [-N, N]%)) < ¢(d,n)N?~!, donde ¢(d, n) es
una constante que depende de d y n tenemos que

i . 1 C.S8
Fy (n, A A) = ) N + 1) YmeB v neny 720
me[—N,N]d

y de la ecuacién (4.6)
i A4\ €S- i j
Fn(Y) (n, A", A7) - B (B x BY)
o 1
Ademés Fx (O,Az, AJ) - m Z liv,,eBi}liy,,epiy vy usando la ecuacién (4.5)
me[—N,N]d
tenemos que Fiy (0, A’,AJ) cﬁ Ry(Y) (Bl) 0ij .

Para probar un TCL para el campo X también asumiremos que para todo m y para todo
(y1,Y2s -« -, Ym) vale un TCL para (¢(§,y1),-..,9(§,ym)). Las siguientes definiciones consi-
deran estas propiedades del campo X.

Definicién 4.9 Una familia de campos aleatorios centrados, estacionarios, {XV¥ : y € R} es
totalmente pre-gaussiana si:

1. Para cada par (y,2) Y, E(X{X7) < oo.
nezd

2. Dadas f:R? - R, g: R? - R por

fly.2) =Y |BE(XGX7)

neza

9(y,2) = > E(X§X})

nezad
f es acotada y ¢ es continua en R2.

3. Para cada k € N, k > 1, para cada familia asintéticamente medible {A', ... A*} y
para cada (y1,...,yr) € R¥ se cumple que

(Sn (A", X¥), ..., Sy (A%, X¥)) = N;(0,%)
con £(i,j) = 3 E(XYXP)F (n, Al, A).
nezd
Definicién 4.10 Un campo X = (X,,),czqe es I-descomponible si

1. Existen dos campos & = (£ )nezd, Y = (Yn)nezae independientes y una funcién continua
¢ : R? — R tales que £ es estacionario, Y es asintéticamente medible, y X,, = ¢(&,, Yn)
para todo n € Z<.

2. E(p(6o,y)) = 0 para cada y € R.
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3. Si XY = (X)), cza con X¥ = o(&n,y), entonces la familia {X? : y € R} es totalmente
pre-gaussiana.

Probaremos que cuando el campo es X = ¢(&,Y) es I-descomponible la distribucién asintética

de Sy(X) = ——— X,, es gaussiana en el caso de que el campo Y es regular, y es
NX) = e ngﬂ n € g q p gular, y
una mezcla de gaussianas cuando el campo Y no es regular.

Lema 4.11 Sea E tal que P(Y € E) = 1. Entonces se cumple que
1. Si para todo y € E (Sn(X)|Y =y) Z;}N(O, a%(y)) entonces

Sy(X)=a
N
donde G es una mezcla de gaussianas, de modo que para todo A tal que P(G € 0A) =0

P(Ge A) = /P(N(O, a?(y)) € A)dPY (y)
E

2. Si existe 02 tal que 0?(Y) = 02 c.s. entonces

Sn(X) ::> N(0,02)

Demostracion.

1. Tenemos que (Sy(X)|Y =y) =§>N(O, a%(y)), luego
P(Sx(X) € 4) = [ P(Sw(X) € AlY = )dP” ()
B

Si consideramos A tal que P(N(0,0%(y)) € 0A) =0 Vy € E tenemos que P(Sy(X) €
AlY =y) 2 P(N(0,0%(y)) € A) y por el teorema de convergencia dominada

/ P(SN(X) € AlY = y)dP” (y) / P(N(0,0%(y)) € A)dPY (3)

2. Si ademds o?(y) = o2 c.s. tenemos que
/P(N(O,o2(y)) € A)dPY (y) = P(N(0,6?%) € A)/dPY(y) = P(N(0,0%) € A)
E B

Para la demostraciéon del TCL consideraremos primero el caso en el que el campo Y toma
una cantidad finita de valores y luego el caso general.
Proposicion 4.12 Sea X un campo I-descomponible de modo que Y, toma valores en un

conjunto finito {y1,...,yr} para todon € Z*. Entonces para caday € E = {yi,... ,yk}zd se
cumple que:

(SN (Y = y) = N(0,0%(y))

k
A=Y S Ty ) Ra(Y @) {uid % 151

4,j=1nezd—{0}

k
3T w) Ro(Y ™ ) (i)

=1

donde definimos T'(n,y,z) = E (p(&,y)0(&n,2)). Si ademds Y es regular tenemos que
SN :Z> N(O, 0'2)
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Demostracion. Definimos
) 1
v Y @&y livamy
V(2N +1)d e[ N N]d
k
y A" ={n € Z*:Y, = y;}. Entonces Sy(X) = Y Si. Por el lema 4.8 {A',... A%} es
i=1
])

una familia asintéticamente medible, con F' (n, A%, n ({yit x {y;}), vy F (0,47, A7) =

3i;Ro({y:}). Dado Y tenemos que

Z Lp(gn7yi)1{Yn=yz:} = Z 5"’ Z Xn

ne[—N,N]d neAy, neAy,

y entonces, condicionadas a Y, son iguales las distribuciones de los vectores (S Areees S]’i,) y
(Sn (AY, X1Y),...,Sn (A% X*)). Como X es I-descomponible de las definiciones 4.10 y 4.9

((Sh.--- . SR) 1Y =) = Nk(0, 2(y))

para caday € E = {y1,....x }Zd con

nezd nezad
nezd nezd

+I(0, yi, yi ) Ro({yi})

k
Como Sy (X) = > S% del lema 4.11 se deduce la tesis.
i=1
|

En el caso en que el campo Y no tiene un recorrido finito haremos la demostracién analoga
a la de la proposicién anterior aproximéndolo por campos con recorrido finito.

Definicién 4.13 Sea X un campo que cumple la condicién 1 de la definicién 4.10. Decimos
que X es alcanzable si

1. Para cada (z,y) € R? existe —(w y) y es continua como funcién de y.

2. Para cada (w,2) € R? n(w,z) = > |E (%(Yo,w)g—“;(fn,z)ﬂ < oo y ademds 7 es
nezd

acotada en subconjuntos compactos de R2.

Teorema 4.14 Sea X un campo I-descomponible, con Y regular y alcanzable. Entonces
Sn(X) == N(0,0?)

o0

donde o2 f E( (&0, ) )dRo(x)-i- > f f E (p(&0, 2)p(Ensy)) AR (2, y)

n€Zd—{0} —oco —oo

Demostracion. Para cada par de enteros positivos J, L se define un campo Y (J, L) de la
siguiente manera:

3r siYn €[50, 57), —J2k <i< U2k -



Con J, L fijos como el campo Y es regular también lo es el campo Y (J, L) y se puede aplicar la
proposicién 4.12 al campo I-descomponible X (J, L) definido como X, (J, L) = ¢(&,, Y, (J, L)).
Se obtiene que Sy (X (J, L)) =§> N (0,0%(J, L)), donde

o?(J,L) = A(J,L) + B(J,L) + C(J,L) + D(J, L) + E(J),

w0 "E Er(ed () [ 5)

i,j=—J2L nezd

siendo

o= 5 (o) () <)

J2L nEZd

8 (o) () )

i=—J2L nezd
C(J)= Y T(n,—J,—J)Ry((—00,~J) x (—00,—J))

+ Y T, J,J)R ([J,00) x [J,00))

nezZi—{0}

+2 Z F(n,—J7 J)Rn ((_007_J) X [J7OO))7
neZd—{0}

= i i i+l
D(J,L) = Z F<072L72L) RO({QL,2L>>7
i=—J2r

E(J)=T(0,J,J)Ry ([J,00)) +T'(0, —J, =J) Ry ((—00, —J))

De la definicién 4.9 tenemos que las funciones

2)= Y IEXIX)I= ) ID(ny.2)

nezd nezd
9(y,2) = > E(X{X;)= > T(ny,2)
nezd nezd

son tales que f es acotada y ¢ es continua en R? y por lo tanto, usando el teorema de
convergencia dominada,

JJ
//anydR( y) = A(J),
J=J

nGZd
J —J
B(J,L)?QZ / /F(n,x,—J)an(x,y)
nEdeJfoO
J oo
12 Y [ [t ninae) = B
nez "y 'y

D(J, L)?/F(O,x,x)dRo(x) — D(J)
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Entonces
lim o*(J,L) = A(J)+ B(J)+ C(J) + D(J) + E(J)

Usando nuevamente la condicién 2 de la definicién 4.9 se obtiene que

AW = 7 ?F(mx,y)an(x,y),

neZd_ " oo
D(J)7 / (0, z,x)dRo(x)
B(J)—0, C(J) =0, B(J)—0

De las ecuaciones anteriores se concluye

. . 2 )
h}n hina (J,L)=0 (4.7

Para completar la prueba veremos que E {[SN(X(J, L)) — SN(X)]Z} ~ 0. Se definen

1
Sn(J) = N +I1? Z (Xn = Xn(J, 1) 1y 03
ne[—N,N]4
— 1
SN(J7L)W Z (Xn_Xn(JvL))1{|Yn\<J}7
ne[—N,N]4

entonces tenemos que Sy (X) — Sn(X(J,L)) = Sn(J) 4+ Sn(J, L), de donde

E {[SN(X(J, L) - SN(X)]2} <2 (E { @(J)]Q} VE { [Sn(J,L)] 2}) (4.8)
Probaremos que ambos términos tienden a cero. Definiendo

A(n,m, J, L) = [@(fn, Yn) - (P(fm YTL(‘]’ L))} [@(gma Ym) - go(fm,Ym(J, L))] 1{\Yn|<J,|Ym|<J}

tenemos que

E{[E(LL)}Q}:m Y E{A(n,m,J L)}

n,me[—N,N]d

) 1 141 i
Sean ademds I; = I;(J, L) = oL 2L>7 pi =pi(J, L) = of
Usando que los campos £ e Y son independientes y que £ es estacionario, tomando esperanza
condicional respecto de (Y,,,Y,,) se obtiene que

, para —JoL < i < J2k — 1.

E{A(n,m, J, L)} =F (E {A(n’mv J, L)|(Yn, Ym)})

ij=J2F -1
= Y[ Bl ol nlelem. 1) {2} P )
ij=—J2 j, 1,
ij=J2k -1
= Y[ [Etete0.0) - ol pllelEnmn ) — e(enmnsp )} PO )
ij=—J2L 7. 7.

Para cada I, I’ C Ry para cada k € Z? definimos

oI, 1" k)= sup |E{[p(éo,7) — o(pi)lle (ks y) — @(&kps)]} ]

zel,yel’
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Entonces
ij=J2r—1

E{A(n,m,J, L)} < Z 8(Liy I;ym — n) PYYm) (I, x 1) (4.9)
i,j=—J2L
y, como el campo X es alcanzable, de la condicién 1 de la definicién 4.13 se tiene, usando el
teorema de valor medio que

Op o 1\?

0(1;, I, k) < ‘E{ay (&0, ci(z ))%(§k7cg‘($))}‘ <2L> (4.10)
para —J2L < i < J2F — 1, donde ¢;(x) es un punto entre = y p;. De (4.9) y (4.10) tenemos
que

E{(Sv(.0)’}
1\2 1 =2 8@ dy
= (2L> m Z Z { (o, ci(z ))ay(fm—mcj(fﬂ))}’P(Y"’YM)(Ii x I;)

—J2L nm

con n,m € [N, N]¢. Con el cambio u = m — n obtenemos

plEnuny)< s S Y {2 e
i,j=—J2" [lu[<2N|
1

(anynJrU) . .
N T > p (I; x ;)

ne[—N,N]d
y usando la condicién 2 de la definicién 4.13 tenemos que

e{@Enn)} < 2,

de donde o o )
11?11511%11E{(5N(J, L)) } =0 (4.11)
De manera andloga, considerando by(x) = sg(x)J Vo € R tenemos
2 1
E{(SJ(J)) } = eN Tl / / E{[p(&0,2) — @(&o, bj(2))]

n,m€[=N,N_J e [ J]e

X [p(Em—n>Y) — ©(Em—n, ( ))}}dp(y Y )( 'Y)

1 .
< GNTIE S w(m—n, J)YPOYm) (=], J]¢ x [=,J]°)
n,me[—N,N]¢

siendo

k(n,J) = sup  |E{[p(So,z) = @(z0,bs(2))][¢(En,y) — ©(&n, bs(y)]}]

|z|>J,|y| =T

De la condicién 2 de la definicién 4.9 tenemos que lim 3" k(n,J) < co. Luego

I neza
Bl(sw)’} < 3 mfe(uw S PO (=g ) x [, )
[Jul|<2N €[~ N,NJd

(4.12)
Como Y es un campo regular, de las condiciones de la definicién 4.5 y de (4.12) tenemos que

. I 2
limTign £ { [Sw (/)] } = 0 (4.13)
Luego, de (4.7), (4.8), (4.11) y (4.13) se deduce la tesis.
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Observacion 4.15 Si el campo Y no es regular, por el lema 4.11 se obtiene que el limite es
una mezcla de gaussianas.

5 Estimacion de anchos de banda efectivos

5.1 Motivacién

En esta seccién se introducen algunas ideas sobre el ancho de banda efectivo y se aplican los
resultados anteriores para la estimacion de dicha cantidad. Supongamos que en una red se
tiene un enrutador que recibe tréafico de diferentes fuentes, tiene determinada capacidad para
procesar el trabajo que llega y un buffer donde se puede almacenar el trabajo que atin no ha
sido procesado. Un problema consiste en saber cudl es la cantidad de recursos necesaria para
procesar todo el trabajo que llega. Supongamos que el trabajo acumulado hasta tiempo t es
un proceso (Xt)t>0 y se define el ancho de banda efectivo como

1 ~
a(s,t) = Qlog (E (eSXt)) , >0, t>0

Mediante esta férmula, en un régimen de ‘muchas fuentes’ (es decir cuando el enrutador recibe
simultdneamente trabajo de muchas fuentes diferentes) se puede calcular, usando un principio
de grandes desviaciones, la probabilidad de pérdida de datos en funcién de «a(s,t). En efecto,
si se tienen procesos (X{);>0, 7 € N independientes y cada X} con la distribucién de X;

tenemos que el ancho de banda correspondiente al trabajo X;(m) = > X} proveniente de m

i=1
m . .
fuentes es a(s,t) = > o’(s,t), donde o’ (s,t) es el ancho de banda efectivo correspondiente
i=1
al proceso (X})i>o. Si ¢ es la capacidad por fuente y b es el tamafio del buffer por fuente

m ~ .
en el enrutador consideramos W™ = > (X} — ct)* y definimos el tamafio de la cola por

i=1
Q. = sup W/". Entonces tenemos que la probabilidad de pérdida es P(Q,, > mb) y se
t>0
cumple la probabilidad de pérdida ‘por fuente’ cumple que

—lim % log (P(Qy, > mb)) = inf sup {s(b + ct) — log E(esxt)}

120 s>0

Por lo tanto para estimar la probabilidad de pérdida es necesario estimar «(s,t). Para eso
consideraremos un traza de trafico de largo Nt y el estimador

1 1 X .
an(s,t) = < log (N Z eS(Xme_l)t))

n=1

Nuestro problema consiste ahora en ver cudndo se puede obtener un TCL que permita la
construccién de intervalos de confianza para la estimacién de «a(s,t). En el caso en que los
incrementos son independientes se puede aplicar el TCL para variables independientes. En
lo que sigue se presentan los resultados en casos de dependencia débil que se obtienen de los
resultados de las secciones anteriores.

5.2 Estimacién

Aplicando directamente el teorema 3.4 se obtiene el siguiente resultado para un proceso
a-mixing.
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Proposicién 5.1 Sea X = (Xt)t>0 un proceso tal que sus incrementos constituyen un
proceso estacionario y débilmente dependiente de modo que el proceso X = (Xp)nen con

X, = esEnt=Xm-1t) estd en las hipotesis del teorema 3.4. Entonces
VR (L3 i) *
L s(Xnt—Xn_1yt) _ ( th) w 2
N(N 716 Ele )?N(O,U)

Para obtener un intervalo de confianza para a(s,t) usaremos el siguiente lema, que presen-
tamos aqui sin demostracién.

Lema 5.2 Si VN(Z, — u)zju\;>N(0,02) yg:R — R es una funcion de clase C* en un

entorno de | entonces

Corolario 5.3 En las hipotesis de la proposicion 5.1 se obtiene el siguiente intervalo de
confianza asintdtico al nivel & para a(s,t):

N
1 1 e v RE
710 — es(Xnt_X(nfl)t) + 2 5 ;
(5 A~
donde zz es tal que P(N(0,1) > zz) = 5, y Gn es un estimador consistente de 6> =

o 2
( Stesta(s,t) )

. N
Demostracion. Sea Zy = >, _, €

VN (ZN —E (ex)> £ N(0,0%)

s(Xni=Xm-11) De la proposicién 5.1

Sea ay(s,t) = L log(Zy), entonces por el lema 5.2

5 (om0 - e () 28 0 ()

de donde se obtiene que VN (an(s,t) — a(s,t)) N(0,52) y por lo tanto

=

N
[0
Qv

=

P(aN(s,t)—a(s,t)| > )ﬁP(N(0,52)| 2255) =c

Observacién 5.4 en el intervalo de confianza teniendo un estimador consistente o de o se
ON

reemplaza o por 5’N = W

Supongamos ahora que cada fuente puede producir trabajo X de distintos tipos {1,...,k},
donde hay un proceso Y que determina en cada intervalo de tiempo de longitud ¢ el tipo de
trabajo, es decir que Y,, determina el tipo de proceso en el intervalo [(n—1)¢, nt]. Supongamos
ademds que conocemos las proporciones de los diferentes tipos de fuente. Consideraremos
de aquf en adelante t = 1 y obtendremos un intervalo de confianza para a(s,1) = E(e**1).
(Tomamos la unidad de tiempo de modo que en cada unidad de tiempo hay trabajo de un
solo tipo por fuente.)

Definicién 5.5 Sea X = (Xn)n>0, con X, — Xp_1 = @(&n,Yy), € estacionario, Y regular y
toma valores en {1,...,k} con probabilidades p,...,ps respectivamente. Definimos:
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1. Paracada j=1,...,k
esaj — E (es¢(£1:j)) — E (e‘s@(&n’yn) YTL — ]) ,

€50Yn — E( 54(En,Ys ‘ Y)

2. Paracada j=1,...,k

s(f(,,,—)"(n_l) — e5avn

X = 4,0(67}/) = Xn)nGNa Xn = @(EH’Y’”)

bad

N

card{l1 <i< N:Y; =j}
N

4. pn(j) =

5-PN:\/N

(€ pn(j) — eV p;)

2=
i

Observacion 5.6 Observemos que valen las siguientes igualdades:

N N k
LY e =SB (6s¢(£mYn)|yn> =3 e ipn(j)
n=1 n=1 7j=1

2. B (E (es()z"_)_("*l)\Yn)) = i esip; = Z E( 5@ 51,3))pj — geals1)

Proposicion 5.7 Sea X = ¢(£,Y) como en la definicion, con'Y regular y X en las hipdtesis
de la proposicion 4.12. Supongamos ademds que el campo Y werifica un TCL, esto es que

k

PN = ZemeN Z Dj %N(O,TQ)

FEntonces
N k
Z X —Xn_ 1 _ Zesa_jp' :w>N(O 7_2 +02)
— Y ’
n=1 j=

Demostracion. De la proposicién 4.12, para el proceso Y regular tenemos que

N
1
s(Xn—Xn_1) say, | @ 2
Sn = ( E e’ N E_ Y>:N>N(O,U)
Como ademés

k
G DSECNERD o R
Jj=1

tenemos que el vector (Sn,pn) %(NU’NT) donde (N,,N;) es un vector de coordenadas

gaussianas independientes, donde N, tiene distribucién N(0,02) y N, tiene distribucién
N(0,72). Para probar esto tiltimo consideremos para cualquier par de intervalos A y B

P(Sn € A,pn € B) = E(l{syeap,eBy) = E(l{syeaylip.eny)
=E (E(lisyeaylip,enylY)) = E (Lp, ey E(lgsyeay|Y))
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Luego probaremos que P(Sy € A,p, € B) — P(N, € A)P(N, € B) E)O
|P(Sy € A,p, € B)— P(N, € A)P(N, € B)|
= |E (Lp,enyE(lgsyealY)) — P(Ny € A)P(N, € B)|

=B (1p,eyE(LsyeayY) = Lip, ey P(Ny € A)
+1(p,e8 P(Ns € A) — P(N, € A)P(N, € B))|

< E|lgp,eny (BE(Lsyen]Y) = P(N, € 4))|
+P(N, € A) |E (1pyeny) — P(N; € B))|

E(1{syea|Y) = P(Sy € A]Y') y por la proposicién 4.12 tenemos
P(Sy € AY) ]—\;P(N(O, o?) € A),
como la indicatriz estd acotada, tenemos que
E|lp,eny (BE(Lisyeay]V) = P(No € A))[ 20
Como py :Z>N(O,7'2) tenemos que P(N, € A)|E (1fp epy) — P(N: € B)| 70. Luego
(Sn,pPN) %(Ng, N.)y SN +pn :Z[> N, + N, donde N, + N, tiene distribucién N (0,02 +72)
|

Con los mismos argumentos que en el corolario 5.3 se obtiene el intervalo para el ancho de
banda efectivo en este caso.

Corolario 5.8 Para un proceso X = (Xp,),czae en las hipdtesis de la proposicion 5.7 tenemos
el siguiente intervalo de confianza asintdtico al nivel € para a(s,1):

[log< z:: s(Xn—X >i\2/7\1[\']
0.2_|_7_2

52 (esa(s,l))2

donde 6%; es un estimador consistente de 6 =
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