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1. Introduccion

En este trabajo vamos a estudiar la definicién y propiedades de una magnitud llamada ancho
de banda efectivo utilizada en el andlisis local de redes y colas de espera. Si consideramos un
sistema multiplexor donde varios flujos de datos comparten una tnica salida, es de interés conocer
cuantos recursos requiere cada flujo del sistema. Pensemos en el sistema como un servidor que
puede procesar el trabajo que recibe de varias fuentes distintas a una cierta tasa constante c y
ademas puede almacenar en un buffer hasta una cierta cantidad b de unidades de trabajo. El
trabajo que llega cuando el buffer estd completo se descarta y por lo tanto nunca es procesado.
Conocer entonces, los recursos que necesita cada conexién tiene aplicaciones tales como, realizar
control de admisién de conexiones (CAC) y satisfacer condiciones de calidad de servicio (QoS).
Asi es como una nueva conexién puede ser aceptada si hay suficientes recursos disponibles y el
precio de la conexién puede ser de alguna forma proporcional a estos recursos. Hay dos limites
claros para estos requerimientos: por un lado se podria reservar la tasa maxima de transmisién
para cada conexion (lo que da lugar a un multiplexor deterministico), si bien no hay posibilidad
de “buffer overflow” (no queda trabajo sin procesar), la utilizacién del enlace es muy pobre.
Por otro lado, se podria reservar la tasa media de transmisién para cada conexién, que permite
utilizar en media el 100 % del enlace, pero es inevitable que exista “buffer overflow”. Entonces,
dada una cierta calidad de servicio requerida (probabilidad de pérdida de trabajo, retardo en el
tiempo de procesamiento,etc) la cantidad de recursos que deberd reservarse para cada conexion,
estd en algin lugar entre la tasa media y la tasa méaxima de dicha conexién. Esta cantidad se
conoce generalmente como ancho de banda efectivo(EB por sus siglas en inglés) y es entonces
una medida del uso de los recursos.

Comenzaremos entonces, en la seccién 2, definiendo formalmente la funciéon ancho de banda
efectivo para flujos de entrada que suponemos son procesos estocasticos con incrementos esta-
cionarios y demostraremos la afirmacion del parrafo anterior sobre las cotas inferior y superior
de esta funcién. Luego en la seccién 3 probaremos algunas propiedades fundamentales del EB.
En la seccién 4 calculamos el EB para diferentes flujos de entrada: flujos con velocidad aleatoria,
flujos modelados por Procesos de Poisson, Fuentes Periddicas, Procesos de Poisson Generalizados
y Fuentes Gaussianas. Estas secciones se basan en el trabajo de Kelly [4]. En la seccién 5 obten-
emos una estimacion para la probabilidad de pérdida, es decir que el tamano de la cola supere el
tamano del buffer, cuando el trabajo que se recibe es suma de procesos estocasticos independi-
entes con igual distribucién [7]. En la seccién 6, demostraremos en que sentido la funcién ancho
de banda efectivo es tnica. En la seccién 7 repasamos algunos conceptos de Cadenas de Markov
en tiempo continuo para luego definir flujo Markoviano y calcular el correspondiente ancho de
banda efectivo (férmula de Kesidis-Walrand-Chang [5]). Luego en la seccién 8 probamos un
teorema que proporciona una estimacién gaussiana asintética para el ancho de banda efectivo a
partir de las trayectorias de trafico basado en el teorema de Lebedev-Lukashuk. En las secciones
9 y 10 encontramos un estimador consistente para la varianza obtenida en la seccién anterior y
calculamos el correspondiente Intervalo de Confianza. Estas secciones se basan en el trabajo “Ef-
fective bandwidth estimation and testing for Markov sources”de Pechiar-Perera-Simon [6]. Por
dltimo en la seccion 11, simulamos un flujo Markoviano modulado por una cadena de Markov
con dos estados (Proceso On-Off) y utilizamos las estimaciones vistas en las secciones anteriores
para graficar el ancho de banda efectivo y la varianza como funciones de los pardametros s y t.
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2. Definicion

Sea (9, A, P) un espacio de probabilidad, consideraremos en él un proceso estocdstico, es decir
una funcién X : Q x R*— R tal que X (w,t) = X; (w) es una variable aleatoria V¢ > 0.Para
cada w € Q a la funcién X (w,-) : Rt — R se le llamard trayectoria del proceso.

Un proceso estocastico se dice de incrementos estacionarios si el proceso {X; — X}~ es
un proceso estacionario Vs > 0. Diremos también que un proceso estocastico es un proceso de
incrementos independientes si Vi, ..., t; tales que 0 =tg < t; < ... < tg, k € N, se cumple que
las variables aleatorias {Xti - th_l} son independientes Vi € {1---k}.

En este trabajo X; representa la cantidad de trabajo que llega a un switch desde una fuente en
el intervalo [0,¢]. Al asumir que es un proceso de incrementos estacionarios estamos suponiendo
que la distribuciéon de la cantidad de trabajo que llega en un intervalo sélo depende de la
longitud del mismo. Decimos entonces que las fuentes que cumplen esta propiedad son fuentes
estacionarias.

Definicién 2.1 Se define la funcion ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria
como:

1
a(s,t) = o logEe*™®t 0 < s,t < o0 (2.1)
5
donde X; es el trabajo que produce la fuente en [0,t], y s y t son pardmetros de escala.

Luego veremos las propiedades de esta funcién, pero una propiedad intuitiva que debe cumplir
esta funcién es la siguiente:

Observacion 2.2 Sea X; = Ct, es decir, el trabajo acumulado desde una fuente que envia datos
a velocidad constante C. Se tiene entonces que:

1 1
a(s,t) = o log Ee*¢t = o loge

Entonces el ancho de banda efectivo requerido por una fuente que envia datos a velocidad con-
stante C, es efectivamente C'.

Probaremos ahora otra importante propiedad enunciada en la introduccién.

Proposicién 2.3 Para cada t > 0 se tiene que:

EX,

Sa(s,t)g% Vs >0 (2.2)

siendo X, el supremo esencial de la variable Xy, es decir:
X;=f{z:P(X,>z)=0}

Demostracién:
La funcién ¢(z) = e** es una funcién convexa para cada s > 0, entonces por la desigualdad de
Jensen, se tiene que:
Ee*® = E¢ (X;) > ¢ (BEX;) = *BX

por lo que:
1 1 1
a(s,t) = —logEe*Xt > Zloge®®X = —SEX, =
st st st

t

Para probar la otra desigualdad, observemos que por la definicién de X; se cumple que:

Xt S Xt C.S. (23)
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ya que

oo

_ 1 1
P(Xt>Xt)=P<U{Xt>Xt+n}> :11’7rlnP(Xt>Xt+n>:O

n=1

pues P (X; > X; + 1) = 0 Vn. De (2.3) se deduce que:

Eeth < Eeth _ BSXt

Y por lo tanto:

1 ¢ X
a(s,t) < =loges™Xt =
(s,t) < — log

|

3. Propiedades

A continuacién vamos a probar algunas propiedades generales de la funcién «a(s,t).
n . .
Proposiciéon 3.1 Si X; = Xt(J) donde las variables {Xt(])} son independientes,
= ij=1,n
entonces se cumple que:
n
a(s,t) = Zaj (s,t)
j=1
siendo o (s,t) y a; (s,t) los anchos de banda efectivos de Xy y Xt(j) respectivamente
Demostracion:
©x, () n
Eeth _ EGS(JEI X > - E H est,(J') _ H Eeth(j)
j=1 j=1
Entonces,
_ 1 sX: s X, (@)
a(s,t) o log Ee®*t tlog H Ee’*¢
7j=1
_ l zn:IOgEeSXt(j) _ i ll E s X, Za (S t)
st L st 7
j=1 j=1 Jj=1

|

Proposicién 3.2 Para cada t fijo, a(s,t) es creciente con s.

Demostracion:

Sean s1 y s3 con 0 < 51 < 89, hay que probar que a(sy,t) < a(sa,t), o lo que es equivalente
a(sa,t) — a(s1,t) >0

1 1
Q(Sg,t)fa(sht) = QIOgEe”Xt _ QlOgESSIXt _
1
1 Ees2Xt) 52

(Ees1 X1



3. Propiedades 5

Entonces, para probar que «(ss2,t) — a(s1,t) > 0, basta ver que el logaritmo anterior es positivo,
es decir: .
(EeSQXt ) EP)

- >1
(Ees1Xe)s1
Como s9 > 0, alcanza con probar que:
S
(E652Xt)i ’ Ees2Xt
(BesiX)or | (BemXo)d

es decir: v
(E€S1Xt>§ < E€52Xt

La funcién ¢(z) = £ es convexa pues ss > s1, entonces aplicando la desigualdad de Jensen se
tiene que:
é (Eeslxt) < E¢ (651Xt)

Es decir, . .
(Bem¥) % <E [(eaxt)ﬂ — Ees2Xe

Lo cual prueba la proposicion.

Proposicién 3.3 Si existe un variable aleatoria X tal que X; = Xt, Vt >0 y P(X > 0) =1,
entonces:
a(s,t) = a(st,1)

(esto significa que (s, t) sdlo depende del producto st).

Demostracién:

1 1
afs,t) = o log EesXt = Elog Ec'™* = a(st, 1)

Observar que X; = 1X = X.

Ahora vamos a probar que el comportamiento de a(s,t) cerca de s = 0 estd determinado
principalmente por la esperanza y la varianza de X;, mientras que el comportamiento cerca de
s = oo estd relacionado con la distribucién de X; cerca de X; (es decir cerca de su supremo
esencial)

Proposicién 3.4 Si «(s,t) < oo para algin s > 0 entonces para cada t:

EX,
t

a(s,t) = + %VarXt +o(s) (s—0) (3.1)

Si a(s,t) estd acotado cuando s — oo y P (Xt = Xt) > 0 entonces para cada t:

a(s,t) = %—l—%logP(Xt =Xy) +o(i> (s = ) (3.2)
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Demostracion:
Como probamos que «(s,t) es creciente con s si a(sg,t) < oo para algin sy > 0, entonces
a(s',t) < oo Vs’ < sg. Por lo tanto vale que:

s2EX2 s"EX]
o+

EesXt =1+ sEX, + 4
n!
en todos los s tales que Ee*X* < co. En particular
2EX2
Ee**t =1 + sEX, + 5 L 4 o(s?)

Ademds sabemos que:
2

log(1+u) =u— % +o(u?) siul<1

Entonces para probar 3.1, tomemos s suficientemente pequefio tal que |[Ee**t — 1| < 1 (esto es
posible pues Ee**Xt es continua y en s = 0 vale 1). En este caso se tiene que:

2EX2
log Ee*Xt = log [1 + (Eesxt — 1)] = log {1 + (sEXt + i 5 UNEE 0(52)>]

Sea u = sEX; + SEXF + o(s?), entonces se tiene que:
2] Y2 2
TR (sEXt 42 E;Xt —|—0(82))
= $3EX,)%+ S;(EXE)Q +0(s%)? + SSEX;EX] + 25 (EXy) o(s?) + s (EX7) o(s?)
— R(BX)? +ofs?)
Ademss es claro que o(u?) = o(s?). Entonces utilizando el desarrollo del logaritmo, resulta que:

EX? 1
logEe’Xt = SEX, + >t 1 o(s?) — 5 (s*(EXy)? + o(s%)) + o(s?)
2 2
= SEX, + % (EX? — (EX,)?) + 20(s?) - o(; )
2
= sEX;+ %Var(Xt) + o(s?)
Entonces:
a(s,t) = l10 Ee*Xt = 1 sEX; + S—QVar(X ) + o(s?)
P st tT2 !
EX s
— " L %VarXt + o(s)

lo que prueba la primera parte de la proposicién. Para probar 3.2, hay que probar que:

s (a (s,t) — % - ilogP(Xt = Xt)) — 0 (3.3)

§—00
0 equivalentemente

s (a (s,t) — )_?) — 1log P(X; = Xy) (3.4)

s—oo t
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X 1 X 1 X
s|al(s,t)— ot = s —=logEe*Xt — A ~log Ee*Xt — hiad
t st t

= %logE [esxf’SX’} = %logE [eS(X‘_X")}
= loeB [ )
Dado w € €2 tenemos tres casos:
Xew) > X=X ch @) =0=1r ¢y @) Vs
X, (w) < X, jes(xf«—fﬂh{xtgt} @) — 0=1¢y W)

Xi(w) = X, = es(Xf*Xth{tht} @ =1=1(y,_g3 @) Vs
Con lo cual, se tiene que:

es(Xf,—X,,)

Lix<x)y =2 Yx=x)

Y por convergencia dominada:

E [GS(X"_X")l{xtsxt}] —2 Blix—x,} =P(X = X))

§— 00

Entonces: 1 . 1
n logE [eS(X‘_X‘)l{XtSXt}} 17 logP(X; = X3)

Lo que prueba 3.4 y por lo tanto 3.2

Corolario 3.5 De la proposicion anterior se deduce que:

EX, de
lfn%)a(s,t) = = tdef a(0,t)
X de
lim a(s,t) = Tt = a (0o, t)

Para terminar, vamos a ver que sucede si X; ademés de tener incrementos estacionarios, tiene
incrementos independientes.

Proposicién 3.6 Si X; tiene incrementos independientes, entonces a(s,t) no depende de t.

Demostracién:
Se considera primero m € N cualquiera; entonces dados s y ¢ se tiene que:

m m
H es(th_X(k—l)t) — H EeS(th_X(k—l)t)
k=1 k=1

S(Z th_X(k—l)t)
Ee'¥nt = e \#=1 =E
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Por ser un proceso de incrementos estacionarios, X; y X — X(j_1); tienen la misma distribucién
Vk =1,...,m; entonces

Eesth — H Eeth — (Eeth)m
k=1

Por lo tanto:

1 1 m 1
a(s,mt) = oo’ log EesXmt = P log (EeSXt) =3 log Ee*Xt = a(s,t) (3.5)

En particular, para t = 1:
a(s,m)=a(s,1) VYmeN

Sea ahora t = 23 racional (p,q € N), entonces usando 3.5 resulta que:

(22) (o) eom e

Es decir, a(s,t) = a(s,1) Vt € Q. Sea ahora t € R\ Q; para los procesos con incrementos
estacionarios e independientes se prueba que P ({w : X; (w) discontinua en ¢}) = 0. Por lo tanto:

EGSXt =E (eSth{Xt cont. en t}) =E (H’rILn eSth l{Xt cont. en t}>

donde %, es una sucesiéon de racionales que crece hacia t. Como s > 0, la convergencia es
monotona y se puede intercambiar limite con esperanza para obtener:

EesXt = lim E (e 1ix, cont. en 1}) = lim E (e5%en)

es decir:

1 1
a(s,t) = o log EesXt = 11’71Ln i log Be*Xtn = h;rlna (s,tn) = a(s,1)

ya que los t,, son racionales. Resulta entonces que a(s,t) = a(s, 1)Vt >0

4. Ejemplos

En esta seccién vamos a calcular explicitamente el ancho de banda efectivo suponiendo dis-
tintas distribuciones de los procesos X;.

4.1. Flujo de velocidad aleatoria

Se vio en la seccién 2, que si X; = Ct (flujo de velocidad constante), entonces a(s,t) = C.
Una generalizaciéon de este ejemplo es considerar X; = Xt con X variable aleatoria tal que
P(X > 0) =1 (vimos también que en este caso a(s,t) = a(st, 1)). Sea por ejemplo X ~ exp(A),
entonces calculando:

+oo +oo )\
Eeth — EestX _ / estz/\ef)\xdx _ )\/ €(St7)\)zd$ _
0 0 A — st
en la region s,t > 0 y st < A; resulta que:
1 1 A
t) = —logEe*Xt = —1 4.1
als?) stoose st Og()\st) (4.1)

que efectivamente depende sélo del producto st.
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4.2. Proceso de Poisson

Sea X; un proceso de Poisson, es decir:
Xp=méx{k:T1+...+ T <t}

donde {7}, ¢y #id ~ exp()). Se sabe ademéds que la distribucién de X es:

k
P(X,=k) = (AI:,) e keN

El modelo corresponde a la llegada de una unidad de trabajo al final de cada una de las expo-
nenciales T,,. Calculando:

X L NS S ok ODF
Ee’*t = Zes PX:=k) = Zes o e
k=0 k=0

00 k
oM Z (esli"t) — e Me A At(e* 1)

k=0
se tiene que:

1 1 s 1 f—1
a(s,t) = " log EesXt = o log eM(" 1) = o (At (e®—=1)) = )\u

- - (4.2)

Podemos generalizar el modelo a la llegada de b unidades de trabajo al final de cada exponencial;
en este caso se tendria Y; = bX; con X; como antes. En este caso:

—+o00
EesYt _ Eeszt _ ZeSka(Xt _ ]{I) _ 6)\15(6517,1)
k=0
Entonces: )
1 0 -1
afs,t) = o log Ee®Yt = )\u (4.3)
s s

Si la cantidad de trabajo en cada arribo también es aleatoria, se obtiene un proceso de Poisson
compuesto. En este caso se tiene una sucesién {7}, .y %d con distribucién exponencial de
pardmetro A y una sucesién {Wp}, .y también iid con distribuciéon F' e independiente de las
{T,}. En este caso el proceso de entrada es:

Xy
=) Wi
k=1

siendo X; el numero de llegadas antes de ¢. Este es un proceso de incrementos estacionarios e
independientes, por lo que el ancho de banda efectivo no depende de t. Calculando:

o sY Wi X sy Wi : N5 w

ettt = e k=1 = e k=1 1 _ — im e k=1 1 _
E : Xe=n}y = (O § {X;=n}
n=0 n=0

donde la ultima convergencia es monétona y por lo tanto:

[e'e) n
sy, Wi
SYt — <Z eSYf 1{Xt—n}> Z E < k=1 1{Xt—n}>
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Por la independencia de W,, y X;, se tiene que:

Donde:

Resulta entonces que:

EesYt _ Z E (65 kzz:l Wi ]_{Xt_n}> _ Z (Eeswl)n ei/\t ()\t)

|
o n!
Por lo tanto:
afs,t) = —logEe®Y* = —log t(Be"1-1)
1 A
= =Xt (Be'™ —1) == (Ee®™ — 1
Lyt (B —1) = 2 (B 1)
Es decir: \
a(s,t) = = (Be*™* — 1) (4.4)
S
Observar que los casos anteriores, son casos particulares de lo anterior tomando W,, = 1 o

W, = b Vn. Ademsds en el caso particular de que Wy ~ exp(u), usando el célculo realizado en

4.1 se tiene que:
A

w—3s

afs,t) = (4.5)

4.3. Fuentes peridodicas

Una fuente peridédica es una fuente que envia b unidades de trabajo cada d unidades de
tiempo. Se define el proceso como:

X =bméx{n>1:Ud+ (n—1)d <t} (4.6)

donde la variable U tiene distribucién uniforme en [0,1]. El tiempo T;, de la n-ésima llegada
esta dado por:
T,=Ud+ (n—1)d

que tiene distribucién uniforme en el intervalo [(n — 1)d, nd]. En particular T} tiene distribucién
uniforme en [0, 1]. Calculemos ahora la distribucién de X;:

P(X; =kb) =P(méx{n>1:Ud+ (n—1)d <t} =k)
Donde,

mix{n>1:Ud+(n—1)d<t}=k sit Ud+(k—1)d <tyUd+kd >t sii Ud+kd € (t,t+d]
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Entonces,

long ((t,t 4+ d] N [kd, (k + 1)d])

P(X; = kb) = P(Ud + kd € (t,t +d]) = d

pues Ud + kd tiene distribucién uniforme en [kd, (k + 1)d]. Por lo tanto,

0 sik<i—1
—L+(k+1) sike({-1,%) sik=[4]
P(X = kb) = L—(k—1) sike(L,t+1) sik=[4]+1

0 sik>%41

Es decir, que X; toma casi seguramente los valores [ﬂ bo ([ﬂ + 1) b con las siguientes proba-
bilidades:
t t t t t
P(X;=|=|b]=—= - H=1-(=5-|5
(= [3]o) ==+ 3] +v=1- (3~ [3))
t t t t t
P(X,=(|=|+1)b)==-—(|=|+1)-1==—1=
(o= (i +2)e) == (=) =3[

Bt — ol (xt:m b)+es<[zJ+l>bP (xt:qfl]ﬂw)

Entonces;

Por lo tanto,

S

| —
| =~
| IR |
>
+
—
]
0]
7N
=
+
)
»
o
\
—_
S~—
7N
[SHESS
\
| — |
[SHEC
| IS
~
N~~~

De donde -
_ |t so_p(L_ |t
afs, t) = M t—l—stlog(l—i-(e 1)<d M)) (4.7)
Ademas se cumple que
i ( t) _ €Sb -1
fimalst) = —

4.4. Proceso de conteo generalizado

Sea {AT,,},,~, una sucesién de variables aleatorias tales que P (AT}, > 0) = 1 Vn. Definimos
las variables T,, = ZZ:1 ATy, y Ty = 0. Se tiene entonces que 0 = Ty < 177 < T5 < ... con
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probabilidad 1. Las variables T,, para n > 1 representan los tiempos de llegada de trabajo.
Definimos el proceso de conteo como:

Ny =méx{k: T, <t}

es decir, la “cantidad de llegadas hasta el tiempo t” donde los tiempos entre llegadas estan dados
por las variables {AT,,}. Observemos que este proceso tiene, con probabilidad 1, trayectorias
crecientes, constantes a tramos y saltos de alto 1. Consideremos también una sucesion {W,}, <,
de variables aleatorias iid que representan los trabajos recibidos en cada T,. Supondremos
ademds que las variables {W,} son independientes de las {AT,}. Por lo tanto, las variables
{W,} son independientes del proceso N; que es funcién de las {AT,}. La cantidad de trabajo

acumulado hasta t es: v
t
Xi=) Wi
k=0

con la convencién Wy = 0.

Observacion 4.1 Si elegimos AT, iid ~ exp ()), entonces T, = Y p_; ATy ~ T (n,\) (dis-
tribucion de Erlang) y Ny es el proceso de Poisson compuesto visto en la seccidn 4.2. Si en
cambio elegimos ATy = Ud con d fijo y U ~ U[0,1], y tomamos AT,, = d ¥Yn > 2, entonces
tenemos el proceso de llegadas correspondiente a la fuente periddica visto en la seccidn 4.3.

Calculemos ahora el ancho de banda efectivo. En primer lugar:

Nt o n N n
SXt S 2 Wk S 2 Wk , S ; Wk
e — e k=0 — E e k=0 l{Nt:TL} = h]{]n E e k=0 1{Nt:n}

n=0 n=0

donde la ultima convergencia es monétona. Por lo tanto:

o s 2": W, > S z": W
Eeth — Z Ee k=0 kl{Nt:n} = ZE@ k=0 kE(l{N,:n}
n=0 n=0
) s 2": W,
= YRS R, =)
n=0

donde hemos usado la independencia de las Wy, y N;. Se tiene también que:

s i W n n
E (e k=0 k) =E <H eSW’“> = H Ees"Wr
k=0 k=0

por la independencia de las Wj,. Ahora e*"Vo = 1 casi seguramente, por lo que Ee$"°o = 1. Las
restantes variables son #d por lo que:

E <es k§0Wk> — (EesW)"

donde W representa una variable W}, arbitraria. El ancho de banda efectivo resulta entonces:

(s, t) = élog > P (N, =n) (Ee*V)"
n=0
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que puede escribirse como:
1
a(s,t) = o log (gt (Ees™)) (4.8)

siendo g; la denominada funcién generatriz de probabilidades de N; definida por:
oo
g: () = E [xN‘] = Zx”P (N; =n)
n=0
Observacion 4.2 Si Ny es un proceso de Poisson de pardmetro X\, entonces

i o= (@AD" .
g (LU) —¢ At Z ( n') _ e/\t( 1)
n=0 :

por lo que sustituyendo resulta:

A

a(s,t) = . (Ee™ —1)

y recuperamos el resultado visto en la seccion 4.2. Si en cambio Ny es el de una fuente periddica
(tomando d = 1 para simplificar), entonces g; (x) queda:

ge (x) = 2 (1= (¢ = [1])) + 2T (¢t — [1])

Si ademds los trabajos son constantes, Wi, = b Vk > 1, entonces Ee*" = e® por lo que el ancho
de banda queda:

als,t) = dog (M (1= (= ) + ) (¢ [f)) =
= 2+ log (14 (- 1) (¢~ 1))

recuperando también el resultado visto en la seccion 4.3.

Observacién 4.3 Lo destacable de la formula 4.8 es que separa claramente como afecta el
proceso de conteo y como afectan las variables de trabajo al ancho de banda efectivo. Por ejemplo,
si en la fuente periddica consideramos trabajos aleatorios, solo hay que cambiar e por EesW
en el argumento de g;.

4.5. Fuente gaussiana

Sea X; = At + oW, donde W; es un proceso de Wiener. W; es un proceso de incrementos
estacionarios e independientes tal que W; ~ N(0,t).
Se tiene entonces que X; ~ N(\t,o?t) y por lo tanto:

Eeth _ Ees()\tJrUWt) _ 6sAtEesaWt
Ahora bien, como Wy ~ N(0,t) = % = Z; ~ N(0,1) se tiene que:
Eeth — es)\tEesax/th

Con lo cual resulta que:

es)\t e 22 esAt e L
Eeth — , /eso‘/zze_de: S /e—g(x —2sax/fm)dx
\V 4T \V 4T
—o0 —o0
+oo +o00
122, 1 T 2 122, 1 1,2
— es)\t+25 ot > e 2(1: sax/f) dr = eS)\tJrzS ot > / e~ 2V dy
T \V 4T

8

o0

es)\t+%s202t
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Entonces ) ) ) )
= ~logEesXt — — ] sht+is%0%t _ - AL —8202¢
a(s,t) - log Ee - loge s + 550

Por lo tanto: )

als,t) = A + %5 (4.9)

El ancho de banda efectivo no depende de ¢t porque como vimos, el proceso es de incrementos
independientes. Ademsds es lineal en s y verifica el desarrollo visto en 3.1.

5. Probabilidad de Pérdida

En la introduccién afirmamos que, dada una cierta calidad de servicio requerida (probabilidad
de pérdida, retardo en el tiempo de procesamiento etc.) la cantidad de recursos que deberdn
reservarse para cada conexién estd en algin lugar entre la tasa media y la tasa maxima de
dicha conexién. Probamos en la secciéon anterior que la funcién que definimos como ancho de
banda efectivo, efectivamente estd en algin lugar entre la tasa media y la tasa maxima de dicha
conexién. En esta seccidon vamos a estudiar la relacién entre la probabilidad de pérdida y el ancho
de banda efectivo en el caso particular de que el trabajo total que recibe el sistema es suma de
procesos independientes e idénticamente distribuidos. Para esto vamos a utilizar elementos de
la Teoria de Grandes Desviaciones.

Consideremos entonces un sistema multiplexor como el descrito en la introducciéon donde el
trabajo llega desde muchas fuentes que suponemos independientes pero similares. Mas formal-
mente, sea Xt(] ) una sucesién de procesos estocasticos independientes, con distribucién igual a
la de un cierto proceso {X} (como siempre el proceso X; es un proceso de incrementos esta-
cionarios, con Xy = 0, que representa el trabajo acumulado que se recibe desde cada fuente).
Entonces, el trabajo total que recibe el sistema es:

X, =>x7 t>0 (5.1)
j=1

Y la cantidad de trabajo del sistema con n fuentes en estado estacionario se puede expresar
como:

W =X, -0t=Y" (X}j) - ct) (5.2)
j=1
donde c es la capacidad por fuente del servidor y C es la capacidad total. Considerando ademaés
que el tamano de la cola es:

Qn = sup W™
t>0

buscaremos una estimacién para P(Q, > B) = P(Q,, > nb) donde b es el tamafio de buffer
disponible por fuente y B es el tamafio total del buffer. Esta cantidad da una idea del valor de
la probabilidad de que el sistema supere su capacidad de almacenamiento y por lo tanto haya
pérdida de datos.

5.1. Grandes Desviaciones

Vamos a utilizar, sin demostrar, el siguiente teorema que proporciona un principio de grandes
desviaciones para variables aleatorias id.
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Teorema 5.1 (Cramér) Sea {X,}, oy una sucesion de variables aleatorias independientes e

_ n
idénticamente distribuidas y X, = % > X, el promedio de dichas variables. Sea p, la medida
j=1

inducida en R por la variable aleatoria X,,, es decir p,(B) = P(X,, € B). Se cumple entonces
que la familia {u,} satisface el siguiente principio de grandes desviaciones:

1 1
— inf A*(z) < lim inf —log (1, (T') < lim sup — log p, (T') < — inf A*(z) (5.3)
z€el? n—00 n n—00 n z€l
donde T' es un boreliano en R, A*(x) = sup {sz — A(s)} y A(s) = logEe**i es la funcion
seR

generatriz de momentos logaritmica comin a las X; y se denomina funcién de velocidad.
Aplicando este resultado a las variables Wt(") definidas antes, se obtiene la siguiente proposicién:

Proposicion 5.2 Sea Wt(n) definida como en 5.2 con t fijo. La sucesion %Wt(n) verifica un
principio de grandes desviaciones con funcidn de velocidad A} (z) = sup {s(z + ct) — log Ee**t }.
s>0

En particular, si b+ ct > EXy se cumple que:

1 1
—Aj(b%) < lim inf ~ log P(W,™ > nb) < lfm sup — logP(W™ > nb) < —AF(b)  (5.4)

n—oo n— oo n

Demostracion:
La demostracién consiste en aplicar el teorema de Cramér e identificar los términos que aparecen

en la ecuacién 5.3. Sabemos que Wj* = 3 Yt(j ) donde Yt(j ) = (Xt(j ) _ ct) es una sucesién de
=1

v.a. iid, pues las variables Xt(j ) son copias independientes de la variable X;. Entonces aplicando

el teorema de Cramér a las variables Yt(") (con t fijo) y observando que Y;* = %Wt”, se tiene
que:

1 1 1 1
— inf A*(z) < lim inf —logP (=W €T) < lim sup —logP(=W € T') < — inf A"
Juf, (x)_nirr()loln ~log (n e )_nLn;obupnog (n el < inf (x)
(5.5)

Se puede probar ademéds que si A(s) = logEe®Yt < oo para algtin s > 0 entonces EY; < oo
y Vo > EY;, A*(z) se escribe como A*(z) = sup {sz — A(s)} y es no decreciente en z > EY;.
s>0

Entonces tomando I' = (b, +00) con b > EY; =EX; — ct, se tiene que:

inf Ay () = 1inf A} (x) = A7 (D) (5.6)
zel z>b

z * . 3 * _ * =+
wlenlfo A () = ir;fb A} (z) = A7 (bT) (5.7)

donde

Ay (x)

sup {sz — A(s)} = sup {sz — log Eesyt} = sup {sx —log Ees(xt_d)}
s>0 s>0 s>0

= sup{sz — sctlog Eesxt} = sup {s(z + ct) — log Eesxt}
s>0 s>0

Sustituyendo 5.6 y 5.7 en 5.5 y observando que P(%Wt” e I') = P(W/ > nb) se obtiene el
resultado enunciado.
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Corolario 5.3 En las hipdtesis de la proposicion anterior, si Aj(x) es continua en b, se tiene
que:

1 n
l{im —logP(Wt( B nb) = —A;(b) = —sup {s(b + ct) — log Ee*** }

n—oo N s>0

5.2. Estimacién de la probabilidad de pérdida

Veamos entonces la relacion entre la probabilidad de pérdida y el ancho de banda efectivo.

Teorema 5.4 Sea Wt(n) definido como en 5.2 y sea @, = sup Wt(n) el tamano de la cola en
>0
estado estacionario del sistema. Supongamos que:

1. 359 > 0:a(sp,t) < <cVt>ty

2. lim sup log Ee*Xt'e = 0 Vs > 0 donde XJ'. = sup X'
e—0 ’ 0<t<e

Entonces, se cumple que:
1 1
—I(b%) < lim inf ~log P(Qn >nb) < lim sup —log P(Qy > nb) < ~1(b) (5.8)
donde

— 1 3 _ sX¢
I(z) = %gf(; Zg}g {s(z + ct) —logEe**+}

Demostracion:
Vamos a probar primero la desigualdad de la izquierda de la ecuacién 5.8. Observemos que,

P(Q, > nb) = P(sup W™ > nb) > P(W™ > nb) V7 >0
t>0

Entonces tomado supremo en 7 se tiene que,
P(Q, > nb) > supP(W™ > nb)
>0
Y entonces,
1 1 (n)
—logP(Qy > nb) > —log |sup {P(WT > nb)}
n n >0

Ademsds tomando limite inferior se conserva la desigualdad, entonces:

1 1 ‘
lfim fnf —logP(Q, >nb) > lim inf = log [sup {P(WT(”) > nb)}
n

n—o0 n—oo M >0

| :
— lim fnfsup {log {P(WT(") > nb)}

n—oo 7_20 n

Y

X :
sup [ lim_inf ~ log {P(WT(") > nb)}

>0 |70
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Entonces usando la primera desigualdad de la ecuacion 5.4, se tiene que:

lim 1nf — lOg P(Q, >nb) > sup—AL(b")=— ir;f Ax(bh)

n—oo >0

= —infsup{s(b" +ct) —log EeSXt} =—1(b")
720 5>0

Para probar la desigualdad que falta, vamos a suponer que las variables Wt(") estan indexadas
en N (tiempo discreto); entonces,

teN

P(Q, >nb) = P(supW™ > nb) (U {W(") > nb}> <SP > nb)

teN teN
= ZP W™ > nb) —l—ZP " > nb)
t<to t>to
— 4 rtri{%z(P(Wt(n) > nb) + ; P(W,"™) > nb)
t>to

Entonces tomando logaritmo y dividiendo entre n se obtiene,

1 1
il < = {
- log {P(Q,, > nb)} < - log { to Itrg%[)fP( ) > nb) + E P(W, ) > nb)

t>to

Por otro lado, usando que z + y < 2méx {z,y} con z,y > 0 resulta que:

log(2)

IN

1 1
— 1 — 1 A
- og (x +vy) - + - og[méx {x, y}]
log(2 1
= log(2) + ma’,x{ log(z),
n

n

log(y)}

1
n
Y aplicando esto a la ecuacién 5.2 con x = ¢ maxP(W( Wosab) ey =3 PW™ > nb) se

t<to t>to
tiene que:

log(2)

%IOg {P(Qn >nb)} < +méx{71]10g($)»71110g(?/)}

Y entonces,

n—oo

1 1
hm sup — log {P(Q, >nb)} < lim supméix { log(x), - log(y)}

= mzix{ lim sup — log( ) hm sup — log( )} (5.9)

n—oo
Para calcular lim sup 1 log(z) donde & = tg I;lég(P(Wt(") > nb) observemos que:
n— oo >

P, > nb) = El{Wt(")>nb} <EefWTmh) s >0 (5.10)

donde:
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s 3 (j>7c —-n s 3 (j)fnc -n
EeS(th—nb) — Ee (]El(Xt t) b) Ee <J§l Xt ‘ b>

Z X(J)

— e—ncta nbsEe =1 _e—rLs(b+ct) (Eeth)”

e—ns(b-{-ct)enAt(s) _ e—ns(b-‘rct)-‘rnl\t(s)
Sustituyendo esto en la ecuacién 5.10 resulta que:

P(Wt(") > nb) < e~ mebretnAis)  yg 5 (5.11)

En particular,

P(W(n) > ?’Lb) < 1/2% {6fns(b+ct)+nAt(s)}
Entonces,
to méxP(Wt(") > nb) < to max [fnf {ens(b+ct)+nAt(s)}]
t<to t<ty |s>0

Y por lo tanto:

IN

1 1 1
— log {to ?é&;XP(Wt(n) > nb)} 70g(t0) + = log {méx [inf {e‘”s(b+Ct)+”A‘(s)}] }
n 0

n t<to |s>0

_ log(to) + max {mf 710g{ —ns(b+ct)+nAt(s)}:|

n t<to |s>0M
log(to) .
= + méx |inf —s(b+ ct) + A¢(s)
n t<to |s>0
Finalmente tomando limite superior resulta que:
, 1 , (n)
— < _
nlggo sup — log {to rtxgz(P(Wt > nb)} rtxgz( [gf s(b+ct) + A(s )} (5.12)
Para calcular lfim inf L log(y) donde y = >° P(Wt(”) > nb) utilizamos la acotacién dada por
n—oo >0
5.11 obteniendo:
Z P > nb) Z e—ns(b—‘—ct)—‘—nAt(s) — e—nbs Z e—n(cts—At(s)) Vs> 0
t>to t>to t=>to

Ademaés sabemos que por hipdtesis existe so > 0 tal que o (sg,t) —c = ﬁAt(so) —c<d—-¢c<0
Vt suficientemente grande. Entonces A¢(sg) — soct < —dt con § > 0. Utilizando esta cota en la
ecuacion anterior se obtiene que:

e—anO—n5t0

Z P > nb —nbso Z e—nét ﬁ

t>to t>to

si to es suficientemente grande. Ahora, tomando logaritmo y dividiendo entre n, se tiene que:

10 ZP I R W TR | _né
g >nb) Snlog —=s ) = bsg — dtg nlog(l e ")

1
t>to
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Finalmente tomando limite superior, resulta que con ty suf. grande:

1
hm sup — log Z P(W, ) > nb) < lim sup {—bso — 6tp — — log(1 — e—"5)}
t>t0 nmee n
S —bSo — (5t0 (513)

Entonces, sustituyendo 5.12 y 5.13 en 5.9, resulta que:

1
lim sup — log {P(Q, > nb)} < méx {méx {inf —s(b+ct)+ At(s)} ,—bsg — 6150}
n— oo n t<to |s>0
Tomando limite con 5 — oo, se tiene que:

lim. sup — log {P(Q,, > nb)} <sup inf {A(s) —s(b+ct)} = —I(b)

>0 $=

que es la cota superior buscada. Nos queda probar la desigualdad de la derecha en el caso de
tiempo continuo, para esto consideramos el siguiente proceso indexado en N:

Wp=  sup Wt(")
ke<t<(k+1)e

Por definicion,

Q. = sup Wt(n) = sup sup Wt(") = sup W,?
t>0 kEN | ke<t<(k+1)e keN

Entonces,

P(Q, >nb) = P(supWj >nb) < ZP(W,? > nb)
keN e
ko mxp(w,g >nb)+ Y P(W > nb)
<Ko
k>ko

IN

Para acotar el primer sumando vamos a utilizar argumentos similares a los que usamos en el
caso discreto, mas la desigualdad de Holder. Entonces, como antes tenemos que:
P(W]? > ’I’Lb) El{Wn> b} < Ee’ ( nb) _"bSEeSVAVl? Vs >0
Entonces,
P(WJ > nb) < inf {e*”bSEeSW’?}
s>0
Y por lo tanto:

ko maXP(VV,C > nb) < ko méx inf { "bSEeSWx?}
k<k}0 s>0

De donde,

1
- log (ko max P(W] > nb)) log(ko) + max inf {—bs + —log EeWi }

k<ko s>0
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Entonces,

hm sup — log (ko }criézx P(W > nb)) < lim sup [max inf { —bs + — log Ee*WV# H (5.14)
0

n—o00 k<kgo s>0

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Holder se obtiene que:

log EesWi < alogEesWie 4 (1 — a)log Eem=Vi" v 0<a<1 (5.15)
donde
W= sup {W] -W.}
ke<t<(k+1)e

Entonces, sustituyendo 5.15 en 5.14 y recordando que W;* es un proceso de incrementos esta-
cionarios resulta que:

. 1
1 log ( ko maxP(W{' >nb) | < méxinf{ —b 1 —log Ee "k
Jm sup og( 0 méx (Wi >n )> < kmﬁé);;g(){ s—l—oznun sup — log Ee

S~ sup W/
+ (1-a) hm sup — IOgEe 0<t<e }

n .
Ademds por definicién, W = 3 X,gje) — cke, entonces:
=1

De donde,

flogEeaW’?‘ = log {e_imke (Eeixke)n} = Zke + log Eea X
@
Y por lo tanto:

 lim sup — IOgEWW’“ = —ske + alog Bea Wi

n—oo

Entonces, sustituyendo en la expresion obtenida anteriormente se tiene que:

4 o < 2 Wie
nl;rr;o sup — log <k0 irgggP(Wk > nb)) irggg ;I;i(“){ 5(b+ cke) + alogEea"*

=5 sup W/
+ (1*04)710gE6 o<t<e }

Sea (I) = %log (k}o }vnf%eXP(VAV,? > nb)), entonces tomando limite con ky — oo, resulta que
<ko
Ve > 0:

. 1 =5 sup WY
lim sup(I) < supinf {—s(b+ cke) + alogEea™* + (1 — a)—log Ee' °osi=e }
n— oo k>0s>0 n

s 1 =5 sup Wy
sup inf {—s(b+ ct') + alogEe=™ + (1 —a)—log Ee “osise }
t/>05>0 n

IN
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Utilizando la segunda hipdtesis, se puede probar que:

s n
=5 sup W{

1 —a
lim sup — log Ee 0<t<e —0
e—0 n

Entonces, tomando limite con € — 0 en la ecuacién anterior, se tiene que:

lim sup(I) < supinf {—s(b+ct')+alogEe~*r}
n— o0 t/>05>0

= asup inf {fi(b +ct') + logEeixf’}
>0 s>0 Q

= asup inf {—s’(b +ct') + log Ee® X }
/>0 s'>0

Por tdltimo, tomando limite con o — 1 se obtiene como en el caso discreto que:
1 A ,
lim sup — log <k0 max P(W[' > nb)> < sup inf {s’(b + ct') + log Be® X }
n—00 n k<ko t/>08">0

Falta calcular lim sup + log P(W > nb , por 5.14 y 5.15 sabemos que:

P(W} > nb) < e Ee W Vs > 0
b s n « s Wn,e (17&)

< e—ns(Ee;Wk€>nb> (Eem 8 ) V 0<a<l Vs>0

Por otro lado:
. n Xj _ "
BeiWi — Ee“(;; ) = ¢ w (R (BewXee)" = ema ek enine(D)

Entonces,

<EQ§WI:I?)Q _ efnsckeenoz/\ke(i) _ ena(Ake(f)_%ke)

Por lo tanto,

s

~ s scke n,e (1_0‘)
PP >nb) < e mbsena(tee(d)—=5) (Eel—awk ) VO <a<1Vs>0 (5.16)

Por hipétesis sabemos, que existe sg > 0 tal que; a(sg,t) = éAt(so) <cd <cconc>0Vt
suficientemente grande. Entonces A;(sg) — spct < —d6t con & > 0 V¢t suficientemente grande.

Ademsds, evaluando 5.16 en s = asg, se tiene que:

~ sgo n,e (17‘1)
P(W] > nb) < e oo enalhee(so)=socke) (Ee&W’c ) V 0<axl
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Entonces,
SR ) < e (o) T S et -soe)
E>ko E>ko
s e\ (1—
_ —nbsga (Eelﬂ Wn )( @) E el Ak/(so soc/c/)
k’ZkO/
5Q
< efnbsoa (Eel— ) § en —8K')
k' >ko'
o 1— —nadky’
— g Mbsoa Eelan"E (1-a) e ’
1 — e—nad

(1—a) e—nbs(Joze—na(SkU/

spa n,e
aWk )

= (Eelf

Tomando logaritmo, se tiene que,

1— efnaé

]_ A sgo n,e (1_a) 1 ].
- log Z PW) < log (Eel =W ) + - (—nbsoor — nadky') — - log (1 — e*"a‘s)

k>ko
Entonces,
’ , 1 sgo Wn,e (170‘)
lim sup — log Z <  —bspax — adky’ + lim sup — log (Eel—a k )
n—oo n— oo n

k>ko

— h’m sup 1 log (1 — e*”a‘s)

s n,e (1—04)
< —bspa — adky' + hm Supflog (Eeloawk )

Tomando primero limite con € — 0 y luego limite con o« — 1 resulta que,

lim sup — log Z P( Wk ) < —bspa — adky’ < —bsg — ko’

n—oo
k>ko

Volviendo entonces a la acotacion inicial tenemos que;

lim sup log P(Q, > nb) < médx {sup 1nfO {s’(b +ct') + log Ees/xt’} , —bspar — aékol}
n— oo t'>0S >

Y finalmente, como hicimos en el caso discreto, tomando limite con ky — oo, se obtiene el
resultado deseado:

lim sup — log P(Q, > nb) < sup 1nf0 {s’(b + ct') + log Ee® X }
>0 >
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6. Unicidad

Si buscamos otra medida del uso de los recursos necesarios para el procesamiento de datos
en un sistema como el que venimos manejando que sea de la misma forma que el EB, es decir
FYE(f(X))), que cumpla ademas alguna forma simple de agregacién de flujos independientes
(en el caso del EB vimos que esta forma es la suma); nos encontramos que bajo hipdtesis generales
de la funcién f,a menos de una transformacion afin, esta debe ser la funcién exponencial.

Proposicion 6.1 Sea X wuna variable aleatoria acotada, f : R — R convexa y estrictamente
creciente. Se define Cy(X) = f~1 (Ef(X)). Si f es una funcion de clase C* y existe A : R* — R
diferenciable con A(z,y) = A(y,x) Ya,y que cumple que:

CrX +Y) = A(C(X),Cp(Y))

VX,Y wv.a. acotadas e independientes, entonces a menos de un transformacidn afin, f(x) =z o
f(z) = e para algin a > 0. Ademds A(z,y) =x+y

y—

a

b
Observacién 6.2 Si f(z) = ag(z) +b = y entonces f~'(y) =g * < ) Sea X una v.a

acotada, entonces:

Cr(X) = fTHEf(X)) = [ (E(ag(X) + 1)) = f~ (aBg(X) +b) = g~ (Eg(X)) = Cy(X)

Demostracién:
Dado h > 0, sea C(h) = Cy(X + hY) = f~H(Ef(X + hY)), entonces:

Ch) = (FYBFX +hY)E( (X +hY)Y) (6.1)
| ,

= FEIE )t XY (6.2)

S E(f'(X +hY)Y) (6.3)

fI(Cp(X 4+ 1Y)
Evaluando en h = 0, se tiene que:

E(/(X)Y) _ Ef(X)EY

CO=TFenm = P 04
Por otro lado, C(h) = C§(X + hY) = A(C¢(X),Cs(hY)), entonces
Clh) = 5 (C(X), 3 (h ) 5.5 (Y )
Sustituyendo X = 0 en 6.1, se tiene que:
9 _E(f'(hY)Y)
an ") = e,y
Evaluando en h = 0, se obtiene:
oy OA E(f'(0)Y) 0A
c(0) = afy(cf(X)aCf(O))W = éTy(Cf(X),O)E(y) (6.5)

Entonces, V X,Y v.a acotadas e independientes se cumple que:

Ef(X)EY 094
FO0) = 9y (CrO00B0)
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de donde
Ef(X) 0A

— C

e,y ~ oy Y
vV X v.a. acotada. Dadox >0y 0<p<1,sea X va.talque P(X =0)=pyP(X =2)=1—p,
entonces:

Ef'(X) = f(0)p+ f'(x)(1-p)

y
Cp(X) = [Hf(0)p + f(z)(1 = p))

e deine EBf(X) _ FOp+P@)i-p)

_ p —p

HO) =05 =PI 0O + F@)1 - p)
0A 0A , .,

De 6.4 y 6.5, se tiene que H(p) = i (Cf(X),0) = 6—y(f (f(0)p+ f(z)(1 —p)),0) Vz,p. Por
lo tanto:

F1Op+ f(@)1=p) = f(F(fO)p + fz)(1 - p)))%(f_l(f(o)p + f(z)(1=p)),0)

Derivando con respecto a p, se obtiene que:

f10) = f'(z) = f”(f_l(f(o)erf(w)(l—p)))a(p)%(f_l(f(o)p+f(w)(l—p))70)

2
PO+ F@ P55 (O f@)(1 ). 0)ar)

f(0) — f(x)
S O)p + f(2)(1 = p)))

con a(p) = (f 1) (f(0)p+ f(z)(1 - p)) =

Evaluando en p = 1, se tiene que:

(f71(£(0),0)

FO)- s = o) e

7UT0)
2
7 0)) (f ;;‘ ('

/" )7 82A o o
(f’(()) dy (0’0>+3m3y<070)) (£(0) = f(z)) = C(f(0) — f(x))

_|_

s
—~

(=]
S~—
S~—

=
=

Por lo tanto:

f'(@)=Cf(z) + D
con D = (f'(0) — Cf(0)) de donde, f(z) = Dz +bsiC =00 f(z) =b+ce®™ si C #0. En
ambos casos resulta que A(z,y) =z + y.

Observacion 6.3 Si ademds f es estrictamente convexa, entonces a menos de una transfor-
macion afin, f(x) = e*® para algin a > 0; obteniéndose en este caso la funcion ancho de banda
efectivo.
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7. Flujos Markovianos

En esta seccion definiremos Flujo Markoviano y calcularemos su ancho de banda efectivo.
Para esto serd necesario repasar previamente algunos conceptos de Cadenas de Markov en tiempo
continuo.

7.1. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov en tiempo continuo es un proceso estocastico {X;},~, en (22,4, P)
que toma valores en un espacio numerable E (espacio de estados) tal que

. . . . . .\ de
P(Xt+s = j|Xt = ’L7Xt1 =J1, ath = jk) = P(Xt-i-s = J|Xt = Z) :f ]Dij(tvs) (71)

ViseRVOLSt <ty <---<tyVj, -,Jk 7 € E. Esta propiedad se llama propiedad de
Markov. Si ademds P;;(t,s) no depende de t, es decir

P(Xips = j| Xy = 1) = P(Xs = j|Xo = 1)

la cadena se llama homogénea. En este trabajo se tratard siempre con cadenas homogéneas y se
denotard P;;(t) a la probabilidad de transicién del estado i al estado j en tiempo ¢. Se denomina
matriz de transicion de la cadena a

P(t) = (Pij(t))ijeE

Y a la familia {P(t)},-, se le denomina semigrupo de transicion con la convencién P(0) = Id.
Usando la propiedad de Markov se prueba que

Pij(t+s) =Y Pu(t)Prj(s) YV t,s>0V ijeE
keE

lo que en términos de matrices resulta:
P(t+s)=Pt)P(s) YV t,s>0

Estas ecuaciones son llamadas Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. La distribucion de la cadena
en tiempo ¢ es el vector u(t) donde la i-ésima coordenada es:

pni(t) = P(Xy =) Z 15 (0 = (u(0)P(t)):

JjEE
En términos de matrices se tiene que:
u(t) = u(0) P(2) (7.2)
Es decir que la distribucion de la cadena V¢ > 0 s6lo depende de la distribucién inicial y del
semigrupo de transicién. Se demuestra también que V 0 <t <ty <--- <trp v Yjo,J1, - ,Jk €

FE se cumple

K
P(Xy, =j1,- - Xy =) = Z P(Xo = jo) sz'_,-_u'j (tj —tj—1)
JoeE Jj=1

Es decir que las distribuciones conjuntas del proceso también dependen tinicamente de la dis-
tribucién inicial y del semigrupo de transicién. Si se tiene que P(t) es continua V ¢t > 0 (basta
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con que sea continua en el origen; es decir P(t) — Id = P(0)) se demuestra que existen las

t—
derivadas: ) )
o — Dii .
¢ = lfﬂlt} —, € [0, +00] Vi
o pij(h) o,
¢ij = %{g P €[0,4+00) Vi, j i#j

Se llama generador infinitesimal de la cadena a la matriz @ = ((¢;;))i,jer donde ¢;; con i # j
definido como antes se interpreta como la cantidad de transiciones del estado ¢ al estado j por
unidad de tiempo y se define q;; = —q; que se interpreta como la cantidad de transiciones que
salen de ¢ por unidad de tiempo. Entonces se tiene que:

L AP
Y N P

En términos de matrices se tiene que @ es la derivada de la funcién matricial ¢ — P(t) evaluada

en cero. Se tiene entonces que

P(t)=exp(@Qt) Vt>0 (7.3)

Por otro lado se dice que la cadena es estable si ¢; < +00 Vi y se dice que es conservativa si

¢ = > ¢j . Las cadenas con espacios de estados finito son estables y conservativas. Una
JEE,j#i

distribucién invariante es un vector de probabilidad en E, w = (71,72, -+ ) tal que
m=Plt)r Vt>0 (7.4)
Si la distribucién inicial es una distribucién invariante resulta que.

p(t) = p(0)P(t) = p(0)

Es decir P(X; = j) = P(Xo =j) Vt > 0, Vj € E. El vector de probabilidad 7 para ser invariante
debe ser un vector propio fila para todas las matrices del semigrupo de transicién. En el caso de
matrices finitas se demuestra la siguiente equivalencia:

T=Pt)rVterQ=0 (7.5)

Si {Xt},> es una cadena de Markov homogénea en tiempo continuo, se define {7,},~, la
sucesién de los tiempos de transicién de {X;},., donde 79 = 0 y 7, = oo si hay menos de n
transiciones en (0, 00). Para cada n > 0, 7,, es un tiempo de parada con respecto a X;. Entonces,
X, definido por: X,, = X, y Xoo = A (donde A es un elemento arbitrario que no pertenece a
E) es una cadena de Markov homogénea en tiempo discreto. Entonces,

Definicién 7.1 Una cadena de Markov en tiempo continuo {X;},~, se dice irreducible si la
cadena { Xy}, definida antes es irreducible. a

Definicién 7.2 Un estado i € E se dice recurrente para { X}, si es recurrente para { Xy}, < -
La cadena { X1}, se dice recurrente si todos los estados son recurrentes.

Recordemos que, si (X, )n>0 es una cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de estados

—+oo
E, se dice que es recurrente si V i € E se cumple que P( U [Xm=1]|X0= z> =1 (la
m=1
probabilidad de retornar a i es uno). Ademds se dice que es irreducible si V i,j € E se cumple
que p"(i,7) > 0 para algiin n > 0, donde p"(i,j) es la probabilidad de pasar del estado ¢ al
estado j en n pasos. En lo que sigue utilizaremos sin demostrar el siguiente teorema:
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Teorema 7.3 Si {X;},., es una cadena de Markov homogénea, irreducible y recurrente en-
tonces existe una unica distribucion invariante m y se cumple ademds que:

lim P(X; =x;) =m;

t——+o0
para toda distribucion inicial p(0) en E.

Vamos a definir ahora el proceso para el cual calcularemos el ancho de banda efectivo. Sea Y;
una cadena de Markov en tiempo continuo homogénea (CMH), irreducible y con espacio de
estados finito E = {hy, -+ At con h, ERVi=1,--- ,my0<hy <- < hp. Se define flujo
markoviano modulado por Y; al proceso

t
X, = / Yids (7.6)
0

Entonces por el teorema anterior sabemos que existe una inica distribucién invariante 7. Toman-
do como distribucién inicial de la cadena la distribucién invariante, Y resulta un proceso esta-
cionario y por lo tanto X; es un proceso de incrementos estacionarios. X; representa el trabajo
acumulado en [0, ¢] recibido desde una fuente que envia datos a velocidad Y;. Los estados h; de la
cadena representan la velocidad con que se acumula trabajo. Dichas velocidades son constantes
y cambian aleatoriamente, por lo cual el proceso X; tiene trayectorias lineales a trozos, continuas
y con pendientes dadas por los estados h;. La cadena Y; se llama cadena modulante.

7.2. Ancho de banda efectivo para un flujo Markoviano

Vamos a calcular ahora el ancho de banda efectivo para un flujo Markoviano. Veremos que
este depende del generador infinitesimal de la cadena modulante Yz, los estados de la misma y la
distribucién inicial (es decir la distribucién invariante). La férmula se debe a Kesidis, Walrand
y Chang [5]. En este trabajo presentamos una demostracién alternativa a la de los autores.

Teorema 7.4 Sea {X;},-, un flujo markoviano modulado por Y, CMH irreducible, con gener-
ador infinitesimal QQ y estados 0 < hy < -+ < hy,.Sea H una matriz diagonal con H;; = hy,
7 la distribucion invariante de la cadena y 1 un vector columna con todas las entradas igual a
1. Entonces:

a(s,t) = ilog {rexp[(Q + Hs)t] 1) (7.7)

Demostracion:
Por definicién a(s,t) = é log EesXt, entonces basta probar que:

Ee*™Xt = mexp [(Q + Hs)t]

Nuestro proceso es:

t n
t
X, = | Yids= U § -Y.
¢ S 1m kiln %t

O n—oo
donde escribimos la integral como el limite de sumas de Riemann. Entonces:

"
ot s lim Y %Yk
Eeth — :Eesj0 Y.ds — Ee n—oo i~ nt

s Y

= Elime *=

n—oo

=

t
n t

3
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Por definicién de X, se tiene que | X;| < h,,t < oo y por lo tanto e5Xt < e*hm? < oo con lo cual
vale el teorema de convergencia dominada y resulta que:

Ee*Xt = lim Ee’" &' (7.8)

n—oo

sty
Ademés la variable ¢’ " ¢ es discreta ya que depende de los valores de la cadena en los tiempos

%t y podemos calcular su esperanza:
n t
H Jk—1Jk E

k=1

2
m n . n n
3 e ) st [T ()
Z ﬂ—(j()) H e’n JkPJk 1k (:L)
k=1

J0sJ1s s Jn=1

Z 7(j0) Z zm: He whi Py <;)

Jo=1 Jn=1 \J1, Jn-1=1 k=1

S

n
ty sy 2 by,
Ee " & g e "R=

Il
]
i :E]

Definiendo la matriz auxiliar
Sth . . .
Aij(t) =€ P,t) Vi,j=1---m
se puede reescribir la ecuacion anterior como:

EeS%Y%t = Z 7T(j0) Z Z H Ajk—ljk (2)

Jo=1 Jn=1 g1, Jn—1=1 k=1

o S ORROIN

que es la entrada jgj, de la matriz A™. Entonces resulta que:

B EYE i”o i{ (7’;)]71 :iw(jo) {A(i)}%

Jodn  jo=1 Jo

donde ademés

Il

3
| — |

b
/‘\
v
| I

Por lo tanto sustituyendo en 7.8 se tiene que:

EeXt = lim~ {A <t)] 1=r ( lfm [A <t)] ) 1
n—oo n n—oo n

Sélo resta probar que:

Jim [A (D]n — exp [(Q + Hs)t]

n—oo
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Por definicion:

S,th
t t e t
A (> o <) “p () c, (7.9)
n n . n
Se admiten ademds los siguientes desarrollos:

P (2) = P(0)+ P/0)% 4o (i) —[d+Q (2) +o (;) (7.10)

Co=ra+ s (L) o) (7.11)

n n

Donde o (%) representa una matriz cuadrada tal que n|lo (%) || — 0; entonces sustituyendo
n—oo

los desarrollos 7.10 y 7.11 en 7.9 resulta que:

1) = rG)e= (e (G)eeG)) (e (G) = (5))

t 1
Id+(Q+Hs)n+o(>
Y por lo tanto:

n

n 1 n
G - [erem (G) o )]
n n n
Por lo cual hay que probar que:

{Id+ (Q+ Hs) (2) +o0 (1”” — exp [(Q + Hs)t]

n n— o0

que es una generalizacion del caso real:

(oo (D)
1+—4o|— — e
n n n—oo

Demostraremos entonces que para cualquier matriz cuadrada B, se cumple que:

[IdJr g +o <;>r — exp(B)

n—oo

Para esto se considera B,, = [Id + % +o0 (%)]n y probaremos que:

n
B, —
k=0

k
K

n—oo

Escribiendo
B n
B, = (Id+ ) + B),
n

se tiene que:
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I
' <Id+i>n—2if

B
Probaremos que ambos términos tienden a cero. Como las matrices Id y — conmutan se puede
n

B, —
k=

-~ B
< Kl

Id+ — Bl — —
< +n> TP Z k!

IN

+ 1Bl

utilizar la férmula del binomio de Newton para obtener:

Id+—=) =Y — [
(e 2) -5 H(M) Z

C 1 " |cr
TL
k=0 =
cp 1
Como — < o se tiene que:
‘(Id‘Fn) _Zﬂ < Z(nk—)HBH
k=0 k=0
_ el BIF - 1181
- ch nk 72 kl
k=0 k=0
n n k
_ (1 BUNT O~ UBIE s _ s
n = k! n—oo

Miremos ahora el segundo término:
B 1\1"
Id+ — — 1d C
e oo () - e 2 < e
n n—k k
B 1 B 1
Sr (1 20) o () - 2 o 1)
= n n n n

Usando el teorema del valor medio:

flx+h)— f(z)=f'(x+6h)h con 6€(0,1)

n—1
ienzn (e oo ) o G2)
n n n

Lo que demuestra que:
B, 1\1"
|:Id—|—L+O ()] — exp(B)
n n

n—-4oo

n—k k

B

1Bl = Id+—

)
-2y

IN

se tiene que:

— 0
n—oo

Y por lo tanto tomando B = (Q 4+ Hs)t queda probado que:

(Id L (Q+ Hs) <2) +o (i))n s exp[(Q+ Hs)

Y esto prueba el teorema.
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Observacion 7.5 Es importante resaltar que en el cdlculo anterior, en ningun momento uti-
lizamos que la distribucion inicial fuera la invariante. Esta hipdtesis solo es necesaria para que
el proceso X; sea de incrementos estacionarios y por lo tanto tenga sentido calcular el ancho de
banda efectivo.

8. Estimacién gaussiana asintética para ofs,t)

Sea {X;},~, un flujo Markoviano, modulado por Y; cadena de Markov como antes. En esta
seccién vamos a hallar un estimador consistente del ancho de banda efectivo para X; a partir de
trayectorias de tréfico (traffic traces). El siguiente teorema (sin demostracién) da una estimacion
gaussiana asintética de @, en funcién de las trayectorias de trafico.

Teorema 8.1 (Lebedev-Lukashuk) Sea (X;);cg+ CMH irreducible con espacio de estados
finito S = {1---k} y generador infinitesimal Q = (i), j=1...) desconocido.
Sea D = {(i,7) € S x S/Xij >0} y el EMV de \;;, dado por

(i, j, nx)
7(i, nx)

Al(a) = (8.1)

donde (i, j, h) = ndmero de transiciones de la cadena de i a j en el intervalo [0,h] y 7(i,h) =
tiempo que permanecid la cadena en el estado i durante el intervalo [0, h]. Entonces, se cumple
que:

1. lim |5\Z(u) —Aij| =0 c.s.

n—-+4oo
2. (\/nu(j\f}(u) */\ij))i,jeD nﬁz}o ( %Wij(u))me[) como proceso estocdstico en u €
[0,1], donde W = {Wi;},;cp denota un proceso de Wiener standard.
Corolario 8.2 Tomando u =1 se tiene que la sucesion de v.a. (5\:‘]) 5 cumple que:
ije
An )\) —w N % 8.2
(B =), = NOD) (8:2)

Aij
donde ¥ = L1, _ _
onde () =) € My(k—1)xk(k-1)
Demostracion:
Del teorema 8.1, se deduce que
(A=) =" NE) (8.3)

i,jED n—+o0

donde ¥ es la matriz de covarianzas de (W;;) que son procesos de Wienner estandar inde-

pendientes. Por lo tanto:

ijeD

1 sii=kyj=I
Cov (Wij(u), Wii(u)) = { 0 en otro gago

Ai
y entonces Y = 77Ik(k—1)
(%)
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Observacion 8.3 De aqui en mds trabajaremos con u = 1.

A partir de los EMV de J\;;, vamos a construir un estimador consistente de a(s,t). Se define

A= (Nij)i<izi<k

+)k(k71)

vector de elementos no diagonales de Q. A € R¥*~1) y se define Q : (R — M tal

que Q(A) = Q donde:

ij = —Ai sli=]

La funcién reconstruye () a partir de los elementos no diagonales (pues la cadena es conservativa).
Sea Q € My« tal que Q” =Njsij<ky sz =1(Q,Ay Q contienen exactamente la misma
informacién). Vamos a pensar cualquier pardmetro que dependa de @, como funcién de A. Se
tiene que si 7 es la distribucién invariante, entonces 7@ = 0, ademds < m,1 >=1 (por ser vector
de probabilidad). Esta informacién se puede resumir en la siguiente ecuacién: 7TQ = ey, es decir
que 7 depende de @ y por lo tanto consideramos m = 7(A). Definiendo:

B:RFFD s My tal que B(A) = exp[(Q(A) + Hs)t] (8.4)
g :RFE-D LR tal que g(A) = n(A)B(A)1 (8.5)
Y :RFETD LR tal que p(A) = %log(g(A)) (8.6)
resulta que:
a(s,t) = ¥(A) (8.7)

El siguiente teorema probado en [6] da una estimacién gaussiana asintética de a(s,t).

Teorema 8.4 Sea X; flujo Markoviano modulado por Y; como antes. Se considera para s,t
fijos, a(s,t) como en 7.4, 1 como en 8.6 y Ai; como en 8.1. Entonces tomando:

A= (A3)
1<i#j<k

a”(s,t) = p(An)

resulta que:

1. /n(a™(s,t) — a(s,t)) :iw N(0,02) con 0? = Vi(A)SVY(A) donde X es la matriz de

covarianza vista en el corolario 8.2.

2.
2 Aij OP(A)?
7 o (z,jz)éDﬂ—(l) (r“))\”
o -1 2
- (m—zz 8AZ])B(A)1+7T(A)Z A(A)

i,j€D
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=1 iy |
donde A(A) = T(Q(A) +Hs)'VI(Q(A) + Hs)' """ siendo VI € My (R) tal que
N 1 sti=lyj=m=#i
VHim=1 -1 sil=i=m
0 en otro caso

Para la demostracion de este teorema, se necesitan 2 lemas previos.

Lema 8.5 Sea (Z,)nez una sucesion de v.a en R4, d > 1 Y (an)nen Sucesion de nidmeros
positivos que tiende a infinito y z € R¢ tal que:
an(Zy —2) =" N(0,%)
n—-+4oo
con ¥ matriz de covarianza. Sea G : R — R diferenciable en un entorno de Z, entonces se

tiene que:

an(G(Z,) — G(z)) =" N(0,VG(2)ZVG(2))

n—-+4oo

Demostracién:

Por el teorema de representacién de Skorohod (demostraremos a continuacién la versién en R)
sabemos que existe (Z),ecn sucesion de variables aleatorias tal que Z* tiene la misma distribu-
cién de Z,, y cumple que:

an(ZF —2) &5 Z* donde Z* ~ N(0, %) (8.8)

n
n—oo

Sea G : R? — R diferenciable en un entorno de z entonces, aplicando la férmula del desarrollo
Taylor, se tiene que:

an(G(Z}) — G(2)) = anVG(2)(Z) — 2) 4+ an(Z}, — 2)'Hex (2 — 2)  con &, entre Z); y z
Entonces usando 8.8 resulta que:

an VG (2)(Z} — 2) =VG(2)a,(Z} —2z) &5 VG(2)Z*

Ademis: )
an(Zy = 2)' Hex (2 — 2) = —an(Z}, — 2)|'Hez an(Z;; — 2)
n an n
donde:
[an(Zy, — ' Heyan(Zy, — 2) == (Z*)'H.Z*
y
— 50
A, N—o0
Entonces:

an(Zy = 2)' Hey (Z, = 2) =5 0

n—oo

Y por lo tanto:
an(G(Z}

n

) = G(2)) = VG(2)Z"

n—oo
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Ademés Z* ~ N(0,%), entonces VG(2)Z* ~ N(0,VG(2)ZVG(2)!) y resulta que:
an(G(Z) — G(z)) =" N(0,VG(2)ZVG(2)")

n—-+4oo

Para probar el resultado enunciado, basta observar que Z; tiene la misma distribucién que Z,
Vn; pues entonces se obtiene que:

an(G(Z,) — G(z)) =" N(0,VG(2)ZVG(2))

n—-+4oo

Teorema 8.6 (Representacion de Skorohod) Sea (X,,)nen sucesidn de variables aleatorias

reales, tal que X, tiene funcion de distribucion F,. Sea (an)nen Sucesion creciente de reales pos-

itivos, tal que a, -~ +00. Sean i € R y X wvariable aleatoria real con funcion de distribucidon
n—-—1+0oo

F continua tales que
an(Xp —p) =" X

n—-—+oo

Entonces, existen X y X* variables aleatorias tales que X} ~ Fp,¥n , X* ~ F y

Demostracion:
Sea U ~ U0, 1], se define entonces X = F;}(U) donde F, ! es la inversa generalizada de F,,,

es decir: F,,(t) = inf{s: F,(s) > t}. Entonces X ~ F,. Andlogamente se define X* = F~1(U),
entonces X* ~ F'. Hay que probar que:

a(Xi—p 5 X

n—-+oo
Por hipdétesis,
an (X —p) =Y X

n—-+oo

Es decir:
Fo,(x,—w(s) — F(s) Vs pues I es continua
nen n—+o00
Ademas la convergencia es uniforme, es decir:

su§|Fan(Xn_H)(s) —F(s)|=C, — 0
s€

n—-+4oo
Entonces, se tiene que:
F(s) =Cn < Fo (x,—p)(8) S F(s)+C, Vs

Por otro lado:
s s
Fo,(x,—w)(8) =Plan(Xp —p) <s5)=P (Xn <p+ > =F, (u + )
Consideremos ahora ¢ € [0, 1] entonces,

{s:F(s)—ant}g{s:Fn(,u—l—)zt}g{s:F(s)—I—CnZt}
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Y por lo tanto,

Fe ey s R D) 2t o P 21-0)
Entonces;
{u+as L F(s) Zt+0n} C{s:Fu(s) >t} C {M-l—j:F(s) Zt—Cn}
Tomando infimo en s, resulta que:

inf{u—l—as:F(s)Zt—i—C’n}Zl'nf{s:Fn(s)zt}zinf{u—l—as:F(S)Zt—Cn}
S n S S

n

Es decir,
1 1
po —F 4+ Co) 2 F () 2 pt —F 71 (= Cy)

mn

Entonces,
FHt+Cp) > an(F () —p) > FHE = Cy)

Sabemos que F' es continua y creciente, que t + C), | t y que t — C), T t, entonces
FYt+Cp) LF(t) y FH(t—Cp)TF(t)
Por lo tanto:

an(F () = p) —— F7H(t)

n—-+o0o

salvo que F sea constante en un intervalo de la forma (F~'(t), F~1(¢) + &;) con & > 0. En
este caso consideramos el conjunto C = {t : F es constante en (F~!(t), F~'(t) + 6;)}. Sabemos
ademés que si t,t' € C y t # t/, entonces:

(F7Y@t), F7Y@) + o) N (F (), F7X{t") + 6p) =0

Pues en caso contrario, existe T € (F~1(t), F~1(t) + 6,) N (F 1 (¢'), F~*(t') + 1) y por lo tanto

y esto es absurdo. Entonces C es unién de intervalos no vacios y disjuntos, por lo tanto C es
numerable, con lo cual P(U € C) = 0. Entonces, probamos que Vt € C¢

Es decir:

Y esto significa que:

Lema 8.7 Considerando v como en 8.6, g como en 8.5 y B como en 8.4, se tiene que:
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L o) 1 dg(n)
' GAU N Stg(A) 6)\ij

-1

tl_l

, 9(h) _ am(n) O+ Hey V(@A) +Hs)l_1_r> )

= on, BT (

WK

I

N
I

<
I
=

T

Demostracion:

1
1. Definimos ¥(A) = o log(g(A)), entonces:
s

IM(A) 1 Jg(A)

3)\@' n Stg(A) 8/\1]

2. Por definicién g(A) = m(A)B(A)1 : RFGE-1) R

Entonces: dg(A) or(A) (B(A)L)
g T
B(A)1 AN)——2
B = o B+ () ZE
bi1 bia ... bk 1 bi1 +bia+ ...+ b1k
bo1 bos ... bop 1 bo1 + bog + ...+ boy
B(A)1 = . . ) . . = .
b1 bra ... bk 1 br1 + br2 + ... + bk
A(B(A)1) _ O(b11 + b2+ ...+ big) O(bk1 +bra + ... + brk)
B OB(A) 1
N 8)\,-j
Entonces: dg(A) dr(A) OB(A)
g T
= B(A)1 A 1 .
= o, BT () T (8.9)

Por otro lado, B(A) = exp[(Q(A) + Hs)t] : RFE=D — M., entonces

O~ DBy = Dewl(@A) + Hs)ADIQA) + Hs)ile
= Dexpl(Q(A) + Hs)] ( a(%(s))
o =1 ,p I—1—-r
Usando que Dpexp(A) = Z Z %, resulta que:
1=0 r=0 ’
dB(A St | LOQ(A e
o - >3 @)+ Hsy Q)+ Hay
o -1 71
= > TtT(Q(A) + Hs)'VI(Q(A) + Hs)' 17" (8.10)

I
(=)
5
Il
=)
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nVi = M donde
- 1 sii=lyj=m#i
V=< =1 sil=i=m
0 en otro caso
Definiendo 1
t= g
A(A) = == (Q(A) + Hs)" VY (Q(A) + Hs)' "7
y sustituyendo 8.10 en 8.9 se obtiene el resultado buscado:
dg(A)  om(A) >
= B(A)1 A AN )1
= s BT R (3 A
1=0 r=0
]

Observacion 8.8 De la proposicion anterior se deduce que,

o) 1 9g(A)
oNij  stg(A) O\

— 1 or(A) o -1

~ str(A)B(A)1 ( DY B(A)1 +7(A) <§7ZOA(A)> 1)

Ahora sf vamos a demostrar el teorema 8.4
Demostracion:

1. Hay que probar que: B
Vi (@ (s,t) — afs,t)) =" N(0,0?)

donde 0% = Vi)(A)EVH(A)!
Por Corolario 8.2: R
\/ﬁ(xgj - Aij) —~v N(@0,%)

con ¥ = %Hk(k—ly Por definicién A™ = (S\?j)lgi;éjgk; entonces se tiene que:

Vn (A, —A) =¥ N(0,%)

n—oo

Aplicando Lema 8.5 con G = 9 se obtiene que:
Vi (a®(s,t) = a(s,t)) =" N(0, V(M) SVH(A))

n—oo

Entonces: =
Vi (a(s,t) — a(s,t)) =" N(0,0%)

n—oo

con

0% = VI(A)SVH(A)



9. Estimadores Consistentes

38

2. Como se tiene ¥ = %Ik(kfl)

OV(A)? Ay IP(A)? Ae-1)
A A = — 4 ...
V(M) S(u) Vi (A) WP T BRI} W
LA A 90(A)? e
8/\k1 W(k) 6)\kk 1) 7T(k)
Ny OY(8)* Ny
- le 8)\23 7rz' Z oNij  m(i)
4 j=1 1<i#j<k

Entonces, por lo probado en el Lema 8.7 y la Observacién 8.8 resulta que:

2\, ) oo [—1 2
02:(51571.—22 J B(A)1+7(A (Z A(A > ]
1=0 r=0

i,j€D r=

lo cual prueba el teorema.

9. Estimadores Consistentes

En esta secciéon vamos a encontrar estimadores consistentes, para cada uno de los parametros
que intervienen en la férmula de la varianza obtenida en el Teorema 8.4, para finalmente obtener

un estimador consistente de la varianza 2. Para esto vamos a probar el siguiente lema.
Lema 9.1 Q) es invertible con inversa Q™' que es diferenciable y cumple

DQ7'(M)(z) = Q71 (A)DQ(A)Q ™ (x)

Demostracion:

Supongo que Q es singular, entonces existe & € R¥ no nulo tal que Qﬂ =0.Sid = (uy,usg,...

se tiene que:
k k-1
ZU?>O y Z)\Z]UJ—FU;C:O
i=1 j=1

Entonces:

Z/\ijuj = —uy, dedonde MNju; + Z Aijug = —up Vi=12--- k-1
] J=1j#i

Por lo tanto:

—Aij Up .
_ur’—,Z‘)\n‘ uj:m Vi=1,2--- k-1
j=1,j#i

,Uk)
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Se sabe ademads que \;; < 0, entonces tomando uy < 0, se tiene que:

—m+§:——%>0 Vi=1,2 k-1
J=1,5#i

De hecho también vale para i = k, pues

k—1

A
— Uk + Z —A”u] = + 2 )\72 —
Entonces, resulta que:
—u; + }: ;>0 Vi=1,2---k
Jj=1,5#i
Se va probar que si @ € Ker(@) entonces 4; =u Vj =1,2--- k. Para esto, se definen:

k

)\1>

b, =maxwu; , a;=minu; c; = — L) u;, para i=12---,k
Y =S j_lz;# ()\n ;P

Ademas sabemos por definicién de generador infinitesimal que —)\—” >0 Vj#1iy porser una
ii

k k koo
cadena conservativa »  A;; = 0,lo cual implica que > A;; = —\;;. Porlo tanto, > -2 =1,
j=i Gt )i = i

Ademsés por definicién de a; se tiene que:

k

Aij \is
j > a; entonces ¢; > Z /\—”ai = a -72 f% —a;
Jj=1,j#i Jj=1,5%#1
Anélogamente,
k k
A A
e Y gy ),
j=lj#i " j=lj#i Y
Por lo tanto,
¢ € [ag, by

Ademas si ¢; = a; para A;; # 0 tiene que ser u; = a; entonces:
Ci={j#i:Nj#0}={j#i:u; =a;}
Andlogamente, si ¢; = b; para A;; # 0 tiene que ser u; = b; entonces:
Ci={j#i:X; #0} ={j #i:u; =bi}
Por otro lado se tiene que:
—u; +b; > —u; +¢; >0 entonces wu; <b; Vi=1,2--- k

Y como b; = méx uj, resulta que b; = maxwu; y entonces u; = u;(;) para algin j(i) # i.
7 J
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Sea u = mAax u; , entonces existen ¢ > 2 e iy,142,--- , %, tal que
1<j<k
u’il :uiz :'.':uir = U
lo cual implica que b;;, = b;, = --- = b;, y por lo tanto w;, = b;, con ¢ = 1,---,r. Para

g=1,---,rsea Ciyy={j #iq:u; =u}={i1,92, - ,ir}/{iq}, se probé que:
{(G#0g: Mg 0y ={j #ig:uj =bi,} = {j #iqg:uj = u}
Entonces, se tiene que:
{J #ig: Ny # 0} = {in i, iy }/{ig}

Y por lo tanto:
)\iqj =0 si ] §é {i1,i2, s ;ir}/{iq}

Por otro lado, C = {iy, 42, ,i,} es un conjunto cerrado de estados y la cadena es irreducible,

entonces C' = {1,2,--- ,k} y por lo tanto u; = u Vj = 1,2--- | k. Se tiene ademds que u # 0
k-1 k—1

(puesuj =u Vi=1,2--- kyu# 6)) Yy > Aiju; = —uy, entonces » . \j;u = —u, de donde
j=1 j=1

k=1
u Y. \ij = —u, lo cual implica que —Ajpu=—u V¥ i=1,2--- ky por lo tanto A;; =1 Vi. En
j=1

particular Agr = 1 y esto es absurdo pues Axr < 0. Entonces probamos que Q es no singular.
Vamos a probar ahora la segunda parte del lema. Sabemos que:

QU)Q™H(A) = T,

Entonces,

D(Q(A)Q™*(A)) = O matriz nula
Por lo tanto: R . R .
DQMQ™(A) +Q(A)DQ™(A) =0
Entonces:

DQ™H(A) = —Q 7 (A)DQA)QTH(A)

pues vale la regla del producto y se probd que Q es no singular

Proposicién 9.2 Sea como antes A" = (A\};)1<izj<k, entonces:

1. pn = exQ ' (A,) es un estimador consistente de w(A)

2. dpi = —ekéfl(An)aQ(A)Qfl(An(u)) es un estimador consistente de or(8)
A, i)
(Q(An)) + Hs)'

es un estimador consistente de B = exp[(Q(A) + Hs)t]

n th

3. By=>"
=0 I
4. Sp = stppBpl es un estimador consistente de S = stw(A)B(A)1

Demostracién:
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1. Vimos que Q) = ey, entonces por el lema anterior 7 = e;Q . Como,

An 5 A

n—oo

y Q(A) es una funcién continua, entonces:

Q(An) =% Q(A)

n—oo

Por otro lado invertir también es una funcién continua, entonces para n suficientemente
grande Q(A,,) es invertible, y se cumple que

n—oo
Por lo tanto p,, = ekQ_l(An) es un estimador consistente de w(A).

2. Sabemos que, 7(A) = exQ1, entonces

or(A) _ 0Q7'(A)
;" oAy

En el Lema 9.1 se probé que:

Entonces:

Q' (A) _ 1 4y 99N
on, =W e W)

Ademas sabemos que Q7' (A,, )es un estimador consistente deQ~'(A). Entonces:

dp¥ = —ekQ_l(An)aQ(A) Q7' (An(u)) es un estimador consistente de or(8)
8/\@‘ 8)\13
3. Hay que probar que
A tl c.s. >0 tl
Bp=) 51(Q(An) + Hs)' == B(A) = exp[(Q(A) + Hs)t] = Y (QA) + Hs)'
1=0 =0 "
BB—mntlA HlootlA Hs)'
W= B = > Q) + Hs) — 3 (@A) + H)
1=0 1=0
ot l l -t 1
< Y glQM) + Hs)' — Q) + Hs)'|+ D 5(QA) + Hs)
=0 l=mn+1
o ¢l
El segundo término Y ﬂ(Q(A) + Hs)! es la cola de una serie convergente y por lo
I=m,+1 "

tanto tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Para estudiar el primer término se define f : My — My tal que f(M) = M, entonces:

-1
Dfa(B) =) A'BA™!
=0
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Por lo tanto se tiene que:

FQ(An) + Hs) = f(QMA) + Hs) = Dg, f(Q(An) — Q(A))
1

=0
con Q,, entre Q(A,, y Q(A). Entonces:
Mn ] Lz
||Zﬁ((Q(A )+ Hs) = (Q(A) + Hs))|| = ||Z ZQl QMA@
=0 ! 1=

IN

Z _ZlIQnII 1Q(A) ~ QY@=
- Z ,ZHQH IH1QA) — QM)

-y ﬁl”QnHl_lHQ(An) — Q)|
=0

Mn

Q) = QY 51 Q1

l7

=1 1Qnll"

Con el mismo argumento que antes (serie convergente), se prueba que Z
estd acotada y como ||Q(A,) — Q(A)|| tiende a cero con n, resulta que

F +H8)

=0 =0
tiende a cero cuando n tiende a infinito, que es lo que se queria probar.

4. Esto se deduce directamente de las partes 1 y 3 ; pues se demostrd que p,, es un estimador
consistente de m(A) y By, es un estimador consistente de B(A).

10. Intervalo de Confianza

En esta seccién, vamos a estimar la varianza obtenida en el teorema 8.4 y calcular el Intervalo
de confianza correspondiente.
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10.1. Estimacién de la Varianza

Teorema 10.1 Sean 5\:; EMYV de Aij, Sn, Pn, dpn y By, los estimadores vistos en la proposicion
9.2 y m,, una sucesion de reales positivos tal que m,, — o0; entonces

N 2
1 AL y S 1 y o
o=z Y, —= |dpi Bul+pa Yy Y ——(Q(An) + Hs)' VI (Q(Ay) + Hs)'
S2 £~ p,(i) !
i,j€D =0 r=0
es un estimador consistente de o2.
Demostracién:
Basta ver que:
my —1 tl_l 3
3OS C(QA) + He) VI(Q(A,) + Hs)' !
=0 r=0
converge casi seguramente a
oo 1—1 tl_l B
ST Q) + Hs) VI(Q(A) + Hs)
=0 r=0 !
Definiendo: N
T(l,r)(A) = (Q(A) + Hs)"VY(Q(A) + Hs)' "
T(1,7)(A) = (Q(An) + Hs)"' VI (Q(A,) + Hs)' 771
resulta suficiente probar que:
my —1 tl_l oo -1 tl_l
Z TT(Z, ) (An) nchD’Q Z Z TT(L r)(A)
=0 r=0 =0 r=0
Entonces,
my =1 51 oo [—1 tl71 my [—1 tlil
Z Z 7|T(la 7ﬂ)(An) - Z Z 7'T(l» T)(A) = Z Z T(T(lv r)(An) - T(lv T)(A)) -
=0 r=0 =0 r=0 =0 r=0

l=m,+17r=0
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Hay que probar que esta diferencia tiende a cero casi seguramente con n. Miremos el segundo
término;

0o -1 0o -1

t171 tl71
(SIS DL (RIS S DD SE= X (ABIAV]]
l=m,+1r=0 l=m,+1r=0
> Lt )
< Y D QW) + HeviIQ) + Hs)' ™|
l=m,+1r=0
N 3
< D D @)+ Hs)MIIVEIIQM) + Hs)ll !
l=m,+1r=0
- [e’e} -1 tlil -
= WS ST Sl + Hs)l
l=m,+1r=0
TR -1
= IS @) + H)l
l=mn,+1
T -1
= VI Y WII(Q(A%LHS)H
l=m,+1 ’
s -1
Ademds Z hH(Q(A) + Hs)||'! es la cola de una serie convergente a etl|QA)+Hsl|,
l=mn+1 ’
Entonces,
{ S t -1
Jim l:mZH(l_—l)!|\<Q<A>+Hs>|| =0

y por lo tanto:

Falta ver entonces que,

mp =1 g
> Em (@A)~ T )(A) =5 0 (10.1)
=0 r=0 :
my 1—1 1—1 my 1—1 1—1
133 @) - Tl < 33 S a.,) - T @)
I=0r=0 " 1=0r=0

Se considera
T(l’ T)(An) - T(la T)(A) = DAW,T(Z7 T)(An - A)

donde Dg T(I,7)(A,, — A) es el diferencial de la funcién T'(I,7)(A) en el punto A, (entre A y
A,,) aplicado a A,, — A. Por otro lado:

T(,r)(A) = (QA)+ Hs)'VI(Q(A)+ Hs)' ™!
F(l,r)(MVIG(1,7)(N)
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con F(l,r)(A) = (Q(A) + Hs)" y G(I,7)(A) = (Q(A) + Hs)!~"~1. Entonces:
Dx, T(l,r)(A) = Dx, F(L,)(M)VIG(l,7)(An) + F(l,7)(A)VP Dy G(1,r)(A) (10.2)
Por lo tanto:

I1Dx, T r)(An = M| < [[Dx, F(Lr)(An = MI[[[VI[|GA ) (An)]]
+ ECHA)IVIIDA, G r) (A — A (10.3)

Ademas F(I,r)(A) = G(A(A)) siendo G, (B) = B" y A(A) = Q(A) + Hs. Entonces usando que,

DG ( Z A'BATI
resulta que:
r—1 ) )
Di, F(l,r)(An —A) = (Q(An) + Hs)? D (Q(An — A) + Hs)(Q(A,) + Hs) 771
j=0
r—1

= D (QUAw) + H)' Dy, Q(An = M)(Q(R,) + Hs) !

<
Il
o

y por lo tanto

r—1
105, FU,r)(An = M) < Y 11Q(AW) + Hs|l|| D5, Q(An — MIII|Q(A,) + Hs||" !
7=0

= 7|Q(An) + Hs||"7H|Dx, Q(An — M|

= 7]|Q(An) + Hs||"H|Q(An — A)] (10.4)
Anélogamente:
l—r—2 B ‘
Dy, G (A =8) = > (Q(An) + Hs)' Dy Q(An = A)(Q(Rn) + Hs)' ™" /72
7=0
Y por lo tanto,
l—r—2

1D, G(L,r)(An = M| < Z 1Q(A,) + Hs|P[|1Dx, Q(A, — A)[[[(QA,) + Hs||'77772

= (l—v”—l)ll( (An) + Hs||""21Q(An — M| (10.5)

Sustituyendo 10.4 y 10.5 en 10.3 resulta que:
1D3, T, r)(An — A)] rllQ(An) + Hs|["H|Q(An — MV G ) (An)l

IEQ ) AV =7 = DIQAL) + Hs||"™ "] Q(A, — A)
r|Q(An) + Hs|["HIQ(A, — MIIIVI QAL + Hs|["
1Q(AW) + Hs[["|[VI|( = = DII(Q(An) + Hs||'"""?||Q(A, — A
(= DIVIINQA. = M(Q(An) + Hs||'?

=+ 1 + IA
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Volviendo entonces a 10.1, resulta que:

my [—1

-1 -1
HZZt ) = T < 33 S IDg, T ) (A — A
=0 r=0 =0 r=0 :
my, [—1 tl_l
< S - DIVIIRM, ~ MI@(A,) + Hsl?
=0 r=0
my -1
= ViR IE%4LQmHMH
ij mn+2 t=2 1 -2
= HVWMQManmt;;@jaﬁWQmw+fBH
.. l —
VIIQUA — M S QR + sl
=0

A, <% A,y Q es una funcién continua entonces ||Q(A, —A)|| — 0. Por lo tanto para probar
n—oo n—oo
que

Jim Y > == (T ) (An) = T(Lr)(A) =0

basta ver que Z HQ( ) + Hs||! esta acotada. Sabemos que Q(A,) <% Q(A) y por lo tanto
n—oo

[|Q(A,) + Hs|| HQ( ) + Hs||. Entonces existe una constante M > 0 tal que

1Q(An) + Hs|| < M ¥n

pues toda sucesion convergente es acotada. Entonces, resulta que:

My ] Mn L] Mn l
t t tM
Z ||Q( )+ Hs|' < ZﬁMl: o
1=0 1=0 1=0
+00 l
tM m
< 2 men=c
1=0
y por lo tanto:
my -1 tl_l
Jim ZZ; ;) (T (An) = T(1,7)(A)) =0
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Corolario 10.2 Tomando a(s,t), a™(s,t) y o, como antes, se tiene que:

\/T;(OM—O‘(SU) = N(0,0?) (10.6)

On N—oo

Demostracién:
En el teorema 8.4 se probé que:

Vn(a™(s,t) — a(s,t) = “ N(0,0%)

n—oo

Entonces:

o n—oo

Ademsds se probd que o, converge casi seguramente a o, de donde:

On N— oo

10.2. Intervalo de Confianza

Proposicién 10.3 Tomando «(s,t), a™(s,t) y o, como antes y considerando el intervalo:

I,(n) = |a"(s,t) — @,a"(s,t) + “eIn

vn vn

donde z. es tal que P(N > z.) = g con N ~ N(0,1), resulta que

lim P(a(s,t) € In(n)) =1—¢

n—oo

Demostracién:

P (a”(s,t) - Z\;,:
P (L e (eut) — alont) < =)

n

P(a(s,t) € I.(n)) < a(s,t) < a™(s,t) + Zﬁ"”)

vn

Y por el corolario 10.2 :

lim P (ﬁ la™(s,t) — a(s, )| < z> =P(IN(0,1)] <z)=1—¢
n—-+0o0o O'n
Entonces,

lim P (a(s,t) € In(n))=1—c¢

n—-+oo
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11. Procesos On-Off

Supongamos que nuestro proceso de llegada de trabajo es un flujo Markoviano modulado por
una cadena de Markov con dos estados 0 (off) y h (on). Mientras la cadena esta en el estado h
se produce trabajo a tasa constante h, mientras estd en el estado 0 no se produce trabajo.

El generador infinitesimal de la cadena es,

-2 A
¢ - ( poo—h )
0 0
w-(o)
donde )\ se interpretaba como la cantidad de transiciones del estado 0 al estado A por unidad de

tiempo y 4 como la cantidad de transiciones que salen de 0 por unidad de tiempo. La distribucién
invariante de la cadena es un vector de probabilidad 7« tal que w() = 0, entonces:

NS
S\ M+ A

Tomando como distribucién inicial de la cadena la distribucién invariante, el ancho de banda
efectivo que resulta es:

a(s,t) = sltlog{()\iu; Aiﬂ) exp K _u/\ —uihs >t] 1} (11.1)

Para terminar simulamos un flujo Markoviano modulado por un cadena de dos estados, tomando
A=pu =001, A =0,01 y n=10000. Los EMV obtenidos son A\, = 0,01012 y w, = 0,01034 y
por lo tanto:

0, — (001012 001012
"=\ 0,01034 —0,01034

Utilizando las estimaciones vistas en las secciones anteriores, calculamos y graficamos «(s, t),
a™(s,t) y on(s,t) mediante programas realizados en MATLAB. Las figuras 1 y 2 muestran la
importante similitud entre a™(s,t) y «a(s,t).

////////////;;7/////%%

//////N

Figura 1: Ancho de banda efectivo para flujos Markovianos.



11. Procesos On-Off 49

Y
//////%¢

&

%

x10°

4000

Figura 3: Varianza obtenida del TCL para el EB de un flujo Markoviano.

La figura 3 muestra que la varianza toma valores razonables y ademds es mas pequena para
los valores de s y ¢t donde «(s,t) muestra menor variabilidad. Finalmente, graficamos el ancho

de banda efectivo verdadero junto con los extremos del Intervalo de Confianza al nivel o = 0,95,
es decir I,(n) = [a"(s, t) — = a™(s,t) + Z\;ﬁ"] con € = 0,05 y observamos que efectivamente
el valor de «a(s, t) pertenece a dicho intervalo.
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a(s.t) y suldeC

Figura 4: EB y los extremos del Intervalo de Confianza hallado en la seccién anterior.
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