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Resumen

En esta tesis se extiende la relacién entre Factorizacidn Infrarroja y Simetrias
Asintdticas a una teoria de particulas con spin cero. De este modo se reproducen
a nivel arbol algunos de los resultados obtenidos para particulas de spin 1 y 2. Aunque
sin existir simetrias explicitas, se logra escribir la factorizacién infrarroja como ldenti-
dad de Ward a través de la aparicién de operadores que llamamos cargas. Se muestra,
a partir de las anteriores, que existen infinitas magnitudes conservadas y que derivan de
densidades de corrientes conservadas. Finalmente discutimos la accién de la simetria
de las cargas sobre los campos asintéticos. Esta tesis estd basada en [I], 2].



1. Introduccion

Las acciones que describen la gravedad y electromagnetismo tienen una particula-
ridad muy interesante, ambas poseen simetrias gauge. Esto significa que la accién es
invariante bajo ciertas transformaciones locales; en el caso de gravedad la simetria es
de difeomorfismos y en electromagnetismo es la simetria local de fase. Estas simetrias
gauge explican, entre otras cosas, porqué las particulas mediadoras de estas fuerzas
son no masivas (o equivalentemente, porqué estas fuerzas decaen como 1/r? [3] ).

Por otro lado, es conocido que amplitudes de scattering en teorias con particulas
no masivas poseen divergencias infrarrojas [4, [5]. De esta manera, vemos que existe
una asociacion entre las simetrias gauge y las divergencias infrarrojas.

La relacién entre simetrias gauge y dindmica infrarroja es mas amplia que lo descrito
anteriormente. A partir de 2014, en una serie de trabajos realizados por Strominger
[6, [7], se vié que tres dreas distintas de la fisica podian ser asociadas a la dindmica
infrarroja, como se muestra en la figura [I]

Efectos de
Memoria

Transicion
de Vacio

Transformacion
de Fourier

Simetrias
Asintoticas

Factorizacion < >

Infrarroja Identidad
de Ward

Figura 1: Diagrama Infrarrojo. Esquema que muestra las tres dreas de la dindmica
infrarroja: Efectos de Memoria, Simetrias Asintéticas y Factorizaciones Infrarrojas, y
sus relaciones. Los vértices representan cada una de las dreas y las flechas la relacién
entre las mismas. Modificado de [4].

En el primer vértice estan las Simetrias Asintdticas, que involucran el estudio de
simetrias exactas no triviales y cargas conservadas en teorias con un borde o una
regién asintética. Los trabajos de Bondi, van der Burg, Metzner y Sach [8] 9] fueron
los primeros desarrollos de este tipo y encontraron una extensién infinito dimensional



del grupo de Poincaré como simetria asintética en Relatividad General en espacios
asintéticamente planos. Simetrias asintdticas andlogas en Electrodindmica Cudntica
(QED, por sus siglas en inglés) y en teorias no Abelianas fueron descubiertas recién en
estos ultimos afios [6, [10} 1], 12} [13, (14} [15] 16) 17, (18] 19} 20].

En el segundo vértice se encuentran las Factorizaciones Infrarrojas, que son referidas
en la literatura como Soft Theorems. Estas refieren a ciertas propiedades de la matriz
de scattering para la emisién de un gravitén o un fotdn cuya energia se hace tender
a cero. Las Factorizaciones Infrarrojas revelan propiedades muy importantes sobre los
diagramas de Feynman de una teoria. Por ejemplo, muestran que en cada proceso fisico
un ndmero infinito de particulas soft E] son producidas, pero en maneras controladas
para la consistencia global de la Teoria Cuantica de Campos (QFT, segtin sus siglas en
inglés). Las primeras investigaciones en Factorizaciones Infrarrojas se originaron sobre
QED en 1937 por Bloch y Nordsiek [21]; y tuvieron un desarrollo importante gracias a
Low y otros [22] 23] 24, [25] 26] a partir de 1954. Mas tarde Weinberg [27] introduce
los primeros estudios en gravedad.

El tercer vértice son los Efectos de Memoria. El mismo trata el corrimiento per-
manente en las posiciones de pares de observadores inerciales generado por el pasaje
de ondas gravitacionales. Los primeros trabajos también fueron en gravedad, gracias
a [28| 129, 30, 131} 32, 33]. El andlogo en teorias gauge aparecié recientemente en
[34, 35| 36].

Los Efectos de Memoria tienen una importancia particular debido a que son el tinico
vértice del diagrama disponible para ser medido directamente. De esta forma, gracias
a las relaciones encontradas entre los vértices, resulta posible observar las implicancias
fisicas de fendmenos mas abstractos como la aparicién de infinitas particulas soft o
infinitas simetrias y cantidades conservadas.

Las tres diferentes areas descritas poseen las conexiones mostradas en la figura [I}
En QED se demostré que las factorizaciones infrarrojas son identidades de Ward de
un grupo infinito-dimensional de simetrias asintéticas [12]. También se encontraron
resultados similares en gravedad [7, [37, 38| 39, 40].

Por otro lado existen trabajos que relacionan efectos de memoria con simetrias

asintdticas y factorizaciones infrarrojas. Estos son tanto en gravedad [41], 42] como en
QED [36].

Una pregunta natural es si el tridngulo infrarrojo, figura , se extiende a otras teorias
con particulas soft de spin distinto a 1 (fotén) o 2 (gravitén). En esta linea existen
trabajos que relacionan simetrias asintdticas y factorizaciones infrarrojas, para el caso
de particulas soft de spin 1/2 (conocido como photino, ver [43]) y 3/2 (gravitino, ver
[44, [45]). Incluso existen andlisis para valores de spin altos [46)], 47].

Las particulas soft son aquellas cuyos momentos tienden a cero.



El lector notara que el caso de particulas soft de spin cero no esta contemplado en
ninguno de los trabajos anteriores. Esto se debe a que no existen simetrias gauge aso-
ciadas a campos escalares, por lo que este caso pareceria quedar por fuera del tridngulo
infrarrojo. Sin embargo, como discutiremos mas adelante, pueden existir teorias que
exhiban factorizacién infrarroja de escalares soft. Mas alin, existe un efecto de memoria
escalar [48, [49]. ; Podrd entonces existir un tridngulo infrarrojo para escalares?

Para poder avanzar en responder esta pregunta, en este trabajo consideramos una
variante del tridngulo infrarrojo donde el vértice de simetrias asintdticas es reemplazado
por uno de “cargas conservadas”:

Identidad

Factorizacion . < > . Cargas
Infrarroja de Ward Conservadas

Figura 2: Representacién de la relacién entre Factorizaciones Infrarrojas y Cargas Con-
servadas.

El trabajo de esta tesis se centra en explicar esta figura para particulas soft de spin
cero. La teoria escalar que estudiaremos es un modelo que realiza la conexién de la
figura 2 a nivel semiclasico: nuestras consideraciones se restringen a diagramas de nivel
arbol. A

Una vez obtenidas las cargas, las simetrias son en principio calculables y asi se
podria recuperar el tridngulo original de la figura[I] Si bien realizamos un primer célcu-
lo en esta direccion, carecemos de una interpretacion de la transformacién resultante.
Un entendimiento mas profundo de la figura [1| para el caso escalar requiere nuevas
ideas y queda entonces para futuros trabajos.

La tesis estd compuesta por cuatro secciones y dos apéndices como se describe a
continuacién.

En la seccion 2 se introduce material base necesario para entender las siguientes
secciones en la tesis. En la subseccién [2.1] se tratan algunas nociones bésicas de QFT
que sirven como base para desarrollos posteriores, asi como también para introducir
la notacién a utilizar. En la subseccién [2.1.4] se presenta la teoria y la interaccién
particular con la que se trabajara. También se muestra cémo calcular las amplitudes de
scattering a partir del Hamiltoniano considerado. En la subseccién [2.1.5] encontramos
la Factorizacién Infrarroja a partir de diagramas a nivel arbol.

2La inclusién de efectos de loops requeriria realizar el modelo como parte de una teoria con
simetrias que prohiban términos de masa para el escalar. Estas simetrias a su vez podrian completar
el tridngulo escalar de la figura E] Volveremos sobre este punto en la seccién de conclusiones@



En la secciéon se introduce la nocién de infinitos temporal, nulo y espacial para
el espacio-tiempo de Minkowski. Estas nociones son usadas en el resto de la tesis
para describir el comportamiento asintético de los campos de manera geométrica. Se
presenta el método de Fase Estacionaria, subseccién m y se describen los campos
sobre los infinitos anteriores, subseccién [2.3.2

Escribimos, en la seccidn , la Factorizacién Infrarroja (descrita en la subseccién
2.1.5|) con un operador que conmuta con la matriz de scattering, que llamaremos carga,
quedando en la forma de Identidad de Ward. Estrictamente este operador se entiende
como dos cargas distintas segln se aplica sobre estados asintéticos en el futuro o en
el pasado.

Después buscamos sus interpretaciones escribiéndolas en términos de campos asintoti-
cos. Estudiando los campos en el infinito espacial hallamos que ambas cargas cambian
de una a la otra de modo continuo, ver seccién [4]

En la seccién 5], se define un nuevo operador llamado carga promediada a partir de
las cargas anteriores y de una funcién arbitraria definida sobre una esfera. Se demues-
tra que ésta proviene de una densidad de corriente conservada y se obtiene la carga
promediada como la integral de la densidad sobre cualquier superficie a tiempo cons-
tante. De esta manera mostraremos que esta teoria posee un nimero infinito de cargas
conservadas. También se estudia cémo seria la transformacién de simetria, proveniente
de las cargas, sobre los campos asintéticos.

Finalmente concluimos en la seccién [f] y comentamos algunas de las lineas de
investigacion que esta tesis abre.

La tesis se complementa con dos apéndices. En el apéndice [A] se extiende a mas
dimensiones la teoria desarrollada hasta aqui con el fin de poder analizar qué resultados
son generalizables. Solo se trabaja con dimensiones pares para facilitar los calculos.

En la subseccién se estudia una teoria en dimensién par, mayor a cuatro, que
contiene solo un campo sin masa con una interaccién ctbica. Se encuentran resultados
similares a los obtenidos en las secciones previas.

Por dltimo, en la seccién [Bf se agregan algunos célculos en detalle que no se desa-
rrollaron anteriormente sobre la tesis.



2. Preliminares

2.1. Principios basicos de QFT

La Teoria Cudntica de Campos (QFT) es el esquema o marco basico que se utiliza
para describir a la dindmica de particulas elementales. Su increible poder de prediccidn
lo hace un paradigma de la ciencia moderna.

La necesidad de este modelo yace en el deseo de entender fendmenos que ocurren
a escalas muy pequefias y a altas energias. Asi el objetivo de QFT es marcar una
unién entre fendmenos cuanticos y relativistas a modo de superar ciertos obstdculos
como problemas de causalidad o inclusién de creacién y aniquilacién de particulas, por
nombrar algunos.

Veremos aqui algunos de los principios que construyen este marco.

2.1.1. Campo de Klein-Gordon

En esta tesis trabajaremos solo con campos de tipo Klein-Gordon, por lo tanto
haremos una breve introduccién aqui. Un campo de Klein-Gordon ¢ es un operador
que satisface la ecuacién de Klein-Gordon:

(5 4m)o=0 o (-0°0,+m)o=0 @)

Y ademads es cuantizado por las relaciones de conmutacion candnicas, en el marco
de Schrodinger:

[p(2),n(y)] = i0°(x —y) ;5 [b(z),0(y)] = [r(2),7(y)] = 0 (2.2)

donde 7(x) es la densidad de momento, definida como:

oL
m(r) = — (2.3)
d¢(x)
y L es la densidad langrangiana asociada a la ecuacién de Klein-Gordon:
1 2 1 5.

La densidad langrangiana se corresponde con un Langrangiano L y una accién S

de la forma,
S:/Lﬁ:/ﬁ#x (2.5)

Y el hamiltoniano se define como



H= / & [r(2)d(x) — L] (2.6)

A lo largo de este trabajo se utiliza la métrica de Minkowski con signatura positiva,
diag = (—1,1,1,1). Veamos entonces cudles son las caracteristicas de un campos de
Klein-Gordon. Si expandimos el campo ¢ usando la transformada de FourierE]tenemos,

¢mw:/é§wwmw

Luego [2.1] se escribe en términos del campo transformado ¢(p,t) como,

ot?

Entonces ¢(p,t) satisface la ecuacién del oscilador arménico simple de fre-
cuencia: E, = /p? + m?2. Luego podemos escribir ¢ y 7 usando, los que llamaremos
operadores de Fock, andlogamente al oscilador arménico, a, y ay:

(6—2 +(p* + mz)) o(p,t) =0 (2.7)

¢(x) = /(;lTp;?) (Aay,e™* + Baye ™) (2.8)

donde p.z = p,x* y p” = E,. Usando la definicién para el campo 7 tenemos:

() = ¢(x) (2.9)
entonces,

m(x) = /(;iTp;g(—i)Ep (Aa,e™” — Baye ") (2.10)

Para hallar A y B planteamos que la relacién de conmutacién entre los operadores
de Fock, derivada de [2.2] sea:

ap, a;] = (27)38%(p — q)2E, (2.11)

Quedédndonos asi solo con un grado de libertad y luego podemos elegir A = B =
(1/2)E,:

dp 1 , .

oa) = [ g (e + aje) (212)
dp —i , .

m(z) = / (273;37@ (ape™® — ale™"P") (2.13)

3Con ¢(x) como campo real se satisface ¢*(p) = ¢(—p).
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En términos de los operadores de Fock el hamiltoniano se escribe,

H = /g’Tp;sEp (a;ap + %[ap,a;o (2.14)

Dado el hamiltoniano escrito como en|2.14], podemos hacer la conmutacién con los
operadores de Fock,

[H,a;] = Epay, 5 [H,ap] = —Epay,

Porque la energia en tiene un término que es infinito, §(0), se define la energia
de los estados como los valores propios del operador:

I’p
H = /WEP apap

Luego se define el estado vacio |0) tal que a, |0) = 0 para todo p. De este modo
el vacio tiene energia cero y el estado a; |0) tiene energia E, = \/p*+m? que
corresponderia a una particula con dicha energia.

Esta asociacidon nos permitiria escribir el estado de una particula con momento
k* como |k), siendo |k) = aj|0). Por dltimo, se define entonces el espectro del
hamiltoniano de Klein-Gordon como el vacio mas todos los estados resultantes tras
aplicar el operador a;, para alglin momento p*.

Segun el marco de Heisenberg la dependencia temporal del campo ¢ estaria dada
de la forma,

Luego,

—

o) = [ s (alp)e ™ + () e) @15)
z) = (27) 28, a(p)e a(p)*e :

Con los operadores de Fock y sus relaciones de conmutacién, ecuaciones y
[2.11] podemos calcular la amplitud de propagacién de una particula desde x hasta y:
(0] To(x)d(y) |0). Donde T es el operador orden-temporal. Definiremos Dp(z — y)
como el valor de esta amplitud y se puede demostrar que su valor es [}

d3p 1 —ip.(x—
DF(x_w:/(Qﬂ_)gQ_Epe pay) (2.16)

Si hacemos la integral en cuatro dimensiones y usamos la prescripcién de Feynman,

*Ver capitulo 2 del libro [5].

11



l

Dp(z —y) = / (d4p

2m)4 p2 — m? + ie

Luego su transformada de Fourier seria,

Dr(p) =

l

 p2—m2 e

e~ w-(x—y)

(2.17)

(2.18)

La funcién (0| T¢(x)¢(y) |0) es llamada funcién de correlacién a dos puntos. Su

calculo serda muy importante en secciones siguientes.

12



2.1.2. Relaciéon entre Cargas y Simetrias en campos

El objetivo de esta seccidn es desarrollar qué relacién existe entre las cargas con-
servadas en una teoria de campos y las simetrias en la misma. Desarrollaremos aqui
una versién modificada de la primera expresiéon en el tema, descrita en el Teorema de
Noether de 1918, [50]. Se definen las simetrias en una teoria como aquellas trans-
formaciones en los campos 5¢ que dejan invariante a las ecuaciones de movimiento
E(9).

Cabe mencionar primero que para una teoria clasica de campos, la ecuacién de
movimiento E(¢) siempre puede ser obtenida a partir de la densidad langrangiana £
usando las ecuaciones de Fuler-Lagrange,

oL oL
5~ (a87) = 219

Dichas ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen tras hacer una variacién de la
accién S después de permitir un cambio en los campos d¢, ver [5],

55 = / d%{ ¢6¢ (af¢> (%d))}

o (e ) (si5)) e

Suponiendo que la variacién de S es un extremo en la solucién ¢, se iguala a cero
la ecuacion 2.20} 0 = §S. Si consideramos solo las variaciones d¢ que son cero en el
borde de la regién de integracién, encontramos las ecuaciones de Euler-Lagrange|2.19,

Entonces una transformacién de simetria 5d) puede cambiar la accién sélo por un
término de borde:

S[p+ 0¢] = S[¢] + / d'z 8, K"

siendo K* un campo definido en el espacio-tiempo. La condicién anterior es equi-
valente a decir que la densidad langrangiana sélo puede cambiar por un término que
sea una divergencia,

L(x) = L(z) + 0,K"(x)

Utilizando la variacién en S dada por la ecuacién para una variacién cualquiera
d¢ tenemos,

6S = /d4 0)0¢ + 0,0"(¢,0,0)) (2.21)

13



donde 6* es la densidad de corriente simpléctica en [51]). Considerando la variacién

de simetria Sgb en obtenemos,

0,5 = E(®)0p =0 ; j*:=6" — K" (2.22)

donde = corresponde a una igualdad bajo la condicién que ¢ satisface E(¢) = 0,
usando la notacién de [52]; y j* es llamada corriente de Noether. Entonces el resultado
es que por cada simetria d en la teoria existe una corriente conservada j*:

85" =0 (2.23)

Dicha corriente permite definir cargas () a partir de su integral sobre una superficie
hI%

Q= / ds,j"
)

14



2.1.3. Matriz de Scattering

En el marco de QFT se modela la interaccién entre particulas como la evolucién en
un estado inicial a un estado final de las mismas. Donde ambos estados son conside-
rados como estados libres en el pasado y futuro remotos. Y la evolucién estaria dada
por la accién del hamiltoniano de interaccién.

Es decir se consideran estados iniciales de particulas, situadas en un tiempo —t,
que interactdan cuando se las hace evolucionar por el operador exp(—iHt), hasta
un tiempo t después. Al estado resultante se lo superpone con un cierto estado de
particulas que habrian evolucionado bajo exp(iHt) desde un estado en un tiempo
futuro t. Finalmente, para que las particulas sean libres en el estado inicial y final se
hace el limite cuando ¢ va a infinito, suponiendo que de esta manera las particulas en
cada estado estarian muy lejos unas de otras para interactuar.

Llamaremos al estado inicial, que es asociado al hamiltoniano libre, como |in),
mientras que el estado en el futuro como (out|.

De este modo se define la matriz de scattering S como el operador evolucién,
exp(—iHt), en el limite t — oo aplicado sobre los estados |in) y (out],

(out| S |in) = tliglo (out| e H ) |in) (2.24)

Asi se obtiene la probabilidad de scattering en experimentos reales usando esta
idealizacién a estados asintdticos.

La matriz de scattering se puede descomponer como S = 1 + 7", definiendo la
matriz T". De esta forma se separa la componente de S con la cual obtendriamos la
probabilidad que se mantenga igual el estado inicial de particulas. A su vez se define
el elemento de matriz A como:

(pipa. | iT [kakp..) = 2m)*'6* (> ki = > py)iA(k; — py) (2.25)

siendo (out| = (p1pa...| y |in) = |kakp...), y todos los momentos estdn on-shell:
p’ = E,, k° = Ej. La matriz T es proporcional a la delta de Dirac ¢* debido a
la conservacién del 4-momento. Pasemos ahora a obtener el método para calcular

Consideremos un hamiltoniano H como un hamiltoniano libre Hy mas un término
de interaccién gH;,,;, es decir, H = Hy+gH,,,. La variable g es una constante pequena
que llamaremos constante de acoplamiento. Cuando mencionamos hamiltoniano libre
nos referimos en este trabajo a un hamiltoniano como el de Klein-Gordon, ver ecua-
ciones 2.4] y 2.6
Supongamos ahora que tenemos un campo ¢(x) para cierto tiempo to y lo escribimos
en términos de los operadores de Fock:

15



d? 1 , ,
P(ty, @) = / b (ape™" + aje™"") (2.26)

(27)3 | /2F,

Luego, en el marco de Heisenberg, la evolucién del campo ¢ en el tiempo esta dada
por,

Bt 7) = e, T)e )

Definimos como ¢;(t, Z) al campo obtenido tras hacer la evolucién de ¢(to, Z) en
la teoria libre:

G1(t, ) = eHoU=10) (¢, ) e~ Holt=to) (2.27)

Luego ¢;(t, Z) coincide con ¢(t,Z) cuando g = 0. Porque ¢;(t, ¥) pertenece a la
teoria libre podemos escribirlo como,

= d’p 1 ipx | % —ipax 0
¢r(t, T) = Wﬁ (apep' +aye p') conx” =t —t

p

Por otro lado podemos escribir el campo ¢(t, Z) en términos de ¢;(t, ) como:

o(t, Z) = U*(t, to)pr(t, X)U(t, to)

donde U(t, to) es el operador unitario:

U(t tO) — eiHo(t—tO)e_iHO(t_tO)

que también puede ser escrito como:

Ultte) =T {—ig / t dt'Hmt@')} (2.28)

to
siendo T el operador orden-temporal. Antes de calcular la amplitud A necesitamos
calcular la funcién de correlacion a dos puntos para un hamiltoniano con interaccion.
Dicho calculo se realiza con teoria de perturbaciones sobre el hamiltoniano libre, por
lo que usaremos el resultado [2.16]

(Q To(x)o(y) 12)

necesitamos escribir (€|, el vacio en la teoria con iteraccién, en funcién del vacio
de la teoria libre (0|. En la teoria libre teniamos:

4 ie—ip.(x—y)
mﬂw@M@HWZIM@—yy:/kdp

2m)4 p? — m? +ie
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donde la funcién Dp(x — y) se conoce como propagador de Feynman. Para
escribir el estado (€| en términos de (0| suponemos que el conjunto de estados propios
del hamiltoniano de interaccién |n) satisfacen: E,, > Ey; siendo E, = (n|H |n) y
Ey = (Q H Q). Por otro lado se debe satisfacer Ey > 0, es decir el estado vacio de
H tiene valor propio mayor que el de la teoria libre: Hy|0) = 0.
Consideremos que tenemos el estado vacio de Hj y lo hacemos evolucionar con H por
un tiempo 71"

T J0) = e 1) (610) + 3 e ) (o)
n#0
Haciendo que 7" — oo(1 — i€) tenemos

0= I ~iEoT (0)(() -1 _iHT 0
=l (ET(@I0) e o)
En el limite podemos cambiar T" por T + tg, luego:

Q)= 1fm (e BT (Q)0)) T U(ty, —T) |0)

T—oo(1—1€)

Finalmente escribimos la funcién de correlacién como:

0T {or@)onenpl-ig [Ty dtHin(8)] } 10)
QI To(x)p(y) ) = lim —
T—o00(1-ic) <oyT{exp[—zg I dtht(t)]} 10)

(2.29)

donde fue necesario dividir entre (€2|€2) para eliminar factores no importantes. Una

férmula andloga a puede ser usada para calcular funciones de correlacién a mas
puntos.

Con el objetivo de calcular la expresién [2.29] para un nimero arbitrario n de puntos
en la funcién de correlacién, estudiamos cémo calcular el valor esperado:

(O T¢1(x1)d1(2)..- 01 () |0) (2.30)
Escribiendo ¢;(z) en términos de los operadores de Fock: ¢;(z) = ¢} (z) + ¢ (z);

dp 1 , dp 1 ,
+ — —ip.T . - — * _1p.T
o7 (2) / (27)3 o, ap€ ;o (@) / (27)3 \/Z_Ep ap€

Podemos aprovechar entonces la propiedad de los operadores de Fock:
¢ (2)10) =0 , (0]¢;(z) =0 (2.31)
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Suponiendo, por ejemplo, = > xJ tenemos para la funcién a dos puntos,

Tor(x1)dr(x2) = ¢f (21)d7 (22) + o7 (22) @7 (21) + ¢F (21) ] (2)
+ o1 (21)07 (22) + [0 (1), ¢7 (2)] (2.32)

Definimos la contraccién de dos campos como:

(07 (21), 67 (22)] s 2§ > a3
= 2.33
Luego se puede ver, usando ecuacién [2.16]
1
¢r(z1)¢1(z2) = Dr(x1 — x2) (2.34)

Por lo tanto [2.32 es igual a,

(O] To1(z1)pr(w2) [0) = d1(21)Pr(22)

(0| Tr(z1)pr(22) [0) = Dp(21 — 72)

Es decir solamente sobreviven los términos contraidos de 2.32] Para el caso con
una funciéon de correlacién a cuatro puntos tenemos mas posibles contracciones:

Ol Tor(z1)pr(w2)p1(23)Pr(74) [0) = Dp(x1 — 29) Dp (73 — 24)+
DF(ZL'l — C(]g)DF(IQ — ZE4) + DF(ZEI — J]4)DF(I2 — ZE3)

Se puede demostrar que este resultado, donde solo sobreviven los términos con-

traidos, se cumple para un nimero arbitrario de campos y se conoce como teorema
de Wick:

(0| Tdr(x1)pr(z2)...01(xy) |0) = {todas las posibles contracciones} (2.35)

Entonces el teorema de Wick nos permite escribir funciones de correlacion como
suma de productos de propagadores de Feynman. Una representacién diagramdtica de
esto es llamada diagramas de Feynman, donde cada punto x; es representado por un
punto y cada propagador Dp(x; — x;) por una linea desde x; a x;. Para la funcién a
cuatro puntos seria:
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1 2 1 2 1 2
o —0

(0] Tp1020304(0) = 2 .
3 4 3 4 3 4 ( : )

Finalmente podemos calcular el numerador de [2.29| si usamos teoria de perturba-
ciones. Luego hacemos el limite en que la constante de acoplamiento es muy pequeia
y escribimos la exponencial como

<0|T{¢1(1’1)¢1($2) + ¢1(21)¢r(x2) {—ig/dtﬂmt(t)} + } 10) (2.37)

donde cada sumando es evaluado usando [2.35] De este modo el primer término de
seria: <0| Tgbl(xl)qb[(xg) |0> = DF(ZL‘l — ZEQ).

Los diagramas de Feynman desarrollados en|2.36|estan escritos en funcién de puntos
en el espacio-tiempo x*, por lo que son muchas veces llamados diagramas en el espacio
de posiciones. Por otro lado también pueden ser escritos en el espacio de momentos,
es decir, se escriben en funcién de los momentos p*. Observemos que la amplitud A,
ecuacién [2.25] estd escrita de esta manera.

Para pasar de diagramas en el espacio de momentos a posiciéon necesitamos escribir
los propagadores como en [2.17] Veremos a continuacién un ejemplo de esto.
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2.1.4. Teoria con Interaccion

Consideremos en esta seccion una teoria donde solamente existen dos particulas,
un bosén masivo y otro no masivo, que se describen por campos de Klein-Gordon. El
primero es descrito por el campo ¢, el cual es real y posee masa m, y el segundo por el
campo Y, también real. Pensemos que entre estos dos campos existe un acoplamiento,
es decir interactian, de la forma:

L = —Zxe” (2.38)
H [ _ g free ree int
Luego, el langrangiano completo seria: L = L™ + L{; + L.

(0.0)"  mP¢?
2 2
(auX)2

free __
Lfree = S (2.40)

L™ =+ (2.39)

2 _ v
donde (0,¢)" = 1,,0" 90" ¢.
Consideremos la funcién de correlacién a cuatro puntos y usemos el desarrollo
de la seccién para esta teoria. Expandimos primero la exponencial usando que la
constante g es muy pequena,

(QTo(x1)p(w2)p(23)P(4) [Q) X (0| Th1P20304 exp (‘Zg /d4ZX(Z)¢2(Z)) 0)
(2.41)

— 0| T {¢(x1)¢(x2)¢($3)¢(x4) (1 - ig / dizye? + )} 10) (2.42)

El primer término seria (0| T'¢1¢2¢3¢4 |0), cuyo resultado aparece en [2.36 El se-
gundo término, primer orden en g, va a cero tras aplicar el teorema de Wick ya que
siempre quedan campos sin contraer. No sucede esto en el tercer término, que seria de
la forma:

1

L 01T 6w o(a)0(as) o) (‘79) [ [awiy  @ay

Aplicando el teorema de Wick tenemos las siguientes contracciones,
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Figura 3: Representacién de los diagramas de Feynman de orden O(g?) de la funcién
de correlcidn a cuatro puntos. La linea a trazos corresponde al bosén sin masa y las
lineas continuas al bosén masivo. A la izquierda, a), es el diagrama en el espacio de
posiciones y a la derecha, b), en el espacio de momentos.

uwEsT IR
0l soog (2) [ =300 [ dwyon (244

luego un posible conjunto de contracciones para |2.43| nos da un valor igual a,

- 2|4 /d4 /d4wDF(x1 — 2)Dp(xg — 2)Dp(x3 — w)Dp(24 — w) Dy (2 — w)
(2.45)
donde 1/2! sali6 de la expansién de la exponencial, Dy es el propagador asociado
al campo ¢ y D/ es del campo x. El diagrama de Feynman asociado a [2.45 donde
x1 Yy Ty e contraen con z, puede verse en la figura [3p.
Si queremos escribir la funcién a cuatro puntos en el espacio de momentos, debemos
escribir la transformada de Fourier de cada propagador en [2.45] Luego,

_ (_ig)Q/ d4p1 /dp4 /d4 /d4we iz(p1+p2) ,—iw(ps+ps)
214 (2m)4

d4 . 7eP171 7eP4T4 7
/ L gialz—w) _ S , , (2.46)
(2m)* p? —m2+ie  pi—m?+ie q>+ic

entonces,

N (_2%1) / (C;f)14"‘/ (25;4 / (3754 (2m)*(2m) 0% (p1 + p2 + )6 (ps + pa — @)
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Z’eplﬂcl Z’ep4x4 Z

2.47
p? —m?+ie  pr—m?+ie g% +ie (2.47)

En el espacio de momentos este diagrama es de la forma:

_ (—ig)? / d'py / d*py ™ iepava i (2.48)
24 2m)r ) 2m)*p? —m2+ie pi—m?+ie (pr+p2)?tie

El diagrama correspondiente con puede verse en la figura [3p.

Para tener la funcién de correlacién a cuatro puntos debemos sumar dos diagramas
mas, que son los que aparecen en la figura [4] Por dltimo deberia multiplicarse por un
factor de 8 a cada diagrama si queremos sumar todas las contribuciones de pensar que
podemos distinguir entre distintos z's y w's.

Figura 4: Representacion de diagramas de Feynman a nivel arbol de la funcién de
correlcién a cuatro puntos.

De esta manera para calcular los siguientes términos en la expansién [2.42] o funcio-
nes de correlaciéon a mas puntos, se pueden seguir las siguientes pasos, que llamaremos
reglas de Feynman,

1. Por cada propagador con momento p* = i/(p? — m? + ie)
2. Por cada vertice = —1ig
3. Por cada momento p* externo = eP*

4. Dividir por el factor de simetria

Dividir por el factor de simetria refiere a dividir por el niimero de formas posibles
de intercambiar componentes en el diagrama sin que este cambie. En el diagrama de
la figura 3] el factor de simetria fue simplemente 1.

Necesitamos ahora hallar la relacién entre la amplitud A y las funciones de correla-
cién con hamiltoniano H;,;. Para eso podemos calcular el lado izquierdo de la ecuacién
[2.25] Empecemos considerando el caso de un scattering 2-2, es decir el estado inicial
es |kiko) = aj,a; |0) y el final es (p1p2| = ap,ayp, (0].
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Luego se puede observar que los estados iniciales y finales se contraen con los
campos de la forma:

Wpl =e T Ipﬁ(w)ze“’” (2.49)

Tenemos,

Expandiendo la exponencial tenemos el mismo resultado que en (Q| T'¢p(x1)p(z2)
d(x3)p(x4) |€2) (en espacio de momentos) con la diferencia que los momentos externos
solo contribuyen con un factor igual a e*®, gracias a la ecuacién . Es importante
observar, a partir de [2.49, que los momentos entrantes, o iniciales, aportan un fac-
tor e~P%: mientras que los momentos salientes, o finales, aportan el factor e,
Finalmente:

7
(p1 + p2)2 + 1€

(p1pa...| 1T |krks...) = (270) 0 (pr+po—k1—k2) {+3(—ig)2 } (2.51)

Con lo que se obtiene la amplitud A de la ecuacién [2.51]
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2.1.5. Factorizacién Infrarroja

El sistema a estudiar sera el expuesto en la seccién [2.1.4, donde un campo escalar
masivo ¢, real, se acopla a un campo escalar sin masa x a través de un langrangiano
de interaccion de la forma,

R (2.52)
2
De este modo tenemos dos campos de Klein-Gordon con una interaccién similar
a la existente en la teoria de Yukawa [l En este trabajo llamaremos particulas a los
cuantos asociados con el campo ¢ y fotones a los asociados con el campo Y.

Estudiaremos aqui primero cémo es la Factorizacién Infrarroja a nivel arbol co-
rrespondiente con este sistema. Para eso consideremos el proceso en que interactiian
n particulas (m de ellas son entrantes y el resto salientes) y un fotén de momento
q = w(, donde w seria el valor de la energia. Ademds solo consideramos los diagramas
en que el fotén es saliente, ver figura .

A la suma de todos los diagramas que contribuyen a dicho proceso llamamos A, 1 (k1,

.+ kn,q), donde los k's representan los momentos de las partl'culas.E] Luego estudiamos
la Factorizacién Infrarroja para este proceso al fijar los momentos de las particulas y
hacer el limite w — 0.

Ki

Figura 5: Representacién de los diagramas de Feynman en que una particula soft, con
momento ¢*, interactda con particulas masivas con momentos k.

Cuando consideramos el limite en que la energia del fotén tiende a cero, los diagra-
mas que predominan son aquellos en que el fotdn interactia con las particulas externas.
Segn la figura [6] dichos diagramas contribuyen como:

5En la teorfa de Yukawa existe un vértice donde dos fermiones interactiian con un bosén.
®Para ser mas general el proceso tomamos que las particulas masivas tienen alguna distribucién
fija de momentos entrantes y salientes y llamamos a dicha amplitud A,,1+1(k1, ..., kn, q), es decir con
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Figura 6: Representacion de los diagramas de Feynman en que una particula externa
interactia con un fotdn. La particula i-ésima es entrante mientras que la particula
j-ésima es saliente.

An (l{fl, .oy kz —q,.., kn) i An (kl, .oy kj —-q,.., k’n>

(k=g =m0 (g —m?

donde las particulas i-ésima y j-ésima corresponden a particulas entrantes y salientes
respectivamente. Suponiendo que las particulas se encuentran on-shell, en el limite
w — 0 el denominador es k? — 2kq + ¢*> — m? ~ —2kq. Por lo tanto se observa que
las particulas entrantes contribuyen con signo negativo, mientras que las salientes con
signo positivo. Esto se debe a que el fotdn siempre esta saliendo, luego

=49

Y g
=— A (ks ko k) + Ap (kyy ki ky
leq ( 1 J ) Qk](] ( 1 J )
Por lo tanto los diagramas representados en la figura |§] son del orden O(q¢™');
mientras que los demds diagramas que pueden contribuir a A, 1(k1, ..., ks, q) son del
orden O(q"). Entonces tenemos la siguiente relacién, conocida como Factorizacién

Infrarroja:

{ _\N"__ 9 .
}Ulg%]An+l<klv7kn7Q> - ; 2k]qAn (k177k]aakn) +O(1) (253)
Con la convencidn, en la ecuacién [2.53] que los momentos entrantes se escriben
k* y los salientes —k" tenemos:

P 9 _
llul_%wAnH(k?h s ka) + ; mAn (/ﬁ; X km XD kn) =0 (2-54)

todos los momentos positivos.
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2.2. Infinitos de Minkowski

En esta seccidon introducimos el concepto de diferentes infinitos sobre el espacio-
tiempo de Minkowski. Para esto describimos inicialmente los diagramas conformes que
nos ayudara a definir el infinito nulo. Luego extendemos esta construccién para poder
tener una descripcién no-singular de los infinitos temporales y espaciales.

Los diagramas conformes, también conocidos como diagramas de Penrose, son una
estrategia para representar propiedades globales o simetrias sobre espacio-tiempos cur-
vos. Principalmente son diagramas en los que se manifiesta explicitamente la estructura
causal del espacio-tiempo. De esta forma, los mismos surgen a partir de astutos cam-
bios de coordenadas que satisfacen algunas condiciones. Debe existir una coordenada
“temporal” y otra “radial”; los conos de luz deben estar a 45 grados y, por ultimo, el
infinito debe estar asociado a un valor finito en alguna coordenada.

Resulta conveniente que entren en juegos las transformaciones conformes, las cuales
se definen como aquellas transformaciones en las que la métrica cambia en un factor
dependiente del espacio-tiempo:

G = 0 (2) G (2.55)

donde w(x) es una funcién real del espacio-tiempo que no se anula en ningtin pun-

to. Asi las transformaciones conformes no son mas que cambios de escala locales y la
ventaja en utilizarlas radica en que mantienen a los conos de luz invariantes.

Veamos ahora una serie de transformaciones del espacio-tiempo de Minkowski de
modo que se cumplan las condiciones mencionadas arriba, y a través de las cuales
llegaremos a la definicién de infinito nulo. La métrica de Minkowski tiene la forma:

ds* = —dt* + dr* + r*dQ? (2.56)

con —o0 < t < 400, 0 <7 < 400y dQ? = db?+ sen?(0)d¢?*. Primero realizamos
el cambio coordenadas a las variables u y v, conocidas como coordenadas nulas,

—t—
N " (2.57)
v=t+r
Estas coordenadas pueden tomar los valores,
—o<u< 400, —oo<v<4oo, u<lv
La métrica se escribe ahora como:
9 1 1 2 o
ds® = ~3 (dudv + dvdu) + 1 (v —u)"dQ (2.58)
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Luego hacemos un cambio de coordenadas para traer al infinito a un valor finito,

{U = arctan(u)

V = arctan(v) (2.59)

Asi el rango de estas variables es: —7/2 < U < 7/2, —w/2 <V <7/2, U < V.
Tenemos,

1
ds* = —2(dUdV + dVdU 2V = U)d?
° 4cos?(U)cos?(V) -2 * )+ sen’( )av]
Para hacer la métrica mas simple agregamos otro cambio mas de coordenadas,
T=V+4+U
* (2.60)
R=V-U

La regién de definicién de estas nuevas variableses: 0 < R < 7, |[T|+ R < 7.
Ahora la métrica ha quedado de la forma,

ds* = w™*(T, R) (—dT” + dR* + sen*(R)dQ?) (2.61)
donde

w = cos(T) 4 cos(R) (2.62)

Luego w(R,T') es el factor conforme que relaciona la métrica de Minkowski y la
métrica no-fisica,

ds’ = —dT? + dR? + sen?(R)d? (2.63)

definida sobre el espacio RxS®. La métrica en es conocida como Universo
Estatico de Einstein, ya que es una solucién a las ecuaciones de Einstein para un fluido
perfecto y con constante cosmoldgica distinta de cero.

El espacio Rx.S? es dibujado como un cilindro, mientras que el espacio de Minkowski
es parametrizado a un subespacio de éste, ver figura [/} Cada circulo con T constante
representa una esfera S®, y cada punto una esfera S2.

Es importante observar que el espacio-tiempo de Minkowski esta asociado al interior
de la regién oscura de la figura [7} es decir sin los bordes. La unién del interior y el
borde es conocida como compactificacion conforme; mientras que solo los bordes son
llamados infinitos conformes. Los tltimos se subdividen seglin las diferentes regiones
del diagrama:
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Figura 7: Representacién del Universo Estatico de Einstein a través de un cilindro. En
color oscuro la regién conforme al espacio tiempo de Minkowski. Extraido de [53].

i+ — Infinito Temporal Futuro (7T'=m; R =0)

i — Infinito Espacial (T =0;R =)

i~ — Infinito Temporal Pasado (T'= —m; R =0)

Z* — Infinito Nulo Futuro (T'=7— R;0< R <)
Z~ — Infinito Nulo Pasado (T'= -7+ R;0 < R <)

\

Se pueden apreciar mejor las regiones del infinito conforme si representamos la zona
oscura de la figura [7] como un tridngulo, ver figura [g]

Las geodésicas en el diagrama de Penrose poseen algunas caracteristicas interesan-
tes. Por ejemplo, las geodésicas nulas comienzan en Z—, estdn a 45 grados y terminan
en ZT. Ademads todas geodésicas de tipo tiempo comienzan en i~ y terminan en it
mientras que las geodésicas de tipo espacio empiezan y terminan en 7°.

De esta forma el infinito nulo estd formado por la unién de las superficies Z" e Z~,
que son pronunciadas como “scri-mds’ y “scri-menos’ respectivamente.

Es importante observar en las variables Ry T" que los infinitos temporal y espacial
son puntos. Por lo tanto si se quiere estudiar mejor estas regiones del diagrama conviene
hacer un cambio de variable de modo que las mismas sean representadas por superficies.
Es decir, serfan provechosas nuevas variables que extiendan los puntos i+, i~ e i’ y asi,
por ejemplo, podriamos conseguir una mejor representacion de las diferentes direcciones
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Figura 8: Diagrama conforme al espacio-tiempo de Minkowski. Conocido como
diagrama de Penrose. Modificado de [53].

en que se los puede alcanzar. En la figura [0 se representa este deseo donde los extremos
del diagrama de Penrose son sustituidos por superficies mas suaves.

La observaciéon anterior serd til mas adelante cuando se desee estudiar como se
comportan los campos préximos al infinito sobre diferentes geodésicas.

Imaginemos ahora que queremos extender el Infinito Temporal Futuro i* a una
superficie. Para eso definimos unas nuevas variables en el espacio-tiempo de Minkowski:

T=t*—1r?2
{p o NETR (2.64)

donde la regidn a parametrizar seria: t > 0 y r < t. La métrica del espacio-tiempo

es,
ds* = —dr* + 7%do? (2.65)

donde do? sera:
o= W g 2.66
o = 1t p2 +p 2 ( : )



Figura 9: Representacion artistica de los infinitos conformes. Se muestran los puntos
iV, it e i~ de forma extendida como H?, Hty H~.

Las coordenadas (p, ) definen la superficie que denominaremos como infinito tem-
poral futuro H*. Dicha superficie puede ser interpretada de la siguiente manera.

Consideremos un espacio ambiente de cuatro dimensiones, con variables z; : 1 =
0,...,3, y métrica de Minkowski. Consideremos la superficie generada por los puntos
que satisfacen la ecuacién 2.67]

— 1 = —dx} + da? + da3 + da3 (2.67)

Dicha superficie corresponde a un hiperboloide y la métrica inducida sobre éste es
la misma que la métrica en la ecuacién [2.66] ver figura [10] De este modo asociamos
al hiperboloide con la superficie H*, la cual se corresponderia con la extensién del
punto 7. Para extender el Infinito Temporal Pasado i~ se procede de forma andloga
encontrando un hiperboloide que llamamos H .

Si ahora en cambio queremos extender el Infinito Espacial °, definimos las variables:
p = /7"2 _ t2
T=1t/Vr?—1t2

siendo la regién parametrizada restringida a r > |t|. Luego la métrica se escribe
como,

(2.68)

ds* = dp* + p*do? (2.69)
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Figura 10: Representacién de los hiperboloides H* y HY.

donde ahora do? corresponde a la métrica inducida sobre un hiperboloide parame-
trizado por las variables (7, z). Dicho hiperboloide es la regién que llamamos infinito
espacial H° y su métrica se conoce como métrica de De Sitter tridimensional,

B —dr?
1472

El hiperboloide H° puede interpretarse de modo similar a H™, ver figura . Consi-
deremos un espacio-tiempo de Minkowski y la superficie generada por la ecuacién [2.71]

La métrica inducida sobre dicha superficie es la métrica que aparece en la ecuacién
2. (0l

do? +(1+ 7703 (2.70)

1 = —dt* +da? + dvj + dr} (2.71)

Volviendo a la figura 9 las regiones suavizadas en los extremos del diagrama de
Penrose han sido representadas, de modo artistico, por las superficies H* y H°.

En la siguiente seccién veremos cémo la descripcién que hemos realizado nos per-
mite obtener la forma de los campos sobre geodésicas que van hacia infinito.
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2.3. Método de Fase Estacionaria y Campos Asintéticos

En la presente seccidn desarrollamos herramientas que serviran para el estudio de
los comportamientos asintdticos en los campos. Dichas herramientas consisten en el
uso del sistema de coordenadas mas apropiadas y en el Método de Fase Estacionaria
aplicado a los campos.

El comportamiento asintético depende de la geodésica con la cudl nos dirigimos al
infinito para un sistema referencial dado. En un espacio-tiempo de Minkowski se puede
ir al infinito a través de las siguientes maneras: en una geodésica de tipo tiempo, donde
el vector tangente a la curva tiene norma negativa; geodésica nula, vector tangente con
norma nula; geodésica espacial, vector tangente con norma positiva. Ademas en cada
uno de los dos primeros casos, infinito temporal y nulo, podemos elegir geodésicas que
van al futuro, con ¢t > 0, o al pasado, con t < 0.

Comencemos por el Método de Fase Estacionaria que nos permitira calcular los
campos en el limite hacia el infinito.

2.3.1. Método de Fase Estacionaria

El Método de Fase Estacionaria (en inglés puede encontrarse como Saddle Point
Approximation) es (til para obtener el valor de integrales cuando éstas depende de un
pardmetro real que se hace tender a infinito. El mismo se basa en el principio de fase
estacionaria, que fue introducido por primera vez por [54] y otros como Cauchy, Stokes
y Riemann. Uno de los problemas en el que mas se utiliza el método es en el calculo
de la integral,

I(x) = /bg(t)emf(t) dt (2.72)

donde a, b y la funcién f(t) son reales; la variable = es un pardmetro real que se
hace infinito.

El principio consiste en suponer que la mayor contribucién al valor de la integral se
debe a los puntos en que la funcién fase f(t) es estacionaria, es decir su derivada se
anula.

Pensemos en el siguiente ejemplo: supongamos que f(t) tiene solo un punto es-
tacionario ¢ en el intervalo (a,b) y que f”(c) es positivo. Luego diriamos, con la
suposicion del método en juego, lo siguiente:
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I(z) ~ / C+Eg(t)eizf(t) dt (e >0) (2.73)
~ g(c) /C 6eycp {zx[f(c) + f7(e)(t — 0)2/2]} dt

. oo
~ g(c)e™l© / exp {izf” (c)(t —c)*/2} dt

2w
zf7(c)

~ g(c) exp{ixzf(c)+in/4} (2.74)

En el caso en que f”(c) < 0 tenemos un desarrollo similar:

1(z) ~ g(c), /%Z(c)exp {izf(c) — in/4) (2.75)

En el libro de [55] se puede encontrar la demostracién realizada por [56] de los
limites desarrollados en y[2.75]

En este trabajo estamos interesados en resolver integrales como pero en di-
mensién mds alta, por lo tanto consideremos la siguiente integral,

I()\):/Dg(x)ei)‘f(w) dx (2.76)

donde X es el parametro positivo que se hace tender a infinito y ahora z =
(x1,...,x,) son puntos de un dominio acotado de R". El resultado de es, ver

apéndice [B.1]y [55],

I(\) ~ g(x0)|det(A)| " 2exp {z’)\f(azo) + ”TU} (?)W (2.77)

donde z es un punto estacionario de f(z) dentro de D, A es la matriz Hessiana de
f evaluada en 2y y o es la signatura de A. La signatura de una matriz es definida como
el nimero de valores propios positivos menos el nimero de valores propios negativos.
Utilizaremos reiteradas veces en este trabajo el resultado en para el primer término
en el limite.

33



2.3.2. Comportamientos Asintéticos

El objetivo de esta seccién es encontrar el comportamiento asintético de un campo
de Klein-Gordon ¢ sobre los diferentes infinitos que se detallaron en 2.2 como en [13].
Para eso debemos conocer cudles son las coordenadas mas apropiadas para trabajar
con las distintas geodésicas descritas al inicio de la seccidn.

Primero necesitaremos escribir el campo ¢ en términos de los operadores de Fock

como en [2.15)]

Comencemos por analizar el comportamiento en el infinito nulo futuro, por lo que
supongamos que el campo ¢ no tiene masa. Las coordenadas mas apropiadas para
estudiar el infinito nulo futuro son (u:=t—r,r,0,¢), siendo el espacio parametrizado
por coordenadas esféricas (r,0,¢). En las mismas se alcanza el infinito nulo Z* ha-
ciendo que la variable r tienda a infinito, manteniendo fijas las coordenadas (u, 0, ¢).
Asi I es parametrizado por las variables (u, 0, ¢). Tenemos p? = E? y,

prx=—Et+pd=—FEt+ Er(p.2) = —Eu+ Er(p.s —1)

Luego podemos escribir el campo ¢ como,

t° dEE (.
Y —iEu d2 ral ED iEr(p.2—1) C. 2.78
o(ru.2) /0 2(2m) / pa(Ep)e e (278)

Podemos usar el método de Fase Estacionaria en para calcular el valor de
en el limite r — 400,

o —1 2
/d2ﬁ&<E’ﬁ)ezET(P.x—l) — G(E."i') exrp {%} (E_7:n>

Obteniendo finalmente,

+o00 o~
o(ryu, @) = 1/ dEMe*iE” + c.c.+O(r?) (2.79)
0

r o 4mi

El infinito nulo pasado se parametriza con las coordenadas (v :=t + r,r,0,0), y
se puede obtener el campo asintético de forma similar.

Consideremos ahora un campo de Klein-Gordon masivo ¢ y lo escribimos como
[2.15] Estudiemos su comportamiento asintético en el infinito temporal futuro; donde
las coordenadas mas apropiadas serian 7 = v/t2 — r2y p = r/+/t?> — r? para la regién
t >0y r <t. Nos acercamos al infinito haciendo que la variable 7 sea muy grande y
tenemos,
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p.x =T1(—+/1+ p*E, + pi.p) (2.80)

Podemos definir una funcién f(p) de forma que p.x = 7f(p), siendo el cero en el
gradiente de la misma en el punto p'= mpz. Usando 2.77}

e—i37r/4\/%

¢(7_> Ps ﬁj) = 2(27”_)3/2

(b(mpi)e™ ™™ — ib*(mpa)e™) + O(7~*/?) (2.81)
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3. Interpretacion Factorizacion Infrarroja como lden-
tidad de Ward con cargas conservadas

En esta seccién veremos la Factorizacién Infrarroja como una Identidad de Ward.
Para eso introduciremos dos nuevos operadores, el cual llamaremos cargas, que sera
desarrollado en términos de operadores de Fock de los campos.

Supongamos ahora que podemos escribir la Factorizacién Infrarroja en la ecuacién
[2.54] a través de dos operadores Q* y Q~ de la siguiente forma:

(out] Q*1d)S — SQ[d] lin) = 0 (3.1)

siendo S el operador evolucién vy,

lin) = |k, .., km)
lout) = |kt - kn) (3.2)
(out| S |in) = 6* (O ky) An(ka, .., kn)

La forma de la ecuacién es igual a la expresion de las Identidades de Ward,
ver [6], y denominamos a los operadores Q* como cargas. La diferencia entre ambas
cargas reside en que Q" es un operador que acttia sobre los campos libres en el futuro,
mientras que ()~ actta sobre campos libres en el pasado.

Vemos ahora cémo son estas cargas para que se escriba como [3.2]

Para ello multiplicamos a la ecuacién por 0*(3" k + q) antes de hacer el limite
w — 400 y luego aproximamos la delta en el lado derecho a primer orden en g,
5*(>" k). Haciendo esto tenemos, escribiendo explicitamente la convencién de signos
para particulas entrantes y salientes,

entrantes
J

J J

salientes

g 4
- I 5 Bl A, (kiy ) =0 3.3
> (Ejh) (k) (33)
Que podemos escribir como:

entrantes
, . g .
Iim w {out, g| 5 |in) + Ej 2 (Ld) {out| S|in)
salientes g
> siig (el Slin) (3.4)

J
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Ademis, de acuerdo a la observacién hecha en la figura [6] tenemos el siguiente
resultado en el limite de bajas energias:

lim (out, q| S |in) = — lim (out| S |in
lim (out, q| S|in) = — lim {out| S |in, q)
Por lo tanto el primer término de la izquierda en la ecuacién puede ser escrito

como un promedio:

, w . .
lim = ({out, q| S [in) — {out| S|in, ) +

entrantes salientes

Z ﬁ (out| S'|in) — Z ﬁ) (out| S'lin) =0

En la ecuacién los campos |in) y (out| son libres, por lo tanto se los puede
escribir en términos de operadores de Fock:

d3p 1 * _1pxT —ipx

b= /WQ—EP (bpep + bye”? ) (3.5)
d3p 1 * 7/ xr —ipx

= / (27)3 2Ep ( Pt ape™™ ) (3.6)

Por lo otro lado para cualquier estado |p) = |k, .., k1) = by, .., b;, [0) tenemos la
siguiente relacién ,

d*p f(ﬁ)
/(%)3 2F, Zf

Luego se pueden escribir los dos dltimos términos de la izquierda de como,

Bp 1 g . dBp 1 g o\l
ot~ [ s s 00 549 [ G 5t Gibe) i)

Y el primer término se lo puede escribir usando los operadores de creacién y ani-
quilacién para los fotones.

w w .
(out| 5 (a;q + aw,j) S — SE (a;q + awq) lin)

Donde hemos usado que al aplicar el operador de aniquilacién a un estado sin
fotones tenemos cero, a,|p) = 0. Finalmente QT y Q= se escriben, de la misma
forma, como

"Escribir 2E,, en lugar de /2E,, se debe a imponer [b,,b}] = (27)%6%(p — q)2E,, lo que lleva a
que la constante de normalizacién sea 1, ver [5].
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+741 _ 14 g * R d3p 1 g *
Q7ld] = Jim 5 (g + wi) / G 28, 35 1,3 ) (3.7)

Siendo la diferencia entre ambas cargas radicada en que los operadores de Fock
actuarian sobre estados asintéticos distintos.
Luego definimos Qso5:[G] Y Qnrarald] como los términos lineales y cuadraticos en los
operadores 7,

R , Wy,
;'Eoft 4] = 311% 5 (awq + awq) (3.8)
Pp 1 g
£ 1G] = — b*b 3.9
Qha’l‘d[q] / (27T>3 2Ep 2p(17 qf\) ( P p) ( )

Es importante observar que si no se consideran diferentes las cargas Q* desde un
inicio, tendriamos como resultado:

(out| [Qlq], Sin) =0 (3.10)

Es decir la carga (Q = QT conmuta con el hamiltoniano, de la forma de[3.10] Esto
nos podria adelantar que el operador () se conserva en el tiempo, y de ahi el llamarle
carga.

En las secciones siguientes queremos estudiar la interpretacién de las cargas Q*|q]
escribiéndolas en términos de los campos asintéticos en el futuro y pasado. Por lo
tanto buscamos expresar los operadores de Fock en funcién del campo ¢ en el infinito
temporal y x en el infinito nulo.
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3.1. Interpretacion de Q*

Con el objetivo de analizar Q*[q] escribiremos primero Q:Oft[cj] en términos del
campo asintético y. Tenemos que en el infinito nulo futuro y tiene el siguiente fall-off,
obtenido en la ecuacién [2.79]

. XI+(u,§U) *dE (ags B a*EA )
— AN — = | BT —iBu _ ZEE jiEu 3.11
X(T,U,ZL’) " ) Xz+ A 9 4 'ée 4 Z-e ( )

donde r, u, T son las coordenadas que describen el infinito nulo futuro.

Vamos a escribir los operadores ag; y agz+ en términos de xz+. Primero se puede
escribir el campo xz+, que llamaremos datos libres, sélo en términos de uno de los
operadores,

t>odE ay, |
Xz+ = —/ g—ﬂe“ﬂ“ (3.12)
+eo dFE QE: _iFuw

Si hacemos la transformada de Fourier de la ecuacién [3.12]

' A Uy
/du e "+ (u, T) = e (3.14)
Multiplicando por w,
't /du (we™™") xz+ = /du (i0ue™™") xz+ (3.15)
4
= —i/due_i“w W X T+ (3.16)
= —z‘/duauxﬁ. (3.17)

w-0 . i Vs . .
donde = significa el limite w — 0. De este modo hemos escrito el operador ay; en
funcién de campo en el infinito nulo xz+; y podemos hacer lo mismo para el operador
az, empezando por la transformada de Fourier de la ecuacién [3.13]

. a A
d uw A — wx
/ ue™xz+ (u, ) +4m.
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Quwi /du (—i0,e™") x7+ = i/du e Oy 1+ (3.18)

w ;
471

Wzoz'/duauXI+. (3.19)

Ahora escribiremos Q. .[4] en funcién del campo asintético ¢. El infinito temporal
futuro es descripto por las coordenadas, en la regién r < |t|,t > 0, 7 = Vt? =12y
p=r1/Vt2 =72 En el limite 7 — 400 el campo ¢ se escribe como en [2.81]

—i37/4 . .
o(r,p,2) = M (b(mp:%)e’”m — ib*(mp:?:)e”m) + 0(775/2) (3.20)

2(27T)3/2
¢2 _ ¢*¢ — (4(27:7—)3) [_ibQG—iQTm =+ Z-b*ZeiQTm + bb* + b*b] (321)
N[¢?] = m [—'b2 —i2Tm 4 32 i2rm —i—Zb*b}
B 4(27T)3 we woe
donde N es el operador normal-order. Luego,
2(277)3 1 , .
b*b = ( ﬂ-T) N[¢2] o 5 [_Z'b267127m + ib*Qelsz] (322)

Podemos reescribir el segundo término de la derecha de haciendo el cambio de
variable p = mpz,

Pp 1 g . m’p’dpdQ) 1 g )
(27’(’)3 2F, 2 (1 A) (bpbp> - 2(27‘(‘)3 2 2 & ~ (bpbp)
p PS4 mpm(y/1+ p?,pt).(1,9)

(3.23)
Usando y quedandonos solo con el término en N[¢?],

2dpd$) 1
:ngg/ per - - N[¢2(Tap7£)]+
(V14 p% p2).(1,4) 2Emp

Finalmente podemos escribir Q*[j] como la integral en el campo no masivo en el
infinito nulo mas la integral del campo masivo en el infinito temporal,

2
. , p-dpdS) 1 9 .

Q"[g] = lim —47T/du3ux + —m7’3g/ Nlo*“ (T, p,T)] + ...
(4] L T (V1 2% pi)(L,0) 2B [0°( )]

(3.24)
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Podemos ir mas alld escribiendo la carga Q*[q] sélo en términos de los datos libres
en el infinito nulo. Estudiamos ahora como es x en el infinito temporal en funcién
de ¢2. A partir de la derivada funcional del Langrangiano, ecuacién , tenemos la
ecuaciéon de movimiento,

5fL _ 0 41,1 o v - 2)
) Ix) </d 5 (0"X)(97X) = gx& > =0

/ d*x 1, 0" x 05 (x — y) — g6*(x — y)d* = =W 0”0 x(y) — 9¢°(y)

Ox(y) = —9¢°(y) (3.25)

Habiamos obtenido en el infinito temporal futuro (1 — +oc) la forma de ¢?,
ecuacion [3.21] como:

o

2
¢ =2

Por lo tanto esperamos que y tenga la forma,

+ ..

X = Xj_“ +o (3.26)

Entonces buscaremos cémo es el operador D'Alembertiano O en el infinito temporal
futuro. En términos de las coordenadas del infinito temporal futuro (7, p, &) la métrica
de Minkowski se escribe,

d 2
ds® = —dr* + 7%do® = —dr* + 7° ( &

I + p2qAdeAde)

donde g4 es la métrica de la esfera unitaria y escribiremos do? = h,sdy®dy”® en
términos de una métrica en un hiperboloide unitario de tipo espacio H* y tenemos,

-1 0 0 0
0 =5 0 0
N = L2 2,2
0 0 o 0
0 0 0 p*risen®(z4)

=S O=0"V.V»=—Vr V- +7 2 V0 Vs

Calculamos entonces los simbolos de Christoffel con la variable 7,

7, =0, I7,=0; I')y= 7169, Ihs = Thap

Como x es un campo escalar se cumple: \7ox = 0o x. Paraa # 17y B # 7
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Px o [9x . (9x

donde D,, es el operador v/, en la métrica en H™

Ox = —0%x — 37 10, x + T_zhafBDaDBX
Suponiendo x de la forma dada en la ecuacién [3.26] tenemos que x4+ satisface,

(D* + 1)xp+ = —gdp+

siendo D? el D'Alembertiano en H ™. Para encontrar yy+ necesitamos hallar la
funcién de Green que satisface (v = (p, 2)):

(D + 1)G(y.y) = 65— ) (3.27)

En principio la funcién G(y,1’) depende de 6 variables independientes, pero debido
a las simetrias que posee §° éstas se reducen. Las simetrias que respeta §° son las
de R3. Entonces para una funcién que depende de dos puntos en el espacio (yfgj’)
tenemos tres simetrias de traslacién y dos de rotacion, lo que lleva a sélo una variable
independiente para . Por lo tanto podemos pedir que G dependa sélo de la distancia
entre §y y/.

Se puede definir un nuevo espacio de 4 dimensiones donde los vectores i = pi y
gj’ = p'1’ se encuentran sobre un hiperboloide. Definimos la distancia en este espacio
con la métrica de Minkowski y definimos la transformacién de un espacio a otro para
que la métrica inducida en el hiperboloide sea la misma que tenemos en H*. Asi la
transformacién es:

YE=(V1+p208) 5 YY' ==/(1+p)(1+p2)+ppea!

Asi los puntos de H* forman un hiperboloide como se lo puede ver por la norma,

VY = —(1+p) + p*2.8 = -1

Por lo expresado anteriormente podemos asumir, para ciertas funciones G y f, lo
siguiente:

Gly,y) = GV, Y') = f(Y'Y)

Para simplificar fijamos p/ = 0, luego Y.Y' = —/1 + p? y tenemos que G(y,y') =
f(p), es decir la funcién de Green G es alguna funcién f de p. Calculamos ahora D? f
sabiendo que f sélo depende de p,
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D*f = (02 f = T2 (9,f)) — K10 4(0,f) — KPPT%5(8,f)

Calculamos los simbolos de Christoffel necesarios:

T = —rppg [y =—p(L+p*) Thy=—p(l+p*)sen’(za)
_ P 1
D2 = () (85 + L O)) 5 (o1 00
1
Psen?(za) (p(1+ p*)sen*(24)(,f))

2, 2\ 2 (1+P2)
02y =+ i+ (o2 ) o,

2
dﬂ+Uﬂm:Oﬁm5ﬂ+(%—;)f+f=&m
Por lo tanto buscamos soluciones a la ecuacidn

ﬂ+w%ﬂ+(%—%>f+f:0

Las soluciones a la ecuacidn diferencial son de la forma,

C CyArcsenh
o)==+ =— a

Podemos pedir dos condiciones sobre la funcién f: en el limite p — +oc satisfaga
la ecuacidn diferencial y satisfaga la ecuacidn con la delta §(p). Luego estas condiciones
se traducen a,

1 1

}g%f = —% ) pgffoof :,; (3.28)
finalmente tendriamos que la solucién para G es (p = /(Y.Y")2 — 1),
—1 1
Gy y) = ————— (3.29)

AT\ /(Y.Y")2 -1
Usando las ecuaciones y podemos escribir x4+ como,
X+ (y) = — / Gy )gous (y)d*V’
H

El elemento de volumen es d*V = \/det(h)dy'dy*dy>, donde el vector ¢ estd
escrito en esféricas como y = pz.
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1+p2 4 2
has=| 0 p? 0 s det(h) = 225004 316” (‘ZA)
0 0 p’sen*(za) T
2 2dpd<
By = 5T o ey = 2P

Ny Ny

Aplicando el operador orden-normal N en ambos lados,

g 1 m *71 1317
=/ = b*b d*V

Si ahora multiplicamos por p y hacemos el limite p — 400,

i i 9 (™ / pb'b  pdpldQ
m = m —\ -
prtoe P e ar \220)° ) S JYY R — 114 2

Expandiendo a primer orden el denominador,

" g ( m ) / b*b p"2dp dQ)
m pxpy+ = — | —0——= "
p—+00 Ar \2(27)3 ) Jor (_ (1+p?) +p/5m:’) \/rp’2
Por continuidad suponemos, ver apéndice :
X7+ (u = 400, %) = Hm pxy+(p, )
p—r+00

Ademas tendriamos,

p-(1,q) = —E, +p.g = —v/m* + > + 7.4

=—m+/1+4+ p>2+mpi.q

(3.30)

(3.31)

Luego se observa que la ecuacién [3.30| es similar a la ecuacién (3.23, usando que

E.p=my/1+ p?

3p2dp/dQY 1 b*b
xre(u— +00,4) = = | L

Entonces usando obtenemos,
+00

Qg = ligb —47r/ dud,xz+ + 4mxz+(u — 400, q)

—00
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Finalmente la carga Q*[¢] queda expresada solo en términos de los datos libres en

el infinito nulo,

Q" [q) = 4mxz+ (u = —00,q)
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3.2. Interpretacion de ()~

Pasamos ahora a escribir la carga ()~ en funcién de los campos en los infinitos nulo
y temporal pasados.

El infinito temporal pasado (regién r < |t|,t < 0), estd descripto por las mismas
coordenadas que en el futuro: 7 = v/t2 — 12y p = r/+/t2 — r?; con la salvedad que la
coordenada tiempo es t = —7+/1 + p?. Por lo que en el limite 7 — +00 tenemos,

—i37/4 ) )
o(r,p, &) = ﬁf (—ib(—mpz)e"™ + b*(—mpi)e ™) (3.33)
27 m *
N[¢"] = 12rr ) (20%b) + ...
Luego,
b*b — 2<27TT)3N[¢2]
m

Tenemos en el infinito nulo pasado que x se escribe como,

r o \ 4mi 471

_ 5 +oo dE ko s )
x(r,v, &) = Xz-(v, %) + . XZ- :/ (—aEIeZE” _ 3B : e_ZE”) (3.34)
0

donde r, v, Z son las coordenadas que describen el infinito nulo pasadoy v =t +r
es el llamado tiempo avanzado. Ahora debemos escribir los operadores de Fock en
términos de yz-. Andlogamente al infinito nulo futuro podemos escribir,

T dE ay_;
Y1- = / _E_ezEv

oo 2m Ami

/+OO db AE—& _ipy
= ———e .

oo 2m 4mi

Si hacemos la transformada de Fourier

a

47 4y

1 . T a* T w- .
/dve_”wXI (v,2) = ——" — w——0- zo—z/dv&,XI

471

[ v (v.d) = <%

waw_,i = —i/dv&,x;—
471

Andlogamente podemos escribir la carga ()~ [G] como una integral del campo 9, x7-
en el infinito nulo pasado mas una integral de ¢? en el infinito temporal pasado:



2
Cia , . p2dpdS) 1 9 .
@ |q] = lim 47r/dv&ux ~(v,—q —mT3g/ Nl|o*“(T, p, —
(] e 7-( ) (V1+ 02 pi) (1, ) 2Emp [o°( )]

(3.35)
Por (ltimo queremos escribir Q~[g] en funcién de los datos libres en el infinito

pasado. Estudiamos el campo  en el infinito temporal pasado usando Oy = g¢?.
Suponemos:

1§ XH-
m x ~

. P
Mm@~ D
T—+00 T T—+00 T3

Como las coordenadas son las mismas que en el infinito temporal futuro tenemos
las mismas ecuaciones diferenciales y solucién:

(D* + 1)x3- = gp

xu-(y) = /H_ ;—5 (Yyl,)? — (2(;)3) bb dPy

Si multiplicamos por p y hacemos el limite p — 400 tenemos,

i i 9 m / pb*b p2dp'dQ
im -=lim —(—=

ptoe P S 20202 ) Sy VYR 114 2
Expandiendo a primer orden el denominador,

lim px g( = )/ el ) g (3.36)
H_ = — T N .
p—r+00 47 \2(2m)3 ) Jo- (_ 1+ p2) + p’iaz’) V14 p?

Por continuidad suponemos, ver apéndice [B.6}

Xz-(v = —00,2) = lim pxy-(p, ) (3.37)
p—+00
Entonces

. =g m b (—mp'z"\b(—mp'z!) pPdp'dQ
(0o —co,d) = =4 (T 3.38
e V= (2(27T)3) /7-1 (-./(1 +p?) +p’££’> V1t p? 5:39)

Si hacemos una traslacién en la esfera de la forma @' — 7 — 60"y ¢ — 7+ ¢

tenemos el cambio &/ — —a’:
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xz- (v = —o0, —1)

g ( m ) / b (mp'ab(mp'z')  pPdp'dQ
47T H— (_ (1 +pl2) + pli..i\/) \/ 1 —|— p/2

2(2m)3
(3.39)

Finalmente, usando logramos escribir el operador ()~ en términos de los datos
libres en el infinito pasado:

+oo
Q7 [¢] = lim 47/ dvo,xz- (v, —q) + 4mxz- (v = —00, —q)

w—0 oo

Q7 [] = 4mxz- (v = 400, =) (3.40)
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4. Demostracion QT = Q™

En la seccién anterior logramos obtener los operadores de carga Q*/~ como el
campo asintético x en los infinitos nulos futuro/pasado tendiendo al infinito espacial
(ver diagrama de Penrose - figura . Entonces nos preguntamos si ambos operadores
son iguales, QT = Q, en el infinito espacial, basdndonos en la continuidad del ope-
rador x alli. Asi nos encargamos en esta seccién de responder a la pregunta si la carga
() se conserva.

Necesitamos estudiar entonces como se comporta el campo  en el infinito espacial.
Para eso podemos empezar por la ecuacién de movimiento: Oy = g¢?/2; donde ahora
¢ tiende a cero por ser un campo masivo. Las coordenadas apropiadas para el infinito
espacial, cuya regién en Minkowski seria r > |t|, son: p = /12 —t2y T = t/\/r? — t2.
Siendo la métrica descrita como,

2

ds* = dp® + p*do® = dp* + p ( —

5 + (1+ TQ)(]ABdl’Adl'B)

donde do? = hasdy®dy® es la métrica del espacio, que llamaremos H’, parame-
trizado por las variables 7 y 4. Dicha métrica es llamada métrica de De Sitter
tridimensional.

Para trabajar con la ecuacién de movimiento necesitamos encontrar el D' Alembertiano
O =" Y, Vv en estas nuevas coordenadas:

O=+,V,+p h" Vo Vs

Calculamos entonces los simbolos de Christoffel con p,

F/p)p = 0; F;O;p = 0; Fgﬂ = —phag

Como x es un campo escalar tenemos \/ox = 0o x. Paraa# 1y g # 7,

Va Vi X = 0a0sX — Tegdex = DaDp —T% 30,

donde D,, es el operador v/, en la métrica en H°
Oy = 8§X +3p710,x + p 2h*’ Do Dgx
Si ahora suponemos que x tiene la forma (en el limite p — 400):

_ XHO (7-7 j;)
p
para alguna funcidn x40 (7, ), luego ésta satisface,

X
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(D* = 1)xpo =0 (4.1)

siendo D? el D'Alembertiano en H". Tomamos ahora un pequefio desvio para
analizar como es la condicidn en el limite 7 — 400, es decir en el futuro, del campo
X#0, andlogamente al caso en [3.28] Para esto vemos cédmo es la ecuacién diferencial
en dicho limite. Calculando D?,

D? = 77 (&2 — T%,(0.)) + ™ (03 — T44(00) + hPP (83 — T55(0.))

Luego de calcular los simbolos de Christoffel encontramos,

D2 = (147 (84 (00 )+ 13 (0 — 71+ 7)00)

1 2 T ) sen? (x4 sen(x4)cos(xa)(0a
ey O =70+ T)sen(@a)(07) + senlea)eos(w4)(04)

Luego tendriamos

lim (D? = 1)xpo = (—(1 +7%)07 — 370, — 1)xno = 0

T—+00

Si hacemos la suposicidén yo = 7", tenemos

[-nn—-1))—-3n—-1=0 —|n=-1

Entonces en el limite,

. N X+(2)
1 p—y
T_1>1+Iloo Xo (T, T) -

+ .. (4.2)

Buscaremos ahora una solucién a de la forma,

woly) = [ EVGlo). (@) (43
donde 0 :=Y.Y’, con Y#* = (1,/1+ 724) y Y"* = (1, 2'). Todo se resume a pedir

que xxo en la ecuacién cumpla con las ecuaciones [4,2] y [4,1]
Para esto suponemos G(c0) = §(0)/27m y vemos si se satisface [4.1] Tenemos para una

funcién cualquiera f(o),

D*f(o) = =" f"(0) = 30 f'(0)
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= (D = Dxanly) = = [ G [0%67(0) + 308(0) +0(0)] x ()

Conociendo las siguientes propiedades de las distribuciones:

00’ (o) = —6(0); %" (o) = —200'(0) = +256(0)

obtenemos,

(0= 1)ly) = - [ S 28(0) = 30(0) +5(0)] o) =0

Veamos por Ultimo si se cumple [4.2]

5(0) = i = ——
V1472
En el limite 7 — 400
~ 1
T =1— —
272

Por otro lado podemos parametrizar la esfera de manera que i.z' = cos(), y si
0 << 1 tendriamos .2/ = 1—6?/2. Luego podemos asociar § = 1/7, que corresponde
con que la regién de integracion en sea un circulo de radio el angulo 6 alrededor
de Z. Aproximamos la integral en al perimetro del circulo multiplicado por el valor
medio del campo x4 (2):

; N X+ (%)
1 m =
T_1>+OO Xno(T, 2) -

completando entonces de demostrar que [4.3] es solucidn.
Veamos ahora el limite 7 — —o0 para x3o0(y) donde tenemos:

. 1
lim z.2'=—-1+ —
T——00 + 272
Si 2/ est4 cerca del opuesto de 7 tenemos #.z" = —cos(0), porloquesi f << 1 —
2.2’ &~ —1+ 6%/2. Asociamos 0 = |1/7]

Entonces

lim  x30(y) = = -

T—r—00 |T| T

Si definimos x_ como:

(4.4)



Entonces tenemos la igualdad:

X-(2) = x4+ (=) (4.5)

Por continuidad tenemos las relaciones (ver diagrama),

Xz+(u = —00,2) = X+ (%) (4.6)

xz-(v = +00,2) = x-(2) (4.7)
A partir de las ecuaciones [3.32] [3.40] [4.6]y [4.7}
QT[4 = x+(2)
Q[4] = x-(=12)

Finalmente, por la ecuacién [4.5, tenemos que las cargas Q* y Q~ cambian de
forma continua de una a la otra en el infinito espacial:

Q*li = @ ld (@)

La ecuacidn [4.8] es la version en spin cero de la expresion hallada por Strominger
para electrodindmica y se usé como guia el trabajo realizado por Campiglia y Eyheralde
[2]. Por otro lado el tratamiento en el infinito espacial para vincular los infinitos nulos
futuro y pasado fue inspirado a partir de [57] [58] [59].

Entonces hemos obtenido en esta seccidon que la carga () se conserva al haber
encontrado la igualdad Q*[g] = Q~[g], ecuacién [4.8] Ademds hallamos dicha igualdad
para cada valor de ¢ sobre la esfera y por lo tanto se conservan un nimero infinito de
cargas.

En la seccidn siguiente veremos otra forma de encontrar infinitas cargas conserva-
das para el modelo con particulas de spin cero. La misma fue inspirada en los casos
estudiados con particulas de spin 1y 2.
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5. Carga a partir de una densidad de corriente

En esta seccidén veremos una forma adicional para encontrar la existencia de infinitas
magnitudes conservadas en spin cero. Motivado en los casos con spin 1y 2, definiremos
nuevos operadores de carga que llamaremos cargas promediadas, y encontraremos se
conservan. Dicho resultado es realizado con el hallazgo de corrientes conservadas que
nos reproduciran las cargas promediadas.

Las corrientes conservadas nos permitiran extender la definicidn de las cargas para
tiempos finitos.

La ecuaciénnos adelanté que la carga Q = Q*[(] es una magnitud conservada,
luego, a partir de la seccién [3, podriamos decir que debe existir una simetria asociada
en la teoria. Por lo tanto observaremos cémo es la transformacién en los campos
asintéticos provocadas por las cargas.

5.1. Carga Promediada y Densidad de Corriente

Definimos la carga futura promediada QQ*[\], para cualquier funcién A\, (Z) :
S? - R, como,

Q [\ ] = /52 d*V i xz+(u — —00, 7) (5.1)

Esta carga sera la magnitud que encontraremos se conserva. Es importante observar
que existe una biyeccién entre el conjunto de cargas QT[\.] y Qt[q]. Si elegimos
A (2) = 6%(¢ — %) la carga promediada coincide con la carga Q[g].

A partir de la ecuacién [3.24]

Ay 1 ()
X7+ (u — —00, &) = /du@u)(z+ + 47r/d qu
donde m2d®V = d*p/E,, q = (1,2), Y* = (\/1 + p?, pi) y siendo j(y) igual a:

m *

ily) = mb b

podemos escribir la carga futura promediada a través de los campos asintéticos en
el futuro como,

Q] = — / Padud, dyxoe (u, ) — / PV i) (52)
I+ H+

Siendo

53



) 1 A
Ay) ==~ deY—L (5.3)

e, . &) ., - .
Esta definicién implica que A es una funcién en H* que verifica (ver apéndice |B.2)):

0
D?+1) A=0
o o
lim, oo A= Tp)\+
0
Por lo tanto /1\ podria ser el comportamiento asintético de un campo
A (v)
A(z) = Ty + ... (5.5)

que satisface la ecuacién de onda OA en todo el espacio-tiempo. Esto nos ayudard
mas adelante cuando veamos que la carga promediada se conserva.

Vamos a considerar a continuacion dos foliaciones del espacio-tiempo y obtendre-
mos la carga promediada como la integral en las mismas de una densidad de corriente
conservada.

Tomaremos primero una foliacién en superficies de 7 = cte, coordenada que parame-
triza H°, y estudiaremos la carga promediada como la integral en estas superficies en
el limite 7 — oc.

Consideramos la densidad de corriente j* definida como

34 = Ok (5.6)

donde k® es un tensor antisimétrico, de modo tal que se cumple 9,5 = 0. Por lo
tanto, j* es una corriente conservada y podemos buscar que su integral en superficies
de ciertas foliaciones del espacio-tiempo sean magnitudes constantes. Cuando men-
cionamos magnitud constante nos referimos como constante dentro de la foliacién, es
decir, donde las integrales en distintas superficies son iguales. Consideramos k% como,

k= /n (VXA — V*Ax) X" — (a <> b)) (5.7)

siendo X“ el campo vectorial dilatacién definido como X := z#0,,; mientras que
A esta dado por la ecuacién 5.5
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5.2. Conservacion en Foliacion en 7

Consideramos el espacio-tiempo en coordenadas asociadas al infinito espacial (p, 7, ).
Integramos la componente de la densidad 57 en una superficie de 7 constante. Como
X = pd, entonces j7 = 0,k porque los demds k™8 son cero. Podemos escribir la
integral en la superficie de 7 = cte como,

Pmax Pmax
lfm dpd*%j” = lim d*z / dp (0,k™) (5.8)
Pmazx—>0 0 Pmaz—>00 0
— lm [ Bak (5.9)
Pmaxz—>00

Calculamos k":

+1 0 0 0
0 2h,, 0 0

Nap = 0 P 0 thAA 0 — det(ﬁ) = p6det(h)
0 0 0 p2hBB

kTP = \/Epii ((piQhTTaTXA - p72h778TAX>p)

En el limite p — +00 tenemos,

=

mezw; lfm A —
pP—r00 P pP—r00

D=

= 1fm k™ = VERT (aTXHo A —0. A XHO)

p—00

Luego también podemos definir una densidad de corriente ¢* en H° como:

(2 ]
¢ = Vhh8 (8@(%0 A —0s A Xq_[o) (5.10)

Si la misma se conserva entonces V,¢% = 0,

@ @ ) @)
Vas® = Va(VhE) (vﬁxﬂo A =95 A mo) +Vhh (Va(vBXHO A) = Va(Vs A w))

@ ,
Tenemos que ambos campos x40 y A son cero cuando aplicamos el operador

(D? — 1), (ademds V,h*¥ =0 ) por lo tanto si se conserva,
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(2) (2
=vh (V'B(vﬁXHO A) = VP (Vs A XHO)) =0

Pasemos ahora a definir una carga (), como la integral de ¢ en una superficie de 7
constante:

Qr = /degT = /d% lfim k™ (5.11)

p—00

—Q, = —/d%sm(xA)(l + 72)3/2 (87)(7-[0 (/2\) —0; 5/2{ XHO)

Veremos que esta carga (), coincide con la carga promediada definida antes en[5.1]

, @ L
Para eso hacemos el limite 7 — oo en el campo A (Ver apéndice |B.3):

@ Ln(T)

lim A= Ay (#) (5.12)
T—00 T
Luego
L AL
lim Q. = — / dPesin(wa)r? {—X—; o)y, - <_; _ Lnlr) )\+) X—*}
T—00 T T T T T

.y A
— /deSZn(l‘A)T3 <XTL3>

Finalmente usando continuidad (ecuacién [4.6)),

lim Q, =Q™
T—00

Entonces la carga promediada es la carga que surge de la integral en una superficie
7 = cte de la densidad ¢, en H°. Y a la vez corresponde con la carga de una integral, en
el espacio-tiempo, de una superficie 7 = cte de la densidad j,. Nos podemos preguntar
ahora qué sucede con una carga promediada como en pero asociada al pasado.
Definimos la carga pasada promediada QQ~[\_] como,

Q [A]= /Sz PPV A_xz-(v = 400, — 1) (5.13)

siendo A_ definida en la esfera tal que satisface una correspondencia antipodal con
)\+: Af(‘i‘) = )\+<—j:)
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Queremos ver que en el limite 7 — —o0 el operador (), coincide con (). En dicho
[imite tenemos,

im G LT

T——00

A (2) (5.14)

La ecuacidn [4.4| nos dice que en el limite:

lfm vz = —2= (5.15)

T——00 T

Luego,
_Ln(— A Ln(— _
lim Q, = _/d%sm(“) B [X—QMM + <_+ _ MM) X_}
T T T T

. X_A
= — /dQ:csm(xA) I7)? ( 7_3+)
:/dQX_)\+

Usando la continuidad, ecuacién [4.7] obtenemos la coincidencia entre las cargas:

lim Q,=Q" (5.16)

T——00

Por ultimo quisiéramos encontrar una relacidn entre las cargas promediadas en el
futuro y pasado. Para esto podemos aprovechar que la densidad en[5.6]es una corriente
conservada y plantearnos la integral de la superficie en la figura [II] La misma estaria
formada por secciones de las dos superficies a 7 = cte y secciones de las dos superficies
a p = cte, de modo que la unién sea una superficie cerrada. Luego si hacemos el limite
cuando p tiende a infinito y calculamos el flujo de j* sobre las secciones de p = cte,
que llamaremos fugas, podemos relacionar los flujos sobre las superficies de 7 = cte.

Pasemos a calcular estas fugas, que a p fijo serian:

/ dr/d%jp :/ dr/dzi: Vo k" (5.17)
T1 T1

A partir de |5.10| obtuvimos:

— lim k" ="+ O(p™")

p—00

Y ademas encontramos que V,¢* = 0, por lo tanto:

lim Vb =0+ O(p™h)

p—>00
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Figura 11: Representacién de superficies T=cte y p=cte en coordenadas que parame-
trizan el infinito espacial.

Entonces la fuga tiende a cero y los flujos sobre las superficies 7 = cte son iguales,
lo que nos permite concluir que la carga futura promediada es igual a la carga pasado
promediada:

Q7[A-] = Q7[A\] (5.18)

Ademas podemos concluir que tanto la carga Q* como Q= son la integral de la
densidad j* sobre cualquier superficie a 7 constante.

Podemos decir entonces que existen infinitas cargas conservadas Q)[\], una para
cada funcién X definida en la esfera.

Consideramos a continuacién una nueva foliacién del espacio-tiempo en superfi-
cies de tiempo t constante y demostraremos la conservacién de la carga promediada
analogamente al caso anterior.

5.3. Conservacion en Foliacion en ¢

Estudiamos ahora la carga promediada en términos de la integral en una superficie
en el futuro. Consideremos una familia de integrales en el espacio de Minkowski de la
componente j¢, ecuacién [5.6} en superficies de ¢ = cte:

Qt:/ d*zdr §t (5.19)
t=cte

Cuando hacemos el limite t — oo la carga (); podria tener, a priori, contribuciones
desde el infinito nulo futuro ()z+, infinito temporal futuro Q4+ e infinito espacial
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(Q10. Es decir tenemos contribuciones desde todas las posibles geodésicas por las que
podemos ir a t — 4-00; asi tenemos: @)y = Q7+ + Qun+ + Qxpo.

Consideremos la contribucién en el infinito nulo Q7+ como la integrando en Z" de
la componente ;' tras hacer el limite t — oo manteniendo constante la diferencia
u =t — r. Entonces en el limite mencionado ;' es igual a,

u=cte u=cte u=cte
s -t _ ’ U T z ur Tu
tkﬂo‘] N tkﬂoj T = tkgloo Ok + Ouk (5.20)

porque los limites ¢ — 400 con u = cte es equivalente a r — 400 con u = cte,
tenemos que el primer término de la derecha en tiene un orden menor al segundo,

u=cte u=cte

z S A ’ U
Luego,
_ s 2 ru
Qz+ = tkgéo dud*z 0,k (5.22)

Tenemos los siguientes limites para los campos:

lfm y = 225 4 (5.23)
r—00 r
L Ln |2
i A = 200\ Lnf2uly (5.24)
r—00 2r 2r

Usando la definicién de k%, ecuacién [5.7} tenemos que la componente k" es:

u=cte L Lnl|2
lim k" = —sen(z4)A {auxﬁu ( ”2“’) - ”2| “') + Xﬁ} LO@rY)  (5.25)
r—400

Podemos suponer que el campo Y7+ tiene el fall-off yz+ = O(u®) y d,xz+ =
O(u=c), con € > 0. Esto se lo puede ver a partir de las ecuaciones y B:17] Por lo
tanto, cuando integramos en [5.22] el primer término de la derecha de [5.25]y evaluamos
en u — + obtenemos cero. Luego sobrevive solo

u=cte

lim k™ = —sen(x)xz+ () (5.26)

r—-+o00

Entonces )7+ es igual a,

Qr+ = — / dud®s O,y 7+ \(2) (5.27)

Que es exactamente igual al primer término a la derecha de la ecuacién [5.2
Ahora estudiamos la contribucién en el infinito temporal Q4+, al hacer el limite t — oo
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manteniendo constante el cociente r/t < 1, e integrando en H ™. Dicho limite es
equivalente, en coordenadas del infinito temporal, a 7 — oo con p = cte. Escribimos
primero j' en las componentes p y T,

Gt =" p+ 5T = 0,k™p + 0. k"1 (5.28)

Como el vector dilatacién en estas coordenadas es X* = 70., en el segundo término
de[5.28| sélo sobrevive el término en k”7. Sin embargo la derivada en 7 establece que el
fall-off es 70, k™ ~ O(771), por lo tanto el término en 9,k™, de orden O(7°), es mas
grande en el limite 7 — oco. Escribimos entonces la componente k™, siendo a # T,

k™ = /= (= (0"xA — x0°A) T) (5.29)
Si hacemos el limite mencionado, y usamos las ecuaciones y 13.26]
. Ta ab b @ b @
lim k7 = —Vhh® [ xar A —x3+ 0" A (5.30)
T—4-00

donde h,;, es la métrica en H ™.

fm vk = —vR (szw A —xps D? (A”) (5.31)

T—+00

., M m
Por la ecuacién sabemos que D? A= — A:

lim Vek™ = —vVh <(D2 D) ‘]\’) - vh (j X) (5.32)

T—+00
e N + «
Por lo tanto el término Q" es igual a

1)

QM = —/wj A (5.33)

que coincide con el segundo término en 5.2

Por ultimo deberiamos verificar que no existen contribuciones desde el infinito
espacial, las cuales podrian existir a partir de geodésicas con r/t > 1 en el limite
t — o0o. Andlogamente escribimos la componente j' en las componentes j” y j7,
siendo 7 y p las coordenadas en el infinito espacial,

jt = 8(1/{;7“\/% + 9kP T 1 72 (5.34)

Como en el limite p — oo el término k™ es de orden O(p), sobrevive el primer
término de la izquierda en [5.34] Usando los mismos comportamientos asintéticos de
la seccién anterior para los campos x y A tenemos:
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p—r+00

lim k** = Vhh® (VbXHO flzX) —X#o Vo 5/2\)) a,b# T (5.35)

donde hg;, es la métrica en De Sitter. Luego,

(2) (2)
lim vk = VI (D%@{o A — a0 D? X) (5.36)

T—+00

@)
Usando que A satisface: (ver apéndice B.3

(D?—1) A=0 (5.37)

Tenemos que el término de orden O(p") de la integral es cero y no tendriamos
contribuciones desde el infinito espacial a la carga ();. Luego tenemos la coincidencia
que buscdbamos

Im Q= Q" (5.38)

t—-+o0

Por ultimo se puede demostrar que sucede algo similar cuando tomamos el limite
t — —oo en [5.19| es decir,

lim Q=Q" (5.39)

Por otro lado se puede ver, como en la foliacién de 7 constante, la coincidencia de
la carga (); para dos tiempos distintos: ();; = (4. Es decir que las fugas de este caso
son cero. Entonces podemos decir que las cargas Q* son la integral de la componente
de la densidad ;¢ sobre cualquier superficie a ¢ constante.

Por lo tanto se puede ver que existen infinitas cargas conservadas, como hallamos
cuando analizamos la foliacién en 7 = cte.
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5.4. Accion sobre los campos asintéticos

Como en los casos de gravedad y electromagnetismo suponemos que existe una
simetria asintdtica que es la responsable de la conservacion de las cargas que obtuvi-
mos de la factorizacién infrarroja. Creemos que dicha simetria se corresponde con la
simetria de un modelo que incluye al que consideramos en la tesis. Siendo ésta simetria
la encargada de excluir la aparicién de términos de masa para el campo x cuando con-
sideramos no solo diagramas a nivel arbol. Es por esto que en esta seccién hacemos
exploraciones sobre la transformacion de simetria en los campos asintdticos.

Obtendremos la transformacién a partir de la carga Q[ ] haciendo uso del forma-
lismo de fase covariante. Empezamos por la transformacién en los campos asintéticos
en el futuro.

Utilizamos el conmutador para encontrar la transformacion correspondiente, donde
en general, para un campo arbitrario f el cambio 9, f es

onf = [QA], f] (5.40)

Para el campo xz+(u, &) la transformacién seria,

5)\XI+ (U, ‘%) =1 [QSOft [/\]7 Xz+ (U, il)] = =i / dQQdu,)‘ [8M’XI+ (ula g)u Xz+ (u7 j)]
It
(5.41)
donde Q**/*[\] serfa el primer término del lado derecho de[5.2] ya que es el que no

conmuta con xz+. Usando la expresiéon de yz+ en término de los operadores de Fock
a(E%) y a*(Et), ecuacién [3.11]

!~ A _ _i/+00 d_-E/ ) —iEu % 1 iE'u
[Owxz+ (W', 9), xz+ (u, )] = | =)y om (aE e +a"'E'e ) . (5.42)
1 [T™dE , _.;, .
- = —bu _ _* i1Bu 4
yp= /0 oy (ae™ " —ate™)] (5.43)
= —i6(u —u')0*(% — 7)) (5.44)
— Oxz+ (u, ) = —=A(T) (5.45)

Entonces el campo asintético y se tranformaria como,

oax(u, &) = —)\(f) + ... (5.46)
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Estudiamos ahora cémo es la tranformacién en el campo ¢. Para eso vemos primero
la transformacién en los operadores asintéticos de Fock b(p) y b*(p):

oxb(p) = i [Q""[A], b(p)] (5.47)
donde Q"4 )] serfa el segundo término del lado derecha de, el cual no conmuta
con b(p).

&PV A {—g%, b(p) (5.48)

La relaciéon de conmutacién entre los operadores de Fock nos da,

[ ()b(), b(P)] = [b"(2), b(P)] b(q) = —(27)*(2E,)8° (5 — q) (5.49)

Sxb(p) = —i /

H+

gl
Usando el comportamiento asintdtico de ¢, ecuacién [3.20] en funcién del operador

de Fock, tenemos cémo se transforma ¢:

ho(zr) = Z(T\/@/? Sxb(p) e ™ + c.c. (5.51)
5yb(x) = —% N o(z) = 29—n;ATaT¢(x) b (5.52)

donde ... corresponde a los términos del limite en A. Como en el infinito temporal
el vector dilatacién es X* = 70,, tenemos que la transformacién de ¢ se puede escribir
en términos de éste:

() = QLmQAX“@agb(m) ¥ (5.53)

Observamos entonces que la tranformacién de simetria asociada a la carga en el
futuro Q*[\] es, en el caso de y, un shift, mientras que para el campo ¢ estaria, de
alguna manera, asociada a dilataciones.
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6. Conclusiones

En esta tesis estudiamos lo que quizds sea el modelo mas simple de una teoria
exhibiendo factorizacién infrarroja. El modelo consiste en dos campos escalares, x y ¢,
el primero sin masa y el segundo masivo, con una interaccién de tipo xY¢?. De manera
completamente andloga al caso de fotones y gravitones, logramos identificar cargas
asintdticas que describen la factorizacién infrarroja como identidades de Ward. En mas
detalle, procedimos de la siguiente manera.

En primer lugar, establecimos la factorizacién infrarroja para spin cero y la expre-
samos a través de operadores que llamamos (justificado mas adelante) “cargas’ Q*.
Esquemdticamente,

Factorizacion Infrarroja < Q7S =SQ~

donde S es la matriz de scattering, Q™ actia sobre los estados en el futuro (estados
“out") y )~ sobre los estados en el pasado (estados “in").

Escribimos las cargas QF en términos del campo Y en el infinito nulo y del campo
¢ en el infinito temporal. Usando las ecuaciones de movimiento en el futuro y pasado
asintdtico, mostramos que las cargas se pueden expresar enteramente en términos del
campo x evaluado en el infinito espacial (de manera analoga a lo que sucede en caso
electromagnético y gravitacional). Mediante el estudio de las ecuaciones de movimiento
en el infinito espacial, establecimos la igualdad Q1 = Q.

Finalmente, consideramos versiones “promediadas” de las cargas, definidas a par-
tir de Q* y de una funcién arbitraria definida sobre la esfera S%. Encontramos una
densidad de corriente que reproduce las cargas promediadas y establecimos su conser-
vacion. De esta manera mostramos que esta teoria posee un nimero infinito de cargas
conservadas, al igual que en los casos de spin 1 y 2. Ademdas mostramos que las cargas
Q7 coinciden con la integral de la densidad de corriente sobre cualquier superficie con
t o T constantes.

En el apéndice estudiamos cudl es el papel de la dimensién espacio-temporal en
los resultados anteriores. Extendimos la dimensién a un valor arbitrario par mayor a
cuatro y encontramos una relaciéon muy similar entre Factorizacién Infrarroja y cargas
conservadas.

Ademas analizamos brevemente el caso de una teoria con un escalar sin masa e
interaccion cubica en dimensién par. Obtuvimos su factorizacién Infrarroja y sus cargas
asociadas en funcién de los campos asintéticos.

El siguiente paso seria identificar las simetrias detrds de las cargas encontradas.
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Este es el punto en que la analogia con el caso electromagnético y gravitacional pa-
rece romperse, ya que el modelo estudiado no posee ningtin tipo de simetria explicita.
Las cargas sin embargo generan transformaciones sobre los campos asintdticos cuyas
expresiones obtuvimos en dimensidn cuatro. Pero la interpretacion de estas transforma-
ciones no es clara. Un entendimiento adecuado de este punto podria requerir realizar el
modelo estudiado dentro de una teoria que posea simetrias explicitas. Estas simetrias
a su vez podrian proteger al campo x de adquirir términos de masa. La elucidacién de
estos puntos queda planteado como tema para futuras investigaciones.
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A. Extension a mas dimensiones

Esta seccidon estd dedicada a extender gran parte del estudio realizado anterior-
mente al caso en dimensién arbitraria par d = 2m + 2. La eleccién de dimensién par
se debe al deseo de facilitar los célculos, y consideramos m como un natural mayor a
1. El objetivo es observar qué resultados pueden ser generalizables a mas dimensiones
y asi entender un poco mas cual es el rol de la dimensidn en las cargas y simetria
provenientes de la factorizacién Infrarroja.

Primero observamos que la carga a partir de la Factorizacién Infrarroja toma la
forma,

w d2m+1p 1 A
A = lm < (a* + ay,) — b*b Al
Qld) = i 5 (g + i) / erpaE, (g ) A

Andlogamente a las ecuaciones 3.8y tendriamos ahora,

Quope(d) = lim Z(a(wq) + @’ (wd) (A-2)

A > dE E* 2" (Ep)b(Ep)
wal@) = ———— [ &p | = A3
Qhara(d) 4(2m)2m /ng p/o o —1+4q-p (A3)

En el caso anterior habiamos obtenido que la carga coincidia con el campo sin masa
de la siguiente forma,

Q+[qA] = 47TXI+ (U — —00, (j) (A 4)
Q7 [q] = 4rxz- (v — +00, —q)
En d dimensiones tenemos una relacién similar con un término subleading del campo

X en el infinito nulo. Para ver esto primero veremos cudl es la expansién de x(r, u, Z)
en el infinito nulo I+.

A.1. Expansion en el infinito nulo

Asumimos primero que el campo x se puede expandir en el infinito nulo como,

m—1

x(ryu, &) =r=™ Z r"on(u, &) + O(r—m). (A.5)

n=0
Usando la ecuacién de movimiento, [Jxy = 0, se puede encontrar una relacién
recursiva para los campos ,,,
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1
Outpn = —2—[D2 —(m—n)im+n—1)]p,-1 for n=1,....m—1. (A.6)
n
De este modo ¢ serian los llamados datos libres, a través de los cuales se pueden
escribir los demas campos ¢,,. Asumimos también los siguientes fall-off, para u — =+,
en los campos:

on(u,2) = O(lu|m=1=7+)) for n=0,...,m—2
pm-1(u,2) = O(1) 4+ O(|u|™)

para algin ¢ > 0, ver ecuacién [A.6] Escribimos ahora d,¢,,—1 en funcién de los
datos libres ¢y:

(A7)

ot = gy mH [ [] e -

m—2
siendo A, := D?*—(m—n)(m+n—1)y [ffoo du} o la primitiva (m—2)-ésima

de wo(u).
Definimos ahora la densidad de carga angular (%) como,

o(z) := pom_1(u = —o0, 1) (A.9)

A.2. Relacion entre Q[z] and o(2)

El campo o, definido en[A.9] se relaciona con la carga Q[Z] como

() = KQ(2) (A.10)

donde definimos el operador K de la forma,

1

K := ~ =) ,H A, (A.11)

En el apéndice se encuentra el calculo del operador K !, que satisface:

K K~Y(g, &) = 6% (4, 2) (A.12)
donde
P 2(m—1)
1 -
K4 8) = T2 (A.13)



Por lo tanto podemos escribir Q[Z] en funcién de o como,

Q) = [ Ema K)ol (A14)

Mostraremos ahora que el operador K aplicado a @[g] coincide con la carga o, es
decir, la relacién mencionada en la ecuacién [A.10] Para eso escribimos o como,

o) == [ dudups(8) + s (1= 0.9). (A15)

o0

El término ¢,,,—1(u = 00, Z) recibe contribuciones del campo masivo y es al que
llamaremos op,q-4(Z), mientras que O,p.,—1 Se escribe en términos de los datos libres
del campo x y lo definimos como 4,:(Z); tenemos o (&) = T505:(Z) + Thara(Z).

Vemos ahora cdmo se escribe el término o4,r:(Z), y para eso utilizamos la trans-
formada de Fourier de los campos:

on(E, 1) = / on(u, &) du, (A.16)
Luego
1 m—1
Osoft(T) = — }51% B2 i 1)l g AN, oo(E, T) (A.17)

Debemos escribir ahora () en términos del operador de Fock a(Ep). Tenemos,

d2m+1p 1 )
X = /—m— a,e?”) + c.c.. (A.18)
e g, ()
usando coordenadas retardadas: p.x = —E.t + p.@ = —Eu+ Er(p.a — 1),
dEEQm—le—iEu . Er (56—
X :/ 2(2r e /ol2 pa,e’ i Loc e (A.19)
A través del método saddle point approximation,
dEEQm—le—iEu ) 21T m
— e i/ [ 2 C.. A.20
X / 2(2mr)2m—1 B (Er) e ( )

Aqui en la ecuacién podemos ver la justificacién de suponer que el campo y
tenia la forma dada en [A.5] Entonces,

—imm/2 o q )
e E
P) = —E" 'a(Ez)e” ™" + c.c. A21
wo(u, ) 2(27r)m/0 5 a(Et)e +c.c ( )
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(B
2(2m)m

donde ¢o(E, ) para E < 0 es el complejo conjugado. Por lo tanto obtenemos lo
que buscdbamos al sustituir en |A.17, y haciendo el limite £ — 0%,

Qo(E,T) = a(Ez), para E >0 (A.22)

Osoft(T) = Elirgl+ (_1)m—1(4f)m(m — li—[l A, a(ET) (A.23)
O-soft(‘%) = KQsoft(i') (A24)

Trabajamos ahora con el término op4.q(%). Primero tenemos que el campo ¢,
analogamente a la ecuacién usando saddle point approximation, se comporta en
el infinito temporal futuro como

m—1/2

I

Syt e T e 4 (A.25)

o(t,p, &) =

Dado que yx satisface la ecuacién de movimiento [3.25| y observando el comporta-
miento asintdtico de ¢ en [A.25] tenemos:

X(7T, . &) = xut (p, &) /721
(D> 4 (2m — 1))xp+ = J

siendo D? el D'Alembertiano en el hiperboloide H* y j estd dado por

(o) = = b A.26
j(pt) = _W (np2)b(ppt). (A.26)

Buscamos la funcion de Green que satisface:

(D*+ (d— 1)G(H,y) = & (G —y) (A.27)

donde el vector i/ = pZ: parametriza H ™. Con un procedimiento analogo al realizado
para obtener la ecuacién [3.29) se obtiene:

/ 1 / —m+1/2
S o I A T [—1+ (VY)Y (A.28)
donde Y* = (y/1+ p?, pZ) y siendo,
!
Vol(S*™) = 22m+17rm% (A.29)
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el volumen de la esfera S*™. Luego,

o (4) = / PR Gy )i () (A30)

siendo h el determinante de la métrica sobre H*. En el apéndice, seccién [B.6] se
muestra que la continuidad del campo x entre el infinito temporal futuro y el infinito
nulo implica,

Thara(T) = 1im p*" Loy (p, ). (A.31)

p—00

Sustituyendo en tenemos:

1
(2m — 1)Vol(S?m)

Ohard (j:> -

/ ER )Y - (LB (A32)

Por otro lado haciendo el cambio de variable p'= g en la ecuacién podemos
escribir Qpnara(¢) como,

Qhard(cj) - /d2m+1y\/ﬁ ‘}]/(—y) (A33)
“q
Finalmente tenemos lo que buscdbamos,
Qhard((j) = dzmi. K71<un i.)ahard(-f)~ (A34)
SQ

utilizando la identidad:

4)™ (m—2)! 1
2 2m-=-2)!Y-q

/de:%(l Gea) Ny (1, ey = (A.35)

70



A.3. Cargas y corrientes conservadas

En esta seccién extendemos a dimensién 2m + 2 el estudio realizado en la seccién

[B] Es decir trataremos de encontrar una densidad de corriente conservada que nos de
el valor de la carga promediada.

Comenzamos definiendo la carga promediada, para cualquier funcién X : S?™ — R,
como:

a[Al:

—o(m —1) / 2™ EN(#)o (2) (A.36)

andlogamente al caso en dimensién 4, ecuacién[5.1] También podemos escribir o[ A]
como:

o[\] = =2(m —1) {— /dudejz AMZ)x(u, &) + /d2mfc AZ)x(u — —l—oo,:%)}

(A.37)
Se puede observar que si A(#) = (—1+ ¢ - #)~' entonces tenemos o[\] = Q(q)

Veremos que la carga o[\ puede ser derivada de una densidad de corriente j@ = 9,k?,
dada por:

k= /n (VXA = V*AX) X" — (a < D)) , (A.38)

donde X0, = "0, es el vector dilatacién y A es una funcién en el espacio-tiempo
definida como:

2(m — 1) (—z.z)™! o~ Q)
N = 1) sy | T gy (439

De esta manera A estd asociada a la funcién sobre la esfera A y satisface la ecuacién:

OA =0, (A.40)

Consideramos ahora las dos foliaciones del espacio-tiempo anteriores: en superficies
t = cte y T = cte; e integramos la densidad j°.

A.3.1. Foliaciéon en 7

Empecemos considerando una foliacién en superficies 7 = cte, en coordenadas del

infinito espacial en dimensién 2m + 2, e integramos la componente j”, como en [5.9

Q, = / dpd™"ij7 = lim [ ik (A.41)
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Tenemos /n = p*"*'\/h, siendo h el determinante de la métrica sobre H°, y
ademds podemos suponer los fall-offs, ver apéndice y [60] [61],

(1)

oy = 20 4 dm A= (A.42)
pP—00 peme p—00 p
Luego,
6 e
= \/EhTT (aTXHO A —XHo@T A) (A43)

donde h™ = —(1+72) y vVh = \/g(1 + 72)@m=1/2; y ¢ es el determinante de la
métrica sobre la esfera S?™. Suponemos, ver apéndice [B.7] para m > 1, los siguientes
fall-off para 7 tendiendo a infinito:

P T G CLU (A.44)

lim yyo = ——
XH F2m—1 o300 -

T—00

Si ahora hacemos el limite cuando 7 tiende a infinito:

T—00

. m m X+ A XA
lim Q, = — / ENCIEE D (—<2m — 1) G ~ m)

lim Q- =2(m — 1) / d*™ /g (A.45)
Seglin el apéndice tenemos:
o) = x4 (#) (A.46)
A partir de y [A.46}
o = Jim @, (A47)

Entonces obtuvimos un resultado anélogo al obtenido en 5.2} la carga promediada
definida en [A.36| coincide con la carga @), en el limite en que 7 va a infinito.

A.3.2. Foliaciéon en ¢

Para el foliacién en superficies t = cte definimos el operador (); como:

Q; = / d*"dr jt (A.48)
t=cte
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Como en|5.19 cuando hacemos el limite t — oo la carga (); podria escribirse como
la suma de varias cargas: en el infinito nulo, (Qz+; infinito temporal, QJ#+; infinito
espacial, (Q40. Se puede demostrar que la carga en el infinito espacial en dimensién
2m+ 2 es, al igual que en dimensién 4, igual a cero. La contribucién en el infinito nulo
Q)7+ se obtiene como en [5.22

Q7+ = lim / dud®™ i O, k™ (A.49)
t—+o0

El campo A tiene el siguiente comportamiento en el infinito nulo, r — oo, u = cte:

m—1
A(z) = r"Ap(u, ) +O(r ™) (A.50)

n=1

siendo

A(u,2) = N2), Au(u,z) = O(u"il). (A.51)

Estudiamos cémo es la componente k™,

K = /a2 (O A — XOuM)u + (O M)r] — [x ¢ Al (A.52)

siendo ¢, la métrica de la esfera S?™. Luego podemos descomponer los campos A
y x en el infinito nulo usando las expansiones [A.5I]y [A.5} la contribucién del término
Ay @, seria:

" m | (= +m)xn + (DxnA
k(A on) = \/57"2 {( ( T1)n+n+i+1 4 F ) u
—(n 4+ m)xpi + (I)xnA DuXn\i + XnOu A
+ ( 3»m+ni-l ( ) - Trln-l-n-‘rl l (A'53)

Por lo tanto podemos descomponer k™ como

oo ($ ) ot s
n=1

siendo,
p—1
k;u = Z _(n + m)XnAp*n =+ (p - n)XnApfn - 8’UIXTLUAP7TL + XnauApfnu
n=0
p—2
+ —(n+m)xnAp—n1u+ pP—n—DxpNppu 1<p<m (A.55)
n=0
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Se puede observar que todos los sumando en tienen en mismo fall-off en la
variable u: k)" ~ O(uP™™7°).
A partir de la ecuacién vemos que todos los términos con p # m divergen en el
limite 7 — oo. Sin embargo la integral en depende de los campos en el limite
u — +00, por lo tanto nos quedamos solo con los términos en O(u). Es decir el tinico
término que sobrevive es k7", que coincide con el término no divergente en 7 infinito.

K= —(2m — 1) Xm_1 \(&) (A.56)

Asi obtuvimos el primer término de[A.37] Por otro lado la contribucién del infinito
temporal esta dada por:

Qur = Mm_ [ dpd™" 30,17 (A.57)

Observando la expresidn para A, vemos que su fall-off en 7 — oo es como A(7,y) =
(Y . . . .,
771 A (y). Por lo tanto los campos x y A tienen los mismos fall-offs que en dimensién

4. Luego,

8 e
lim K7 = —Vhhe! <abxﬂ+ A — s }\) (A.58)
T—+00

donde h,;, es la métrica en H™ vy,

(1) (€}
lim V k™ = —Vh (DQXH+ A —xu+D? A) (A.59)

T—+00

) M
Con las ecuaciones |A.27|y |A.31| se puede observar que D> /1\: —(2m —1) /1\:

T—+00

lim V,k™ = v ((02 +2m—1))xne (]\)) - —Vh (j (f\)) (A.60)
Finalmente,

@
Qu+ = — /H+j A (A.61)

que coincide con el segundo término en [A.37] Hemos obtenido entonces la carga
promediada como un flujo de una densidad de corriente conservada. De modo que el
resultado obtenido en dimensidn 4 es general a cualquier dimensién par.
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A.4. Cargas asintéticas en una teoria \°
A.4.1. Factorizaciéon Infrarroja y Carga asociada

Trabajamos en esta seccién en una teoria con un campo escalar de Klein-Gordon
sin masa que tienen un langrangiano de interaccién dado por la ecuacién |A.1]

int__g 3
L' = i (A.1)

siendo ¢ la constante de acoplamiento y y el campo escalar. Trabajaremos como en
la seccién anterior en dimensién par 2m + 2 y haremos un analisis similar al realizado
en la teoria con el campo escalar ¢, encontrando la carga relacionada a la Factoriza-
cién Infrarroja y su funcién asociada o (). El operador (Q(¢) obtenido a partir de la
Factorizacién Infrarroja es

q {. w * d2m+1p 1 g *
Qlq] = }UILI%) 5 (awq + awq) — / (22t °F, 2p(1,30) (apap) (A.2)

Suponemos que el campo x tiene la expansién en el infinito nulo dada por[A.5] La
ecuacién de movimiento ahora es Oy = —gx?, por lo que tenemos la misma relacién
de recurrencia entre los campos ¢,, que en [A.6] excepto por el término n =m — 1:

b 9
2(m — 1) 4m—1)"°

donde (g serian los datos libres. Definimos para esta teoria la densidad de carga
angular o(2) como en[A.9] teniendo también una forma como en[A.15] Ademds tene-

mos los mismos fall-off de la ecuacién [A.7] lo que nos permite escribir ,¢pm—1(u, %)
como

Oupmr = — D — 2(m — D)2 - (A3)

sivnr= g o [ 0] a- gt e

De este modo, a partir de [A.4] el término lineal en los datos libres ¢ es el que
contribuye a Qo5+, como en |A.24, mientras que el término cuadratico nos da Qpara-
Nos faltaria entonces comprobar la dltima de estas relaciones. El término cuadratico
de la integral en el lado izquierdo de |A.15| es:

|l dwad= [Tt e (A5)
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400 +o00 +00 /
g ~ A —zEudE ~ TN zE’udE
- __9 E o _E ) 4

(A.6)
g “dE _ . N
= — — (K —F. 2). A.
T | Sl fl-E.2) (A7)
Sustituyendo en tenemos,
A g *dE IM—2 %/ A o
= —FE" E E A.
i) = g | G BB (A8)
Finalmente tendriamos,
O-hard(:i) = KQhard(‘%) (Ag)

Terminamos asi de escribir el operador Q[Z] en funcién de los campos asintéticos.
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B. Algunos calculos detallados

B.1. Demostracion Método Fase Estacionaria

Vamos ahora a demostrar aqui el resultado [2.77| es decir, el método de Fase
Estacionaria para dimensién mayor a uno. Para eso supongamos que la fase f(x)
posee solo un punto estacionario xy no degenerado dentro de D y del soporte de g(x).
Por no degenerado nos referimos a que la matriz Hessiana de f tiene determinante

distinto de cero en xg:
0*f
A= wezo o det(A) #0
(gl 5 det() 2

Bajo estas condiciones, el lema de Morse nos dice que en un entorno de xg la

funcién f puede ser escrita de una forma candénica muy simple tras un cambio de
coordenadas.

Lema de Morse: Sea f(x) es una funcién real C'™ en un entorno del punto estacio-
nario xg no degenerado. Entonces existen entornos U,V de los puntos y = 0,2 = z¢ y
un difeomorfismo h : U — V, C*°, tal que

(foh)(y) = f(xo) + < Ay,y > /2 (B.1)

Y el jacobiano de la transformacién satisface:

((9($1,...,xn)) | 1
oY1, nyn) ) "

Un difeomorfismo h : U — V/, siendo U,V entornos abiertos de R", satisface que
es diferenciable y posee una inversa h=! : V' — R" diferenciable.

Queremos, para las secciones siguiente, demostrar que el primer término en la
expansién de 2.76] en el limite A\ — oo, es igual a 2.77]

Teorema 1: Si g tiene soporte en D y f tiene solo un punto estacionario xy no
degenerado en el soporte de g, entonces la integral tiene una expansion asintdtica
y su primer término estd dado por [2.77|

Demostracién: Usando la ecuacién podemos escribir [2.76] como:

!

1) = explidf o) [ Ow)eay (g < Ay,y>) dy (B.2)
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donde D es la imagen de D’y 0 es el producto del jacobiano de la transformacién.
Definimos ¢ como

U(y) = exp (—% < Ay.y >) (B3)

Si consideramos el producto como el producto interno entre ¥ y ¢, podemos

usar la formula de Parseval:
/ b = / TES (B.4)

donde 1) y ¢ son las transformadas de Fourier correspondientes, definidas como:

1 in.y
P(n) = ()2 /Rn P(y)e™ dy

La transformada de Fourier de exp(—e2?/2), con Re(e) > 0y e # 0, es exp(—n?/2¢) /\/€,
siendo +/€ definida para Re(e) > 0 de modo que es igual a 1 cuando € = 1. Luego,
para ¢; real y distinto de cero, tenemos la transformada de Fourier,

A
/ erp (—5 Ze]zj> exp(in.z)dz =
N2 | [T i
—1,2
(X) exrp <_Z Z sgn(e;) 2/\ Z ) (B.5)

I1e
Jj=1
Podemos pensar en los €; como los valores propios de la matriz A, al ser ésta real
y simétrica. Por lo tanto podemos pensar en el vector z de modo que se cumple, ver
[62],

< Ay,y >= Z €% (B.6)
j=1

Ademés tenemos det(A) = [ ¢;, > sgn(e;) = o, luego usando [B.6]y [B.5]

i >
i = (5) \det(A)\—”Qexp( QAZ P%) (8.7)

donde PT corresponde a la traspuesta de la matriz ortogonal P: z = Py. Podemos
escribir también:

< Alnn>= Z ej’l(PT
j=1
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Luego, usando

) = G)n/z (det(A)] " eap {—”T" i\ f(a:o)}

/é(n)emp (—% <A 'nn >) dn (B.8)
Usando la férmula de Taylor:
exp <—% < Ann >) =1+R (B.9)

donde
1 1
= X g —'n exp (—— < A hw,w >) loma 5 1= Vw (B.10)

siendo a = (ay, ..., @), |a] = a1 +... +a, y W estando en el segmento de linea que
une 0 y w. Se puede observar que la transformada de Fourier inversa de [ 6(n) dn es
(2m)™26(0), por lo tanto

/é(n)exp (—% <A'nn >> dn = (2m)"? + O(\71) (B.11)

Asi es como el primer término de la expansién es el mostrado en la ecuacién 2.77
y es de orden O(A™"/2).

B.2. Ecuacién

o
Veremos que A satisface:

o (B.12)

Sea 0 = Y.q, tenemos:

(D* +1)f(0) = o*f"(0) + 30 f'(0) + f(0) =

Si f(o) = o™ es solucién, entonces n = —1 con lo que se demuestra la primera
ecuacion. Tenemos la siguiente igualdad:
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1 1 arcsinh(p) — arcsinh(—p)

—— | 4?5 =
4 qY.q 2p
que en el limite p — oo se comporta como
_ Ln(p)
P

Sumado al comportamiento en el limite:

Podemos entonces decir:

i = = L)
p—oo Y.q p

Que prueba la segunda ecuacion.

B.3. Ecuacion 5.12
@ .
Veremos que A satisface:

@)
(D*—1)A=0
litn, o A= 2200
Tomamos 0 = Y.q = —7 + V1 + 7214,
(D* =1)f(0) = =0’ f"(0) = 30f'(0) — f(0) =0

Si f(o) = o™ es solucién, entonces n = —1 con lo que se demuestra la primera
ecuacion. Tenemos la siguiente igualdad:

1 P2 1 arcsinh(t) — arcsinh(—T)
Am qY-q 2V1+4 12

que en el limite 7 — 400 se comporta como

Ln(T)

T

~Y

Sumado al comportamiento en el limite:
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o L fowm G@#d)
ot Yg | O(r) (2=9)
Podemos entonces decir:
, I Ln(r).. .
i oo == @ —d)

Que prueba la segunda ecuacioén.
Andlogamente para el caso en que 7 — —o0 tenemos:

1 1 Ln(—
lfm —/dQCj—— n(=7)

T——o0 4T Yq T
Luego,
1 Ln(—
m —— = 2256 g
T——0c0 Y.q T

B.4. Ecuacién

Para obtener el comportamiento de A en I usamos el comportamiento asintético

ya calculado de A en H*, ecuaciones [5.4] y [5.5}
1)

Aw) =29~ L (o) + o) (B.13)

T pT

Si escribimos las coordenadas de H™ en funcién de las coordenadas en ZT,

pT=1 p= NoTTERTE = \/%(1—1-0(7"1)) (u>0) (B.14)
Ln(r)  Ln(2u)

— Ln(p) = 5 T o (u>0) (B.15)
Luego
A(z) = % (Ln(r) — Ln(2u) + O(r /%)) (u > 0) (B.16)

Para el caso en que u < 0, se observa el comportamiento asintético de A en el
infinito espacial:

()

A(z) = % = piT (Ln(T)A(@) + O(t7h)) (B.17)
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Se escriben las coordenadas de ' en términos de las coordenadas en ZT:

r+u r 1
pT =71+ Uu; T:\/m: _2u(1+0(r ) (u<0) (B.18)
Az) = %f) (Ln(r) — Ln(—2u) + O(r /%)) (u<0) (B.19)

Por lo tanto obtenemos la ecuacién [5.241

B.5. Operador inverso de K

El operador K se define como (con m > 1):

m—1

1
K := EEvEET— I1 2~ (B.20)

n=1

siendo A,, := D?* — ,; B, = (m —n)(m +n —1) y D? el D’'Alembertiano de la
esfera S?™. Debido a que el operador D? no tiene como valor propio a cero, entonces
el operador K tiene inverso. Para hallarlo primero buscamos el operador inverso a Aq,
es decir la funcion de Green que satisface:

Como la 6*™(g, 1) tiene solo un grado de libertad podemos pensar que a la funcién
GGy le pasa lo mismo. Luego GG, puede depender solo de la distancia entre = vy ¢,
que podemos tomar como un angulo 6. Asi parametrizamos la esfera de modo que la
métrica en la misma sea:

dQ3,, = db* + sen(0)*.dS,,

con 6 entre 0y 7, ver figura [L2] Pasamos a escribir ahora el operador D? de S*™
y para eso definimos la variable u = cos(6). Luego la métrica se escribe,

_du?

1 —u?
Si llamamos hg, a la métrica en S?™ tenemos que el determinante es h = (1 —

u?)*™~1q, siendo ¢ el determinante de S?™~ 1.

Y el D'Alembertiano aplicado a una funcién escalar f(u) (solo dependiente de la

variable u) lo calculamos como,

ngm + (1 - UQ)'dQ%m—l

D2f(u) = %au (VER“0,f) = (1 — )R] —2mud ] (B.22)
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Figura 12: Representacién de la parametrizacién de la esfera S*™ utilizada.

La ecuacién para u # 0 seria,

(1 —u?)O2f — 2mud,f =m(m —1)f (B.23)

Si suponemos f(u) = (1 — u*)* entonces s = 1 — m. Luego solo nos falta que
se satisfaga la condicién de la delta de Dirac. Para eso definimos una nueva variable
p = 1—wu e integramos la ecuacién [B.2I]de ambos lados en un entorno de radio p = ¢,
que llamaremos V. Calculamos primero la integral del término en D? en una funcién
Gi(u) = A(1 —u*)'=™, para A constante a determinar,

/ dZmi\/ﬁD“DaGl = f d2m_1fc\/§[e(2 - e)]m_1/2 D,G{.n® (B.24)
1% v
donde,

D,Gi.n* = A\/p(2 — p)0,G1

Cuando hacemos el limite en que ¢ tiende a cero la ecuacién se transforma
en:

A ( fg , de‘lfi\/@) 2"e%(1—m) = —A(m — 1)2"Vol($*" )

Tras observar que la integral de los términos ;G y §°™(G,%) son cero y uno
respectivamente, en el limite ¢ — 0, tenemos:

Vol (S 1) =
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1

A=—
(m —1)2mVol(S?m-1)
Luego,
Ch(G.7) = — ! (1 G.a)m (B.25)
NG %= (m —1)2mVol(S?m—1) ¢ '
Pensemos en el caso m = 2, donde tendriamos K = —(47)72A; y por lo tanto

K=!' = —(47)*Gy = 2(1 — ¢ - &), coincidiendo con la expresién de K ! en[A.13]
Para m > 2 podemos aprovechar la siguiente relacién para hallar K *:

A p(1—=G4.2)7=2p(p+1—m)(1—¢.z)" P (B.26)
Luego, si aplicamos la relacién reiteradas veces sobre (1 — §.%)7",
m—1

[[ A1 -G¢a)™" = (=1)m2"2(m —2)1*(1 — g.&)" ™ (B.27)

n=2
Finalmente aplicando el operador A; sobre y haciendo uso de las ecuaciones
y obtenemos:
1
2(m —1)
donde otra vez llegamos a la expresién para K! en[A.13]

K(1—¢.4)" = 0*™(q, 7)

B.6. Continuidad infinito temporal-nulo

La idea para obtener la relacidn entre los campos asintéticos en el infinito temporal
y nulo se basa en transformar unas coordenadas en otras haciendo las variables no
angulares tender a infinito. Pensemos en la expansién del campo x en el infinito nulo,

r — 0o, como en [A.5}

x(ryu,z)=r"" Z " pn(u, T) (B.28)
n=0

donde a priori se extiende n hasta infinito. Cada x,,(u, %) se comporta en u — oo

como en [A.7]

Pulu, &) = @ (@)D 4 G0 (1) (B-29)

El primer término en el limite r — oo, u — oo del campo x estaria dado entonces
por,
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X =Y rommyne el et gy o pm@melgherd(gy 4 (B.30)
n=0

Ahora es cuando transformamos las variables a las del infinito temporal a través de
las siguientes relaciones:

r=pr u=r(VIER - p) = o+ 00 (B.31)

Sustituyendo en y manteniendo solo los términos a primer orden en los limites
T — 00, p — 00 tenemos,

1 1

o hard [ ~,
Como en el limite 7 — o0, p = cte, x estaba dado por
“ XH+ (p7 i) 1
X(T,p, ) = a1 + O(TQm,HE) (B.33)
Entonces por ultimo,
lm p* g (p, 2) = ah”d(i). (B.34)
pP—00

B.7. Comportamiento infinito espacial en 2m-+2

Veamos el comportamiento asintético del campo y en el limite en que p tiende a
infinito, en coordenadas del infinito espacial. Lo que sabemos de este campo es que
tiene que satisfacer Oy = 0 en H°, por lo que calculamos el operador 0. La métrica

se escribe como,
2

1+ 72

d$2 — dp2+p2d02 — dp2 +p2 ( + (1 —|-T2)QABdIIZ'Ad[L'B>

donde do? = h,zdy®dy” es la métrica de H°. Luego tenemos,

0=+, V,+p 0 Vo Vg
Paraa#717yp #T,

Px e (9 , [ Ox
Va VX =595 Ios (;) = DoDg — T4 (8_p)

donde D,, es el operador v/, en la métrica en H°
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Conociendo T ) = 0, I'), = 0 y Fgﬁ = —ph,s y ademas que la traza de h es
2m + 1 tenemos:

Ox = dox + (2m +1)p~'d,x + p~*D*x
Si suponemos que Y tiene la forma asintética:

_ XHO (7-7 j;)

X ="
p2 1

Entonces el campo x40 satisface:

(D* = (2m — 1))xyo =0

siendo D? el D'Alembertiano en H'. Si ahora ademds buscamos cémo es el com-
portamiento de x40 en el limite 7 — oo, entonces necesitamos hallar el operador
D?:
D? = 77 (@2 — T, (0) + (8~ T54(00) + K27 (95 — T(00))

Tras calcular los simbolos de Christoffel,

-
1+ 72

D*=—(1+7%) (02
() (o2 s

@)) LA (3 (11 )(0))

-1
q
+1 —fiQ (8% — 7'(1 -+ TQ)QBB(aT)) + ...

Luego tendriamos en el limite:

lim (D? — (2m — 1)) xpo = (=702 — (2m + 1)70, — (2m — 1)) xp0 = 0

T—+00

Entonces en el limite,

, A X+ (%)
TEI—iI—loo XHO <T7 l’) o T2m—1
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