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Resumen

En este trabajo estudiamos el formalismo candnico aplicado a ondas gravitacio-
nales con simetria cilindrica, en términos de datos iniciales libres de vinculos sobre
hipersuperficies nulas: datos caracteristicos libres.

En su forma actual los corchetes de Poisson de datos caracteristicos libres, para
relatividad general sin materia, son de considerable complejidad, dificultando su
cuantizacion. La presencia de simetria cilindrica simplifica el algebra de Poisson en
pequena medida, pero reduce relatividad general sin materia a un modelo integrable
que presenta un grupo de simetrias dindmicas enorme: el grupo de Geroch.

En este trabajo se muestra que el algebra de Poisson de datos caracteristicos
libres en el modelo con simetria cilindrica posee una estructura algebraica, a prio-
ri oculta, que podria facilitar sustancialmente su cuantizacion. Especificamente se
muestra que el espacio de fase junto con el grupo de Geroch conforman una exten-
sién central del doble clasico del grupo loop de SL(2,R), estructura algebraica bien
conocida cuya cuantizacion ha sido estudiado profundamente. Ademas, se presentan
algunos resultados sobre esta cuantizacion, en particular, como parte de las simetrias
dindmicas clasicas se mantienen a nivel cuantico.

Abstract

In the present work we study the canonical formalism applied to gravitational
waves with cylindrical symmetry, in terms of initial data free of constraints on null
hypersurfaces: free characteristic data.

In their current form the Poisson brackets of free characteristic data for vacuum
general relativity are quite complex, which makes their quantization difficult. Cylin-
drical symmetry simplifies the Poisson algebra only a little, but it reduces vacuum
general relativity to an integrable model, with an enormous group of dynamical
symmetries: the Geroch group.

In the present work, we show that the Poisson algebra of free characteristic data
in the cylindrically symmetric model has a hidden algebraic structure, which in
principle could facilitate quantization substantially. Specifically, we show that the
phase space together with the Geroch group form a central extension of the classical
double for the loop group of SL(2,R), a well-known structure the quantization
of which has been studied deeply. We also present some results concerning this
quantization, in particular, the persistence of some classical dynamical symmetries
at the quantum level.
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Introduccion

La presente tesis estd enmarcada en el formalismo canénico de relatividad general
con simetria cilindrica en términos de datos iniciales sobre hipersuperficies nulas.
El objetivo es extender y profundizar el trabajo de Fuchs y Reisenberger [19]: se
muestra que el espacio de fase estudiado en [19] y el grupo de Geroch de simetrias

del mismo juntos conforman el doble clasico del grupo loop 5@), estructura
algebraica conocida que admite una cuantizacién natural bien explorada [§], [11],
[13], [14], [27], [43]. De hecho, esta estructura es casi idéntica a la presente en el
modelo de spines de Heisenberg. También se hallan los corchetes de Poisson del
conjunto completo de datos iniciales, incluyendo los omitidos en [19], y se demuestra
como estos se pueden incorporar en una extension natural del doble clasico, abriendo
camino a su cuantizacion. Finalmente, se presentan algunos resultados sobre esta
cuantizacion.

Nuestro trabajo se desarrolla dentro del area de gravedad cuantica. Como es
bien sabido, construir una teoria cuantica de la gravedad es uno de los problemas
centrales en la fisica tedrica actual. A escalas macroscépicas, la teoria de relatividad
general de Finstein muestra una concordancia excepcional entre las observaciones
experimentales y las predicciones tedricas [51]. Sin embargo, al igual que las demés
teorias para las interacciones fundamentales de la naturaleza, es esperable que una
vez dentro de escalas suficientemente pequenas, el comportamiento de la gravedad
sea de caracter cuantico. Para tener una idea de la escala en la que los efectos
cuanticos se harian manifiestos, debemos considerar las constantes de la teoria clasi-
ca, que en este caso son la constante de Newton G y la velocidad de la luz ¢, y
ademads la constante que entra en toda teoria cuantica, h, la constante de Planck.
Analisis dimensional nos determina una longitud caracteristica para la relatividad
general: [, := (Gh/c*)/? ~ 10~%m, denominada longitud de Planck. Todos los in-
tentos de formular la gravedad como una teoria cudntica tienen en comin que surge
naturalmente [p como escala en donde los efectos cuanticos se hacen notorios y la
descripcion clasica falla [25].

Tales escalas son tan lejanas a las escalas humanas que una verificacion de las
teorias cuanticas para la gravedad por métodos estandar, como por medio de acele-
radores de particulas, es muy dificil de lograr; sin embargo, hay situaciones en las
cuales estas escalas juegan un rol central. En entornos de ciertas singularidades de
la teoria clasica, tales como en los centros de los agujeros negros y en el inicio del
Big Bang, la curvatura espacio-temporal alcanza valores superiores a [5*. Al mismo
tiempo, las ecuaciones de campo de la teoria clasica carecen de sentido en la singula-
ridad misma. Esto sugiere que una teoria cuantica de la gravedad es necesaria para
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comprender el comienzo del Big Bang, posiblemente incidiendo en la explicacion de
la distribucién de la materia a gran escala en el universo, y también para aclarar
como se extiende la teoria cldsica una vez que estamos cerca de la singularidad.

Entre los posibles caminos para enfrentar el problema de la cuantizaciéon de la
gravedad, se encuentra el formalismo canénico. Toda teoria clasica viene munida de
un espacio de fase y de corchetes de Poisson entre las funciones sobre este espacio,
que son los observables de la teoria. El programa del formalismo canénico se puede
formular de la siguiente manera: primero se obtiene el algebra de Poisson entre una
familia de observables suficientemente grande de manera que parametriza al espacio
de fase, es decir, que pueden servir de coordenadas sobre éste; luego, se obtiene
una cuantizacion algebraica de ésta: una C*—algebra que sea una h—deformacion
del algebra de Poisson clasica; finalmente se construye una representacion de la
C*—4&lgebra sobre un espacio de Hilbert. Los vectores de este espacio de Hilbert
seran los estados cudnticos del sistema en el sistema convencional [49], [11].

N

So

Figura 1: Doble hoja nula N, formada por dos familias de geodésicas nulas Ny, y
Ngr que parten hacia el futuro de una superficie Sy.

Dentro del formalismo candnico, nosotros trabajamos con un espacio de fase
formado por datos iniciales sobre hipersuperficies nulas: en particular, usamos un
tipo de hipersuperficie llamado una doble hoja nula. Esta es una hipersuperficie N
trazada por dos familias de geodésicas nulas que parten ortogonalmente hacia el
futuro desde una superficie bidimensional Sy, ver figura [l Estas geodésicas nulas se
llaman generadores de N'. Para que las dos familias de geodésicas estén suavemente
encajadas en la variedad, se truncan antes que formen causticas o se crucen entre
s [38]. Los datos iniciales sobre A/ determinan el campo gravitatorio en una regién
del espacio-tiempo futuro de N [42], [10], [39].

Dos motivaciones nos llevan a querer profundizar en el estudio de la formulacién
de datos iniciales sobre doble hojas nulas: primero, se pueden definir de manera
sencilla y natural datos iniciales que son libres y completos: no estan sujetos a
vinculos y, por tanto, cada valuacion de ellos corresponde a una solucién de las
ecuaciones de campo, al mismo tiempo que alcanzan para definir la solucién en una
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region del espacio-tiempo [42], [10], [39]. Segundo, este enfoque provee de un marco
ideal para testear los argumentos que apoyan el principio holografico, propuesto por
't Hooft [45], Susskind [46] y Bousso [7], ya que la formulacién de Bousso de la cota
holografica esta planteado para datos sobre una rama de una doble hoja nula.

Siguiendo con el programa del formalismo candnico, en [38] y [37] se halld el
algebra de Poisson de un conjunto de datos iniciales libres y completos sobre N
para relatividad general en el vacio en 341 dimensiones. Los corchetes hallados son
lo suficientemente sencillos como para poder ser escritos en una sola pagina, pero
no muestran una estructura subyacente evidente y mucho menos un camino directo
hacia su cuantizacion. Este es el problema central que atacamos en este trabajo.

En este sentido, el algebra de Poisson presenta dos propiedades ttiles: primero,
los corchetes entre datos que no pertenecen al mismo generador de A son nulos,
y segundo, ciertos subconjuntos de datos iniciales forman subdlgebras propias. Por
la primera propiedad, el dlgebra de Poisson general se reduce esencialmente a una
suma directa donde cada sumando es el algebra de Poisson de datos sobre un solo
generador. Ver [19] para una explicacion precisa.

Fuchs y Reisenberger notaron en [19] que el dlgebra de Poisson sobre un solo
generador de N es, de hecho, el dlgebra de Poisson de datos iniciales para rela-
tividad general con simetria cilindrica, sobre una doble hoja nula N adaptada a
esta simetria. Esto ofrece ciertas estructuras adicionales para organizar el dlgebra
de Poisson de los datos y abre un camino hacia la cuantizacién, porque la teoria de
relatividad general con simetria cilindrica (en el vacio) es una teoria integrable, y
tiene un grupo de simetrias que actia transitivamente sobre el espacio de soluciones,
denominado Grupo de Geroch.

Diremos que una solucién de relatividad general tiene simetria cilindrica si existen
dos campos de Killing espaciales que conmutan y son ambos ortogonales a una
familia de superficies bidimensionales. La hipotesis de simetria cilindrica también
requiere que las orbitas de los campos de Killing sean cilindros. Pero este ultimo
requisito no va ser esencial a nuestras consideraciones. Por otro lado el requisito
de ortogonalidad a superficies bidimensionales no es un elemento tan natural de la
definiciéon de simetria cilindrica, pero es tradicionalmente parte de esta y si va ser
importante en este trabajo, porque implica que se anulan ciertos datos, llamados
constantes de twist, ver cap. 7 de [48]. Seria interesante extender nuestro formalismo
para incluir constantes de twist no nulas; con estos estarian representados todos los
datos de la teoria general sin simetria en la teoria con simetria, pero hasta ahora no
se sabe si esto estropea la integrabilidad de la teoria en presencia de la simetria.

La hipersuperficie A/ la podemos construir de manera que sea consistente con
la simetria cilindrica, es decir, que las rotaciones y traslaciones generadas por los
campos de Killing mapean N a si misma, i.e., generadores son mapeados a genera-
dores. Entonces, en el espacio cociente por las orbitas de Killing la hipersuperficie
N consiste en dos curvas nulas: los generadores colapsan a uno solo en el cociente.

Este tipo de modelos han sido extensivamente estudiados en el pasado debido
a que el conjunto de soluciones con estas hipotesis contiene muchas situaciones de
interés fisico y ademas las ecuaciones de movimiento se pueden resolver. Si ambos
campos de Killing son espaciales, y uno de ellos se anula en una curva espacial,
corresponden a una colisién de ondas gravitacionales planas o a universos de Gowdy.
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Si ambos campos de Killing son espaciales y uno de ellos se anula en un plano
temporal (una dimensién temporal y una espacial), las soluciones corresponden a
ondas gravitacionales cilindricas. Por tltimo, si uno de los campos de Killing es
temporal, las soluciones son las métricas estacionarias y axisimétricas.

Ehlers ([16]) a fines de los '50 y més tarde Geroch ([20]) a comienzos de los '70
mostraron la existencia de simetrias ocultas en estos modelos y de transformaciones
infinitesimales que pueden usarse para construir nuevas soluciones a partir de las
originales. En particular, Geroch prob6 que el algebra de simetrias es de dimension
infinita. Hoy en dia al grupo correspondiente se lo denomina grupo de Geroch.
Hauser y Ernst en [2I] probaron que la accién del grupo es transitiva, esto es, para
todo par de soluciones existe una transformacién que lleva de una en otra.

En [2], Belinski y Zakharov, y en [32], Maison, mostraron cémo la accién del
grupo de Geroch en estos modelos de gravedad reducidos esta relacionada directa-
mente con el método de scattering inverso, método que habia dado origen al estudio
de integrabilidad en teorias de campos clasicos y cuanticos. Breitenlohner y Maison
profundizaron en el estudio de esta conexién en [6].

De esta manera, se tendié un puente entre las estructuras que se habian encontra-
do para los modelos de gravedad reducidos y los modelos integrables ya estudiados
dentro de las teorias cudnticas de campos. En particular, la cadena de spines de
Heisenberg, modelo estudiado desde los 30 [5].

Tener un modelo integrable nos permite encontrar estructuras aptas para una
cuantizacion algebraica del dlgebra de Poisson, como explicaremos a continuacion.

Uno de los objetos principales de una teoria integrable es un grupo de transfor-
maciones que actia en el espacio de fase, llamadas transformaciones de dressing. La
accion de estas simetrias, denominadas simetrias dindmicas, es Lie-Poisson, donde
el corchete de Poisson en el grupo de transformaciones es el corchete de Sklyanin [IJ.
Esto tiene como consecuencia que el espacio de soluciones y el grupo de transfor-
maciones estén estrechamente ligados, dando lugar a una estructura que se conoce
como doble clésico.

Drinfel’d [1I] mostré cémo de puede definir una cuantizacién algebraica de un
grupo de Poisson-Lie (aquel que actia Lie-Poisson en cierto espacio de fase dando
lugar al doble cldsico) que recupera exactamente las estructuras encontradas me-
diante el método de scattering inverso cuantico para modelos integrables en teorias
cuanticas de campos. En este contexto, una cuantizacion corresponde a presentar
las relaciones de conmutacién entre los operadores cuanticos, que a primer orden en
h reproducen los corchetes de Poisson de las cantidades clésicas. Observar que la
cuantizacion es a nivel algebraico, se define la C*—&lgebra en términos de relaciones
de conmutacién y no se da una representacién de la misma sobre un espacio de
Hilbert.

En resumen, la integrabilidad de una teoria de campos permite hallar una es-
tructura de doble clasico sobre el espacio de fase, que se puede cuantizar siguiendo
el esquema de deformacion de algebras de Drinfel’d.

Korotkin y Samtleben en [29] y [28] muestran, para modelos con simetria cilindri-
ca asintéticamente planos, como el algebra de Poisson de ciertos datos en el infinito
de un sector del modelo lleva a un algebra cuantica estandar, denominada alge-
bra Yangiana; ademads relacionan estos datos a cierto objeto, M, que denominaron
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matriz de monodromia, lo cual les permitié cuantizar también a M.

En [19], se presenta una expresién explicita de M en términos de los datos
iniciales sobre Ny se calcula el corchete de Poisson entre los elementos de matriz de
M, verificando que coinciden con los de [28] y que por lo tanto conducen a la misma
cuantizacion. Sin embargo, el cédlculo es mas general pues sélo involucra campos
en el dominio de dependencia de N’y no asume una hipétesis de comportamiento
asintoticamente plano de la métrica.

En este trabajo extendemos el &lgebra de Poisson hallada en [19] a todos los
datos iniciales del modelo de gravedad con simetria cilindrica, agregando a la matriz
de monodromia M la densidad de area de la superficie Sy, que notamos py , y un
exponente conforme 6y en Sy. El punto de partida del trabajo consiste en hallar
los corchetes de Poisson entre los tres datos anteriores. Siguiendo las ideas de una
extension de la matriz de monodromia presentada en [6] y [35], definimos una nueva
matriz de monodromia extendida, M, que corresponde uno a uno con los datos
Po, 00 v M, y por tanto sus corchetes definen los corchetes de éstos. Esto permite
tener un algebra de Poisson en una forma apta para una cuantizacion.

Mostramos que la accién del grupo de Geroch es Lie-Poisson si y solo si el corchete
de Poisson sobre el grupo es el corchete de Sklyanin, recuperando un resultado de
[34] de manera distinta, sin invocar a cantidades definidas en el infinito. Esto es
importante en el formalismo canénico sobre hipersuperficies nulas porque, en general,
éstas no se pueden extender suavemente hasta el infinito.

La tesis esta organizada como sigue. En el capitulo 1 presentamos el modelo,
realizamos la reduccion dimensional de 4 a 2 dimensiones, y obtenemos las ecuaciones
de movimiento; también definimos los datos iniciales sobre N. En el capitulo 2
definimos las coordenadas que usaremos y calculamos la forma simpléctica a partir
de la accién de Einstein-Hilbert usual. El capitulo 3 esta dedicado al cédlculo de los
corchetes de Poisson entre los campos originales del modelo y a su comparacién con
los obtenidos en [37]. En el capitulo 4 damos una breve introduccién a sistemas
integrables, introducimos el sistema lineal auxiliar a partir del cual se hace explicita
la accién del grupo de Geroch y se construye la matriz de monodromia. En el capitulo
5 se encuentran los principales resultados de nuestro trabajo: el calculo del corchete
entre los elementos del grupo de Geroch, los corchetes entre pgy, g9 y M, definimos
la matriz de monodromia extendida y mostramos sus corchetes de Poisson; por
ultimo la estrucura de doble clasico, para el espacio de fase del modelo, la haremos
manifiesta mostrando la consistencia del corchete de la matriz extendida con el
corchete del grupo de Geroch. En el capitulo 6 presentamos un resultado sobre una
simetria a nivel cudntico cuyo limite clasico es la simetria del grupo de Geroch.



Reduccion dimensional den =4 an = 2

1.1. Objetivos

En este capitulo, presentaremos los resultados basicos de relatividad general en
el vacio, con dos campos de Killing que conmutan y son ortogonales a superficies
bidimensionales.

Este contexto es el que se utiliza en el estudio de espacios con simetria cilindrica
(que corresponde a dos vectores de Killing espaciales y un dilatén espacial), colision
de ondas gravitacionales (dos Killing espaciales y un dilatén temporal) y espacios
estacionarios con simetria axial (que corresponde a un Killing temporal y otro es-
pacial). Esto nos permite tener una gran variedad de soluciones particulares.

Primero veremos la reduccién dimensional, o reduccion de Kaluza-Klein, que
consiste en integrar la accion sobre las érbitas que genera la simetria presente en
el espacio-tiempo original, para obtener una accién sobre un espacio-tiempo con
una dimensiéon menos. Luego, pasamos a definir nuestro modelo, reducimos dos
veces dimensionalmente y obtendemos las ecuaciones de movimiento del modelo, en
términos de tres campos: o, p y las matrices V.

Por 1ltimo, definimos la doble hoja nula N y los datos iniciales a partir de los
cuales se tienen soluciones tinicas en un dominio de dependencia de N. Estos datos
seran los protagonistas principales de nuestro trabajo.

1.2. Notacién y convenciones

Por variedad entendemos un espacio topolégico de Hausdorff con atlas maximal
diferenciable C'**.

La convencion que seguiremos para la signatura de una métrica Lorentziana es
(— + ++). La notacién de indices abstractos o en coordenadas se hard explicita
cuando sea usada.

La métrica plana (de Minkowski) la notaremos 7,,, y cuando no haya riesgo de
confusion simplemente por 7.

Sobre los distintos términos y formulas de geometria diferencial que usaremos a
lo largo de este trabajo, referiremos al lector a los Apéndices A y B.
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1.3. Reduccion Dimensional

En este trabajo usaremos la accién de Einstein-Hilbert como objeto fundamental
de la teoria. Sea M una variedad Lorentziana (n + 1)—dimensional, y .S la funcional
de accion de Einstein-Hilbert, que tiene como argumentos los elementos de cierto
subconjunto C' del espacio de métricas de M, y toma valores reales. Cuando C'
corresponde a métricas para las que existe cierto campo de Killing, entonces la
accion S solo depende de n dimensiones. Este es el punto de partida de la reducciéon
dimensional en relatividad general:

S:g/MRa . (1.1)

donde k = #, y G la constante gravitacional de Newton.
Comencemos por establecer ciertas convenciones para facilitar la lectura de los
calculos que haremos en esta seccion.

Notacion 1.1. Los indices A, B, C, ... tendran valores de 0 a n, los indices a, b, c, ...
tendran valores de 0 a n — 1, los indices u, v, ... valores de 0 a n y los indices «, 3, ...
valores de 0 a n — 1. Las componentes tensoriales estaran referidas a algin sistema
de coordenadas (2, ..., 2™).

Las matrices n := diag(—1,1,...,1) y 6 = diag(1,...,1) tendran dimensiones
segun los indices que tengan: n4p es de dimensién (n 4+ 1) X (n+ 1), y 1 es de
dimension n X n.

Definicién 1.1. Sea M una variedad Lorentziana de dimensién n + 1. Una (n +
1)—cobein es un conjunto de (n + 1) 1-formas ¢", linealmente independientes: en
cada punto p € M forman una base de Ty M, y que son ortogonales:

ol vy
Nuw€ A€ B = YaB (1.2)
Los indices latinos son los indices abstractos, y los indices griegos son los indices
internos de la co-bein.
El referencial asociado a {¢",} lo notaremos {éA#} (i.e., los vectores tales que
" 4€,5 = 04"), y cumple

g;uz = nABéuAéBV (13)

Notacién 1.2. El grupo GL(n+1,R) actia por izquierda (es decir, el indice interno
indica las columnas de una matriz de elementos {&;'}).

Observacién 1.1. La eleccion de un referencial ortonormal y con cierta orientacion
fija estd determinada a menos del grupo de rotaciones especiales de la métrica. En
nuestro caso, que estamos trabajando con métricas Lorentzianas, este grupo es el de
Lorentz especial, SO(1,n,R).

g

Con las tétradas y cotétradas podemos asignar tensores 7, “# de indices in-
: CD...._ 3 by vy Cy D ap...
ternos a los tensores de la variedad, como T =é,ege, e T, 7P
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La libertad bajo rotaciones del grupo de Lorentz especial nos permite realizar una
fijacién de gauge parcial: sea {¢7} un (n + 1)-bein, D C M un dominio difeomorfo
a un abierto de R". Existe una familia de funciones e}, ¢, A, : D — R tales que

0 n—1

. :7 : (1 4)
62_1 e €Z_i ¢An71

0 0 )
notar que el simbolo * lo utilizaremos para evitar confusion entre distintos sistemas
de tétradas y agilizar la escritura, o entre la métrica (n + 1)-dimensional y la n-
dimensional.

Consideremos ahora que existe un campo de Killing espacial global sobre la

variedad M, que llamaremos y“.
Observacion 1.2. En lo que resta de la seccion, asumiremos sin pérdida de gene-
ralidad que x(p) = On41(p)Vp € D.

Tener un campo de Killing nos permite tomar n—beins que no dependan de la
coordenada que genera el campo de Killing. Simplemente, fijamos una hipersuperficie
en M y Lie transportamos una (n — 1)—bein a todo el espacio mediante .

Proposicién 1.1. Dada una (n+ 1)-bein &,* tal que Exé;‘ = 0, entonces los ele-
mentos de matriz son funciones que no dependen de la coordenada ™+,

Demostracion. A partir de la féormula de la derivada de Lie en términos de la cone-

xién [A.2] es inmediato:

0= L&A = X'Vie, A+ eV, (1.5)

= On, =T 6% + &4 60 (1.6)

= B (1.7)

Por tanto, 0 = 8n+1éMA. O

Ahora, para una n—bein que cumple la proposicién anterior, fijamos parcialmente
el gauge de la ecuacion [1.4] Tenemos las siguientes propiedades:

Proposicién 1.2. Sean ¢, A, las funciones que definimos en la ecuacion[1.4]. Sea
& un generador de difeomorfismos que preservan la coordenada x™ y que tampoco
dependen de ella. Entonces ¢ es un campo escalar y A, transforma como una 1-
forma, es decir:

Lep = €00 (1.8)
LA, = €V, A, + ANV,& (1.9)
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Demostracion. En el espacio de difeomorfismos independientes de la coordenada
"ty que la dejan invariante, sea y(t) una curva tal que v(0) = Idy;, 7(0) = 9,
un vector tangente al espacio de difeomorfismos. Resulta (éMA) = EgéMA, donde &
es el campo generador de la familia de difeomorfismos ().
Observar que para el campo de Killing x, tenemos que [, x] = 0, pues 9,11§ = 0.
Por la férmula para la derivada de Lie en términos de la conexién tenemos:

Lee, N =EV,E,4 +¢8, Y, (1.10)
Es decir, usando [T.4] y la proposicién anterior:

A fuvueaa + éyavaéfu £”VV(¢AQ) + éyn-{—lvaéu

Lee,” = ( 0 Vb + &Y, L6 (1.11)
(Ve e Ve €V (0A0) + 0A5VaE + 6V )

- 0 V.6 (1.12)

pues €, 1V, 1€ es una derivada de £ en la direccién del campo de Killing.
5(925) = 5“@@
§(An) = LAy + Vo
O

La utilidad de esta reduccion dimensional es que la n—bein e,* nos sirve para
poder definir una métrica en la variedad cociente de M respecto a las orbitas del
campo de Killing.

Definicién 1.2. Sea (M, g) una (n+ 1)-variedad Lorentziana que admite un campo
de Killing espacial x*. El campo de Killing establece una relacién de equivalencia
entre puntos de M, x ~ y si existe una curva integral del campo que contiene a z e
y. Definimos el conjunto cociente como:

M™ = M/ ~ (1.13)
que tiene estructura de variedad, con posibles singularidades.

Definicién 1.3. Fijada una descomposicién del (n + 1)-bein inicial como en la
ecuacion definimos un tensor métrico g,p de la variedad n—dimensional M/ ~
como

Gap = nabezeg‘ (114)

Como x* es un campo espacial en todo punto, es claro que g es una métrica
Lorentziana en la variedad cociente M ™.

Definicién 1.4. Al campo vectorial A se lo llama vector de Kaluza-Klein, y se
define el tensor de curvatura de A“ como Fip := 0,Ap — 03A,.
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Proposicién 1.3. Sea (M, ) una (n+1)-variedad Lorentziana que admite un campo
de Killing espacial x*, D C M un dominio difeomorfo a D™ x [—1,1], donde las
preimdgenes bajo el difeomorfismo ¢ : D — D™ x [1, 1], o ' ({t} x [~1,1]) son
orbitas de x, y sea S la funcional de Finstein-Hilbert:

2

Sobre M definimos la cotétrada é”A como en . Entonces, a menos de térmios de
borde, se puede factorizar la funcional como

S = f/ it (1.15)
D

1
S:/ S dgn+l (1.16)

1

donde S™ es una funcional con dominio de integracion D™ :

K

_ a 1 «
s =2 / e | R—207'VVad — G F5F] (L.17)
2 Jpmw 4

con R es la curvatura de la métrica g en D™,

Demostracion. Expresaremos la curvatura escalar R en D en términos de la curva-
tura escalar en D™ el campo ¢ y el tensor F. Como tenemos la métrica en términos
del (n + 1)-bein calcularemos R usando las ecuaciones de estructura:

et = P Ao, (1.18)
Q4 = doty + 0t A%y (1.19)

De la primera ecuacién, podemos calcular la conexion w, resultando

1
ot = §¢Fabéb + ¢ 1D, (1.20)
1

donde wyy, es la conexién asociada a la métrica g en D™. Las componentes del tensor
de Riemann son

RY = do% + 0% A+ 0% A", (1.22)

R, = do% ., O A (1.23)

El tensor de Ricci lo calculamos contrayendo el tensor de Riemann con la (n+1)-
cobein:

R, = FE.R% + E,.1.R", (1.24)
R, = E.R°., (1.25)

10
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Finalmente, la curvatura escalar resulta de contraer el tensor de Ricci con la
(n + 1)-cobein:

v v

R=F, R+ E, 1 R"" (1.26)

R=R—20" (E,ow™) 0y — 2¢ 10,0 — igb“F“bFab (1.27)

La expresion 2¢7! (B, w™) ¢ + 2¢710,0°¢ es exactamente 2¢~'V,V¢. La
forma de volumen ¢; es ¢e, A da™ .

S = E/ Rey (1.28)
2 D
1
= g / (R — 207V, V' — Z¢4F“bFab> peg A da"t! (1.29)
D
1
= 2 / ©* ((R — 207V, V' — —¢4F“bFab) Peg N dx”+1>(1.30)
2 Jpmx[-1,1] 4

para el difeomorfismo . Podemos hacer la identificacién canénica de D™ con las
coordenadas de una hipersuperficie z"*! = cte, y parametrizar D™ con las coorde-
nadas (z', ..., 2"). Por otro lado, ¢* (dz"™') = f(¢)dt, donde la funcién f corresponde
al reescaleo del campo de Killing para que las érbitas estén definidas en el intervalo
[—1,1]. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f(¢) = 1, y queda una
integral trivial.

Por tanto, la funcional inicial es una densidad funcional S multiplicada por el
parametro de Killing, como muestra la ecuacién [I.17] O

Observacién 1.3. Debido a la integral sobre las érbitas del campo de Killing, la
constante x en la ecuacién[I.17]es un multiplo de la original. Esto lleva a un reescaleo
de la constante de gravitaciéon de Newton: G — G'.

1.4. Simetria Cilindrica

En esta seccion nos centraremos en el caso en que n+1 = 4. El objetivo serd reali-
zar una reduccion dimensional dos veces, y obtener una acciéon en un espacio cociente
bidimensional.

El siguiente resultado de geometria diferencial es 1til para reducir dimensional-
mente la accién cuando tenemos dos campos de Killing que conmutan, para una
demostracién ver [48], pag. 163:

Teorema 1.4. Sean £%, x* dos campos de Killing que conmutan y

1. X1a&oVea Y {aXoVeXa se anulan en algin punto de M.

2. gaRa[bgcxd] — XaRa[bérch] —0.

11
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Entonces, los planos bidimensionales ortogonales a £* y a x® son integrables.

Observacion 1.4. A partir de ahora, asumiremos dada la 4—variedad Lorentziana
M, con su métrica g, y dos campo vectoriales de Killing espaciales que conmutan y
son ortogonales a superficies bidimensionales sobre ella. Asumiremos sin pérdida de
generalidad que £ = 0y y ¥ = 0s.

En nuestro caso de interés, esto es, simetria cilindrica para relatividad general en
el vacio, tenemos que la presencia de un campo de Killing y de d6rbitas compactas
implica que se existe un eje de simetria, y por tanto x se anula en al menos un punto
de la variedad; por otro lado, la condicién de vacio (R, = 0) implica trivialmente
la segunda hipotesis del teorema.

La integrabilidad de los dos planos nos permite factorizar la métrica para el caso
en que tenemos dos campos de Killing, de la misma forma que lo hemos hecho para
un campo de Killing, como mostramos en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.5. En presencia de dos campos de Killing espaciales que conmu-
tan y son ortogonales a superficies y que ademds cumplen las hipotesis del teorema
anterior, la tétrada se puede escribir de la siguiente manera

el e 0 0
y et e? 0 0
&' =10 o r AV2B, (1.31)

0 0 0 AY?
donde T, A2 son campos escalares y B, = (0,0, By) es una 1-forma.

Demostracién. Comenzamos por la forma de la tétrada[l.4] donde todas las funcio-
nes que aparecen son independientes de las coordenadas z? y x®.
Entonces, podemos hacer el procedimiento para 2 primer y luego 22, resultando:

et el DAy AY2B,

A el e? TA AV2B

p 0 0 T AY2B,
0 0 0 A2

donde elegimos A'/? sélo para simplificar ciertas manipulaciones algebraicas.
Por tltimo, el resultado se deduce tomando en cuenta que los campos de Killing
son ortogonales a superficies bidimensionales, y que por lo tanto podemos tomar

Ay = A, = By = B, simplemente eligiendo z? y 2% como constantes en esas
superficies. n
Observacién 1.5. La métrica bidimensional gos := e,"¢;’n,, serd una métrica

Lorentziana en la variedad cociente.

La siguiente proposiciéon nos muestra como se escribe la accién de Einstein-
Hilbert para la métrica factorizada con €.

12
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Proposicion 1.6. Sea S la accion de FEinstein-Hilbert en un dominio D C M
difeomorfo a D x [—1,1]2, es decir, consideramos que los flujos de los campos de
Killing estdn definidos para t € [1,—1]. En las hipdtesis de la proposicion anterior,

S = g /D AT (R® —or 'O, — 2A7Y2 (T 10'T9,A? + O,AY?)

1
— §AF‘2 (aﬂBzauBg)> g4 A dz® A da? (1.32)

Demostracion. Comenzamos en n+ 1 = 4, y realizamos la reduccién dimensional de
la seccién anterior tomando A, = B02, v ¢ = A2, Entonces, la accion resulta

K : _ o 1
§=3 /D AY/? (R(‘” —2AT2VOV (A — ZAFMFM) egm Adr®  (1.33)
Paran+1=3: A, =0y ¢ =I. La curvatura R® resulta R® — 2I'-"'v°V,I.
Tenemos que ¢® = ¢ +I'?dz? ® da?. Esto establece las siguientes igualdades:

F*F,, = —F,"F," =2I'""(0"By0,B>) (1.34)

O,wAY2 = VOV, (AY?) = \/1_(3)5% (\/—9(3)8MA1/2> (1.35)
—g
1

= " (T'/—gd, A2 1.36

T'v—g ( 9%u ) (1.36)

= I 'o'To,AY? + O,AY? (1.37)

€3 = Te, A da? (1.38)

donde U @) corresponde al Laplaciano respecto a la métrica g™,
Sustituyendo cada término de la expresion anterior en la acciéon [1.33] obtenemos
el resultado buscado. O

Observacién 1.6. Observar que el integrando no depende de las coordenadas 2, 23,

por lo que podemos hacer el pullback del integrando bajo el difeomorfismo ¢ :
D@ x [~1,1] = D, y asi obtener una densidad de accién:

S = / S dz?da® (1.39)
[_1’1]2
donde
1
5(2) _ g/D(2> A1/2F <R(2) _ 2F71|:|9F _ 5Arf2 (8/‘B28#B2) —
_9A"L/2 (F—lauFaMAl/z + DgAl/Q)) &g (1.40)

La constante de Newton estd redimensionada G — G’, con dimensiones de
(4rea)™!

13
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1.5. Formulacién sobre un espacio simétrico G/H

La accién que determina la ecuaciéon de Einstein en el vacio en 4 dimensiones,
al aplicar la reducciéon dimensional dos veces, resulta en una acciéon que tiene como
campos a la métrica bidimensional g y a las tres funciones A, I, By, todos viviendo
en la variedad cociente M(®. En lo que sigue, hablaremos de la accién S sobre M),
y los indices p, v, ... valdran 0, 1.

Definicién 1.5. Definimos los siguientes campos, escalar y SL(2, R)—valuado res-
pectivamente:

p = DAY? (1.41)
1 -1/2 1/2

A p se lo denomina dilaton, y V son las componenetes de la zweibein sobre las 6rbitas
de Killing.

Observacion 1.7. El significado geométrico de p es claro: corresponde a la densidad
de area de las 6rbitas de los campos de Killing. Fijando una base ortonormal tangente
a las orbitas de los campos de Killing, podemos interpretar a V en cada punto del
espacio-tiempo cociente M® tomando una matriz en SL(2,R), de manera que el
mapax € M® — V(z) € SL(2,R) es diferenciable. Esta matriz son las coordenadas
de la zweibein respecto a la base fijada. Verificar que V son las componentes de la
zweibein es inmediato a partir de la ecuacién [1.31} Observar que elegimos un gauge
triangular superior para V; como veremos en breve, la accién es invariante bajo la
eleccion de gauge en V.

En términos de p, la accién [1.40] es

1

2A2 (0A)

1 A2 1
szzﬁ/ @M———aB2 9, AD"

—EDgp) Eg (1.43)
P

Observar que el ultimo de los sumandos conduce a un término de borde, que de
ahora en més no tomaremos en cuenta. Ver [I§] y [38] para mas detalles acerca de
los términos de borde.

La ventaja de pensar la accién en términos de p y V se hard manifiesta en un

momento, cuando veamos que la acciéon reducida y las ecuaciones de movimiento
adquieren expresiones sencillas de manipular en términos de estas variables.

Definicién 1.6. Sea J, := V19,V. A este objeto le llamaremos conezidon.

La conexion anteriormente definida es la que transporta paralelamente a V: si
tenemos la ecuacion diferencial

9V =V, (1.44)

14
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una solucién es

V(z) = V(0)Pelo (1.45)

para cierto camino entre los puntos 0 y x. Claramente el valor de la exponencial
por caminos no es necesariamente independiente del camino elegido. Para que esta
independencia sea efectivamente cierta, es suficiente que la curvatura de la conexién
sea cero. En la proposiciéon siguiente veremos que es el caso de J.

Proposicién 1.7. J, es una conezion plana.

Demostracion. Calculamos la curvatura (2 = dJ+JAJ: en términos de componentes,
tenemos que V), %, asi que

Q) = dy'tav, )+ v tav, cavt tay,® (1.46)
= Vv v AL+ v v, Ay fay® (1.47)

= 0 (1.48)

O

La conexién J es un elemento del dlgebra de Lie de SL(2,R) para cada punto
de la variedad cociente. A continuacién daremos un réapido vistazo a la estructura
de s[(2,R), sin entrar en los detalles, que estan en el apéndice B.

Definicién 1.7. En sl(2,R) = Lie(SL(2,R)) es el espacio de matrices de traza cero.
Tenemos la estructura sl(2,R) = q @ ¢, donde q son las matrices antisimétricas y &
son las matrices simétricas de traza cero.

Los generadores de sl(2,R) como espacio vectorial son las matrices

S N R R

En vista de la definicién anterior, tenemos q = span(e — f), y € = span(e+ f, h).
La subalgebra de Cartan h esta generada por h, y es un subespacio de ¢.
Las relaciones de conmutacion indican las siguientes relaciones entre subespacios:

[0.¢] C ¢ (1.50)
€.t c q (1.51)
[0.9] C g (1.52)

Tenemos la involucion w que es un automorfismo del dlgebra, y en los generadores
vale w(e) = —f w(f) =—e w(h)=—h.

Esta involucion nos permite definir un automorfismo 7 que consiste en tomar w
y trasponer la matriz obtenida. Esto nos da autovalores 1 y —1, pues n? = id. El
subespacio propio de 1 es q y el de —1 es &.

15
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Definicién 1.8. Para la conexién J,, en cada punto de la variedad cociente tenemos
la descomposicién en P, € £y @, € q, de manera que

Ju(®) = Qu(x) + Pu(x) (1.53)

En términos de @, y P,, la condicién de curvatura cero para J, nos da dos
ecuaciones, separando en £ y q:

2(dJ+JINJ) = 0udy — 0+ [y, Jo] (1.54)
[J,lu Jl/] = [Qua Ql/] + [Q/M PI/] + [Plh Ql/] + [Pm PI/] (155)
de donde
0uQv — 0,Qu + [Qu, Q)] + [Py, P)] = 0 (1.56)
0,P,—0,P, +[Qu, P+ [P.,Q,] = 0 (1.57)

De la descomposicion de la conexion en los subespacios € y q, podemos expresar
Quy P

Ap (ﬁ) Aj By
P — 2p 14 A 2 1 > 158
g <%au32 -2, (%) 159
B 0 55 0uBa
Qu = (_2%6”32 0 (1.59)

A continuacién, veremos cémo se simplifica la accién utilizando las variables p y

V.

Proposicion 1.8. En términos de la conexion de la definicion anterior, y a menos
de términos de borde, el lagrangeano que define la accion S resulta

1
L =pR— pTr(P,P") + §p_13“p(9“,0 (1.60)

Demostracion. Calculamos Tr(P,P*) a partir de [1.58

A2 P p A2
1 1 1 A2
= ——(0A) + —(0p)* — —0,A0"p+ —(0By)*>  (1.62
Comparando con la expresion [.43] obtenemos el resultado buscado a menos del
término de borde Up. O]

La ventaja méas importante de este lagrangeano es que tiene la forma de un mo-
delo o en un espacio tiempo de Minkowski: cierta conexion en un espacio simétrico
G/H, y una funcién f que en nuestro caso es la curvatura R. La diferencia funda-
mental es que en nuestro caso aparece el dilatén p como factor multiplicativo, y eso
introducira estructuras mas complejas en el estudio de este modelo.
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Definicién 1.9. La conexion J tiene asociada una derivada covariante, que notare-
mos D, y que se define como

D, = 8, + adg, (1.63)

es decir, si X es una funcién SL(2,R)—valuada,

DX = 0,X +[Q,, X (1.64)

1.6. Geometria conforme

En lo que resta, M sera una variedad Lorentziana de dimension 2, que proviene
de realizar la reduccion dimensional de las secciones anteriores y pasar al cociente
una variedad de dimension 4.

El siguiente resultado es clasico, se lo puede ver en [48], pdg. 446:

Dada una variedad Lorentziana M, supongamos que tenemos dos métricas, ¢, g,
tales que ¢ = ¥?%¢g, para v : M — R una funcién suave. Entonces, las curvaturas
escalares estan relacionadas mediante la siguiente ecuacion:

R=v"2(R—(n—-1)(2—-n)V.InyVIny — 2(n — 1), Inv) (1.65)

Para el caso de una variedad bidimensional, toda métrica es conformemente
plana, como indica el siguiente resultado clasico, que puede ser encontrado en [50]:

Proposicién 1.9. Sea (M, g) una variedad Lorentziana bidimensional, y p € M un
punto. Entonces, existe una carta local (U, ), con U entorno de p, y una funcion
o:U — R tales que g, = €* 1.

Sea D C M un conjunto abierto, entorno de un punto p € M donde vale el re-
sultado de la proposicién anterior. Las coordenadas luminicas o nulas las notaremos
(x~,2"), donde la métrica de Minkowski adquiere la forma n = —dz~dz™.

Sea o : D — R la funcién tal que en coordendas luminicas tenemos g,,, = €71,
Denominaremos a esta funcion factor conforme o exponente conforme de g. Como
veremos, nuevamente el objetivo de introducir una funcién auxiliar es simplificar la
escritura de las ecuaciones de movimiento.

Proposicién 1.10. En las coordenadas luminicas, a menos de términos de borde la
accion resulta,

S = / (=20006 — pTH{P,P)) &, (1.66)
D
donde ¢ = o + }llnp.
Demostracion. Tenemos
1
S = /D <pR — pTr(P,P") + ipl('?“pa“p) Eg (1.67)
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En coordenadas nulas, niy = —%, n—— = n++ = 0. Entonces, tenemos las si-
guientes igualdades:

R = —20,0 (1.68)
pP,P* = ¢g"P,P,=e¢ PP, (1.69)
g, = €¥g, (1.70)

Sustituyendo todo en la accién, tenemos

1
S = /D (—ZpDna — pTr(P,P") + 5,01@,08“,0) €n (1.71)
Usando la igualdad

pOnp=0p— p~'0,p0"p (1.72)

a menos de términos de borde, tenemos

S = /D (—2pD (a + iln p) - pTr(P#P“)) & (1.73)
0

Observacion 1.8. El factor conforme no transforma como una funcién escalar bajo
difeomorfismo, como se puede calcular explicitamente:
Si vamos a la proposicién[1.2] los difeomorfismos conformes actian sobre o como

1
,Cga' = Siaia + éaiﬁi (174)

1.7. Ecuaciones de Movimiento

Para hallar las ecuaciones de movimiento, nuestro punto de partida es el Lagran-
geano [1.60] que es una funcional respecto a la métrica bidimensional g, la densidad
de area p y la zweibein V.

Proposicion 1.11. Las ecuaciones de movimiento para la accion de Finstein-Hilbert
en la variedad cociente

S = /D <pR — pTr(P?) + %plvupV“p> g (1.75)
son
0 = D*(pP,) (1.76)
0 = R—Tr(P?— %p_2vﬂpvﬂp —Olnp (1.77)
0 = —%g“”p Tr(P?) + pTr(P"P") + ig‘””p‘lvwvAp -
—%p_IV“pV”p + VNV p — ¢g*0p (1.78)
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Demostracion. Realizando una variaciéon de la accion, tenemos

1
S = / (pR — pTr[P? + §p_1VupV“p) deg +
D
1
+4 <pR — pTr(P?) + 5p—lvupv“p) £ (1.79)

Para la forma de volumen tenemos que

1 1
dey = 5599“”5%1, = 5595% (1.80)

donde estamos definiendo dg/;. Las variaciones de los otros términos se hallan de
manera usual:

d(pR) = ROp+ pRLOG" + pg"'éR,, (1.81)
§ (pTx[P?)) = Tx[P?ép+ 2pTx[Pg"" P, + pTr[P,P,6g"] (1.82)
0 (p'VPp) = —p*Vpdp+2p7 gV upV0p+ p YV ,upV,pog" (1.83)
donde
9" R, = V7 (V'ge, — V0gh) (1.84)

Ahora veremos el término que contiene 2pTr[P,g"" 0P, ]:

pTr[P,g" 6P,) = Tr [(V(pP") + [Ju, pP*)V V] = V,, (pTx[P*V716V]) (1.85)

Agrupando todo:

1 1
S = / (pR — pTr[P?] + 4 1VupV“p> §€gg“ dGu +
D
1
+ <pRuu + pTr[P,F)] + 5/)1%/)%/)) 69""eq

1
+dp (R — Tr(P?) — 5,0_2V2p> €g +
2T [(Vu(pP") + [T, pP NV TH0V] € +
+ (07 9"V upV6p + pV7 (VH8goy — Vodgh) —
-2V, (pTx[P*V~16V))) &, (1.86)

El dltimo renglén contiene variaciones dentro de derivadas covariantes. Observar
que el tercer sumando corresponde a un término de borde (teorema de Stokes). Los
otros dos sumandos los podemos integrar por partes:

p N oV Lop = —=0pV, (p7 g Vup) + V., (0pp 9" V,p)  (1.87)
= —6p0lnp+V, (p'6pg" V,up) (1.88)
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y
pV7 (V'8goy — Vobgl) = —V7p(V'0g0u — Vodgli) +
+V7 (pV*8gou — PV s0gL) (1.89)
V70 (V*0g5u — Vobgl) = (V*V7p = g™"0p) 6gou +
+V° (Vgpég/’j — V“pégw) (1.90)

Los sumandos que nos lleva a un término de borde son

/ V7 (p~'6pVop — 2p I[P,V 6V] + pVF 090, — pVogy, + Vopdgl — V*pbus) €
D
(1.91)

que en el capitulo siguiente veremos que nos llevara a calcular el potencial simplécti-
co.

Las ecuaciones de movimiento se deducen agrupando los términos en el bulk
segun las variaciones independientes dp , V716V y g, m

Las ecuaciones de movimiento de la proposiciéon anterior las podemos escribir en
coordendas nulas alrededor de un punto, tomando ¢ como el factor conforme.

1. La primera de las ecuaciones resulta

D* (pPy) =0 (1.92)

2. La ultima de las ecuaciones la podemos escirbir tomando las componentes +5F
y £+ por separado: las componente +F dan

Op=0 (1.93)
que en coordenadas luminicas es 0_0,p = 0.

La diagonal es

1
pTr (PLPy) — §pflaipaip +ViVip=0 (1.94)

que se puede simplificar en

204601p = pTr (PyPy) + 01.04p (1.95)

3. La ecuacién que contiene la curvatura es

1
0 = —20,0 — Tr(P*Py) — §p*20ipaip —O,lnp (1.96)

1 1
= 20, (U + A—Llnp) — Tr(P*Py) — ipflljnp (1.97)
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que en vista de la ecuaciéon para p es

200, (6) + Tr(P*PL) =0 (1.98)

Observacion 1.9. La ecuacion de segundo orden es una consecuencia mas débil de
las dos ecuaciones de primer orden. Ambas corresponden a una combinacién de los
vinculos de difeomorfismos Hamiltoniano y Espacial en la variedad cociente.

1.7.1. Gauge Conforme

Como ya vimos, la métrica g es conformemente plana, g = €27, y expresar
el lagrangeano como funcional de o, p, ). Variando la accién construida con este
lagrangeano, obtendremos las ecuaciones de movimiento en este gauge, que deben
ser equivalentes a las obtenidas primero variando la accién y luego fijando el gauge.

Observacién 1.10. Como veremos a continuacion, las ecuaciones de primer orden
para o que hallamos son vinculos del sistema, compatibles con la ecuacién de segundo
orden para ¢ de la proposicion siguiente.

Proposiciéon 1.12. Para la accion
S = / (—2p0(c) — pTr(P,P")) e, (1.99)
D

las ecuaciones de movimiento son (en coordenadas nulas)

9.0,p = 0 (1.100)
0.0,5+ STHPP) = 0 (1.102)

Demostracion. Tomamos una variacién 0 en la accién, variacién que actua en los
campos p, 0 y V:

0S = /D (—20p0(6) — 2p066 — 6pTr(P,P") — 2pTr(P,O0P")) e, (1.103)
S /D (20p55 — 6p (206 + Te(P,PH)) — 2Te(D* (pP,) V') <,

+ /8 . (—2pV"36 +2V¥pds — 2Tr(pP,V™1V)) &y, (1.104)

Asumiendo que las variaciones se anulan en el borde, al igual que V#da, resultan

las ecuaciones de movimiento del enunciado. OJ

Observacion 1.11. Observar que obtuvimos la ecuacién de segundo orden para o,
en vez de las ecuaciones de primer orden. Esto es debido a que fijamos parcialmente
la libertad de difeomorfismos al tomar una métrica plana de la clase conforme de
g, es decir, parte de la fijacién del gauge la realizamos al exigir que no se varia la
estructura de conos de luz relativos a la coordenadas y eso limita la variacién.
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1.7.2. Comentario sobre el exponente conforme

Las ecuaciones de vinculos para el factor conforme se pueden reescribir de una
manera mas compacta, como veremos a continuacion.

Proposicién 1.13. El campo p, la densidad de drea, puede ser utilizado como coor-
denada radial, y su conjugado armonico p como coordenada temporal.

Demostracion. Sean (z~,z%) coordenadas luminicas en un entorno de un punto
p € M.

La ecuacion de movimiento para p es 0_0,p = 0, que tiene soluciéon inmediata
p=3(pT(z") —p~(27)), donde p*, p~ son dos funciones suaves que sélo dependen
de z*, 2z~ respectivamente. El conjugado arménico es p = 3 (pT () + p~(27)).

La linea de mundo del eje de simetria es una curva donde p = 0, pero dp # 0,
pues en analogia con las coordenadas cilindricas, la densidad de area de las érbitas
de los campos de Killing crece linealmente con la distancia desde la linea de mundo
del eje, a primer orden. Asumiremos que dp es espacial. Entonces:

0<dp-dp=—0_pdip (1.105)

de donde 0_p,0.p # 0. Deducimos entonces que ambas son monétonas. Anélo-
gamente para la funcién p. Por tanto, pueden ser tomadas como coordenadas: p
corresponde a una coordenada radial, y p a una coordenada temporal, asumiendo
que z~ y 27T crecen hacia el futuro. O

De lo anterior, tenemos coordenadas luminicas de preferencia una vez fijada la
solucién, i.e., (p~, p7).

Definicién 1.10. Sean 7 dos congruencias de geodésicas nulas tales que: sobre
cada geodésica de v~ la coordenada p~ es constante, y sobre cada geodésica de ™
la coordenada p™ es constante, con p creciente hacia el futuro en v~ y decreciente
hacia el futuro en 7.

Supongamos entonces que tenemos una solucién, las funciones p~, p™ especifica-
das. La métrica depende de 27, 2t como

g(z7,2F) = =23 <(1) (1)) (1.106)

Haciendo el cambio de coordenadas a p~, p*, obtenemos

— o(p~ - - 0 1
9(p ’p+) — 2 ’p+)(a,,0 a+p+) 1 (1 0) (1.107)
— 2007 p)—In(0-p 04 p7) <(1) (1)) (1.108)
—  _g20(p7pT)—In(0-p0sp)—Ind <(1) é) (1.109)

que corresponde a definir un factor conforme de manera que n = dp*dp~.
Es decir, a menos de una constante, siempre podemos reabsorber las coordenadas
p* dentro del factor conforme. Esto nos permite hacer la siguiente

22



Capitulo 1

Definicién 1.11. Dada una solucién a las ecuaciones de movimiento, sea 6 :=
~ 1
o — 51n(01p0_p).

De esta manera, el factor conforme de la métrica bidimensional de toda solucién
se escribe en términos de las coordenadas p~, p* como e?.

Observacion 1.12. Las ecuaciones de primer orden en términos de ¢ resultan

28:|:pa:|:5' = pTr(PiPi) (1110)

Observar que lo tnico que hicimos fue reescribir el factor conforme para que la
métrica g siga siendo de la forma f2n, aiin bajo cambios de las funciones p. Expresado
de otra manera, estamos construyendo un campo & que varia covariantemente al
variar la solucion p a la ecuacion 0_0, p = 0. Sobre las ventajas de tomar tal campo,
aparte de simplificar las ecuaciones, hablaremos més adelante cuando estudiemos la
integrabilidad del sistema.

Efectivamente, bajo un difeomorfismo conforme la funcién 6 es un campo escalar:

Leb = 5046 (1.111)

Observacion 1.13. Denominaremos covariancia conforme a la propiedad que mos-
tramos mas arriba: dadas dos métricas relacionadas por un cambio de coordenadas
conforme, siempre podemos reabsorber una de las métricas en la otra mediante un
reescaleo del factor conforme . Estas métricas estaran representadas por la misma
clase conforme.

Esta covariancia es debido a la libertad de difeomorfismos correpondiente a los
difeomorfismos conformes. De esta manera, estamos fijando parcialmente esta liber-
tad al tomar un representante de la clase conforme de cada métrica.

1.8. Datos iniciales sobre una doble hoja nula

Consideremos un punto p € M, la variedad cociente, que en la variedad original
corresponde a un cilindro Sy. De ahora en adelante, denotaremos por Sy a p. Este
punto tiene ciertas coordenadas luminicas (zg,z¢). En un entorno suficientemente
pequeno de Sy, consideramos los segmentos de geodésicas nulas N := {(xa , s)}se ;
y N = {(S,xa“)}sej, con [ = [:E(}L, :EJI_SL] yJ = [:1:;, :vg] dos intervalos de interior no
vacio.

Observar que, por construccion, las geodésicas estan en el futuro de Sy. Notare-
mos Sg, St a los extremos de Nz, N7 que no son Sy. En la figura [1.1] se muestran
los elementos. Sea N := Np U Ng, que llamaremos doble hoja nula.

En un entorno suficientemente chico de Sy, los segmentos de geodésicas N7, y
Npg forman una parte del borde de un dominio de dependeneiaﬂ que es un diamante
hacia el futuro de Sy.

'El dominio de dependencia de un subconjunto cerrado N del espacio-tiempo es el conjunto de
puntos con la siguiente propiedad: toda curva causal que contiene al punto en cuestién intersecta
aN
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St

Figura 1.1: Esquema de N' = Ny UNpR y de la variedad bidimensional sobre la que
trabajaremos (sombreada).

En vista de la seccién anterior, para obtener una solucion a las ecuaciones de
movimiento a partir de datos sobre N, debemos especificar p,o y V en todo el
dominio de Cauchy de N.

Como primer paso, observar que la covariancia conforme nos independiza de la
eleccién de las funciones p* que elijamos, excepto por el valor de su suma (o resta)
en un punto de referencia, a eleccion. Es decir, una vez fijado un punto sobre la
variedad y un valor de las funciones p* en él, todas las soluciones a d_d,p = 0 las
trataremos como equivalentes. En particular, se pueden tomar como coordenadas
nulas a las funciones p* y p~, como es el caso de las coordenadas de Weyl.

Una vez fijadas las coordenadas, la ecuacién

D" (pP,) =0 (1.112)

nos indica que debemos conocer V en la frontera pasada (o futura) del dominio de
dependencia.

Esto es un caso especial de la situacion general de la teoria de ecuaciones hi-
perbolicas: para un dominio espacial de datos iniciales, precisamos conocer el valor
de los campos sobre el dominio, mas su derivada normal. Para un dominio nulo, co-
mo es nuestro caso (N son dos segmentos de geodésicas nulas), la direccién normal
coincide con la direccion tangente.

Finalmente, ¢ lo obtenemos integrando las ecuaciones de primer orden , una vez
conocida la solucion V. Partiendo de una valor &g de referencia, integramos una de
las ecuaciones sobre una geodésica nula, luego al valor obtenido lo usamos como
la constante de integracién para la otra ecuacion, y asi obtendremos ¢ en todo el
dominio de Cauchy.

Por tanto, los datos iniciales seran:

1. & en un punto, que sin pérdida de generalidad sera Sy. A tal dato lo llamaremos
00-
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2. p en un punto, que al igual que antes asumiremos que es Sy. Llamaremos a
este dato pg.

3. Por 1ltimo, las funciones V las debemos especificar en toda N.

Nuestro espacio de soluciones estara parametrizado por los datos definidos arriba:

F :={(p0,60, V) : po,60 € R,V : N — SL(2,R)} (1.113)
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Estructura simpléctica

2.1. Objetivos

Como vimos en el capitulo anterior, el espacio de fase que consideramos (a menos
de una transformacién conforme) estd parametrizado por dos numeros pg y dg, vy
una funcién V : N' — SL(2,R). Integrando las ecuaciones de movimiento a partir
de estos datos nos da una solucién en un dominio de dependencia de N. Ver [42] y
[10] para més detalles.

El espacio de fase tiene una estructura simpléctica estandar, construida a partir
de la accién. El camino estandar comienza con la accién, luego se calcula el potencial
simpléctico a partir de los términos de borde en la variacién de la accion, y con éste
la 2-forma simpléctica.

Nosotros seguiremos ese camino, solo que en nuestro caso no tenemos explicita-
mente los datos iniciales py y &g en la accion inicial, y siempre estamos cocientando
las soluciones moédulo transformaciones conformes. Esto nos introduce ciertos de-
talles técnicos que tenemos que resolver para obtener una 2-forma simpléctica en
términos de los datos iniciales (i.e., en el espacio de fase, pues recordar que espacio
de fase y el espacio de los datos iniciales tienen una correspondencia uno a uno).

Como primer paso, debemos definir sistemas de coordenadas adecuados para po-
der trabajar incorporando la libertad gauge de difeomorfismos conformes (la cova-
riancia conforme de la que hablamos en la subseccién , y luego definir qué tipo
de variaciones consideraremos para los célculos.

Una vez hecho esto, presentaremos los calculos explicitos para el potencial simplécti-
co y la 2-forma simpléctica en términos de los datos iniciales, y por iltimo compa-
raremos los resultados con [36].

2.2. Coordenadas sobre N

A partir de ahora notaremos a la variedad reducida como M. Como ya vimos:

Definicién 2.1. Los datos iniciales seran py y 6¢, correspondientes a los valores de
py den Sy, vy lazweibein V especificada en N, suave en N\ Sy y continua en Sp.

En nuestro estudio de los datos iniciales, consideraremos a A/ como un subcon-
junto del borde de una regién D en M, como indica la figura Esto implica que
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Linea de mundo del eje de simetria

Figura 2.1: Dominio D, y sus bordes ¥ y N' = N U Nk.

la orientacién en N es la heredada como orientacién borde de D. Entonces N, y
Ny tendran orientaciones coherentes si utilizamos la misma carta sobre ellas.

Cualquier funcién p(z~, z") = p*(2%)+p~ (27) cumple la ecuacién de movimien-
to [[.100, donde p~ es una funcién solamente de z~, y p* es funcién solamente de
zT. Sin embargo, recordar de la seccién m que ¢ absorbe esta libertad. Por tanto,
a menos de un difeomorfismo conforme que transforme dos soluciones p* en p'*, po-
demos considerar a las funciones p* como coordenadas en M (ver la demostracién
de la proposicién para mas detalles).

En las secciones siguientes trataremos con variaciones en el espacio de soluciones
que tienen ciertas propiedades especiales, por ejemplo que dejan fijos entornos del
borde de NV. Con el objetivo de poder tratar a N7 y Nz de manera anéloga en los
cdlculos, definiremos dos sistemas de coordenadas sobre A/, cada uno solidario a una
rama.

2.2.1. Coordenadas z*

De ahora en adelante, las coordenadas que llamaremos (z~, ™) son coordendas
nulas tales que

o = p* = p~(So) (2.1)
es decir, el dilaton esta dado por
1, . _
p=lat —a) (2.2)

Observar que, por definicién, 27 (Sp) = 0. En estas coordenadas, la métrica es

ne o) =~ ((1) é) (2.3)

Primero, observemos que (x~, ") estan determinadas univocamente por su valor
en un punto (S en este caso) y la funcién p. Para que esto quede claro, veamos el
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valor de las coordenadas en los puntos Sy, Sy y Sg:

= En S, de la definicién de las coordenadas se deduce que z7(Sy) = 2po; i.e.
(@7 (S0), 2% (So)) = (0, 2py).

» Para ir de Sy a Sp nos movemos sobre N, que es un segmento de geodésica
nula y sobre la cual zt es constante (por ser coordenada luminica). Entonces
xT(SL) = 27 (Sy) = 2po, v se deduce que 7 (S) = 2pg — 2py, con pr, := p(SL);
ie. (&7 (Sr), 27 (Se)) = (2(po = pr), 2p0).

» Para ir de Sy a Sg, nos movemos sobre Nz, que es un segmento de geodésica
nula sobre la que 2~ es constante. Por tanto, = (Sg) = 7 (Sp) = 0, y de la defi-
nicién tenemos z(Sg) = 2pg, con pg := p(Sg). Entonces (x~(Sg), 2" (Sg)) =
(O, QPR)

Por 1ltimo, sea p un punto en el interior de la regién D. Por la tnica geodésica
nula [ tal que la funcién p es creciente hacia el pasado sobre ella, podemos definir
un punto ¢ sobre Nz, de manera ¢ = N7 NI. Sobre [ la coordenada =™ es constante,
asi que 7 (p) = 27 (q), y este dlitmo valor es 2p(q), por lo visto en el tercer item
anterior. Finalmente, de la definicién,

= (p) = 27 (p) — 2p(p) = 2(p(q) — p(p))

Por tanto, las coordenadas z* estdn univocamente determinadas por su valor en

So v la funcién p. Ver figura

(2(p0 — pi). 2p0)

Si Sk

(0.2p7)

Figura 2.2: Coordenadas (27, 2") en un entorno de la doble hoja nula N, donde se
indican los valores particulares de las coordenadas en los puntos Sz, Sy y Sk.

Ahora, veamos la orientacién de N con estas coordenadas. Para Nz como borde
de D, estas coordenadas dan a N la misma orientacién que la orientacién borde:
O_ es un vector entrante en D, asi que 0__.dz~ Adxt = dxt.

Observar que N7, tiene la orientacién contraria a la orientaciéon borde de D: 9,
es el vector entrante en D, 0, udx~ Adx™ = —dx~.
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2.2.2. Coordenadas y*

Las coordenadas (y*,y~) son coordenadas nulas solidarias a N7, definidas como

yt=p"—p"(S) (2.4)

es decir, ahora el dilatén esta dado por

p== —y) (2.5)
y y+(So) = 0.

La métrica en estas coordenadas es la misma que antes.

Al igual que verificamos para el caso de las coordenadas x*, las coordenadas
y* estdn univocamente determinadas por su valor en un punto y la funcién p. La
deduccién de los valores de y* en S, Sy y Sk es andloga a la que hicimos en la
subseccién anterior, a continuacién presentamos solamente el resultado

= (¥ (S0),y"(S0)) = (—2p0,0).
= (y~(S1),y*(Sr)) = (—2p1,0).
= (y~(Swr),y"(Sr)) = (—=2p0, 2(pr — p0))-

En N7, 0, es entrante en D, asi que 0,1 (dy~ Ady™) = —dy~, i.e., tiene orien-
tacién coherente con N, y contraria a la orientacién borde de D.

Observacién 2.1. Es directo establecer la relacién entre las coordenadas definidas
antes:

t o=yt +2p (2.6)
= y +2pg (2.7)

donde es claro que el Jacobiano tiene determinante 1, preservando la orientacion.
Esta relacion sera de utilidad en el capitulo 5.

2.3. Variaciones sobre el espacio de soluciones

En nuestro célculo del potencial simpléctico y de la forma simpléctica, y mas
tarde de los corchetes de Poisson, es necesario considerar las variaciones de la métrica
que dejan fijas ciertas cartas y otras que no. A razén de poder entender bien el
calculo, es necesario que nos detengamos para explicar la distincién que hacemos
de las variaciones, y cémo afectan a las coordenadas que definimos en la seccién
anterior.

Una variacién de la métrica se define como la derivada a lo largo de una familia
uniparamétrica dentro del espacio de métricas de la variedad M, g,, de manera que
para A = 0 estamos sobre la métrica de referencia gg.

Cualquier familia uniparamétrica del espacio de métricas no es 1til para nuestro
proposito, pues nos interesa el caso en que las variaciones son tangentes al espacio de
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soluciones. Para esto, es suficiente pedir que la familia uniparamétrica esté contenida
en el espacio de soluciones a las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones lineali-
zadas de movimiento para las variaciones do, dp y §V surgen como consecuencia
de ello, y las soluciones a las ecuaciones linealizadas corresponden a las variaciones
tangentes al espacio de soluciones de las ecuaciones originales.

Hasta ahora, hemos tomado un atlas de cartas que cubre la variedad cociente
M . Tales cartas son independientes de la solucién a las ecuaciones de Einstein, pues
munen a M con la estructura de variedad. Sin embargo, ciertas cartas locales son
mas utiles que otras.

El ejemplo méas conocido son las coordenadas normales: en estas coordenadas,
tomamos la proyeccién mediante el mapa exponencial del espacio tangente a un
punto, exp, : B C T,M — M, obteniendo la métrica en términos del tensor de
Riemann y sus derivadas:

1
3

Entonces, el atlas compuesto por coordenadas normales (los niimeros con los que
especificamos la posicién de un punto respecto de otro) dependen de la métrica y
sus derivadas superiores.

Al variar la métrica (y como consecuencia también sus derivadas de orden supe-
rior), vamos continuamente de la métrica gy a g, de manera que, si nos paramos en
un conjunto U, C M de la particién de la unidad y ¢, x las coordenadas normales
asociadas a la métrica g, en tal abierto, tendremos que en general ¢, o(p) # Pa (D).
Esto es lo que se conoce por coordenadas moviles.

Un atlas que no dependa de la métrica cumplird que ¢ 0(p) = dar(p), Va, A.
Las denominaremos coordenadas fijas.

En términos mas formales, consideremos M una variedad y A un atlas maximal.
Sistemas de coordenadas moviles son sistemas de coordenadas que dependen de un
parametro, digamos A\, de manera que para cada valor de A\ cada carta traza una
curva en A. En particular, A puede ser el parametro de una familia de métricas que
genera una variacion sobre el espacio de métricas.

1
glw - 77;w + Rau”ﬁxaxﬁ + 6 (VWROWVﬁ) ‘Talﬂxw + (28)

Ejemplo 2.1. Sea M = R? y g\ = (1 + \)?dz? + dy? la familia uniparamétri-
ca de métricas. Las coordenadas normales polares en términos de las coordenadas
cartesianas usuales son T(H%\ cosf,sin ), que claramente depende de .

Ahora, si consideramos el punto de coordendas normales (r = 1,0 = 0), vemos

que su posicién en R? respecto a las coordenadas cartesianas (que son fijas) cambia

segin varfa A. Ver la figura

En nuestro caso, observar que estamos haciendo una eleccion de un atlas movil
al tomar como coordenadas las funciones p*, pues son funciones que dependen de
la métrica.

Por lo tanto, dada una variacién §, y un campo F' (escalar, vectorial o tensorial)
sobre el que actua, debemos especificar si las coordenadas en las que esta expresado
F son moviles o fijas, pues debemos tener en cuenta el movimiento entre valores
para el mismo punto de la variedad en caso que las coordenadas sean moviles. En
otras palabras, siempre podemos considerar las variaciones de I’ respecto a un atlas
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Figura 2.3: Podemos apreciar el cambio de la regién % + y?> < 1 segiin varfa el
parametro .

arbitrario sobre la variedad. Sin embargo, si el atlas es mévil debemos tener cuiadado
al calcular la variacion, pues aparece un término extra debido al movimiento de las
coordenadas del atlas movil.

Para ilustrar esto, volvamos al ejemplo anterior:

Consideremos el campo escalar f : R? — R, tal que (z,y) — dist? ((O, 0), (=, y))

Entonces, la variacion de f respecto a A es

5fijasf - 2(1 + )\) (29)

Ahora, pensemos en f sobre el atlas mévil dado por las coordenadas normales
polares: (z,y) — r, simplemente la distancia al origen en coordenadas normales. La
variacién de f respecto a A en estas coordenadas sera

5normalesf =0 (210)

Por otro lado, la variacién de la métrica puede ser descrita como el pullback
de la misma bajo la familia de difeomorfismos ¢,(x,y) = ((1 + A\)z,y). El campo
vectorial que genera tales difeomorfismos es ¢ = (z,0), que no es otra cosa que el
difeomorfismo que lleva las cartas polares normales a las cartas polares cartesianas
usuales. Oservar que

Lef =2(1+ ) (2.11)
Juntando las ecuaciones y [2.11], obtenemos la siguiente igualdad

5f7jjas.f = 5normalesf + 'Cff (212)

Esta igualdad que obtuvimos en un caso muy simplificado vale en general, como
se explica en el apéndice A, en particular la ecuacién[A.7] Toda variacién la podemos
escribir como una variacion que deja fija la carta movil mas una variacién que genera
difeomorfismos, i.e., una derivada de Lie respecto a cierto campo vectorial &:
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§ =6+ L¢ (2.13)

donde §” nos indica que la variacién deja fija las coordenadas moéviles z, y £ es un
campo vectorial que genera difeomorfismos, y que sus coordenadas estan dadas por

i (2.14)

Para mostrar cémo operar con el difeomorfismo, observar que en nuestras coor-
denadas z% tenemos

& = 02" =6(pT — p(S)) (2.15)

Parte de la idea de invertir la 2-forma simpléctica (ver [38]), es tener variaciones
que preservan el cardcter nulo de la superficie nula A, en nuestro caso dos geodésicas
(recordar que tratamos el problema en el cociente por las 6rbitas de Killing); de esta
manera podemos comparar datos que corresponden a una solucién con datos que
corresponden a otra solucién, infinitesimalmente apartada, ambas soluciones con la
misma superficie de datos iniciales nulos. Por otro lado, como mostraremos en la
seccién siguiente, es suficiente que la variacion se anule en un entorno del borde de
N para asegurar la invertibilidad.

Las hipétesis sobre las variaciones que usaremos para el calculo de la 2-forma
simpléctica son las siguientes [T}

Definicién 2.2. Una variacion admisible § sera aquella que cumpla las siguientes
condiciones:

1. Preserva el caracter nulo de las geodésicas nulas N; v Ny, en el sentido que
existe una familia uniparamétrica de métricas generadas por d que mantienen
como segmentos de geodésicas nulas a Nj y Nx.

2. Existen entornos de los puntos Sy, y Sk dentro de los cuales la métrica perma-
nece fija.

Veremos en el capitulo siguiente que debemos agregar una condicién mas para
poder invertir la forma simpléctica y calcular todos los corchetes de Poisson entre

Po, 0o y V.

Observacion 2.2. En la seccién siguiente, veremos que la primer condicion que
imponemos en la deficién de variacién admisible es una consecuencia de un resultado
general sobre variaciones, junto con la condicion 2.

A modo de ilustrar la definicién, observemos la figura En ella se muestran,
como lineas punteadas, el resultado de mover N sobre una carta fija sobre la va-
riedad, usando para eso dos familias uniparamétricas de soluciones, tales que las
variaciones que generan ambas trayectorias son tales que dejan invariante la métrica
en entornos de S y Sg, marcados en color gris en la figura.

Wer [36] para una demostacién de esto
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Figura 2.4: Variaciones arbitrarias ¢ que dejan fijos entornos de Sy, y Sg, pero que
no cumplen el item 1 de la definicién anterior.

El punto de interseccion de ambas geodésicas nulas, Sy, se mueve respecto a un
atlas fijo sobre la variedad: el caracter nulo de las curvas no es preservado por varia-
ciones arbitrarias. Observar que S{ y Sy estan separados temporalmente, mientras
que S{ y Sp estan separados espacialmente.

Para obtener una variaciéon admisible, consideremos un generador de difeomor-
fismos que nos restituye A al conjunto inicial sobre las coordendadas fijas en la
variedad. Esto lo veremos en més detalle en la observacién 2.3

En las cartas % e y*, podemos ver geométricamente las variaciones respecto a
una variacion admisible, veamos la figura

.’13+

Sr 4_,\“"7;”__3:4__?:_ = cte
e ‘\
L

So

>]
Sy *
Figura 2.5: Las rectas 27 — 2~ = 2p corresponden a los valores de p, por definicién.

Alrededor de Sk y St el sobreado indica que no hay variaciones de p; el sobreado
alrededor de Ny, indica que hay variaciones en los valores de p.

La rectas 27 — 2~ = cte corresponden a valores 2p, por definicién de las coorde-
nadas z*. Como § es una variacién admisible, existen dos entornos alrededor de S,
y Sk en los que no varia la métrica, en particular p se mantiene fijo. Esto lo inter-
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pretamos en el plano 27, 2% como dos rectas paralelas de pendiente 1 que forman
un entorno de Sy y S, como observamos en la figura.

La variacion fuera de tales entornos es arbitraria, con la condicién que la doble
hoja nula N sea mantenida como segmentos de geodésicas nulas. Por eso, el valor
de p en Sy, que notamos como py en el capitulo anterior, varia al variar la métrica.

Las coordenadas de Sk son (0,2pg). Como x~ = 0 por definicién y p fijo en un
entorno de Sg, resulta que dpr = 0 y entonces el punto que corresponde a Sg en el
plano z~, " estard fijo bajo variaciones admisibles. Las coordenadas de Sy son 0, 2pq.
Una variacién generard un movimiento tangente al eje 7, pues la componente en
x~ estd fija, por construccién. Por iltimo, la variacion de las coordenadas en Sy, nos
da (20p0,2p0), que induce un movimiento en la recta de pendiente 1 que contiene
asS L-

Finalmente, como la variacién preserva la nulidad de N, la rama N}, se mueve
de manera paralela a la recta SySg, pues es una geodésica nula de coordenada z™
constante. Un andlisis andlogo se hace para la carta y=.

Todavia queda cierta libertad en el difeomorfismo que restituye a su lugar N.
Como veremos en la seccion siguiente, tales difeomorismos son vectores gauge de la
forma simpléctica, y podemos sumarlos o restarlos sin tener una dinamica diferente.

Dentro de los difeomorfismos que constituyen el conjunto de vectores gauge,
tendremos cierto subconjunto de difeomorfismos conformes. Como ejemplo, consi-
deremos nuevamente la figura [2.5] De ella, resulta claro que el campo vectorial de
coordenadas

- +

-y [ _ T T PR
N >—( (2500) . (23p0) (25po)p0) (2.16)

restituye la doble hoja nula al conjunto inicial en el plano x~, z*. Este campo vec-
torial es conforme, pues x* es funcién de ¥ respectivamente.

De esta manera, construimos un campo vectorial que genera difeomorfismo gauge
de la forma simpléctica, como veremos en la seccién siguiente.

2.4. Resultados generales

En esta seccién veremos las definiciones de potencial simpléctico y de 2-forma
simpléctica que usaremos, y luego repasaremos algunos resultados generales acerca
de la estructura simpléctica derivada de la accion de Einstein-Hilbert en 4 dimen-
siones, y cémo se aplican al caso de nuestro estudio: relatividad general en el vacio
con dos campos de Killing espaciales que conmutan y son ortogonales a superficies,
caso que llamaremos “simetria cilindrica”.

Sea L un lagrangeano para cierta teoria de campos, con accién sobre un dominio
D C M del espacio-tiempo dada por

S:/ L(¢", V0%, 5")e (2.17)
D

donde ¢* : M — F, siendo F' el espacio donde toma valores el campo: un espacio
de métricas, un grupo, etc. ¥ denotan coordenadas sobre M en un entorno de D.

En el caso de relatividad general, £ = §/—gR.

34



Capitulo 2

Tomando una variacién de la accién e igualando a cero:

oL 0L\ 540 or N\
/D K%a N v’“‘avwa) 09" + Vi (W6¢ )} e=0 (2.18)

El 1ltimo sumando del miembro izquierdo corresponde a un término de borde,
por el teorema de Stokes. Las ecuaciones de movimiento se deducen tomando ¢ tal
que §¢* |p=0:

oL v oL
Ve
s oV .0~
Ahora, consideramos variaciones ¢ tal que son tangentes al espacio de soluciones
a las ecuaciones de movimiento, pero que no necesariamente se anulen en el borde

de D, que asumiremos esta formado por dos hipersuperficies > y ¥'. Esto nos lleva
al término de borde:

=0

oL
58 — / 56 e 2.19
ODyy OV O* (2.19)

Definicién 2.3. El potencial simpléctico asociado al lagrangiano £, para la super-

ficie 3, se define sobre variaciones tangentes al espacio de soluciones como

oL
@2 [5] = . av¢a

con la orientacién positiva respecto a un vector orientado hacia el futuro.

50 e (2.20)

A partir del potencial simpléctico podemos definir la 2-forma simpléctica:

Definicién 2.4. Dadas dos variaciones 01, do, ambas tangentes al espacio de solucio-
nes a las ecuaciones de movimiento, la 2-forma simpléctica ws, asociada al potencial
simpléctico Oy se calcula como

wy [01,02] = 02 (O [01]) — 61 (Ox [02]) + O [[d1, 02]] (2.:21)

Esta es una derivada exterior del potencial simpléctico en el espacio de datos
iniciales.

Junto con la 2-forma simpléctica vienen ademas ciertas variaciones, que llama-
remos variaciones de gauge, que a continuacion damos su definicién

Definicién 2.5. Los vectores de degeneracién de la 2-forma simpléctica son varia-
ciones A tales que

ws [A,6] =0 (2.22)

para toda variacion d tangente al espacio de soluciones (i.e., solucién a las ecuaciones
linealizadas de movimiento).
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Ahora que tenemos los objetos basicos, comenzaremos por escribir el poten-
cial simpléctico para una hipersuperficie ¥ en toda generalidad para la accién de
Einstein-Hilbert:

Ox[0] = —k / ST glbe, . (2.23)
¥

ver [36] para una deduccién del mismof}
A partir de [2.23] se calcula la 2-forma simpléctica, dando como resultado

wy [51, 52] = /{/ (SQFLCI)(Sl (ga]bf-:a...) — (1 g 2) (224)
b

Es usual pensar a los difeomorfismos como los vectores gauge de relatividad
general: tal es la covariancia bajo difeomorfismos. Sin embargo, como veremos a
continuacion, cuando la hipersuperficie ¥ tiene borde no vacio, ser generador de
difeomorfismos no es una condicién suficiente para ser vector gauge.

Tomemos un generador de difeomorfismos, L,, es decir, la derivada de Lie a lo
largo de un campo de vectores v, y calculemos la 2-forma simpléctica usando las
ecuaciones [2.23) y 2.24]

Antes de mostrar el resultado final, cuya deduccién puede encontrarse en [36],
mencionamos la siguiente propiedad del potencial simpléctico: al evaluarlo en un
generador de difeomorfismos £, es un término de borde:

Oslt]) =~ /8 Ve, (2.95)

La 2-forma simpléctica evaluada sobre un generador de difeomorfismos es

ws, [Ly, 6] = g/az SU[aénggb}deab.. +6(g% e ) Ve (2.26)

Observaciéon 2.3. = Si v es un generador de difeomorfismos que se anula en
un entorno del borde de I, entonces V,v, = 0 en tal entorno, y por tanto
el potencial simpléctico se anula. Ademds, de la ecuacién [2.26, vemos que
w -, L,] = 0, es un operador nulo sobre las variaciones que son soluciones a las
ecuaciones linealizadas de movimiento. Esto ultimo no es mas que la definicién
de variacién de gauge aplicada a L,.

= Por esta razon, si a una variacién que cumpla la condicién 2 de la definicién
le sumamos un generador de difeomorfismos que restituya a N como geodésicas
nulas, serda sumarle un vector de degeneracion de la 2-forma, y por tanto no
cambia el resultado. De esta manera, la hipétesis 1 en la definicién es una
consecuencia de la hipotesis 2.

2Para evitar confusiones cuando hay indices tensoriales contraidos y otros sin contraer, deno-
taremos los indices que estan sin contraer con puntos. Es una manera de mezclar la notacién de
indices abstractos usual para tensores con la notacién sin indices para formas diferenciales.
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2.5. Potencial Simpléctico en términos de datos
iniciales

En esta seccion calcularemos el potencial simpléctico [2.30| en términos de los
datos iniciales sobre la doble rama nula N

Para que el cdlculo sea mas claro para el lector, evaluaremos el potencial simplécti-
co para cada rama por separado, Oy, y O, siendo el cdlculo en ambos casos
analogo.

A su vez, como toda variacién admisible la podemos escirbir como 6 = 6* + L,,
con y un generador de difeomorfismos conformes, y el potencial simpléctico es lineal
en las variaciones, ambas contribuciones las calcularemos por separado. Como es
esperable, cf. ecuacion [2.25| el resultado de evaluar el potencial simpléctico en un
generador de difeomorfismos es un término de borde. Al final, sumaremos O, +
On, = O

Comenzamos por aplicar la definicién 2.3l A partir de los términos de borde
descartados en la proposicién [I.11] tenemos

On, [0] = g/eu. (p~'6pVFp — 2Tx(p PPV I6V)+
%
+p (V¥0g}; — V*og,) — 69" Voup +69,V"p) (2.27)

Reescribiendo el potencial simpléctico (médulo una variacién total) en términos
de o en lugar de la métrica bidimensional g, y haciendo uso de las identidades

p(V7ogh — VHogy) — 69"V up+ g,V p =2 (00VFp — pVHdo) (2.28)

1
do =66 — Zp_l(s,a, (2.29)

el resultado es

Oy [0] = g/zeu. (=2pTr(P*VIV) + 2 66V p — pVH66)) (2.30)

Observaciéon 2.4. A partir de la defincion de &, observar que en las coordenadas
T e y* coincide con 4. A partir de ahora trabajaremos con &.

2.5.1. Potencial simpléctico en la rama derecha

En la rama derecha N haremos uso de las coordenadas z*. Como toda variacién
admisible ¢ se descompone como suma de un generador de difeomorfismos conformes
y una variacion que deja fija las coordenadas, calcularemos primero la valuacion
del potencial simpléctico en un generador de difeomorfismos conformes. Sea § una
variacion admisible, y £ un generador de difeomorfismos conformes, tal que § =

8" + L¢. De la ecuacién [2.15] se deduce que £7(Sy) = 2po y £ (So) = 0.

37



Capitulo 2

En la ecuacién [2.30] calculamos en las coordenadas z*:

%@NR 6] = /N %(d:cJﬁ)d:ﬁ(((S&@p—p@é&) — pTr(P~V~16V))(2.31)

_ % / (—pTe(P~V16V) + (660 p — pd~65)) d* (2.32)
Ngr
= / (pTr(PJrV’l(SV) — 0004 p+ ,0&45&) dx™ (2.33)
N

Ahora sustituimos en 0 por L. Tanto V como ¢ transforman como campos
escalares bajo los difeomorfismos conformes ¢ del espacio cociente. Por tanto,

%@NR (L] = /N (pTx(PoV71E10,V) — £10,60,p + pOi Le6) dat (2.34)
R
La componente de £ transversal a Ny es cero sobre la geodésica: sobre Ny la
coordenada x~ es fija, eso implica que £~ (z7) es constante de valor £~ (z,) en
toda Ng, pues ¢ es un difeomorfismo conforme. Como las variaciones que estamos
considerando fijan Sg, entonces £~ (z,) = 0.
Asi que se anulan las contribuciones de £~:

1 A N
Lo led = [ (EITHPYT0Y) ~ € 0,500+ 0y (Le) di” (239

= / (& (Te(pPLV10.V) — 20,604 p) + 04 (pLe6)) dat(2.36)

Nr

= (PLe0) lan (2.37)

donde en la ultima igualdad usamos la ortogonalidad de P, y () respecto a la forma
bilineal invariante Tr (ver Apéndice B) y la ecuacién de primer orden para o.

Por ltimo, £ (en particular también 1) se anula en un entorno de Sy, debido
a que la variacion admisible 9, por definicién, se anula dentro de un entorno de Sk.
Esto implica que la valuacién del resultado anterior en Sk es cero, y por tanto

Ony [Le] = —rpoLed |s, (2.38)

Observar que, en concordancia con la ecuacion [2.25] evaluar el potencial simplécti-
co en un generador de difeomorfismos nos da un término de borde.

Ahora veremos el resultado de evaluar el potencial simpléctico en una variacion
5% que deja fija la carta a*, es decir, p = %(ﬁ — x7) no varfa, pero ¢ y V si.
Sustituimos § por 6* en 2.33

%@NR [6°] = / (pTr(PLYV'6"V) — 0,p6%6 + p0,.6°6) dat (2.39)
Nr

_ / (PTe(PLV16°V) — 20, p6°6 + 0, (p6°6)) da*  (2.40)
Nr
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Al igual que el difeomorfismo, la componente 0¥ de una variacién admisible se
anula en un entorno de Sg. Teniendo en cuenta esto, el tercer sumando es un término
de borde evaluado sélo en Sy: —kppd*a |s,-

El segundo término se puede expresar como una variacion total mas una contri-
bucién del borde, pues en el caso de las coordenadas que estamos usando, 0+p = j:%:

/ §odzt = ¢ (/ &d:ﬁ) + 6002 (Sp) (2.41)
NR NR
= 2600py+ 6 (/ &dx+> (2.42)
Nr

donde hemos usado que los extremos de integracion también varian bajo ¢, y por
eso aparece el segundo término en la primera ecuacion.
Por lo tanto, a menos de variaciones totales,

1
E@NR [5$] = —26'0(5[)0 — p05””6 |5’0 +/ pTI'(P+V715xV>dI+ (243)
Nr

Sumando la contribucién del generador de difeomorfismos y la variacién 6*:

1 . - A
—Onn [Le +0°] = —po(Led +8°6) |sy —2600p0 +

+ / pTe(PLYV 16" V)da™ (2.44)
Nr

= —pdGo — 2600p0 + / pTr(PV 16" V)da™  (2.45)

Nr

= 00550 — 20 (60p0) + / pTr(P+V_15xV)d:B+ (246)

Nr

Quitando la variacion total, el potencial simpléctico en términos de los datos
iniciales en la rama derecha es

ON, = KpPodoy + /—c/ pTr(PLV 6" V)da™ (2.47)

R

Observacion 2.5. El resultado que obtuvimos en la ecuacién es el mismo
que se obtiene de la ecuaciéon para 341 dimensiones luego de reducir a dos
dimensiones y trabajar con las coordenadas que hemos definido.

2.5.2. Potencial simpléctico en la rama izquierda

En la rama izquierda usamos las coordenadas y*. Veamos que el resultado se
deduce de manera andloga al que obtuvimos para la rama derecha. En la ecuacién
la orientacién en la curva X es la de una curva que es el borde de un dominio
en la variedad cociente, y por tanto tiene la orientacién futura. En el caso de Ny, con

la carta y*, tiene la orientacién contraria a la futura, pues d, es el vector futuro, y
O, a(dy~ x dy™) = —dy~. Asi que
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/EH _/NL (2.48)

y entonces
1 1 + - +y-1
EGNL 0] = — Z(—l)(dm 204 )dx™ (=2pTe(PTV716V)+
N
+2 (660" p — pd*6)) (2.49)
1
= 3 / (=2pTe(PTV6V) +2(660%p — pdtic)) du™ (2.50)
N
= / (pTr(P_V~'6V) — 660_p + pd_06) dx~ (2.51)
N

que es la misma expresién que la ecuacién [2.33] sélo que en la rama izquierda. Por
tanto, el calculo sigue igual que antes, y obtenemos

On, [0] = kpoddg + /f/ Tr(pP_ V7 '6YV)dy~ (2.52)

L

2.5.3. Potencial Simpléctico Total

Ahora que hemos calculado las contribuciones de ambas ramas al potencial
simpléctico, nos queda sumar las expresiones y para obtener el potencial
total sobre la doble hoja nula N:

1
E@/\/ = 2p0(55’0 +/

pTe(P_V716V)dy~ + / pTr(P V16" V)dat | (2.53)
Ni

Nr

2.6. 2-forma simpléctica en términos de datos ini-
ciales

Como la definicion para la 2-forma simpléctica es lineal en el potencial

simpléctico, calcularemos por separado las contribuciones de los tres términos de

la ecuacion Comenzaremos por el mas sencillo: la contribucién de Sy. En wy,
da lugar al término:

2/1(52p0515'0 - 2/€($1p0526'0 (254)

pues la evaluacién del potencial simpléctico en [07,ds] se cancela con términos que
provienen de las otras dos evaluaciones (cf. ecuacién [2.21)).

Observacion 2.6. Frecuentemente en este trabajo tendremos que escribir un término
y a continuacion otro con el signo cambiado y las variaciones d; y d invertidas de
lugar. Para no recargar las ecuaciones, anotaremos (1 <> 2). Por ejemplo:

2/'{(52p0516'0 — 2551p0(52(30 = 2552/)051&0 — (1 e 2)
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Los términos segundo y tercero en [2.53] son integrales sobre N7 y Ny respecti-
vamente. La proposicion nos permite calcular variaciones de integrales donde
los extremos también varian. La integral sobre la rama derecha que aparece en el
potencial simpléctico contribuye a la 2-forma simpléctica con los siguientes términos:

[ — 26p002p0 Tr(PL V6TV s, + /i/

pTr(ég(P+V1)5fV)dx+} —(1+2) (2.55)
Nr

Pasaremos ahora a la demostracién de la ecuacion anterior: calculemos las se-
gundas variaciones:

2pr

9o (/ pTr(P+V_15fV)d$+) = 0 (/ lpTr(PJFV_l(SfV)d:EJ“)
Ngr 2

PO
= 2pr0prTr(P V76V s, —
—252,00,00T1"(P+V_1(5fv)50 +

2pr
+ / 85 (pTr(PLV~'67V)) dat (2.56)
2

PO

Por definicién de variaciones admisible, d;pr = d2pr = 0. Ademas, por definicién
de variacién que deja fija la carta x, tenemos que 07p = 65p = 0. Por lo tanto,

52 (/ pTr(P+V15fV)dx+) = —2p052,00TI'<P+V71(5fV>50 +
Nr

2pR
+ / pTr(05 (P VN6 V)dat +
2po

2pr
+ / pTe(P Y163 (67V))dx™  (2.57)
2

140

Andlogamente, para la contribucién de 0,0, [02], cambiamos 1 <+ 2. A su vez,
el término con el conmutador se cancela nuevamente, y se deduce el resultado. El
mismo calculo lo podemos realizar para la rama izquierda; su contribucién a la
2-forma simpléctica es

260002 Tr(P_V~'6YV)s, + K / pTr(0Y(P_V 16V dy™ — (1< 2)  (2.58)

N,

donde el signo del primero término es + porque la coordenada y~ va de —2p, a
—2pr, sobre N.

La 2-forma simpléctica en funcién de los datos iniciales se obtiene sumando las
contribuciones que calculamos en [2.54] 2.55] y [2.58}
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Swn [01,0a] = |202p001G0 — 2podapo (Tr(=P-V~'YV) 4+ Te(PLV101V)) g,
+ [y, PTE(03(P-V1)0{V)dy~

+ [, PTe(05(PLYH)0V)dat | — (1 2)

(2.59)
La ecuacion es el resultado principal de este capitulo: la 2-forma simpléctica
para el espacio de fase, parametrizado por los datos iniciales sobre la doble rama
nula NV. Lo que resta de la presente seccién consiste en simplificar lo maximo posible
la expresion obtenida, con el objetivo que el célculo de los corchetes sea lo mas claro
y sencillo posible.
Como primer paso hacia una simplificacién de la expresion queremos que
quede expresada explicitamente en términos de ), pues como se puede apreciar en
las integrales, tenemos variaciones de PyV L.

Definicién 2.6. Dada una variacién logaritmica de V, i.e. V~1§V, notaremos su
componente en £ punto a punto de la variedad como

VIAV(p) = (V*1(5V(]9))E
lo cual define una variacién AV de V.

AV es una variaciéon g-covariante en el siguiente sentido: para todo h(z) un
campo g—valuado:

A(Vh) = Vh(h~'V'6(Vh)), (2.60)
Vh (b 'V7'6Vh +h'6h), (2.61)

= V(V'V),h (2.62)

= (AV)h (2.63)

donde en la tercera ecuaciéon usamos que las conjugaciones bajo elementos de ¢
preservan €.

Sea P la componente simétrica de traza cero de la conexiéon J. Definimos AP
como la variacion de P correspondiente a AY. Calcularemos AP en términos de 0 P
para poder simplificar la forma simpléctica.

» Si P = (V'dV),, entonces
AP = 6P +|(V7'V), . P| (2.64)

Demostracion. Consideremos la conexién J = V~1dV definida en el capitulo
1. Entonces:
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AP = (A(V'av)), (2.65)
= (-V'AVJ +VldAY), (2.66)

_ ( VSV + (V 15V)bJ+V’1d(6V—V(V’lé)})q)) (2.67)

( )

80 + (VIV) T = J (V1Y) = d(V V), ) (2.68

— 6P+ [(v—lav)q ) (2.69)

Como vimos en la seccionl.5] [¢,q] C £y [q,q], [£, €] C g, en el conmutador la
contribucién de @ es nula | O

= Los integrandos de la forma simpléctica se pueden reescribir como
Tr(52(PV1)5,V) — (1 < 2) = Tr(APVTITAY) — (1 5 2) (2.70)
Demostracion.

Tr(6,(PYV™1)0,V) — (1 & 2) = Tr(6PV 15V — PV 15,0V 16V) — (1 < 2)
= Tl"(éQPV_l(SlV) — (1 g 2)
+Tr(P [V &V, V7 16,V)) (2.71)

A su vez, por la ortogonalidad respecto a la forma de Cartan-Killing de la
descomposicion g = q @ &

Te(P [V7'oV, V7 '6V]) = Te(P [VTIAY, (V16:V)])
+Tr(P [(V7161V), V1 AV])
= Tr(V'6 V) [V AV, P]) — (1« 202.72)

Volviendo a la primera ecuacién, y volviendo a usar la ortogonalidad respecto

a Tr:

Tr(6(PYV1)5V) — (1 2) = Tr(6PYV 'V + (V7 '6V) VAV, P]) — (1 5 2)
= Tl"|:(52P + [ 152 P > 1A1V:| — (1 < 2)
= Tr(APVTIAY) — (1 < 2) (2.73)

donde en la tltima igualdad usamos el resultado anterior. O

3Recordar que q es el subespacio asociado al subgrupo compacto maximal, y que en el caso
particular de s[(2,R) es unidimensional, y por tanto es conmutativo. En general, se cumple [q, q] C

q.
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= Por 1ltimo, escribimos AP en términos de la derivada covariante D:
AP = D(V'AY) (2.74)
donde D es la derivada covariante 0 + adg.

Demostracion.
AP = (—VﬁlAVJ—i-V*lA@V)E
(ov1AY) + [1,v'AY]),
= @(VﬁlAV)—i- [Q,V”AV]
= D(V'AV) (2.75)
O

Observacidén 2.7. Expresiones de la forma Tr [PV 1§V son iguales a Tr [PV TAV],
debido a que P € £ y que la descomposicién en g es ortogonal.

Estos calculos nos permiten escribir la 2-forma simpléctica en términos de py,
09, V vy sus variaciones covariantes

%w/\/ [(51, (52] = 252p051(3'0 — 2p0(52p0Tr [—P,V_IAZ{V —+ PJrV_lA:fV]SO
+ [y, PTE [VIATVD (V1 ALY)] (2.76)

+ [, PTEVTIATYD(VTIASY)] | — (1 > 2)

De esta manera, observamos que las variaciones correspondientes a rotaciones
puramente en () son gauge: no contribuyen a la forma simpléctica.

El siguiente paso en la simplificacion de los calculos del capitulo siguiente es
que la expresién [2.76] contenga una sola integral por rama, pues de esta manera
resultara evidente la solucion para los corchetes entre los V. En este paso debemos
elegir a qué variacion le calculamos la derivada covariante en los integrandos. Resulta
que nos sera util tener las distintas expresiones para la forma simpléctica que se
construyen tomando tanto la variaciéon 1 o la variacién 2 dentro de la derivada
covariante. Este proceso de integrar por partes de distintas maneras nos sera de
extrema ayuda en el capitulo siguiente.

Un calculo sencillo nos permite simplificar las integrales en la forma simpléctica.
La igualdad

/ Tr [ BV AVD(/pVALY)] = / ST [V A DV ALY +

L L

1
+§/N Tr [VIAYYY T AYY] dp(2.77)
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junto con

/ T [pV I AIVD(JpV - ADY)] = - / Tr [D(y/pV ANV pV L ALY] —
—poTr [VTIAIWYTIAY) |+ (2.78)
+pTr [VTIATVYTIAY) | (2.79)

nos permite reescribir las integrales en la forma simpléctica como

[ oAb - e 2) = 2 [T [V ADY ) +
+poTr [VTIATWYTIARY) | (2.80)

donde usamos que Tr [V'AYVYTAIV)], = 0, por ser variaciones admisibles.
Para mayor claridad en la exposicion, sean ¥, y W5 los siguientes campos:

Uy, = VALY (2.81)
Uy = pV ALY (2.82)

En términos de estos campos, la forma simpléctica resulta

1 N x
EwN [51, 52] = 2(52p0(510'0 — 2\/%52,001:‘1' [—P_\Iﬂf + P+‘1]1]So — (]_ <~ 2)
+Tr [P0y + ‘I/:f\I/;’]SO
+ / ITH (WY D(WY)) + / OTY(WTD(W2)) (2.83)
NL NR

Las distintas expresiones de la forma simpléctica que usaremos toman la siguiente
forma, integrando por partes los tltimos dos sumandos de [2.83]

1 N P
EWN [61, 52] = 2(52p0510'0 — 2\/%62,0({[‘1' [—P_\Iﬂf + P+\I/1]So — (]_ < 2)

+Tr [~ WUy + Wi

—/ QTI(\I/‘;/D(\I/Z{))-}-/ 2Tr(UTD(V3)) (2.84)
N, Nr

1 . z
EWN [01,02] = 202000160 — 2v/pod2poTr [PV + P+\I’1]so - (1+2)
+Tr W05 — U5

+ / TH(WY D(WY)) — / OTr(WE D(I7)) (2.85)
N, Nr
Ahora ya tenemos todas las herramientas para proceder al célculo de la estruc-
tura de Poisson de los datos iniciales, que dejamos para el capitulo siguiente. A
continuacion, compararemos el potencial simpléctico y la forma simpléctica obteni-
dos anteriormente con [36].
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2.7. Meétrica conforme y coeficientes de Beltrami

Comenzaremos definiendo la métrica unimodular tal como estd definida en [36],
siguiendo con nuestrar variables.

Como antes, los indices i, j, k, [, ... indicaran los indices internos de la zweibien,
mientras que los indices espacios-temporales seran «, (3,7, 9, .... En esta seccién que-
remos evitar confusiones de notacién, por lo que no utilizaremos la convencion de
1, v, ... para los indices espacio-temporales debido a que definiremos los coeficientes
de Beltrami como , ji.

Definicién 2.7. La métrica unimodular en términos de V es

Definicion 2.8. El coeficiente de Beltrami u(p) € C, Vp € N, se define como aquel
campo complejo tal que

_ v (A4 +ha) —i(p—p)
B 1—uﬁ< —~i(u— p) (1—u)(1—u)) (2.87)

A partir de la definicién, podemos calcular explicitamente los simbolos a partir

de la métrica:
— . 2+ e +
_ (—6” . €2 +z€12) / <—61; e”) (2.88)

Observacion 2.8. En el gauge simétrico para la zweibein V), tenemos la siguiente
expresion en términos de p:

€a6

: 1 14wt _iu>i
Vi = ——— | .2 2 2.89
(G ), (259

En SL(2,R), la expresién de V,? estd escrita en términos de los campos p, A, B
como vimos en el capitulo 1. Sin embargo, realizando una conjugacién de SL(2,R)
como subgrupo de SL(2,C), obtendremos una base compleja donde el zweibein
unimodular es dado por una expresion mas sencilla en términos de p y f.

La 2-forma simpléctica contiene a V siempre dentro de Tr, lo que implica que
las transformaciones de conjugacion globales dentro de SL(2,C) serdn puramente
gauge. Por tanto, podemos actuar en V,’ por conjugacién mediante la matriz

u = %C _12) (2.90)

2 +iz3 22 — 2 —iz3
V2 V2
(siendo 2% y 23 las coordenadas sobre los cilindros que genera la accién de los campos

de Killing), y asi obtener una matriz v mas simple en términos de los coeficientes
de Beltrami:

que corresponde al jacobiano del cambio de coordenadas z! =
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Definicién 2.9. La matriz v esta dada por

v,! = (u_l)aBVﬂjuji

_ 1 (1 /TL)Z
VI—pp \p 1/,

La métrica construida con la matriz v resulta:

s — 2 <1+M 1+2#ﬁ>
L—pp \73"  n

(2.91)

(2.92)

(2.93)

Observacion 2.9. La 2-forma simpléctica en términos de v o de V tiene la misma
expresion, debido a la contraccion completa de los indices internos en las expresiones.
Recordar que la diferencia entre v y V es una rotacion global de SL(2,R) dentro
de SL(2,C). Esta rotacién corresponde a una eleccién de base para la zweibein en
las érbitas de los campos de Killing, y la forma simpléctica es independiente de la
base elegida. Al ser dos expresiones con el mismo contenido fisico, en lo que sigue
notaremos V en lugar de v.

Veamos ahora la forma simpléctica en términos de e,3. Para eso, tenemos la

siguiente

Proposicién 2.1.

Tr(AyP YV IA V) — (1 2) = iaaaleab(sgeab — (1 2)

Demostracion. Para una derivacién ® cualquiera:

g(eab>

DV, 0;,V",)

0,5V, 5,V + V16,0V ¢

VYV LDV, 6V, + V, 6@V (VT V)
Val (V_llc@Vci(Sij + 5zk@Vch VT—lcj) Vij
V(e + (Ve ) VY,

2V, (v @v,6.],), V",

lj

= (V" 9V,%.],), = %vll%eabv“bj

ly

Ahora calculamos el integrando:

Tr(P,V'AY)

(2.94)

(2.95)

TI‘(PQ [V_15V:|B> — 5ZI§V_1laaoz€ava_lbj 5]k§V_1kcéecdvT_ldi

1

be da
Zaaeabe de €

1

—Zﬁaeab5eba

Realizando una segunda variacion se obtiene el resultado.
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La notacién utilizada en [36] para el exponente conforme es A = —26,. Entonces,
la forma simpléctica coincide con la expuesta en [30], tomando % = 8n(,
donde G’ es la constante de Newton reescalada debido a la reduccién dimensional
que llevamos a cabo en el capitulo anterior.

Ahora vamos a ver algunas propiedades de la transformacion entre los coeficientes
de Beltrami y V.

El dlgebra de Lie sl(2, C) esta generada por las matrices de Pauli o, = (O 1),

10
0 —i 1 0
D=\ 0)Y%=" o -1

Observacién 2.10. 1. {0,,0,,0.} es una base de sl;(C) como C—espacio vec-
torial, donde o, genera la subdlgebra de Cartan, y o, 0, son los generadores
de Chevalley (ver Apéndice B).

2. {0,,i0,,0.} es una base de sly(R) como R—espacio vectorial, con io, generan-
do q, y las matrices o, y o, generando €.

3. La transformacién que hicimos mediante la matriz u al grupo SL(2,R) mapea
este a u LSL(2,R)u C SL(2,C), y actiia en el algebra de Lie de la siguiente
manera:

o, — ulo,u=o, (2.97)
0, — ulo.u=o, (2.98)
io, — u lioyu=io, (2.99)

4. Para simplificar la escritura, notaremos o := (0, £ o).

El siguiente lema sera muy 1til cuando comparemos los corchetes que obtendre-
mos con los de [37].

Lemma 2.2. Sea © una derivacion arbitraria. Entonces

VIOV = - _1M_L ( (a, - ga> Dp+ <0+ + ga) :9/1) (2.100)

Demostracion. A partir de la ecuacion [2.92] calculamos

wOp+udn (1 [ 1 0 Du
= —_— —_— 2.101
S TR (u 1) Ta—e 7 \ o 0 (2101)
Entonces

1 HOp—pDup Dl

—1 2
VY = T ( QZM M) (2.102)
de donde se deduce el resultado. O
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A partir del resultado anterior podemos expresar ), y P, en términos de las
matrices de Pauli, ahora en la estructura rotada de SL(2,R) (cf. y |1.59)

aalulo-f + aaﬁa+

P, = . 2.103
- (2.103)
1 10af1 — 104

Qo = HRRTIRH, (2.104)
2 1—pp

A continuacién, escribiremos los integrandos que aparecen en la forma simpléctica
2.76, en términos de los coeficientes de Beltrami.

Proposicion 2.3. Para variaciones arbitrarias 0,601,902, se cumplen las siguientes
wgualdades:

JANY 115 AN A1 O, A
THV A VD, (VI AV)) — (143 2) = D2t d SuliCaZat
(1 —pp)
Maaﬂ B ﬂaa/vb —
22— A uAoji —
+ (1 — ) 1HR2
—(12) (2.105)
- Out AL+ Ou il p
Tr(P,V AV — 2.106
( ) (1 — pin)? (2100
Demostracion. Se deduce del lema 2.2 O
Definicién 2.10. Sean
™y gt — pdy i
a(zt) = / i e dal (2.107)
e L = pp
y7 — —
_ 0 m0_p— po_f , _
Bly™) = / ——dy 2.108
v = [ (2.108)

Concentremos la atencién sobre la rama derecha. El tratamiento de la rama
izquierda serd andlogo.

La siguiente ecuacion, nos muestra que la expresion de la 2-forma simpléctica
en términos de los coeficientes de Beltrami resulta mas sencilla de lo que a primera
vista parece:

_ _ ) 1% 6_a62ﬂ

Tr(V 1A VD, (V1A ~ (le)="9

r(V WD, (V 2V)) (1 2) 1_ Mﬁ&r - +
e*a5lﬂa+ < e*da i

+ —
1 —pp

) —(142) (2.109)

Todavia podemos compactar ain mas la escritura de las integrales en la 2-forma
simpléctica. Para eso, definimos los siguientes campos:
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Definicién 2.11.

NG

T = — O 2.110

= (2.110)

T oo M (2.111)
I —pp

(2.112)

De esta manera, la integral sobre la rama derecha en se escribe como

/ (Tfajg + Tf@ﬂg) dzt — (1 2) (2.113)
Nr

Finalmente, a modo de completar la comparacién, podemos dar la relacion entre

los Ty los ¥ =\ /pV 'AV:

Pl Qupels @ — (]Or g) (2.114)

y es una simple manipualcion algebraica verificar que la integracién por partes [2.80
es equivalente a la integracion por partes de [2.113
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Corchetes de Poisson para los datos iniciales

3.1. Objetivos

En este capitulo presentaremos la estrucutra béasica que usaremos en el resto del
trabajo: los corchetes de Poisson entre los datos iniciales sobre la doble hoja nula
N.

En el contexto de simetria cilindrica, en [I8] estd hecho el célculo de los corchetes
entre las matrices V. En el contexto de relatividad general sin simetrias, en [37] se
presenta la estructura de Poisson de todos los datos iniciales. Parte de nuestro
trabajo consiste en ampliar los resultados de [1§].

En este capitulo extendemos la familia de corchetes de Poisson a los datos inicia-
les py v 09, en el contexto del modelo de simetria cilindrica que hemos estudiado en
los dos capitulos previos. Los corchetes entre py y V resultan ser nulos; sin embargo,
los corchetes entre 6y y V son no triviales.

Compararemos los corchetes obtenidos con los de [37], mostrando que coinciden
si tomamos una carta particular sobre N. De esta manera, extendemos la familia
de corchetes de Poisson a todos los datos iniciales del modelo de relatividad general
con simetria cilindrica.

3.2. Corchetes de Poisson: jpor qué?

El objetivo de calcular corchetes de Poisson entre datos iniciales es el calculo del
corchete de Poisson entre observables, que contienen el contenido fisico relevante de
la teoria. Supongamos que parametrizamos los datos iniciales (sobre una superficie
N) como ¢“, entonces dos observables f y ¢ tienen el siguiente corchete de Poisson

(F(@)9(y)} = /N dn /N dy%@)%(y){w(m,asﬁ(y)} (3.1)

donde {¢*(x), ¢ (y)} son los corchetes de Poisson entre los datos inicales ¢ (x).

Formalmente, si consideramos las funcionales de evaluacion en un punto z € M,
ev, : F — R, del espacio de fase a los reales, que mapea ¢ — ¢(z), entonces el
corchete entre las evaluaciones se escribe, por abuso de notacién, como:
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({eve, evy} (6%, 07)) (2, y) = {9°(x), 6" () } (3.2)

Dos pardmetros ¢(x), 1(z) del espacio de fase se dicen que son conjugados canéni-
cos si

{o(x),9(y)} = cte x 6(z —y) (3-3)

Vemos en esta ecuacién que los corchetes de Poisson son bidistribuciones en el
sentido formal: pertenecen al espacio dual de los observables sobre el espacio de fase.
Por esto diremos que son bidistribuciones: tienen sentido siempre y cuando se los
evaltie contra funciones de prueba como operadores bilineales.

3.3. Estrategia de calculo

Como se explica en [37], y en forma més detallada en [38], el cdlculo de los
corchetes entre los datos iniciales se realiza a partir de la relacién

6¢ =wl{, 0} ,0] (3.4)
donde § es una variacion que cumple determinadas propiedades y ¢ una funcional

del espacio de fase. A pesar de tener ciertos vectores de gauge, como vimos en el
capitulo anterior, es posible invertir la forma simpléctica w gracias a lo siguiente:

= usamos variaciones que fijan cartas sobre la variedad. Esto permite fijar los
difeomorfismos gauge.

= Proyectando las variaciones logaritmicas en el espacio £ eliminamos el gauge
en el grupo @). De esta manera la libertad de elegir una base para la zweibein
se elimina.

= Que las variaciones cumplan la siguiente propiedad:

Tr [S_VT'AV] =0 (3.5)

siendo Sy = %(UZ + i0,). Esta condicién es puramente técnica, y se usa en el
calculo de los corchetes.

Esta es nuestra nueva definiciéon de variaciones admisibles.
Observamos que la tercer condicién sobre las variaciones admisibles nos dice que,
para dos variaciones d; y da:

1 112 2 2

Tr [V'IA VY TIAY] = Tr {v—lAlmv—lAgv} (3.6)

1 2 1 2 2

1 1 2
= Tr [V1A1V(S+S+S +)V1A2V} =0 (3.7)

que serda importante en el calculo de los corchetes entre g y V. Observar que sigue
valiendo la ecuacién 2.800
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Tomando convenientemente la funcional ¢, podemos calcular los distintos cor-
chetes de Poisson. El orden en que los iremos calculando es el siguiente:

L. {po, 60}
2. {po,V(q)}, con g e N

3. {V(p),V(q)}, con p,q € N. Compararemos el resultado con los corchetes entre
i, it obtenidos en [37]:

a) {u(p), 1(9)}
b) {u(p), i(q)}
¢) {n(p), filq)}
4. {60, V(p)}, parap € N'\ Sp
5. {00, Vo}, donde Vy := V(Sp).

6. Por ultimo, compararemos los dos corchetes anteriores con los resultados en
[31]:

a) {60, p(p)} ,enpe N\ Sy yen Sp.
b) {Go,ji(p)} en pe N\ Sy y en Sp.

Los dos primeros son los mas sencillos de obtener y por esa razén estan primeros.
Los corchetes entre las V son mas complicados, y forman parte del trabajo de [I§].
Por 1ltimo, los corchetes entre 65 y V son discontinuos en Sy, lo que introduce
detalles técnicos que se solucionan haciendo uso de las diferentes expresiones que
calculamos para la forma simpléctica en la proposicién [2.83]

3.4. {,0075'0}

Para calcular {po, 6o}, en la ecuacién para la expresiéon de la forma simplécti-
ca [2.76] tomamos una variacién admisible 0 tal que dpy = ¥V = A"V = AVY =0, y
como funcional ¢ al valor de dy. Es decir, si S es el espacio de fase, ¢ : § — R es el
mapa (pg, 09, V) — o. Sea X (p) el siguiente campo sobre N/

X(p) ==V ) {V(p), 60} (3.8)

campo que definimos para hacer mas facil la lectura de las deducciones de los cor-
chetes.

En detalle, a partir de la expresion [2.76| para la forma simpléctica, la ecuacion
[3.4] resulta:
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1 1 .
EéO’o = EWN[{',O'o},d]

= 25po {60,050} — 2podpoTr [-P_XY + P, X"
- [ pmipy ) e,
N
+ [ pmpEtamy) 6
-2 {;0, G0} 060 + 2po {po, 0o} Tr [—P,VflAyV - P+V*1A‘”V)} S

+ /N ) pTr[D(XY)VTAYY]
— / pTr[D(XH) VA"V (3.9)
Nr

donde {1, #}", es la componente de la variacién sobre 1, generada por ¢ via el
corchete de Poisson, que deja la carta = fija. Andlogamente se define {1, ¢}¥

Por las condiciones que les pedimos a 9, todos los términos se anulan excepto los
corresponidentes a dd¢:

1 .
; = =2 {po,Uo} (31())

de donde obtenemos (sin ningun trabajo extra) el corchete entre los datos iniciales
po y 0o:

. 1
{Uo,po} = % = 47TG/ (311)

Este resultado nos muestra que py y ¢ son conjugados canénicos.

3.5. {po,V}

Consideramos las mismas variaciones admisibles como en la seccién anterior, y
tomemos como funcional a ¢ al valor de V en p € N, siendo p un punto arbitrario
de N[0

Nuevamente, todos los términos en la 2-forma simpléctica se anulan, excepto
uno:

oV(p) = =2k {po, V(p)} 669

Ahora bien, 6V(p) = 0, pues las variaciones que elegimos no varian V, mientras
que 00 es arbitrario, i.e. no hay restriccién sobre los valores que puede tomar. Por
tanto,

!'Notaremos a puntos de la variedad como p, ¢, ..., mientras que cuando nos estamos refiriendo
a las coordenadas de los puntos, por ejemplo usando las cartas & e y*, notaremos z1,za, ... €
Y1, Y2, ... respectivamente
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{po, V() =0 YpeN (3.12)

Esto nos indica que la densidad de area en Sy y el dato V conmutan Poisson.

3.6. Corchetes de V

Para simplificar la notacion, seguiremos la siguiente convencion:

Observacion 3.1. El producto tensorial S ® T' de operadores lineales S actuando
12

en el espacio vectorial Vi y T actuando en el espacio vectorial V5 se denota ST, con
el indice sobre cada factor indicando en qué espacio actua.
Para cada par de elementos de matriz V" (p), V;”(q), podemos calcular el corchete

{Vai(p), Vﬁj (q)} Esto nos da una familia de funciones, indexada por «, 7,8y j. Tal
familia forma una bidistribucién de operadores lineales de SL(2,R) ® SL(2,R), y la
notaremos

v} (3.13)

indicando que los indices «, ¢ corresponden al espacio 1, y los indices (3, j al espacio 2.
Este corchete corresponde al espacio tensorial Ty, G @ Ty ()G, siendo G = SL(2,R)

Para el corchete logaritmico, multiplicamos los elementos de cada espacio por
V=1 en los indices correspondientes:

VLV 0,0,V (@) (3.14)
donde ahora la bidistribucién es un operador lineal de sl(2,R) ® sl(2, R):

V(o) {{,(p), f;@} (3.15)

donde ahora los indices k, 7 corresponden al espacio 1 y los indices 7, al espacio 2.
En la notacién que definimos anteriormente, el corchete logaritmico de los V en
la componente £ ® € del producto tensorial lo notamos:

Vv Vv | (3.16)

y corresponde, volviendo a la familia de funciones, a tomar los indices que indican
una base que genera £ como subespacio de s[(2,R).

En [19] se muestra que para p y ¢ en la misma rama de N, ambos distintos de
So, sea izquierda o derecha, tenemos:

Vl*l(p)Vzl(q) {b(p),é(q)} = ﬁ?eﬁf Q (s(p, )% + ce¢) Peld Q (3.17)

vV p(®)p(q)
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donde s(p, q) es la funcién —sign(p — q) que vale 1 si p estd més cerca de Sy que ¢,

—1 en el caso en que ¢ esté mas cerca de Sy que p, y so en el caso en que g = p. {2
.. 12 12 12
es la componente en £ ® € del elemento de Casimir €2 = %(O'IO}B +ioyioy + 0.0,), ¥

e es la 2-forma de volumen en €.
Para p y ¢ ambos siendo Sy, el corchete es

VLSV 1 (S0) {15(5@, 13(5@} _ 4;02@& (3.18)

En el caso en que p € N7\ So y ¢ € Nr\ So, el corchete es nulo. Esto corresponde
a la propiedad que dos punto que no estén causalmente conectados no pueden tener
dindmica no trivial entre ellos.

Observacién 3.2. La antisimetria de los corchetes exige que sy = 0.

Es importante notar que hemos calculado la componente € ® £ de los corchetes.
Solo esta parte sera necesaria para el resto del trabajo, por lo que cuando mencio-
nemos los corchetes entre los V estaremos haciendo referencia a los corchetes B.17.

A modo de facilitar la lectura, definimos

Ap.q) =V V() {ff(p), ff@} (3.19)

Para calcular estos corchetes, distinguimos dos casos: cuando x = Sy, y cuando
r € N\ Sp. En ambos casos, son las componentes en € que se calculan, pues son las
que toman relevancia en la segunda parte del presente trabajo.

3.7.1. LI}ENR\SO

Consideramos variaciones § tales que 46y = V7! (x)AV(z) = 0. Recordar que
0V = 0"V + LV = 69V + LV, ast que las derivadas de Lie no tienen porqué anu-
larse. Recordamos ademds que —L¢ y —Lg son las derivadas de Lie respecto a
los generadores de difeomorfismos que restauran los puntos en la carta & e y™
respectivamente.

La ecuacién toma la siguiente forma:

[Vl-l(x)a (b(@) L _ {vl—l(x)w H 11/(33)} ,5”E (3.20)

el miembro izquierdo no es mas que

[Vll(:c) (59”112) (a:)L (3.21)
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pues estamos considerando una variacién ¢ de V sobre las coordenadas & . Recordar
que ¢ (V(z)) es la variacién de V en el valor dado de z, y esto ultimo lo escribimos
como [6*V](z).

Ahora utilizamos la expresién de la forma simpléctica de la ecuacién [2.84}

()], - e fa vl

1 -1
—2podpoTr {—P—Aee(', z) + P Aw(- x)}

So

.1 .1
+poTr [Agg(-, )V TAYY — Aw(, x)V_leV}
So

+/NL 2,/pTr {Asé('yiﬁ)D(\/ﬁleyV)}
_ /N 2y {v—lva(\/;fhg(-,x))} (3.22)

donde )1( indica que tomamos la traza Tr de este operador en el espacio indicado por
-. Recordar que los corchetes entre los V no ven la diferencia entre la componente
0%, 0¥ de una variacién admisible ¢, pues V conmuta Poisson con py.

Como vimos en la seccion anterior, si dos puntos no estan causalmente conec-
tados, el corchete de los V es cero. Por tanto, como N7 \ Sy no estd causalmente
conectado con x € N \ Sy, el integrando en la integral sobre Az seria no nulo (y
finito) solamente en Sy. Como §YV es suave y Sy tiene medida nula con la medida
del integrando, entonces la integral sobre la rama izquierda se anula. Por otro lado,
la integral en la rama derecha es:

_ /N 2/ Tr {v—lva(\/pﬁee(;x))} _ %Vl_l(x)Azll)(x) (3.23)

ver la seccién 5 de [19] para més detalles sobre estos célculos.
Por tltimo, tenemos que ¢Y = 6 + L — Lgy. Entonces:

)], - o )]

.1 -1
—2pp0poTr {_P—AEE(H r) + Py Aw(-, l’)}
So

1 -1
+p0Tr |:Agg(', I)Vflljng - Age(', I)VlﬁgyV:|
So
1.t 1
+=VHz)A™V(x) (3.24)

K

Ademas, por definicién, la derivada de los difeomorfismos £ en S es
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[V7H(S0)LeaV(So)], = €1 Py = 20po Py (3.25)

[VH(S0)LaV(So)], = €V P = —26p, P- (3.26)

sobre Ny vy Ny, respectivamente. Cancelando términos, la expresién resultante es

0 = 26 [Vl_l(x) {60,112(x)}L +

1
+4podpo Tt [P—AEE('a f)} (3.27)
So

Finalmente:

[Vll(x) {60’]1)(1;)}}@ = —2pyTr [P;}lee(-,x)] (3.28)

3.7.2. y ENL\S@

El calculo es completamente anédlogo al de la subseccion anterior, utilizando la
proposicién [2.113| para tomar las integrales con las derivadas covariantes de los otros
términos del producto tensorial. Explicitamente, tomamos la expresién [2.85}

P (9)0], - o)

1 1
—2p00po'Tr |:_P—APE('7 y) + P—i-AEE(':y)}
So

1 1
poTe [Aee('a PVIAY — Agl- y)v—ww}
So

_/NL 2/pTr [V‘lAyVD(\/ﬁf"llee("y))}
+/NR 2y/pTr {ﬁff(-,y)D(\/ﬁV‘lAW)} (3.29)

El resultado final es

Vi) {o b} | =2 [Pudat.n)] (3.30)

So

3.7.3. {60, V(0)}

Este resultado no lo usaremos en el resto del trabajo. Sin embargo, para tener
una exposicién completa del algebra de Poisson, lo mostramos.
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Seguimos con las mismas variaciones que tomamos al principio, y como fun-
cional elegimos a V(Sy), que para simplificar escribiremos V,. La expresién de la
2-forma simpléctica que elegimos es una que no tenga las derivadas covariantes de
los corchetes como integrandos. La ecuacién resulta:

171 1 1 1
- {Vo_l (5IVO>} = 25poVy ! {&O,Vo}
K ¢ ¢

1 1
—2pp0poTr [—PAee(v So) + Py A, So)]
So

1 -1
+poTr [Aee(w So)VflAyV + Age(-, So)VleV)]
So

+ /N 27T Pleg(-,SO)D(\/ﬁV‘lAyV)}
+ /N NG [ﬁ%(-, SO)D(\/ﬁlewV)} (3.31)

La primera observacion es que elegimos la componente ¢* en el miembro izquier-
do. El resultado sera igual en caso que se elija la componente Y, a menos de un
término de difeomorfismos, igual a Lex — Lev.

La contribucién de ambas integrales es trivial: en N7, la tnica contribucién no
nula al integrando es en Sy, que sigue teniendo medida nula (tuvimos cuidado de no

tener una derivada de la funcién s(x,y)); mientras que en Ny el término fllgg(-, So) es
constante, asi que el valor de la integral resulta ser V~!A*V. Por tanto, considerando
nuevamente la igualdad entre las variaciones que dejan las cartas fijas y las derivadas
de Lie, 6Y = 0" 4+ L= — Lev, y tras varias manipulaciones algebraicas, tenemos:

1

1 ‘1 1
2(5,00 |:V10 {5'0, Vo}l = 4p0(5p0TI' |:—PAgg(', S()) -+ PJrAgg(', S(]> (332)
4 So

De la ecuacién [3.18] tenemos

12 171 %1 1 2 1
Agg(S@,So): |iV0 VO {VO,VO}:| :4 2083

e KpPo

Asi que, juntando todo:

{vél {&0, ]}O}L - i'l%r [—(PQ(O) L P0) (2(:3;)] (3.33)

Observacion 3.3. Vemos que este corchete depende de las dos constantes indeter-
minadas hasta ahora: ¢ y sq.

Luego de haber calculado los corchetes entre 6y y V vemos la utilidad de las
ecuaciones [2.83] [2.84] y [2.85] nos permitieron evitar integrar sobre puntos de me-
dida no nula en el borde de los intervalos, Sy, que conduce a una integracién de
distribuciones delta de Dirac en el borde.
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3.8. Comparacién con [37]

Para comparar con el paper [37], precisamos hacer la traduccién de los datos
usados a nuestros datos. Usaremos el valor k! = 87y, como ya explicamos en el
capitulo anterior.

= po es el mismo objeto.

= La métrica conforme y los coeficientes de Beltrami son los que introducimos
en el capitulo anterior.

» Las coordenadas que se usan sobre cada rama son vy p = pﬁo, y podemos

+

compararlas con las coordenadas % o y* de manera sencilla:

0
O, = _paer =4po | iaﬁ = 4\/ppo0p+ = 21/ 22T pgOp+ (3.34)

B 803

0
By, = —a—v’;ay_ = —4pp, /%ay_ — —4/ppedy- = —2v/2y pod,-  (3.35)
» El exponente conforme en [37] se define como A := —In|ng - ng|. En nuestro

caso las normales nulas salientes a Sy corresponden a 0,- y d,+, asi que

A = —In|d,, | (3.36)
= —In(3203)|0s - Do (3.37)
= —1In(3203)| — €| = —26¢ — 2In py — In(32) (3.38)

tal como comentamos en el capitulo anterior al comparar la forma simpléctica.

En la forma simpléctica, observamos que tenemos dos diferencias globales de
signo: en el articulo [36] se usé la ecuacién

0¢ = w({¢,-},0) (3.39)

y observar que en tenemos como primer variacién a {-, ¢}. La otra diferencia es
en la definicién de w como derivada exterior del potencial simpléctico: en [36] se usa
la otra convencion de signo w — —w

Comencemos por comparar con el corchete entre py y A:

{po. A} = {po, =260} = % (3.40)

que coincide con el hallado en [37].

Para el corchete entre pg y 1, fi, es claro que son cero dado que {pg, V} = 0, aun-
que una sencilla aplicacién del Lema nos muestra el resultado: si a la derivacién
la elegimos D = {py, -}, entonces
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1

Vi{p,V} = - ((0- - %a) {po. 1} + (U+ + ga) {po,ﬂ}> (3.41)

= {po,n} ={po, i} =0 (3.42)

Para los corchetes entre i v i, resulta:

Proposicion 3.1. Los corchetes entre los coficientes de Beltrami son
1 Ap(x), w(y)} = {ilx), ily)} = 0 Vo, y € N
2. {p(x), q(y)} = {a(x),u(y)} =0 si z ey no estan causalmente conectados.

3. En la rama derecha (la rama izquierda es andloga):

(i) = 5 (A7) (° ;g’f‘)y@(x,y)ﬂc)eawvw (3.49)

{ﬂ(m),u(y)}Zi<1?/§ﬂ)x(1\_/§”>y((xy)—zc) ) (3.44)

O fi—id)
donde a(z,y) = [V~ *1” M’L B P POl (ot

Demostracion. El calculo de estos corchetes se puede encontrar en [18]. O]

Los corchetes de la proposicion anterior coinciden con los de [37] si tomamos la
constante ¢ = —i.

Ahora pasemos a los corchetes entre 6y y u, fi. Para eso, primero debemos con-
siderar una diferencia extra entre [38] y nuestro cdlculo: las coordenadas usadas en
el articulo con el que estamos comparando mantienen Sy fijo, mientras que nuestras
coordenadas z* e y* mantienen fijos S y S; respectivamente. El pasaje de una
carta a otra la podemos realizar con un difeomorfismo ¢ entre el plano xz~, z" y las
coordenadas que dejan Sy fijo, que llamaremos coordenadas v—, v*.

Consideremos tales coordenadas definidas como

ot = [ PE 3.45
2 (3.45)
_p_

v o= 2= 3.46
20 (3.46)

donde p = % (py — p_), y estamos asumiendo que tanto p™ como p~ son funciones
no negativas en un entorno de

Esto nos da los valores (1, %), (1,1),( %, 1) en los puntos Sg, So, Sr.

respectivamente. La relacién entre las coordenadas x* y v* es un difeomorfismo
conforme, que lo podemos ver a partir de la definiciéon:

2Esto siempre se puede lograr, debido a que las funciones estdn definidias a menos de una
constante aditiva.
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+
vt = LT+ cle (3.47)
Po
v = - Fcte (3.48)
Po

donde la constante cte € R es un valor positivo, que tiene como funcién que no haya
una singularidad de la carta v~ en Sj.

Ahora bien, las variaciones que calculamos antes son §*. Queremos las variacio-
nes en 0", que es otra carta que depende de la solucién. La relacién entre ambas
serd entonces el generador de difeomorfismos entre las cartas, por linealidad de la
derivada de Lie.

La construccion del campo que genera el difeomorfismo la realizamos a partir de
la ecuacion considerando a dpy como el pardmetro infinitesimal de la familia
de difeomorfismos:

Recordando la definicién de un difeomorfismo, en analogia con la ecuacién [2.15]
tenemos

0=t = &z"+ Lt (3.49)
8" (v*po) + x* (3.50)
o+

= E<5p0 +x" (3.51)

obtenemos de esta manera la componente x* del difeomorfismo.

=+
X" = —0po0,+ (3.52)
Po
Entonces, a partir de la ecuacion
0" =0"+ L,

resulta

A T N v p
G0, ={060,"} +—| Op+ - )
(00,1 = (001" + -2 (0
Volviendo a la ecuacion tenemos

Vi) {&0, 11;(:@)}” _ _2pTr <P_V_1V1_1(x) {v, b(m)}é) M (v—laﬁv)E

So Kpo

(3.53)
Ahora si estamos en condiciones de comparar con el resultado de [37].

Proposicién 3.2. Paray € Ni\ Sy, tenemos los siguientes corchetes:
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1.
e @) (1= i) ( 200(ic — 1))
{00, p(2)}" = —=0 p(x) — - 0-p(0) | (3.54)
Kpo (L= uio \  4r/pop(z)
2.
o @)y (L= ), (2po(—ic = e
oo, fi(x)}" = —= 0 fi(x)— - 9-pn(0) | (3.55)
¢ J Kpo (1= pfi)o 4k+/pop(x)
Demostracion. Es inmediato a partir del lema [2.2] O
Nuevamente, observar que si ¢ = —i, los corchetes coinciden con los hallados en

[37]. Por tltimo, veamos los corchetes cuando evaluamos p, i en Sy, que también se
deduce del lema 2.2

Proposicién 3.3. 1.
{00, 1(0)} = —2¢i(0-p + D1 p)o (3.56)
2.
{60, 1(0)} = 2ci(0-pn + 01 1)o (3.57)
Si, considerando lo hallado anteriormente, ¢ = —i es consistente con [38].

De esta manera, todos los corchetes obtenidos en el capitulo anterior, para el
caso que estudiamos de un modelo reducido con simetria cilindrica, son equivalentes
a los obtenidos en los trabajos previos en el caso sin simetria.
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Integrabilidad y Grupo de Geroch

4.1. Objetivo

Relatividad general en presencia de dos campos de Killing ortogonales que con-
mutan y son ortogonales a hipersuperficies presenta una cantidad infinitas simetrias
independientes, como anuncié Geroch en [20] y més explicitamente presentaron Be-
linski y Zakharov [2] y Maison en [32].

Se mostré que el modelo era integrable en el sector de las matrices V, y luego
Breitenlohner y Maison en el articulo [6] construyeron ademés una extensién central
del algebra de simetrias, que continene al exponente conforme o.

Luego, varios intentos por incorporar p al modelo integrable han sido publicados,
entre ellos [3], [22] y [4].

En este capitulo comenzaremos por ver qué significa integrabilidad para un sis-
tema, luego mostraremos un ejemplo de sistema integrable: la cadena de espines de
Heisenberg. Este ejemplo es 1til a nuestro trabajo no sélo para mostrar la idea de
integrabilidad y entender los conceptos centrales, si no que ademas es analogo al
sistema integrable obtenido en el sector de las matrices V.

Luego pasaremos a nuestro modelo, siguiendo [6], mostrando cudl es el sistema
lineal que contiene la informacién de la ecuacion de movimiento para V), la primera
ecuacion en la proposicién [I.11] Una vez hecho esto, veremos el dlgebra de simetrias
que se obtiene. Al final, definiremos el objeto principal del trabajo en los préximos
capitulos: la matriz de monodromia M.

Central para nuestro trabajo es estudiar las incorporaciones de los valores en Sy
de los campos o y p al modelo integrable, extendiendo la matriz de monodromia de
un doble grupo loop a una extension central del mismo.

4.2. Breve introduccién a modelos integrables

En esta seccion daremos una somera descripcion de un sistema integrable, tra-
bajando con un ejemplo concreto. Seguiremos principalmente la referencia [1J.
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4.2.1. Modelo de Heisenberg

Comenzamos por tomar un campo de espines S(z) € suy(C), con z € [0,L], y
las siguientes condiciones:

3 3
S(z) =Y S'(x)o; > Si(x)? =57 (4.1)
i=1 i=1
siendo s el espin del campo; o; denotan las matrices de Pauli

(04, 0;] = 2ie; 0% Tr(oi0;) = 20, (4.2)

El modelo es una teoria de campos en 141, e indicaremos por x las coordenadas
espaciales y por t el tiempo. Los puntos x = 0 y x = L se indentifican, teniendo a
S1 como espacio donde viven los espines.

El corchete de Poisson entre las componentes del espin lo definimos como

{'(x),87(y)} = 75" (2)d (2 — y) (4.3)

1 [F d . d
H=—- Tr| —S— 4.4
4/0 r(dede)dx (44)

A partir del Hamiltoniano, es sencillo obtener las ecuaciones de movimiento:

y el Hamiltoniano es

0,8 = %ax 19,5, S] (4.5)

La integrabilidad del modelo se deduce escribiendo las ecuaciones de movimiento
anteriores como una condicién de curvatura cero para alguna conexién A, en el fi-
brado sobre S* xR con fibra correspondiente al dlgebra loop de suy(C). El pardmetro
A se denomina parametro espectral.

Para el modelo de Heisenberg que estamos considerando, la conexién se define
como

A, = §s<x) (4.6)
A = 2TS(0) 4 g [S(), 0.5(0) (4.7)

donde A es el pardmetro espectral (independiente de x). Las funciones A, y A; son
andlogas al par de Lax que se define en teorfas integrables (ver [9]). La principal
propiedad de la conexién A es que su curvatura es cero:

[0, + Ay, 0, + A = 0, A, — A, + [As, 4] = 0 (4.8)

como podemos verificar de manera inmediata:
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oA = —25 0 S0+ 0, 15(x).0,8(x)] (4.9)

x4t - . /\2 x €T 2)\ € l’, x xr .
9A, = %atsu;) (4.10)
A A) = 8@ -2 5(w) + - [5(2), 0,5(a) (4.11)

T t - A .T, A2 X QA .T7 €T xr .

y de la identidad

[S,[S,0,9]] = —[5'0.572ie; 0, S] (4.12)
= 4Siaz5’j6ijk5l6klm0'm (413)
= 451818]81((515(5]"1 - 5im5jl>am (414)
= 45%0,5 — 40,5*S = 45%0,.S (4.15)

porque es hipotesis que s es constante.
Las nuevas ecuaciones de movimiento se escriben en términos de ¥, una funcién
que toma valores en el grupo asociado al dlgebra donde toma valores A,,:

(00 + A)T(z,)) = 0 (4.16)
(O + A)U(z, ) = 0 (4.17)

donde observar que ahora las ecuaciones son lineales. En este caso, ¥ toma valores
en el grupo loop de SLy(C).

La conexién nos permite calcular W(z, \) en funcién de ¥(0, \), transportando
paralelamente con A,, pensando a A, como una conexién en S de fibrado suy(C).
Sea T' la matriz de transporte

T(x,\) = Pexp Jo ANy (4.18)

entonces
U(x,\) =T(x, \)¥(0,)) (4.19)
La holonomia la definimos como T'(\) := T(L,\) (recordar que identificamos

x =0 con x = L). Este objeto depende del pardmetro espectral, y podemos verificar
que es un elemento del grupo loop asociado a suy(C). La utilidad de la matriz de
monodromia es que podemos expresar los corchetes de Poisson de sus elementos como
un corchete de Sklyanin (ver Apéndice B), que es lo que veremos a continuacion.

Para una matriz de transporte paralelo se tiene que el corchete vale (a partir de
la ecuacién ver [I] para més detalles)

{100} =11 / dz / (N7 1<y,u>{2x<z,x>,ix<y,u>}%<z,x>
4
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El corchete dentro de la integral lo calculamos a partir de la definicion de la
conexion A:

{Leniwn) = T{50.50] (121)
% )(%) G E Shs (2 gy (4.22)

12

1 2 0
—H
12 12
donde © := ) 0’0", con la notacién tensorial definida en el Apéndice B, es el

elemento de Casimir de sus(C). A menos que se diga lo contrario, en este trabajo
siempre notaremos como 2 al elemento de Casimir de las algebras con las que traba-
jemos. Ver el Apéndice B para una definicion del elemento de Casimir en el contexto
de algebras de Kac-Moody.

Sustituyendo el resultado del corchete entre los A,’s en la integral, realizando la
intergal en y y simplificando términos;

{%( A);}(m} _ —%le(/\)%(u) / C g0, (rf@, A)f?_l(z,m%% Aﬁf(z’( :>2)4)

De esta manera, los corchetes de Poisson entre los elementos de la matriz de holo-
nomia son

Fon b = [ 2 dd .2
== |— .25

{ (A), (u)} 5 [A—u’ (A) (u)} (4.25)

donde el conmutador es entre los elementos de matriz en alguna representacion

matricial del grupo.

Observacion 4.1. En el capitulo siguiente veremos que los corchetes de Poisson
entre los elementos de matriz del grupo de Geroch tienen escencialmente el mismo
corchete de Poisson que la demostrada anteriormente para la matriz de monodromia
del modelo de Heisenberg.

El resultado importante sobre las holonomias es el siguiente (ver [I] para una
deduccion):

Proposicién 4.1. La funcion Tr(T(X)) genera cantidades en involucion, que las
podemos calcular explicitamente:
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Iy, = i Ll S 0,S3d (4.26)
0 T g . n g ) Y3 T .
1 L
L = —— T 4.2
1 =N (0,50, 5)dx (4.27)
, L
_ ! 2
I, = 6435/0 Tr(S 0,5, 075])dx (4.28)

A continuacion describiremos las transformaciones dressing del modelo de espi-
nes; primero, debemos especificar cudles son las subalgebras G que determinan el
problema de factorizacion.

En el apéndice C se explica como a partir de un corchete de la forma [4.25] se
construye una factorizacién del algebra de Lie, en términos de dos operadores, que
se llaman r, y r_, que cumplen

rto= —r (4.29)
12 12
rt—r- = C (4.30)

donde C es el elemento de Casimir del dlgebra loop su(2).
Como definicién de las matrices r*, usaremos las sumas formales correspondien-
tes a dos desarrollos distintos de Ai—“:

rtp) = Q) o (4.31)

n+1
n>0 ®
n

() = _QZ)\/;ZL-H (4.32)

n>0

A, i corresponden a los parametros espectrales de los espacios 1 y 2 respectiva-
mente, asi que podemos reescribir las matrices de la siguiente manera

O.Z

rrp) = ) N ® —— (4.33)
n>0 K
r(Ap) = —Z CE ® u"o; (4.34)
n>0

Antes de continuar hacia la estructura de doble clasico, verificaremos las dos

propiedades que cumplen las matrices r*.

Proposicion 4.2. Las siguientes igualdades se cumplen:

+ —

P o4r = 0 (4.35)
+ p—

¥ -7 x C (4.36)
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Demostracion. Recordamos que €2 es invariante bajo la accién adjunta simultanea,
los corchetes de Poisson hallados para la matriz de monodromia no cambian si
sumamos un multiplo de 6(A — p):

1 2 17T Q 12
Tt = 5 |52+ romeso - Tiw] s
La serie formal correspondiente a §(A — p) es
A
SA=—p)=p > = (4.38)
nez H

El elemento de Casimir C del algebra loop es (ver [23], cap. 7, ejercicio 7.16)
©wr TN o
C=0Q — 4.
>  €51(C) @ suy(C) (4.39)
nez
donde los parametros p y A viven cada uno en una copia del producto tensorial: A
en el primero y u en el segundo.
La primera igualdad es inmediata:

12t 21— A" A"
rotroo= 0 (Z o Z ,un+1> =0 (4.40)

n>0 n>0

La segunda igualdad:

12t 12— A" u"
rooro= 90 (Z s T Z )\n+1> (4.41)

n>0 n>0
An+1 Mn
_ -1
= A0 (Z it > V) (4.42)
n>0 n>0
A"
= 2y = (4.43)

]

Siguiendo la construccién del apéndice C, pasamos ahora a los operadores R..
Los definimos a partir de la forma bilineal invariante del algebra loop (ver Apéndice

B, [B.29): dado X(\) € su(2)

12

Xo(N) = Re(X(V) = ( (A )

Xw) (1.44)

2

donde el subindice 2 indica que la trazaE] la tomamos en el segundo espacio solamente.
Maés explicitamente, supongamos que X (p) = >, X,,u™™, entonces

Lel factor de % frente a la traza es porque normalizamos la base {o;}, para que sea ortonormal
respecto a la forma bilineal invariante
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n>0

S, (r

n>0

X = (

12y Xmum> (4.45)

meZ

> me> (4.46)

meZ

= Z N'o; Z Reso(um_”_l)%Tr(aiXm) (4.47)

n>0 meEZ

1 )
= g /\"JzaTr(aZXn) (4.48)
n>0

= ) \'X, (4.49)

n>0

y analogo para X_(\) = — > ;A" X,,. El operador Res es el del Apéndice B, que
corresponde a calcular el residuo y dividir por 27i: Res/(2mi).

Observacién 4.2. Observar que dado X (\) € su(2), se escribe de manera unica
como X(A) = X, (A) — X_()\)

Esto nos define completamente el problema de factorizacién de Riemann-Hilbert,
pues tenemos las dos subalgebras G+ como las imagenes de los homomorfismos R .

Observacion 4.3. La holonomia pertenece al subgrupo exp(G_), pues es la expo-
nencial de una integral de A, = +S(z) € G_.

En las secciones siguientes veremos la construccién del dlgebra de simetrias para
gravedad dimensionalmente reducida, y como el sistema lineal auxiliar nos permite
hacer una realizacién de la misma en términos de un algebra loop, similar a la
estudiada en este capitulo. En el capiutlo siguiente, haremos explicita la construcciéon
del doble cléasico en el sector loop.

4.3. Sistema lineal en el sector V

En esta seccién analizaremos el sector de las matrices unimodulares V mediante
un sistema lineal auxiliar. Como ya vimos, las ecuaciones de campo para V son

D,(pP*) =0 (4.50)

claramente no lineales. Como vimos en la seccion anterior, definir un sistema lineal
auxiliar consiste en hallar una conexién de manera que las ecuaciones de movimiento
[4.50] se expresen como condiciones de curvatura cero para tal conexién. En general,
si la conexion inicial, no lineal, es g-valuada, para un édlgebra de Lie simple finita,
entonces la nueva conexion serd L£(g)-valuada, es decir, tomara valores en el dlgebra
loop de g.

En nuestro caso, la conexién inicial es J,, que es sl(2,R)—valuada. La idea es
deformar la conexién J,, con un pardmetro espectral de forma que la nueva conexién

deformada sea ﬁm)—valuada
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L —

Definicién 4.1. Sea s[(2,R) el élgebra loop de sl(2,R), definida de la siguiente
manera

—

sl(2,R) =sl1(2,R) @c C [y, 7] (4.51)

con los corhetes de Lie definidos [X ® v Y ® v™] = [X,Y] ® v™". El pardmetro
~ se denomina parametro espectral.

—

Observacion 4.4. s[(2,R) es un algebra de Lie de dimensién infinita, con genera-
dores h, e, f,e®@~y !y f®~. Ver Apéndice B.

La deformacion en la conexion J que definimos en el capitulo 1 es sencilla de
implementar. Consideremos las coordenadas ¥ que definimos antes. Tomamos el
ansatz

Ji= Qs +uF'Py (4.52)

y ahora imponemos la condicién de curvatura cero:

ANT =[], J)=0= 0sJs — 0:Js — [Js, Jz] = 0 (4.53)

Tomemos la ecuacién correspondiente al signo superior, siendo la otra ecuacién
equivalente. Agrupando términos, tenemos

0 = 0,Q-—-0-Qy —[Q-,Q4] — [P, Py] +
+udy P-—u'0_Py +u[Qy, P-] —u ' [Q_, Py] +
+P_0yu— Po_ut (4.54)
= 0;Q-—0-Q4 —[Q-, Q4] — [P, Py] +

a0, P — 0P 1 [Qu P~ [Q_ Pi]) +

2
1
+5(w—u") (D-Py+ Dy P)
+P_a+u — P+8_U_1 (455)

La condicién de curvatura cero para la conexion J implica que los primeros dos
renglones se anulan, ver [1.56] De la identidad:

pD+Py = D (pPy) — PLOxp (4.56)
y usando las ecuaciones de movimiento, [4.50| resulta

0= —i(u —u Y (PLO_p+ P 0,p)+ P Ou— PO u? (4.57)

Esto nos da el sistema de ecuaciones

(4.58)
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Observar que u = 1 es una solucién trivial. Dada una constante de integracién w,
el sistema anterior tiene como solucién (usando las coordenadas x~, ™ que definimos
en el capitulo 2)

w+ zt

w+x-

u =

(4.59)

El pardmetro w se denomina pardmetro espectral fijo del modelo. Observar que
la deformacién esta dada por la funcién u(x~, 27, w), que depende de los puntos de
la variedad. Por esta razon, se denomina a u pardmetro espectral maovil

Observacién 4.5. 1. En [0] se introduce el parametro espectral mévil 7, que en
términos de w es:

1
Ao et w) = (w5 Vw+pP=7) (4.60)
que puede reescribirse como
Jr _ —
Ao, ot wy = YU —Vw (461)

CVwFpt Vo

2. La relacion entre v y w estd dada por el doble cubrimiento del plano v hecho
por los w, debido a los branch cut producidos por tener una raiz cuadrada en
la expresién para . Sobre esto hablaremos en la seccién subseccion siguiente.
Por otro lado, la ecuacién que relaciona u con v es

I+~
u——

= 4.62
3. En coordenadas arbitrarias, y en términos de -, es
~ 1 _l_,}/2 27 ,
JM = QM + 1_—72])# — 1_—726”1,]) (463)

Ahora tenemos una conexién auxiliar, J , que proviene de una deformacién de la
conexién inicial, J. Para definir el sistema lineal auxiliar, nos falta otro ingrediente:
el grupo asociado al algebra de Lie en la que vive J. En este grupo evaluaremos las
soluciones al sistema lineal.

En nuestro caso, tenemos el grupo loop asociado a SL(2,R), y notaremos por
fi(:c_, x") alas funciones valuadas en tal grupo. El sistema lineal auxiliar estd ahora
si determinado por la ecuacion

v =vJ (4.64)

Ahora que tenemos la conexion deformada J, construimos una solucién de m
transportando paralelamente un valor de referencia con tal conexion de la siguiente
manera
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V(@ w) = V(wo, w)Pelo” (4.65)

donde ﬁ(:po,w) es un valor de referencia. De esta manera, una vez especificada
V sobre N , podemos hallar 1% transportando sobre geodésicas nulas al interior del
dominio de dependencia futuro de N, de manera que obtenemos V sin ambigiiedades
(gracias a la condicién de curvatura cero de la conexién deformada).

Definicién 4.2. Diremos que Y cumple el gauge triangular si en un punto del
espacio-tiempo es analitica en v =0y V(v = 0) es triangular superior.

., Como relacionamos la zweibein original ' con V7 Veamos la definicién anterior

con més detalle: V € exp(sl(2,R)), y por tanto se puede escribir como una serie de
potencias en ]

La zweibein original se recupera tomando el valor v = 0 en el desarrollo en
serie de potencias anterior: Ay = V. Este limite es valido pues en términos de u,
~ = 0 implica u = 1, que vimos arriba es una solucién vélida para la defromacion,
que conduce a la conexion original, y por tanto tiene sentido identificar el primer
término de la serie con la solucion de la teoria original.

4.3.1. Divergencia en 4.65

Para ver las distintas propiedades analiticas de la ecuacién remitimos al
lector a [6] y [18].
Sobre una curva nula de p™ = pg, como en el caso de la curva N7, la funcién

u(z™, 2", w) es (cf. eq. [5.2)
w+pg +py
w=y| LT P Tl (4.67)
w4+ + po

esto implica que para el valor 2~ = —w — p, el pardmetro u diverge. A este punto
lo denominaremos punto de deformacion. Sin embargo, la integral en estd bien
definida, gracias a que la divergencia de u es una divergencia integrable. A esto
volveremos més adelante en el capitulo 5.

4.4. Algebra de simetrias

En esta seccion estudiaremos el algebra de simetrias para las ecuaciones de mo-
vimiento deducidas en el capitulo 1, teniendo como guia el sistema lineal que vimos
en la secciéon anterior.

La presentacion que realizaremos es la misma que se puede encontrar en [6], [24].
La idea principal es la siguiente: calcularemos la accion de las simetrias a partir del

2También podemos usar el desarrollo en serie de potencias en u o w. Esto conduce a otras
condiciones para la relacién entre V y V.
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gauge triangular para V. Como V € SL(2,R), entonces las variaciones logaritmicas
que tomaremos estaran valuadas en s[(2,R).

El grupo de Geroch emerge entonces como una “interaccién” entre dos copias de
s[(2,R). Las dos copias corresponden a una simetria del lagrangeano del modelo, rea-
lizada a través de la transformacion de Kramer-Neugebauer. Una copia corresponde
a la formulacién de Ehlers, la otra a la formulacién de Matzner y Misner

Mostraremos que la intera/ccén entre ambas algebras es no trivial, dando lu-
gar a un algebra isomorfa a sl(2,R). Tendremos como resultado una transfomacién
infinitesimal de la forma

5V = 8gV + VSh(V, 6g) (4.68)

donde g € sl(2,R), el dlgebra de simetrias, y 6h(V, dg) € sl(2,R) es un término que
restituye el gauge elegido, y que depende puntualmente de la variedad, ademas que
tiene una dependencia no lineal en V.

4.4.1. Lagrangeano de Ehlers

El lagrangeano para el modelo gravitacional que estd en la accién [1.43] es el
denominado Lagrangeano de Ehlers.

Como vimos, este lagrangeano se puede escribir como muestra la expresién [1.60]
En la deduccion de tal ecuacion, el operador traza Tr que aparece en la férmula
corresponde a tomar la siguiente métrica invariante en el espacio SL(2,R)/SO(2):

a5t = 2 (d0® + dB3) (4.69)
- 2 ,

siendo ¢ = %&. Esta métrica es riemanniana, i.e., definida positiva. Las simetrias que
surgen de usar esta prescripcion se denominan simetrias de Ehlers para el modelo
gravitatorio reducido a dos dimensiones.

4.4.2. Lagrangeano de Matzner-Misner

En la reduccion dimensional realizamos la eleccion de los campos I''y A, que bajo
la prescripcion que tomamos nos dio el lagrangeano de Ehlers. Bajo otra prescripcion,
definimos que T = p'/2AY2 y A2 = p1/2A=1/2 v redefinir B, como

A™'9,B = A"e,,0"B (4.70)

De esta manera, podemos parametrizar el espacio de matrices ¥V como

- A1/2 A1/2§
El lagangeano asociado es
SR 1
L =pR— pTr(P,P")+ 5,0_18Mp6“p (4.72)
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donde ]5# estd definido para V al igual que P, lo esta para V. La métrica Tr, sin
embargo, corresponde a la forma bilineal

ds? = A? (—dA2 + d1§2> (4.73)

que tiene signatura Lorentziana. Esta es la métrica invariante del espacio SL(2,R)/SO(1,1).
Ver [24] para més detalles acerca de los lagrangeanos de Ehlers y de Matzner-Misner.

4.4.3. Transformacion de Kramer-Neugebauer

La transformacion de Kramer-Neugebauer actia en las variables de uno de los
lagrangeanos anteriores, y nos lleva soluciones de las ecuaciones de movimiento a
soluciones de las ecuaciones de movimiento para el otro lagrangeano.

Definicién 4.3. Sean 0,V y p definidos como en el capitulo 1. La transformacion
de Kramer-Neugebauer es el mapa K : S — S de soluciones a soluciones tal que

o 5:0+ilnp—%A (4.74)
AP
A A=— 4.
— = A (4.75)
B — B (4.76)

donde B estd definido como A~19,B = A~'¢,,, 0" B.

Esta transformacién es la que vincula las variables presentes en los lagrangeanos
de Ehlers y de Matzner-Misner.

Observacién 4.6. La importancia de la transformacion de Kramer-Neugebauer
es que relaciona soluciones que son regulares en el eje con soluciones que no son
regulares en el eje. Ver [18] para més detalles acerca de la transformacién de Kramer-
Neugebauer.

4.4.4. Transformacion de Kramer-Neugebauer extendida a

~

%

Hasta ahora hemos trabajado con las variables originales de la teoria: o,p y
V. En esta subseccion, extenderemos la transformacion de Kramer-Neugebauer que
definimos en la subseccién anterior de forma que incluya a V.

Como el campo fisico es V = f/(’y = 0), es claro que tendremos infinitas maneras
de extender a K, pero a orden cero en vy cada una de las extensiones posibles tendran
que coincidir.

Proposicién 4.3. Sea

0 —iz /2
ve = (0 7). (4.77)

~

entonces la transformacion K> que mapea V en N(ﬁ)VN(v) es una extension de
la transformacion K de la subseccion anterior.
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Demostracion. Se puede encontrar en la seccién 6 de [6]. O
Para simplificar la lectura, notaremos s := ﬁ La extension K> que elegimos

antes es especial dentro de las extensiones posibles de K, como se muestra en [6]:

Proposicién 4.4. Sea V una solucién al sistema lineal ju = f;—laufz. Entonces
K>®(V) también es solucion al sistema lineal.

De esta manera, tenemos una transformacion entre soluciones V, que en el limite
v — 0 es la transformacién K del sistema original.

4.4.5. Construcciéon del algebra de simetrias

Para estudiar la estructura del dlgebra de simetrias, primero estudiaremos la
accion del tangente a SL(2,R) en V, que se denomina la accién infinitesimal del
grupo de Ehlers. Esto nos dara una idea de como tratar las variaciones infinitesimales
del sistema lineal.

Luego, haremos el pushforward por (K*)~! de la misma accién infinitesimal
en K °°(1>), que se denomina la accion infinitesimal del grupo de Matzner-Misner.
La relaciones de conmutacién entre ambas dlgebras daran lugar al algebra loop de

s[(2,R), o sl(2,R), con pardmetro s, que es la accién infinitesimal del Grupo de
simetrias conocido como Grupo de Geroch. Como se prueba en [6]:

Propos1c10n 4.5. Sean oy, ey, fo los generadores infinitesimales del grupo de Matzner-
Misner y &y, éo, fo los generadores infinitesimales del grupo de Ehlers Entonces

ap = —ag (4.78)
éo = —Sf() (479)
f~0 = —87160 (480)

Observacion 4.7. La proposicién anterior nos indica que el algebra de las trans-
formaciones infinitesimales generadas por los grupos de Matzner-Misner y Ehlers es

—

5[(2,R) con parametro s. Esto es, la accién infinitesimal del grupo de Geroch es el
algebra loop de sl(2,R). Por esto es que al sector de las matrices V del modelo se lo
denomina sector loop del modelo.

De esta manera, la accién del grupo de Geroch queda realizada como la accién
del grupo loop, SL(2,R), sobre las matrices V.

Observacion 4.8. Se puede definir una involucién en 5[(/2,\R) que sea una extension
de la involucién de Chevalley en sl(2,R), n(X) = —X*, que denominaremos 7>

PX@s")=nX)®s" (4.81)
Por abuso de notacién, también se denomina 1> al automorfismo generado por
la involucién de sl(2,R) en SL(2,R).

3Donde o = h, eg = e, fo = f en el caso de sly(R). Aqui seguimos la notacién que definimos
en el Apéndice B para dlgebra de Kac-Moody.

76



Capitulo 4

4.5. Matriz de Monodromia

En esta seccién introducimos un objeto importante para el desarrollo posterior
de nuestro trabajo: la matriz de monodromia.

Definicién 4.4. La matriz de monodromia se define como

- A U |
M(w) ==Vy=(V7') = V(W)Vt(;
Dos propiedades de la matriz de monodromia hace que sea mas sencilla de ma-

nipular que V:

) (4.82)

Proposicién 4.6. La matriz de monodromia M(w) cumple que
1. 0+ M =0, y por lo tanto es constante para cada solucion.

2. El grupo de Geroch actia de la siguiente manera:
g(w) - M(w) = g(w)M(w)g(w)" (4.83)

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [6]. O

Ademads, una vez conocida la matriz de monodromia, el campo V se calcula
como solucién del problema de factorizacion de Hilbert para el algebra loop. A
continuacion, y a modo de tener una exposicion completa, presentamos el teorema
de factorizacion para la matriz de Monodromia. El lector puede encontrar los detalles
en [18], [6] y citas de esos articulos.

Teorema 4.7. Sea M(w(z~,2",7)) tal que es simétrica, SL(2,R)—valuada, dife-
renciable en w y que satisface la condicion de Héolder de grado 1/2. Entonces existen
dos matrices U_(x~,x",~v) y Uy (x~, 2", ~) holomorfas en ~ fuera y dentro del circu-
lo unidad respectivamente, teniendo limites continuos en €l, y satisfacen

M(w(z™,2",y)) = Up(z™, 27, )U-(z7,27,7) (4.84)

en el circulo unidad. Esta factorizacion es unica una vez prescripto el valor
- ot N =
U_(z™, 2", v =00).

En la factorizacion de la matriz de monodromia es donde radica la principal difi-
cultad de la construccion de soluciones. Bajo ciertas hipotesis generales, el problema
de factorizacién se reduce a un problema puramente algebraico; ver [34],[6], [24].

En [35] y [24] se pueden encontrar ejemplos de cdmo se obtienen cantidades con-
servadas para el modelo de gravitacion reducido a partir de matrices de monodromia,
como la colision de ondas gravitacionales planas o las soluciones de Schwarzschild y
de Kerr. El proceso es andlogo al explicado en para el modelo de espines de Heisen-
berg.
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4.6. Extension central a ¢

En [35], basado en [6], y en un contexto més general en [4], [3] y [22], se muestra
como el algebra de simetrias se debe extender una vez que incorporamos al factor
conforme . Esta extension del algebra es conocida como extension central, en el
sentido que los generadores que agregamos conmutan con todos los elementos del
algebra inicial.

Veamos esto més detenidamente. En [6] se estudia cémo varia el factor conforme
bajo una variacién en 5@)(1{;)

—
Proposicién 4.8. Sea a un elemento de s1(2,R), que expresada en términos de un
desarrollo ne series de potencias de w se escribe como una combinacion de matrices
a=73 ez nw". Entonces su accion sobre &

~

1 W )

donde a - 6y es una variacion de 6.

Ahora, calculemos el corchete entre dos variaciones.

Proposicién 4.9. Sean o) = YN aPuw y a®@(w) = SN aPw

N > 1. Entonces

, para algun

[a(l),a@)] o = %7{ Tr (g—Zf}_l [a(l),a@)}) dw

1 da?
Z m==_
—1—2 1{ Tr <a " ) dw (4.86)

Observacion 4.9. El primer término es el esperable, pero el segundo término nos
muestra una estructura algebraica que no estaba presente antes: un cociclo. Esta
indica que se precisa una extension central para poder incorporar al factor confor-
me dentro del modelo integrable. Ver el apéndice B para los detalles acerca de la
definicién de la extensién central, en particular la ecuacién [B.33]

Podemos definir una matriz de monodromia M(w) que extienda a la matriz de
monodromia anterior, en el sentido que incluye al factor conforme.

Definicién 4.5. La matriz de monodromia es

M(w) = (V,e”) n ((V, e&)fl> (4.87)

donde ahora ™ es la extension de la involucién 1n>°; y el inverso se toma respecto
al producto de la extensién central del grupo.

Proposiciéon 4.10. La matriz de monodromia extendida cumple
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1. M(w) = (M(w),e%*B(’}’vt)), donde B el cociclo en el grupo loop (ver el
apéndice B de [0]]).

2. auf\;l(w) =0, que implica que la matriz M es constante para cualquier solu-
cion.

Demostracion. En [6]. O

La proposiciéon anterior implica una ecuacién para el factor conforme muy com-
pacta:

1 NN
6=—3 In B(V, V") +¢ (4.88)

para ( alguna constante global.

4.6.1. Sistema lineal para la extension central

Podemos agregar un término central que extiende la conexion ju, y actia sobre
el par (V,d), con la estructura de grupo extendido centralmente dada en el Apéndice
B.

El sistema lineal para (V, ) estda dado por la conexién

Jy = Q,+ uﬂPu F 8i&§ (4.89)
donde % es el generador de la extension central.

Observar que seguimos teniendo un parametro espectral moévil y uno constante.
En la seccion siguiente veremos que podemos prescindir de tener un parametro
espectral mévil al precio de extender aiin mas nuestra algebra sobre la que vive la
conexion de curvatura cero.

4.7. Acerca del sistema lineal que incluye p

Como hemos visto en las secciones anteriores, hemos incluido en el formalismo
de sistemas lineales auxiliares a los campos ¢ y V, dando origen a una realizaciéon
del grupo de Geroch como una extension central de un grupo loop. Como se muestra
en [22], [3] y en [4], también se puede incluir al campo p en la conexién.

Para poder incluir a p, se utiliza el producto semidirecto entre el algebra de
Kac-Moody A} y el dlgebra de Virasoro Vir, ver Apéndice B.

Proposicién 4.11. La condicion de curvatura cero para la conexion (A}l x Vir)-
valuada

k
Ay =2p '0upEs + Qu +uTPL F 3105 (4.90)

implica las ecuaciones de movimiento para p,o y V calculadas en el capitulo 1.
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Observacién 4.10. El pardmetro espectral en la conexiéon A, no depende de los
puntos del espacio-tiempo, es decir, es un parametro espectral fijo. Este tema es
analizado en [22].

Observacion 4.11. La desventaja de la formulacion anterior es que la estructura
de sistema integrable descansa sobre el grupo asociado al dlgebra A x Vir, cuya
complejidad hace que un intento de cuantizacion directo sea altamente no trivial.
Como veremos en el capitulo siguiente, podemos construir una matriz de Mono-
dromia extendida que contiene parte de este grupo, y que sin embargo su estructura
simpléctica presenta propiedades que hacen posible su cuantizaciéon mas o menos
directamente.
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5.1. Objetivos

En este capitulo mostraremos nuestro resultado principal: la simplificacién del
algebra de Poisson de los datos iniciales calculada en el capitulo 3.

Para eso, debemos hacer un cambio de variables, pasando de la zweibein )V a la
matriz de monodromia M. Una vez que expresemos los corchetes en términos de
M, po v 0g el siguiente paso sera expresarlos de una manera unificada: definiremos
una matriz de monodromia extendida, y calcularemos los corchetes de Poisson entre
sus elementos de matriz. La estructura algebraica de los nuevos corchetes es una
bidlgebra de Lie, estructura que se puede apreciar en el sector loop de la teoria
antes de incorporar py y 0.

El camino para la simplificacién de los corchetes consiste en varios pasos inter-
medios: primero, definiremos YV sobre N. Luego, presentaremos el resultado de los
corchetes entre los )>, que nos llevara al corchete entre los M. Este es el principal
resultado de [19] y [I8]. Estos corchetes son equivalentes a los obtenidos en [28],
a partir de una formulacién candnica en términos de datos iniciales espaciales en
espacio-tiempos asintéticamente planos.

Luego de presentar los resultados previos, entraremos en el trabajo central y
nuevo de la presente tesis:

= El calculo de los corchetes entre ¢ y f), que nos permitiran obtener los corche-
tes entre 6o y M. El corchete entre py y M es nulo, resultado que es esperable
debido a que el corchete entre V y pg es nulo.

= Siguiendo ideas de [6] y [35], definiremos una matriz de monodromfa extendida
M, de manera que incluye a 6y y po, v escribiremos los corchetes obtenidos

en el capitulo 3 en una sola expresién para ¢ M(v), ./\/l(w)}, que es sencilla,
unificada y ya conocida.

= Por dltimo, nos encontraremos con el grupo de Geroch dos veces: probaremos
de manera explicita que la acciéon del grupo de Geroch es Lie-Poisson sobre el
sistema restringido a M y sobre las M.
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Los tres resultados nos conducen a una estructura de biadlgebra de Lie en el
espacio de los datos iniciales sobre N, dejandonos en la puerta hacia la cuantizacién
de los mismos.

5.2. Definicién de V sobre N

Consideremos nuevamente las cartas % e y* sobre la variedad M. Recordar que
son coordenadas luminicas particulares, tomadas de forma que son p* +¢, siendo ¢ la
misma constante para + y —. Primero, recordar que las funciones p* estdn definidas
a partir de p a menos de una constante aditiva, pues la diferencia es p:

1 _
p=5"=r7) (5.1)
Las coordenadas z* e y* las tomamos variando esa libertad en la constante, de
manera de ser solidarias a variaciones que dejen las hojas nulas fijas, y los valores

de p fijos en los extremos de ellas:

vt =p" = p (S0), y"=p"—p"(S) (5.2)
donde la constante es distinta para ambas cartas. En este capitulo, definimos la
carta a® como un promedio de las cartas 2% e y=*:

a® = p* — po (5.3)

y seguimos teniendo la igualdad p = (a™ —a™).

La razon de definir esta nueva carta esta contenida en la definicion del parametro
de deformacion u: cuando resolvemos la ecuacién diferencial con respecto a las
coordenadas y obtenemos

+
U= wty (5.4)
w+y-

que llamamremos u,. Por otro lado, en las coordenadas a*, la solucién es u, :=

w4at
w+a~?

que estd relacionada con u, mediante un shift en el argumento:

Jw+at Jw—+po+y*
Ug = = = U, (W + 5.5
w+a” w—+po+y” y< Po) ( )

A

5.3. Definicion y variaciones de V en la rama iz-
quierda

En esta seccién nos centraremos en la rama izquierda. Con las coordenadas a®

anteriormente definidas, tenemos que pt = a® + py, p~ = a~ + pg. La conexién
deformada J es

J =Q_ +u.P- (5.6)

82



Capitulo 5

Para a= = —(w + pp), tenemos la divergencia integrable que hemos comentado
en el capitulo 4.

Una vez que tenemos la conexién deformada definida en la rama izquierda, es
natural definir f)(p) como el transporte paralelo de ¥V en un punto de referencia
mediante las matrices de transporte asociadas a la conexion deformada. Si el valor
de referencia es V en el eje, que notaremos V(0), y si

T(p,q) := Pelr’ (5.7)
son las matrices de transporte entre puntos p y ¢ de N, entonces

V(p) :==V(0)T(0,p) (5.8)

Siguiendo [19], definimos a V como sigue: tomamos como valores de referencia

las valuaciones de V sobre Np. Transportamos estos valores al eje con la conexién J,

no deformada, y luego volvemos al punto de partida transportando paralelamente

con la conexion deformada. De esta manera, definimos v para un valor de y~, sobre
N, como

V(y) = V(y )Pl Tpeki s (5.9)

donde J, indica que deformamos segun el pardmetro u,,.
Manipulando algebraicamente la expresion , en [19] se muestra que esa ecua-
cion es equivalente a la siguiente ecuacion

V(y~) = Pels (m=VEV =y (g (5.10)
Observacion 5.1. 1. La ventaja de la expresion sobre la expresién [5.9| es

que esta bien definida aunque V sea singular en la linea de mundo del eje de
simetria. Trabajaremos admitiendo variaciones singulares de los V), y al variar
estamos considerando tales variaciones (ver [19]).

2. Recordar que los datos iniciales son V sobre la doble hoja nula N. Con esta
definicién establecemos una correspondencia uno a uno entre los datos V y M,
moédulo gauge. Ver [18] para més detalles.

Calcularemos variaciones de f), con la posibilidad que las funciones p~ cambien:
recordar que nuestro objetivo en ultima instancia es calcular la variacién de 1% bajo
{60, -}, asf que debemos permitir que haya variaciones en p*, ya que {-, ¢} acttia de
manera no trivial en py. Como el célculo de los corchetes es para y* fijo, introducimos
la variacion en p~ mediante la constante aditiva py. De esta manera estamos tratando
ambas ramas de manera simétrica, pues se defina la carta a* como el promedio de
las z% e y*.

Para simplificar un poco la notaciéon, llamemos S(a, b) := Pelaw=1)VPv=ldz

Como primer paso hacia los corchetes de M(v) con &y, usaremos la siguiente
férmula de [19] para las variaciones de V:

Proposicion 5.1. Una variacion admisible de V es igual a
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VAP = V2 [T DAY VT ) (5

donde Xy = X+ u™ ' X,.

5.4. Corchete de 6y con M

Calcularemos el corchete entre 6o y M(w) para 0 < w < 2pg, que corresponde a
un punto de deformacién en el interior de N7.

Como vimos, la involuciéon n*° deja la conexion J invariante, pues 7y > % es una
de las simetrias.

Proposicién 5.2 (Breitenlohner y Maison, [6]). La libertad en la definicion de M
dada por

M(w) = S(w)M(w)n(S~ (w)) (5.12)

se puede eliminar tomando V(vy) como holomorfa en un dominio que contenga el
disco unidad abierto.

Observacion 5.2. La independencia en las coordenadas del espacio-tiempo reduci-
do hace en particular que M(w) no tiene informacién alguna acerca del branch cut
en el plano w.

Nuevamente, tenemos

M(w) = lim V(z, v(w + ie) )V (3:, ’y(;) (5.13)

e—0 w + ie)

y esto a su vez es

M(w) = g%wx,»y(w +i€))V!(z, y(w — i€)) (5.14)

donde estamos asumiendo que w estd sobre el branch cut (para que valga la igual-
dad). Para simplificar la notacién, sea

~

Uy(w) =Vy(wyy~ = —w) (5.15)

es decir, la valuacién de V, en el punto de deformacién. El subindice y indica que
deformamos segun el pardmetro u,. De esta forma, tenemos

M, (v) = Uy (o)} (v) (5.16)

)

Observar que si usamos las coordenadas a®, debemos deformar por u, y segtin
tenemos

Ma(w) = M, (w + po) (5.17)

Primero, calcularemos el corchete de s con ,,. Para eso, usamos la ecuacion [5.11}
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—w

N u _
U] =2 [ Tw) DAV VT ) (5.18)
0
donde usamos que [V~'6V]; = 1V71§V]y = 0 cuando y~ = —w.

Entonces, por [3.30] :

Ui {ond}] = —4pyTr {pﬂ /Ow T(—w, ~)%\/5D(\/,51243E(50, NT(-, —w)
(5.19)

2.

Esta tltima integral es cero, pues D(y/pAe(So, 2)) es proporcional a §(Sy — z),
que esta fuera del intervalo de integracion, pues estamos bajo la condicién y~ =
—w >y, = —2po. Entonces,

[uz}l {&O,L?y}L —0 (5.20)
Luego,
{60, My(w)} =0, we (0,2p) (5.21)
Entonces,
{60, Mo(w)} = {60, My(w + po)} (5.22)
= {60, po} OwMy(w + po) (5.23)
_ iaw/\/la(w) (5.24)

A partir de ahora nos olvidaremos del subindice a en la matriz de monodromia.
Llegamos asi a uno de los resultados centrales de este trabajo:

{60, M(w)} = iaw/w(w) (5.25)

5.5. Estructura Lie-Poisson en el sector loop

Como primer paso para mostrar explicitamente la estructura Lie-Poisson de los
corchetes de Poisson completos de nuestro modelo, primero mostraremos que el
corchete en el sector loop tiene estructura de bidlgebra de Lie. Para esto, necesitamos
los corchetes de Poisson entre las matrices de monodromia M(v). En [19] se calculan
los corchetes de Poisson para las matrices )% primero, para luego calcular el corchete
entre las matrices M.

El célculo de [19] es técnico, aqui sélo presentamos el resultado final:

{0 M0 = oo 55| (0M00 M) + MEuy M0+ (5.26)

FM)Q M) + Mu)ﬁ«vmt)
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donde hacemos uso de la notacién tensorial y §2 denota el elemento de Casimir

12
de sl(R): Q = %(almai + toyioy, + alza22) (ver Apéndice B para una definicién del
elemento de Casimir). Sobre las trasposiciones en (2, las definimos como:

’) = trasposicién en el espacio 1 (5.27)
Q! = trasposicién en el espacio 2 (5.28)
'Q' = trasposicién en ambos espacios (5.29)

Finalmente, p.v{ ! } indica la distribucién valor principal de Cauchy de ——

u—v u—v’

definida por

. flu,v)p.. [ dudv = lim f(u,v)p.o. {u —

} ] dudv (5.30)
u—"v e—0

lu—v|>€

5.5.1. Accién Lie-Poisson del Grupo de Geroch sobre M (w)

En esta subseccién, mostraremos el corchete de Poisson para el sector loop del
grupo de Geroch que lo convierte en un grupo de Poisson-Lie (Ver Apéndice C),
haciendo explicita la accién Lie-Poisson de este grupo. Este resultado habia sido
mostrado por Korotkin y Samtleben en [30], a partir de los corchetes que ellos
calcularon para la zweibein V, en el problema analogo de colisiéon de ondas gra-
vitacionales planas (dilatén temporal). En nuestro caso, el calculo es general, no
invocamos ningiin comportamiento asintético ni hipétesis extra en la métrica.

Notemos M al espacio de fase y G a un grupo que actia en M bajo la accion
-G XM — M. Sea f € C®°(M) y gel mapa g(y) = v en G (no es mas que el
mapa identidad, que lo notamos de esta manera para tener asi una funcion sobre
G, y que tenga sentido la definicién de los corchetes). Un elemento 7 € G actia en
las funciones f bajo una acciéon definida como:

v @)= f(y- ) (5.31)

Entonces:

g-f(y,x) = (9() - N)lx) = flg() -2) = f(v-x) (5.32)
Con las definiciones anteriores, estamos en condiciones de definir una accién Lie-

Poisson. Diremos que - : G x M — M es una accién Lie-Poisson si preserva el
corchete de Poisson, en el sentido que

{g'flug'f2}G’><M:g'{f17f2}M (5.33)

como funciones de G x M. En términos mas explicitos, la ecuaciéon anterior es

{9- fith2), g fols2)}e (V) {9 fi(v.), 9 f2(0: ) har (@) = {frs fodas (9(7) - @)
(5.34)
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donde en el miembro izquierdo tenemos el primer corchete calculado sobre G, fijando
x, y el segundo corchete calculado en M, fijando g. Ambos son funciones en G x M.
En lo que sigue, notaremos GG para referirnos al grupo de Geroch y Fpq para
referirnos al espacio de fase de los datos M(w), es decir, Fpq es el cociente del
espacio de fase completo por las dimensiones parametrizadas por pg y 0p.
Antes de pasar al resultado central de la seccién, recordamos que la accién de
un elemento v del grupo de Geroch sobre las funciones M(w) de Fp esta dada por

[y - M](w)(2) = M(w)(v(w) - ) = v(w)M(w)y" (w) (5.35)

donde remitimos al lector a la ecuacion [4.83] De esta manera,

lg- M](w)(7y,2) = [gMg'](w)(7, ) (5.36)

Proposiciéon 5.3. La accion del grupo de Geroch sobre F es Lie-Poisson si y solo
si el corchete sobre G es

2

{50}, = gopo |2 | [0 (5.37)

¢ 2k |v—w

Demostraciéon. La idea es probar [5.34] para el caso de la accién [4.83] i.e., que si y
solo si el corchete de Poisson sobre el grupo de Geroch es [5.37] entonces

1 1 1t 2 2 275 1 2
{gMg , gMg } (v,2) = {M,M} (v-z) (5.38)
GXFm Fm

donde para no sobrecargar la notacién, omitiremos los argumentos v y w, recordan-
do que v es el parametro espectral correspondiente al primer espacio del producto
tensorial, y w al segundo.

El lado izquierdo de la ecuacion anterior es

111t 9 2 ot 12 [ 1 2 1tot 12 19t 2 ot
{g/\/lg ,gMg} = g9 {M,M} 99 +{g,g} Mg Mg
GxFpm Frm G

2
g
122 [1t ot
gMgM {g g } (5.39)
G

12
Llamando Y = {g, E]}Gg_lg_l, la ecuacién anterior es

1 Lt g 2 ot 12 [ 12 1t ot ! 2
{gMg ,gMg} = g9 {M,M} g9 +Y(g-M)(g-M)
GX]:M .FM

g MY (g - M) + (g M)V - M)
g M)(g- M) (5.40)
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y mediante la ecuacion [5.26

tot

L1 qt g 2 ot 121 1 12 12 2 1 1 2 1ts
{g/\/lg ,gMg } = 995 p-v. {—} (QMM + M'OM + MO'M + MMtQt) g9
GxFm -
1 2 2 1
+Y(g- M)(g- M)+ (g- M)(Y)(g- M)
1 2 1 2
+(g- M)('V)(g- M)+ (g- M)(g - M)(V") (5.41)
1 1 12 ll 31 1 2
= (2—p-v. {—} 999" g +37> (g- M)(g- M)+
K v—w
+ trasposiciones (5.42)

Por tanto, para que se cumpla la igualdad [5.34] es necesario y suficiente que

1 1 L2 12 1 1 12
sgﬁn —pu. | —— L%]E]Qg_lg_l +Y | AB| = sgﬁn —p.v. QAB| VA, B simétricos
2K w 2K v—w
(5.43)

12 12 12 12 12
12 -
donde sym(X) = X + X' + "X 4 ‘X' Para resolver esta ecuacién, recordamos el

siguiente resultado de algebra lineal:

Lemma 5.4. 50 Z : V. — V es un operador lineal sobre el espacio vectorial V', tal
que ZM + MZ' = 0 para todo operador simétrico M, entonces Z = 0.

La demostracién es directa: ZM + M Z' = 0, en particular para M = Id, asi que
Z = —Z"'. Por tanto, Z es antisimétrico, y entonces cumple [Z, M| = 0 para todo M
operador simétrico. De esta forma, todo vector de V' es autovector de Z, es decir,
Z = cld. Por ser antisimétrico, resulta ¢ = 0.

Generalizando directamente el lema anterior a un operador sobre un producto
tensorial de espacios vectoriales, y aplicandolo en la ecuacion [5.43| a

12 1 2
7 = <ip.v. [ L } ééﬂg_lg_l +Y - iﬁp.v. [ ! } Q) (5.44)

2K v — W 2 v—w

12
deducimos que es necesario y suficiente que Z = 0, esto es

1 2 2 1 1 1 1 12, 1.2
{g,g} g gt =Y=—pu. [ ] Q— —pu. [—] 99Qg g~ (5.45)
G K v w

de donde se deduce
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Observacion 5.3. La matriz p.v. [ﬁ} Q) es la matriz r para el grupo de Poisson-

Lie en cuestién: S m) (ver seccién 4.2.1) y Apéndice C). Observar que la unicidad
de r es a menos de un multiplo de §(v — w)§2:

1

80 = W) g()5w)| = |2 90)50)| 50— w)

pues {2 es invariante bajo la accién adjunta Ad simultdanea en los dos indices.

Para establecer explicitamente la estructura de grupo de Poisson-Lie, podemos

escribir el corchete en términos de matrices r*. La identidad para el valor principal
de Cauchy

T =+ i€ T

1 1
= p.v. [ 1 Fimd(x) (5.48)
sugiere una definicién de r* que resulta la correcta:

Definicién 5.1. Sean r* y r~ los operadores definidos mediante

1 Q
+
ro = —— 5.49
26U — v + 1€ ( )
1 Q
ro= —— 5.50
2KUu — v — i€ ( )
En vista de la observacién anterior, el corchete puede ser escrito en términos de
cualquiera de las matrices r:

12 12
{g,g}G = [Ti,g,g] (5.51)
y cualquiera de los signos da el mismo resultado: este es el corchete de Sklyanin para

SL(2,R) que anunciamos en la introduccién, ver Apéndice C para la definicién.

Observacién 5.4. Las matrices r*

4.2

cumplen con las propiedades de la proposicion

Observar que la matriz » que obtuvimos en la proposicién anterior para el grupo
de Geroch es andloga a la matriz r para la holonomia de la cadena de espines de
Heisenberg. La diferencia es que cambia el grupo sobre el que tomamos el dlgebra:
SU(2) para la cadena de espines de Heisenberg, y SL(2,R) en nuestro caso.
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5.5.2. Doble clasico para el sector loop

En esta seccion haremos explicita la estructura de doble clasico del sector loop
del modelo de gravitacién con simetria cilindrica.

En la subseccion anterior obtuvimos la matriz r asociada al Grupo de Geroch y
su relacién con el corchete de Sklyanin, [5.37 Como se muestra en el Apéndice C,
una vez que el grupo estd munido de una matriz r, tiene asociada la estructura de
doble clasico. .

Sea G el grupo de Geroch, que es el grupo loop SL(2,R). Llamaremos G* al dual
que proviene de la factorizacién dada por las matrices r*. El corchete de Poisson
en el dual, de manera que la accién dressing (ver Apéndice C) de G* en G sea Lie-
Poisson es el corchete de Semenov-Tian-Shansky, [C.44] De esta manera, ahora que
tenemos la matriz r, tenemos una factorizacion en GG y un corchete sobre G*.

El punto de partida es observar que la ecuacién [5.26] es en forma parecida a[C.44]
La manera de comprobar esto es tomar el corchete de Semenov-Tian-Shansky [C.45]

y multiplicar por derecha 01y<72y y definir gy := g 0,, §- = g_; asi, |C.44 tendrd la
misma forma que el corchete para las M.

Sin embargo, no es en absoluto obvio cémo interpretar de manera precisa esta
observacion. Para eso, mostraremos que podemos definir un objeto dentro del doble

clasico asociado SL(2,R) y la matriz r que hallamos antes, que tiene los mismos
corchetes que M.

Definicién 5.2. Dados un elemento g = ¢~'g,4, en el grupo dual G*, sea A :=
t
9+0yg—_-

Proposicién 5.5. El corchete de Poisson para A es igual a[5.26:

{}t(v),i(w)} _ ip.v.[ L ] <Q}1(v)it<w) +AW)QAW) + A@w)LA) + A@w)Adw)Q!

2K V— W

(5.52)

Demostracion. Comenzamos por definir g, = gyo,, g- := ¢g- (aqui -~ no es el
complejo conjugado). De esta manera, recordando que el elemento de Casimir es in-
variante bajo conjugacion simultdnea en ambos espacios, los corchetes de la ecuacién
permanecen iguales para las mismas componentes:

20 {00051} = [po. |2 | Gu0etw) (5.53)

v—w

y los corchetes para las componentes cruzadas resultan

Qn

Vv—w

1 2 1 2

20 {000, 2 0) = i | 2 000 0) = Gl |

v —w

] (5.54)

Pasamos a calcular el corchete entre los A:
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Capitulo 5

2
g
1 9 1 2
+i. i) {705 (0} (5.55)
1 I VO 12 Lo 3
= g | (A0 - 5,05 g @5 )
Lo || (Awy@w) 5.3 ()25 ()5 ()
2/<p'v'_v—w_ v w) — g, (v)g,(w g _(v)g"_(w
Lo (hwpetde) - 5,3, 0275 @ (w
2/<;p'v_'u—w_ w v) = g4 \v)g (w)seg _(v)g (W
Lo | (A
5PV ] v)A(w
1 2 ! 2
(05, (02 0 () (5.56)
Finalmente, como Qf = —", los segundos sumandos de cada linea se cancelan,
y sigue el resultado. O]

Las matrices A, entonces, tienen los mismos corchetes que las matrices de mono-
dromia M, partiendo de la estructura de doble clasico. Sin embargo, A son matrices
imaginarias, pues contienen o, entre sus factores.

Para identificar A con M, observemos que si pasamos a la complexificacién del
doble y definimos una nueva seccion real por la condicién

(9+(v))" = g-(v7) (5.57)

siendo -* el operador de conjugacion y transposicion usual, entonces A es hermitica
para v real

A (v) = g* (v)g' v* = A(v") (5.58)

y se escribe como

A(v) = g2 (v")gL (v) (5.59)

La parte simétrica de una matriz hermitica es real y simétrica, y cumple los mismos
corchetes, tal como podemos verificar con el siguiente calculo para sym(.A):
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{smae. aw} = o dw}+ 5 {awdw) (5.60)

2 2
1 [ 1 ] 12 1,2 2 1 12
= —p.u. (QAA + A" QA+ AQ A + AAtQt)
4K v —w |
1 B 1 7] 1 2 1 9 2 1 2 1
+ —pu. (A”QA + QA A + AA"Q + AQtAt)
4K v —w |
1 1] ! 2 ! 2
= —pu. (stm(A)A + sym(A)" QA+
2K v — w |

2 1 1 2
+AQ sym(A) + sym(.A).AtQt) (5.61)

Asi que sym(.A) es un objeto del doble cldsico que tiene los mismos corchetes y
propiedades que la matriz de monodromia de [19].

5.5.3. Resultado

A continuacion enunciaremos la estructura que presentamos en las subsecciones
anteriores:

—

Sea G = SL(2,R), el grupo loop asociado a SL(2,R), con el producto usual,
y munido del corchete de Poisson que corresponde al corchete de Sklyanin
[C"31] Sea G* el grupo dual asociado, construido con el procedimiento mostrado en
la seccion del Apéndice C. Cada elemento (g—(v), g4+ (v)) € G* se corresponde
uno a uno con una matriz A mediante el mapa

(9-(v), 9+(v)) = g4+ (v)g~ 0y = g+ (V)yg" (v) = A(v) (5.62)

y la condicion para la hermiticidad

(9+(v)ay)* = g-(v7) (5.63)

La componente simétrica de A se corresponde con la matriz de monodromia M
que definimos en el capitulo 4.

El corchete de Semenov-Tian-Shansky en el doble cldsico, [C.44, conduce al cor-
chete entre los M, una vez que se realiza el twist en los elementos del grupo
dual.

Entonces, el grupo de Geroch actia en soluciones M como la accion de G so-
bre G*, ambos complexificados, siguiendo la accion Lie-Poisson presentada en el

Apéndice C.

En las siguientes secciones presentaremos la estructura de Poisson para la matriz
de monodromia extendida, objeto que contiene los otros datos iniciales que presen-
tamos en el capitulo 1: py v 9.
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5.6. Matriz de monodromia extendida

En esta seccion mostraremos que la matriz de monodromia se puede extender de
tal forma que incluye los datos py y 6o (motivados por [35], [22] y [6]).

Definicién 5.3. La matriz de monodromia extendida es
M(w, 6o, po) = e~ 2% M(w)eok (5.64)

que se puede identificar con un elemento de G(A?), el grupo afin generado por el
dlgebra de Kac-Moody A}l. (Ver Apéndice B). Notaremos G a tal grupo.

5.6.1. Corchetes para M

Proposicion 5.6. Los corchetes calculados anteriormente se pueden escribir en for-
ma compacta usando la matriz M y la estructura de Aj. Si Q(v,w) = p.v. [v_lw] Q+
10, ®k —k®0,), entonces

zm{mww} Q0 ) () + AU R0 + 250, 0) A0+

[y
[y

+ M (W) (v, w 4 2p0) M (V) + M ()M (w)'Q (v, w)
(5.65)

i i

L i i K
Demostracion. Para realizar el calculo, escribiremos M(v) = e~ 20% M(v)ek y
notamos el lado izquierdo como

1

1 1 ] 2 2 2
C =2k {6_2”08”./\/1(1))6”0]“, 6_2'”081“./\/1(10)6”0'“} (5.66)

Entonces, escribimos el lado izquierdo a menos de los corchetes que dan cero:

C 2 1 2 1 1
o = 6_2”08“’/\/1(10) e 2p00s GO0k /\/l(v)e”‘)k
K

1 1 2 9 2
+e_2”°8“/\/l(v) ok =200 /\/l(w)e”‘)k

1 2 " 9 12
e 2r000 g =2p00w {M(v), M(w) } g0k gook

1 2 1 2
+e_2”08’“/\/l(v)e_2p°8w %ok M(w) ek

2 2 1 1 2 1
2000 M(w)e 0% § M(v), e b ek (5.67)
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Ahora usamos los corchetes que tenemos para cada uno de los sumandos:

2 1 2 1
C = 6_2”08“’/\/[(@0)6_2'”08” (20, ® k) e”ok./\/l(v)egok
2

1 1 Al 2 2 f

—e_2p°8“/\/l(v)e”°k (k ®20,) 6_2p08w/\/l(w)e”°k
1 2 1 9 12

+2Ke2P000 o= 2P00w {M(v), M(w)} g0k gook

1 2 9 12
+e_2”°a“./\/l(v)e_2p°a“’ (k ® (9w/\/l(w)> g0k g0k

2 1 1 2 1
—672’)08”./\/1(10)6*2”08” <(9DM(U) ® k:) g0k gdok (5.68)

Para cada sumando tenemos:

1.

1 2 1

2 2 1 2 ; ~ ~
672p06wM<w)672P03u (2&) ® k’) erk'/\l/l (v)e‘mk = M(w) (281) & k) M(U)

2. Es la misma linea que la anterior, con los espacios 1 y 2 intercambiados y un
signo de menos extra:

2 1 2

1 1 1 2 2 : ~ ~
_€—2poauM(U)€Jok (k ® 28w) e—2poawM(w)€UOk = —M(U) (k‘ X 28w) ./\/l(w)

A(

FMO) QM (W) + M) M

3. El tercero requiere mas manipulacion algebraica:

1 2

1 2 1 2 ] : 1 2
Qe 2P0 =2p00w {M(U)aM(w)}e‘mkeook = e 2dg 2p°8” [

1 2 2
+M(U>M( )tQt) ook Uok

1
v—w

Ahora usamos las siguientes propiedades conocidas para los operadores p.v. [
y €29

- 1 - r 1 7
ad ad,
D). =pv. | —mm v 5.70
€ Py v —w] p-v _(U+Oé)—w_€ ( )
1] [ 1 ]
ad ad,
- o || o 5.71
© Py v — w | pv _v—(w+a)_€ ( )
1 2 r 1 T r 1 1 2
6—2p08v6—2906wp.v. — p.v. _— e—2p081;€—2p()8w (572)
v —w | v —w
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Entonces podemos agrupar los factores

1 2

pv L] QM(U)M(M)TM(v)piU [v;mpo] QM) 53
FM)p. [t | QM) + M) Mw)po. [[1] 10!

En términos del automorfismo 7, de sl tenemos

1 2 1

" F=nl Q/\/l(v)/\/l(w)—/\/l( )p-zl) E gmo} 0 M) (5.74)
—M(w)p.y [v w— 2,00] QUM( )+M(U>M( )p-v. [v w] Q

con )7 = Qg — ¢, que surge de aplicar el automorfismo en alguno de los dos
espacios tensorlales (el resultado es el mismo independientemente del espacio

en que se aplique).

2

1 2 L2 L 2
672’)08”_/\/[(1})672%61“ <k3 ® awM<w)) edokeaok — M(U) (k & awM(U}))

2 9 1 2 1 2 L
— 72000 A (1) e =200 (a M) ® ) eokeook  — _ M(w) <6v/\/l(v) ® k

Agrupando todo, tenemos

= ./\2;l(w) (20, ® k) ./\1;1(11)

2

—M(w) (k ® 20,) M(w)

—l—p.v[ ! ]QM( )M () — M) {;] VM ()

_me) (av/\lh(v) ® k) (5.75)

Ahora bien:
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[av,fxlh(v)] =0, (Alh(v)) (5.76)

asi que combinando los dos primeros sumandos junto con los tltimos dos permite
reescribir C' como

(5.77)

Como k es central, conmuta con M, asi que podemos reagrupar los términos
para formar el operador 2:

C = M) Mw) (1 (0 @k — k@ By) + po. L ! w} Q>

( @ k — k®0)+pv[ }Q)/\l;l(v)/\%l(w)

v —w
b (oo - ko0, - .L_Mm] o) i
2 1 1
como se queria demostrar. O

Ahora vamos a mostrar como podemos reescribir el corchete que hallamos en
la’ proposicion anterior en la forma de Semenov-Tian-Shansky. Sean QF(v,w) y
Q™ (v,w) las siguientes:

Q*(v,w) = puo. { ] Q+0, 2k (5.79)

Q (v,w) = puo. { ! ] Q—k® 0, (5.80)

Volviendo a la ecuacién tenemos que
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C = M@OMwQ (v,w)+ Q (v, w)M (V)M (w)
—M(@) (S (0w = 200) ) M(w) -
~ M(w) <(~2+(U — 20, w))" M) (5.81)

donde el endomorfismo 7 estd actuando en el dlgebra A}, ver Apéndice B. Otra
expresion equivalente es

C = MM (v,w) + QO (v, w)M(v)M(w)

—M(@) (9 (0,0 = 2p0) )" M(w) -
~ M(w) (Q—(U - 2p0,w))"M(v) (5.82)

Observacion 5.5. Comparar las expresiones anteriores con la ecuacion para el
corchete de Semenov-Tian-Shansky, [C.44]

Es inmediato verificar las siguientes propiedades para OF:

20v,w) = Q(v,w)+Q (v, w) (5.83)
O - o (5.8)
Qu = O (v,w)—Q (v, w) (5.85)

siendo Q41 el elemento de Casimir de A} (ver [23] para mds detalles sobre elementos
de Casimir).
Tenemos entonces la matriz r para la extensién central del grupo de Geroch, a

saber (v, w). Eso conduce a una descomposicién en 7+ como

1
it ———— Q4 0,0k (5.86)
V— W + 1€
1
o= —— 0 —k®0, (5.87)
V— W — 1€

que a su vez lleva a un corchete de Sklyanin para el grupo de Geroch centralmente
extendido (cuyos elementos notamos §)

12 4 L2
{g,g} = [, 99] (5.88)
Si a un elemento del grupo loop extendido centralmente lo escribimos como
glw) == e g(w)e* (5.89)
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el resultado del corchete anterior es

12 12

{g,g} = [, 99] (5.90)
{&g(w)} = dug(w) (5.91)
{p,g(w)t = 0 (5.92)
{&ut =0 (5.93)

para cada componente, o

1 2 9 1o o120 2.1 1. 2\ tp o

{g(v),g(w)} = M ehw <[r ,99] — g0yg +g@wg> etFet (5.94)
exactamente con la forma de las extensiones centrales para grupos de Poisson-Lie

(ver [40]).

En la seccién seguiente veremos que efectivamente existe una accién del grupo
de Geroch sobre M que es Lie-Poisson en el caso que el corchete sobre el grupo es
el de Sklyanin para las matrices 7= que definimos anteriormente.

5.7. Accion Lie-Poisson en el doble clasico exten-
dido centralmente

Comenzaremos definiendo la accién del grupo de Geroch sobre la matriz de mono-
dromia extendida. En lo que sigue, notaremos G para referirnos al grupo de Geroch
y JF para referirnos al espacio de fase de los datos M(w), po vy 69, parametrizado

por M.
Definicién 5.4. Sea g(v) € G un elemento del grupo de Geroch, de la forma

g(v) = e g(v)ett (5.95)
Su accién sobre las matrices de monodromia M = e=2/% M(v)e* se define como

g(v) - M = g(v)Mg' (v) (5.96)

que da como resultado

G(v) - M = e 200m% gy 4+ 2p — )M (v — p)g' (v — p)el? T2k (5.97)

Proposicion 5.7. Si el corchete sobre G estd dado por la accion del grupo de
Geroch G sobre F es Lie-Poisson.

Demostracion. La demostracién es directa. Tal como hicimos en la seccién [5.5], pro-
baremos (manteniendo la notacién sobre acciones de representaciones que introdu-
cimos en esa seccién)

1 L1t 22 ot
{?J/Vlf] , gMg } (v, 7) = {
GxXF

98
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Operando de la misma manera que se hizo en la proposicién [5.3 y definiendo

- 1 2 12
Y= {g,é} g~'g~", tenemos
G

1 L1t 22 9t 12 [ L2 1tot 1 2
{§M§ ,gMg } = 99 {M,M} g9 +Y(@G-M)(g- M)
GxF F
2 1 T 2
+G - M)YVG- M)+ (5- M) V(G- M)
1 2
+(g- M)(G- M)V (5.99)
que nos lleva a la misma ecuacién
1Lt 929t 12 . 12 N L 2
2k q gMg , gMg = <§§Q(Uyw)§1§1 +y) (G- M)(g- M)+
GxF
+trasposiciones (5.100)

Esto debe ser igual al corchete en F para las matrices g - M, es decir el corchete

1 Lt g 2 ot . L 2
2K {§M§ , gMg } = Qv,w)(g- M)(g- M) + trasposiciones (5.101)

GxF

Asi que la igualdad

12 . L2 - -
330, w)g G+ Y = Qv,w) (5.102)

es una condicion suficiente, de donde se deduce que

{s.500] =5 |80 50i00) (5.109)

que es una condicién que se cumple si el corchete en G viene dado por m []

La proposiciéon anterior es una verificacién de que los corchetes propuestos en
[5.88] son consistentes con una accién Lie-Poisson. Por lo tanto, tenemos todos los
elementos del doble clasico en la extension central que hemos construido. Una vez
obtenida la matriz r, a saber i@, la estructura de bidlgebra de Lie nos permite
intentar una cuantizacién del espacio de fase. Esto tltimo va mas alla del contenido
del presente trabajo.

Finalizamos el capitulo enunciando el resultado:

El grupo de Geroch actia en el espacio de fase F como G, de manera que se
wdentifica la matriz v, que es iQ El corchete en G es correspondienta al
corchete de Sklyanin[C.30, y el corchete en el dual estd dado por[C.44).
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La accion Lie-Poisson estd garantizada por el corchete de Sklyanin hallado y de
1gual manera a como hicimos para el sector loop, podemos observar que el corchete
de las matrices M es un twist del cor’chetem para el dual.

Esto nos muestra que el espacio de fase F y el grupo de Geroch G forman un
doble cldsico asociado al dlgebra de Kac-Moody A}.
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Resultado sobre la cuantizacion del sistema

En este capitulo presentamos una simetria a nivel cuantico cuyo limite clasico,
sobre las matrices de monodromia, es la simetria del grupo de Geroch. Este resultado
es nuevo.

6.1. Cuantizacién de M(w)

En [19] se enuncia la relacién de conmutacién para los operadores M (w):

1 2 2 1

R(v—w)M(v) R (w—v+2ih)M(w) = M(w) R (v—w+2ih) M (v)'R* (w—v) x (v—w)
(6.1)

donde x(v — w) = %, y los operadores Ry R’ se definen como
R(u) = (u—ih/2)] —ihQ, (6.2)
R(u) = (u—ih/2)] —ih&Y] (6.3)

12
siendo I = I es el producto de operadores identidad en los espacios 1 y 2.

Observacién 6.1. Esta relacién de conmutacién proviene de la ecuacion RT'T (ver
Apéndice D) para las matrices de transicién.

Observacion 6.2. Es una verificacion rutinaria probar que la ecuacién anterior se
reduce a la ecuacién [5.20] en el limite & — 0.

6.2. Grupo de Geroch como simetria en la cuan-
tizacion
Recordamos que la accion clasica es

9(v) - M(v) = g(v)M(v)g'(v) (6.4)

En indices se lee
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(9(v) - M(0) = 9(v), g(0), " M() g (6.5)
Observar que en el capitulo anterior probamos que el grupo de Geroch tiene
corchete de Poisson compatible con la matriz r del grupo loop, y eso hace que la
cuantizacion sea un Yangiano.
A nivel cuantico, supondremos que hay una simetria que actia mediante el si-
guiente ansatz:

g9(v) - M(v) = g(v + ct)M(v)g' (v + c2) (6.6)

donde ¢; y ¢ son constantes a determinar, y g(v) ahora son elementos del Yangiano.
Esto implica que los elementos del grupo cuantizado cumplen la ecuacién

2

1 2, .1
R(u—v)g(u)g(v) = g(v)g(u)R(u —v) (6.7)
y, componiendo con el anti-automorfismo involutivo del Yangiano (ver Apéndice D,

proposicién [D.2)), la ecuacion

2, 1 1, .2
R(v —u)g(v)g(u) = g(u)g(v)R(v — u) (6.8)
Cualquiera de estas ecuaciones definen el coproducto en el algebra de Hopf, pues
recordar que no es co-conmutativa.
Para obtener una simetria de la ecuacion (6.1 primero debemos encontrar un
andalogo a (6.7 y 6.8 para el operador R'. Para eso, tenemos el siguiente lema:

Lemma 6.1. FEl operador R’ cumple las siguientes ecuaciones en relacion a los
elementos del Yangiano

SR B)w) = (B+u—v—ih) [E(u% é<v>] FAORMB) G (69)
G(u)'R(B)3 (v) = (B + v —u — ih) [é(u% étw)] 50 RGw)  (6.10)

donde B es una combinacion polinomica de u,v y h.

Demostracion. Usando la expresion para R términos de los operadores identidad y
Casimir, tenemos que [6.7] es

((u —v— %) I- th) 3(w)g(v) = §(v)g(w) ((u —v— %) I- msz) (6.11)

y trasponiendo en la primer componente del producto tensorial, tenemos

(o= 2) i - s (oo 5) 1-in0)) = ‘(o))
(6.12)

102



Capitulo 6

asi que

th\ [t t

i ()23 (v) = (u - 3) [gw),é(v)] cin W (613)

Observar que hay que tener cuidado de no conmutar los elementos de matriz de

1 2 -
g con los de g al tomar trasposiciones.

Descomponiendo R’ en el operador identidad I y en el operador de Casimir {2,
y usando la ecuacién anterior

t

sorie) = i ((5-5) 1+ ae) v (6.14)

FiR3(0)Q b () _ _ | (6.15)
= Bru-o-i) [$wde)] + (55 ) i)'+

FiRG0)'Q (u) _ (6.16)
— (Bru—v—ih) | §w).50)| + §ORB) §w)  (6.17)

probando la primera ecuacion.

t
Para la segunda, vamos a la ecuacion [6.8) para despejar (zhé(u)é(v)ﬁ) , Y obte-

nemos

g ) = (v-u-F) [0, F )| o )
SR B @) = b (55 ) 1+ mer) i) (6.19)
- (B - ;) S () + imhwQ'y () (6.20)

ot

= (B+v—u~—ih) [é(u), g (v)] T Z,t(v)tR’té(u) (6.21)
]

Proposicién 6.2. Sic; — ¢y = ih, entonces[6.6 es una simetria de la ecuacion[6.1]

Demostracion. Comencemos por el lado izquierdo, que llamaremos L, de la ecuacion
6.1] para M’s transformadas mediante la accién [6.6}

L= R(v-—w)(g -IM)(U)R’(w — v+ 2ih)(g -QM)(w) t

= R =)0 + ) M) (0 + o) R (w — v+ 208) 2w + el ) M(w) (w + c3)
(6.22)
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Primero usamos la ecuacién [6.9) para invertir el orden en el centro del producto,
con B=w—-v+2th u=v+cyv=w+cy:

L= R(v— w)d(v + 1) M) 3w + o) R (w — vt 2m>t (v + 02)./\2/1§w) t(w + o)t
Hes— e iR — w)(o + ) M) { ] M) (1 + )
(6.23)

Nos concentraremos en el primer renglon. Lo siguiente es cambiar de lugar las
g’s con las M’s: esto es legal porque son elementos de dos espacios de Hilbert inde-
pendientes, y por tanto conmutan entre ellos.

L= R(v— (v + e)o(w + c) M©)R (w — v+ 2B M(w) §(v + c2)2 (w + ca)+

H(es — er + iB)R(v — w)b(v + e ) M(0) PJ (), g(v)] M) (w + o)

(6.24)
Ahora, usamos la ecuacion en los primeros tres factores:

L = a0+ e)g(u -+ e) Ro — M) R (1 = 0+ 2 M) 5(0 +e0) (10 + o)+
+(ca —c1 +ih)R(v — w)fl](v + 1) M(v) { gly(u), 5(1})} M(w)zy (w + ¢3)

(6.25)
Apliacamos la ecuacion en los factores del medio:

L= (v — w)3(w + 1) (0 + ) M(w) R (v — w + Qih)/\l/l(v)th( ) b0+ )3 (w0 + )+

Hea— e+ MR — w)h(v + )M <>{t<>,g<v>]f4<w>5t<w+c2>

(6.26)
Usamos la ecuacion traspuesta por ambos lados en los tres tltimos factores:

L= (v — w)3(w + )0 + 1) M(w) R (v — w + Qih)/\l/l(v)Qt(wt—i- &) b(v+ )R (1 )+
ea— e R0 — )i + ) M() [ (u >,5<v>] M) (w + )

(6.27)
Volvemos a cambiar de lugar las ¢g’s con las M’s

L=x(v-— w)g(w + cl)/\Q/l(w)é(v +¢) R (v —w + 2zh)5t(1§) + C2)Z€4<U>té<v + 2cz)tl%t(tw —v)+
e — 1 + IRV R(0 — w)§(0 + ) M(0) { b, 5@)] M) (w+ )

(6.28)
Y por dltimo usamos las ecuacién [6.10] en los factores del medio, para B =
v—w+2th, u=v4+cyv=w-+co:
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Capitulo 6

L=x(v-— w)é(w + cl)é\z/l(w)ét(w + cz)tR't(U —w + 2@7?)&](1} + 61)/\}{@)?(@ + o) R (w — v)+
X — w)g(w + e )M(w) (ca — ¢1 + ih) [gl](v 1), g (w+ )| M) g(v+ )Rt (w — v)+
ez — 1 + MR — w)gl(v + ) M(v) [té<u>, 5@)] M()§ (w+ )

(6.29)

Entonces, si ¢ — ¢y +1h = 0, los términos que contienen conmutadores se anulan,
y resulta

2 1
L=x(v—w)(g - M)(w)'R"(v—w+2ih)(g- M)()'R(w —v) (6.30)
tal como queriamos demostrar. O
Observacién 6.3. Si fijamos que |c;| = |c2|, entonces la accién del Grupo de Geroch

cuantico sobre las matrices de monodromia resulta:

g(v) - M(v) = g(v + ih/2) M (v)g' (v — ih/2) (6.31)
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Conclusiones

La teoria de relatividad general dimensionalmente reducida a dos dimensiones
ha sido intensamente estudiada en las décadas precedentes. En esta tesis hemos
hecho un somero raconto de los principales resultados en la direccion de obtener una
estructura simpléctica en los datos iniciales caracteristicos, para relatividad general
con simetria cilindrica, que sea la antesala a una cuantizacion.

A continuacién, enumeramos los resultados que hemos obtenido:

= Mostramos la estructura Lie-Poisson en el sector loop de la teoria, obteniendo
los corchetes de Poisson para los elementos del grupo de Geroch que
concuerdan con los obtenidos en [28]. Nuestro resultado es més general, pues
no usamos la hipdtesis de comportamiento asintoticamente plano de la métrica.

» Construimos la matriz de monodromia extendida, [5.64] y mostramos cémo los
corchetes de este nuevo objeto contiene la informacién del algebra de Poisson
de los datos iniciales que definimos en el capitulo 2. Mostramos ademas que
la accién del grupo de Geroch sobre la matriz de monodromia extendida es
Lie-Poisson, indicando que el espacio de fase y el grupo de Geroch forman un
doble clasico asociado al algebra de Kac-Moody Al

= Como resultado en la teoria cuantica, mostramos la existencia de una simetria
a nivel cuantico que actiia de manera analoga a la simetria del grupo de Geroch
en las matrices de monodromia, [6.31]

El primer resultado nos sirve, por un lado, como comparacién con la bibliografia
previa ([30]) y, por otro, como primer paso para comprender la estructura subyacente
del modelo, requisito indispensable si pretendemos extender los resultados de [19].

La construccién de la matriz de monodromia extendida estd basada en la de-
finicién que hacen Breitenlohner y Maison en [6], y més tarde Nicolai en [35], a
partir de la cual hallan la férmula [4.88 Una diferencia radica en que su expresién
considera el valor de o, el exponente conforme, en una curva espacial, mientras que
nuestro dato inicial es o sobre la interseccion de las dos hojas nulas, Sy; el elemento
central lo llamamos k por analogia con los trabajos previos que mencionamos. La
otra diferencia es que agregamos un factor que contiene a la densidad de area de .Sy,
que llamamos py. Esta idea la extrajimos del andlisis que hacen Nicolai y Julia en

106



Capitulo

[22], y més tarde Bernard y Julia en [4]. En nuestro caso, no tenemos explicitamente
las simetrias que provienen del algebra de Virasoro, gracias a que el dilaton esta en
el gauge de Weyl (tomamos como coordenadas a las funciones p*). Sélo aparece la
derivacién 0y (ver apéndice C), que es el elemento que acompana a k en la exten-
sion central del algebra loop. De esta manera, el resultado al que llegamos es que la
matriz de monodromia extendida es un elemento de la exponencial del algebra de
Kac-Moody Ajf.

Sobre el resultado de una simetria cuantica que en el limite clasico se reduce a la
simetria clasica del grupo de Geroch sobre las matrices de monodromia, observamos
que es lo esperable.

Las lineas de investigacion que surgen del presente trabajo son varias y extensas,
dando lugar a una amplia gama de trabajo. Entre las futuras investigaciones que se
pueden realizar, remarcamos las siguientes:

» Investigar si podemos extender nuestro estudio de manera de incorporar las
constantes de twist, que mencionamos en la introduccion, ya que con estos
tendriamos todos los datos de la teoria general sin simetria en el modelo con
simetria cilindrica.

» Estudiar las dlgebras cudnticas (por deformacién) posibles para el doble clasico
que obtuvimos.

= Buscar representaciones sobre cierto espacio de Hilbert que realicen la cuanti-
zacion algebraica.

» Estudiar las propiedades del operador pg, la densidad de area en Sy. En par-
ticular, su espectro.
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Apéndice A: Miscelanea

A.1. Férmulas para derivadas de Lie

Derivada de Lie en términos de la conexion:

Lxuta203y oy = XV u 208y oy + D a1y o Ve X%+

Al
+ZZ uala2a3.”b1...bi_lc...vbiXC ( )
En el caso particular de una 1-forma, la férmula anterior resulta:
Lxug = XVyu, +up Vo X° (A.2)

Una demostracién de las mismas se puede ver en [48], Apéndice C

A.2. Variedades pseudo-Riemannianas

Definicién A.1. Una variedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M y
una familia de mapas ¢, : U, C R® — M de abiertos de R™ en M tales que:

1. U, ¢a(Us) = M.

2. Para todo par o, 8 tal que ¢, (Un)Nds(Us) = W # (), los conjuntos ¢, (1), ¢51(W) C
R™ son abiertos y las aplicaciones gzbgl o ¢, son diferenciables.

3. La familia {(Ua, ¢o)},, es maximal respecto a las dos condiciones anteriores.

Definicién A.2. Para cada p € ¢,(U,) C M, los mapas ¢,lpha se denominan
parametrizaciones alrededor de p, y ¢! se denominan cartas locales alrededor de p.

Definicién A.3. Una métrica pseudo-riemanniana es una seccion diferenciable g
del fibrado de las formas bilineales simétricas, tal que el mapa v : M — Z que asocia
p € M con al signatura de g,, es constante.
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Capitulo A

A.3. Sistemas de coordendas moéviles y fijas

En esta seccién introduciremos los conceptos de coordenadas méviles y fijas
respecto a variaciones. Es central para la tesis tener esta distincion entre sistemas
de coordenadas.

Sea ¢ una variacién del espacio de campos sobre una variedad de dimension n,
M. Entonces, podemos escribir a 6 como el tangente a una familia uniparamétrica
de campos sobre la variedad. El parametro que usaremos sera \.

Llamaremos ¢ : R® — M a las coordenadas dadas por un atlas maximal sobre la
variedad, independientes del parametro \. Sean x : R x R™ — M otras coordenadas,
pero que dependen de A. Sea () := x(], -). Para cada \, tenemos el difeomorfismo
g loxy:R®" — R” de cambio de coordenadas.

El ejemplo canédnico es el de las coordenadas normales, que dependen de una
eventual variacion de la métrica, como vimos en el capitulo 2.

Sea f : R x M — R una familia de campos escalares sobre M. Por ejemplo, la
curvatura escalar es una familia de campos escalares si consideramos una familia de
métricas que dependen de A.

Una variaciéon a coordenadas x) fijas la definimos como

0 [fN )] = [ f (N, @)l o g ™" 0wy (A.3)

es decir, la variacién que deja las coordenadas x, fijas de f evaluada en ), es la
derivada parcial de f respecto a A, evaluada en ¢, y luego componer con el cambio
de variables ¢~! o xy. La familia x, es arbitraria, la inica hipétesis es que dependa
suavemente de X. En particular, si z) = g VA € R, entonces tenemos las variaciones
usuales, respecto a coordenadas fijas. En general omitiremos el supraindice en el
caso en que las coordenadas no dependan explicitamente de A, como es el caso de
las ¢. Por tanto, notaremos

o' [f(@)] = d[f(q)]

en ese caso, donde por abuso de notacién no escribimos la dependencia en A de f.
Sin embargo, observar que la ecuacién anterior implica pararse en un punto x,
constante e ir moviéndose sobre él durante toda la variacién, pasando por un camino
de puntos en las coordenadas gq.
Por otro lado, definimos la variacion total de f evaluada en coordenadas x) como

O] = |5 F ) (A4)

que usando la regla de la cadena resulta

SNz =0 N @oqg  oax+ ([Vf(@)]og  oxy) - Vazy (A.5)

donde Vyz,(-) := dhx(A,-); asi que, en virtud de la definicién anterior,

[fNxn)] =" [f@x)] + ([VF(@)] o g™ o za) - Vs (A.6)
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Capitulo A

Observar que el tltimo sumando del miembro derecho no es mas que la derivada
de Lie de f respecto al campo vectorial generador de los difeomorfismos ¢! oz} :
R™ — R™ generados por la variaciéon de las coordenadas xy, V,z,. Llamando y a

tal campo vectorial, obtenemos:

3 [f(@x)] = 0™ [f(@)] + [Lxf(@)] o g 0wy (A7)

A continuacién veremos un resultado que usamos bastante, y donde pondremos
en uso la descomposicion que hemos hecho de las variaciones en términos de gene-
radores de difeomorfismos conformes y de variaciones que dejan fijas las cartas en
las que integramos:

Proposiciéon A.1. Sea 6 una variacion arbitraria, que proviene de una familia
uniparamétrica de la métrica, gx, y fr € C®°(M) para todo \. Sea N C M una
curva compacta suave parametrizada por una funcion xr que depende de la solucion.
Entonces

(5/Nfdx = fla ™ (xp))ox(z™ (zp)) — f(z™ ()0 (x ™ (21)) —i—/ 0% fdx

N

Es un resultado estandar de célculo.
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Apéndice B: Algebras de Kac-Moody

En este capitulo veremos algunos resultados bésicos de la teoria de dlgebras de
Kac-Moody.

B.1. Definiciones Basicas

En esta seccién seguiremos [23], donde el lector puede encontrar las demostracio-
nes de las proposiciones y teoremas que enunciamos, a menos que hagamos explicita
la fuente bilbiografica.

Definicién B.1. Una matriz generalizada de Cartan A = (a;;) € M, (Z) es tal que

aii:2 VZ:L,TL
Qjj =0 :>6Lji:0

Definicién B.2. Dada una matriz generalizada de Cartan A € M, (Z) de rango
[, una realizacién de A es una terna (h,II,I1V), con h un C espacio vectorial, IT =
{ag, ..o} Ch*y IV ={ay,...,a)} C b, y cumplen:

IT, ITY son conjuntos linealmente independientes
aj(ey) = aij Vi, j (B.2)
n—Il=dimbh—n

IT es la base de raices, y II" la base de coraices. Al conjunto Q =" | Za; C bh*
se lo denomina reticulado de raices, y al Q4 =Y | ZTa; C b*

Definicién B.3. Sea A una matriz de Cartan generalizada, (b, IT, IIV) un realizacién.
Introducimos el dlgebra de Lie g(A), de generadores ¢;, f; v b, y producto

W] = Vhl €

h
h,e)) = ai(h)e;  Vi,Vheb (B.3)
h

Notamos por n,,n_ a las subalgebras generadas por {¢;} v {fi}
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Capitulo B

Teorema B.1. 1. g(A) =n_® hdn, como espacios vectoriales.
2. ny (n_) estd libremente generada por {e;} ({fi}).

3. El mapa e; — —f;, fi — —e; y h — —h se puede extender de manera unica a
una involucion & en el dlgebra g(A).

4. Si 8o = {x € g(A) : [h,z])a(h)z}, entonces tenemos la descomposicion res-
pecto a by en espacios raices:

A= Pi.|ove| P i (B.4)

a€Q+ acQ4
Ademds, dim g, < 00 Y g+o C Ny para o € Q4.

5. Entre los ideales que intersectan a by trivialmente, existe un unico ideal maximal
t.

Definicién B.4. Sea t el ideal maximal del teorema anterior. Entonces definimos
el algebra de Kac-Moody asociada a la matriz A como

(B.5)

Las subdlgebras n, se definen como las subélgebras de g(A) generadas por {e;}
y {ei} respectivamente.

Los elementos e’s y f’s se denominan generadores de Chevalley de g(A), vy b la
subdlgebra de Cartan. La descomposicion de la parte 1. del teorema se denomina
descomposicion triangular

9(A) =P =n_obhon, (B.6)
ac@

Un elemento a € @ se dice raiz si a« # 0y dim g, # 0. Una inspeccion cuidadosa
a las definiciones nos muestra las siguientes propiedades de los espacios raiz:

1. go Cngsitae Q.

2. Sia € Qy, ga es el generado (como espacio vectorial) por los elementos de la
forma [... [[e;,, €,] , €i5] --.€;,] tal que a;;, + ... + a;, = . Anélogo para a € Q)_,
con las f’s.

La involucién @ pasa al cociente como w, con la misma accion en los generadores.

Proposicién B.2. El centro de un dlgebra de Kac-Moody g(A) es
c:={heb:{ah)y=0Vi=1,..,n} (B.7)

Ademds, dimc¢=n — [.
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Capitulo B

Definicién B.5. Una matriz A € M, (R) se dice simetrizable si existe un matriz
diagonal invertible D = diag(p, ..., B,) y una matriz simétrica B = (b;;) tales que

A=DB (B.8)

Si una matriz de Cartan es simetrizable, la definicién anterior nos permite definir
sin ambigliedades una forma bilineal simétrica no degenerada en b, que notaremos

C1.):

(af [ h) = (ai,h)Vh € b
(hl | h//) — OVI,L/7 h// E b// (Bg)
donde bh” es tal que h = h” @ span(ITY).
De las definiciones se desprende que
() | o)) = bi;Bi3; (B.10)

que esta bien definido en vista de la simetrizabilidad de A.
Esta forma se puede extender a toda el dlgebra g(A). Como la forma bilineal es
no degenerada en b, tenemos un isomorfismo v : h — bh* definido como

v(h)(hy) = (b | ha)Vh, by € b (B.11)

Teorema B.3. Sea g(A) un dlgebra de Lie simetrizable. Fijemos una descomposi-
cion de la matriz A como en[B.3. Entonces existe una forma bilineal simétrica, no
degenerada y C—valuada (. | .) en g(A) tal que:

~

N[zyy] | 2) = (x| [y, 2]), para todos x,y, z € g(A).

2. (.| .)y estd definida como antes.

5. (9ol 8p) =0sia+B#0.

4. (-] Jgatg_a €S no degenerada para a # 0.

5. [x,y] = (x| y)v ) para x € go, Yy € g0, y @ € A.

El resultado siguiente nos muestra la compatibilidad entre las definiciones hasta
ahora y la teoria clasica de las dlgebras de Lie de dimensién finita.

Proposicién B.4. La matriz de Cartan A se escribe en términos de la forma (. | .)

evaluada en las raices: )
A= (M) (B.12)
(i [ ) ij
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B.1.1. Elemento de Casimir

Dado un g(A)—modulo V', definiremos un operador §2, llamado elemento de Ca-
simir u operador de Casimir, de la siguiente manera.
Tomamos una funcional p € h* tal que

1
pla)) = o i (B.13)

Si detA = 0, no habra una tunica solucién, sin embargo tomamos cualquiera de
las posibles.
Sean u,... y u', ... bases duales de h. Definimos

Q=20"(p) + Z u'u; + 2 Z e e (B.14)
% acQy i

Teorema B.5. Si V' es un g(A)-mddulo que cumple, para todov € V', g (v) = 0 para
toda raiz positiva o excepto finitas, entonces ) conmuta con la accion de Lieg(A).

Por 1ltimo, veremos las relaciones de Serré para los generadores de Chevalley:

Proposicién B.6. Dada un dlgebra de Kac-Moody g(A) con generadores de Che-
valley e; , fi, se cumple (i # j):

(ad,, ) ~%ie; =0

(adfi)l—a,-jfj — 0 <B15)

B.2. Algebras afines como extensiones centrales
de algebras loop

Durante el cuerpo principal de la tesis hicimos uso de muchas construcciones y
propiedades de las dlgebras loop, y de sus extensiones centrales. Es por esto que agre-
gamos esta seccion al apéndice, para poder dar definiciones precisas de los elementos
matematicos que mencionamos en los capitulos de la tesis.

B.2.1. Extensiones Centrales

Una extensién central de un algebra de Lie g es una secuencia exacta corta de
algebras de Lie:

0—2c—=g—>g—0 (B.16)

tal que ¢ C Z(§), el centro de g. Como espacios vectoriales, g = g @ c.
Sea [ : g x g — ¢ una forma bilineal c¢-valuada que cumple las siguientes propie-

dades

1. ﬂ(xay) = —ﬁ(y,x)
2. B(z,[y,2]) + By, [2,7]) + B(z, [z,9]) = 0
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Entonces, el dgebra g = g @ ¢ es un algebra de Lie con el corchete dado por:

[(g,2), (h,y)] = (lg, ], B(g,h)), VYg,h € g,7,y € (B.17)

Las extensiones centrales estan clasificadas por la dimension del espacio cociente
entre cociclos y cobordes, i.e., la clase de cohomologia determina las extensiones
centrales.

B.2.2. Algebras Loop

Sea L := C[t,t7'] el &lgebra de polinomios de Laurent en la variable ¢, i.e.,
polinomios P =3, , cxt® tales que finitos ¢ son no nulos.
El residuo es una funcional de £, que llamaremos Res, definida por:

Res (Z cktk> =c_ (B.18)

kEZ

Consideremos la forma bilineal ¢ : £ x £ — C dada por

6(P,Q) == Res (%Q) , (B.19)

es antisimétrica, y ademés cumple
O(PQ,R) + ¢(QR,P) + ¢(RP,Q) =0 VP,Q,Re L (B.20)

Definicién B.6. Sea g un algebra de simple de tipo finito, asociada a la matriz de
Cartan A. El algebra loop de g es

g:=L®cg (B.21)
con corchete definido como
PRz,Qeyl=PQ®x,y] VP,QE€ L x,y€g (B.22)

Observacion B.1. Se puede identificar el dlgebra loop con el algebra de mapas
racionales C* — g, de manera que el elemento Y. ¢" ® x; corresponde al mapa
ze > 2ty

La forma bilineal en g se extiende de manera natural a g, como una forma bilineal
L-valuada, que notaremos (. | .);:

(Pez|Qey)=PQ(z|y) (B.23)

Ademas, toda derivacién D de £ la podemos extender a g como

D(P®x)=DP)®z (B.24)

Ahora estamos en condiciones de definir el 2-cociclo necesario para realzar la
extension central:
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Definicién B.7. El 2-cociclo 3, C-valuado

B(a,b) = Res ((Z—? | b) > , Ya,b € g (B.25)

Es sencillo comprobar que S cumple las condiciones de cociclo. Observar que
paraa=P®xyb=Q ®y la formula de 3 es
Bla,b) = (P, Q)(a | b) (B.26)
Definicién B.8. Sea g = g ® CK la extensién central (a una dimensién més) de g
por el cociclo 3, con el corchete dado por
[a + MK, b+ pK] = [a, 0], + B(a,b)K (B.27)

d

Por ultimo, agregamos una derivacién d := %, de manera que conmuta con K.

o

De esta manera, contruimos el algebra £(g) con el siguiente corchete

d d
[+ AK + pd, b+ NK + p'd] = ([m Bligop + Hsb = u’%a> + M0, —m (2 | Y) K
(B.28)

—

Proposiciéon B.7. Las siguientes son algunas propiedades del dlgebra L(g):

1. La subdlgebra de Cartan es h & CK & Cd.
2. El centro es CK.

3. Los generadores de Chevalley son

E():t@eo F():til@f()
Ei=1®e FE=1Q/[;

para Fy € go (0 raiz mds alta del sistema de raices de g) que cumple (Fy |
W(FQ)) = —ﬁ E() = —(,U(F()).

—

La forma bilineal invariante en £(g) es la extensién de (. | .) de g, como sigue:

(Pez[Qey) = Res(PQ)(x|y) (B.29)
(CK+Cd|g) = 0 (B.30)
(K|K) = (d|d)=0 (B.31)
(K|d) = 1 (B.32)

Teorema B.8. Sea g un dlgebra de Lie compleja de dimension finita, y A la matriz

de Cartan extendida de g. Entonces L(g) es un dlgebra de Kac-Moody asociada a la
matriz afin A. De esta manera se obtienen todos los casos de dlgebra de Kac-Moody
afines sin twist: Xl(l).
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Veamos a continuacion explicitamente cémo queda el corchete entre dos elemen-

—

tos de L(g) para el caso en que g = su,,. Si A®t" + AK y B®t™ + pK son dos
elementos de £(g), entonces

[A® " + MK, B® ™ + pK] = t"™"[A, B] + 6,snomTr(AB)K (B.33)

Esta ecuacion es la que usamos para deducir la presencia de una extension central
del dlgebra loop en la accién infinitesimal del grupo de Geroch, cf. proposicién [4.9]

B.2.3. Ejemplo 1: Al

Analizaremos el caso mas sencillo de dlgebra de Kac-Moody no finita: la extension
afin de suy(C).

s1,(C) = {X € My(C) : Tr(X) = 0} (B.34)

Como espacio vectorial, tiene dimensién 3. Los generadores son las matrices de

Pauli:
0 1 0 —i 1 0
O = (1 0) oy = (Z 0 ) o, = (0 _1) (B.35)

Notaremos por e; = % (0 +i0y), fL = % (04 +i0y) y hy = 0,. Entonces tenemos

las siguientes relaciones de conmutacién

[h1, hy] 0 (B.36)
[h1,e1] = 2e (B.37)
[hi, fi]l = —2f (B.38)
e, fi] = M (B.39)

Que se corresponden a las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Kac-
Moody asociada a A = (2).
La forma bilineal es la traza, que notamos Tr:

(hy | 1) =Tr(h3) =2 =an, (B.40)

La descomposicion triangular esta dada por

SUQ((C) = Cfl @D (Chl D C61 <B41)

Sea «; la funcional dual a h;. Entonces o y —a son las dos raices, y por lo tanto
la raiz més alta es a.
Entonces Fjy = pep, para algin p que vamos a calcular a continuacion:

1= s = (B () = e | fo) =~ (B.42)

asi que ;= 1. Fijemos p = 1. Por tanto Ey = —w(ey) = fi.
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Es una comprobacién ver que —h; = [Ey, Fp).

Tenemos entonces que los generadores del algebra A} son e = t ® fi, fo =
t'® ey, e1, fi,h, K, d.

Calculemos [ey, fol:

ho := [eo, fo] = [t R fi,t7l® el] (B.43)
= [fuea]l+(file)K (B.44)
= —h+K (B.45)

Esto nos da la otra raiz: el vector dual a hg = K — hq, que es ag = § — o, siendo
0 el dual a d. o
Entonces la matriz de Cartan asociada a L(sus(C)) es

A— <_22 _22) (B.46)

B.2.4. Ejemplo 2: algebra de Virasoro

El dlgebra de Virasoro, Vir, es la extensién central (con centro de dimensién uno)
del 4lgebra de Lie Vect(S') de campos vectoriales complejos suaves en el circulo S*,
con el corchete dado por:

[£(0)0s, 9(0)06) = (f(0)g'(0) — f'(0)9(0))0s (B.47)
La extensién esta definida por el cociclo
B O)00.00)00) = 15 [ (77(0)+ 7 O)a(®)d9 (B.45)

entonces, Vir = Vect(S') @ Cc como espacios vectoriales, siendo ¢ el generador del
centro, y

00090000 = (F0)5'6) ~ 7O+ 15 [ @00 (B.9)
Si tomamos los generadores
dy, := "1, (B.50)
el corchete |B.49| adquiere la férmula conocida
dj, di] = (5 — k)djr + i(jg —j)0j—kC,  jkEZ (B.51)

12

—_

Para un algebra loop £(g), se puede definir el producto semidirecto con Vir, que

notamos £(g) x Vir, de manera que como espacio vectorial es isomorfo a £(g) X

Vir, los corchetes estan dados por [B.49] y los corchetes cruzados son los
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—

correspondientes a dj, actuando como derivaciones sobre £(g) (de ahi que el producto
sea semidirecto):

dpP
[dy, P(t) @ 2 + K] = _tk+1d_t(t) R (B.52)
y dy = —d, el otro generador del centro de E/(E) Esta definicién es la que se usa en

la demostracion de la proposicion [4.11}

Observacién B.2. Definiendo d;, := 6*9y se obtienen relaciones parecidad, y co-
rresponde a un reescaleo del factor frente al elemento central.
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Apéndice C: Doble clasico y cuantizacion
por deformacion

C.1. Introduccion: cuantizacion a la Drinfel’d

En este apéndice estudiaremos las estructuras que hemos identificado y utilizado
a lo largo de la tesis: grupos de Poisson-Lie, acciones de Lie-Poisson, bidlgebras de
Lie y su cuantizacion. Seguiremos los articulos [47], [1] y [31], y los libros [8] y [41].

El formalismo necesario para la cuantizacién segin Drinfel’d ([I1]) es el de las
dlgebras de Hopf. Naturalmente se puede definir una bidlgebra de Lie en este contex-
to, y el concepto de deformacion del dlgebra nos permite definir una cuantizacion.

Como ejemplo, veremos la cuantizacién de sly(C), los Yangianos, y sus extensio-
nes centrales.

C.2. Algebras de Hopf

Definicién C.1. Un algebra asociativo con unidad es un espacio vectorial A munido
de dos mapas lineales en cada uno de sus argumentos

m : A®A— A (C.1)
n : C—oA (C.2)

tales que

1. m y n son operadores lineales.
2. Asociativa: m(m ® 1) = m(1 @ m).

3. Unidad: m(1®n) =m(n® 1) = id.

Observacién C.1. El mapa n se denomina la unidad del algebra, pues n(z) = z- 14,
donde 14 = n(1).
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Definicién C.2. Una co-multiplicacién A en A es un mapa lineal

A:A—-ARA (C.3)
tal que
1. Homomorfismo de algebras: A om = (m ® m) o A.
2. Co-asociativa: (A ® id)A = (id @ A)A.

Definicién C.3. Una co-unidad € es un mapa ¢ : A — C tal que (1 ® ¢)A =

Definicién C.4. Una quintupla (A, m,n, A, ) se denomina bidlgebra.

Definicién C.5. Un élgebra de Hopf es una bidlgebra (A, m,n, A, &) junto con el
mapa antipodal S : A — A, que cumple la siguiente propiedad:

m(S ®id)A =m(id® S)A=noe (C4)
Comencemos con algunos ejemplos:

Ejemplo C.1. Sea GG un grupo topolégico compacto. Consideramos el espacio de
funciones continuas C°(G) junto con los siguietes mapas:

= m(f g)(x) = f(x)g(z), Vz € G, f,g € C°(G).
= A(f)(z@y) = flzy), Yo,y € G, f € C°(G).
» 7(2) = zlg, Vz € C, donde 15 es la funcién identidad en C°(G).
» 2(f) = f(e), Vf € C°(@), donde € es el elemento neutro de G.
= S(f)(z) = f(=z7h), Ve € G, f € CUG).
Entonces (C°(G), m,n, A, ¢, S) es un 4lgebra de Hopf.

Ejemplo C.2. Sea L un é&lgebra de Lie y U(L) su édlgebra envolvente universal.
Entonces U(L) junto con las siguientes operaciones es un algebra de Hopf:

» m es la multiplicacién usual de U(L).
s Alz) =2 1+1®z, Ve e U(L).
» 7(z) =21,Vz € C.

= ¢(1) =1y cero para los demas elementos linealmente independientes de 1 de
UL).
» S(x)=—z,Vr e L CU(L).

El siguiente teorema es un resultado muy importante de la teoria, pues relaciona
las funcionales de un grupo con el algebra envolvente universal del algebra de Lie
del grupo.

Teorema C.1. Sea G un grupo de Lie, L su dlgebra de Lie. Entonces existe un
mapa lineal inyectivo de C(G) en (U(L))*.

Demostracion. La idea de la demostracién se puede encontrar en [47], Teorema
1. O]
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C.3. Algebras de Poisson

Definicién C.6. Un dlgebra de Poisson es un dlgebra conmutativa (A, m,n) junto
con el mapa

{,}=AxA— A (C.5)
tal que
1. A es un dlgebra de Lie respecto a {.,.}.
2. {ab,c} = a{b,c} + {a,c}b.

Definamos el mapa de intercambio 7: A® A - A® A como T7(z ®y) =y Rz,
Vr,y € A® A. Entonces, por la propiedad universal del producto tensorial, el mapa
{.,.} define v: A® A — A tal que los propiedades de {.,.} en términos de 7 son:

1. Antisimetria: yo 7 = —7.
2. Identidad de Jacobi: y(1®y)(1®1®1+(1e@7)(te1l)+(t®@1)(1®T1)) = 0.

3. Leibniz: y(m® 1) =m(1@9)(1®1®1+717®1).

Definicién C.7. Dadas dos dlgebras de Poisson, (A, ma,v4) y (B, mp,v5), decimos
que un mapa f : A — B es un homomorfismo de algebras de Poisson si:

. mea:mBo(f®f)'
» foya=Bo(f®f)

Ejemplo C.3. Un dlgebra de Lie que tenga representacién matricial, en ese caso el
producto m es el producto matricial usual, y el corchete de Lie el conmutador.

Observacion C.2. Si A y B son élgebras de Poisson, entonces A ® B también lo
es con el corchete

Yagp = (Ya®@mp +ma®@yp)(1®7®1) (C.6)

Definicién C.8. Un algebra de Poisson Hopf (bidlgebra de Poisson) es un dgebra
de Hopf (bidlgbera) con estructura de Poisson compatible con el coproducto, de la
siguiente forma:

Vaga© (A®A) =Aoyy (C.7)

Definiciéon C.9. Una bidlgebra de co-Poisson es una bidlgebra co-conmutativa
(A,m,n, A, e) junto con un mapa 6 : A - A ® A tal que

1. Co-antisimetria: 70 = —4.
2. Identidad de co-Jacobi: (1®1®@1+(1®7)(t®1)+(7®1)(1®7))(1®J§)6 =0
3. Co-Leibniz: (A®1)i = (1®1®1+7® 1)(1®J)A.

4. m es homomorfismo de élgebras de co-Poisson: (m ® m) o daga = 0 o m.

donde dag4 = (1®7®1)(0@A+A®0) es la estructura de co-Poisson en el producto
tensorial A ® A.
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C.4. Grupos Poisson-Lie y bialgebras de Lie

Definicién C.10. Un grupo de Lie G se dice grupo de Poisson-Lie si C*°(G) es una
algebra de Poisson-Hopf.

Observacion C.3. Vemos entonces que el corcehte de Poisson tiene que cumplir
cierta relacion de compatibilidad con el coproducto, y que por tanto no todo corchete
de Poisson en C*°((G) da lugar a un grupo de Poisson-Lie.

Sea G un grupo de Lie de dimensién finita, L su algebra de Lie y {X,}4m¢ un
conjunto de campos vectoriales invariantes a derecha de G, tal que {X,(g)}dm¢% c
T,G es una base. Entonces un corchete de Poisson en C*°(G) se puede expresar en
términos de 7 : G — L ® L, pues como {¢,.} : C*°(G) — C*°(G) es una derivacion,
se deduce que

{0.019) = Y 1™"(9)Xu(D)(9Xs(¥)9)  VYgEG 6,9 €C(G)  (CB)

de donde

{6,9}(9) = D _n™(9)(do(g) ® dip(9))(Xal9) ® Xu(9)) Vg € G, 0,0 € C=(G)

(C.9)
Asique n: G — L ® L, que mapea g — >, 1%(9)Xu(g9) ® Xp(g).
Como es usual, podemos identificar X,(g) con X,(e), pues este ltimo determina
X, en todo el grupo gracias a la traslacién por derecha; podemos entonces a partir
de ahora omitir el argumento en X, sin riesgo a ambigiiedades.

Definicién C.11. Dados los espacios de mapas

C"G;L) ={\:G"—>L®L} (C.10)
se definen los operadores de coborde d¢g : C"(G; L) — C™*1(G; L) como

(06 A) (g1 gn1) = 917 M2, oo Gnrr) + (1) A (g1, . 90)  (C11)

Z(_l)i)\(gb ey Giit1s o Gnt1) (C.12)

i=1
donde la accién de G en L@ L esla usual: - X @Y = Ady X ® Ad,Y = Ad,(X ®Y).
Se verifica la identidad §2 = 0, como es usual para los operadores de coborde.

Definicién C.12. Sea A\ € C"(G; L) para algun n. Se dice que A es un cociclo si
daA = 0; se dice que A es un coborde si existe p € C"71(G; L) tal que du = .

Proposiciéon C.2. Sean: G — L ® L el mapa asociado al corchete de Poisson en
C*(G). Entonces la ecuacion de compatibilidad para el corchete y el dlgebra de Hopf
es equivalente a la condicion de cociclo para n: 6gn = 0.
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Definicién C.13. Sea ¢, : L — L ® L el mapa

d

Eﬁ(etx)’tzo (C.13)

El mapa ¢, es una l-cocadena en la cohomologia de dlgebras de Lie.

Pn(X) =

Proposicién C.3. Sea G un grupo de Lie-Poisson. Entonces ¢, cumple las siguien-
tes propiedades:

1. ¢, es co-antisimétrico.
2. ¢, cumple la identidad de co-Jacobi.

3. ¢y es un 1-cociclo, i.e., la 2-cocadena d¢, se anula:

0 = ad(8,(Y)) — ad (6,(X)) - 6y([X. V) (C.14)
donde ad%(Y @ Z) = [X,)Y]|® Z+Y ® [X, Z].

Definicién C.14. Una bidlgebra de Lie es un algebra de Lie L junto con un mapa
¢: L — L® L que cumple las propiedades 1,2 y 3 de la proposiciéon anterior.

La definicién anterior es andloga al contexto general, ver [31].

C.5. Ejemplo: el doble clasico

La construccion dada en esta seccion es para algebras de Lie de dimension finita,
pero la misma se generaliza naturalmente para algebras de Lie de Kac-Moody. Ver
los capitulos 2 y 3 de[8] para mas detalles.

Comenzaremos observando que la condicién de cociclo dgn se cumple trivialmente
si es un coborde, i.e., si existe r € L ® L tal que n = dgr.

En términos de cohomologia del édlgebra de Lie L, esta condicién implica (ver
[47] para més detalles) que se cumple la siguiente ecuacion en el dlgebra envolvente
universal:

o(X)=[rleoX+X®l]= [r,)l(nt)zf] (C.15)

donde estamos haciendo uso de la notacién tensorial de indices libres, que identifica
12

los operadores S®T con ST, indicando con el indice el espacio del producto tensorial

1 2
donde actia cada operador. Por convencion, X = X ® 1y X =1® X.

El siguiente resultado nos garantiza una condicién necesaria y suficiente para
que r determine una ¢ que sea co-antisimétrica y cumpla la identidad co-Jacobi.
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Teorema C.4. Sea L un dlgebra de Lie y r un elemento de L& L, que escribiremos
r=1r%X,® X,. Definimos

1
ry = i(Tab—F?”ba)Xa@Xb (016)

1
roo= §(rab — "X, ® X, (C.17)
re = X, @X,®1 (C.18)
r3 = X, ®10 X, (C.19)
rs = r1®X, 0 X, (C.20)

Entonces el mapa ¢ : L — L ® L dado por

d(X)=[rn1e X, Xa1], VX eL (C.21)

convierte a L en una bidlgebra de Lie si y solo si
1. ry es Ad-invariante, i.c., Ad(ry) =7,
2. B = [ria,m13] + [r13, 23] + [r12, 23] es Ad-invariante, i.e., Adg(B) =0

Definicién C.15. El caso en que B = 0 corresponde a la ecuacion clasica de Yang-
Baxter, mientras que la genrealizaciéon Adf;(B ) = 0 se denomina ecuacién modificada
clésica de Yang-Baxter.

A partir de ahora, asumiremos que L es semisimple, y que tiene una forma bilineal
invariante no degenerada Tr,y cuyas componentes notaremos rq,. Asumiremos que
{X,}9m L s una base ortonormal respecto a Tr. Notaremos por = S0 % X, @ X,
al elemento de Casimir en U(L), y f% las constantes de estructura del dlgebra de
Lie: [ X X% = febX©.

Observacién C.4. Observar que sumar o restar  en ™ mantiene las condiciones
necesarias y suficientes, debido a la propiedad de §2 de ser Adg—invariante.

Sean 7T =rT X, @ X, y 1~ = "% X, ® X, dos soluciones a la ecuacién clésica
de Yang-Baxter, tales que

ptob = _pba (C.22)
rt—r- = Q (C.23)

La forma bilineal invariante nos permite definir R* € End(L) mediante

RE(Y) = Tro(r(1 @ Y)), VY €L (C.24)

Escrito en términos de indices,

[RE(Y°X,)], = r™ XY 'Tr(XX.) (C.25)
- riachYdK“dc (026)
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asf que el operador R* = Ri*X, ® X" cumple
REFYP = pFabg, ye (C.27)
para todo vector Y = Y°X..

Proposicion C.5. Es directo que:

Rt — R =id; (C.28)

R*R™ =R R' (C.29)

A partir de lo que vimos en la seccién anterior, podemos construir el corchete de
Poisson en las funciones suaves de G a partir de r*.

Definicién C.16. El corchete de Sklyanin se define sobre C*°(G) como

{fi. folalg) = D r= (XX () (9)XE(f)(9) — XEA(9)XE(f)(9)  (C30)

ab

donde Xy X son los campos invariantes a derecha y a izquierda, respectivamente,
asociados a la base {X,} de L.

Proposicion C.6. El corchete de Sklyanin cumple las siguientes propiedades:

1. No depende del signo que se tome para r.
2. FEs efectivamente un corchete de Poisson.

3. En una reresentacion matricial de los elementos de G, los elementos de matriz
cumplen

12 12
{9:9}c = [ri,gg} (C.31)
donde da lo mismo con cualquier eleccion de signo.

Demostracion. Ver [§] para mas detalles. O

Ahora, definiremos un corchete en L*. A partir de un corchete de Poisson en G
tenemos un corchete de Lie en L* mediante la féormula

[def7 deg]L* = de ({f7 g}G’) (C32>
para todas f,g € C*°(G).

Observacién C.5. Dualizar el corchete de Poisson {.,.}s v dualizar el co-corchete
de Lie ¢ dan el mismo resultado.
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Proposicion C.7. Identificando L y L* mediante la métrica kq, el nuevo corchete
en L es

[X,Y], = [R*X,Y]+ [X,R*Y] (C.33)
% (IRX.Y] + [X, RY]) (C.34)
donde R=R"™ + R™.

Observacién C.6. La identidad de Jacobi para [.,.], se deduce de la identidad
de Jacobi para el corchete de Sklyanin, o de la identidad de co-Jacobi para el co-
corchete.

De esta manera, tenemos construida una bialgebra en L x L*, compatible con la
estructura de algebra de Poisson Hopf de C*(G).

La siguiente proposicion nos aclara la compatibilidad entre ambas estructuras de
Lie en L.

Proposicién C.8. R* : (L,[.,.]) = (L,[.,.]g) es un homomorfismo de dlgebras de
Lie.

Demostracion. Ver [43]. O

Proposicion C.9. FEl operador R cumple la ecuacion modificada cldsica de Yang-
Bazxter:

[RX,RY] — 2R ([X,Y],) = — [X,Y] (C.35)

Definicién C.17. Sean L. := Im(R*). La proposicién anterior garantiza que son
subalgebras de Lie de L.

Proposiciéon C.10. Todo X € L admite una descomposicion de la forma

X=X,—-X_ (C.36)
para X, € Ly, X_ € L_. La descomposicion es unica modulo elementos de la
subdlgebra de Cartan de L.
Observacién C.7. r¥ € L1 @ L.

Proposicién C.11. La relacion entre los dos corchetes sobre L (identificando nue-
vamente L* con L mediante la métrica de Cartan-Killing) es

(X, Y]p = [X4, Ya] 4+ [X_, Y] (C.37)

Hasta ahora tenemos: un algebra de Poisson Hopf, tal que el algebra de Lie es
una bialgebra. Construimos el ejemplo a partir de la condicién de cociclo, tomando
1 como coborde de una r. A continuacién mostraremos que la matriz r también
permite definir una accién de cierto grupo sobre GG, y que esta accién es una acciéon
Lie-Poisson.
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Definiciéon C.18. Sea G* el grupo generado por la exponenciacion del algebra
L,[-,"]5- Lo podemos pensar como pares ordenados de la forma

G = {(g9-,94) 1 g- =¥ g =} (C.38)
La estructura de multiplicaciéon es
(g—ag+) ’ (h—7 h+) = (g—h—7g+h+) (C39)
Proposicién C.12. G ~ G* como variedades, bajo el mapa (g_,g+) — g g4

Observacion C.8. 1. La equivalencia G ~ G* establece una factorizacion tnica
en G (médulo el toro maximal generado por la subalgebra de Cartan).

2. El producto en G* se entiende en términos del producto de orden normal:

g = 19794 (C.40)
h o= :h'h, (C.41)
gXg-h = :1g- 9+h 1h+ Lg~'hz g+h+ (C.42)

La idea es tener un corchete de Poisson en G* tal que al pasar a L™ ~ L
obtengamos el corchete de Lie original, [-,-].

Definicién C.19. El corchete de Semenov-Tian-Shansky sobre G* viene dado por
la férmula (ver [44])

2{0,0} = (R(X"(¢)), X"(¥)) + (R(X*(¢)), X (1)) —
—(R(X"(¢)), X" (1)) — (R(X"(¢)), X"(v)) +
+HX(9), XH () — (XH(0), X (1)) (C.43)

donde (XH(0)(x),€) = (%), #(e’a) ¥ (XR(3)(@),€) = (), 6(xe®), para todo
x en el algebra y x en el grupo.
En una representacion matricial de G resulta:

12 112t2 11272 1212F  12F12
{g,g}a* =—gr g—gr g+ggr +7 gg (C.44)
donde no depende de la eleccién de signo en los casos que indicamos 7+,

En términos de cada componente, podemos escribir el corchete como

( (1 2 'i12‘

9> 9+ = — |7 9+9+

1 2 _ ]F12=

g_,g9_ o r,9_g_

12 y (C.45)
{9 9}*:—T7979+

1 2 =+12=
\{9 9}*:—7“79#77

Proposicion C.13. La multiplicacion en G* es un mapa de Poisson respecto al
corchete de Semenov-Tian-Shansky.
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Demostracion. Ver [44] O

Observacion C.9. 1. La proposicién anterior nos indica que G* también es un
grupo de Poisson-Lie, al igual que vimos lo es G con el corchete de Sklyanin.

2. De igual manera a como hemos hecho hasta ahora, uno puede contruir un cor-
chete de Lie en L** a partir del corchete de Semenov-Tian-Shansky, y concluir
que el dlgebra obtenida es isomorfa (como algebra de Lie) a L, [-, -].

El producto G* x G es lo que se denomina doble cldsico.

Definicién C.20. La accién de G* sobre G se denomina accion dressing (“accién
de disfraz” o “accién de cubrimiento”) y estd definida como - : G* x G — G tal que

(9> 94) - @ = (xga™")zxgy’ (C.46)

La accién la notaremos 29 := (g_, gy ) - .

Proposicion C.14. La accion anterior estda bien definida:
1. 29 no depende del signo usado: tanto + como — dan el mismo resultado.
2. (z9) = ghxe9,

Definicién C.21. Sea G un grupo de Poisson-Lie, M una variedad simpléctica,
decimos que la accién es Lie-Poisson si

{filh-x), falh - 2)} ooy = {f1, oty (R-2), VheGxeM (C.A47)

donde el corchete en G x M es el usual:

{fi(h-2), folh - 2)}gupr = {s(h-2), fa(h - 2)}g + {fi(h- ), fo(h-2)}y, (C.48)

pensando en cada caso fi(h - ) como una funcional de G y como una de M respe-
civamente.

El siguiente es el resultado central de la seccion:

Teorema C.15. La accion dressing de G* sobre G es de Lie-Poisson dados los
corchetes de Semenov-Tian-Shansky y Sklyanin respectivamente.

C.6. Clasificacion de las soluciones a la EYB

En esta seccién seguiremos la seccién 2.1 y la seccién 3.2 de [§].
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C.6.1. Soluciones EYB constantes

La construccion general de la matriz r para algebras de Kac-Moody g de tipo
finito es la siguiente: consideramos la descomposicién triangular de g =n_@&hdn,,
y al elemento de Casimir lo descomponemos en

Qg = Qg + Doy + Qo (C.49)

de manera que a r lo definimos como

rF = Qg £ 204, (C.50)

De esta forma si consideramos r™ (como estd en [§]) tenemos una solucién, y
junto con r~ obtenemos la descomposicion de la matriz r que lleva a la factorizacion
del grupo asociado a g.

C.6.2. Soluciones a la EYB con parametro espectral

Consideremos la ecuacién (asumiendo que r(uy, ug) = r(u; — ug)):

[r12(uy — ug), T3(ur — ug)]+[ria(ur — ug), raz(us — ug)|+[ris(ur — uz), rag(ue — u3)] =0
(C.51)

Proposiciéon C.16. Sea r(u) solucion no degenerada y meromorfa de la ecuacion
[C 51 A menos de equivalencias, se cumple

1. r tiene un polo simple en u = 0, con residuo igual al elemento de Casimir ).
Ademas, los demas polos de r son simples.

2. r cumple la condicion de unitariedad:

7"12(U> + Tgl(—u) = O (052)

3. No eziste una subdlgebra propia a C g tal que r(u) € a ® a Yu.

El Teorema 3.2.4 de [8] muestra la clasificacién de las soluciones a [C.51]

Una aplicacion son las soluciones de tipo racional para las Algebras afines
como extensiones de algebras loop: si g es el dlgebra de Kac-Moody sobre la
que extendemos el dlgebra loop, el elemento de Casimir €2 es

D=Q+c®d+d®c (C.53)

tal como vimos en el capitulo anterior. La descomposicién triangular de £(g) nos
determina las componentes en cada una de las subalgebras de Borel del elemento de
Casimir:

iy = Quny + 3 D (X2 ® X)) (Z_;)J (C.54)

A 50

para alguna base ortonormal de g.
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La construccion de la seccién anterior nos permite deducir que

1
7’:7’Q+§(c®d+d®c)+ at Q (C.55)

Uz — W

Observacién C.10. Esta es la misma matriz 7 (médulo reescaleos) del capitulo 5
que mencionamos en la proposicion y que llamamos Q(v, w).

C.7. Cuantizacion por deformacion

En esta seccién definiremos cuantizacion por deformacion. Comenzaremos con la
nocion de deformacion para algebras de Poisson, y luego pasaremos a la deformacion
de bialgebras.

Definicién C.22. Sea (Ag, mo,n0 {.,.}) un algebra de Poisson sobre los nimeros
complejos C. Una cuantizacion de Ay es un édlgebra no conmutativa (A, m,n) sobre
el anillo C [[A]], con h un pardmetro formal, tal que

1. AJhA ~ A,

2. mpo(r@m)=mom

3. mon ="
4. {n(a),x()} = (12)
donde m : A — A/hA ~ Ay es el mapa cociente candnico y [.,.] es el conmutador

respecto a m.

Observacion C.11. 1. El limite A — 0, que es al que corresponde el cociente
con hA, se interpreta como el limite cldasico del algebra A.

2. m es no conmutativa, asi que no es simplemente la extensiéon de mg a toda el
algebra A:

m(a®b) =Y fu(a,b)h" (C.56)
n=0
3. De la asociatividad, tenemos para todo [

D Falfinlab),e) = fala, fin(b,c))h" (C.57)

4. Por la propiedad de unidad, resulta

fnla,1) = fu(1l,a) = adnp (C.58)

La siguiente proposicién nos indica que la propiedad 4 de la definiciéon anterior
tiene sentido:
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Proposicién C.17. El conmutador [a, b] tiene como menor orden h como polinomio,
para todos elementos a,b € A.

Demostracion. Ver [AT].

]

Definicién C.23. Sea (Ag, mo, N0, Do, €0,9) un bidlgebra de co-Poisson, donde §
denota la estructura de co-Poisson. Una cuantizacion de Ay es una bidlgebra no
co-conmutativa (A4, m,n, A, ) sobre C[[h]] tal que

1.

2.

6.

A/RA ~ Ay

(r@m)oA=Agom

.mpo (mTm) =mom

. TTOTN =T

.EOTT =&y

donde nuevamente 7 : A — Ay es el mapa cociente.

Observacion C.12. Si bien en la definicién se hace explicita la deformacion en
A, hay que recordar que las condiciones de compatibilidad para el coproducto con
la multiplicacion y las demas estructuras de la bidlgebra hace que ellas también se
deformen al pasar a la cuantizacion.

C.8. Ejemplo 1: cuantizacién de U(sl,)

A partir de lo visto en la seccién [C.6.1] una matriz r para sly es

1
T:§h®h+2€®f

que induce la siguiente estructura de co-Poisson:

5(h) = 0
ie) = %e/\h
5(F) = 5fnh

Comenzamos por plantear el coproducto en la cuantizacién como

A=) — A
n=0
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Proposicion C.18. Se cumplen las siguientes ecuaciones

Awy(h) = 0
A(n)(e) = 4% (6 ® h"™ + (—h)n ® 6)
Aw(f)= #H(fON" +(=h)"® f)

donde H™ es el producto con la multiplicacion deformada m.
Demostracion. Ver [4T]. O
De esta manera, llegamos a la expresion para el coproducto:

Proposicién C.19. El coproducto deformado A en U,(slz) es

Ah)= h®1+1®h
Ale) = e@q¢"+q"®e
Alf)= fed+qg"ef
con q = e"*,

La compatibilidad con las demas estrucutras se resume en la siguiente proposicién

Proposicion C.20.

[h,e] = 2e (C.64)
[h, [] = —2f (C.65)
o q = O C.66)
e, f] ) (C.

ee) = e(f)=¢(h) =0 (C.67)
e(1) = 1 (C.68)
S(e) = —qe (C.69)
S(f) = —¢'f (C.70)
S(h) = —h (C.71)

De esta manera construimos una cuantizaciéon por deformacién de sl,.

C.9. Ejemplo 2: cuantizacion de algebras de Kac-
Moody

Generalizaremos lo visto en la seccién anterior, siguiendo [11].

Observaciéon C.13. A partir de lo visto en la seccién anterior, los generadores
del dlgebra U(sly) son e, f,¢", con las reglas de conmutacién ya encontradas y las
siguientes para ¢":

qahqﬁh _ q(a+ﬁ)h (0'72)
g"eg" = qe (C.73)
"fe" = q*f (C.74)

133



Capitulo C

Definicién C.24. Sea g(g)(A) un dlgebra de Kac-Moody afin, {hg, hy, ..., hn, d} la
base de la subélgebra de Cartan, Chg su centro, {«p, ..., @, } las raices simples. Sean
e;, fi los generadores de Chevalley (el subindice i recorre el conjunto {0,1,...,n}).
Sea q = e"*. El dlgebra de Lie cudntica U,(g(A)) es el dlgebra con unidad sobre
C [[h]] es la generada por lo elementos e;, f;, ¢", con h € span(I1V), y las siguientes
relaciones:

¢ = " (C.75)
d'eq" = ¢ We (C.76)
¢ fi" = M (C.77)
" =g
lei, fi] = 6j——= (C.78)
J J Qz_qll
Z (—l)megm)ejegn) = 0 (C.79)
m+n=1-a;;
Yoo EUTETLET =0 (C.80)

m+n=1-—a;;

(alog) k_g "k
donde ¢; = ¢, 2l = a7/ [n],1, con [n],} = [T}_, “=tr.

Observacién C.14. Las ultimas dos igualdades corresponden a las identidades de
Serre pasadas al algebra deformada.

C.10. Algebras de Hopf quasi-triangulares y ecua-
cion RTT
Definicién C.25. Sea (A, m,A,n,e,5) un algebra de Hopf, y R un elemento in-

vertible en A ® A. Entonces el par (A, R) se dice que es un algebras de Hopf quasi-
triangular (AHQT) si

1. 7oA(a) = RA(a)R™?
2. (A X 1)R - R13R23
3. (1 ® A)R = R13R12

Observacién C.15. En una representaciéon matricial 7' = (t;;) de A, la ecuacién 1
es igual a la siguiente ecuacion:

12 21

RTT =TTR (C.81)

Que nos esta mostrando la no-coconmutatividad en el coproducto del algebra A.

Teorema C.21. Si (A, R) es una AHQT, entonces R satisface la ecuacion de Yang-
Baagter cudntica (EYBC):

R12R13R23 = R23R13R12 <C82>
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Demostracion. Ver [4T]. O

Esta relaciéon entre las matrices R estd estrechamente vinculada con la misma
expresién para las matrices S de Scattering en diversos modelos cuanticos:

/

1 2 3 1 2 3

Figura C.1: En el diagrama vemos el scattering de 3 particulas, de dos maneras
distintas. El diagrama izquierdo corresponde a Ri5 R13Ro3, mientras que el diagrama
de la derecha corresponde a Ro3R13R1o

El limite clasico de la R es ni mas ni menos que la matriz r de la que tanto
hablamos en las secciones anteriores.

Teorema C.22. Sea R solucion a la EYB cudntica, que puede ser escrita de la

forma
R(t)=1®1+rh+ AR* + O(R?) (C.83)

entonces v cumple la EYB cldsica.

Observacion C.16. Podemos entender el andlogo de la matriz R cuantica en la
estructura del doble clasico de la siguiente manera: Sea R : G x G — G x G, que
actia de la siguente manera:

R(z,y) = (y-zy_", (y-zy_ ") 'y(y-zy=")y) (C.84)

Entonces R es un difeomorfismo de Poisson (identificando G con G*), y cumple
la ecuacién de Yang-Baxter cuantica:

RisRi3Ro3(2,y,2) = RippRis(z,z_yz"" yizy")
Yy apy ay el

(C.85)
= Ryps(z_xz” ( )
= (e—y_ay 2wz yz e ey 2yt (C8T)

(C.88)
(C.89)

directo, pero tedioso
RysRi3Ris(x,y, 2)

las igualdades son médulo N, N_ <1 G, pero al final los factores extra se cancelan.
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Apéndice D: Yangianos

D.1. Yangianos

Los Yangianos son la cuantizacién (en el sentido del capitulo anterior) del algebra
de polinomios. Fueron introducidos por Drinfeld [11].
En este apéndice seguiremos [33] y los articulos [26] y [27]

Definicién D.1. Un Yangiano Y (N) se define como el dlgebra compleja, asociativa,
(k)

con unidad, de generadores t;;", con 1 <4,5 < N,y k >, y las siguientes relaciones

de conmutacion:
M+1) (L M) (L+1 M), (L L), (M
0] = 00| =0 — e (D.1)
(0)
Para M,L = 0, 1,2, ...y tz’j = 6ij - 1.

—

Probaremos que estas algebras son la deformacién de sl(2, R) para N > 2.
Sea P el operador de permutacién en CV @ CV:

P = Z Eij ® Eji (DZ)
ij
con E;; los operadores con matrices asociadas E;; (abuso de notacién).
Tomemos 1
R(u):=1—-P (D.3)
u

para u el pardmetro espectral. Esta matriz es la matriz R que estudiamos en el
capitulo anterior, pues cumple la EYBC:
R12<U)R13(u + U)RQg (U) = Rgg(U)R13<U + U)ng(u) (D4)

Para escribir la formulacion de la ecuacién RT'T, introducimos las matrices T' de
la siguiente manera: si definimos

tij(u) =0+ >t u™ € Y(N) [[u!]] (D.5)

n>1

Entonces
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T(u) == Z tij(u) ® Ej (D.6)

Proposicion D.1. Las relaciones que escribimos en la definicion del dlgebra Yan-
giana son equivalentes a la siguiente ecuacion para la matriz T':

1 2 2 1

R(u —v)T(u)T(v) = T(v)T(u)R(u — v) (D.7)

Observacién D.1. La relacion de intercambio de la proposiciéon anterior la podemos
escribir de la siguiente manera:

u—v

[:%(u), :Zr(v)} _

y de esta manera tenemos explicita la relacion de conmutacion de los 7.

(PYl’(u)’_%’(v) _ %@)%(u)zv) (D.8)

La siguiente proposicion la usamos para el calculo de la accién del grupo de
Geroch cuantico:

Proposiciéon D.2. Ezxiste un anti-automorfismo involutivo de Y (N) definido por
sign : T(u) — T(—u), y que invierte la ecuacion RTT:

2 1 1 2

R(u —0)T(—v)T(—u) = T(—u)T(—v)R(u — v) (D.9)
Demostracion. Ver [33]. O
La siguiente proposicién nos indica la relacion entre Y (N) y U(gl(N))

Proposicion D.3. 1. El mapa t;;(u) — 6; —I—Eiju*1 define un homomorfismo de
dlgebras & : Y (N) — U(gl(N)).

2. El mapa E;j — tgjl-) define la inclusion de U(gl(N)) en Y (N).

Teorema D.4. Sea Y;(N) una modificacion de Y (N), que es deformacion plana de
U(gl(N) [z]), la envolvente universal del dlgebra loop de gl(N):

1. Normalizamos los generadores: t;;

2.
min(M,L)—1
[t%”),ti?] _ t](;;)tz(lMHq)_tl(fz]\ﬂLﬂ)tZ(?)Jrh Z tl(;;)tz('l]\JJrLflfr)_t](CJJ\JJrLflfr)tr
r>1
(D.10)
Entonces, Y1(N) =Y (N) y Yo(N) =U(gl(N) [z])
La matriz R en esta deformacién Y;(N) la tomamos como
1
R(u) = (ul + hP) (D.11)

u—+h
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D.2. Y(2)

En esta seccién seguiremos [20] y [27].

En sl, tenemos los generadores e, f, h, con la misma notaciéon del apéndice C.
Siguiendo la prescripcién de Molev que vimos en la seccién anterior, notamos tﬂ“ -
00 = pM=1p0n) B0 — pM=1000) g (M) pM=1 ¢(M) | Entonces las relaciones de
conmutacion de la definicién son las siguientes.

lLi=j=1l=k=1:
Si M = L, deducimos

M+1) (M M) (M+1 M) (M M) (M
[t§1 " )7t§1 )} - [t§1 )at§1 " )} = t§1 )tgl ) - t§1 )tgl )= 0 (D'12)
= [tﬂ“”, tﬂﬂ =0 (D.13)

Tomando M = L + j, por induccién en j es sencillo demostrar la siguiente
regla de conmutacion para los k = t1;:

(A" R®] =0 (D.14)
2.i=53=k=1,1=2;
SiM=0,L=1
1,0 0),(1 1
0. 0) = A =y (0.15)
1,0 1),(0 1
[té;,tg;] = t§2)t§2) = _tgz) (D~16)
= [A1,eW] = 2¢W (D.17)
y por induccién se demuestra
[0, e0] = 260 (D.18)
(AW, eM] = —2ff0 (D.19)
(D.20)

3.81i=1l=1yj=k=2:tomamos M =0y L =1, y andlogamente podemos
deducir que

[e®), 0] = pltirD)=1 (D.21)
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4. Por ultimo, las demas relaciones se demuestran por induccion:

[h(kJrl),e(l)} [ e+ ] - B (h(k) l+ D p, (k) ) ( )
[h(k—i-l),f(l} [h(k: f(l+1] _h(h(k fl + f(”h )) ( )
[elh+) ea)] [e® D] = hi(eWel + eWe®) (D.24)

] (D.25)

[f(k—l—l) } [f(k: (l+1 —h (f(k)el + 6(l)f(k))

Las funciones generatrices se definen como

et (u) = Ze“%flC (D.26)

k>1

) = > fBu® (D.27)
k>1

ht(u) = 1+7’LZ hk)y,~F (D.28)

k>1

Estas funciones se denominan corrientes y tienen las relaciones de conmutacién
correspondientes a los t;;’s que vimos antes.

La matriz T'(u) que construimos en la seccién anterior la podemos factorizar en
términos de las corrientes anteriores como

ro= (o ) (Y ) (ot 1)) @2

denominada descomposicion de Gauss, donde h™(u) = (k;(u))_l ki (u).

Observaciéon D.2. Para la matiz R que definimos anteriormente, es una cuenta
verificar que se cumple la ecuacién RTT.

D.3. Doble Yangiano y extension central

La idea es extender el dlgebra Yangiana a un doble cudntico. Sea DY (2) el 4glebra
generada por los elementos e®, f®) h*) con k € Z, con las mismas relaciones del
Yangiano que deducimos en la seccién anterior. Notaremos por Y*(N) las respectivas
componentes. En términos de funciones generatrices, definimos

ef(u) = =+ Z (D.30)

k>1(k<1)
) =+ o fEu® (D.31)
E>1(k<1)
ht(u) = 1+h Z hk (D.32)
e(u) = e*(u)—e (u) (D.33)
flu) = fT(u) = [ (u) D.34)
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De esta forma, aparte de las relaciones de conmutacién para cada componente,
tenemos las relaciones de intercambio mixtas, que en términos de las corrientes
totales resultan

i (u)h’(v) = hP(v)h*(u), a,b= =+ (D.35)
e(ue(v) = = i Ze(v)e(u) (D.36)
f@fe) = SR e(w)e(w) (D.37)
W (u)e(v) = Z:zfz (o)t () (D.38)
PE0) = SRR () (D.39)
e(w), F0)] = 36— ) (" (u) ~ b~ (v)) (D.40)
para d(u —v) = . u""
Observaciéon D.3. 1. Las estructuras de dlgebra de Hopf, i.e., la comultiplica-
cién, la counidad y el mapa antipodal pueden expresarse en términos de estas

corrientes.

2.Yt=Y(2) Cc DY(2),y Y~ =Y (2)°, de ahi el nombre doble Yangiano, al
igual que con el doble clasico.

Para la extensién central, definimos los siguientes objetos:

Definicién D.2. Sea d = % el operador de derivacion respecto al parametro espec-
tral: dg(u) = %g(u). Sea T, := €™, el operador shift asociado a d:

T.9(u) = g(u + x) (D.41)

Definimos el producto semidirecto Y+ x C [[d]] como

d

[d,e*(v)] = %ei(u) (D.42)
[d,h*(w)] = é%h#(u) (D.43)
@7 ) = 7t (D.44)

(D.45)

Observaciéon D.4. Y~ x C][[d]] es un dlgebra de Hopf si definimos el siguiente
coproducto:

~

Ady=de1+10d (D.46)
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Para la otra mitad, definimos el producto de Y+ con C [[¢]], los polinomios sobre
un elemento central ¢, y con coproducto

Ale) = c@1+1®c (D.47)
Adt(u) = (IdeT;,k,) Adt(u) (D.48)

Teorema D.5. La extension central del doble Yangiano, que notaremos DY (2), es
1somorfa a la completacion formal del algebra de generadores d, ey, hy, fi, con k € Z,
y un elemento central ¢ junto con las siquientes relaciones de intercambio:

d

d,a(u)] = @a(u), a=e, f h* (D.49)
N _ u—v+hu—v—"hc+1), _ i _

R (u)h™(v) = P y——" 1)h (v)h"(u), a,b==+ (D.50)
e(u)e(v) — %e@)e(u) (D.51)
F@fe) = S R e(w)ew) (D.52)

B (uw)e(v) = %ze(v)hi(u) (D.53)
N _u—v—"Nhl+4c) N

M) = TS ) (D.54)

M) = R @b () (0.5

le(u), f(v)] = % (§(u —v—he)ht(u) — 6(u — v)h’(v)) (D.56)

Ahora definimos las matrices TF, cada una en la copia correspondiente al signo:

rw=(, 7") (k?éu) ) (e 1) (B.57)

para h*(u) = (k3 (u))_l EE (u).

Entonces, finalmente llegamos a las relaciones de intercambio entre las matrices

T, en término de la matriz R(u) = “=01L:
[T*(u),c] = 0 (D.58)
T () = TF(u+iz)e™ (D.59)
Rt (u—v+ ?)I}(U)TZ_@) = T?_(U)TIJ“(u)RWu —v— %Z) (D.60)
R*(u — U)Tli(u)TQi(v) = TQi(v)Tli(u)Ri(u — ) (D.61)

(D.62)
donde R*(u) := x*(u)R(u).
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Estas relaciones de intercambio son las que llevan a la relacion cuartica para la
matriz M (u) = T (u)T"*(u) del capitulo 5.
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