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Resumen

En este trabajo estudiamos el formalismo canónico aplicado a ondas gravitacio-
nales con simetŕıa ciĺındrica, en términos de datos iniciales libres de v́ınculos sobre
hipersuperficies nulas: datos caracteŕısticos libres.

En su forma actual los corchetes de Poisson de datos caracteŕısticos libres, para
relatividad general sin materia, son de considerable complejidad, dificultando su
cuantización. La presencia de simetŕıa ciĺındrica simplifica el álgebra de Poisson en
pequeña medida, pero reduce relatividad general sin materia a un modelo integrable
que presenta un grupo de simetŕıas dinámicas enorme: el grupo de Geroch.

En este trabajo se muestra que el álgebra de Poisson de datos caracteŕısticos
libres en el modelo con simetŕıa ciĺındrica posee una estructura algebraica, a prio-
ri oculta, que podŕıa facilitar sustancialmente su cuantización. Espećıficamente se
muestra que el espacio de fase junto con el grupo de Geroch conforman una exten-
sión central del doble clásico del grupo loop de SL(2,R), estructura algebraica bien
conocida cuya cuantización ha sido estudiado profundamente. Además, se presentan
algunos resultados sobre esta cuantización, en particular, cómo parte de las simetŕıas
dinámicas clásicas se mantienen a nivel cuántico.

Abstract

In the present work we study the canonical formalism applied to gravitational
waves with cylindrical symmetry, in terms of initial data free of constraints on null
hypersurfaces: free characteristic data.

In their current form the Poisson brackets of free characteristic data for vacuum
general relativity are quite complex, which makes their quantization difficult. Cylin-
drical symmetry simplifies the Poisson algebra only a little, but it reduces vacuum
general relativity to an integrable model, with an enormous group of dynamical
symmetries: the Geroch group.

In the present work, we show that the Poisson algebra of free characteristic data
in the cylindrically symmetric model has a hidden algebraic structure, which in
principle could facilitate quantization substantially. Specifically, we show that the
phase space together with the Geroch group form a central extension of the classical
double for the loop group of SL(2,R), a well-known structure the quantization
of which has been studied deeply. We also present some results concerning this
quantization, in particular, the persistence of some classical dynamical symmetries
at the quantum level.
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C.10.Álgebras de Hopf quasi-triangulares y ecuación RTT . . . . . . . . . 134
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Introducción

La presente tesis está enmarcada en el formalismo canónico de relatividad general
con simetŕıa ciĺındrica en términos de datos iniciales sobre hipersuperficies nulas.
El objetivo es extender y profundizar el trabajo de Fuchs y Reisenberger [19]: se
muestra que el espacio de fase estudiado en [19] y el grupo de Geroch de simetŕıas

del mismo juntos conforman el doble clásico del grupo loop ̂sl(2,R), estructura
algebraica conocida que admite una cuantización natural bien explorada [8], [11],
[13], [14], [27], [43]. De hecho, esta estructura es casi idéntica a la presente en el
modelo de spines de Heisenberg. También se hallan los corchetes de Poisson del
conjunto completo de datos iniciales, incluyendo los omitidos en [19], y se demuestra
cómo estos se pueden incorporar en una extensión natural del doble clásico, abriendo
camino a su cuantización. Finalmente, se presentan algunos resultados sobre esta
cuantización.

Nuestro trabajo se desarrolla dentro del área de gravedad cuántica. Como es
bien sabido, construir una teoŕıa cuántica de la gravedad es uno de los problemas
centrales en la f́ısica teórica actual. A escalas macroscópicas, la teoŕıa de relatividad
general de Einstein muestra una concordancia excepcional entre las observaciones
experimentales y las predicciones teóricas [51]. Sin embargo, al igual que las demás
teoŕıas para las interacciones fundamentales de la naturaleza, es esperable que una
vez dentro de escalas suficientemente pequeñas, el comportamiento de la gravedad
sea de carácter cuántico. Para tener una idea de la escala en la que los efectos
cuánticos se haŕıan manifiestos, debemos considerar las constantes de la teoŕıa clási-
ca, que en este caso son la constante de Newton G y la velocidad de la luz c, y
además la constante que entra en toda teoŕıa cuántica, ~, la constante de Planck.
Análisis dimensional nos determina una longitud caracteŕıstica para la relatividad
general: lp := (G~/c3)1/2 ≈ 10−35m, denominada longitud de Planck. Todos los in-
tentos de formular la gravedad como una teoŕıa cuántica tienen en común que surge
naturalmente lP como escala en donde los efectos cuánticos se hacen notorios y la
descripción clásica falla [25].

Tales escalas son tan lejanas a las escalas humanas que una verificación de las
teoŕıas cuánticas para la gravedad por métodos estándar, como por medio de acele-
radores de part́ıculas, es muy dif́ıcil de lograr; sin embargo, hay situaciones en las
cuales estas escalas juegan un rol central. En entornos de ciertas singularidades de
la teoŕıa clásica, tales como en los centros de los agujeros negros y en el inicio del
Big Bang, la curvatura espacio-temporal alcanza valores superiores a l−2

P . Al mismo
tiempo, las ecuaciones de campo de la teoŕıa clásica carecen de sentido en la singula-
ridad misma. Esto sugiere que una teoŕıa cuántica de la gravedad es necesaria para
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Caṕıtulo 0

comprender el comienzo del Big Bang, posiblemente incidiendo en la explicación de
la distribución de la materia a gran escala en el universo, y también para aclarar
cómo se extiende la teoŕıa clásica una vez que estamos cerca de la singularidad.

Entre los posibles caminos para enfrentar el problema de la cuantización de la
gravedad, se encuentra el formalismo canónico. Toda teoŕıa clásica viene munida de
un espacio de fase y de corchetes de Poisson entre las funciones sobre este espacio,
que son los observables de la teoŕıa. El programa del formalismo canónico se puede
formular de la siguiente manera: primero se obtiene el álgebra de Poisson entre una
familia de observables suficientemente grande de manera que parametriza al espacio
de fase, es decir, que pueden servir de coordenadas sobre éste; luego, se obtiene
una cuantización algebraica de ésta: una C∗−álgebra que sea una ~−deformación
del álgebra de Poisson clásica; finalmente se construye una representación de la
C∗−álgebra sobre un espacio de Hilbert. Los vectores de este espacio de Hilbert
serán los estados cuánticos del sistema en el sistema convencional [49], [11].

Figura 1: Doble hoja nula N , formada por dos familias de geodésicas nulas NL y
NR que parten hacia el futuro de una superficie S0.

Dentro del formalismo canónico, nosotros trabajamos con un espacio de fase
formado por datos iniciales sobre hipersuperficies nulas: en particular, usamos un
tipo de hipersuperficie llamado una doble hoja nula. Esta es una hipersuperficie N
trazada por dos familias de geodésicas nulas que parten ortogonalmente hacia el
futuro desde una superficie bidimensional S0, ver figura 1. Estas geodésicas nulas se
llaman generadores de N . Para que las dos familias de geodésicas estén suavemente
encajadas en la variedad, se truncan antes que formen cáusticas o se crucen entre
śı [38]. Los datos iniciales sobre N determinan el campo gravitatorio en una región
del espacio-tiempo futuro de N [42], [10], [39].

Dos motivaciones nos llevan a querer profundizar en el estudio de la formulación
de datos iniciales sobre doble hojas nulas: primero, se pueden definir de manera
sencilla y natural datos iniciales que son libres y completos: no están sujetos a
v́ınculos y, por tanto, cada valuación de ellos corresponde a una solución de las
ecuaciones de campo, al mismo tiempo que alcanzan para definir la solución en una
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región del espacio-tiempo [42], [10], [39]. Segundo, este enfoque provee de un marco
ideal para testear los argumentos que apoyan el principio holográfico, propuesto por
’t Hooft [45], Susskind [46] y Bousso [7], ya que la formulación de Bousso de la cota
holográfica está planteado para datos sobre una rama de una doble hoja nula.

Siguiendo con el programa del formalismo canónico, en [38] y [37] se halló el
álgebra de Poisson de un conjunto de datos iniciales libres y completos sobre N
para relatividad general en el vaćıo en 3 + 1 dimensiones. Los corchetes hallados son
lo suficientemente sencillos como para poder ser escritos en una sola página, pero
no muestran una estructura subyacente evidente y mucho menos un camino directo
hacia su cuantización. Este es el problema central que atacamos en este trabajo.

En este sentido, el álgebra de Poisson presenta dos propiedades útiles: primero,
los corchetes entre datos que no pertenecen al mismo generador de N son nulos,
y segundo, ciertos subconjuntos de datos iniciales forman subálgebras propias. Por
la primera propiedad, el álgebra de Poisson general se reduce esencialmente a una
suma directa donde cada sumando es el álgebra de Poisson de datos sobre un solo
generador. Ver [19] para una explicacion precisa.

Fuchs y Reisenberger notaron en [19] que el álgebra de Poisson sobre un solo
generador de N es, de hecho, el álgebra de Poisson de datos iniciales para rela-
tividad general con simetŕıa ciĺındrica, sobre una doble hoja nula N adaptada a
esta simetŕıa. Esto ofrece ciertas estructuras adicionales para organizar el álgebra
de Poisson de los datos y abre un camino hacia la cuantización, porque la teoŕıa de
relatividad general con simetŕıa ciĺındrica (en el vaćıo) es una teoŕıa integrable, y
tiene un grupo de simetŕıas que actúa transitivamente sobre el espacio de soluciones,
denominado Grupo de Geroch.

Diremos que una solución de relatividad general tiene simetŕıa ciĺındrica si existen
dos campos de Killing espaciales que conmutan y son ambos ortogonales a una
familia de superficies bidimensionales. La hipótesis de simetŕıa ciĺındrica también
requiere que las órbitas de los campos de Killing sean cilindros. Pero este último
requisito no va ser esencial a nuestras consideraciones. Por otro lado el requisito
de ortogonalidad a superficies bidimensionales no es un elemento tan natural de la
definición de simetŕıa ciĺındrica, pero es tradicionalmente parte de esta y śı va ser
importante en este trabajo, porque implica que se anulan ciertos datos, llamados
constantes de twist, ver cap. 7 de [48]. Seŕıa interesante extender nuestro formalismo
para incluir constantes de twist no nulas; con estos estaŕıan representados todos los
datos de la teoŕıa general sin simetŕıa en la teoria con simetŕıa, pero hasta ahora no
se sabe si esto estropea la integrabilidad de la teoria en presencia de la simetŕıa.

La hipersuperficie N la podemos construir de manera que sea consistente con
la simetŕıa ciĺındrica, es decir, que las rotaciones y traslaciones generadas por los
campos de Killing mapean N a śı misma, i.e., generadores son mapeados a genera-
dores. Entonces, en el espacio cociente por las órbitas de Killing la hipersuperficie
N consiste en dos curvas nulas: los generadores colapsan a uno solo en el cociente.

Este tipo de modelos han sido extensivamente estudiados en el pasado debido
a que el conjunto de soluciones con estas hipótesis contiene muchas situaciones de
interés f́ısico y además las ecuaciones de movimiento se pueden resolver. Si ambos
campos de Killing son espaciales, y uno de ellos se anula en una curva espacial,
corresponden a una colisión de ondas gravitacionales planas o a universos de Gowdy.
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Si ambos campos de Killing son espaciales y uno de ellos se anula en un plano
temporal (una dimensión temporal y una espacial), las soluciones corresponden a
ondas gravitacionales ciĺındricas. Por último, si uno de los campos de Killing es
temporal, las soluciones son las métricas estacionarias y axisimétricas.

Ehlers ([16]) a fines de los ’50 y más tarde Geroch ([20]) a comienzos de los ’70
mostraron la existencia de simetŕıas ocultas en estos modelos y de transformaciones
infinitesimales que pueden usarse para construir nuevas soluciones a partir de las
originales. En particular, Geroch probó que el álgebra de simetŕıas es de dimensión
infinita. Hoy en d́ıa al grupo correspondiente se lo denomina grupo de Geroch.
Hauser y Ernst en [21] probaron que la acción del grupo es transitiva, esto es, para
todo par de soluciones existe una transformación que lleva de una en otra.

En [2], Belinski y Zakharov, y en [32], Maison, mostraron cómo la acción del
grupo de Geroch en estos modelos de gravedad reducidos está relacionada directa-
mente con el método de scattering inverso, método que hab́ıa dado origen al estudio
de integrabilidad en teoŕıas de campos clásicos y cuánticos. Breitenlohner y Maison
profundizaron en el estudio de esta conexión en [6].

De esta manera, se tendió un puente entre las estructuras que se hab́ıan encontra-
do para los modelos de gravedad reducidos y los modelos integrables ya estudiados
dentro de las teoŕıas cuánticas de campos. En particular, la cadena de spines de
Heisenberg, modelo estudiado desde los ’30 [5].

Tener un modelo integrable nos permite encontrar estructuras aptas para una
cuantización algebraica del álgebra de Poisson, como explicaremos a continuación.

Uno de los objetos principales de una teoŕıa integrable es un grupo de transfor-
maciones que actúa en el espacio de fase, llamadas transformaciones de dressing. La
acción de estas simetŕıas, denominadas simetŕıas dinámicas, es Lie-Poisson, donde
el corchete de Poisson en el grupo de transformaciones es el corchete de Sklyanin [1].
Esto tiene como consecuencia que el espacio de soluciones y el grupo de transfor-
maciones estén estrechamente ligados, dando lugar a una estructura que se conoce
como doble clásico.

Drinfel’d [11] mostró cómo de puede definir una cuantización algebraica de un
grupo de Poisson-Lie (aquel que actúa Lie-Poisson en cierto espacio de fase dando
lugar al doble clásico) que recupera exactamente las estructuras encontradas me-
diante el método de scattering inverso cuántico para modelos integrables en teoŕıas
cuánticas de campos. En este contexto, una cuantización corresponde a presentar
las relaciones de conmutación entre los operadores cuánticos, que a primer orden en
~ reproducen los corchetes de Poisson de las cantidades clásicas. Observar que la
cuantización es a nivel algebraico, se define la C∗−álgebra en términos de relaciones
de conmutación y no se da una representación de la misma sobre un espacio de
Hilbert.

En resumen, la integrabilidad de una teoŕıa de campos permite hallar una es-
tructura de doble clásico sobre el espacio de fase, que se puede cuantizar siguiendo
el esquema de deformación de álgebras de Drinfel’d.

Korotkin y Samtleben en [29] y [28] muestran, para modelos con simetŕıa ciĺındri-
ca asintóticamente planos, cómo el álgebra de Poisson de ciertos datos en el infinito
de un sector del modelo lleva a un álgebra cuántica estándar, denominada álge-
bra Yangiana; además relacionan estos datos a cierto objeto, M, que denominaron
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Caṕıtulo 0

matriz de monodromı́a, lo cual les permitió cuantizar también a M.
En [19], se presenta una expresión expĺıcita de M en términos de los datos

iniciales sobre N y se calcula el corchete de Poisson entre los elementos de matriz de
M, verificando que coinciden con los de [28] y que por lo tanto conducen a la misma
cuantización. Sin embargo, el cálculo es más general pues sólo involucra campos
en el dominio de dependencia de N y no asume una hipótesis de comportamiento
asintóticamente plano de la métrica.

En este trabajo extendemos el álgebra de Poisson hallada en [19] a todos los
datos iniciales del modelo de gravedad con simetŕıa ciĺındrica, agregando a la matriz
de monodromı́a M la densidad de área de la superficie S0, que notamos ρ0 , y un
exponente conforme σ̂0 en S0. El punto de partida del trabajo consiste en hallar
los corchetes de Poisson entre los tres datos anteriores. Siguiendo las ideas de una
extensión de la matriz de monodromı́a presentada en [6] y [35], definimos una nueva
matriz de monodromı́a extendida, M̃, que corresponde uno a uno con los datos
ρ0, σ̂0 y M, y por tanto sus corchetes definen los corchetes de éstos. Esto permite
tener un álgebra de Poisson en una forma apta para una cuantización.

Mostramos que la acción del grupo de Geroch es Lie-Poisson si y solo si el corchete
de Poisson sobre el grupo es el corchete de Sklyanin, recuperando un resultado de
[34] de manera distinta, sin invocar a cantidades definidas en el infinito. Esto es
importante en el formalismo canónico sobre hipersuperficies nulas porque, en general,
éstas no se pueden extender suavemente hasta el infinito.

La tesis está organizada como sigue. En el caṕıtulo 1 presentamos el modelo,
realizamos la reducción dimensional de 4 a 2 dimensiones, y obtenemos las ecuaciones
de movimiento; también definimos los datos iniciales sobre N . En el caṕıtulo 2
definimos las coordenadas que usaremos y calculamos la forma simpléctica a partir
de la acción de Einstein-Hilbert usual. El caṕıtulo 3 está dedicado al cálculo de los
corchetes de Poisson entre los campos originales del modelo y a su comparación con
los obtenidos en [37]. En el caṕıtulo 4 damos una breve introducción a sistemas
integrables, introducimos el sistema lineal auxiliar a partir del cual se hace expĺıcita
la acción del grupo de Geroch y se construye la matriz de monodromı́a. En el caṕıtulo
5 se encuentran los principales resultados de nuestro trabajo: el cálculo del corchete
entre los elementos del grupo de Geroch, los corchetes entre ρ0, σ̂0 y M, definimos
la matriz de monodromı́a extendida y mostramos sus corchetes de Poisson; por
último la estrucura de doble clásico, para el espacio de fase del modelo, la haremos
manifiesta mostrando la consistencia del corchete de la matriz extendida con el
corchete del grupo de Geroch. En el caṕıtulo 6 presentamos un resultado sobre una
simetŕıa a nivel cuántico cuyo ĺımite clásico es la simetŕıa del grupo de Geroch.
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Reducción dimensional de n = 4 a n = 2

1.1. Objetivos

En este caṕıtulo, presentaremos los resultados básicos de relatividad general en
el vaćıo, con dos campos de Killing que conmutan y son ortogonales a superficies
bidimensionales.

Este contexto es el que se utiliza en el estudio de espacios con simetŕıa ciĺındrica
(que corresponde a dos vectores de Killing espaciales y un dilatón espacial), colisión
de ondas gravitacionales (dos Killing espaciales y un dilatón temporal) y espacios
estacionarios con simetŕıa axial (que corresponde a un Killing temporal y otro es-
pacial). Esto nos permite tener una gran variedad de soluciones particulares.

Primero veremos la reducción dimensional, o reducción de Kaluza-Klein, que
consiste en integrar la acción sobre las órbitas que genera la simetŕıa presente en
el espacio-tiempo original, para obtener una acción sobre un espacio-tiempo con
una dimensión menos. Luego, pasamos a definir nuestro modelo, reducimos dos
veces dimensionalmente y obtendemos las ecuaciones de movimiento del modelo, en
términos de tres campos: σ, ρ y las matrices V .

Por último, definimos la doble hoja nula N y los datos iniciales a partir de los
cuales se tienen soluciones únicas en un dominio de dependencia de N . Estos datos
serán los protagonistas principales de nuestro trabajo.

1.2. Notación y convenciones

Por variedad entendemos un espacio topológico de Hausdorff con atlas maximal
diferenciable C∞.

La convención que seguiremos para la signatura de una métrica Lorentziana es
(− + ++). La notación de ı́ndices abstractos o en coordenadas se hará expĺıcita
cuando sea usada.

La métrica plana (de Minkowski) la notaremos ηµν , y cuando no haya riesgo de
confusión simplemente por η.

Sobre los distintos términos y fórmulas de geometŕıa diferencial que usaremos a
lo largo de este trabajo, referiremos al lector a los Apéndices A y B.
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Caṕıtulo 1

1.3. Reducción Dimensional

En este trabajo usaremos la acción de Einstein-Hilbert como objeto fundamental
de la teoŕıa. Sea M una variedad Lorentziana (n+ 1)−dimensional, y S la funcional
de acción de Einstein-Hilbert, que tiene como argumentos los elementos de cierto
subconjunto C del espacio de métricas de M , y toma valores reales. Cuando C
corresponde a métricas para las que existe cierto campo de Killing, entonces la
acción S sólo depende de n dimensiones. Este es el punto de partida de la reducción
dimensional en relatividad general:

S =
κ

2

∫
M

Rε . (1.1)

donde κ = 1
8πG

, y G la constante gravitacional de Newton.
Comencemos por establecer ciertas convenciones para facilitar la lectura de los

cálculos que haremos en esta sección.

Notación 1.1. Los ı́ndices A,B,C, ... tendrán valores de 0 a n, los ı́ndices a, b, c, ...
tendrán valores de 0 a n− 1, los ı́ndices µ, ν, ... valores de 0 a n y los ı́ndices α, β, ...
valores de 0 a n− 1. Las componentes tensoriales estarán referidas a algún sistema
de coordenadas (x0, ..., xn).

Las matrices η := diag(−1, 1, ..., 1) y δ = diag(1, ..., 1) tendrán dimensiones
según los ı́ndices que tengan: ηAB es de dimensión (n + 1) × (n + 1), y ηab es de
dimensión n× n.

Definición 1.1. Sea M una variedad Lorentziana de dimensión n + 1. Una (n +
1)−cobein es un conjunto de (n + 1) 1-formas ĕµA linealmente independientes: en
cada punto p ∈M forman una base de T ∗pM , y que son ortogonales:

ηµν ĕ
µ
Aĕ

ν
B = gAB (1.2)

Los ı́ndices latinos son los ı́ndices abstractos, y los ı́ndices griegos son los ı́ndices
internos de la co-bein.

El referencial asociado a {ĕµA} lo notaremos
{
ĕAµ
}

(i.e., los vectores tales que
ĕµAĕ

B
µ = δA

B), y cumple

gµν = ηAB ĕ
A
µ ĕBν (1.3)

Notación 1.2. El grupo GL(n+1,R) actúa por izquierda (es decir, el ı́ndice interno
indica las columnas de una matriz de elementos {ĕAµ}).

Observación 1.1. La elección de un referencial ortonormal y con cierta orientación
fija está determinada a menos del grupo de rotaciones especiales de la métrica. En
nuestro caso, que estamos trabajando con métricas Lorentzianas, este grupo es el de
Lorentz especial, SO(1, n,R).

Con las tétradas y cotétradas podemos asignar tensores T σρ...
µν... de ı́ndices in-

ternos a los tensores de la variedad, como T CD...
AB... := ĕ µ

A ĕ ν
B ĕ C

σ ĕ D
ρ T σρ...

µν... .
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Caṕıtulo 1

La libertad bajo rotaciones del grupo de Lorentz especial nos permite realizar una
fijación de gauge parcial: sea {ĕAµ} un (n + 1)-bein, D ⊂ M un dominio difeomorfo
a un abierto de Rn. Existe una familia de funciones eaµ, φ, Aµ : D → R tales que

ĕµA =


e0

0 ... en−1
0 φA1

...
...

...
e0
n−1 ... en−1

n−1 φAn−1

0 ... 0 φ

 (1.4)

notar que el śımbolo ·̆ lo utilizaremos para evitar confusión entre distintos sistemas
de tétradas y agilizar la escritura, o entre la métrica (n + 1)-dimensional y la n-
dimensional.

Consideremos ahora que existe un campo de Killing espacial global sobre la
variedad M , que llamaremos χA.

Observación 1.2. En lo que resta de la sección, asumiremos sin pérdida de gene-
ralidad que χ(p) = ∂n+1(p)∀p ∈ D.

Tener un campo de Killing nos permite tomar n−beins que no dependan de la
coordenada que genera el campo de Killing. Simplemente, fijamos una hipersuperficie
en M y Lie transportamos una (n− 1)−bein a todo el espacio mediante χ.

Proposición 1.1. Dada una (n + 1)-bein ĕ A
µ tal que LχĕAµ = 0, entonces los ele-

mentos de matriz son funciones que no dependen de la coordenada xn+1.

Demostración. A partir de la fórmula de la derivada de Lie en términos de la cone-
xión A.2, es inmediato:

0 = Lχĕ A
µ = χν∇ν ĕ

A
µ + ĕAν∇µχ

ν (1.5)

= ∂n+1ĕ
A
µ − Γσ(n+1)µĕ

A
σ + ĕAνΓ

ν
µσδ

σ
n+1 (1.6)

= ∂n+1ĕ
A
µ (1.7)

Por tanto, 0 = ∂n+1ĕ
A
µ .

Ahora, para una n−bein que cumple la proposición anterior, fijamos parcialmente
el gauge de la ecuación 1.4. Tenemos las siguientes propiedades:

Proposición 1.2. Sean φ,Aα las funciones que definimos en la ecuación 1.4. Sea
ξ un generador de difeomorfismos que preservan la coordenada xn y que tampoco
dependen de ella. Entonces φ es un campo escalar y Aα transforma como una 1-
forma, es decir:

Lξφ = ξµ∂µφ (1.8)

LξAµ = ξν∇νAµ + Aν∇µξ
ν (1.9)
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Caṕıtulo 1

Demostración. En el espacio de difeomorfismos independientes de la coordenada
xn+1, y que la dejan invariante, sea γ(t) una curva tal que γ(0) = IdM , γ̇(0) = δ,
un vector tangente al espacio de difeomorfismos. Resulta δ(ĕ A

µ ) = Lξĕ A
µ , donde ξ

es el campo generador de la familia de difeomorfismos γ(t).
Observar que para el campo de Killing χ, tenemos que [ξ, χ] = 0, pues ∂n+1ξ = 0.
Por la fórmula para la derivada de Lie en términos de la conexión (A.2) tenemos:

Lξĕ A
µ = ξν∇ν ĕ

A
µ + ĕ A

ν ∇µξ
ν (1.10)

Es decir, usando 1.4 y la proposición anterior:

Lξĕ A
µ =

(
ξν∇νe

a
α + ĕ a

ν ∇αξ
ν ξν∇ν(φAα) + ĕ n+1

ν ∇αξ
ν

0 ξν∇νφ+ ĕ n+1
ν ∇n+1ξ

ν

)
(1.11)

=

(
ξν∇νe

a
α + e a

β ∇αξ
β ξν∇ν(φAα) + φAβ∇αξ

β + φ∇αξ
n+1

0 ξν∇νφ

)
(1.12)

pues ĕ n+1
ν ∇n+1ξ

ν es una derivada de ξ en la dirección del campo de Killing.

δ(φ) = ξµ∂µφ

δ(Aα) = LξAα +∇αξ
n+1

La utilidad de esta reducción dimensional es que la n−bein e a
µ nos sirve para

poder definir una métrica en la variedad cociente de M respecto a las órbitas del
campo de Killing.

Definición 1.2. Sea (M, ğ) una (n+1)-variedad Lorentziana que admite un campo
de Killing espacial χµ. El campo de Killing establece una relación de equivalencia
entre puntos de M , x ∼ y si existe una curva integral del campo que contiene a x e
y. Definimos el conjunto cociente como:

M (n) := M/ ∼ (1.13)

que tiene estructura de variedad, con posibles singularidades.

Definición 1.3. Fijada una descomposición del (n + 1)-bein inicial como en la
ecuación 1.4, definimos un tensor métrico gαβ de la variedad n−dimensional M/ ∼
como

gαβ := ηabe
a
αe

b
β (1.14)

Como χµ es un campo espacial en todo punto, es claro que g es una métrica
Lorentziana en la variedad cociente M (n).

Definición 1.4. Al campo vectorial Aα se lo llama vector de Kaluza-Klein, y se
define el tensor de curvatura de Aα como Fαβ := ∂αAβ − ∂βAα.
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Caṕıtulo 1

Proposición 1.3. Sea (M, ğ) una (n+1)-variedad Lorentziana que admite un campo
de Killing espacial χµ, D ⊂ M un dominio difeomorfo a D(n) × [−1, 1], donde las
preimágenes bajo el difeomorfismo ϕ : D → D(n) × [1,−1], ϕ−1({t} × [−1, 1]) son
órbitas de χ, y sea S la funcional de Einstein-Hilbert:

S =
κ

2

∫
D

εğR̆ (1.15)

Sobre M definimos la cotétrada ĕ A
µ como en 1.4. Entonces, a menos de térmios de

borde, se puede factorizar la funcional como

S =

∫ 1

−1

S(n)dxn+1 (1.16)

donde S(n) es una funcional con dominio de integración D(n):

S(n) =
κ

2

∫
D(n)

εgφ

(
R− 2φ−1∇α∇αφ−

1

4
φ2Fα

β F
β
α

)
(1.17)

con R es la curvatura de la métrica g en D(n).

Demostración. Expresaremos la curvatura escalar R̆ en D en términos de la curva-
tura escalar en D(n), el campo φ y el tensor F . Como tenemos la métrica en términos
del (n+ 1)-bein 1.4, calcularemos R̆ usando las ecuaciones de estructura:

dĕA = ĕB ∧ ω̆AB (1.18)

Ω̆A
B = dω̆AB + ω̆AC ∧ ω̆CB (1.19)

De la primera ecuación, podemos calcular la conexión ω̆, resultando

ω̆n+1
a =

1

2
φFabĕ

b + φ−1∂aφĕ
n+1 (1.20)

ω̆ab = ωab −
1

2
φF a

b ĕ
n+1 (1.21)

donde ωab es la conexión asociada a la métrica g en D(n). Las componentes del tensor
de Riemann son

R̆a
b = dω̆ab + ω̆ac ∧ ω̆cb + ω̆an+1 ∧ ω̆n+1

b (1.22)

R̆a
n+1 = dω̆an+1 + ω̆ac ∧ ω̆cn+1 (1.23)

El tensor de Ricci lo calculamos contrayendo el tensor de Riemann con la (n+1)-
cobein:

R̆b = ĔayR̆
a
b + Ĕn+1yR̆

n+1
b (1.24)

R̆n+1 = ĔayR̆
a
n+1 (1.25)
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Caṕıtulo 1

Finalmente, la curvatura escalar resulta de contraer el tensor de Ricci con la
(n+ 1)-cobein:

R̆ = ĔayR̆
a + Ĕn+1yR̆

n+1 (1.26)

R̆ = R− 2φ−1
(
Eayω

ab
)
∂bφ− 2φ−1∂a∂

aφ− 1

4
φ4F abFab (1.27)

La expresión 2φ−1
(
Eayωab

)
∂bφ + 2φ−1∂a∂

aφ es exactamente 2φ−1∇a∇aφ. La
forma de volumen εğ es φεg ∧ dxn+1.

S =
κ

2

∫
D

R̆εğ (1.28)

=
κ

2

∫
D

(
R− 2φ−1∇a∇aφ− 1

4
φ4F abFab

)
φεg ∧ dxn+1 (1.29)

=
κ

2

∫
D(n)×[−1,1]

ϕ∗
((

R− 2φ−1∇a∇aφ− 1

4
φ4F abFab

)
φεg ∧ dxn+1

)
(1.30)

para el difeomorfismo ϕ. Podemos hacer la identificación canónica de D(n) con las
coordenadas de una hipersuperficie xn+1 = cte, y parametrizar D(n) con las coorde-
nadas (x1, ..., xn). Por otro lado, ϕ∗ (dxn+1) = f(t)dt, donde la función f corresponde
al reescaleo del campo de Killing para que las órbitas estén definidas en el intervalo
[−1, 1]. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que f(t) = 1, y queda una
integral trivial.

Por tanto, la funcional inicial es una densidad funcional S(n) multiplicada por el
parámetro de Killing, como muestra la ecuación 1.17.

Observación 1.3. Debido a la integral sobre las órbitas del campo de Killing, la
constante κ en la ecuación 1.17 es un múltiplo de la original. Esto lleva a un reescaleo
de la constante de gravitación de Newton: G→ G′.

1.4. Simetŕıa Ciĺındrica

En esta sección nos centraremos en el caso en que n+1 = 4. El objetivo será reali-
zar una reducción dimensional dos veces, y obtener una acción en un espacio cociente
bidimensional.

El siguiente resultado de geometŕıa diferencial es útil para reducir dimensional-
mente la acción cuando tenemos dos campos de Killing que conmutan, para una
demostración ver [48], pág. 163:

Teorema 1.4. Sean ξa, χa dos campos de Killing que conmutan y

1. χ[aξb∇cξd] y ξ[aχb∇cχd] se anulan en algún punto de M .

2. ξaR
[b
a ξcχd] = χaR

[b
a ξcχd] = 0.
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Entonces, los planos bidimensionales ortogonales a ξa y a χa son integrables.

Observación 1.4. A partir de ahora, asumiremos dada la 4−variedad Lorentziana
M , con su métrica ğ, y dos campo vectoriales de Killing espaciales que conmutan y
son ortogonales a superficies bidimensionales sobre ella. Asumiremos sin pérdida de
generalidad que ξ = ∂2 y ψ = ∂3.

En nuestro caso de interés, esto es, simetŕıa ciĺındrica para relatividad general en
el vaćıo, tenemos que la presencia de un campo de Killing χ de órbitas compactas
implica que se existe un eje de simetŕıa, y por tanto χ se anula en al menos un punto
de la variedad; por otro lado, la condición de vaćıo (Rab = 0) implica trivialmente
la segunda hipótesis del teorema.

La integrabilidad de los dos planos nos permite factorizar la métrica para el caso
en que tenemos dos campos de Killing, de la misma forma que lo hemos hecho para
un campo de Killing, como mostramos en la siguiente proposición:

Proposición 1.5. En presencia de dos campos de Killing espaciales que conmu-
tan y son ortogonales a superficies y que además cumplen las hipótesis del teorema
anterior, la tétrada se puede escribir de la siguiente manera

ĕ A
µ =


e 1

0 e 2
0 0 0

e 1
1 e 2

1 0 0
0 0 Γ ∆1/2B2

0 0 0 ∆1/2

 (1.31)

donde Γ,∆1/2 son campos escalares y Bµ = (0, 0, B2) es una 1-forma.

Demostración. Comenzamos por la forma de la tétrada 1.4, donde todas las funcio-
nes que aparecen son independientes de las coordenadas x2 y x3.

Entonces, podemos hacer el procedimiento para x3 primer y luego x2, resultando:

ĕ A
µ =


e 1

0 e 2
0 ΓA0 ∆1/2B0

e 1
1 e 2

1 ΓA1 ∆1/2B1

0 0 Γ ∆1/2B2

0 0 0 ∆1/2


donde elegimos ∆1/2 sólo para simplificar ciertas manipulaciones algebraicas.

Por último, el resultado se deduce tomando en cuenta que los campos de Killing
son ortogonales a superficies bidimensionales, y que por lo tanto podemos tomar
A0 = A1 = B0 = B1, simplemente eligiendo x2 y x3 como constantes en esas
superficies.

Observación 1.5. La métrica bidimensional gαβ := e a
α e

b
β ηab será una métrica

Lorentziana en la variedad cociente.

La siguiente proposición nos muestra cómo se escribe la acción de Einstein-
Hilbert para la métrica factorizada con ĕ a

µ .
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Proposición 1.6. Sea S la acción de Einstein-Hilbert en un dominio D ⊂ M
difeomorfo a D(2) × [−1, 1]2, es decir, consideramos que los flujos de los campos de
Killing están definidos para t ∈ [1,−1]. En las hipótesis de la proposición anterior,

S =
κ

2

∫
D

∆1/2Γ
(
R(2) − 2Γ−1�gΓ− 2∆−1/2

(
Γ−1∂µΓ∂µ∆1/2 +�g∆

1/2
)

− 1

2
∆Γ−2 (∂µB2∂µB2)

)
εg ∧ dx2 ∧ dx3 (1.32)

Demostración. Comenzamos en n+1 = 4, y realizamos la reducción dimensional de
la sección anterior tomando Aα = B2δ

2
α, y φ = ∆1/2. Entonces, la acción resulta

S =
κ

2

∫
D

∆1/2

(
R(3) − 2∆−1/2∇α∇α(∆1/2)− 1

4
∆F βγFβγ

)
εg(3) ∧ dx3 (1.33)

Para n+ 1 = 3: Aα = 0 y φ = Γ. La curvatura R(3) resulta R(2) − 2Γ−1∇α∇αΓ.
Tenemos que g(3) = g(2) + Γ2dx2 ⊗ dx2. Esto establece las siguientes igualdades:

F bcFbc = −F ν
µ F µ

ν = 2Γ−2 (∂µB2∂µB2) (1.34)

�g(3)∆1/2 := ∇a∇a(∆
1/2) =

1√
−g(3)

∂µ
(√
−g(3)∂µ∆1/2

)
(1.35)

=
1

Γ
√
−g

∂µ
(
Γ
√
−g∂µ∆1/2

)
(1.36)

= Γ−1∂µΓ∂µ∆1/2 +�g∆
1/2 (1.37)

εg(3) = Γεg ∧ dx2 (1.38)

donde �g(n) corresponde al Laplaciano respecto a la métrica g(n).
Sustituyendo cada término de la expresión anterior en la acción 1.33, obtenemos

el resultado buscado.

Observación 1.6. Observar que el integrando no depende de las coordenadas x2, x3,
por lo que podemos hacer el pullback del integrando bajo el difeomorfismo φ :
D(2) × [−1, 1]→ D, y aśı obtener una densidad de acción:

S =

∫
[−1,1]2

S(2)dx2dx3 (1.39)

donde

S(2) =
κ

2

∫
D(2)

∆1/2Γ

(
R(2) − 2Γ−1�gΓ−

1

2
∆Γ−2 (∂µB2∂µB2)−

− 2∆−1/2
(
Γ−1∂µΓ∂µ∆1/2 +�g∆

1/2
))
εg (1.40)

La constante de Newton está redimensionada G → G′, con dimensiones de
(área)−1
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Caṕıtulo 1

1.5. Formulación sobre un espacio simétrico G/H

La acción que determina la ecuación de Einstein en el vaćıo en 4 dimensiones,
al aplicar la reducción dimensional dos veces, resulta en una acción que tiene como
campos a la métrica bidimensional g y a las tres funciones ∆,Γ, B2, todos viviendo
en la variedad cociente M (2). En lo que sigue, hablaremos de la acción S sobre M (2),
y los ı́ndices µ, ν, ... valdrán 0, 1.

Definición 1.5. Definimos los siguientes campos, escalar y SL(2,R)−valuado res-
pectivamente:

ρ := Γ∆1/2 (1.41)

V :=
1
√
ρ

(
ρ∆−1/2 ∆1/2B2

0 ∆1/2

)
(1.42)

A ρ se lo denomina dilatón, y V son las componenetes de la zweibein sobre las órbitas
de Killing.

Observación 1.7. El significado geométrico de ρ es claro: corresponde a la densidad
de área de las órbitas de los campos de Killing. Fijando una base ortonormal tangente
a las órbitas de los campos de Killing, podemos interpretar a V en cada punto del
espacio-tiempo cociente M (2) tomando una matriz en SL(2,R), de manera que el
mapa x ∈M (2) 7→ V(x) ∈ SL(2,R) es diferenciable. Esta matriz son las coordenadas
de la zweibein respecto a la base fijada. Verificar que V son las componentes de la
zweibein es inmediato a partir de la ecuación 1.31. Observar que elegimos un gauge
triangular superior para V ; como veremos en breve, la acción es invariante bajo la
elección de gauge en V .

En términos de ρ, la acción 1.40 es

S(2) =
κ

2

∫
D(2)

ρ

(
R(2) − 1

2

∆2

ρ2
(∂B2)2 +

1

ρ∆
∂µ∆∂µρ− 1

2∆2
(∂∆)2

−2

ρ
�gρ

)
εg (1.43)

Observar que el último de los sumandos conduce a un término de borde, que de
ahora en más no tomaremos en cuenta. Ver [18] y [38] para más detalles acerca de
los términos de borde.

La ventaja de pensar la acción en términos de ρ y V se hará manifiesta en un
momento, cuando veamos que la acción reducida y las ecuaciones de movimiento
adquieren expresiones sencillas de manipular en términos de estas variables.

Definición 1.6. Sea Jµ := V−1∂µV . A este objeto le llamaremos conexión.

La conexión anteriormente definida es la que transporta paralelamente a V : si
tenemos la ecuación diferencial

∂µV = VJµ (1.44)
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Caṕıtulo 1

una solución es

V(x) = V(0)Pe
∫ x
0 J (1.45)

para cierto camino entre los puntos 0 y x. Claramente el valor de la exponencial
por caminos no es necesariamente independiente del camino elegido. Para que esta
independencia sea efectivamente cierta, es suficiente que la curvatura de la conexión
sea cero. En la proposición siguiente veremos que es el caso de J .

Proposición 1.7. Jµ es una conexión plana.

Demostración. Calculamos la curvatura Ω = dJ+J∧J : en términos de componentes,
tenemos que V a

µ , aśı que

Ω b
a = d(V−1 µ

a dV b
µ ) + V−1 µ

a dV c
µ ∧ V−1 µ

c dV b
µ (1.46)

= −V−1 ν
a dV c

ν V−1 µ
c ∧ dV b

µ + V−1 µ
a dV c

µ ∧ V−1 µ
c dV b

µ (1.47)

= 0 (1.48)

La conexión J es un elemento del álgebra de Lie de SL(2,R) para cada punto
de la variedad cociente. A continuación daremos un rápido vistazo a la estructura
de sl(2,R), sin entrar en los detalles, que están en el apéndice B.

Definición 1.7. En sl(2,R) = Lie(SL(2,R)) es el espacio de matrices de traza cero.
Tenemos la estructura sl(2,R) = q ⊕ k, donde q son las matrices antisimétricas y k
son las matrices simétricas de traza cero.

Los generadores de sl(2,R) como espacio vectorial son las matrices

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
(1.49)

En vista de la definición anterior, tenemos q = span(e−f), y k = span(e+f, h).
La subálgebra de Cartan h está generada por h, y es un subespacio de k.

Las relaciones de conmutación indican las siguientes relaciones entre subespacios:

[q, k] ⊂ k (1.50)

[k, k] ⊂ q (1.51)

[q, q] ⊂ q (1.52)

Tenemos la involución ω que es un automorfismo del álgebra, y en los generadores
vale ω(e) = −f ω(f) = −e ω(h) = −h.

Esta involución nos permite definir un automorfismo η que consiste en tomar ω
y trasponer la matriz obtenida. Esto nos da autovalores 1 y −1, pues η2 = id. El
subespacio propio de 1 es q y el de −1 es k.
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Definición 1.8. Para la conexión Jµ, en cada punto de la variedad cociente tenemos
la descomposición en Pµ ∈ k y Qµ ∈ q, de manera que

Jµ(x) = Qµ(x) + Pµ(x) (1.53)

En términos de Qµ y Pµ, la condición de curvatura cero para Jµ nos da dos
ecuaciones, separando en k y q:

2 (dJ + J ∧ J) = ∂µJν − ∂νJµ + [Jµ, Jν ] (1.54)

[Jµ, Jν ] = [Qµ, Qν ] + [Qµ, Pν ] + [Pµ, Qν ] + [Pµ, Pν ] (1.55)

de donde

∂µQν − ∂νQµ + [Qµ, Qν ] + [Pµ, Pν ] = 0 (1.56)

∂µPν − ∂νPµ + [Qµ, Pν ] + [Pµ, Qν ] = 0 (1.57)

De la descomposición de la conexión en los subespacios k y q, podemos expresar
Qµ y Pµ:

Pµ =

(∆
2ρ
∂µ
(
ρ
∆

)
∆
2ρ
∂µB2

∆
2ρ
∂µB2 −∆

2ρ
∂µ
(
ρ
∆

)) (1.58)

Qµ =

(
0 ∆

2ρ
∂µB2

−∆
2ρ
∂µB2 0

)
(1.59)

A continuación, veremos cómo se simplifica la acción utilizando las variables ρ y
V .

Proposición 1.8. En términos de la conexión de la definición anterior, y a menos
de términos de borde, el lagrangeano que define la acción S resulta

L = ρR− ρTr(PµP
µ) +

1

2
ρ−1∂µρ∂

µρ (1.60)

Demostración. Calculamos Tr(PµP
µ) a partir de 1.58:

Tr(PµP
µ) = 2

(
∆2

4ρ2
∂µ

( ρ
∆

)
∂µ
( ρ

∆

)
+

∆2

4ρ2
∂µB2∂

µB2

)
(1.61)

=
1

2∆2
(∂∆)2 +

1

2ρ2
(∂ρ)2 − 1

∆ρ
∂µ∆∂µρ+

∆2

2ρ2
(∂B2)2 (1.62)

Comparando con la expresión 1.43, obtenemos el resultado buscado a menos del
término de borde �ρ.

La ventaja más importante de este lagrangeano es que tiene la forma de un mo-
delo σ en un espacio tiempo de Minkowski: cierta conexión en un espacio simétrico
G/H, y una función f que en nuestro caso es la curvatura R. La diferencia funda-
mental es que en nuestro caso aparece el dilatón ρ como factor multiplicativo, y eso
introducirá estructuras más complejas en el estudio de este modelo.
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Definición 1.9. La conexión J tiene asociada una derivada covariante, que notare-
mos Dµ, y que se define como

Dµ = ∂µ + adQµ (1.63)

es decir, si X es una función SL(2,R)−valuada,

DµX = ∂µX + [Qµ, X] (1.64)

1.6. Geometŕıa conforme

En lo que resta, M será una variedad Lorentziana de dimensión 2, que proviene
de realizar la reducción dimensional de las secciones anteriores y pasar al cociente
una variedad de dimensión 4.

El siguiente resultado es clásico, se lo puede ver en [48], pág. 446:
Dada una variedad Lorentziana M , supongamos que tenemos dos métricas, g, ĝ,

tales que ĝ = ψ2g, para ψ : M → R una función suave. Entonces, las curvaturas
escalares están relacionadas mediante la siguiente ecuación:

R̂ = ψ−2 (R− (n− 1)(2− n)∇c lnψ∇c lnψ − 2(n− 1)�g lnψ) (1.65)

Para el caso de una variedad bidimensional, toda métrica es conformemente
plana, como indica el siguiente resultado clásico, que puede ser encontrado en [50]:

Proposición 1.9. Sea (M, g) una variedad Lorentziana bidimensional, y p ∈M un
punto. Entonces, existe una carta local (U,ϕ), con U entorno de p, y una función
σ : U → R tales que gµν = e2σηµν.

Sea D ⊂ M un conjunto abierto, entorno de un punto p ∈ M donde vale el re-
sultado de la proposición anterior. Las coordenadas lumı́nicas o nulas las notaremos
(x−, x+), donde la métrica de Minkowski adquiere la forma η = −dx−dx+.

Sea σ : D → R la función tal que en coordendas lumı́nicas tenemos gµν = e2σηµν .
Denominaremos a esta función factor conforme o exponente conforme de g. Como
veremos, nuevamente el objetivo de introducir una función auxiliar es simplificar la
escritura de las ecuaciones de movimiento.

Proposición 1.10. En las coordenadas lumı́nicas, a menos de términos de borde la
acción resulta,

S =

∫
D

(−2ρ�σ̃ − ρTr(PµP
µ)) εη (1.66)

donde σ̃ = σ + 1
4

ln ρ.

Demostración. Tenemos

S =

∫
D

(
ρR− ρTr(PµP

µ) +
1

2
ρ−1∂µρ∂

µρ

)
εg (1.67)
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En coordenadas nulas, η±∓ = −1
2
, η−− = η++ = 0. Entonces, tenemos las si-

guientes igualdades:

R = −2e−2σ�ησ (1.68)

PµP
µ = gµνPµPν = e−2σηµνPµPν (1.69)

εg = e2σεη (1.70)

Sustituyendo todo en la acción, tenemos

S =

∫
D

(
−2ρ�ησ − ρTr(PµP

µ) +
1

2
ρ−1∂µρ∂

µρ

)
εη (1.71)

Usando la igualdad

ρ� ln ρ = �ρ− ρ−1∂µρ∂
µρ (1.72)

a menos de términos de borde, tenemos

S =

∫
D

(
−2ρ�

(
σ +

1

4
ln ρ

)
− ρTr(PµP

µ)

)
εη (1.73)

Observación 1.8. El factor conforme no transforma como una función escalar bajo
difeomorfismo, como se puede calcular expĺıcitamente:

Si vamos a la proposición 1.2, los difeomorfismos conformes actúan sobre σ como

Lξσ = ξ±∂±σ +
1

2
∂±ξ± (1.74)

1.7. Ecuaciones de Movimiento

Para hallar las ecuaciones de movimiento, nuestro punto de partida es el Lagran-
geano 1.60, que es una funcional respecto a la métrica bidimensional g, la densidad
de área ρ y la zweibein V .

Proposición 1.11. Las ecuaciones de movimiento para la acción de Einstein-Hilbert
en la variedad cociente

S =

∫
D

(
ρR− ρTr(P 2) +

1

2
ρ−1∇µρ∇µρ

)
εg (1.75)

son

0 = Dµ(ρPµ) (1.76)

0 = R− Tr(P 2)− 1

2
ρ−2∇µρ∇µρ−� ln ρ (1.77)

0 = −1

2
gµνρTr(P 2) + ρTr(P µP ν) +

1

4
gµνρ−1∇λρ∇λρ−

−1

2
ρ−1∇µρ∇νρ+∇µ∇νρ− gµν�ρ (1.78)
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Demostración. Realizando una variación de la acción, tenemos

S =

∫
D

(
ρR− ρTr[P 2] +

1

2
ρ−1∇µρ∇µρ

)
δεg +

+δ

(
ρR− ρTr(P 2) +

1

2
ρ−1∇µρ∇µρ

)
εg (1.79)

Para la forma de volumen tenemos que

δεg =
1

2
εgg

µνδgµν :=
1

2
εgδg

µ
µ (1.80)

donde estamos definiendo δgµµ. Las variaciones de los otros términos se hallan de
manera usual:

δ (ρR) = Rδρ+ ρRµνδg
µν + ρgµνδRµν (1.81)

δ
(
ρTr[P 2]

)
= Tr[P 2]δρ+ 2ρTr[Pµg

µνδPν ] + ρTr[PµPνδg
µν ] (1.82)

δ
(
ρ−1∇2ρ

)
= −ρ−2∇2ρδρ+ 2ρ−1gµν∇µρ∇νδρ+ ρ−1∇µρ∇νρδg

µν (1.83)

donde

gµνδRµν = ∇σ
(
∇µδgσµ −∇σδg

µ
µ

)
(1.84)

Ahora veremos el término que contiene 2ρTr[Pµg
µνδPν ]:

ρTr[Pµg
µνδPν ] = Tr

[
(∇µ(ρP µ) + [Jµ, ρP

µ])V−1δV
]
−∇µ

(
ρTr[P µV−1δV ]

)
(1.85)

Agrupando todo:

S =

∫
D

(
ρR− ρTr[P 2] +

1

2
ρ−1∇µρ∇µρ

)
1

2
εgg

µνδgµν +

+

(
ρRµν + ρTr[PµPν ] +

1

2
ρ−1∇µρ∇νρ

)
δgµνεg

+δρ

(
R− Tr(P 2)− 1

2
ρ−2∇2ρ

)
εg +

+2Tr
[
(∇µ(ρP µ) + [Jµ, ρP

µ])V−1δV
]
εg +

+
(
ρ−1gµν∇µρ∇νδρ+ ρ∇σ

(
∇µδgσµ −∇σδg

µ
µ

)
−

−2∇µ

(
ρTr[P µV−1δV ]

))
εg (1.86)

El último renglón contiene variaciones dentro de derivadas covariantes. Observar
que el tercer sumando corresponde a un término de borde (teorema de Stokes). Los
otros dos sumandos los podemos integrar por partes:

ρ−1gµν∇µρ∇νδρ = −δρ∇ν

(
ρ−1gµν∇µρ

)
+∇ν

(
δρρ−1gµν∇µρ

)
(1.87)

= −δρ� ln ρ+∇ν

(
ρ−1δρgµν∇µρ

)
(1.88)
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y

ρ∇σ
(
∇µδgσµ −∇σδg

µ
µ

)
= −∇σρ

(
∇µδgσµ −∇σδg

µ
µ

)
+

+∇σ
(
ρ∇µδgσµ − ρ∇σδg

µ
µ

)
(1.89)

−∇σρ
(
∇µδgσµ −∇σδg

µ
µ

)
= (∇µ∇σρ− gσµ�ρ) δgσµ +

+∇σ
(
∇σρδg

µ
µ −∇µρδgµσ

)
(1.90)

Los sumandos que nos lleva a un término de borde son

∫
D

∇σ
(
ρ−1δρ∇σρ− 2ρTr[PσV−1δV ] + ρ∇µδgσµ − ρ∇σδg

µ
µ +∇σρδg

µ
µ −∇µρδgµσ

)
εg

(1.91)
que en el caṕıtulo siguiente veremos que nos llevará a calcular el potencial simplécti-
co.

Las ecuaciones de movimiento se deducen agrupando los términos en el bulk
según las variaciones independientes δρ , V−1δV y δgµν .

Las ecuaciones de movimiento de la proposición anterior las podemos escribir en
coordendas nulas alrededor de un punto, tomando σ como el factor conforme.

1. La primera de las ecuaciones resulta

D± (ρP±) = 0 (1.92)

2. La última de las ecuaciones la podemos escirbir tomando las componentes ±∓
y ±± por separado: las componente ±∓ dan

�ρ = 0 (1.93)

que en coordenadas lumı́nicas es ∂−∂+ρ = 0.

La diagonal es

ρTr (P±P±)− 1

2
ρ−1∂±ρ∂±ρ+∇±∇±ρ = 0 (1.94)

que se puede simplificar en

2∂±σ̂∂±ρ = ρTr (P±P±) + ∂±∂±ρ (1.95)

3. La ecuación que contiene la curvatura es

0 = −2�ησ − Tr(P±P±)− 1

2
ρ−2∂±ρ∂

±ρ−�η ln ρ (1.96)

= −2�η

(
σ +

1

4
ln ρ

)
− Tr(P±P±)− 1

2
ρ−1�ηρ (1.97)
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que en vista de la ecuación para ρ es

2�η (σ̂) + Tr(P±P±) = 0 (1.98)

Observación 1.9. La ecuación de segundo orden es una consecuencia más débil de
las dos ecuaciones de primer orden. Ambas corresponden a una combinación de los
v́ınculos de difeomorfismos Hamiltoniano y Espacial en la variedad cociente.

1.7.1. Gauge Conforme

Como ya vimos, la métrica g es conformemente plana, g = e2ση, y expresar
el lagrangeano como funcional de σ, ρ,V . Variando la acción construida con este
lagrangeano, obtendremos las ecuaciones de movimiento en este gauge, que deben
ser equivalentes a las obtenidas primero variando la acción y luego fijando el gauge.

Observación 1.10. Como veremos a continuación, las ecuaciones de primer orden
para σ que hallamos son v́ınculos del sistema, compatibles con la ecuación de segundo
orden para σ de la proposición siguiente.

Proposición 1.12. Para la acción

S =

∫
D

(−2ρ� (σ̃)− ρTr(PµP
µ)) εη (1.99)

las ecuaciones de movimiento son (en coordenadas nulas)

∂−∂+ρ = 0 (1.100)

D+(ρP−) +D−(ρP+) = 0 (1.101)

∂−∂+σ̃ +
1

2
Tr(P+P−) = 0 (1.102)

Demostración. Tomamos una variación δ en la acción, variación que actúa en los
campos ρ, σ̃ y V :

δS =

∫
D

(−2δρ� (σ̃)− 2ρ�δσ̃ − δρTr(PµP
µ)− 2ρTr(PµδP

µ)) εη (1.103)

= −
∫
D

(
2�ρδσ̃ − δρ (2�σ̃ + Tr(PµP

µ))− 2Tr(Dµ (ρPµ)V−1δV)
)
εη

+

∫
∂D

(
−2ρ∇µδσ̃ + 2∇µρδσ̃ − 2Tr(ρPµV−1δV)

)
εηµ· (1.104)

Asumiendo que las variaciones se anulan en el borde, al igual que ∇µδσ̃, resultan
las ecuaciones de movimiento del enunciado.

Observación 1.11. Observar que obtuvimos la ecuación de segundo orden para σ,
en vez de las ecuaciones de primer orden. Esto es debido a que fijamos parcialmente
la libertad de difeomorfismos al tomar una métrica plana de la clase conforme de
g, es decir, parte de la fijación del gauge la realizamos al exigir que no se vaŕıa la
estructura de conos de luz relativos a la coordenadas y eso limita la variación.
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1.7.2. Comentario sobre el exponente conforme

Las ecuaciones de v́ınculos para el factor conforme se pueden reescribir de una
manera más compacta, como veremos a continuación.

Proposición 1.13. El campo ρ, la densidad de área, puede ser utilizado como coor-
denada radial, y su conjugado armónico ρ̃ como coordenada temporal.

Demostración. Sean (z−, z+) coordenadas lumı́nicas en un entorno de un punto
p ∈M .

La ecuación de movimiento para ρ es ∂−∂+ρ = 0, que tiene solución inmediata
ρ = 1

2
(ρ+(z+)− ρ−(z−)), donde ρ+, ρ− son dos funciones suaves que sólo dependen

de z+, z− respectivamente. El conjugado armónico es ρ̃ = 1
2

(ρ+(z+) + ρ−(z−)).
La ĺınea de mundo del eje de simetŕıa es una curva donde ρ = 0, pero dρ 6= 0,

pues en analoǵıa con las coordenadas ciĺındricas, la densidad de área de las órbitas
de los campos de Killing crece linealmente con la distancia desde la ĺınea de mundo
del eje, a primer orden. Asumiremos que dρ es espacial. Entonces:

0 < dρ · dρ = −∂−ρ∂+ρ (1.105)

de donde ∂−ρ, ∂+ρ 6= 0. Deducimos entonces que ambas son monótonas. Análo-
gamente para la función ρ̃. Por tanto, pueden ser tomadas como coordenadas: ρ
corresponde a una coordenada radial, y ρ̃ a una coordenada temporal, asumiendo
que z− y z+ crecen hacia el futuro.

De lo anterior, tenemos coordenadas lumı́nicas de preferencia una vez fijada la
solución, i.e., (ρ−, ρ+).

Definición 1.10. Sean γ± dos congruencias de geodésicas nulas tales que: sobre
cada geodésica de γ− la coordenada ρ− es constante, y sobre cada geodésica de γ+

la coordenada ρ+ es constante, con ρ creciente hacia el futuro en γ− y decreciente
hacia el futuro en γ+.

Supongamos entonces que tenemos una solución, las funciones ρ−, ρ+ especifica-
das. La métrica depende de z−, z+ como

g(z−, z+) = −e2σ(z−,z+)

(
0 1
1 0

)
(1.106)

Haciendo el cambio de coordenadas a ρ−, ρ+, obtenemos

g(ρ−, ρ+) = −e2σ(ρ−,ρ+)(∂−ρ
−∂+ρ

+)−1

(
0 1
1 0

)
(1.107)

= −e2σ(ρ−,ρ+)−ln(∂−ρ−∂+ρ+)

(
0 1
1 0

)
(1.108)

= −e2σ(ρ−,ρ+)−ln(∂−ρ∂+ρ)−ln 4

(
0 1
1 0

)
(1.109)

que corresponde a definir un factor conforme de manera que η = dρ+dρ−.
Es decir, a menos de una constante, siempre podemos reabsorber las coordenadas

ρ± dentro del factor conforme. Esto nos permite hacer la siguiente
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Definición 1.11. Dada una solución a las ecuaciones de movimiento, sea σ̂ :=
σ̃ − 1

2
ln(∂+ρ∂−ρ).

De esta manera, el factor conforme de la métrica bidimensional de toda solución
se escribe en términos de las coordenadas ρ−, ρ+ como eσ̂.

Observación 1.12. Las ecuaciones de primer orden en términos de σ̂ resultan

2∂±ρ∂±σ̂ = ρTr(P±P±) (1.110)

Observar que lo único que hicimos fue reescribir el factor conforme para que la
métrica g siga siendo de la forma f 2η, aún bajo cambios de las funciones ρ. Expresado
de otra manera, estamos construyendo un campo σ̂ que vaŕıa covariantemente al
variar la solución ρ a la ecuación ∂−∂+ρ = 0. Sobre las ventajas de tomar tal campo,
aparte de simplificar las ecuaciones, hablaremos más adelante cuando estudiemos la
integrabilidad del sistema.

Efectivamente, bajo un difeomorfismo conforme la función σ̂ es un campo escalar:

Lξσ̂ = ξ±∂±σ̂ (1.111)

Observación 1.13. Denominaremos covariancia conforme a la propiedad que mos-
tramos más arriba: dadas dos métricas relacionadas por un cambio de coordenadas
conforme, siempre podemos reabsorber una de las métricas en la otra mediante un
reescaleo del factor conforme σ̂. Estas métricas estarán representadas por la misma
clase conforme.

Esta covariancia es debido a la libertad de difeomorfismos correpondiente a los
difeomorfismos conformes. De esta manera, estamos fijando parcialmente esta liber-
tad al tomar un representante de la clase conforme de cada métrica.

1.8. Datos iniciales sobre una doble hoja nula

Consideremos un punto p ∈M , la variedad cociente, que en la variedad original
corresponde a un cilindro S0. De ahora en adelante, denotaremos por S0 a p. Este
punto tiene ciertas coordenadas lumı́nicas (x−0 , x

+
0 ). En un entorno suficientemente

pequeño de S0, consideramos los segmentos de geodésicas nulas NR :=
{

(x−0 , s)
}
s∈I

y NL :=
{

(s, x+
0 )
}
s∈J , con I =

[
x+

0 , x
+
R

]
y J =

[
x−L , x

−
0

]
dos intervalos de interior no

vaćıo.
Observar que, por construcción, las geodésicas están en el futuro de S0. Notare-

mos SR, SL a los extremos de NR,NL que no son S0. En la figura 1.1 se muestran
los elementos. Sea N := NL ∪NR, que llamaremos doble hoja nula.

En un entorno suficientemente chico de S0, los segmentos de geodésicas NL y
NR forman una parte del borde de un dominio de dependencia1 que es un diamante
hacia el futuro de S0.

1El dominio de dependencia de un subconjunto cerrado N del espacio-tiempo es el conjunto de
puntos con la siguiente propiedad: toda curva causal que contiene al punto en cuestión intersecta
a N
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Figura 1.1: Esquema de N = NL ∪ NR y de la variedad bidimensional sobre la que
trabajaremos (sombreada).

En vista de la sección anterior, para obtener una solución a las ecuaciones de
movimiento a partir de datos sobre N , debemos especificar ρ, σ y V en todo el
dominio de Cauchy de N .

Como primer paso, observar que la covariancia conforme nos independiza de la
elección de las funciones ρ± que elijamos, excepto por el valor de su suma (o resta)
en un punto de referencia, a elección. Es decir, una vez fijado un punto sobre la
variedad y un valor de las funciones ρ± en él, todas las soluciones a ∂−∂+ρ = 0 las
trataremos como equivalentes. En particular, se pueden tomar como coordenadas
nulas a las funciones ρ+ y ρ−, como es el caso de las coordenadas de Weyl.

Una vez fijadas las coordenadas, la ecuación

Dµ (ρPµ) = 0 (1.112)

nos indica que debemos conocer V en la frontera pasada (o futura) del dominio de
dependencia.

Esto es un caso especial de la situación general de la teoria de ecuaciones hi-
perbólicas: para un dominio espacial de datos iniciales, precisamos conocer el valor
de los campos sobre el dominio, más su derivada normal. Para un dominio nulo, co-
mo es nuestro caso (N son dos segmentos de geodésicas nulas), la dirección normal
coincide con la dirección tangente.

Finalmente, σ̂ lo obtenemos integrando las ecuaciones de primer orden , una vez
conocida la solución V . Partiendo de una valor σ̂0 de referencia, integramos una de
las ecuaciones sobre una geodésica nula, luego al valor obtenido lo usamos como
la constante de integración para la otra ecuación, y aśı obtendremos σ̂ en todo el
dominio de Cauchy.

Por tanto, los datos iniciales serán:

1. σ̂ en un punto, que sin pérdida de generalidad será S0. A tal dato lo llamaremos
σ̂0.
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2. ρ en un punto, que al igual que antes asumiremos que es S0. Llamaremos a
este dato ρ0.

3. Por último, las funciones V las debemos especificar en toda N .

Nuestro espacio de soluciones estará parametrizado por los datos definidos arriba:

F := {(ρ0, σ̂0,V) : ρ0, σ̂0 ∈ R,V : N → SL(2,R)} (1.113)
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Estructura simpléctica

2.1. Objetivos

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el espacio de fase que consideramos (a menos
de una transformación conforme) está parametrizado por dos números ρ0 y σ̂0, y
una función V : N → SL(2,R). Integrando las ecuaciones de movimiento a partir
de estos datos nos da una solución en un dominio de dependencia de N . Ver [42] y
[10] para más detalles.

El espacio de fase tiene una estructura simpléctica estándar, construida a partir
de la acción. El camino estándar comienza con la acción, luego se calcula el potencial
simpléctico a partir de los términos de borde en la variación de la acción, y con éste
la 2-forma simpléctica.

Nosotros seguiremos ese camino, sólo que en nuestro caso no tenemos expĺıcita-
mente los datos iniciales ρ0 y σ̂0 en la acción inicial, y siempre estamos cocientando
las soluciones módulo transformaciones conformes. Esto nos introduce ciertos de-
talles técnicos que tenemos que resolver para obtener una 2-forma simpléctica en
términos de los datos iniciales (i.e., en el espacio de fase, pues recordar que espacio
de fase y el espacio de los datos iniciales tienen una correspondencia uno a uno).

Como primer paso, debemos definir sistemas de coordenadas adecuados para po-
der trabajar incorporando la libertad gauge de difeomorfismos conformes (la cova-
riancia conforme de la que hablamos en la subsección 1.7.2), y luego definir qué tipo
de variaciones consideraremos para los cálculos.

Una vez hecho esto, presentaremos los cálculos expĺıcitos para el potencial simplécti-
co y la 2-forma simpléctica en términos de los datos iniciales, y por último compa-
raremos los resultados con [36].

2.2. Coordenadas sobre N
A partir de ahora notaremos a la variedad reducida como M . Como ya vimos:

Definición 2.1. Los datos iniciales serán ρ0 y σ̂0, correspondientes a los valores de
ρ y σ̂ en S0, y la zweibein V especificada en N , suave en N \ S0 y continua en S0.

En nuestro estudio de los datos iniciales, consideraremos a N como un subcon-
junto del borde de una región D en M , como indica la figura 2.1. Esto implica que
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Figura 2.1: Dominio D, y sus bordes Σ y N = NL ∪NR.

la orientación en N es la heredada como orientación borde de D. Entonces NL y
NR tendrán orientaciones coherentes si utilizamos la misma carta sobre ellas.

Cualquier función ρ(z−, z+) = ρ+(z+)±ρ−(z−) cumple la ecuación de movimien-
to 1.100, donde ρ− es una función solamente de z−, y ρ+ es función solamente de
z+. Sin embargo, recordar de la sección 1.7.2 que σ̂ absorbe esta libertad. Por tanto,
a menos de un difeomorfismo conforme que transforme dos soluciones ρ± en ρ′±, po-
demos considerar a las funciones ρ± como coordenadas en M (ver la demostración
de la proposición 1.13 para más detalles).

En las secciones siguientes trataremos con variaciones en el espacio de soluciones
que tienen ciertas propiedades especiales, por ejemplo que dejan fijos entornos del
borde de N . Con el objetivo de poder tratar a NL y NR de manera análoga en los
cálculos, definiremos dos sistemas de coordenadas sobre N , cada uno solidario a una
rama.

2.2.1. Coordenadas x±

De ahora en adelante, las coordenadas que llamaremos (x−, x+) son coordendas
nulas tales que

x± = ρ± − ρ−(S0) (2.1)

es decir, el dilatón está dado por

ρ =
1

2
(x+ − x−) (2.2)

Observar que, por definición, x−(S0) = 0. En estas coordenadas, la métrica es

η(x−, x+) = −1

2

(
0 1
1 0

)
(2.3)

Primero, observemos que (x−, x+) están determinadas uńıvocamente por su valor
en un punto (S0 en este caso) y la función ρ. Para que esto quede claro, veamos el
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valor de las coordenadas en los puntos SL, S0 y SR:

En S0, de la definición de las coordenadas se deduce que x+(S0) = 2ρ0; i.e.
(x−(S0), x+(S0)) = (0, 2ρ0).

Para ir de S0 a SL nos movemos sobre NL, que es un segmento de geodésica
nula y sobre la cual x+ es constante (por ser coordenada lumı́nica). Entonces
x+(SL) = x+(S0) = 2ρ0, y se deduce que x−(SL) = 2ρ0−2ρL con ρL := ρ(SL);
i.e. (x−(SL), x+(SL)) = (2(ρ0 − ρL), 2ρ0).

Para ir de S0 a SR, nos movemos sobre NR, que es un segmento de geodésica
nula sobre la que x− es constante. Por tanto, x−(SR) = x−(S0) = 0, y de la defi-
nición tenemos x+(SR) = 2ρR, con ρR := ρ(SR). Entonces (x−(SR), x+(SR)) =
(0, 2ρR).

Por último, sea p un punto en el interior de la región D. Por la única geodésica
nula l tal que la función ρ es creciente hacia el pasado sobre ella, podemos definir
un punto q sobre NR, de manera q = NL ∩ l. Sobre l la coordenada x+ es constante,
aśı que x+(p) = x+(q), y este úlitmo valor es 2ρ(q), por lo visto en el tercer item
anterior. Finalmente, de la definición,

x−(p) = x+(p)− 2ρ(p) = 2(ρ(q)− ρ(p))

Por tanto, las coordenadas x± están uńıvocamente determinadas por su valor en
S0 y la función ρ. Ver figura 2.2

Figura 2.2: Coordenadas (x−, x+) en un entorno de la doble hoja nula N , donde se
indican los valores particulares de las coordenadas en los puntos SL, S0 y SR.

Ahora, veamos la orientación de N con estas coordenadas. Para NR como borde
de D, estas coordenadas dan a NR la misma orientación que la orientación borde:
∂− es un vector entrante en D, aśı que ∂−ydx− ∧ dx+ = dx+.

Observar que NL tiene la orientación contraria a la orientación borde de D: ∂+

es el vector entrante en D, ∂+ydx− ∧ dx+ = −dx−.
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2.2.2. Coordenadas y±

Las coordenadas (y+, y−) son coordenadas nulas solidarias a NL, definidas como

y± = ρ± − ρ+(S0) (2.4)

es decir, ahora el dilatón está dado por

ρ =
1

2
(y+ − y−) (2.5)

y y+(S0) = 0.
La métrica en estas coordenadas es la misma que antes.
Al igual que verificamos para el caso de las coordenadas x±, las coordenadas

y± están uńıvocamente determinadas por su valor en un punto y la función ρ. La
deducción de los valores de y± en SL, S0 y SR es análoga a la que hicimos en la
subsección anterior, a continuación presentamos solamente el resultado

(y−(S0), y+(S0)) = (−2ρ0, 0).

(y−(SL), y+(SL)) = (−2ρL, 0).

(y−(SR), y+(SR)) = (−2ρ0, 2(ρR − ρ0)).

En NL, ∂+ es entrante en D, aśı que ∂+y (dy− ∧ dy+) = −dy−, i.e., tiene orien-
tación coherente con NR, y contraria a la orientación borde de D.

Observación 2.1. Es directo establecer la relación entre las coordenadas definidas
antes:

x+ = y+ + 2ρ0 (2.6)

x− = y− + 2ρ0 (2.7)

donde es claro que el Jacobiano tiene determinante 1, preservando la orientación.
Esta relación será de utilidad en el caṕıtulo 5.

2.3. Variaciones sobre el espacio de soluciones

En nuestro cálculo del potencial simpléctico y de la forma simpléctica, y más
tarde de los corchetes de Poisson, es necesario considerar las variaciones de la métrica
que dejan fijas ciertas cartas y otras que no. A razón de poder entender bien el
cálculo, es necesario que nos detengamos para explicar la distinción que hacemos
de las variaciones, y cómo afectan a las coordenadas que definimos en la sección
anterior.

Una variación de la métrica se define como la derivada a lo largo de una familia
uniparamétrica dentro del espacio de métricas de la variedad M , gλ, de manera que
para λ = 0 estamos sobre la métrica de referencia g0.

Cualquier familia uniparamétrica del espacio de métricas no es útil para nuestro
propósito, pues nos interesa el caso en que las variaciones son tangentes al espacio de
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soluciones. Para esto, es suficiente pedir que la familia uniparamétrica esté contenida
en el espacio de soluciones a las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones lineali-
zadas de movimiento para las variaciones δσ, δρ y δV surgen como consecuencia
de ello, y las soluciones a las ecuaciones linealizadas corresponden a las variaciones
tangentes al espacio de soluciones de las ecuaciones originales.

Hasta ahora, hemos tomado un atlas de cartas que cubre la variedad cociente
M . Tales cartas son independientes de la solución a las ecuaciones de Einstein, pues
muñen a M con la estructura de variedad. Sin embargo, ciertas cartas locales son
más útiles que otras.

El ejemplo más conocido son las coordenadas normales: en estas coordenadas,
tomamos la proyección mediante el mapa exponencial del espacio tangente a un
punto, expp : B ⊂ TpM → M , obteniendo la métrica en términos del tensor de
Riemann y sus derivadas:

gµν = ηµν +
1

3
Rαµνβx

αxβ +
1

6
(∇γRαµνβ)xαxβxγ + ... (2.8)

Entonces, el atlas compuesto por coordenadas normales (los números con los que
especificamos la posición de un punto respecto de otro) dependen de la métrica y
sus derivadas superiores.

Al variar la métrica (y como consecuencia también sus derivadas de orden supe-
rior), vamos continuamente de la métrica g0 a gλ, de manera que, si nos paramos en
un conjunto Uα ⊂ M de la partición de la unidad y φα,λ las coordenadas normales
asociadas a la métrica gλ en tal abierto, tendremos que en general φα,0(p) 6= φα,λ(p).
Esto es lo que se conoce por coordenadas móviles.

Un atlas que no dependa de la métrica cumplirá que φα,0(p) = φα,λ(p), ∀α, λ.
Las denominaremos coordenadas fijas.

En términos más formales, consideremos M una variedad y A un atlas maximal.
Sistemas de coordenadas móviles son sistemas de coordenadas que dependen de un
parámetro, digamos λ, de manera que para cada valor de λ cada carta traza una
curva en A. En particular, λ puede ser el parámetro de una familia de métricas que
genera una variación sobre el espacio de métricas.

Ejemplo 2.1. Sea M = R2, y gλ = (1 + λ)2dx2 + dy2 la familia uniparamétri-
ca de métricas. Las coordenadas normales polares en términos de las coordenadas
cartesianas usuales son r( 1

1+λ
cos θ, sin θ), que claramente depende de λ.

Ahora, si consideramos el punto de coordendas normales (r = 1, θ = 0), vemos
que su posición en R2 respecto a las coordenadas cartesianas (que son fijas) cambia
según vaŕıa λ. Ver la figura 2.3.

En nuestro caso, observar que estamos haciendo una elección de un atlas móvil
al tomar como coordenadas las funciones ρ±, pues son funciones que dependen de
la métrica.

Por lo tanto, dada una variación δ, y un campo F (escalar, vectorial o tensorial)
sobre el que actúa, debemos especificar si las coordenadas en las que está expresado
F son móviles o fijas, pues debemos tener en cuenta el movimiento entre valores
para el mismo punto de la variedad en caso que las coordenadas sean móviles. En
otras palabras, siempre podemos considerar las variaciones de F respecto a un atlas
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Figura 2.3: Podemos apreciar el cambio de la región x2 + y2 ≤ 1 según vaŕıa el
parámetro λ.

arbitrario sobre la variedad. Sin embargo, si el atlas es móvil debemos tener cuiadado
al calcular la variación, pues aparece un término extra debido al movimiento de las
coordenadas del atlas móvil.

Para ilustrar esto, volvamos al ejemplo anterior:

Consideremos el campo escalar f : R2 → R, tal que (x, y) 7→ dist2
(

(0, 0), (x, y)

)
.

Entonces, la variación de f respecto a λ es

δfijasf = 2(1 + λ) (2.9)

Ahora, pensemos en f sobre el atlas móvil dado por las coordenadas normales
polares: (x, y) 7→ r, simplemente la distancia al origen en coordenadas normales. La
variación de f respecto a λ en estas coordenadas será

δnormalesf = 0 (2.10)

Por otro lado, la variación de la métrica puede ser descrita como el pullback
de la misma bajo la familia de difeomorfismos φλ(x, y) = ((1 + λ)x, y). El campo
vectorial que genera tales difeomorfismos es ξ = (x, 0), que no es otra cosa que el
difeomorfismo que lleva las cartas polares normales a las cartas polares cartesianas
usuales. Oservar que

Lξf = 2(1 + λ) (2.11)

Juntando las ecuaciones 2.9, 2.10 y 2.11, obtenemos la siguiente igualdad

δfijasf = δnormalesf + Lξf (2.12)

Esta igualdad que obtuvimos en un caso muy simplificado vale en general, como
se explica en el apéndice A, en particular la ecuación A.7. Toda variación la podemos
escribir como una variación que deja fija la carta móvil más una variación que genera
difeomorfismos, i.e., una derivada de Lie respecto a cierto campo vectorial ξ:

31



Caṕıtulo 2

δ = δx + Lξ (2.13)

donde δx nos indica que la variación deja fija las coordenadas móviles x, y ξ es un
campo vectorial que genera difeomorfismos, y que sus coordenadas están dadas por

δx± = ξ± (2.14)

Para mostrar cómo operar con el difeomorfismo, observar que en nuestras coor-
denadas x± tenemos

ξ± = δx± = δ(ρ± − ρ−(S0)) (2.15)

Parte de la idea de invertir la 2-forma simpléctica (ver [38]), es tener variaciones
que preservan el carácter nulo de la superficie nula N , en nuestro caso dos geodésicas
(recordar que tratamos el problema en el cociente por las órbitas de Killing); de esta
manera podemos comparar datos que corresponden a una solución con datos que
corresponden a otra solución, infinitesimalmente apartada, ambas soluciones con la
misma superficie de datos iniciales nulos. Por otro lado, como mostraremos en la
sección siguiente, es suficiente que la variación se anule en un entorno del borde de
N para asegurar la invertibilidad.

Las hipótesis sobre las variaciones que usaremos para el cálculo de la 2-forma
simpléctica son las siguientes 1:

Definición 2.2. Una variación admisible δ será aquella que cumpla las siguientes
condiciones:

1. Preserva el carácter nulo de las geodésicas nulas NL y NR, en el sentido que
existe una familia uniparamétrica de métricas generadas por δ que mantienen
como segmentos de geodésicas nulas a NL y NR.

2. Existen entornos de los puntos SL y SR dentro de los cuales la métrica perma-
nece fija.

Veremos en el caṕıtulo siguiente que debemos agregar una condición más para
poder invertir la forma simpléctica y calcular todos los corchetes de Poisson entre
ρ0, σ̂0 y V .

Observación 2.2. En la sección siguiente, veremos que la primer condición que
imponemos en la defición de variación admisible es una consecuencia de un resultado
general sobre variaciones, junto con la condición 2.

A modo de ilustrar la definición, observemos la figura 2.4. En ella se muestran,
como ĺıneas punteadas, el resultado de mover N sobre una carta fija sobre la va-
riedad, usando para eso dos familias uniparamétricas de soluciones, tales que las
variaciones que generan ambas trayectorias son tales que dejan invariante la métrica
en entornos de SL y SR, marcados en color gris en la figura.

1Ver [36] para una demostación de esto
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Figura 2.4: Variaciones arbitrarias δ que dejan fijos entornos de SL y SR, pero que
no cumplen el item 1 de la definición anterior.

El punto de intersección de ambas geodésicas nulas, S0, se mueve respecto a un
atlas fijo sobre la variedad: el carácter nulo de las curvas no es preservado por varia-
ciones arbitrarias. Observar que S ′0 y S0 están separados temporalmente, mientras
que S ′′0 y S0 están separados espacialmente.

Para obtener una variación admisible, consideremos un generador de difeomor-
fismos que nos restituye N al conjunto inicial sobre las coordendadas fijas en la
variedad. Esto lo veremos en más detalle en la observación 2.3.

En las cartas x± e y±, podemos ver geométricamente las variaciones respecto a
una variación admisible, veamos la figura 2.5

Figura 2.5: Las rectas x+− x− = 2ρ corresponden a los valores de ρ, por definición.
Alrededor de SR y SL el sobreado indica que no hay variaciones de ρ; el sobreado
alrededor de NL indica que hay variaciones en los valores de ρ.

La rectas x+− x− = cte corresponden a valores 2ρ, por definición de las coorde-
nadas x±. Como δ es una variación admisible, existen dos entornos alrededor de SL
y SR en los que no vaŕıa la métrica, en particular ρ se mantiene fijo. Esto lo inter-
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pretamos en el plano x−, x+ como dos rectas paralelas de pendiente 1 que forman
un entorno de SL y SL, como observamos en la figura.

La variación fuera de tales entornos es arbitraria, con la condición que la doble
hoja nula N sea mantenida como segmentos de geodésicas nulas. Por eso, el valor
de ρ en S0, que notamos como ρ0 en el caṕıtulo anterior, vaŕıa al variar la métrica.

Las coordenadas de SR son (0, 2ρR). Como x− = 0 por definición y ρ fijo en un
entorno de SR, resulta que δρR = 0 y entonces el punto que corresponde a SR en el
plano x−, x+ estará fijo bajo variaciones admisibles. Las coordenadas de S0 son 0, 2ρ0.
Una variación generará un movimiento tangente al eje x+, pues la componente en
x− está fija, por construcción. Por último, la variación de las coordenadas en SL nos
da (2δρ0, 2δρ0), que induce un movimiento en la recta de pendiente 1 que contiene
a SL.

Finalmente, como la variación preserva la nulidad de N , la rama NL se mueve
de manera paralela a la recta S0SR, pues es una geodésica nula de coordenada x+

constante. Un análisis análogo se hace para la carta y±.
Todav́ıa queda cierta libertad en el difeomorfismo que restituye a su lugar N .

Como veremos en la sección siguiente, tales difeomorismos son vectores gauge de la
forma simpléctica, y podemos sumarlos o restarlos sin tener una dinámica diferente.

Dentro de los difeomorfismos que constituyen el conjunto de vectores gauge,
tendremos cierto subconjunto de difeomorfismos conformes. Como ejemplo, consi-
deremos nuevamente la figura 2.5. De ella, resulta claro que el campo vectorial de
coordenadas

χ(x−, x+) =

(
− (2δρ0)

x−

ρ0

, (2δρ0)
x+

ρ0

− (2δρ0)
ρR
ρ0

)
(2.16)

restituye la doble hoja nula al conjunto inicial en el plano x−, x+. Este campo vec-
torial es conforme, pues χ± es función de x± respectivamente.

De esta manera, construimos un campo vectorial que genera difeomorfismo gauge
de la forma simpléctica, como veremos en la sección siguiente.

2.4. Resultados generales

En esta sección veremos las definiciones de potencial simpléctico y de 2-forma
simpléctica que usaremos, y luego repasaremos algunos resultados generales acerca
de la estructura simpléctica derivada de la acción de Einstein-Hilbert en 4 dimen-
siones, y cómo se aplican al caso de nuestro estudio: relatividad general en el vaćıo
con dos campos de Killing espaciales que conmutan y son ortogonales a superficies,
caso que llamaremos “simetŕıa ciĺındrica”.

Sea L un lagrangeano para cierta teoŕıa de campos, con acción sobre un dominio
D ⊂M del espacio-tiempo dada por

S =

∫
D

L(φα,∇µφ
α, xν)ε (2.17)

donde φα : M → F , siendo F el espacio donde toma valores el campo: un espacio
de métricas, un grupo, etc. xν denotan coordenadas sobre M en un entorno de D.
En el caso de relatividad general, L = κ

2

√
−gR.
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Tomando una variación de la acción e igualando a cero:∫
D

[(
∂L
∂φα
−∇µ

∂L
∂∇µφα

)
δφα +∇µ

(
∂L

∂∇µφα
δφα
)]

ε = 0 (2.18)

El último sumando del miembro izquierdo corresponde a un término de borde,
por el teorema de Stokes. Las ecuaciones de movimiento se deducen tomando δ tal
que δφα |D= 0:

∂L
∂φα
−∇µ

∂L
∂∇µφα

= 0

Ahora, consideramos variaciones δ tal que son tangentes al espacio de soluciones
a las ecuaciones de movimiento, pero que no necesariamente se anulen en el borde
de D, que asumiremos está formado por dos hipersuperficies Σ y Σ′. Esto nos lleva
al término de borde:

δS =

∫
∂DΣΣ′

∂L
∂∇φα

δφαyε (2.19)

Definición 2.3. El potencial simpléctico asociado al lagrangiano L, para la super-
ficie Σ, se define sobre variaciones tangentes al espacio de soluciones como

ΘΣ [δ] :=

∫
Σ

∂L
∂∇φα

δφαyε (2.20)

con la orientación positiva respecto a un vector orientado hacia el futuro.

A partir del potencial simpléctico podemos definir la 2-forma simpléctica:

Definición 2.4. Dadas dos variaciones δ1, δ2, ambas tangentes al espacio de solucio-
nes a las ecuaciones de movimiento, la 2-forma simpléctica ωΣ asociada al potencial
simpléctico ΘΣ se calcula como

ωΣ [δ1, δ2] = δ2 (ΘΣ [δ1])− δ1 (ΘΣ [δ2]) + ΘΣ [[δ1, δ2]] (2.21)

Esta es una derivada exterior del potencial simpléctico en el espacio de datos
iniciales.

Junto con la 2-forma simpléctica vienen además ciertas variaciones, que llama-
remos variaciones de gauge, que a continuación damos su definición

Definición 2.5. Los vectores de degeneración de la 2-forma simpléctica son varia-
ciones ∆ tales que

ωΣ [∆, δ] = 0 (2.22)

para toda variación δ tangente al espacio de soluciones (i.e., solución a las ecuaciones
linealizadas de movimiento).
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Ahora que tenemos los objetos básicos, comenzaremos por escribir el poten-
cial simpléctico para una hipersuperficie Σ en toda generalidad para la acción de
Einstein-Hilbert:

ΘΣ [δ] = −κ
∫

Σ

δΓ
[c
cbg

a]bεa··· (2.23)

ver [36] para una deducción del mismo2.
A partir de 2.23, se calcula la 2-forma simpléctica, dando como resultado

ωΣ [δ1, δ2] = κ

∫
Σ

δ2Γ
[c
cbδ1

(
ga]bεa···

)
− (1↔ 2) (2.24)

Es usual pensar a los difeomorfismos como los vectores gauge de relatividad
general: tal es la covariancia bajo difeomorfismos. Sin embargo, como veremos a
continuación, cuando la hipersuperficie Σ tiene borde no vaćıo, ser generador de
difeomorfismos no es una condición suficiente para ser vector gauge.

Tomemos un generador de difeomorfismos, Lv, es decir, la derivada de Lie a lo
largo de un campo de vectores v, y calculemos la 2-forma simpléctica usando las
ecuaciones 2.23 y 2.24.

Antes de mostrar el resultado final, cuya deducción puede encontrarse en [36],
mencionamos la siguiente propiedad del potencial simpléctico: al evaluarlo en un
generador de difeomorfismos Lv es un término de borde:

ΘΣ [Lv] = −κ
2

∫
∂Σ

∇avbεab·· (2.25)

La 2-forma simpléctica evaluada sobre un generador de difeomorfismos es

ωΣ [Lv, δ] =
κ

2

∫
∂Σ

3v[aδΓccdg
b]dεab·· + δ(gcaεab··)∇cv

b (2.26)

Observación 2.3. Si v es un generador de difeomorfismos que se anula en
un entorno del borde de Σ, entonces ∇avb ≡ 0 en tal entorno, y por tanto
el potencial simpléctico se anula. Además, de la ecuación 2.26, vemos que
ω [·,Lv] = 0, es un operador nulo sobre las variaciones que son soluciones a las
ecuaciones linealizadas de movimiento. Esto último no es más que la definición
de variación de gauge aplicada a Lv.

Por esta razón, si a una variación que cumpla la condición 2 de la definición 2.2
le sumamos un generador de difeomorfismos que restituya aN como geodésicas
nulas, será sumarle un vector de degeneración de la 2-forma, y por tanto no
cambia el resultado. De esta manera, la hipótesis 1 en la definición 2.2 es una
consecuencia de la hipótesis 2.

2Para evitar confusiones cuando hay ı́ndices tensoriales contráıdos y otros sin contraer, deno-
taremos los ı́ndices que están sin contraer con puntos. Es una manera de mezclar la notación de
ı́ndices abstractos usual para tensores con la notación sin ı́ndices para formas diferenciales.
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2.5. Potencial Simpléctico en términos de datos

iniciales

En esta sección calcularemos el potencial simpléctico 2.30 en términos de los
datos iniciales sobre la doble rama nula N .

Para que el cálculo sea más claro para el lector, evaluaremos el potencial simplécti-
co para cada rama por separado, ΘNL y ΘNR , siendo el cálculo en ambos casos
análogo.

A su vez, como toda variación admisible la podemos escirbir como δ = δx + Lχ,
con χ un generador de difeomorfismos conformes, y el potencial simpléctico es lineal
en las variaciones, ambas contribuciones las calcularemos por separado. Como es
esperable, cf. ecuación 2.25, el resultado de evaluar el potencial simpléctico en un
generador de difeomorfismos es un término de borde. Al final, sumaremos ΘNL +
ΘNR = ΘN .

Comenzamos por aplicar la definición 2.3. A partir de los términos de borde
descartados en la proposición 1.11, tenemos

ΘNA [δ] =
κ

2

∫
Σ

εµ·
(
ρ−1δρ∇µρ− 2Tr(ρP µV−1δV)+

+ρ (∇νδgµν −∇µδgνν )− δgµν∇νρ+ δgνν∇µρ) (2.27)

Reescribiendo el potencial simpléctico (módulo una variación total) en términos
de σ en lugar de la métrica bidimensional g, y haciendo uso de las identidades

ρ (∇νδgµν −∇µδgνν )− δgµν∇νρ+ δgνν∇µρ = 2 (δσ∇µρ− ρ∇µδσ) (2.28)

y

δσ = δσ̂ − 1

4
ρ−1δρ, (2.29)

el resultado es

ΘΣ [δ] =
κ

2

∫
Σ

εµ·
(
−2ρTr(P µV−1δV) + 2 (δσ̂∇µρ− ρ∇µδσ̂)

)
(2.30)

Observación 2.4. A partir de la definción de σ̃, observar que en las coordenadas
x± e y± coincide con σ̂. A partir de ahora trabajaremos con σ̃.

2.5.1. Potencial simpléctico en la rama derecha

En la rama derecha NR haremos uso de las coordenadas x±. Como toda variación
admisible δ se descompone como suma de un generador de difeomorfismos conformes
y una variación que deja fija las coordenadas, calcularemos primero la valuación
del potencial simpléctico en un generador de difeomorfismos conformes. Sea δ una
variación admisible, y ξ un generador de difeomorfismos conformes, tal que δ =
δx + Lξ. De la ecuación 2.15, se deduce que ξ+(S0) = 2ρ0 y ξ−(S0) = 0.
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En la ecuación 2.30, calculamos en las coordenadas x±:

1

κ
ΘNR [δ] =

∫
NR

1

2
(dx−y∂−)dx+

((
δσ̂∂−ρ− ρ∂−δσ̂

)
− ρTr(P−V−1δV)

)
(2.31)

=
1

2

∫
NR

(
−ρTr(P−V−1δV) +

(
δσ̂∂−ρ− ρ∂−δσ̂

))
dx+ (2.32)

=

∫
NR

(
ρTr(P+V−1δV)− δσ̂∂+ρ+ ρ∂+δσ̂

)
dx+ (2.33)

Ahora sustitúımos en 2.33 δ por Lξ. Tanto V como σ̂ transforman como campos
escalares bajo los difeomorfismos conformes ξ del espacio cociente. Por tanto,

1

κ
ΘNR [Lξ] =

∫
NR

(
ρTr(P+V−1ξµ∂µV)− ξµ∂µσ̂∂+ρ+ ρ∂+Lξσ̂

)
dx+ (2.34)

La componente de ξ transversal a NR es cero sobre la geodésica: sobre NR la
coordenada x− es fija, eso implica que ξ−(x−) es constante de valor ξ−(x−0 ) en
toda NR, pues ξ es un difeomorfismo conforme. Como las variaciones que estamos
considerando fijan SR, entonces ξ−(x−0 ) = 0.

Aśı que se anulan las contribuciones de ξ−:

1

κ
ΘNR [Lξ] =

∫
NR

(
ξ+ρTr(P+V−1∂+V)− ξ+∂+σ̂∂+ρ+ ρ∂+ (Lξσ̂)

)
dx+ (2.35)

=

∫
NR

(
ξ+
(
Tr(ρP+V−1∂+V)− 2∂+σ̂∂+ρ

)
+ ∂+ (ρLξσ̂)

)
dx+(2.36)

= (ρLξσ̂) |∂NR (2.37)

donde en la última igualdad usamos la ortogonalidad de P+ y Q+ respecto a la forma
bilineal invariante Tr (ver Apéndice B) y la ecuación de primer orden para σ̂.

Por último, ξ (en particular también ξ+) se anula en un entorno de SR, debido
a que la variación admisible δ, por definición, se anula dentro de un entorno de SR.
Esto implica que la valuación del resultado anterior en SR es cero, y por tanto

ΘNR [Lξ] = −κρ0Lξσ̂ |S0 (2.38)

Observar que, en concordancia con la ecuación 2.25, evaluar el potencial simplécti-
co en un generador de difeomorfismos nos da un término de borde.

Ahora veremos el resultado de evaluar el potencial simpléctico en una variación
δx que deja fija la carta x±, es decir, ρ = 1

2
(x+ − x−) no vaŕıa, pero σ̂ y V śı.

Sustitúımos δ por δx en 2.33:

1

κ
ΘNR [δx] =

∫
NR

(
ρTr(P+V−1δxV)− ∂+ρδ

xσ̂ + ρ∂+δ
xσ̂
)
dx+ (2.39)

=

∫
NR

(
ρTr(P+V−1δxV)− 2∂+ρδ

xσ̂ + ∂+ (ρδxσ̂)
)
dx+ (2.40)
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Al igual que el difeomorfismo, la componente δx de una variación admisible se
anula en un entorno de SR. Teniendo en cuenta esto, el tercer sumando es un término
de borde evaluado sólo en S0: −κρ0δ

xσ̂ |S0 .
El segundo término se puede expresar como una variación total más una contri-

bución del borde, pues en el caso de las coordenadas que estamos usando, ∂±ρ = ±1
2
:

∫
NR

δxσ̂dx+ = δ

(∫
NR

σ̂dx+

)
+ σ̂0δx

+(S0) (2.41)

= 2σ̂0δρ0 + δ

(∫
NR

σ̂dx+

)
(2.42)

donde hemos usado que los extremos de integración también vaŕıan bajo δ, y por
eso aparece el segundo término en la primera ecuación.

Por lo tanto, a menos de variaciones totales,

1

κ
ΘNR [δx] = −2σ̂0δρ0 − ρ0δ

xσ̂ |S0 +

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.43)

Sumando la contribución del generador de difeomorfismos y la variación δx:

1

κ
ΘNR [Lξ + δx] = −ρ0(Lξσ̂ + δxσ̂) |S0 −2σ̂0δρ0 +

+

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.44)

= −ρ0δσ̂0 − 2σ̂0δρ0 +

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.45)

= ρ0δσ̂0 − 2δ (σ̂0ρ0) +

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.46)

Quitando la variación total, el potencial simpléctico en términos de los datos
iniciales en la rama derecha es

ΘNR = κρ0δσ̂0 + κ

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.47)

Observación 2.5. El resultado que obtuvimos en la ecuación 2.47 es el mismo
que se obtiene de la ecuación para 3+1 dimensiones 2.23 luego de reducir a dos
dimensiones y trabajar con las coordenadas que hemos definido.

2.5.2. Potencial simpléctico en la rama izquierda

En la rama izquierda usamos las coordenadas y±. Veamos que el resultado se
deduce de manera análoga al que obtuvimos para la rama derecha. En la ecuación
2.30, la orientación en la curva Σ es la de una curva que es el borde de un dominio
en la variedad cociente, y por tanto tiene la orientación futura. En el caso de NL con
la carta y±, tiene la orientación contraria a la futura, pues ∂+ es el vector futuro, y
∂+y(dy− × dy+) = −dy−. Aśı que
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∫
Σ

−→ −
∫
NL

(2.48)

y entonces

1

κ
ΘNL [δ] = −

∫
NL

1

4
(−1)(dx+y∂+)dx−

(
−2ρTr(P+V−1δV)+

+2
(
δσ̂∂+ρ− ρ∂+δσ̂

))
(2.49)

=
1

4

∫
NL

(
−2ρTr(P+V−1δV) + 2

(
δσ̂∂+ρ− ρ∂+δσ̂

))
dx− (2.50)

=

∫
NL

(
ρTr(P−V−1δV)− δσ̂∂−ρ+ ρ∂−δσ̂

)
dx− (2.51)

que es la misma expresión que la ecuación 2.33, sólo que en la rama izquierda. Por
tanto, el cálculo sigue igual que antes, y obtenemos

ΘNL [δ] = κρ0δσ̂0 + κ

∫
NL

Tr(ρP−V−1δyV)dy− (2.52)

2.5.3. Potencial Simpléctico Total

Ahora que hemos calculado las contribuciones de ambas ramas al potencial
simpléctico, nos queda sumar las expresiones 2.47 y 2.52 para obtener el potencial
total sobre la doble hoja nula N :

1

κ
ΘN = 2ρ0δσ̂0 +

∫
NL
ρTr(P−V−1δyV)dy− +

∫
NR

ρTr(P+V−1δxV)dx+ (2.53)

2.6. 2-forma simpléctica en términos de datos ini-

ciales

Como la definición 2.4 para la 2-forma simpléctica es lineal en el potencial
simpléctico, calcularemos por separado las contribuciones de los tres términos de
la ecuación 2.53. Comenzaremos por el más sencillo: la contribución de S0. En ωN
da lugar al término:

2κδ2ρ0δ1σ̂0 − 2κδ1ρ0δ2σ̂0 (2.54)

pues la evaluación del potencial simpléctico en [δ1, δ2] se cancela con términos que
provienen de las otras dos evaluaciones (cf. ecuación 2.21).

Observación 2.6. Frecuentemente en este trabajo tendremos que escribir un término
y a continuación otro con el signo cambiado y las variaciones δ1 y δ2 invertidas de
lugar. Para no recargar las ecuaciones, anotaremos (1↔ 2). Por ejemplo:

2κδ2ρ0δ1σ̂0 − 2κδ1ρ0δ2σ̂0 = 2κδ2ρ0δ1σ̂0 − (1↔ 2)
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Los términos segundo y tercero en 2.53 son integrales sobre NL y NR respecti-
vamente. La proposición A.1 nos permite calcular variaciones de integrales donde
los extremos también vaŕıan. La integral sobre la rama derecha que aparece en el
potencial simpléctico contribuye a la 2-forma simpléctica con los siguientes términos:

[
− 2κρ0δ2ρ0Tr(P+V−1δx1V)S0 + κ

∫
NR

ρTr(δx2 (P+V−1)δx1V)dx+

]
− (1↔ 2) (2.55)

Pasaremos ahora a la demostración de la ecuación anterior: calculemos las se-
gundas variaciones:

δ2

(∫
NR

ρTr(P+V−1δx1V)dx+

)
= δ2

(∫ 2ρR

2ρ0

ρTr(P+V−1δx1V)dx+

)
= 2ρRδ2ρRTr(P+V−1δx1V)SR −
−2δ2ρ0ρ0Tr(P+V−1δx1V)S0 +

+

∫ 2ρR

2ρ0

δx2
(
ρTr(P+V−1δx1V)

)
dx+ (2.56)

Por definición de variaciones admisible, δ1ρR = δ2ρR = 0. Además, por definición
de variación que deja fija la carta x, tenemos que δx1ρ = δx2ρ = 0. Por lo tanto,

δ2

(∫
NR

ρTr(P+V−1δx1V)dx+

)
= −2ρ0δ2ρ0Tr(P+V−1δx1V)S0 +

+

∫ 2ρR

2ρ0

ρTr(δx2 (P+V−1)δx1V)dx+ +

+

∫ 2ρR

2ρ0

ρTr(P+V−1δx2 (δx1V))dx+ (2.57)

Análogamente, para la contribución de δ1ΘNR [δ2], cambiamos 1 ↔ 2. A su vez,
el término con el conmutador se cancela nuevamente, y se deduce el resultado. El
mismo cálculo lo podemos realizar para la rama izquierda; su contribución a la
2-forma simpléctica es

2κρ0δ2ρ0Tr(P−V−1δy1V)S0 + κ

∫
NL
ρTr(δy2(P−V−1)δy1V)dy− − (1↔ 2) (2.58)

donde el signo del primero término es + porque la coordenada y− va de −2ρ0 a
−2ρL sobre NL.

La 2-forma simpléctica en función de los datos iniciales se obtiene sumando las
contribuciones que calculamos en 2.54, 2.55 y 2.58:
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Caṕıtulo 2

1
κ
ωN [δ1, δ2] =

[
2δ2ρ0δ1σ̂0 − 2ρ0δ2ρ0 (Tr(−P−V−1δy1V) + Tr(P+V−1δx1V))S0

+
∫
NL
ρTr(δy2(P−V−1)δy1V)dy−

+
∫
NR

ρTr(δx2 (P+V−1)δx1V)dx+

]
− (1↔ 2)

(2.59)
La ecuación 2.59 es el resultado principal de este caṕıtulo: la 2-forma simpléctica

para el espacio de fase, parametrizado por los datos iniciales sobre la doble rama
nula N . Lo que resta de la presente sección consiste en simplificar lo máximo posible
la expresión obtenida, con el objetivo que el cálculo de los corchetes sea lo más claro
y sencillo posible.

Como primer paso hacia una simplificación de la expresión 2.59, queremos que
quede expresada expĺıcitamente en términos de V , pues como se puede apreciar en
las integrales, tenemos variaciones de P±V−1.

Definición 2.6. Dada una variación logaŕıtmica de V , i.e. V−1δV , notaremos su
componente en k punto a punto de la variedad como

V−1∆V(p) :=
(
V−1δV(p)

)
k

lo cual define una variación ∆V de V .

∆V es una variación q-covariante en el siguiente sentido: para todo h(x) un
campo q−valuado:

∆(Vh) = Vh
(
h−1V−1δ(Vh)

)
k

(2.60)

= Vh
(
h−1V−1δVh+ h−1δh

)
k

(2.61)

= V
(
V−1δV

)
k
h (2.62)

= (∆V)h (2.63)

donde en la tercera ecuación usamos que las conjugaciones bajo elementos de q
preservan k.

Sea P la componente simétrica de traza cero de la conexión J . Definimos ∆P
como la variación de P correspondiente a ∆V . Calcularemos ∆P en términos de δP
para poder simplificar la forma simpléctica.

Si P = (V−1dV)k, entonces

∆P = δP +
[(
V−1δV

)
h
, P
]

(2.64)

Demostración. Consideremos la conexión J = V−1dV definida en el caṕıtulo
1. Entonces:
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∆P =
(
∆
(
V−1dV

))
k

(2.65)

=
(
−V−1∆VJ + V−1d∆V

)
k

(2.66)

=
(
−V−1δVJ +

(
V−1δV

)
h
J + V−1d

(
δV − V(V−1δV)q

))
k

(2.67)

=
(
δJ +

(
V−1δV

)
q
J − J

(
V−1δV

)
q
− d(V−1δV)q

)
k

(2.68)

= δP +
[(
V−1δV

)
q
, J
]
k

(2.69)

Como vimos en la sección1.5, [k, q] ⊂ k y [q, q] , [k, k] ⊂ q, en el conmutador la
contribución de Q es nula 3.

Los integrandos de la forma simpléctica se pueden reescribir como

Tr(δ2(PV−1)δ1V)− (1↔ 2) = Tr(∆2PV−1∆1V)− (1↔ 2) (2.70)

Demostración.

Tr(δ2(PV−1)δ1V)− (1↔ 2) = Tr(δ2PV−1δ1V − PV−1δ2VV−1δ1V)− (1↔ 2)

= Tr(δ2PV−1δ1V)− (1↔ 2)

+Tr(P
[
V−1δ1V ,V−1δ2V

]
) (2.71)

A su vez, por la ortogonalidad respecto a la forma de Cartan-Killing de la
descomposición g = q⊕ k:

Tr(P
[
V−1δ1V ,V−1δ2V

]
) = Tr(P

[
V−1∆1V , (V−1δ2V)q

]
)

+Tr(P
[
(V−1δ1V)q,V−1∆2V

]
)

= Tr((V−1δ1V)q
[
V−1∆2V , P

]
)− (1↔ 2)(2.72)

Volviendo a la primera ecuación, y volviendo a usar la ortogonalidad respecto
a Tr:

Tr(δ2(PV−1)δ1V)− (1↔ 2) = Tr(δ2PV−1δ1V + (V−1δ1V)q
[
V−1∆2V , P

]
)− (1↔ 2)

= Tr

[(
δ2P +

[(
V−1δ2V

)
q
, P
])
V−1∆1V

]
− (1↔ 2)

= Tr(∆2PV−1∆1V)− (1↔ 2) (2.73)

donde en la última igualdad usamos el resultado anterior.

3Recordar que q es el subespacio asociado al subgrupo compacto maximal, y que en el caso
particular de sl(2,R) es unidimensional, y por tanto es conmutativo. En general, se cumple [q, q] ⊂
q.
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Por último, escribimos ∆P en términos de la derivada covariante D:

∆P = D(V−1∆V) (2.74)

donde D es la derivada covariante ∂ + adQ.

Demostración.

∆P =
(
−V−1∆VJ + V−1∆∂V

)
k

=
(
∂(V−1∆V) +

[
J,V−1∆V

])
k

= ∂(V−1∆V) +
[
Q,V−1∆V

]
= D(V−1∆V) (2.75)

Observación 2.7. Expresiones de la forma Tr [PV−1δV ] son iguales a Tr [PV−1∆V ],
debido a que P ∈ k y que la descomposición en g es ortogonal.

Estos cálculos nos permiten escribir la 2-forma simpléctica en términos de ρ0,
σ̂0, V y sus variaciones covariantes

1
κ
ωN [δ1, δ2] =

[
2δ2ρ0δ1σ̂0 − 2ρ0δ2ρ0Tr [−P−V−1∆y

1V + P+V−1∆x
1V ]S0

+
∫
NL
ρTr [V−1∆y

1VD(V−1∆y
2V)]

+
∫
NR

ρTr [V−1∆x
1VD(V−1∆x

2V)]

]
− (1↔ 2)

(2.76)

De esta manera, observamos que las variaciones correspondientes a rotaciones
puramente en Q son gauge: no contribuyen a la forma simpléctica.

El siguiente paso en la simplificación de los cálculos del caṕıtulo siguiente es
que la expresión 2.76 contenga una sola integral por rama, pues de esta manera
resultará evidente la solución para los corchetes entre los V . En este paso debemos
elegir a qué variación le calculamos la derivada covariante en los integrandos. Resulta
que nos será útil tener las distintas expresiones para la forma simpléctica que se
construyen tomando tanto la variación 1 o la variación 2 dentro de la derivada
covariante. Este proceso de integrar por partes de distintas maneras nos será de
extrema ayuda en el caṕıtulo siguiente.

Un cálculo sencillo nos permite simplificar las integrales en la forma simpléctica.
La igualdad

∫
NL

Tr
[√
ρV−1∆y

1VD(
√
ρV−1∆y

2V)
]

=

∫
NL
ρTr

[
V−1∆y

1VD(V−1∆y
2V)
]

+

+
1

2

∫
NL

Tr
[
V−1∆y

1VV−1∆y
2V
]
dρ(2.77)
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junto con

∫
NL

Tr
[√
ρV−1∆y

1VD(
√
ρV−1∆y

2V)
]

= −
∫
NL

Tr
[
D(
√
ρV−1∆y

1V)
√
ρV−1∆y

2V
]
−

−ρ0Tr
[
V−1∆y

1VV−1∆y
2V)
]
S0

+ (2.78)

+ρLTr
[
V−1∆y

1VV−1∆y
2V)
]
SL

(2.79)

nos permite reescribir las integrales en la forma simpléctica como

∫
NL
ρTr

[
V−1∆y

1VD(V−1∆y
2V)
]
− (1↔ 2)) = 2

∫
NL

Tr
[√
ρV−1∆y

1VD(
√
ρV−1∆y

2V)
]

+

+ρ0Tr
[
V−1∆y

1VV−1∆y
2V)
]
S0

(2.80)

donde usamos que Tr [V−1∆y
1VV−1∆y

2V)]SL = 0, por ser variaciones admisibles.
Para mayor claridad en la exposición, sean Ψ1 y Ψ2 los siguientes campos:

Ψ1 =
√
ρV−1∆1V (2.81)

Ψ2 =
√
ρV−1∆2V (2.82)

En términos de estos campos, la forma simpléctica resulta

1

κ
ωN [δ1, δ2] = 2δ2ρ0δ1σ̂0 − 2

√
ρ0δ2ρ0Tr [−P−Ψy

1 + P+Ψx
1 ]S0
− (1↔ 2)

+Tr [Ψy
1Ψy

2 + Ψx
1Ψx

2 ]S0

+

∫
NL

2Tr(Ψy
1D(Ψy

2)) +

∫
NR

2Tr(Ψx
1D(Ψx

2)) (2.83)

Las distintas expresiones de la forma simpléctica que usaremos toman la siguiente
forma, integrando por partes los últimos dos sumandos de 2.83

1

κ
ωN [δ1, δ2] = 2δ2ρ0δ1σ̂0 − 2

√
ρ0δ2ρ0Tr [−P−Ψy

1 + P+Ψx
1 ]S0
− (1↔ 2)

+Tr [−Ψy
1Ψy

2 + Ψx
1Ψx

2 ]S0

−
∫
NL

2Tr(Ψy
2D(Ψy

1)) +

∫
NR

2Tr(Ψx
1D(Ψx

2)) (2.84)

1

κ
ωN [δ1, δ2] = 2δ2ρ0δ1σ̂0 − 2

√
ρ0δ2ρ0Tr [−P−Ψy

1 + P+Ψx
1 ]S0
− (1↔ 2)

+Tr [Ψy
1Ψy

2 −Ψx
1Ψx

2 ]S0

+

∫
NL

2Tr(Ψy
1D(Ψy

2))−
∫
NR

2Tr(Ψx
2D(Ψx

1)) (2.85)

Ahora ya tenemos todas las herramientas para proceder al cálculo de la estruc-
tura de Poisson de los datos iniciales, que dejamos para el caṕıtulo siguiente. A
continuación, compararemos el potencial simpléctico y la forma simpléctica obteni-
dos anteriormente con [36].
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2.7. Métrica conforme y coeficientes de Beltrami

Comenzaremos definiendo la métrica unimodular tal como está definida en [36],
siguiendo con nuestrar variables.

Como antes, los ı́ndices i, j, k, l, ... indicarán los ı́ndices internos de la zweibien,
mientras que los ı́ndices espacios-temporales serán α, β, γ, δ, .... En esta sección que-
remos evitar confusiones de notación, por lo que no utilizaremos la convención de
µ, ν, ... para los ı́ndices espacio-temporales debido a que definiremos los coeficientes
de Beltrami como µ, µ̄.

Definición 2.7. La métrica unimodular en términos de V es

eαβ = V i
α δijV

j
β (2.86)

Definición 2.8. El coeficiente de Beltrami µ(p) ∈ C, ∀p ∈ N , se define como aquel
campo complejo tal que

eαβ =
1

1− µµ̄

(
(1 + µ)(1 + µ̄) −i(µ− µ̄)
−i(µ− µ̄) (1− µ)(1− µ̄)

)
(2.87)

A partir de la definición, podemos calcular expĺıcitamente los śımbolos a partir
de la métrica:

µ =

(
e11 − e22

2
+ ie12

)
/

(
2 + e11 + e22

2

)
(2.88)

Observación 2.8. En el gauge simétrico para la zweibein V , tenemos la siguiente
expresión en términos de µ:

V i
α =

1√
1− µµ̄

(
1 + µ+µ̄

2
−iµ−µ̄

2

−iµ−µ̄
2

1− µ+µ̄
2

) i

α

(2.89)

En SL(2,R), la expresión de V i
α está escrita en términos de los campos ρ,∆, B

como vimos en el caṕıtulo 1. Sin embargo, realizando una conjugación de SL(2,R)
como subgrupo de SL(2,C), obtendremos una base compleja donde el zweibein
unimodular es dado por una expresión más sencilla en términos de µ y µ̄.

La 2-forma simpléctica contiene a V siempre dentro de Tr, lo que implica que
las transformaciones de conjugación globales dentro de SL(2,C) serán puramente
gauge. Por tanto, podemos actuar en V i

α por conjugación mediante la matriz

u =
1√
2

(
1 1
i −i

)
(2.90)

que corresponde al jacobiano del cambio de coordenadas z1 = x2+ix3
√

2
, z2 = x2−ix3

√
2

(siendo x2 y x3 las coordenadas sobre los cilindros que genera la acción de los campos
de Killing), y aśı obtener una matriz v más simple en términos de los coeficientes
de Beltrami:
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Definición 2.9. La matriz v está dada por

v i
α = (u−1) β

α V
j

β u
i
j (2.91)

=
1√

1− µµ̄

(
1 µ̄
µ 1

) i

α

(2.92)

La métrica construida con la matriz v resulta:

eαβ =
2

1− µµ̄

(
µ̄ 1+µµ̄

2
1+µµ̄

2
µ

)
(2.93)

Observación 2.9. La 2-forma simpléctica en términos de v o de V tiene la misma
expresión, debido a la contracción completa de los ı́ndices internos en las expresiones.
Recordar que la diferencia entre v y V es una rotación global de SL(2,R) dentro
de SL(2,C). Esta rotación corresponde a una elección de base para la zweibein en
las órbitas de los campos de Killing, y la forma simpléctica es independiente de la
base elegida. Al ser dos expresiones con el mismo contenido f́ısico, en lo que sigue
notaremos V en lugar de v.

Veamos ahora la forma simpléctica en términos de eαβ. Para eso, tenemos la
siguiente

Proposición 2.1.

Tr(∆2PαV−1∆1V)− (1↔ 2) =
1

4
∂αδ1eabδ2e

ab − (1↔ 2) (2.94)

Demostración. Para una derivación D cualquiera:

D(eab) = D(V i
a δijV

Tj
b )

= δ c
a DV i

c δijV
Tj
b + V i

a δijDVTjcδcb
= (V l

a V−1 c
l )DV i

c δijV
Tj
b + V i

a δikDVTkc (VT−1c
jV

Tj
b )

= V l
a

(
V−1 c

l DV
i
c δij + δlkDVTkcVT−1c

j

)
VTjb

= V l
a

(
V−1 c

l DV
i
c δij +

(
V−1 c

j DV i
c δil

)T)VTjb
= 2V l

a

([
V−1 c

· DV i
c δi·

]
k

)
lj
VTjb (2.95)

=⇒
([
V−1 c

· DV i
c δi·

]
k

)
lj

=
1

2
V−1 a

l DeabV
T−1b

j

Ahora calculamos el integrando:

Tr(PαV−1∆V) = Tr(Pα
[
V−1δV

]
k
) = δil

1

2
V−1 a

l ∂αeabV
T−1b

j δ
jk 1

2
V−1 c

k δecdV
T−1d

i

=
1

4
∂αeabe

bcδecde
da

= −1

4
∂αeabδe

ba (2.96)

Realizando una segunda variación se obtiene el resultado.
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La notación utilizada en [36] para el exponente conforme es λ = −2σ̂0. Entonces,
la forma simpléctica 2.76 coincide con la expuesta en [36], tomando 1

κ
= 8πG′,

donde G′ es la constante de Newton reescalada debido a la reducción dimensional
que llevamos a cabo en el caṕıtulo anterior.

Ahora vamos a ver algunas propiedades de la transformación entre los coeficientes
de Beltrami y V .

El álgebra de Lie sl(2,C) está generada por las matrices de Pauli σx =

(
0 1
1 0

)
,

σy =

(
0 −i
i 0

)
y σz =

(
1 0
0 −1

)
Observación 2.10. 1. {σx, σy, σz} es una base de sl2(C) como C−espacio vec-

torial, donde σz genera la subálgebra de Cartan, y σx, σy son los generadores
de Chevalley (ver Apéndice B).

2. {σx, iσy, σz} es una base de sl2(R) como R−espacio vectorial, con iσy generan-
do q, y las matrices σx y σz generando k.

3. La transformación que hicimos mediante la matriz u al grupo SL(2,R) mapea
este a u−1SL(2,R)u ⊂ SL(2,C), y actúa en el álgebra de Lie de la siguiente
manera:

σz → u−1σzu = σx (2.97)

σx → u−1σxu = σy (2.98)

iσy → u−1iσyu = iσz (2.99)

4. Para simplificar la escritura, notaremos σ± := 1
2
(σx ± iσy).

El siguiente lema será muy útil cuando comparemos los corchetes que obtendre-
mos con los de [37].

Lemma 2.2. Sea D una derivación arbitraria. Entonces

V−1DV =
1

1− µµ̄

((
σ− −

µ̄

2
σz

)
Dµ+

(
σ+ +

µ

2
σz

)
Dµ̄
)

(2.100)

Demostración. A partir de la ecuación 2.92, calculamos

DV =
µ̄Dµ+ µDµ̄

2(1− µµ̄)3/2

(
1 µ̄
µ 1

)
+

1

(1− µµ̄)1/2

(
0 Dµ̄
Dµ 0

)
(2.101)

Entonces

V−1DV =
1

1− µµ̄

(
µDµ̄−µ̄Dµ

2
Dµ̄

Dµ −µDµ̄+µ̄Dµ
2

)
(2.102)

de donde se deduce el resultado.
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A partir del resultado anterior podemos expresar Qα y Pα en términos de las
matrices de Pauli, ahora en la estructura rotada de SL(2,R) (cf. 1.58 y 1.59)

Pα =
∂αµσ− + ∂αµ̄σ+

1− µµ̄
(2.103)

Qα =
1

2

µ∂αµ̄− µ̄∂αµ
1− µµ̄

σz (2.104)

A continuación, escribiremos los integrandos que aparecen en la forma simpléctica
2.76, en términos de los coeficientes de Beltrami.

Proposición 2.3. Para variaciones arbitrarias δ, δ1, δ2, se cumplen las siguientes
igualdades:

Tr(V−1∆1VDa(V−1∆2V))− (1↔ 2) =
∆1µ̄∂a∆2µ+ ∆1µ∂a∆2µ

(1− µµ̄)2
+

+2
µ∂aµ̄− µ̄∂aµ

(1− µµ̄)3
∆1µ∆2µ̄−

−(1↔ 2) (2.105)

Tr(PaV−1∆V) =
∂aµ∆µ̄+ ∂aµ̄∆µ

(1− µµ̄)2
(2.106)

Demostración. Se deduce del lema 2.2.

Definición 2.10. Sean

α(x+) :=

∫ x+

x+
0

µ̄∂+µ− µ∂+µ̄

1− µµ̄
dx+ (2.107)

β(y−) :=

∫ y−0

y−

µ̄∂−µ− µ∂−µ̄
1− µµ̄

dy− (2.108)

Concentremos la atención sobre la rama derecha. El tratamiento de la rama
izquierda será análogo.

La siguiente ecuación, nos muestra que la expresión de la 2-forma simpléctica
en términos de los coeficientes de Beltrami resulta más sencilla de lo que a primera
vista parece:

Tr(V−1∆1VD+(V−1∆2V)) − (1↔ 2) =
eαδ1µ

1− µµ̄
∂+

(
e−αδ2µ̄

1− µµ̄

)
+

+
e−αδ1µ̄

1− µµ̄
∂+

(
eαδ2µ

1− µµ̄

)
− (1↔ 2) (2.109)

Todav́ıa podemos compactar aún más la escritura de las integrales en la 2-forma
simpléctica. Para eso, definimos los siguientes campos:
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Definición 2.11.

Υ :=

√
ρeα

1− µµ̄
δµ (2.110)

Υ̃ :=

√
ρe−α

1− µµ̄
δµ̄ (2.111)

(2.112)

De esta manera, la integral sobre la rama derecha en 2.76 se escribe como

∫
NR

(
Υx

1∂+Υ̃x
2 + Υ̃x

1∂+Υx
2

)
dx+ − (1↔ 2) (2.113)

Finalmente, a modo de completar la comparación, podemos dar la relación entre
los Υ y los Ψ =

√
ρV−1∆V :

Pe
∫ p
0 QΨPe

∫ 0
p Q =

(
0 Υ

Υ̃ 0

)
(2.114)

y es una simple manipualción algebraica verificar que la integración por partes 2.80
es equivalente a la integración por partes de 2.113.
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Corchetes de Poisson para los datos iniciales

3.1. Objetivos

En este caṕıtulo presentaremos la estrucutra básica que usaremos en el resto del
trabajo: los corchetes de Poisson entre los datos iniciales sobre la doble hoja nula
N .

En el contexto de simetŕıa ciĺındrica, en [18] está hecho el cálculo de los corchetes
entre las matrices V . En el contexto de relatividad general sin simetŕıas, en [37] se
presenta la estructura de Poisson de todos los datos iniciales. Parte de nuestro
trabajo consiste en ampliar los resultados de [18].

En este caṕıtulo extendemos la familia de corchetes de Poisson a los datos inicia-
les ρ0 y σ̂0, en el contexto del modelo de simetŕıa ciĺındrica que hemos estudiado en
los dos caṕıtulos previos. Los corchetes entre ρ0 y V resultan ser nulos; sin embargo,
los corchetes entre σ̂0 y V son no triviales.

Compararemos los corchetes obtenidos con los de [37], mostrando que coinciden
si tomamos una carta particular sobre N . De esta manera, extendemos la familia
de corchetes de Poisson a todos los datos iniciales del modelo de relatividad general
con simetŕıa ciĺındrica.

3.2. Corchetes de Poisson: ¿por qué?

El objetivo de calcular corchetes de Poisson entre datos iniciales es el cálculo del
corchete de Poisson entre observables, que contienen el contenido f́ısico relevante de
la teoŕıa. Supongamos que parametrizamos los datos iniciales (sobre una superficie
N ) como φα, entonces dos observables f y g tienen el siguiente corchete de Poisson

{f(x), g(y)} =

∫
N
dx

∫
N
dy

δf

δφα
(x)

δg

δφβ
(y)
{
φα(x), φβ(y)

}
(3.1)

donde
{
φα(x), φβ(y)

}
son los corchetes de Poisson entre los datos inicales φα(x).

Formalmente, si consideramos las funcionales de evaluación en un punto x ∈M ,
evx : F → R, del espacio de fase a los reales, que mapea φ 7→ φ(x), entonces el
corchete entre las evaluaciones se escribe, por abuso de notación, como:
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(
{evx, evy} (φα, φβ)

)
(x, y) =

{
φα(x), φβ(y)

}
(3.2)

Dos parámetros φ(x), ψ(x) del espacio de fase se dicen que son conjugados canóni-
cos si

{φ(x), ψ(y)} = cte× δ(x− y) (3.3)

Vemos en esta ecuación que los corchetes de Poisson son bidistribuciones en el
sentido formal: pertenecen al espacio dual de los observables sobre el espacio de fase.
Por esto diremos que son bidistribuciones: tienen sentido siempre y cuando se los
evalúe contra funciones de prueba como operadores bilineales.

3.3. Estrategia de cálculo

Como se explica en [37], y en forma más detallada en [38], el cálculo de los
corchetes entre los datos iniciales se realiza a partir de la relación

δφ = ω [{·, φ} , δ] (3.4)

donde δ es una variación que cumple determinadas propiedades y φ una funcional
del espacio de fase. A pesar de tener ciertos vectores de gauge, como vimos en el
caṕıtulo anterior, es posible invertir la forma simpléctica ω gracias a lo siguiente:

usamos variaciones que fijan cartas sobre la variedad. Esto permite fijar los
difeomorfismos gauge.

Proyectando las variaciones logaŕıtmicas en el espacio k eliminamos el gauge
en el grupo Q. De esta manera la libertad de elegir una base para la zweibein
se elimina.

Que las variaciones cumplan la siguiente propiedad:

Tr
[
S−V−1∆V

]
= 0 (3.5)

siendo S± := 1
2
(σz ± iσx). Esta condición es puramente técnica, y se usa en el

cálculo de los corchetes.

Esta es nuestra nueva definición de variaciones admisibles.
Observamos que la tercer condición sobre las variaciones admisibles nos dice que,

para dos variaciones δ1 y δ2:

Tr
[
V−1∆1VV−1∆2V

]
= Tr

[
1

V−1∆1

1

V
12

Ω
2

V−1∆2

2

V
]

(3.6)

= Tr

[
1

V−1∆1

1

V(
1

S+

2

S− +
1

S−
2

S+)
2

V−1∆2

2

V
]

= 0 (3.7)

que será importante en el cálculo de los corchetes entre σ̂0 y V . Observar que sigue
valiendo la ecuación 2.80.
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Tomando convenientemente la funcional φ, podemos calcular los distintos cor-
chetes de Poisson. El orden en que los iremos calculando es el siguiente:

1. {ρ0, σ̂0}

2. {ρ0,V(q)}, con q ∈ N

3. {V(p),V(q)}, con p, q ∈ N . Compararemos el resultado con los corchetes entre
µ, µ̄ obtenidos en [37]:

a) {µ(p), µ(q)}
b) {µ(p), µ̄(q)}
c) {µ̄(p), µ̄(q)}

4. {σ̂0,V(p)}, para p ∈ N \ S0

5. {σ̂0,V0}, donde V0 := V(S0).

6. Por último, compararemos los dos corchetes anteriores con los resultados en
[37]:

a) {σ̂0, µ(p)} , en p ∈ N \ S0 y en S0.

b) {σ̂0, µ̄(p)} en p ∈ N \ S0 y en S0.

Los dos primeros son los más sencillos de obtener y por esa razón están primeros.
Los corchetes entre las V son más complicados, y forman parte del trabajo de [18].
Por último, los corchetes entre σ̂0 y V son discontinuos en S0, lo que introduce
detalles técnicos que se solucionan haciendo uso de las diferentes expresiones que
calculamos para la forma simpléctica en la proposición 2.83.

3.4. {ρ0, σ̂0}
Para calcular {ρ0, σ̂0}, en la ecuación 3.4, para la expresión de la forma simplécti-

ca 2.76, tomamos una variación admisible δ tal que δρ0 = δV = ∆xV = ∆yV = 0, y
como funcional φ al valor de σ̂0. Es decir, si S es el espacio de fase, φ : S → R es el
mapa (ρ0, σ̂0,V) 7→ σ̂0. Sea X(p) el siguiente campo sobre N

X(p) := V−1(p) {V(p), σ̂0} (3.8)

campo que definimos para hacer más fácil la lectura de las deducciones de los cor-
chetes.

En detalle, a partir de la expresión 2.76 para la forma simpléctica, la ecuación
3.4 resulta:
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1

κ
δσ̂0 =

1

κ
ωN [{·, σ̂0} , δ]

= 2δρ0 {σ̂0, σ̂0} − 2ρ0δρ0Tr [−P−Xy + P+X
x]S0

−
∫
NL
ρTr[D(V−1∆yV) [Xy]k]

+

∫
NR

ρTr[D(V−1∆xV) [Xx]k]

−2 {ρ0, σ̂0} δσ̂0 + 2ρ0 {ρ0, σ̂0}Tr
[
−P−V−1∆yV + P+V−1∆xV)

]
S0

+

∫
NL
ρTr[D(Xy

k )V−1∆yV ]

−
∫
NR

ρTr[D(Xx
k )V−1∆xV ] (3.9)

donde {ψ, φ}x, es la componente de la variación sobre ψ, generada por φ via el
corchete de Poisson, que deja la carta x fija. Análogamente se define {ψ, φ}y

Por las condiciones que les pedimos a δ, todos los términos se anulan excepto los
corresponidentes a δσ̂0:

1

κ
= −2 {ρ0, σ̂0} (3.10)

de donde obtenemos (sin ningún trabajo extra) el corchete entre los datos iniciales
ρ0 y σ̂0:

{σ̂0, ρ0} =
1

2κ
= 4πG′ (3.11)

Este resultado nos muestra que ρ0 y σ̂0 son conjugados canónicos.

3.5. {ρ0,V}
Consideramos las mismas variaciones admisibles como en la sección anterior, y

tomemos como funcional a φ al valor de V en p ∈ N , siendo p un punto arbitrario
de N 1.

Nuevamente, todos los términos en la 2-forma simpléctica se anulan, excepto
uno:

δV(p) = −2κ {ρ0,V(p)} δσ̂0

Ahora bien, δV(p) = 0, pues las variaciones que elegimos no vaŕıan V , mientras
que δσ̂0 es arbitrario, i.e. no hay restricción sobre los valores que puede tomar. Por
tanto,

1Notaremos a puntos de la variedad como p, q, ..., mientras que cuando nos estamos refiriendo
a las coordenadas de los puntos, por ejemplo usando las cartas x± e y±, notaremos x1, x2, ... e
y1, y2, ... respectivamente
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{ρ0,V(p)} = 0 ∀p ∈ N (3.12)

Esto nos indica que la densidad de área en S0 y el dato V conmutan Poisson.

3.6. Corchetes de V
Para simplificar la notación, seguiremos la siguiente convención:

Observación 3.1. El producto tensorial S ⊗ T de operadores lineales S actuando

en el espacio vectorial V1 y T actuando en el espacio vectorial V2 se denota
1

S
2

T , con
el ı́ndice sobre cada factor indicando en qué espacio actúa.

Para cada par de elementos de matriz V i
α (p),V j

β (q), podemos calcular el corchete{
V i
α (p),V j

β (q)
}

. Esto nos da una familia de funciones, indexada por α, i, β y j. Tal
familia forma una bidistribución de operadores lineales de SL(2,R)⊗SL(2,R), y la
notaremos {

1

V(p),
2

V(q)

}
(3.13)

indicando que los ı́ndices α, i corresponden al espacio 1, y los ı́ndices β, j al espacio 2.
Este corchete corresponde al espacio tensorial TV(p)G⊗TV(q)G, siendo G = SL(2,R)

Para el corchete logaŕıtmico, multiplicamos los elementos de cada espacio por
V−1 en los ı́ndices correspondientes:

V−1 α
k V−1 β

l

{
V i
α (p),V j

β (q)
}

(3.14)

donde ahora la bidistribución es un operador lineal de sl(2,R)⊗ sl(2,R):

1

V−1(p)
2

V−1(q)

{
1

V(p),
2

V(q)

}
(3.15)

donde ahora los ı́ndices k, i corresponden al espacio 1 y los ı́ndices j, l al espacio 2.
En la notación que definimos anteriormente, el corchete logaŕıtmico de los V en

la componente k⊗ k del producto tensorial lo notamos:[
1

V−1(p)
2

V−1(q)

{
1

V(p),
2

V(q)

}]
k⊗k

(3.16)

y corresponde, volviendo a la familia de funciones, a tomar los ı́ndices que indican
una base que genera k como subespacio de sl(2,R).

En [19] se muestra que para p y q en la misma rama de N , ambos distintos de
S0, sea izquierda o derecha, tenemos:

1

V−1(p)
2

V−1(q)

{
1

V(p),
2

V(q)

}
=

1

4κ
√
ρ(p)ρ(q)

Pe
∫ q
p

1
Q (s(p, q)Ωk + cεk)Pe

∫ p
q

1
Q (3.17)
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donde s(p, q) es la función −sign(p− q) que vale 1 si p está más cerca de S0 que q,
−1 en el caso en que q esté mas cerca de S0 que p, y s0 en el caso en que q = p. Ωk

es la componente en k⊗ k del elemento de Casimir Ω = 1
2
(

1
σx

2
σx +

1

iσy
2

iσy +
1
σz

2
σz), y

εk es la 2-forma de volumen en k.
Para p y q ambos siendo S0, el corchete es

1

V−1(S0)
2

V−1(S0)

{
1

V(S0),
2

V(S0)

}
=

1

4κρ0

2cεk (3.18)

En el caso en que p ∈ NL\S0 y q ∈ NR\S0, el corchete es nulo. Esto corresponde
a la propiedad que dos punto que no estén causalmente conectados no pueden tener
dinámica no trivial entre ellos.

Observación 3.2. La antisimetŕıa de los corchetes exige que s0 = 0.

Es importante notar que hemos calculado la componente k⊗ k de los corchetes.
Sólo esta parte será necesaria para el resto del trabajo, por lo que cuando mencio-
nemos los corchetes entre los V estaremos haciendo referencia a los corchetes 3.17.

A modo de facilitar la lectura, definimos

12

A(p, q) :=
1

V−1(p)
2

V−1(q)

{
1

V(p),
2

V(q)

}
(3.19)

3.7. {σ̂0,V(x)}
Para calcular estos corchetes, distinguimos dos casos: cuando x = S0, y cuando

x ∈ N \ S0. En ambos casos, son las componentes en k que se calculan, pues son las
que toman relevancia en la segunda parte del presente trabajo.

3.7.1. x ∈ NR \ S0

Consideramos variaciones δ tales que δσ̂0 = V−1(x)∆V(x) = 0. Recordar que
δV = δxV +LξxV = δyV +LξyV , aśı que las derivadas de Lie no tienen porqué anu-
larse. Recordamos además que −Lξx y −Lξy son las derivadas de Lie respecto a
los generadores de difeomorfismos que restauran los puntos en la carta x± e y±

respectivamente.
La ecuación 3.4 toma la siguiente forma:

[
1

V−1(x)δ

(
1

V(x)

)]
k

=

[
1

V−1(x)ωN

[{
·,

1

V(x)

}
, δ

]]
k

(3.20)

el miembro izquierdo no es más que

[
1

V−1(x)

(
δx

1

V
)

(x)

]
k

(3.21)
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pues estamos considerando una variación δ de V sobre las coordenadas x±. Recordar
que δ (V(x)) es la variación de V en el valor dado de x, y esto último lo escribimos
como [δxV ](x).

Ahora utilizamos la expresión de la forma simpléctica de la ecuación 2.84:

1

κ

[
1

V−1(x)

(
δx

1

V
)

(x)

]
k

= 2δρ0

[
1

V−1(x)

{
σ̂0,

1

V(x)

}]
k

−2ρ0δρ0Tr

[
−P−

·1
Akk(·, x) + P+

·1
Akk(·, x)

]
S0

+ρ0Tr

[
·1
Akk(·, x)V−1∆yV −

·1
Akk(·, x)V−1∆xV

]
S0

+

∫
NL

2
√
ρTr

[
·1
Akk(·, x)D(

√
ρV−1∆yV)

]
−
∫
NR

2
√
ρTr

[
V−1∆xVD(

√
ρ
·1
Akk(·, x))

]
(3.22)

donde
·1
X indica que tomamos la traza Tr de este operador en el espacio indicado por

·. Recordar que los corchetes entre los V no ven la diferencia entre la componente
δx, δy de una variación admisible δ, pues V conmuta Poisson con ρ0.

Como vimos en la sección anterior, si dos puntos no están causalmente conec-
tados, el corchete de los V es cero. Por tanto, como NL \ S0 no está causalmente
conectado con x ∈ NR \ S0, el integrando en la integral sobre NL seŕıa no nulo (y
finito) solamente en S0. Como δyV es suave y S0 tiene medida nula con la medida
del integrando, entonces la integral sobre la rama izquierda se anula. Por otro lado,
la integral en la rama derecha es:

−
∫
NR

2
√
ρTr

[
V−1∆xVD(

√
ρ
·1
Akk(·, x))

]
=

1

κ

1

V−1(x)∆x
1

V(x) (3.23)

ver la sección 5 de [19] para más detalles sobre estos cálculos.
Por último, tenemos que δy = δx + Lξx − Lξy . Entonces:

1

κ

[
1

V−1(x)

(
δx

1

V
)

(x)

]
k

= 2δρ0

[
1

V−1(x)

{
σ̂0,

1

V(x)

}]
k

−2ρ0δρ0Tr

[
−P−

·1
Akk(·, x) + P+

·1
Akk(·, x)

]
S0

+ρ0Tr

[
·1
Akk(·, x)V−1LξxV −

·1
Akk(·, x)V−1LξyV

]
S0

+
1

κ

1

V−1(x)∆x
1

V(x) (3.24)

Además, por definición, la derivada de los difeomorfismos ξ en S0 es
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[
V−1(S0)LξxV(S0)

]
k

= ξx+P+ = 2δρ0P+ (3.25)

[
V−1(S0)LξyV(S0)

]
k

= ξy−P− = −2δρ0P− (3.26)

sobre NR y NL respectivamente. Cancelando términos, la expresión resultante es

0 = 2δρ0

[
1

V−1(x)

{
σ̂0,

1

V(x)

}]
k

+

+4ρ0δρ0Tr

[
P−
·1
Akk(·, x)

]
S0

(3.27)

Finalmente: [
1

V−1(x)

{
σ̂0,

1

V(x)

}]
k

= −2ρ0Tr

[
P−
·1
Akk(·, x)

]
S0

(3.28)

3.7.2. y ∈ NL \ S0

El cálculo es completamente análogo al de la subsección anterior, utilizando la
proposición 2.113 para tomar las integrales con las derivadas covariantes de los otros
términos del producto tensorial. Expĺıcitamente, tomamos la expresión 2.85:

1

κ

[
1

V−1(y)

(
δy

1

V
)

(y)

]
k

= 2δρ0

[
1

V−1(y)

{
σ̂0,

1

V(y)

}]
k

−2ρ0δρ0Tr

[
−P−

·1
Akk(·, y) + P+

·1
Akk(·, y)

]
S0

−ρ0Tr

[
·1
Akk(·, y)V−1∆yV −

·1
Akk(·, y)V−1∆xV)

]
S0

−
∫
NL

2
√
ρTr

[
V−1∆yVD(

√
ρ
·1
Akk(·, y))

]
+

∫
NR

2
√
ρTr

[
·1
Akk(·, y)D(

√
ρV−1∆xV)

]
(3.29)

El resultado final es[
1

V−1(y)

{
σ̂0,

1

V(y)

}]
k

= 2ρ0Tr

[
P+

·1
Akk(·, y)

]
S0

(3.30)

3.7.3. {σ̂0,V(0)}
Este resultado no lo usaremos en el resto del trabajo. Sin embargo, para tener

una exposición completa del álgebra de Poisson, lo mostramos.
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Seguimos con las mismas variaciones que tomamos al principio, y como fun-
cional elegimos a V(S0), que para simplificar escribiremos V0. La expresión de la
2-forma simpléctica que elegimos es una que no tenga las derivadas covariantes de
los corchetes como integrandos. La ecuación 3.4 resulta:

1

κ

[
1

V−1
0

(
δx

1

V0

)]
k

= 2δρ0

1

V−1
0

{
σ̂0,

1

V0

}
k

−2ρ0δρ0Tr

[
−P−

·1
Akk(·, S0) + P+

·1
Akk(·, S0)

]
S0

+ρ0Tr

[
·1
Akk(·, S0)V−1∆yV +

·1
Akk(·, S0)V−1∆xV)

]
S0

+

∫
NL

2
√
ρTr

[
·1
Akk(·, S0)D(

√
ρV−1∆yV)

]
+

∫
NR

2
√
ρTr

[
·1
Akk(·, S0)D(

√
ρV−1∆xV)

]
(3.31)

La primera observación es que elegimos la componente δx en el miembro izquier-
do. El resultado será igual en caso que se elija la componente δy, a menos de un
término de difeomorfismos, igual a Lξx − Lξy .

La contribución de ambas integrales es trivial: en NL la única contribución no
nula al integrando es en S0, que sigue teniendo medida nula (tuvimos cuidado de no

tener una derivada de la función s(x, y)); mientras que en NR el término
·1
Akk(·, S0) es

constante, aśı que el valor de la integral resulta ser V−1∆xV . Por tanto, considerando
nuevamente la igualdad entre las variaciones que dejan las cartas fijas y las derivadas
de Lie, δy = δx + Lξx − Lξy , y tras varias manipulaciones algebraicas, tenemos:

2δρ0

[
1

V−1
0

{
σ̂0,

1

V0

}]
k

= 4ρ0δρ0Tr

[
−P−

·1
Akk(·, S0) + P+

·1
Akk(·, S0)

]
S0

(3.32)

De la ecuación 3.18, tenemos

12

Akk(S0, S0) =

[
1

V−1
0

2

V−1
0

{
1

V0,
2

V0

}]
kk

=
1

4κρ0

2cεk

Aśı que, juntando todo:[
1

V−1
0

{
σ̂0,

1

V0

}]
k

=
1

2κ

2

Tr

[
−(

2

P−(0) +
2

P+(0))
(

2c
21
εkk

)]
(3.33)

Observación 3.3. Vemos que este corchete depende de las dos constantes indeter-
minadas hasta ahora: c y s0.

Luego de haber calculado los corchetes entre σ̂0 y V vemos la utilidad de las
ecuaciones 2.83, 2.84 y 2.85: nos permitieron evitar integrar sobre puntos de me-
dida no nula en el borde de los intervalos, S0, que conduce a una integración de
distribuciones delta de Dirac en el borde.
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3.8. Comparación con [37]

Para comparar con el paper [37], precisamos hacer la traducción de los datos
usados a nuestros datos. Usaremos el valor κ−1 = 8πG2, como ya explicamos en el
caṕıtulo anterior.

ρ0 es el mismo objeto.

La métrica conforme y los coeficientes de Beltrami son los que introducimos
en el caṕıtulo anterior.

Las coordenadas que se usan sobre cada rama son vL,R =
√

ρ
ρ0

, y podemos

compararlas con las coordenadas x± o y± de manera sencilla:

∂vR =
∂ρ

∂vR
∂x+ = 4ρ0

√
ρ

ρ0

∂x+ = 4
√
ρρ0∂x+ = 2

√
2x+ρ0∂x+ (3.34)

∂vL = − ∂ρ

∂vR
∂y− = −4ρ0

√
ρ

ρ0

∂y− = −4
√
ρρ0∂y− = −2

√
2y−ρ0∂y− (3.35)

El exponente conforme en [37] se define como λ := − ln |nL · nR|. En nuestro
caso las normales nulas salientes a S0 corresponden a ∂x− y ∂x+ , aśı que

λ = − ln |∂vR · ∂vL| (3.36)

= − ln(32ρ2
0)|∂x− · ∂x+| (3.37)

= − ln(32ρ2
0)| − e2σ̂0| = −2σ̂0 − 2 ln ρ0 − ln(32) (3.38)

tal como comentamos en el caṕıtulo anterior al comparar la forma simpléctica.

En la forma simpléctica, observamos que tenemos dos diferencias globales de
signo: en el art́ıculo [36] se usó la ecuación

δφ = ω ({φ, ·} , δ) (3.39)

y observar que en 3.4 tenemos como primer variación a {·, φ}. La otra diferencia es
en la definición de ω como derivada exterior del potencial simpléctico: en [36] se usa
la otra convención de signo ω 7→ −ω

Comencemos por comparar con el corchete entre ρ0 y λ:

{ρ0, λ} = {ρ0,−2σ̂0} =
1

κ
(3.40)

que coincide con el hallado en [37].
Para el corchete entre ρ0 y µ, µ̄, es claro que son cero dado que {ρ0,V} = 0, aun-

que una sencilla aplicación del Lema 2.2 nos muestra el resultado: si a la derivación
la elegimos D = {ρ0, ·}, entonces
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V−1 {ρ0,V} =
1

1− µµ̄

((
σ− −

µ̄

2
σz

)
{ρ0, µ}+

(
σ+ +

µ

2
σz

)
{ρ0, µ̄}

)
(3.41)

⇒ {ρ0, µ} = {ρ0, µ̄} = 0 (3.42)

Para los corchetes entre µ y µ̄, resulta:

Proposición 3.1. Los corchetes entre los coficientes de Beltrami son

1. {µ(x), µ(y)} = {µ̄(x), µ̄(y)} = 0 ∀x, y ∈ N .

2. {µ(x), µ̄(y)} = {µ̄(x), µ(y)} = 0 si x e y no están causalmente conectados.

3. En la rama derecha (la rama izquierda es análoga):

{µ(x), µ̄(y)} =
1

4κ

(
1− µµ̄
√
ρ

)
x

(
1− µµ̄
√
ρ

)
y

(s(x, y) + ic)eα(x,y) (3.43)

{µ̄(x), µ(y)} =
1

4κ

(
1− µµ̄
√
ρ

)
x

(
1− µµ̄
√
ρ

)
y

(s(x, y)− ic)e−α(x,y) (3.44)

donde α(x, y) =
∫ y
x
µ∂+µ̄−µ̄∂+µ

1−µµ̄ dx+

Demostración. El cálculo de estos corchetes se puede encontrar en [18].

Los corchetes de la proposición anterior coinciden con los de [37] si tomamos la
constante c = −i.

Ahora pasemos a los corchetes entre σ̂0 y µ, µ̄. Para eso, primero debemos con-
siderar una diferencia extra entre [38] y nuestro cálculo: las coordenadas usadas en
el art́ıculo con el que estamos comparando mantienen S0 fijo, mientras que nuestras
coordenadas x± e y± mantienen fijos SR y SL respectivamente. El pasaje de una
carta a otra la podemos realizar con un difeomorfismo φ entre el plano x−, x+ y las
coordenadas que dejan S0 fijo, que llamaremos coordenadas v−, v+.

Consideremos tales coordenadas definidas como

v+ =

√
ρ+

2ρ0

(3.45)

v− =

√
−ρ−
2ρ0

(3.46)

donde ρ = 1
2

(ρ+ − ρ−), y estamos asumiendo que tanto ρ+ como ρ− son funciones
no negativas en un entorno de N 2.

Esto nos da los valores (1,
√

ρ+(SR)
2ρ0

), (1, 1), (
√

ρ−(SL)
2ρ0

, 1) en los puntos SR, S0, SL

respectivamente. La relación entre las coordenadas x± y v± es un difeomorfismo
conforme, que lo podemos ver a partir de la definición:

2Esto siempre se puede lograr, debido a que las funciones están definidias a menos de una
constante aditiva.
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v+ =

√
x+ + cte

ρ0

(3.47)

v− =

√
−x− + cte

ρ0

(3.48)

donde la constante cte ∈ R es un valor positivo, que tiene como función que no haya
una singularidad de la carta v− en S0.

Ahora bien, las variaciones que calculamos antes son δx. Queremos las variacio-
nes en δv, que es otra carta que depende de la solución. La relación entre ambas
será entonces el generador de difeomorfismos entre las cartas, por linealidad de la
derivada de Lie.

La construcción del campo que genera el difeomorfismo la realizamos a partir de
la ecuación 3.47, considerando a δρ0 como el parámetro infinitesimal de la familia
de difeomorfismos:

Recordando la definición de un difeomorfismo, en analoǵıa con la ecuación 2.15,
tenemos

0 = δxx+ = δvx+ + Lχx+ (3.49)

= δv
(
v2ρ0

)
+ χ+ (3.50)

=
x+

ρ0

δρ0 + χ+ (3.51)

obtenemos de esta manera la componente χ+ del difeomorfismo.

χ+ =
x+

ρ0

δρ0∂x+ (3.52)

Entonces, a partir de la ecuación

δv = δx + Lχ
resulta

{σ̂0, ·}x = {σ̂0, ·}v +
ρ

κρ0

(
∂b+ ·

)
Volviendo a la ecuación 3.28, tenemos

1

V−1(x)

{
σ̂0,

1

V(x)

}v
= −2ρ0Tr

(
P−V−1

1

V−1(x)

{
V ,

1

V(x)

}
k

)
S0

+
x+

κρ0

(
V−1∂x+V

)
k

(3.53)
Ahora si estamos en condiciones de comparar con el resultado de [37].

Proposición 3.2. Para y ∈ NR \ S0, tenemos los siguientes corchetes:
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1.

{σ̂0, µ(x)}v =
ρ(x)

κρ0

∂+µ(x)− (1− µµ̄)x
(1− µµ̄)0

(
2ρ0(ic− 1)eα(0,x)

4κ
√
ρ0ρ(x)

∂−µ(0)

)
(3.54)

2.

{σ̂0, µ̄(x)}v =
ρ(x)

κρ0

∂+µ̄(x)−(1− µµ̄)x
(1− µµ̄)0

(
2ρ0(−ic− 1)e−α(0,x)

4κ
√
ρ0ρ(x)

∂−µ̄(0)

)
(3.55)

Demostración. Es inmediato a partir del lema 2.2.

Nuevamente, observar que si c = −i, los corchetes coinciden con los hallados en
[37]. Por último, veamos los corchetes cuando evaluamos µ, µ̄ en S0, que también se
deduce del lema 2.2

Proposición 3.3. 1.

{σ̂0, µ(0)} = −2ci(∂−µ+ ∂+µ)0 (3.56)

2.
{σ̂0, µ̄(0)} = 2ci(∂−µ̄+ ∂+µ̄)0 (3.57)

Si, considerando lo hallado anteriormente, c = −i es consistente con [38].
De esta manera, todos los corchetes obtenidos en el caṕıtulo anterior, para el

caso que estudiamos de un modelo reducido con simetŕıa ciĺındrica, son equivalentes
a los obtenidos en los trabajos previos en el caso sin simetŕıa.
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Integrabilidad y Grupo de Geroch

4.1. Objetivo

Relatividad general en presencia de dos campos de Killing ortogonales que con-
mutan y son ortogonales a hipersuperficies presenta una cantidad infinitas simetŕıas
independientes, como anunció Geroch en [20] y más expĺıcitamente presentaron Be-
linski y Zakharov [2] y Maison en [32].

Se mostró que el modelo era integrable en el sector de las matrices V , y luego
Breitenlohner y Maison en el art́ıculo [6] construyeron además una extensión central
del álgebra de simetŕıas, que continene al exponente conforme σ.

Luego, varios intentos por incorporar ρ al modelo integrable han sido publicados,
entre ellos [3], [22] y [4].

En este caṕıtulo comenzaremos por ver qué significa integrabilidad para un sis-
tema, luego mostraremos un ejemplo de sistema integrable: la cadena de espines de
Heisenberg. Este ejemplo es útil a nuestro trabajo no sólo para mostrar la idea de
integrabilidad y entender los conceptos centrales, si no que además es análogo al
sistema integrable obtenido en el sector de las matrices V .

Luego pasaremos a nuestro modelo, siguiendo [6], mostrando cuál es el sistema
lineal que contiene la información de la ecuación de movimiento para V , la primera
ecuación en la proposición 1.11. Una vez hecho esto, veremos el álgebra de simetŕıas
que se obtiene. Al final, definiremos el objeto principal del trabajo en los próximos
caṕıtulos: la matriz de monodromı́a M.

Central para nuestro trabajo es estudiar las incorporaciones de los valores en S0

de los campos σ y ρ al modelo integrable, extendiendo la matriz de monodromı́a de
un doble grupo loop a una extensión central del mismo.

4.2. Breve introducción a modelos integrables

En esta sección daremos una somera descripción de un sistema integrable, tra-
bajando con un ejemplo concreto. Seguiremos principalmente la referencia [1].
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4.2.1. Modelo de Heisenberg

Comenzamos por tomar un campo de espines S(x) ∈ su2(C), con x ∈ [0, L], y
las siguientes condiciones:

S(x) =
3∑
i=1

Si(x)σi

3∑
i=1

Si(x)2 = s2 (4.1)

siendo s el esṕın del campo; σi denotan las matrices de Pauli

[σi, σj] = 2iεijkσk Tr(σiσj) = 2δij (4.2)

El modelo es una teoŕıa de campos en 1+1, e indicaremos por x las coordenadas
espaciales y por t el tiempo. Los puntos x = 0 y x = L se indentifican, teniendo a
S1 como espacio donde viven los espines.

El corchete de Poisson entre las componentes del esṕın lo definimos como{
Si(x), Sj(y)

}
= εijkSk(x)δ(x− y) (4.3)

y el Hamiltoniano es

H = −1

4

∫ L

0

Tr

(
d

dx
S
d

dx
S

)
dx (4.4)

A partir del Hamiltoniano, es sencillo obtener las ecuaciones de movimiento:

∂tS =
i

2
∂x [∂xS, S] (4.5)

La integrabilidad del modelo se deduce escribiendo las ecuaciones de movimiento
anteriores como una condición de curvatura cero para alguna conexión Aµ, en el fi-
brado sobre S1×R con fibra correspondiente al álgebra loop de su2(C). El parámetro
λ se denomina parámetro espectral.

Para el modelo de Heisenberg que estamos considerando, la conexión se define
como

Ax =
i

λ
S(x) (4.6)

At = −2is2

λ2
S(x) +

1

2λ
[S(x), ∂xS(x)] (4.7)

donde λ es el parámetro espectral (independiente de x). Las funciones Ax y At son
análogas al par de Lax que se define en teoŕıas integrables (ver [9]). La principal
propiedad de la conexión A es que su curvatura es cero:

[∂x + Ax, ∂t + At] = ∂xAt − ∂tAx + [Ax, At] = 0 (4.8)

como podemos verificar de manera inmediata:
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∂xAt = −2is2

λ2
∂xS(x) +

1

2λ
∂x [S(x), ∂xS(x)] (4.9)

∂tAx =
i

λ
∂tS(x) (4.10)

[Ax, At] =

[
i

λ
S(x),−2is2

λ2
S(x) +

1

2λ
[S(x), ∂xS(x)]

]
(4.11)

y de la identidad

[S, [S, ∂xS]] = −[Si∂xS
j2iεijkσk, S] (4.12)

= 4Si∂xS
jεijkS

lεklmσ
m (4.13)

= 4Si∂xS
jSl(δilδjm − δimδjl)σm (4.14)

= 4s2∂xS − 4∂xs
2S = 4s2∂xS (4.15)

porque es hipótesis que s es constante.
Las nuevas ecuaciones de movimiento se escriben en términos de Ψ, una función

que toma valores en el grupo asociado al álgebra donde toma valores Aµ:

(∂x + Ax)Ψ(x, λ) = 0 (4.16)

(∂t + At)Ψ(x, λ) = 0 (4.17)

donde observar que ahora las ecuaciones son lineales. En este caso, Ψ toma valores
en el grupo loop de SL2(C).

La conexión nos permite calcular Ψ(x, λ) en función de Ψ(0, λ), transportando
paralelamente con Ax, pensando a Ax como una conexión en S1 de fibrado su2(C).
Sea T la matriz de transporte

T (x, λ) = Pexp−
∫ x
0 Ax(y,λ)dy (4.18)

entonces

Ψ(x, λ) = T (x, λ)Ψ(0, λ) (4.19)

La holonomı́a la definimos como T (λ) := T (L, λ) (recordar que identificamos
x = 0 con x = L). Este objeto depende del parámetro espectral, y podemos verificar
que es un elemento del grupo loop asociado a su2(C). La utilidad de la matriz de
monodromı́a es que podemos expresar los corchetes de Poisson de sus elementos como
un corchete de Sklyanin (ver Apéndice B), que es lo que veremos a continuación.

Para una matriz de transporte paralelo se tiene que el corchete vale (a partir de
la ecuación 4.18, ver [1] para más detalles)

{
1

T (λ),
2

T (µ)

}
=

1

T (λ)
2

T (µ)

∫ L

0

dz

∫ L

0

dy
1

T
−1

(z, λ)
2

T
−1

(y, µ)

{
1

Ax(z, λ),
2

Ax(y, µ)

}
1

T (z, λ)
2

T (y, µ)

(4.20)
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El corchete dentro de la integral lo calculamos a partir de la definición de la
conexión A:

{
1

Ax(z, λ),
2

Ax(y, µ)

}
=
−1

λµ

{
1

S(z),
2

S(y)

}
(4.21)

= −
(

1

λ
− 1

µ

)(
1

µ− λ

)
εijk

1
σ
i 2
σ
j

Skδ(z − y) (4.22)

= −1

2
δ(z − y)

 1

Ax(z) +
2

Ax(y),

12

Ω

λ− µ

 (4.23)

donde
12

Ω :=
∑

i

1

σi
2

σi, con la notación tensorial definida en el Apéndice B, es el
elemento de Casimir de su2(C). A menos que se diga lo contrario, en este trabajo
siempre notaremos como Ω al elemento de Casimir de las álgebras con las que traba-
jemos. Ver el Apéndice B para una definición del elemento de Casimir en el contexto
de álgebras de Kac-Moody.

Sustituyendo el resultado del corchete entre los Ax’s en la integral, realizando la
intergal en y y simplificando términos;

{
1

T (λ),
2

T (µ)

}
= −1

2

1

T (λ)
2

T (µ)

∫ L

0

dz∂z

(
1

T
−1

(z, λ)
2

T
−1

(z, µ)
Ω

λ− µ
1

T (z, λ)
2

T (z, µ)

)
(4.24)

De esta manera, los corchetes de Poisson entre los elementos de la matriz de holo-
nomı́a son {

1

T (λ),
2

T (µ)

}
=

1

2

[
Ω

λ− µ
,

1

T (λ)
2

T (µ)

]
(4.25)

donde el conmutador es entre los elementos de matriz en alguna representación
matricial del grupo.

Observación 4.1. En el caṕıtulo siguiente veremos que los corchetes de Poisson
entre los elementos de matriz del grupo de Geroch tienen escencialmente el mismo
corchete de Poisson que la demostrada anteriormente para la matriz de monodromı́a
del modelo de Heisenberg.

El resultado importante sobre las holonomı́as es el siguiente (ver [1] para una
deducción):

Proposición 4.1. La función Tr(T (λ)) genera cantidades en involución, que las
podemos calcular expĺıcitamente:
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I0 =
i

4s

∫ L

0

ln

(
S+

S−

)
∂xS3dx (4.26)

I1 = − 1

16s3

∫ L

0

Tr(∂xS∂xS)dx (4.27)

I2 =
i

64s5

∫ L

0

Tr(S
[
∂xS, ∂

2
xS
]
)dx (4.28)

· · ·

A continuación describiremos las transformaciones dressing del modelo de espi-
nes; primero, debemos especificar cuáles son las subálgebras G± que determinan el
problema de factorización.

En el apéndice C se explica cómo a partir de un corchete de la forma 4.25, se
construye una factorización del álgebra de Lie, en términos de dos operadores, que
se llaman r+ y r−, que cumplen

12

r+ = −
21

r− (4.29)
12

r+ −
12

r− = C (4.30)

donde C es el elemento de Casimir del álgebra loop ŝu(2).
Como definición de las matrices r±, usaremos las sumas formales correspondien-

tes a dos desarrollos distintos de 1
λ−µ :

r+(λ, µ) = Ω
∑
n≥0

λn

µn+1
(4.31)

r−(λ, µ) = −Ω
∑
n≥0

µn

λn+1
(4.32)

λ, µ corresponden a los parámetros espectrales de los espacios 1 y 2 respectiva-
mente, aśı que podemos reescribir las matrices de la siguiente manera

r+(λ, µ) =
∑
n≥0

λnσi ⊗
σi

µn+1
(4.33)

r−(λ, µ) = −
∑
n≥0

σi

λn+1
⊗ µnσi (4.34)

Antes de continuar hacia la estructura de doble clásico, verificaremos las dos
propiedades que cumplen las matrices r±.

Proposición 4.2. Las siguientes igualdades se cumplen:

12
r

+

+
21
r
−

= 0 (4.35)

12
r

+

− 12
r
−
∝ C (4.36)
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Demostración. Recordamos que Ω es invariante bajo la acción adjunta simultánea,
los corchetes de Poisson hallados para la matriz de monodromı́a no cambian si
sumamos un múltiplo de δ(λ− µ):{

1

T (λ),
2

T (µ)

}
=

1

2

[
Ω

λ− µ
+ f(λ, µ)Ωδ(λ− µ),

1

T (λ)
2

T (µ)

]
(4.37)

La serie formal correspondiente a δ(λ− µ) es

δ(λ− µ) = µ−1
∑
n∈Z

λn

µn
(4.38)

El elemento de Casimir C del álgebra loop es (ver [23], cap. 7, ejercicio 7.16)

C = Ω
∑
n∈Z

µn

λn
∈ ŝu2(C)⊗ ŝu2(C) (4.39)

donde los parámetros µ y λ viven cada uno en una copia del producto tensorial: λ
en el primero y µ en el segundo.

La primera igualdad es inmediata:

12
r

+

+
21
r
−

= Ω

(∑
n≥0

λn

µn+1
−
∑
n≥0

λn

µn+1

)
= 0 (4.40)

La segunda igualdad:

12
r

+

− 12
r
−

= Ω

(∑
n≥0

λn

µn+1
+
∑
n≥0

µn

λn+1

)
(4.41)

= λ−1Ω

(∑
n≥0

λn+1

µn+1
+
∑
n≥0

µn

λn

)
(4.42)

= λ−1Ω
∑
n∈Z

λn

µn
(4.43)

Siguiendo la construcción del apéndice C, pasamos ahora a los operadores R±.
Los definimos a partir de la forma bilineal invariante del álgebra loop (ver Apéndice

B, B.29): dado X(λ) ∈ ŝu(2)

X±(λ) ≡ R±(X(λ)) =

(
12
r
±

(λ− µ)

∣∣∣∣ 2

X(µ)

)
2

(4.44)

donde el sub́ındice 2 indica que la traza1 la tomamos en el segundo espacio solamente.
Más expĺıcitamente, supongamos que X(µ) =

∑
m∈ZXmµ

m, entonces

1el factor de 1
2 frente a la traza es porque normalizamos la base {σi}i para que sea ortonormal

respecto a la forma bilineal invariante
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X+(λ) =

(∑
n≥0

λnσi ⊗
σi

µn+1

∣∣∣∣∣ 1⊗∑
m∈Z

Xmµ
m

)
2

(4.45)

=
∑
n≥0

λnσi

(
σi

µn+1

∣∣∣∣∣∑
m∈Z

Xmµ
m

)
(4.46)

=
∑
n≥0

λnσi
∑
m∈Z

Res0(µm−n−1)
1

2
Tr(σiXm) (4.47)

=
∑
n≥0

λnσi
1

2
Tr(σiXn) (4.48)

=
∑
n≥0

λnXn (4.49)

y análogo para X−(λ) = −
∑

n<0 λ
nXn. El operador Res0 es el del Apéndice B, que

corresponde a calcular el residuo y dividir por 2πi: Res/(2πi).

Observación 4.2. Observar que dado X(λ) ∈ su(2), se escribe de manera única
como X(λ) = X+(λ)−X−(λ)

Esto nos define completamente el problema de factorización de Riemann-Hilbert,
pues tenemos las dos subálgebras G± como las imágenes de los homomorfismos R±.

Observación 4.3. La holonomı́a pertenece al subgrupo exp(G−), pues es la expo-
nencial de una integral de Ax = i

λ
S(x) ∈ G−.

En las secciones siguientes veremos la construcción del álgebra de simetŕıas para
gravedad dimensionalmente reducida, y cómo el sistema lineal auxiliar nos permite
hacer una realización de la misma en términos de un álgebra loop, similar a la
estudiada en este caṕıtulo. En el caṕıutlo siguiente, haremos expĺıcita la construcción
del doble clásico en el sector loop.

4.3. Sistema lineal en el sector V
En esta sección analizaremos el sector de las matrices unimodulares V mediante

un sistema lineal auxiliar. Como ya vimos, las ecuaciones de campo para V son

Dµ(ρP µ) = 0 (4.50)

claramente no lineales. Como vimos en la sección anterior, definir un sistema lineal
auxiliar consiste en hallar una conexión de manera que las ecuaciones de movimiento
4.50 se expresen como condiciones de curvatura cero para tal conexión. En general,
si la conexión inicial, no lineal, es g-valuada, para un álgebra de Lie simple finita,
entonces la nueva conexión será ˆL(g)-valuada, es decir, tomará valores en el álgebra
loop de g.

En nuestro caso, la conexión inicial es Jµ, que es sl(2,R)−valuada. La idea es
deformar la conexión Jµ con un parámetro espectral de forma que la nueva conexión

deformada sea ̂sl(2,R)−valuada
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Definición 4.1. Sea ̂sl(2,R) el álgebra loop de sl(2,R), definida de la siguiente
manera

̂sl(2,R) = sl(2,R)⊗C C
[
γ−1, γ

]
(4.51)

con los corhetes de Lie definidos [X ⊗ γn, Y ⊗ γm] = [X, Y ] ⊗ γm+n. El parámetro
γ se denomina parámetro espectral.

Observación 4.4. ̂sl(2,R) es un álgebra de Lie de dimensión infinita, con genera-
dores h, e, f , e⊗ γ−1 y f ⊗ γ. Ver Apéndice B.

La deformación en la conexión J que definimos en el caṕıtulo 1 es sencilla de
implementar. Consideremos las coordenadas x± que definimos antes. Tomamos el
ansatz

Ĵ± = Q± + u∓1P± (4.52)

y ahora imponemos la condición de curvatura cero:

d ∧ Ĵ − [Ĵ , Ĵ ] = 0 =⇒ ∂±Ĵ∓ − ∂∓Ĵ± − [Ĵ±, Ĵ∓] = 0 (4.53)

Tomemos la ecuación correspondiente al signo superior, siendo la otra ecuación
equivalente. Agrupando términos, tenemos

0 = ∂+Q− − ∂−Q+ − [Q−, Q+]− [P−, P+] +

+u∂+P− − u−1∂−P+ + u[Q+, P−]− u−1[Q−, P+] +

+P−∂+u− P+∂−u
−1 (4.54)

= ∂+Q− − ∂−Q+ − [Q−, Q+]− [P−, P+] +

+
1

2
(u− u−1) (∂+P− − ∂−P+ + [Q+, P−]− [Q−, P+]) +

+
1

2
(u− u−1) (D−P+ +D+P−)

+P−∂+u− P+∂−u
−1 (4.55)

La condición de curvatura cero para la conexión J implica que los primeros dos
renglones se anulan, ver 1.56. De la identidad:

ρD∓P± = D∓(ρP±)− P±∂∓ρ (4.56)

y usando las ecuaciones de movimiento, 4.50, resulta

0 = − 1

2ρ
(u− u−1) (P+∂−ρ+ P−∂+ρ) + P−∂+u− P+∂−u

−1 (4.57)

Esto nos da el sistema de ecuaciones{
∂+u = u−u−1

2ρ
∂+ρ

∂−u = u3−u
2ρ

∂−ρ
(4.58)

71
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Observar que u = 1 es una solución trivial. Dada una constante de integración w,
el sistema anterior tiene como solución (usando las coordenadas x−, x+ que definimos
en el caṕıtulo 2)

u =

√
w + x+

w + x−
(4.59)

El parámetro w se denomina parámetro espectral fijo del modelo. Observar que
la deformación está dada por la función u(x−, x+, w), que depende de los puntos de
la variedad. Por esta razón, se denomina a u parámetro espectral móvil

Observación 4.5. 1. En [6] se introduce el parámetro espectral móvil γ, que en
términos de w es:

γ(x−, x+, w) =
1

ρ

(
w + ρ̃−

√
(w + ρ̃)2 − ρ2

)
(4.60)

que puede reescribirse como

γ(x−, x+, w) =

√
w + ρ+ −

√
w + ρ−√

w + ρ+ +
√
w + ρ−

(4.61)

2. La relación entre γ y w está dada por el doble cubrimiento del plano γ hecho
por los w, debido a los branch cut producidos por tener una ráız cuadrada en
la expresión para γ. Sobre esto hablaremos en la sección subsección siguiente.
Por otro lado, la ecuación que relaciona u con γ es

u =
1 + γ

1− γ
(4.62)

3. En coordenadas arbitrarias, y en términos de γ, es

Ĵµ = Qµ +
1 + γ2

1− γ2
Pµ −

2γ

1− γ2
εµνP

ν (4.63)

Ahora tenemos una conexión auxiliar, Ĵ , que proviene de una deformación de la
conexión inicial, J . Para definir el sistema lineal auxiliar, nos falta otro ingrediente:
el grupo asociado al álgebra de Lie en la que vive Ĵ . En este grupo evaluaremos las
soluciones al sistema lineal.

En nuestro caso, tenemos el grupo loop asociado a SL(2,R), y notaremos por
V̂(x−, x+) a las funciones valuadas en tal grupo. El sistema lineal auxiliar está ahora
śı determinado por la ecuación

dV̂ = V̂ Ĵ (4.64)

Ahora que tenemos la conexión deformada Ĵ , construimos una solución de 4.64
transportando paralelamente un valor de referencia con tal conexión de la siguiente
manera
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V̂(x,w) = V̂(x0, w)Pe
∫ x
x0
Ĵ

(4.65)

donde V̂(x0, w) es un valor de referencia. De esta manera, una vez especificada
V̂ sobre N , podemos hallar V̂ transportando sobre geodésicas nulas al interior del
dominio de dependencia futuro de N , de manera que obtenemos V̂ sin ambigüedades
(gracias a la condición de curvatura cero de la conexión deformada).

Definición 4.2. Diremos que V̂ cumple el gauge triangular si en un punto del
espacio-tiempo es anaĺıtica en γ = 0 y V̂(γ = 0) es triangular superior.

¿Cómo relacionamos la zweibein original V con V̂? Veamos la definición anterior

con más detalle: V̂ ∈ exp( ̂sl(2,R)), y por tanto se puede escribir como una serie de
potencias en γ2

V̂ = A0 + γA1 + γ2A2 + · · · (4.66)

La zweibein original se recupera tomando el valor γ = 0 en el desarrollo en
serie de potencias anterior: A0 = V . Este ĺımite es válido pues en términos de u,
γ = 0 implica u = 1, que vimos arriba es una solución válida para la defromación,
que conduce a la conexión original, y por tanto tiene sentido identificar el primer
término de la serie con la solución de la teoŕıa original.

4.3.1. Divergencia en 4.65

Para ver las distintas propiedades anaĺıticas de la ecuación 4.65, remitimos al
lector a [6] y [18].

Sobre una curva nula de ρ+ = ρ+
0 , como en el caso de la curva NL, la función

u(x−, x+, w) es (cf. eq. 5.2)

u =

√
w + ρ+

0 + ρ−0
w + x− + ρ−0

(4.67)

esto implica que para el valor x− = −w − ρ−0 el parámetro u diverge. A este punto
lo denominaremos punto de deformación. Sin embargo, la integral en 4.65 está bien
definida, gracias a que la divergencia de u es una divergencia integrable. A esto
volveremos más adelante en el caṕıtulo 5.

4.4. Álgebra de simetŕıas

En esta sección estudiaremos el álgebra de simetŕıas para las ecuaciones de mo-
vimiento deducidas en el caṕıtulo 1, teniendo como gúıa el sistema lineal que vimos
en la sección anterior.

La presentación que realizaremos es la misma que se puede encontrar en [6], [24].
La idea principal es la siguiente: calcularemos la acción de las simetŕıas a partir del

2También podemos usar el desarrollo en serie de potencias en u o w. Esto conduce a otras
condiciones para la relación entre V̂ y V.
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gauge triangular para V . Como V ∈ SL(2,R), entonces las variaciones logaŕıtmicas
que tomaremos estarán valuadas en sl(2,R).

El grupo de Geroch emerge entonces como una “interacción” entre dos copias de
sl(2,R). Las dos copias corresponden a una simetŕıa del lagrangeano del modelo, rea-
lizada a través de la transformación de Kramer-Neugebauer. Una copia corresponde
a la formulación de Ehlers, la otra a la formulación de Matzner y Misner

Mostraremos que la interacción entre ambas álgebras es no trivial, dando lu-

gar a un álgebra isomorfa a ̂sl(2,R). Tendremos como resultado una transfomación
infinitesimal de la forma

δV̂ = δgV̂ + V̂δh(V̂ , δg) (4.68)

donde δg ∈ ̂sl(2,R), el álgebra de simetŕıas, y δh(V̂ , δg) ∈ ̂sl(2,R) es un término que
restituye el gauge elegido, y que depende puntualmente de la variedad, además que
tiene una dependencia no lineal en V .

4.4.1. Lagrangeano de Ehlers

El lagrangeano para el modelo gravitacional que está en la acción 1.43 es el
denominado Lagrangeano de Ehlers.

Como vimos, este lagrangeano se puede escribir como muestra la expresión 1.60.
En la deducción de tal ecuación, el operador traza Tr que aparece en la fórmula
corresponde a tomar la siguiente métrica invariante en el espacio SL(2,R)/SO(2):

ds2 =
∆2

ρ2

(
dθ2 + dB2

2

)
(4.69)

siendo θ = ρ
∆

. Esta métrica es riemanniana, i.e., definida positiva. Las simetŕıas que
surgen de usar esta prescripción se denominan simetŕıas de Ehlers para el modelo
gravitatorio reducido a dos dimensiones.

4.4.2. Lagrangeano de Matzner-Misner

En la reducción dimensional realizamos la elección de los campos Γ y ∆, que bajo
la prescripción que tomamos nos dio el lagrangeano de Ehlers. Bajo otra prescripción,
definimos que Γ = ρ1/2∆̃1/2 y ∆1/2 = ρ1/2∆̃−1/2, y redefinir B2 como

∆̃−1∂µB̃ = ∆−1εµν∂
νB (4.70)

De esta manera, podemos parametrizar el espacio de matrices V como

Ṽ :=

(
∆̃1/2 ∆̃1/2B̃

0 ∆̃−1/2

)
(4.71)

El lagangeano asociado es

L = ρR− ρT̃r(P̃µP̃
µ) +

1

2
ρ−1∂µρ∂

µρ (4.72)
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donde P̃µ está definido para Ṽ al igual que Pµ lo esta para V . La métrica T̃r, sin
embargo, corresponde a la forma bilineal

ds2 = ∆̃2
(
−d∆̃2 + dB̃2

)
(4.73)

que tiene signatura Lorentziana. Esta es la métrica invariante del espacio SL(2,R)/SO(1, 1).
Ver [24] para más detalles acerca de los lagrangeanos de Ehlers y de Matzner-Misner.

4.4.3. Transformación de Kramer-Neugebauer

La transformación de Kramer-Neugebauer actúa en las variables de uno de los
lagrangeanos anteriores, y nos lleva soluciones de las ecuaciones de movimiento a
soluciones de las ecuaciones de movimiento para el otro lagrangeano.

Definición 4.3. Sean σ,V y ρ definidos como en el caṕıtulo 1. La transformación
de Kramer-Neugebauer es el mapa K : S 7→ S de soluciones a soluciones tal que

σ 7→ σ̃ = σ +
1

4
ln ρ− 1

2
∆ (4.74)

∆ 7→ ∆̃ =
ρ

∆
(4.75)

B 7→ B̃ (4.76)

donde B̃ está definido como ∆̃−1∂µB̃ = ∆−1εµν∂
νB.

Esta transformación es la que vincula las variables presentes en los lagrangeanos
de Ehlers y de Matzner-Misner.

Observación 4.6. La importancia de la transformación de Kramer-Neugebauer
es que relaciona soluciones que son regulares en el eje con soluciones que no son
regulares en el eje. Ver [18] para más detalles acerca de la transformación de Kramer-
Neugebauer.

4.4.4. Transformación de Kramer-Neugebauer extendida a

V̂
Hasta ahora hemos trabajado con las variables originales de la teoŕıa: σ, ρ y

V . En esta subsección, extenderemos la transformación de Kramer-Neugebauer que
definimos en la subsección anterior de forma que incluya a V̂ .

Como el campo f́ısico es V = V̂(γ = 0), es claro que tendremos infinitas maneras
de extender a K, pero a orden cero en γ cada una de las extensiones posibles tendrán
que coincidir.

Proposición 4.3. Sea

N(z) =

(
0 −iz−1/2

iz1/2 0

)
, (4.77)

entonces la transformación K∞ que mapea V̂ en N( 1
2w

)V̂N(γ) es una extensión de
la transformación K de la subsección anterior.
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Demostración. Se puede encontrar en la sección 6 de [6].

Para simplificar la lectura, notaremos s := 1
2w

. La extensión K∞ que elegimos
antes es especial dentro de las extensiones posibles de K, como se muestra en [6]:

Proposición 4.4. Sea V̂ una solución al sistema lineal Ĵµ = V̂−1∂µV̂. Entonces

K∞(V̂) también es solución al sistema lineal.

De esta manera, tenemos una transformación entre soluciones V̂ , que en el ĺımite
γ → 0 es la transformación K del sistema original.

4.4.5. Construcción del álgebra de simetŕıas

Para estudiar la estructura del álgebra de simetŕıas, primero estudiaremos la
acción del tangente a SL(2,R) en V , que se denomina la acción infinitesimal del
grupo de Ehlers. Esto nos dará una idea de cómo tratar las variaciones infinitesimales
del sistema lineal.

Luego, haremos el pushforward por (K∞)−1 de la misma acción infinitesimal
en K∞(V̂), que se denomina la acción infinitesimal del grupo de Matzner-Misner.
La relaciones de conmutación entre ambas álgebras darán lugar al álgebra loop de

sl(2,R), o ̂sl(2,R), con parámetro s, que es la acción infinitesimal del Grupo de
simetŕıas conocido como Grupo de Geroch. Como se prueba en [6]:

Proposición 4.5. Sean α∨0 , e0, f0 los generadores infinitesimales del grupo de Matzner-
Misner y α̃∨0 , ẽ0, f̃0 los generadores infinitesimales del grupo de Ehlers 3. Entonces

α̃∨0 = −α∨0 (4.78)

ẽ0 = −sf0 (4.79)

f̃0 = −s−1e0 (4.80)

Observación 4.7. La proposición anterior nos indica que el álgebra de las trans-
formaciones infinitesimales generadas por los grupos de Matzner-Misner y Ehlers es
̂sl(2,R) con parámetro s. Esto es, la acción infinitesimal del grupo de Geroch es el

álgebra loop de sl(2,R). Por esto es que al sector de las matrices V del modelo se lo
denomina sector loop del modelo.

De esta manera, la acción del grupo de Geroch queda realizada como la acción

del grupo loop, ̂SL(2,R), sobre las matrices V̂ .

Observación 4.8. Se puede definir una involución en ̂sl(2,R) que sea una extensión
de la involución de Chevalley en sl(2,R), η(X) = −X t, que denominaremos η∞:

η∞(X ⊗ sn) = η(X)⊗ s−n (4.81)

Por abuso de notación, también se denomina η∞ al automorfismo generado por

la involución de ̂sl(2,R) en ̂SL(2,R).

3Donde α∨ = h, e0 = e , f0 = f en el caso de sl2(R). Aqúı seguimos la notación que definimos
en el Apéndice B para álgebra de Kac-Moody.
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4.5. Matriz de Monodromı́a

En esta sección introducimos un objeto importante para el desarrollo posterior
de nuestro trabajo: la matriz de monodromı́a.

Definición 4.4. La matriz de monodromı́a se define como

M(w) := V̂η∞(V̂−1) = V̂(γ)V̂ t( 1

γ
) (4.82)

Dos propiedades de la matriz de monodromı́a hace que sea más sencilla de ma-
nipular que V :

Proposición 4.6. La matriz de monodromı́a M(w) cumple que

1. ∂±M = 0, y por lo tanto es constante para cada solución.

2. El grupo de Geroch actúa de la siguiente manera:

g(w) · M(w) = g(w)M(w)g(w)t (4.83)

Demostración. La demostración se puede encontrar en [6].

Además, una vez conocida la matriz de monodromı́a, el campo V se calcula
como solución del problema de factorización de Hilbert para el álgebra loop. A
continuación, y a modo de tener una exposición completa, presentamos el teorema
de factorización para la matriz de Monodromı́a. El lector puede encontrar los detalles
en [18], [6] y citas de esos art́ıculos.

Teorema 4.7. Sea M(w(x−, x+, γ)) tal que es simétrica, SL(2,R)−valuada, dife-
renciable en w y que satisface la condición de Hölder de grado 1/2. Entonces existen
dos matrices U−(x−, x+, γ) y U+(x−, x+, γ) holomorfas en γ fuera y dentro del ćırcu-
lo unidad respectivamente, teniendo ĺımites continuos en él, y satisfacen

M(w(x−, x+, γ)) = U+(x−, x+, γ)U−(x−, x+, γ) (4.84)

en el ćırculo unidad. Esta factorización es única una vez prescripto el valor
U−(x−, x+, γ =∞).

En la factorización de la matriz de monodromı́a es donde radica la principal difi-
cultad de la construcción de soluciones. Bajo ciertas hipótesis generales, el problema
de factorización se reduce a un problema puramente algebraico; ver [34],[6], [24].

En [35] y [24] se pueden encontrar ejemplos de cómo se obtienen cantidades con-
servadas para el modelo de gravitación reducido a partir de matrices de monodromı́a,
como la colisión de ondas gravitacionales planas o las soluciones de Schwarzschild y
de Kerr. El proceso es análogo al explicado en para el modelo de espines de Heisen-
berg.
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4.6. Extensión central a σ̂

En [35], basado en [6], y en un contexto más general en [4], [3] y [22], se muestra
cómo el álgebra de simetŕıas se debe extender una vez que incorporamos al factor
conforme σ̂. Esta extensión del álgebra es conocida como extensión central, en el
sentido que los generadores que agregamos conmutan con todos los elementos del
álgebra inicial.

Veamos esto más detenidamente. En [6] se estudia cómo vaŕıa el factor conforme

bajo una variación en ̂sl(2,R)(w):

Proposición 4.8. Sea a un elemento de ̂sl(2,R), que expresada en términos de un
desarrollo ne series de potencias de w se escribe como una combinación de matrices
a =

∑
n∈Z anw

n. Entonces su acción sobre σ̂

a · σ̂ =
1

2

∮
w=∞

Tr

(
∂V̂
∂w
V̂−1a

)
dw + a · σ̂0 (4.85)

donde a · σ̂0 es una variación de σ̂0.

Ahora, calculemos el corchete entre dos variaciones.

Proposición 4.9. Sean a(1) =
∑N

n=1 a
(1)
n wn y a(2)(w) =

∑N
n=1 a

(2)
−nw

−n, para algún
N > 1. Entonces

[
a(1), a(2)

]
σ̂ =

1

2

∮
w=∞

Tr

(
∂V̂
∂w
V̂−1

[
a(1), a(2)

])
dw

+
1

2

∮
w=∞

Tr

(
a(1)∂a

(2)

∂w

)
dw (4.86)

Observación 4.9. El primer término es el esperable, pero el segundo término nos
muestra una estructura algebraica que no estaba presente antes: un cociclo. Esta
indica que se precisa una extensión central para poder incorporar al factor confor-
me dentro del modelo integrable. Ver el apéndice B para los detalles acerca de la
definición de la extensión central, en particular la ecuación B.33.

Podemos definir una matriz de monodromı́a M̂(w) que extienda a la matriz de
monodromı́a anterior, en el sentido que incluye al factor conforme.

Definición 4.5. La matriz de monodromı́a es

M̂(w) =
(
V , eσ̂

)
η∞
((
V , eσ̂

)−1
)

(4.87)

donde ahora η∞ es la extensión de la involución η∞, y el inverso se toma respecto
al producto de la extensión central del grupo.

Proposición 4.10. La matriz de monodromı́a extendida cumple
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1. M̂(w) =
(
M(w), e2σ̂+B(V̂,V̂t)

)
, donde B el cociclo en el grupo loop (ver el

apéndice B de [6]).

2. ∂µM̂(w) = 0, que implica que la matriz M̂ es constante para cualquier solu-
ción.

Demostración. En [6].

La proposición anterior implica una ecuación para el factor conforme muy com-
pacta:

σ̂ = −1

2
lnB(V̂ , V̂ t) + ζ (4.88)

para ζ alguna constante global.

4.6.1. Sistema lineal para la extensión central

Podemos agregar un término central que extiende la conexión Ĵµ, y actúa sobre
el par (V , σ̂), con la estructura de grupo extendido centralmente dada en el Apéndice
B.

El sistema lineal para (V , σ̂) está dado por la conexión

Ĵ± = Qµ + u±1Pµ ∓ ∂±σ̂
k

2
(4.89)

donde k
2

es el generador de la extensión central.
Observar que seguimos teniendo un parámetro espectral móvil y uno constante.

En la sección siguiente veremos que podemos prescindir de tener un parámetro
espectral móvil al precio de extender aún más nuestra álgebra sobre la que vive la
conexión de curvatura cero.

4.7. Acerca del sistema lineal que incluye ρ

Como hemos visto en las secciones anteriores, hemos inclúıdo en el formalismo
de sistemas lineales auxiliares a los campos σ y V , dando origen a una realización
del grupo de Geroch como una extensión central de un grupo loop. Como se muestra
en [22], [3] y en [4], también se puede incluir al campo ρ en la conexión.

Para poder incluir a ρ, se utiliza el producto semidirecto entre el álgebra de
Kac-Moody A1

1 y el álgebra de Virasoro V ir, ver Apéndice B.

Proposición 4.11. La condición de curvatura cero para la conexión (A1
1 o V ir)-

valuada

A± = ±ρ−1∂±ρE± +Q± + u±P± ∓ ∂±σ̂
k

2
(4.90)

implica las ecuaciones de movimiento para ρ, σ y V calculadas en el caṕıtulo 1.
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Observación 4.10. El parámetro espectral en la conexión Aµ no depende de los
puntos del espacio-tiempo, es decir, es un parámetro espectral fijo. Este tema es
analizado en [22].

Observación 4.11. La desventaja de la formulación anterior es que la estructura
de sistema integrable descansa sobre el grupo asociado al álgebra A1

1 o V ir, cuya
complejidad hace que un intento de cuantización directo sea altamente no trivial.
Como veremos en el caṕıtulo siguiente, podemos construir una matriz de Mono-
dromı́a extendida que contiene parte de este grupo, y que sin embargo su estructura
simpléctica presenta propiedades que hacen posible su cuantización más o menos
directamente.
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Doble clásico y extensión central

5.1. Objetivos

En este caṕıtulo mostraremos nuestro resultado principal: la simplificación del
álgebra de Poisson de los datos iniciales calculada en el caṕıtulo 3.

Para eso, debemos hacer un cambio de variables, pasando de la zweibein V a la
matriz de monodromı́a M. Una vez que expresemos los corchetes en términos de
M, ρ0 y σ̂0 el siguiente paso será expresarlos de una manera unificada: definiremos
una matriz de monodromı́a extendida, y calcularemos los corchetes de Poisson entre
sus elementos de matriz. La estructura algebraica de los nuevos corchetes es una
biálgebra de Lie, estructura que se puede apreciar en el sector loop de la teoŕıa
antes de incorporar ρ0 y σ̂0.

El camino para la simplificación de los corchetes consiste en varios pasos inter-
medios: primero, definiremos V̂ sobre N . Luego, presentaremos el resultado de los
corchetes entre los V̂ , que nos llevará al corchete entre los M. Este es el principal
resultado de [19] y [18]. Estos corchetes son equivalentes a los obtenidos en [28],
a partir de una formulación canónica en términos de datos iniciales espaciales en
espacio-tiempos asintóticamente planos.

Luego de presentar los resultados previos, entraremos en el trabajo central y
nuevo de la presente tesis:

El cálculo de los corchetes entre σ̂0 y V̂ , que nos permitirán obtener los corche-
tes entre σ̂0 yM. El corchete entre ρ0 yM es nulo, resultado que es esperable
debido a que el corchete entre V y ρ0 es nulo.

Siguiendo ideas de [6] y [35], definiremos una matriz de monodromı́a extendida
M̃, de manera que incluye a σ̂0 y ρ0, y escribiremos los corchetes obtenidos

en el caṕıtulo 3 en una sola expresión para

{
1

M̃(v),
2

M̃(w)

}
, que es sencilla,

unificada y ya conocida.

Por último, nos encontraremos con el grupo de Geroch dos veces: probaremos
de manera expĺıcita que la acción del grupo de Geroch es Lie-Poisson sobre el
sistema restringido a M y sobre las M̃.
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Los tres resultados nos conducen a una estructura de biálgebra de Lie en el
espacio de los datos iniciales sobre N , dejándonos en la puerta hacia la cuantización
de los mismos.

5.2. Definición de V̂ sobre N
Consideremos nuevamente las cartas x± e y± sobre la variedad M . Recordar que

son coordenadas lumı́nicas particulares, tomadas de forma que son ρ±+c, siendo c la
misma constante para + y −. Primero, recordar que las funciones ρ± están definidas
a partir de ρ a menos de una constante aditiva, pues la diferencia es ρ:

ρ =
1

2
(ρ+ − ρ−) (5.1)

Las coordenadas x± e y± las tomamos variando esa libertad en la constante, de
manera de ser solidarias a variaciones que dejen las hojas nulas fijas, y los valores
de ρ fijos en los extremos de ellas:

x± = ρ± − ρ−(S0), y± = ρ± − ρ+(S0) (5.2)

donde la constante es distinta para ambas cartas. En este caṕıtulo, definimos la
carta a± como un promedio de las cartas x± e y±:

a± := ρ± − ρ̃0 (5.3)

y seguimos teniendo la igualdad ρ = 1
2
(a+ − a−).

La razón de definir esta nueva carta está contenida en la definición del parámetro
de deformación u: cuando resolvemos la ecuación diferencial 4.58 con respecto a las
coordenadas y obtenemos

u :=

√
w + y+

w + y−
(5.4)

que llamamremos uy. Por otro lado, en las coordenadas a±, la solución es ua :=√
w+a+

w+a−
, que está relacionada con uy mediante un shift en el argumento:

ua =

√
w + a+

w + a−
=

√
w + ρ0 + y+

w + ρ0 + y−
= uy(w + ρ0) (5.5)

5.3. Definición y variaciones de V̂ en la rama iz-

quierda

En esta sección nos centraremos en la rama izquierda. Con las coordenadas a±

anteriormente definidas, tenemos que ρ+ = a+ + ρ̃0, ρ− = a− + ρ̃0. La conexión
deformada Ĵ es

Ĵ− = Q− + uaP− (5.6)
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Para a− = −(w + ρ0), tenemos la divergencia integrable que hemos comentado
en el caṕıtulo 4.

Una vez que tenemos la conexión deformada definida en la rama izquierda, es
natural definir V̂(p) como el transporte paralelo de V en un punto de referencia
mediante las matrices de transporte asociadas a la conexión deformada. Si el valor
de referencia es V en el eje, que notaremos V(0), y si

T (p, q) := Pe
∫ q
p Ĵ (5.7)

son las matrices de transporte entre puntos p y q de NL, entonces

V̂(p) := V(0)T (0, p) (5.8)

Siguiendo [19], definimos a V̂ como sigue: tomamos como valores de referencia
las valuaciones de V sobre NL. Transportamos estos valores al eje con la conexión J ,
no deformada, y luego volvemos al punto de partida transportando paralelamente
con la conexión deformada. De esta manera, definimos V̂ para un valor de y−, sobre
NL, como

V̂(y−) := V(y−)Pe
∫ 0
y− JPe

∫ y−
0 Ĵy (5.9)

donde Ĵy indica que deformamos según el parámetro uy.
Manipulando algebraicamente la expresión 5.9, en [19] se muestra que esa ecua-

ción es equivalente a la siguiente ecuación

V̂(y−) = Pe
∫ y−
0 (uy−1)VPV−1V(y−) (5.10)

Observación 5.1. 1. La ventaja de la expresión 5.10 sobre la expresión 5.9 es
que está bien definida aunque V sea singular en la ĺınea de mundo del eje de
simetŕıa. Trabajaremos admitiendo variaciones singulares de los V , y al variar
5.10 estamos considerando tales variaciones (ver [19]).

2. Recordar que los datos iniciales son V sobre la doble hoja nula N . Con esta
definición establecemos una correspondencia uno a uno entre los datos V̂ yM,
módulo gauge. Ver [18] para más detalles.

Calcularemos variaciones de V̂ , con la posibilidad que las funciones ρ− cambien:
recordar que nuestro objetivo en última instancia es calcular la variación de V̂ bajo
{σ̂0, ·}, aśı que debemos permitir que haya variaciones en ρ±, ya que {·, σ̂0} actúa de
manera no trivial en ρ0. Como el cálculo de los corchetes es para y± fijo, introducimos
la variación en ρ− mediante la constante aditiva ρ0. De esta manera estamos tratando
ambas ramas de manera simétrica, pues se defina la carta a± como el promedio de
las x± e y±.

Para simplificar un poco la notación, llamemos S(a, b) := Pe
∫ b
a (u−1)VPzV−1dz.

Como primer paso hacia los corchetes de M(v) con σ̂0, usaremos la siguiente
fórmula de [19] para las variaciones de V̂ :

Proposición 5.1. Una variación admisible de V̂ es igual a
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ˆV−1δ[V̂(y−)] = [V−1δV ]ǧ + 2

∫ y−

0

T (y−, ·) u
w

√
ρD(
√
ρ[V−1δV ]k)T (·, y−) (5.11)

donde Xǧ = Xq + u−1Xk.

5.4. Corchete de σ̂0 con M
Calcularemos el corchete entre σ̂0 yM(w) para 0 < w < 2ρ0, que corresponde a

un punto de deformación en el interior de NL.
Como vimos, la involución η∞ deja la conexión Ĵ invariante, pues γ 7→ 1

γ
es una

de las simetŕıas.

Proposición 5.2 (Breitenlohner y Maison, [6]). La libertad en la definición de M
dada por

M(w) 7→ S(w)M(w)η(S−1(w)) (5.12)

se puede eliminar tomando V(γ) como holomorfa en un dominio que contenga el
disco unidad abierto.

Observación 5.2. La independencia en las coordenadas del espacio-tiempo reduci-
do hace en particular queM(w) no tiene información alguna acerca del branch cut
en el plano w.

Nuevamente, tenemos

M(w) = ĺım
ε→0
V̂(x, γ(w + iε))V t

(
x,

1

γ(w + iε)

)
(5.13)

y esto a su vez es

M(w) = ĺım
ε→0
V̂(x, γ(w + iε))V t(x, γ(w − iε)) (5.14)

donde estamos asumiendo que w está sobre el branch cut (para que valga la igual-
dad). Para simplificar la notación, sea

Uy(w) = V̂y(w; y− = −w) (5.15)

es decir, la valuación de V̂y en el punto de deformación. El sub́ındice y indica que
deformamos según el parámetro uy. De esta forma, tenemos

My(v) = Uy(v)U ty(v) (5.16)

Observar que si usamos las coordenadas a±, debemos deformar por ua y según
5.5 tenemos

Ma(w) =My(w + ρ0) (5.17)

Primero, calcularemos el corchete de s con Uy. Para eso, usamos la ecuación 5.11:
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ˆU−1
y δ[Ûy(y−)] = 2

∫ −w
0

T (−w, ·) u
w

√
ρD(
√
ρ[V−1δV ]k)T (·,−w) (5.18)

donde usamos que [V−1δV ]̌k = 1
u
V−1δV ]k = 0 cuando y− = −w.

Entonces, por 3.30 :

[
ˆU−1
y

{
σ̂0, Ûy

}]
k

= −4ρ0

2

Tr

[
2

P+

∫ −w
0

T (−w, ·) u
w

√
ρD(
√
ρ

2·
Akk(S0, ·))T (·,−w)

]
(5.19)

Esta última integral es cero, pues D(
√
ρ

2·
Akk(S0, z)) es proporcional a δ(S0 − z),

que está fuera del intervalo de integración, pues estamos bajo la condición y− =
−w > y−0 = −2ρ0. Entonces, [

ˆU−1
y

{
σ̂0, Ûy

}]
k

= 0 (5.20)

Luego,

{σ̂0,My(w)} = 0, w ∈ (0, 2ρ0) (5.21)

Entonces,

{σ̂0,Ma(w)} = {σ̂0,My(w + ρ0)} (5.22)

= {σ̂0, ρ0} ∂wMy(w + ρ0) (5.23)

=
1

2κ
∂wMa(w) (5.24)

A partir de ahora nos olvidaremos del sub́ındice a en la matriz de monodromı́a.
Llegamos aśı a uno de los resultados centrales de este trabajo:

{σ̂0,M(w)} =
1

2κ
∂wM(w) (5.25)

5.5. Estructura Lie-Poisson en el sector loop

Como primer paso para mostrar expĺıcitamente la estructura Lie-Poisson de los
corchetes de Poisson completos de nuestro modelo, primero mostraremos que el
corchete en el sector loop tiene estructura de biálgebra de Lie. Para esto, necesitamos
los corchetes de Poisson entre las matrices de monodromı́aM(v). En [19] se calculan
los corchetes de Poisson para las matrices V̂ primero, para luego calcular el corchete
entre las matrices M.

El cálculo de [19] es técnico, aqúı sólo presentamos el resultado final:

{
1

M(u),
2

M(v)

}
= 1

2κ
p.v.

[
1

u−v

](
Ω

1

M(u)
2

M(v) +
1

M(u) Ωt
2

M(v)+

+
2

M(v)Ωt
1

M(u) +
1

M(u)
2

M(v) Ωt t

) (5.26)
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donde hacemos uso de la notación tensorial 3.1 y Ω denota el elemento de Casimir

de sl2(R): Ω = 1
2
(

1
σx

2
σx +

1

iσy
2

iσy +
1
σz

2
σz) (ver Apéndice B para una definición del

elemento de Casimir). Sobre las trasposiciones en Ω, las definimos como:

Ωt = trasposición en el espacio 1 (5.27)

Ωt = trasposición en el espacio 2 (5.28)

Ωt t = trasposición en ambos espacios (5.29)

Finalmente, p.v.

[
1

u−v

]
indica la distribución valor principal de Cauchy de 1

u−v ,

definida por

∫
R2

f(u, v)p.v.

[
1

u− v

]
dudv = ĺım

ε→0

∫
|u−v|>ε

f(u, v)p.v.

[
1

u− v

]
dudv (5.30)

5.5.1. Acción Lie-Poisson del Grupo de Geroch sobre M(w)

En esta subsección, mostraremos el corchete de Poisson para el sector loop del
grupo de Geroch que lo convierte en un grupo de Poisson-Lie (Ver Apéndice C),
haciendo expĺıcita la acción Lie-Poisson de este grupo. Este resultado hab́ıa sido
mostrado por Korotkin y Samtleben en [30], a partir de los corchetes que ellos
calcularon para la zweibein V , en el problema análogo de colisión de ondas gra-
vitacionales planas (dilatón temporal). En nuestro caso, el cálculo es general, no
invocamos ningún comportamiento asintótico ni hipótesis extra en la métrica.

Notemos M al espacio de fase y G a un grupo que actúa en M bajo la acción
· : G ×M → M . Sea f ∈ C∞(M) y g el mapa g(γ) = γ en G (no es más que el
mapa identidad, que lo notamos de esta manera para tener aśı una función sobre
G, y que tenga sentido la definición de los corchetes). Un elemento γ ∈ G actúa en
las funciones f bajo una acción definida como:

γ · f(x) := f(γ · x) (5.31)

Entonces:

g · f(γ, x) := (g(γ) · f)(x) = f(g(γ) · x) = f(γ · x) (5.32)

Con las definiciones anteriores, estamos en condiciones de definir una acción Lie-
Poisson. Diremos que · : G × M → M es una acción Lie-Poisson si preserva el
corchete de Poisson, en el sentido que

{g · f1, g · f2}G×M = g · {f1, f2}M (5.33)

como funciones de G×M . En términos más expĺıcitos, la ecuación anterior es

{g · f1(·, x), g · f2(·, x)}G (γ) + {g · f1(γ, ·), g · f2(γ, ·)}M (x) = {f1, f2}M (g(γ) · x)
(5.34)
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donde en el miembro izquierdo tenemos el primer corchete calculado sobre G, fijando
x, y el segundo corchete calculado en M , fijando g. Ambos son funciones en G×M .

En lo que sigue, notaremos G para referirnos al grupo de Geroch y FM para
referirnos al espacio de fase de los datos M(w), es decir, FM es el cociente del
espacio de fase completo por las dimensiones parametrizadas por ρ0 y σ̂0.

Antes de pasar al resultado central de la sección, recordamos que la acción de
un elemento γ del grupo de Geroch sobre las funcionesM(w) de FM está dada por

[γ ·M ](w)(x) = M(w)(γ(w) · x) = γ(w)M(w)γt(w) (5.35)

donde remitimos al lector a la ecuación 4.83. De esta manera,

[g · M](w)(γ, x) = [gMgt](w)(γ, x) (5.36)

Proposición 5.3. La acción del grupo de Geroch sobre FM es Lie-Poisson si y sólo
si el corchete sobre G es{

1
g(v),

2
g(w)

}
G

=
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

] [
Ω,

1
g(v)

2
g(w)

]
(5.37)

Demostración. La idea es probar 5.34 para el caso de la acción 4.83, i.e., que si y
sólo si el corchete de Poisson sobre el grupo de Geroch es 5.37 entonces{

1
g

1

M1
g
t

,
2
g

2

M2
g
t
}
G×FM

(γ, x) =

{
1

M,
2

M
}
FM

(γ · x) (5.38)

donde para no sobrecargar la notación, omitiremos los argumentos v y w, recordan-
do que v es el parámetro espectral correspondiente al primer espacio del producto
tensorial, y w al segundo.

El lado izquierdo de la ecuación anterior es

{
1
g

1

M1
g
t

,
2
g

2

M2
g
t
}
G×FM

=
1
g

2
g

{
1

M,
2

M
}
FM

1
g
t 2
g
t

+
{

1
g,

2
g
}
G

1

M1
g
t 2

M2
g
t

2
g

2

M
{

1
g,

2
g
t
}
G

1

M1
g
t

+
1
g

1

M
{

1
g
t

,
2
g

}
G

2

M2
g
t

1
g

1

M2
g

2

M
{

1
g
t

,
2
g
t
}
G

(5.39)

Llamando Y =
{

1
g,

2
g
}
G

1

g−1
2

g−1, la ecuación anterior es

{
1
g

1

M1
g
t

,
2
g

2

M2
g
t
}
G×FM

=
1
g

2
g

{
1

M,
2

M
}
FM

1
g
t 2
g
t

+ Y
1

(g · M)
2

(g · M)

+
2

(g · M)(Y t)
1

(g · M) +
1

(g · M)( Yt )
2

(g · M)

+
1

(g · M)
2

(g · M)( Yt t) (5.40)
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y mediante la ecuación 5.26

{
1
g

1

M1
g
t

,
2
g

2

M2
g
t
}
G×FM

=
1
g

2
g

1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

M
2

M+
1

M Ωt
2

M+
2

MΩt
1

M+
1

M
2

M Ωt t

)
1
g
t 2
g
t

+Y
1

(g · M)
2

(g · M) +
2

(g · M)(Y t)
1

(g · M)

+
1

(g · M)( Yt )
2

(g · M) +
1

(g · M)
2

(g · M)( Yt t) (5.41)

=

(
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
1
g

2
gΩ

1

g−1
2

g−1 + Y
)

1

(g · M)
2

(g · M) +

+ trasposiciones (5.42)

Por tanto, para que se cumpla la igualdad 5.34, es necesario y suficiente que

12
sym

[(
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
1
g

2
gΩ

1

g−1
2

g−1 + Y
)

1

A
2

B

]
=

12
sym

[
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
Ω

1

A
2

B

]
∀A,B simétricos

(5.43)

donde
12
sym(

12

X) =
12

X +
12

X t +
12

Xt +
12

Xt t. Para resolver esta ecuación, recordamos el
siguiente resultado de álgebra lineal:

Lemma 5.4. Si Z : V → V es un operador lineal sobre el espacio vectorial V , tal
que ZM +MZt = 0 para todo operador simétrico M , entonces Z = 0.

La demostración es directa: ZM +MZt = 0, en particular para M = Id, aśı que
Z = −Zt. Por tanto, Z es antisimétrico, y entonces cumple [Z,M ] = 0 para todo M
operador simétrico. De esta forma, todo vector de V es autovector de Z, es decir,
Z = cId. Por ser antisimétrico, resulta c = 0.

Generalizando directamente el lema anterior a un operador sobre un producto
tensorial de espacios vectoriales, y aplicándolo en la ecuación 5.43 a

12

Z =

(
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
1
g

2
gΩ

1

g−1
2

g−1 + Y − 1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
Ω

)
(5.44)

deducimos que es necesario y suficiente que
12

Z = 0, esto es

{
1
g,

2
g
}
G

1

g−1
2

g−1 = Y =
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
Ω− 1

2κ
p.v.

[
1

v − w

]
1
g

2
gΩ

1

g−1
2

g−1 (5.45)

de donde se deduce {
1
g,

2
g
}
G

=
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1
g

2
g − 1

g
2
gΩ
)

(5.46)
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Caṕıtulo 5

Observación 5.3. La matriz p.v.
[

1
v−w

]
Ω es la matriz r para el grupo de Poisson-

Lie en cuestión: ̂SL(2,R) (ver sección 4.2.1, y Apéndice C). Observar que la unicidad
de r es a menos de un múltiplo de δ(v − w)Ω:

[
δ(v − w)Ω,

1
g(v)

2
g(w)

]
=

[
Ω,

1
g(v)

2
g(v)

]
δ(v − w)

=

(
Ω− 1

g(v)
2
g(v)Ω

1

g−1(v)
2

g−1(v))

)
1
g(v)

2
g(v)δ(v − w)

= 0 (5.47)

pues Ω es invariante bajo la acción adjunta Ad simultánea en los dos ı́ndices.

Para establecer expĺıcitamente la estructura de grupo de Poisson-Lie, podemos
escribir el corchete en términos de matrices r±. La identidad para el valor principal
de Cauchy

1

x± iε
= p.v.

[
1

x

]
∓ iπδ(x) (5.48)

sugiere una definición de r± que resulta la correcta:

Definición 5.1. Sean r+ y r− los operadores definidos mediante

r+ =
1

2κ

Ω

u− v + iε
(5.49)

r− =
1

2κ

Ω

u− v − iε
(5.50)

En vista de la observación anterior, el corchete puede ser escrito en términos de
cualquiera de las matrices r±: {

1
g,

2
g
}
G

=
[
r±,

1
g,

2
g
]

(5.51)

y cualquiera de los signos da el mismo resultado: este es el corchete de Sklyanin para
̂SL(2,R) que anunciamos en la introducción, ver Apéndice C para la definición.

Observación 5.4. Las matrices r± cumplen con las propiedades de la proposición
4.2.

Observar que la matriz r que obtuvimos en la proposición anterior para el grupo
de Geroch es análoga a la matriz r para la holonomı́a de la cadena de espines de
Heisenberg. La diferencia es que cambia el grupo sobre el que tomamos el álgebra:
SU(2) para la cadena de espines de Heisenberg, y SL(2,R) en nuestro caso.
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5.5.2. Doble clásico para el sector loop

En esta sección haremos expĺıcita la estructura de doble clásico del sector loop
del modelo de gravitación con simetŕıa ciĺındrica.

En la subsección anterior obtuvimos la matriz r asociada al Grupo de Geroch y
su relación con el corchete de Sklyanin, 5.37. Como se muestra en el Apéndice C,
una vez que el grupo está munido de una matriz r, tiene asociada la estructura de
doble clásico.

Sea G el grupo de Geroch, que es el grupo loop ̂SL(2,R). Llamaremos G∗ al dual
que proviene de la factorización dada por las matrices r±. El corchete de Poisson
en el dual, de manera que la acción dressing (ver Apéndice C) de G∗ en G sea Lie-
Poisson es el corchete de Semenov-Tian-Shansky, C.44. De esta manera, ahora que
tenemos la matriz r, tenemos una factorización en G y un corchete sobre G∗.

El punto de partida es observar que la ecuación 5.26 es en forma parecida a C.44.
La manera de comprobar esto es tomar el corchete de Semenov-Tian-Shansky C.45

y multiplicar por derecha
1
σy

2
σy y definir ḡ+ := g+σy, ḡ− := g−; aśı, C.44 tendrá la

misma forma que el corchete para las M.
Sin embargo, no es en absoluto obvio cómo interpretar de manera precisa esta

observación. Para eso, mostraremos que podemos definir un objeto dentro del doble

clásico asociado ̂SL(2,R) y la matriz r que hallamos antes, que tiene los mismos
corchetes que M.

Definición 5.2. Dados un elemento g = g−1
− g+, en el grupo dual G∗, sea A :=

g+σyg
t
−.

Proposición 5.5. El corchete de Poisson para A es igual a 5.26:{
1

A(v),
2

A(w)

}
=

1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

A(v)
2

A(w) +
1

A(v) Ωt
2

A(w) +
2

A(w)Ωt
1

A(v) +
1

A(v)
2

A(w) Ωt t

)
(5.52)

Demostración. Comenzamos por definir ḡ+ := g+σy, ḡ− := g− (aqúı ·̄ no es el
complejo conjugado). De esta manera, recordando que el elemento de Casimir es in-
variante bajo conjugación simultánea en ambos espacios, los corchetes de la ecuación
C.45 permanecen iguales para las mismas componentes:

2κ

{
1
ḡ±(v),

2
ḡ±(w)

}
=

[
p.v.

[
Ω

v − w

]
,

1
ḡ±(v)

2
ḡ±(w)

]
(5.53)

y los corchetes para las componentes cruzadas resultan

2κ

{
1
ḡ±(v),

2
ḡ∓(w)

}
= p.v.

[
Ω

v − w

]
1
ḡ±(v)

2
ḡ∓(w)−

1
ḡ±(v)

2
ḡ∓(w)p.v.

[
Ωη

v − w

]
(5.54)

Pasamos a calcular el corchete entre los A:
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{
1

A(u),
2

A(v)

}
=

{
1
ḡ+(v),

2
ḡ+(w)

}
1

ḡt−(v)
2

ḡt−(w) +
2
ḡ+(w)

{
1
ḡ+(v),

2

ḡt−(w)

}
1

ḡt−(v) +

+
1
ḡ+(v)

{
1

ḡt−(v),
2
ḡ+(w)

}
2

ḡt−(w) +

+
1
ḡ+(v)

2
ḡ+(w)

{
1

ḡt−(v),
2

ḡt−(w)

}
(5.55)

=
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

A(v)
2

A(w)−
1
ḡ+(v)

2
ḡ+(w)Ω

1

ḡt−(v)
2

ḡt−(w)

)
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
1

A(v) Ωt
2

A(w)−
1
ḡ+(v)

2
ḡ+(w) Ωt η

1

ḡt−(v)
2

ḡt−(w)

)
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
2

A(w)Ωt
1

A(v)−
1
ḡ+(v)

2
ḡ+(w)Ωtη

1

ḡt−(v)
2

ḡt−(w)

)
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
1

A(v)
2

A(w) Ωt t−

−
1
ḡ+(v)

2
ḡ+(w) Ωt t

1

ḡt−(v)
2

ḡt−(w)

)
(5.56)

Finalmente, como Ωt = −Ωη, los segundos sumandos de cada ĺınea se cancelan,
y sigue el resultado.

Las matrices A, entonces, tienen los mismos corchetes que las matrices de mono-
dromı́aM, partiendo de la estructura de doble clásico. Sin embargo, A son matrices
imaginarias, pues contienen σy entre sus factores.

Para identificar A con M, observemos que si pasamos a la complexificación del
doble y definimos una nueva sección real por la condición

(ḡ+(v))∗ = ḡ−(v∗) (5.57)

siendo ·∗ el operador de conjugación y transposición usual, entonces A es hermı́tica
para v real

A∗t(v) = g∗−(v)gt−v
∗ = A(v∗) (5.58)

y se escribe como

A(v) = g∗−(v∗)gt−(v) (5.59)

La parte simétrica de una matriz hermı́tica es real y simétrica, y cumple los mismos
corchetes, tal como podemos verificar con el siguiente cálculo para sym(A):
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{
1

sym(A)(v),
2

A(w)

}
=

1

2

{
1

A(v),
2

A(w)

}
+

1

2

{
1

At(v),
2

A(w)

}
(5.60)

=
1

4κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

A
2

A+
1

A Ωt
2

A+
2

AΩt
1

A+
1

A
2

A Ωt t

)
+

1

4κ
p.v.

[
1

v − w

](
1

At Ωt
2

A+ Ω
1

At
2

A+
2

A
1

At Ωt t +
2

AΩt
1

At
)

=
1

2κ
p.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

sym(A)
2

A+
1

sym(A) Ωt
2

A+

+
2

AΩt
1

sym(A) +
1

sym(A)
2

A Ωt t

)
(5.61)

Aśı que sym(A) es un objeto del doble clásico que tiene los mismos corchetes y
propiedades que la matriz de monodromı́a de [19].

5.5.3. Resultado

A continuación enunciaremos la estructura que presentamos en las subsecciones
anteriores:

Sea G = ̂SL(2,R), el grupo loop asociado a SL(2,R), con el producto usual,
y munido del corchete de Poisson 5.37, que corresponde al corchete de Sklyanin
C.31. Sea G∗ el grupo dual asociado, construido con el procedimiento mostrado en
la sección C.5 del Apéndice C. Cada elemento (g−(v), g+(v)) ∈ G∗ se corresponde
uno a uno con una matriz A mediante el mapa

(g−(v), g+(v)) 7→ g+(v)g−1
− σy = g+(v)σyg

t
−(v) = A(v) (5.62)

y la condición para la hermiticidad

(g+(v)σy)
∗ = g−(v∗) (5.63)

La componente simétrica de A se corresponde con la matriz de monodromı́a M
que definimos en el caṕıtulo 4.

El corchete de Semenov-Tian-Shansky en el doble clásico, C.44, conduce al cor-
chete entre los M, 5.26, una vez que se realiza el twist en los elementos del grupo
dual.

Entonces, el grupo de Geroch actúa en soluciones M como la acción de G so-
bre G∗, ambos complexificados, siguiendo la acción Lie-Poisson presentada en el
Apéndice C.

En las siguientes secciones presentaremos la estructura de Poisson para la matriz
de monodromı́a extendida, objeto que contiene los otros datos iniciales que presen-
tamos en el caṕıtulo 1: ρ0 y σ̂0.
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5.6. Matriz de monodromı́a extendida

En esta sección mostraremos que la matriz de monodromı́a se puede extender de
tal forma que incluye los datos ρ0 y σ̂0 (motivados por [35], [22] y [6]).

Definición 5.3. La matriz de monodromı́a extendida es

M̃(w, σ̂0, ρ0) = e−2ρ0∂wM(w)eσ̂0k (5.64)

que se puede identificar con un elemento de G(A1
1), el grupo af́ın generado por el

álgebra de Kac-Moody A1
1. (Ver Apéndice B). Notaremos G̃ a tal grupo.

5.6.1. Corchetes para M̃
Proposición 5.6. Los corchetes calculados anteriormente se pueden escribir en for-
ma compacta usando la matriz M̃ y la estructura de A1

1. Si Ω̃(v, w) = p.v.
[

1
v−w

]
Ω+

1
2

(∂v ⊗ k − k ⊗ ∂w), entonces

2κ

{
1

M̃(v),
2

M̃(w)

}
= Ω̃(v, w)

1

M̃(v)
2

M̃(w) +
1

M̃(v) Ω̃t (v + 2ρ0, w)
2

M̃(w)+

+
2

M̃(w)Ω̃t(v, w + 2ρ0)
1

M̃(v) +
1

M̃(v)
2

M̃(w) Ω̃t t(v, w)

(5.65)

Demostración. Para realizar el cálculo, escribiremos
i

M̃(v) =
i

e−2ρ0∂v
i

M(v)
i

eσ̂0k, y
notamos el lado izquierdo como

C ≡ 2κ

{
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
1

eσ̂0k,
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
2

eσ̂0k

}
(5.66)

Entonces, escribimos el lado izquierdo a menos de los corchetes que dan cero:

C

2κ
=

2

e−2ρ0∂w
2

M(w)

{
1

e−2ρ0∂v ,
2

eσ̂0k

}
1

M(v)
1

eσ̂0k

+
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)

{
1

eσ̂0k,
2

e−2ρ0∂w

}
2

M(w)
2

eσ̂0k

+
1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂w

{
1

M(v),
2

M(w)

}
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k

+
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
2

e−2ρ0∂w

{
1

eσ̂0k,
2

M(w)

}
2

eσ̂0k

+
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
1

e−2ρ0∂v

{
1

M(v),
2

eσ̂0k

}
1

eσ̂0k (5.67)
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Ahora usamos los corchetes que tenemos para cada uno de los sumandos:

C =
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
1

e−2ρ0∂v (2∂v ⊗ k)
2

eσ̂0k
1

M(v)
1

eσ̂0k

−
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
1

eσ̂0k (k ⊗ 2∂w)
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
2

eσ̂0k

+2κ
1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂w

{
1

M(v),
2

M(w)

}
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k

+
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
2

e−2ρ0∂w

(
k ⊗ ∂w

2

M(w)

)
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k

−
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
1

e−2ρ0∂v

(
∂v

1

M(v)⊗ k
)

2

eσ̂0k
1

eσ̂0k (5.68)

Para cada sumando tenemos:

1.

2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
1

e−2ρ0∂v (2∂v ⊗ k)
2

eσ̂0k
1

M(v)
1

eσ̂0k =
2

M̃(w) (2∂v ⊗ k)
1

M̃(v)

2. Es la misma ĺınea que la anterior, con los espacios 1 y 2 intercambiados y un
signo de menos extra:

−
1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
1

eσ̂0k (k ⊗ 2∂w)
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
2

eσ̂0k = −
1

M̃(v) (k ⊗ 2∂w)
2

M̃(w)

3. El tercero requiere más manipulación algebraica:

2κ
1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂w

{
1

M(v),
2

M(w)

}
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k =
1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂wp.v.

[
1

v − w

](
Ω

1

M(v)
2

M(w)+

+
1

M(v) Ωt
2

M(w) +
2

M(w)Ωt
1

M(v)

+
1

M(v)
2

M(w) Ωt t

)
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k (5.69)

Ahora usamos las siguientes propiedades conocidas para los operadores p.v.
[

1
v−w

]
y eα∂v :

eα∂vp.v.

[
1

v − w

]
= p.v.

[
1

(v + α)− w

]
eα∂v (5.70)

eα∂wp.v.

[
1

v − w

]
= p.v.

[
1

v − (w + α)

]
eα∂w (5.71)

1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂wp.v.

[
1

v − w

]
= p.v.

[
1

v − w

]
1

e−2ρ0∂v
2

e−2ρ0∂w (5.72)

94
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Entonces podemos agrupar los factores

p.v.
[

1
v−w

]
Ω

1

M̃(v)
2

M̃(w) +
1

M̃(v)p.v.
[

1
v−w+2ρ0

]
Ωt

2

M̃(w)+

+
2

M̃(w)p.v.
[

1
v−w−2ρ0

]
Ωt

1

M̃(v) +
1

M̃(v)
2

M̃(w)p.v.
[

1
v−w

]
Ωt t

(5.73)

En términos del automorfismo η de sl2, tenemos

p.v.
[

1
v−w

]
Ω

1

M̃(v)
2

M̃(w)−
1

M̃(v)p.v.
[

1
v−w+2ρ0

]
Ωη

2

M̃(w)−

−
2

M̃(w)p.v.
[

1
v−w−2ρ0

]
Ωη

1

M̃(v) +
1

M̃(v)
2

M̃(w)p.v.
[

1
v−w

]
Ω

(5.74)

con Ωη = Ωq − Ωk, que surge de aplicar el automorfismo en alguno de los dos
espacios tensoriales (el resultado es el mismo independientemente del espacio
en que se aplique).

4.

1

e−2ρ0∂v
1

M(v)
2

e−2ρ0∂w

(
k ⊗ ∂w

2

M(w)

)
1

eσ̂0k
2

eσ̂0k =
1

M̃(v)

(
k ⊗ ∂w

2

M̃(w)

)

5.

−
2

e−2ρ0∂w
2

M(w)
1

e−2ρ0∂v

(
∂v

1

M(v)⊗ k
)

2

eσ̂0k
1

eσ̂0k = −
2

M̃(w)

(
∂v

1

M̃(v)⊗ k

)

Agrupando todo, tenemos

C =
2

M̃(w) (2∂v ⊗ k)
1

M̃(v)

−
1

M̃(v) (k ⊗ 2∂w)
2

M̃(w)

+p.v.

[
1

v − w

]
Ω

1

M̃(v)
2

M̃(w)−
1

M̃(v)p.v.

[
1

v − w + 2ρ0

]
Ωη

2

M̃(w)−

−
2

M̃(w)p.v.

[
1

v − w − 2ρ0

]
Ωη

1

M̃(v) +
1

M̃(v)
2

M̃(w)p.v.

[
1

v − w

]
Ω +

+
1

M̃(v)

(
k ⊗ ∂w

2

M̃(w)

)

−
2

M̃(w)

(
∂v

1

M̃(v)⊗ k

)
(5.75)

Ahora bien:
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[
∂v,

1

M̃(v)

]
= ∂v

( 1

M̃(v)

)
(5.76)

aśı que combinando los dos primeros sumandos junto con los últimos dos permite
reescribir C como

C =
2

M̃(w) (∂v ⊗ k)
1

M̃(v) +
2

M̃(w)
1

M̃(v) (∂v ⊗ k)

−
1

M̃(v) (k ⊗ ∂w)
2

M̃(w)−
1

M̃(v)
2

M̃(w) (k ⊗ ∂w)

+p.v.

[
1

v − w

]
Ω

1

M̃(v)
2

M̃(w)−
1

M̃(v)p.v.

[
1

v − w + 2ρ0

]
Ωη

2

M̃(w)−

−
2

M̃(w)p.v.

[
1

v − w − 2ρ0

]
Ωη

1

M̃(v) +
1

M̃(v)
2

M̃(w)p.v.

[
1

v − w

]
Ω

(5.77)

Como k es central, conmuta con M, aśı que podemos reagrupar los términos
para formar el operador Ω̃:

C =
1

M̃(v)
2

M̃(w)

(
1

2
(∂v ⊗ k − k ⊗ ∂w) + p.v.

[
1

v − w

]
Ω

)
+

(
1

2
(∂v ⊗ k − k ⊗ ∂w) + p.v.

[
1

v − w

]
Ω

) 1

M̃(v)
2

M̃(w)

+
1

M̃(v)

(
1

2
(∂v ⊗ k − k ⊗ ∂w)− p.v.

[
1

v − w + 2ρ0

]
Ω

) 2

M̃(w)

+
2

M̃(w)

(
1

2
(∂v ⊗ k − k ⊗ ∂w)− p.v.

[
1

v − w − 2ρ0

]
Ω

) 1

M̃(v) (5.78)

como se queŕıa demostrar.

Ahora vamos a mostrar cómo podemos reescribir el corchete que hallamos en
la proposición anterior en la forma de Semenov-Tian-Shansky. Sean Ω̃+(v, w) y
Ω̃−(v, w) las siguientes:

Ω̃+(v, w) := p.v.

[
1

v − w

]
Ω + ∂v ⊗ k (5.79)

Ω̃−(v, w) := p.v.

[
1

v − w

]
Ω− k ⊗ ∂w (5.80)

Volviendo a la ecuación 5.77, tenemos que
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Caṕıtulo 5

C =
1

M̃(v)
2

M̃(w)Ω̃−(v, w) + Ω̃−(v, w)
1

M̃(v)
2

M̃(w)

−
1

M̃(v)
(

Ω̃+(v, w − 2ρ0)
)η 2

M̃(w)−

−
2

M̃(w)
(

Ω̃+(v − 2ρ0, w)
)η 1

M̃(v) (5.81)

donde el endomorfismo η está actuando en el álgebra A1
1, ver Apéndice B. Otra

expresión equivalente es

C =
1

M̃(v)
2

M̃(w)Ω̃+(v, w) + Ω̃+(v, w)
1

M̃(v)
2

M̃(w)

−
1

M̃(v)
(

Ω̃−(v, w − 2ρ0)
)η 2

M̃(w)−

−
2

M̃(w)
(

Ω̃−(v − 2ρ0, w)
)η 1

M̃(v) (5.82)

Observación 5.5. Comparar las expresiones anteriores con la ecuación para el
corchete de Semenov-Tian-Shansky, C.44

Es inmediato verificar las siguientes propiedades para Ω̃±:

2Ω̃(v, w) = Ω̃+(v, w) + Ω̃−(v, w) (5.83)
12

Ω̃+ = −
21

Ω̃− (5.84)

ΩA1
1

= Ω̃+(v, w)− Ω̃−(v, w) (5.85)

siendo ΩA1
1

el elemento de Casimir de A1
1 (ver [23] para más detalles sobre elementos

de Casimir).
Tenemos entonces la matriz r para la extensión central del grupo de Geroch, a

saber Ω̃(v, w). Eso conduce a una descomposición en r̃± como

r̃+ :=
1

v − w + iε
Ω + ∂v ⊗ k (5.86)

r̃− :=
1

v − w − iε
Ω− k ⊗ ∂w (5.87)

que a su vez lleva a un corchete de Sklyanin para el grupo de Geroch centralmente
extendido (cuyos elementos notamos g̃){

1

g̃,
2

g̃

}
= [r̃±,

1

g̃
2

g̃] (5.88)

Si a un elemento del grupo loop extendido centralmente lo escribimos como

ḡ(w) := eµ∂wg(w)eξk (5.89)
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el resultado del corchete anterior es

{
1
g,

2
g
}

= [r±,
1
g

2
g] (5.90)

{ξ, g(w)} = ∂wg(w) (5.91)

{µ, g(w)} = 0 (5.92)

{ξ, µ} = 0 (5.93)

para cada componente, o{
1

g̃(v),
2

g̃(w)

}
= eµ∂veµ∂w

(
[r±,

1
g

2
g]− 2

g∂v
1
g +

1
g∂w

2
g
) 1

eξk
2

eξk (5.94)

exactamente con la forma de las extensiones centrales para grupos de Poisson-Lie
(ver [40]).

En la sección seguiente veremos que efectivamente existe una acción del grupo
de Geroch sobre M̃ que es Lie-Poisson en el caso que el corchete sobre el grupo es
el de Sklyanin para las matrices r̃± que definimos anteriormente.

5.7. Acción Lie-Poisson en el doble clásico exten-

dido centralmente

Comenzaremos definiendo la acción del grupo de Geroch sobre la matriz de mono-
dromı́a extendida. En lo que sigue, notaremos G̃ para referirnos al grupo de Geroch
y F para referirnos al espacio de fase de los datos M(w), ρ0 y σ̂0, parametrizado
por M̃.

Definición 5.4. Sea g̃(v) ∈ G̃ un elemento del grupo de Geroch, de la forma

g̃(v) = eµ∂vg(v)eξk (5.95)

Su acción sobre las matrices de monodromı́a M̃ = e−2ρ∂vM(v)eσ̂0k se define como

g̃(v) · M̃ = g̃(v)M̃g̃t(v) (5.96)

que da como resultado

g̃(v) · M̃ = e−2(ρ0−µ)∂vg(v + 2ρ0 − µ)M(v − µ)gt(v − µ)e(σ̂0+2ξ)k (5.97)

Proposición 5.7. Si el corchete sobre G̃ está dado por 5.88, la acción del grupo de
Geroch G̃ sobre F es Lie-Poisson.

Demostración. La demostración es directa. Tal como hicimos en la sección 5.5, pro-
baremos (manteniendo la notación sobre acciones de representaciones que introdu-
cimos en esa sección){

1

g̃
1

M̃
1

g̃
t

,
2

g̃
2

M̃
2

g̃
t
}
G×F

(γ, x) =

{
1

M̃,
2

M̃

}
F

(γ · x) (5.98)
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Operando de la misma manera que se hizo en la proposición 5.3, y definiendo

Ỹ =

{
1

g̃,
2

g̃

}
G̃

1

g̃−1
2

g̃−1, tenemos

{
1

g̃
1

M̃
1

g̃
t

,
2

g̃
2

M̃
2

g̃
t
}
G̃×F

=
1

g̃
2

g̃

{
1

M̃,
2

M̃

}
F

1

g̃
t 2

g̃
t

+ Ỹ
1

(g̃ · M̃)
2

(g̃ · M̃)

+
2

(g̃ · M̃)Ỹ t
1

(g̃ · M̃) +
1

(g̃ · M̃) Ỹt
2

(g̃ · M̃)

+
1

(g̃ · M̃)
2

(g̃ · M̃) Ỹt t (5.99)

que nos lleva a la misma ecuación

2κ

{
1

g̃
1

M̃
1

g̃
t

,
2

g̃
2

M̃
2

g̃
t
}
G̃×F

=

(
1

g̃
2

g̃Ω̃(v, w)
1

g̃−1
2

g̃−1 + Ỹ
)

(
1

g̃ · M̃)(
2

g̃ · M̃) +

+trasposiciones (5.100)

Esto debe ser igual al corchete en F para las matrices g̃ · M̃, es decir el corchete

2κ

{
1

g̃
1

M̃
1

g̃
t

,
2

g̃
2

M̃
2

g̃
t
}
G̃×F

= Ω̃(v, w)(
1

g̃ · M̃)(
2

g̃ · M̃) + trasposiciones (5.101)

Aśı que la igualdad

1

g̃
2

g̃Ω̃(v, w)
1

g̃−1
2

g̃−1 + Ỹ = Ω̃(v, w) (5.102)

es una condición suficiente, de donde se deduce que

{
1

g̃(v),
2

g̃(w)

}
G̃

=
1

2κ

[
Ω̃(v, w),

1

g̃(v)
2

g̃(w)

]
(5.103)

que es una condición que se cumple si el corchete en G̃ viene dado por 5.88

La proposición anterior es una verificación de que los corchetes propuestos en
5.88 son consistentes con una acción Lie-Poisson. Por lo tanto, tenemos todos los
elementos del doble clásico en la extensión central que hemos construido. Una vez
obtenida la matriz r, a saber 1

2κ
Ω̃, la estructura de biálgebra de Lie nos permite

intentar una cuantización del espacio de fase. Esto último va más allá del contenido
del presente trabajo.

Finalizamos el caṕıtulo enunciando el resultado:

El grupo de Geroch actúa en el espacio de fase F como G̃, de manera que se
identifica la matriz r, que es 1

2κ
Ω̃. El corchete en G̃ es 5.88, correspondienta al

corchete de Sklyanin C.30, y el corchete en el dual está dado por C.44.
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La acción Lie-Poisson está garantizada por el corchete de Sklyanin hallado y de
igual manera a como hicimos para el sector loop, podemos observar que el corchete
de las matrices M̃ es un twist del corchete C.44 para el dual.

Esto nos muestra que el espacio de fase F y el grupo de Geroch G̃ forman un
doble clásico asociado al álgebra de Kac-Moody A1

1.
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Resultado sobre la cuantización del sistema

En este caṕıtulo presentamos una simetŕıa a nivel cuántico cuyo ĺımite clásico,
sobre las matrices de monodromı́a, es la simetŕıa del grupo de Geroch. Este resultado
es nuevo.

6.1. Cuantización de M(w)

En [19] se enuncia la relación de conmutación para los operadores M(w):

R(v−w)
1

M(v)R′(w−v+2i~)
2

M(w) =
2

M(w) Rt
′t(v−w+2i~)

1

M(v) Rt t(w−v)χ(v−w)
(6.1)

donde χ(v − w) = v−w−2i~
v−w+2i~ , y los operadores R y R′ se definen como

R(u) = (u− i~/2)I − i~Ωg (6.2)

R′(u) = (u− i~/2)I − i~Ωη
g (6.3)

siendo I =
1

I
2

I es el producto de operadores identidad en los espacios 1 y 2.

Observación 6.1. Esta relación de conmutación proviene de la ecuación RTT (ver
Apéndice D) para las matrices de transición.

Observación 6.2. Es una verificación rutinaria probar que la ecuación anterior se
reduce a la ecuación 5.26 en el ĺımite ~→ 0.

6.2. Grupo de Geroch como simetŕıa en la cuan-

tización

Recordamos que la acción clásica es

g(v) · M(v) = g(v)M(v)gt(v) (6.4)

En ı́ndices se lee
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(g(v) · M(v))ab = g(v) c
a g(v) d

b M(v)cd (6.5)

Observar que en el caṕıtulo anterior probamos que el grupo de Geroch tiene
corchete de Poisson compatible con la matriz r del grupo loop, y eso hace que la
cuantización sea un Yangiano.

A nivel cuántico, supondremos que hay una simetŕıa que actúa mediante el si-
guiente ansatz:

g(v) · M(v) = g(v + c1)M(v)gt(v + c2) (6.6)

donde c1 y c2 son constantes a determinar, y g(v) ahora son elementos del Yangiano.
Esto implica que los elementos del grupo cuantizado cumplen la ecuación

R(u− v)
1
g(u)

2
g(v) =

2
g(v)

1
g(u)R(u− v) (6.7)

y, componiendo con el anti-automorfismo involutivo del Yangiano (ver Apéndice D,
proposición D.2), la ecuación

R(v − u)
2
g(v)

1
g(u) =

1
g(u)

2
g(v)R(v − u) (6.8)

Cualquiera de estas ecuaciones definen el coproducto en el álgebra de Hopf, pues
recordar que no es co-conmutativa.

Para obtener una simetŕıa de la ecuación 6.1, primero debemos encontrar un
análogo a 6.7 y 6.8 para el operador R′. Para eso, tenemos el siguiente lema:

Lemma 6.1. El operador R′ cumple las siguientes ecuaciones en relación a los
elementos del Yangiano

1
g
t

(u)R′(B)
2
g(v) = (B + u− v − i~)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
+

2
g(v)R′(B)

1
g
t

(u) (6.9)

1
g(u) Rt

′t(B)
2
g
t

(v) = (B + v − u− i~)

[
1
g(u),

2
g
t

(v)

]
+

2
g
t

(v) Rt
′t 1
g(u) (6.10)

donde B es una combinación polinómica de u, v y ~.

Demostración. Usando la expresión para R términos de los operadores identidad y
Casimir, tenemos que 6.7 es

((
u− v − i~

2

)
I − i~Ω

)
1
g(u)

2
g(v) =

2
g(v)

1
g(u)

((
u− v − i~

2

)
I − i~Ω

)
(6.11)

y trasponiendo en la primer componente del producto tensorial, tenemos

((
u− v − i~

2

)
I

1
g(u)

2
g(v)− 2

g(v)
1
g(u)

((
u− v − i~

2

)
I − i~Ω

))t

=
(
i~Ω

1
g(u)

2
g(v)

)t

(6.12)
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aśı que

i~ 1
g
t

(u) Ωt
2
g(v) =

(
u− v − i~

2

)[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
+ i~2

g(v) Ωt
1
g
t

(u) (6.13)

Observar que hay que tener cuidado de no conmutar los elementos de matriz de
1
g con los de

2
g al tomar trasposiciones.

Descomponiendo R′ en el operador identidad I y en el operador de Casimir Ω,
y usando la ecuación anterior

1
g
t

(u)R′(B)
2
g(v) =

1
g
t

(u)

((
B − i~

2

)
I + i~ Ωt

)
2
g(v) (6.14)

=

(
B − i~

2

)
1
g
t

(u)
2
g(v) +

(
u− v − i~

2

)[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
+

+i~2
g(v) Ωt

1
g
t

(u) (6.15)

= (B + u− v − i~)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
+

(
B − i~

2

)
2
g(v)

1
g
t

(u) +

+i~2
g(v) Ωt

1
g
t

(u) (6.16)

= (B + u− v − i~)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
+

2
g(v)R′(B)

1
g
t

(u) (6.17)

probando la primera ecuación.

Para la segunda, vamos a la ecuación 6.8 para despejar
(
i~1
g(u)

2
g(v)Ω

)t
, y obte-

nemos

i~1
g(u)Ωt 2

g
t

(v) =

(
v − u− i~

2

)[
1
g(u),

2
g
t

(v)

]
+ i~2

g
t

(v)Ωt 1
g(u) (6.18)

1
g(u) Rt

′t(B)
2
g
t

(v) =
1
g(u)

((
B − i~

2

)
I + i~Ωt

)
2
g
t

(v) (6.19)

=

(
B − i~

2

)
1
g(u)

2
g
t

(v) + i~1
g(u)Ωt 2

g
t

(v) (6.20)

= (B + v − u− i~)

[
1
g(u),

2
g
t

(v)

]
+

2
g
t

(v) Rt
′t 1
g(u) (6.21)

Proposición 6.2. Si c1− c2 = i~, entonces 6.6 es una simetŕıa de la ecuación 6.1.

Demostración. Comencemos por el lado izquierdo, que llamaremos L, de la ecuación
6.1, para M’s transformadas mediante la acción 6.6:

L ≡ R(v − w)
1

(g · M)(v)R′(w − v + 2i~)
2

(g · M)(w)

= R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)
1
g
t

(v + c2)R′(w − v + 2i~)
2
g(w + c1)

2

M(w)
2
g
t

(w + c2)
(6.22)
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Primero usamos la ecuación 6.9 para invertir el orden en el centro del producto,
con B = w − v + 2i~, u = v + c2 y v = w + c1:

L = R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)
2
g(w + c1)R′(w − v + 2i~)

1
g
t

(v + c2)
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.23)
Nos concentraremos en el primer renglón. Lo siguiente es cambiar de lugar las

g’s con las M ’s: esto es legal porque son elementos de dos espacios de Hilbert inde-
pendientes, y por tanto conmutan entre ellos.

L = R(v − w)
1
g(v + c1)

2
g(w + c1)

1

M(v)R′(w − v + 2i~)
2

M(w)
1
g
t

(v + c2)
2
g
t

(w + c2)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.24)
Ahora, usamos la ecuación 6.7 en los primeros tres factores:

L =
2
g(w + c1)

1
g(v + c1)R(v − w)

1

M(v)R′(w − v + 2i~)
2

M(w)
1
g
t

(v + c2)
2
g
t

(w + c2)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.25)
Apliacamos la ecuación 6.1 en los factores del medio:

L = χ(v − w)
2
g(w + c1)

1
g(v + c1)

2

M(w) Rt
′t(v − w + 2i~)

1

M(v) Rt t(w − v)
1
g
t

(v + c2)
2
g
t

(w + c2)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.26)
Usamos la ecuación 6.8 traspuesta por ambos lados en los tres últimos factores:

L = χ(v − w)
2
g(w + c1)

1
g(v + c1)

2

M(w) Rt
′t(v − w + 2i~)

1

M(v)
2
g
t

(w + c2)
1
g
t

(v + c2) Rt t(w − v)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.27)
Volvemos a cambiar de lugar las g’s con las M ’s

L = χ(v − w)
2
g(w + c1)

2

M(w)
1
g(v + c1) Rt

′t(v − w + 2i~)
2
g
t

(w + c2)
1

M(v)
1
g
t

(v + c2) Rt t(w − v)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.28)
Y por último usamos las ecuación 6.10 en los factores del medio, para B =

v − w + 2i~, u = v + c1 y v = w + c2:

104
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L = χ(v − w)
2
g(w + c1)

2

M(w)
2
g
t

(w + c2) Rt
′t(v − w + 2i~)

1
g(v + c1)

1

M(v)
1
g
t

(v + c2) Rt t(w − v)+

χ(v − w)
2
g(w + c1)

2

M(w) (c2 − c1 + i~)

[
1
g(v + c1),

2
g
t

(w + c2)

]
1

M(v)
1
g
t

(v + c2) Rt t(w − v)+

+(c2 − c1 + i~)R(v − w)
1
g(v + c1)

1

M(v)

[
1
g
t

(u),
2
g(v)

]
2

M(w)
2
g
t

(w + c2)

(6.29)
Entonces, si c2−c1 + i~ = 0, los términos que contienen conmutadores se anulan,

y resulta

L = χ(v − w)
2

(g · M)(w) Rt
′t(v − w + 2i~)

1

(g · M)(v) Rt t(w − v) (6.30)

tal como queŕıamos demostrar.

Observación 6.3. Si fijamos que |c1| = |c2|, entonces la acción del Grupo de Geroch
cuántico sobre las matrices de monodromı́a resulta:

g(v) · M(v) = g(v + i~/2)M(v)gt(v − i~/2) (6.31)
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Conclusiones

La teoŕıa de relatividad general dimensionalmente reducida a dos dimensiones
ha sido intensamente estudiada en las décadas precedentes. En esta tesis hemos
hecho un somero raconto de los principales resultados en la dirección de obtener una
estructura simpléctica en los datos iniciales caracteŕısticos, para relatividad general
con simetŕıa ciĺındrica, que sea la antesala a una cuantización.

A continuación, enumeramos los resultados que hemos obtenido:

Mostramos la estructura Lie-Poisson en el sector loop de la teoŕıa, obteniendo
los corchetes de Poisson para los elementos del grupo de Geroch (5.37) que
concuerdan con los obtenidos en [28]. Nuestro resultado es más general, pues
no usamos la hipótesis de comportamiento asintóticamente plano de la métrica.

Construimos la matriz de monodromı́a extendida, 5.64, y mostramos cómo los
corchetes de este nuevo objeto contiene la información del álgebra de Poisson
de los datos iniciales que definimos en el caṕıtulo 2. Mostramos además que
la acción del grupo de Geroch sobre la matriz de monodromı́a extendida es
Lie-Poisson, indicando que el espacio de fase y el grupo de Geroch forman un
doble clásico asociado al álgebra de Kac-Moody A1

1.

Como resultado en la teoŕıa cuántica, mostramos la existencia de una simetŕıa
a nivel cuántico que actúa de manera análoga a la simetŕıa del grupo de Geroch
en las matrices de monodromı́a, 6.31.

El primer resultado nos sirve, por un lado, como comparación con la bibliograf́ıa
previa ([30]) y, por otro, como primer paso para comprender la estructura subyacente
del modelo, requisito indispensable si pretendemos extender los resultados de [19].

La construcción de la matriz de monodromı́a extendida está basada en la de-
finición que hacen Breitenlohner y Maison en [6], y más tarde Nicolai en [35], a
partir de la cual hallan la fórmula 4.88. Una diferencia radica en que su expresión
considera el valor de σ, el exponente conforme, en una curva espacial, mientras que
nuestro dato inicial es σ0 sobre la intersección de las dos hojas nulas, S0; el elemento
central lo llamamos k por analoǵıa con los trabajos previos que mencionamos. La
otra diferencia es que agregamos un factor que contiene a la densidad de área de S0,
que llamamos ρ0. Esta idea la extrajimos del análisis que hacen Nicolai y Julia en
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[22], y más tarde Bernard y Julia en [4]. En nuestro caso, no tenemos expĺıcitamente
las simetŕıas que provienen del álgebra de Virasoro, gracias a que el dilatón está en
el gauge de Weyl (tomamos como coordenadas a las funciones ρ±). Sólo aparece la
derivación ∂0 (ver apéndice C), que es el elemento que acompaña a k en la exten-
sión central del álgebra loop. De esta manera, el resultado al que llegamos es que la
matriz de monodromı́a extendida es un elemento de la exponencial del álgebra de
Kac-Moody A1

1.
Sobre el resultado de una simetŕıa cuántica que en el ĺımite clásico se reduce a la

simetŕıa clásica del grupo de Geroch sobre las matrices de monodromı́a, observamos
que es lo esperable.

Las ĺıneas de investigación que surgen del presente trabajo son varias y extensas,
dando lugar a una amplia gama de trabajo. Entre las futuras investigaciones que se
pueden realizar, remarcamos las siguientes:

Investigar si podemos extender nuestro estudio de manera de incorporar las
constantes de twist, que mencionamos en la introducción, ya que con estos
tendŕıamos todos los datos de la teoŕıa general sin simetŕıa en el modelo con
simetŕıa ciĺındrica.

Estudiar las álgebras cuánticas (por deformación) posibles para el doble clásico
que obtuvimos.

Buscar representaciones sobre cierto espacio de Hilbert que realicen la cuanti-
zación algebraica.

Estudiar las propiedades del operador ρ̂0, la densidad de área en S0. En par-
ticular, su espectro.
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Apéndice A: Miscelánea

A.1. Fórmulas para derivadas de Lie

Derivada de Lie en términos de la conexión:

LXua1a2a3...
b1b2b3... = Xc∇cu

a1a2a3...
b1b2b3... +

∑
i u

a1...ai−1c...
b1b2b3...∇cX

ai+
+
∑

i u
a1a2a3...

b1...bi−1c...∇biX
c (A.1)

En el caso particular de una 1-forma, la fórmula anterior resulta:

LXua = Xb∇bua + ub∇aX
b (A.2)

Una demostración de las mismas se puede ver en [48], Apéndice C

A.2. Variedades pseudo-Riemannianas

Definición A.1. Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjunto M y
una familia de mapas φα : Uα ⊂ Rn 7→M de abiertos de Rn en M tales que:

1.
⋃
α φα(Uα) = M .

2. Para todo par α, β tal que φα(Uα)∩φβ(Uβ) = W 6= ∅, los conjuntos φ−1
α (W ), φ−1

β (W ) ⊂
Rn son abiertos y las aplicaciones φ−1

β ◦ φα son diferenciables.

3. La familia {(Uα, φα)}α es maximal respecto a las dos condiciones anteriores.

Definición A.2. Para cada p ∈ φα(Uα) ⊂ M , los mapas φalpha se denominan
parametrizaciones alrededor de p, y φ−1

α se denominan cartas locales alrededor de p.

Definición A.3. Una métrica pseudo-riemanniana es una sección diferenciable g
del fibrado de las formas bilineales simétricas, tal que el mapa ν : M → Z que asocia
p ∈M con al signatura de gp, es constante.
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A.3. Sistemas de coordendas móviles y fijas

En esta sección introduciremos los conceptos de coordenadas móviles y fijas
respecto a variaciones. Es central para la tesis tener esta distinción entre sistemas
de coordenadas.

Sea δ una variación del espacio de campos sobre una variedad de dimensión n,
M . Entonces, podemos escribir a δ como el tangente a una familia uniparamétrica
de campos sobre la variedad. El parámetro que usaremos será λ.

Llamaremos q : Rn →M a las coordenadas dadas por un atlas maximal sobre la
variedad, independientes del parámetro λ. Sean x : R×Rn →M otras coordenadas,
pero que dependen de λ. Sea xλ(·) := x(λ, ·). Para cada λ, tenemos el difeomorfismo
q−1 ◦ xλ : Rn → Rn de cambio de coordenadas.

El ejemplo canónico es el de las coordenadas normales, que dependen de una
eventual variación de la métrica, como vimos en el caṕıtulo 2.

Sea f : R ×M → R una familia de campos escalares sobre M . Por ejemplo, la
curvatura escalar es una familia de campos escalares si consideramos una familia de
métricas que dependen de λ.

Una variación a coordenadas xλ fijas la definimos como

δxλ [f(λ, q)] := [∂λf(λ, q)] ◦ q−1 ◦ xλ (A.3)

es decir, la variación que deja las coordenadas xλ fijas de f evaluada en xλ es la
derivada parcial de f respecto a λ, evaluada en q, y luego componer con el cambio
de variables q−1 ◦ xλ. La familia xλ es arbitraria, la única hipótesis es que dependa
suavemente de λ. En particular, si xλ = q ∀λ ∈ R, entonces tenemos las variaciones
usuales, respecto a coordenadas fijas. En general omitiremos el supráındice en el
caso en que las coordenadas no dependan expĺıcitamente de λ, como es el caso de
las q. Por tanto, notaremos

δq [f(q)] = δ [f(q)]

en ese caso, donde por abuso de notación no escribimos la dependencia en λ de f .
Sin embargo, observar que la ecuación anterior implica pararse en un punto xλ

constante e ir moviéndose sobre él durante toda la variación, pasando por un camino
de puntos en las coordenadas q.

Por otro lado, definimos la variación total de f evaluada en coordenadas xλ como

δ [f(λ, xλ)] :=

[
d

dλ
f(λ, xλ)

]
(A.4)

que usando la regla de la cadena resulta

δ [f(λ, xλ)] = [∂λf(λ, q)] ◦ q−1 ◦ xλ +
(

[∇f(q)] ◦ q−1 ◦ xλ
)
· ∇λxλ (A.5)

donde ∇λxλ(·) := ∂λx(λ, ·); aśı que, en virtud de la definición anterior,

δ [f(λ, xλ)] = δxλ [f(xλ)] +
(

[∇f(q)] ◦ q−1 ◦ xλ
)
· ∇λxλ (A.6)
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Observar que el último sumando del miembro derecho no es más que la derivada
de Lie de f respecto al campo vectorial generador de los difeomorfismos q−1 ◦ xλ :
Rn → Rn generados por la variación de las coordenadas xλ, ∇λxλ. Llamando χ a
tal campo vectorial, obtenemos:

δ [f(xλ)] = δxλ [f(xλ)] + [Lχf(q)] ◦ q−1 ◦ xλ (A.7)

A continuación veremos un resultado que usamos bastante, y donde pondremos
en uso la descomposición que hemos hecho de las variaciones en términos de gene-
radores de difeomorfismos conformes y de variaciones que dejan fijas las cartas en
las que integramos:

Proposición A.1. Sea δ una variación arbitraria, que proviene de una familia
uniparamétrica de la métrica, gλ, y fλ ∈ C∞(M) para todo λ. Sea N ⊂ M una
curva compacta suave parametrizada por una función x que depende de la solución.
Entonces

δ

∫
N
fdx = f(x−1(xf ))δx(x−1(xf ))− f(x−1(xi))δx(x−1(xi)) +

∫
N
δxfdx

Es un resultado estándar de cálculo.
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Apéndice B: Álgebras de Kac-Moody

En este caṕıtulo veremos algunos resultados básicos de la teoŕıa de álgebras de
Kac-Moody.

B.1. Definiciones Básicas

En esta sección seguiremos [23], donde el lector puede encontrar las demostracio-
nes de las proposiciones y teoremas que enunciamos, a menos que hagamos expĺıcita
la fuente bilbiográfica.

Definición B.1. Una matriz generalizada de Cartan A = (aij) ∈Mn(Z) es tal que
aii = 2 ∀i = 1, .., n
aij < 0 i 6= j
aij = 0 ⇒ aji = 0

(B.1)

Definición B.2. Dada una matriz generalizada de Cartan A ∈ Mn(Z) de rango
l, una realización de A es una terna (h,Π,Π∨), con h un C espacio vectorial, Π =
{α1, ..., αn} ⊂ h∗ y Π∨ = {α∨1 , ..., α∨n} ⊂ h, y cumplen:

Π,Π∨ son conjuntos linealmente independientes
αj(α

∨
i ) = aij ∀i, j

n− l = dim h− n
(B.2)

Π es la base de ráıces, y Π∨ la base de coráıces. Al conjunto Q =
∑n

i=1 Zαi ⊂ h∗

se lo denomina reticulado de ráıces, y al Q+ =
∑n

i=1 Z+αi ⊂ h∗

Definición B.3. SeaA una matriz de Cartan generalizada, (h,Π,Π∨) un realización.
Introducimos el álgebra de Lie g̃(A), de generadores ei, fi y h, y producto

[ei, fj] = δijα
∨
i ∀i, j

[h, h′] = 0 ∀h, h′ ∈ h
[h, ei] = αi(h)ei ∀i, ∀h ∈ h
[h, fi] = −αi(h)fi ∀i, ∀h ∈ h

(B.3)

Notamos por ñ+, ñ− a las subálgebras generadas por {ei} y {fi}
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Teorema B.1. 1. g̃(A) = ñ− ⊕ h⊕ ñ+ como espacios vectoriales.

2. ñ+ (ñ−) está libremente generada por {ei} ({fi}).

3. El mapa ei 7→ −fi, fi 7→ −ei y h 7→ −h se puede extender de manera única a
una involución ω̃ en el álgebra g̃(A).

4. Si g̃α := {x ∈ g̃(A) : [h, x])α(h)x}, entonces tenemos la descomposición res-
pecto a h en espacios ráıces:

g̃(A) =

⊕
α∈Q+

g̃−α

⊕ h⊕

⊕
α∈Q+

g̃α

 (B.4)

Además, dim g̃α <∞ y g̃±α ⊂ ñ± para α ∈ Q+.

5. Entre los ideales que intersectan a h trivialmente, existe un único ideal maximal
t.

Definición B.4. Sea t el ideal maximal del teorema anterior. Entonces definimos
el álgebra de Kac-Moody asociada a la matriz A como

g(A) :=
g̃(A)

t
(B.5)

Las subálgebras n± se definen como las subálgebras de g(A) generadas por {ei}
y {ei} respectivamente.

Los elementos e’s y f ’s se denominan generadores de Chevalley de g(A), y h la
subálgebra de Cartan. La descomposición de la parte 1. del teorema se denomina
descomposición triangular

g(A) =
⊕
α∈Q

gα = n− ⊕ h⊕ n+ (B.6)

Un elemento α ∈ Q se dice ráız si α 6= 0 y dim gα 6= 0. Una inspección cuidadosa
a las definiciones nos muestra las siguientes propiedades de los espacios ráız:

1. gα ⊂ n± si ±α ∈ Q+.

2. Si α ∈ Q+, gα es el generado (como espacio vectorial) por los elementos de la
forma [... [[ei1 , ei2 ] , ei3 ] ...eis ] tal que αi1 + ...+ αis = α. Análogo para α ∈ Q−,
con las f ’s.

La involución ω̃ pasa al cociente como ω, con la misma acción en los generadores.

Proposición B.2. El centro de un álgebra de Kac-Moody g(A) es

c := {h ∈ h : 〈αi, h〉 = 0∀i = 1, ..., n} (B.7)

Además, dim c = n− l.
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Definición B.5. Una matriz A ∈ Mn(R) se dice simetrizable si existe un matriz
diagonal invertible D = diag(β1, ..., βn) y una matriz simétrica B = (bij) tales que

A = DB (B.8)

Si una matriz de Cartan es simetrizable, la definición anterior nos permite definir
sin ambigüedades una forma bilineal simétrica no degenerada en h, que notaremos
(. | .): {

(α∨i | h) = 〈αi, h〉 ∀h ∈ h
(h′ | h′′) = 0∀h′, h′′ ∈ h′′

(B.9)

donde h′′ es tal que h = h′′ ⊕ span(Π∨).
De las definiciones se desprende que

(α∨i | α∨j ) = bijβiβj (B.10)

que está bien definido en vista de la simetrizabilidad de A.
Esta forma se puede extender a toda el álgebra g(A). Como la forma bilineal es

no degenerada en h, tenemos un isomorfismo ν : h→ h∗ definido como

ν(h)(h1) = (h | h1)∀h, h1 ∈ h (B.11)

Teorema B.3. Sea g(A) un álgebra de Lie simetrizable. Fijemos una descomposi-
ción de la matriz A como en B.5. Entonces existe una forma bilineal simétrica, no
degenerada y C−valuada (. | .) en g(A) tal que:

1. ([x, y] | z) = (x | [y, z]), para todos x, y, z ∈ g(A).

2. (. | .)h está definida como antes.

3. (gα | gβ) = 0 si α + β 6= 0.

4. (. | .)gα+g−α es no degenerada para α 6= 0.

5. [x, y] = (x | y)ν−1(α) para x ∈ gα, y ∈ g−α, y α ∈ ∆.

El resultado siguiente nos muestra la compatibilidad entre las definiciones hasta
ahora y la teoŕıa clásica de las álgebras de Lie de dimensión finita.

Proposición B.4. La matriz de Cartan A se escribe en términos de la forma (. | .)
evaluada en las ráıces:

A =

(
2(αi | αj)
(αi | αi)

)
ij

(B.12)

113
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B.1.1. Elemento de Casimir

Dado un g(A)−módulo V , definiremos un operador Ω, llamado elemento de Ca-
simir u operador de Casimir, de la siguiente manera.

Tomamos una funcional ρ ∈ h∗ tal que

ρ(α∨i ) =
1

2
aii (B.13)

Si detA = 0, no habrá una única solución, sin embargo tomamos cualquiera de
las posibles.

Sean u1, ... y u1, ... bases duales de h. Definimos

Ω = 2ν−1(ρ) +
∑
i

uiui + 2
∑
α∈Q+

∑
i

e
(i)
−αe

(i)
α (B.14)

Teorema B.5. Si V es un g(A)-módulo que cumple, para todo v ∈ V , gα(v) = 0 para
toda ráız positiva α excepto finitas, entonces Ω conmuta con la acción de Lieg(A).

Por último, veremos las relaciones de Serré para los generadores de Chevalley:

Proposición B.6. Dada un álgebra de Kac-Moody g(A) con generadores de Che-
valley ei , fi, se cumple (i 6= j):

(adei)
1−aijej = 0

(adfi)
1−aijfj = 0

(B.15)

B.2. Álgebras afines como extensiones centrales

de álgebras loop

Durante el cuerpo principal de la tesis hicimos uso de muchas construcciones y
propiedades de las álgebras loop, y de sus extensiones centrales. Es por esto que agre-
gamos esta sección al apéndice, para poder dar definiciones precisas de los elementos
matemáticos que mencionamos en los caṕıtulos de la tesis.

B.2.1. Extensiones Centrales

Una extensión central de un álgebra de Lie g es una secuencia exacta corta de
álgebras de Lie:

0→ c→ ĝ→ g→ 0 (B.16)

tal que c ⊂ Z(ĝ), el centro de ĝ. Como espacios vectoriales, ĝ = g⊕ c.
Sea β : g× g→ c una forma bilineal c-valuada que cumple las siguientes propie-

dades

1. β(x, y) = −β(y, x)

2. β(x, [y, z]) + β(y, [z, x]) + β(z, [x, y]) = 0
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Entonces, el ágebra ĝ = g⊕ c es un álgebra de Lie con el corchete dado por:

[(g, x), (h, y)] = ([g, h] , β(g, h)), ∀g, h ∈ g, x, y ∈ c (B.17)

Las extensiones centrales están clasificadas por la dimensión del espacio cociente
entre cociclos y cobordes, i.e., la clase de cohomoloǵıa determina las extensiones
centrales.

B.2.2. Álgebras Loop

Sea L := C [t, t−1] el álgebra de polinomios de Laurent en la variable t, i.e.,
polinomios P =

∑
k∈Z ckt

k tales que finitos ck son no nulos.
El residuo es una funcional de L, que llamaremos Res, definida por:

Res

(∑
k∈Z

ckt
k

)
= c−1 (B.18)

Consideremos la forma bilineal φ : L × L → C dada por

φ(P,Q) := Res

(
dP

dt
Q

)
, (B.19)

es antisimétrica, y además cumple

φ(PQ,R) + φ(QR,P ) + φ(RP,Q) = 0 ∀P,Q,R ∈ L (B.20)

Definición B.6. Sea g un álgebra de simple de tipo finito, asociada a la matriz de
Cartan A. El álgebra loop de g es

ĝ := L ⊗C g (B.21)

con corchete definido como

[P ⊗ x,Q⊗ y] = PQ⊗ [x, y] ∀P,Q ∈ L, x, y ∈ g (B.22)

Observación B.1. Se puede identificar el álgebra loop con el álgebra de mapas
racionales C× → g, de manera que el elemento

∑
i t
i ⊗ xi corresponde al mapa

z 7→
∑

i z
ixi.

La forma bilineal en g se extiende de manera natural a ĝ, como una forma bilineal
L-valuada, que notaremos (. | .)t:

(P ⊗ x | Q⊗ y)t = PQ(x | y) (B.23)

Además, toda derivación D de L la podemos extender a ĝ como

D(P ⊗ x) = D(P )⊗ x (B.24)

Ahora estamos en condiciones de definir el 2-cociclo necesario para realzar la
extensión central:
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Definición B.7. El 2-cociclo β, C-valuado

β(a, b) = Res

((
da

dt
| b
)
t

)
, ∀a, b ∈ ĝ (B.25)

Es sencillo comprobar que β cumple las condiciones de cociclo. Observar que
para a = P ⊗ x y b = Q⊗ y la fórmula de β es

β(a, b) = φ(P,Q)(a | b) (B.26)

Definición B.8. Sea g̃ = ĝ⊕ CK la extensión central (a una dimensión más) de ĝ
por el cociclo β, con el corchete dado por

[a+ λK, b+ µK] = [a, b]loop + β(a, b)K (B.27)

Por último, agregamos una derivación d := d
dt

, de manera que conmuta con K.

De esta manera, contruimos el álgebra L̂(g) con el siguiente corchete

[a+ λK + µd, b+ λ′K + µ′d] =

(
[a, b]loop + µ

d

dt
b− µ′ d

dt
a

)
+mδn,−m(x | y)K

(B.28)

Proposición B.7. Las siguientes son algunas propiedades del álgebra L̂(g):

1. La subálgebra de Cartan es h⊕ CK ⊕ Cd.

2. El centro es CK.

3. Los generadores de Chevalley son{
E0 = t⊗ e0 F0 = t−1 ⊗ f0

Ei = 1⊗ ei Fi = 1⊗ fi

para F0 ∈ gθ (θ raiz más alta del sistema de ráıces de g) que cumple (F0 |
ω(F0)) = − 2

(θ|θ) . E0 = −ω(F0).

La forma bilineal invariante en L̂(g) es la extensión de (. | .) de g, como sigue:

(P ⊗ x | Q⊗ y) = Res(PQ)(x | y) (B.29)

(CK + Cd | ĝ) = 0 (B.30)

(K | K) = (d | d) = 0 (B.31)

(K | d) = 1 (B.32)

Teorema B.8. Sea g un álgebra de Lie compleja de dimensión finita, y A la matriz

de Cartan extendida de g. Entonces L̂(g) es un álgebra de Kac-Moody asociada a la
matriz af́ın A. De esta manera se obtienen todos los casos de álgebra de Kac-Moody
afines sin twist: X

(1)
l .
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Veamos a continuación expĺıcitamente cómo queda el corchete entre dos elemen-

tos de L̂(g) para el caso en que g = sun. Si A ⊗ tn + λK y B ⊗ tm + µK son dos

elementos de L̂(g), entonces

[A⊗ tn + λK,B ⊗ tm + µK] = tm+n[A,B] + δm+n,0mTr(AB)K (B.33)

Esta ecuación es la que usamos para deducir la presencia de una extensión central
del álgebra loop en la acción infinitesimal del grupo de Geroch, cf. proposición 4.9.

B.2.3. Ejemplo 1: A1
1

Analizaremos el caso más sencillo de álgebra de Kac-Moody no finita: la extensión
af́ın de su2(C).

su2(C) = {X ∈M2(C) : Tr(X) = 0} (B.34)

Como espacio vectorial, tiene dimensión 3. Los generadores son las matrices de
Pauli:

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
(B.35)

Notaremos por e1 = 1
2

(σx + iσy), f1 = 1
2

(σx + iσy) y h1 = σz. Entonces tenemos
las siguientes relaciones de conmutación

[h1, h1] = 0 (B.36)

[h1, e1] = 2e1 (B.37)

[h1, f1] = −2f1 (B.38)

[e1, f1] = h1 (B.39)

Que se corresponden a las relaciones de conmutación para el álgebra de Kac-
Moody asociada a A = (2).

La forma bilineal es la traza, que notamos Tr:

(h1 | h1) = Tr(h2
1) = 2 = a11 (B.40)

La descomposición triangular está dada por

su2(C) = Cf1 ⊕ Ch1 ⊕ Ce1 (B.41)

Sea α1 la funcional dual a h1. Entonces α y −α son las dos ráıces, y por lo tanto
la ráız más alta es α.

Entonces F0 = µe1, para algún µ que vamos a calcular a continuación:

− 1 = − 2

(α | α)
= (F0 | ω(F0)) = −µ2(e0 | f0) = −µ2 (B.42)

aśı que µ = ±1. Fijemos µ = 1. Por tanto E0 = −ω(e1) = f1.
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Es una comprobación ver que −h1 = [E0, F0].
Tenemos entonces que los generadores del álgebra A1

1 son e0 = t ⊗ f1, f0 =
t−1 ⊗ e1, e1, f1, h1, K, d.

Calculemos [e0, f0]:

h0 := [e0, f0] =
[
t⊗ f1, t

−1 ⊗ e1

]
(B.43)

= [f1, e1] + (f1 | e1)K (B.44)

= −h1 +K (B.45)

Esto nos da la otra ráız: el vector dual a h0 = K−h1, que es α0 = δ−α1, siendo
δ el dual a d.

Entonces la matriz de Cartan asociada a ̂L(su2(C)) es

A =

(
2 −2
−2 2

)
(B.46)

B.2.4. Ejemplo 2: álgebra de Virasoro

El álgebra de Virasoro, V ir, es la extensión central (con centro de dimensión uno)
del álgebra de Lie V ect(S1) de campos vectoriales complejos suaves en el ćırculo S1,
con el corchete dado por:

[f(θ)∂θ, g(θ)∂θ] = (f(θ)g′(θ)− f ′(θ)g(θ))∂θ (B.47)

La extensión está definida por el cociclo

β(f(θ)∂θ, g(θ)∂θ) =
i

12

∫ 2π

0

(f ′′′(θ) + f ′(θ))g(θ)dθ (B.48)

entonces, V ir = V ect(S1)⊕ Cc como espacios vectoriales, siendo c el generador del
centro, y

[f(θ)∂θ, g(θ)∂θ] = (f(θ)g′(θ)− f ′(θ)g(θ))∂θ +
ic

12

∫ 2π

0

f ′′′(θ)g(θ)dθ (B.49)

Si tomamos los generadores

dk := θk+1∂θ (B.50)

el corchete B.49 adquiere la fórmula conocida

[dj, dk] = (j − k)dj+k +
i

12
(j3 − j)δj,−kc, j, k ∈ Z (B.51)

Para un álgebra loop L̂(g), se puede definir el producto semidirecto con V ir, que

notamos L̂(g) o V ir, de manera que como espacio vectorial es isomorfo a L̂(g) ×
V ir, los corchetes están dados por B.49, B.28, y los corchetes cruzados son los
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correspondientes a dk actuando como derivaciones sobre L̂(g) (de ah́ı que el producto
sea semidirecto):

[dk, P (t)⊗ x+ λK] = −tk+1dP

dt
(t)⊗ x (B.52)

y d0 = −d, el otro generador del centro de L̂(g). Esta definición es la que se usa en
la demostración de la proposición 4.11.

Observación B.2. Definiendo dk := θk∂θ se obtienen relaciones parecidad, y co-
rresponde a un reescaleo del factor frente al elemento central.
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Apéndice C: Doble clásico y cuantización
por deformación

C.1. Introducción: cuantización a la Drinfel’d

En este apéndice estudiaremos las estructuras que hemos identificado y utilizado
a lo largo de la tesis: grupos de Poisson-Lie, acciones de Lie-Poisson, biálgebras de
Lie y su cuantización. Seguiremos los art́ıculos [47], [1] y [31], y los libros [8] y [41].

El formalismo necesario para la cuantización según Drinfel’d ([11]) es el de las
álgebras de Hopf. Naturalmente se puede definir una biálgebra de Lie en este contex-
to, y el concepto de deformación del álgebra nos permite definir una cuantización.

Como ejemplo, veremos la cuantización de sl2(C), los Yangianos, y sus extensio-
nes centrales.

C.2. Álgebras de Hopf

Definición C.1. Un álgebra asociativo con unidad es un espacio vectorial A munido
de dos mapas lineales en cada uno de sus argumentos

m : A⊗ A→ A (C.1)

η : C→ A (C.2)

tales que

1. m y η son operadores lineales.

2. Asociativa: m(m⊗ 1) = m(1⊗m).

3. Unidad: m(1⊗ η) = m(η ⊗ 1) = id.

Observación C.1. El mapa η se denomina la unidad del álgebra, pues η(z) = z ·1A,
donde 1A = η(1).
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Definición C.2. Una co-multiplicación ∆ en A es un mapa lineal

∆ : A→ A⊗ A (C.3)

tal que

1. Homomorfismo de álgebras: ∆ ◦m = (m⊗m) ◦∆.

2. Co-asociativa: (∆⊗ id)∆ = (id⊗∆)∆.

Definición C.3. Una co-unidad ε es un mapa ε : A → C tal que (1 ⊗ ε)∆ =
(ε⊗ 1)∆ = idA.

Definición C.4. Una qúıntupla (A,m, η,∆, ε) se denomina biálgebra.

Definición C.5. Un álgebra de Hopf es una biálgebra (A,m, η,∆, ε) junto con el
mapa antipodal S : A→ A, que cumple la siguiente propiedad:

m(S ⊗ id)∆ = m(id⊗ S)∆ = η ◦ ε (C.4)

Comencemos con algunos ejemplos:

Ejemplo C.1. Sea G un grupo topológico compacto. Consideramos el espacio de
funciones continuas C0(G) junto con los siguietes mapas:

m(f, g)(x) = f(x)g(x), ∀x ∈ G, f, g ∈ C0(G).

∆(f)(x⊗ y) = f(xy), ∀x, y ∈ G, f ∈ C0(G).

η(z) = z1G, ∀z ∈ C, donde 1G es la función identidad en C0(G).

ε(f) = f(e), ∀f ∈ C0(G), donde e es el elemento neutro de G.

S(f)(x) = f(x−1), ∀x ∈ G, f ∈ C0(G).

Entonces (C0(G),m, η,∆, ε, S) es un álgebra de Hopf.

Ejemplo C.2. Sea L un álgebra de Lie y U(L) su álgebra envolvente universal.
Entonces U(L) junto con las siguientes operaciones es un álgebra de Hopf:

m es la multiplicación usual de U(L).

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ∀x ∈ U(L).

η(z) = z1, ∀z ∈ C.

ε(1) = 1 y cero para los demás elementos linealmente independientes de 1 de
U(L).

S(x) = −x, ∀x ∈ L ⊂ U(L).

El siguiente teorema es un resultado muy importante de la teoŕıa, pues relaciona
las funcionales de un grupo con el álgebra envolvente universal del álgebra de Lie
del grupo.

Teorema C.1. Sea G un grupo de Lie, L su álgebra de Lie. Entonces existe un
mapa lineal inyectivo de C∞(G) en (U(L))∗.

Demostración. La idea de la demostración se puede encontrar en [47], Teorema
1.
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C.3. Álgebras de Poisson

Definición C.6. Un álgebra de Poisson es un álgebra conmutativa (A,m, η) junto
con el mapa

{., .} = A× A→ A (C.5)

tal que

1. A es un álgebra de Lie respecto a {., .}.

2. {ab, c} = a{b, c}+ {a, c}b.
Definamos el mapa de intercambio τ : A⊗ A → A⊗ A como τ(x⊗ y) = y ⊗ x,

∀x, y ∈ A⊗A. Entonces, por la propiedad universal del producto tensorial, el mapa
{., .} define γ : A⊗ A→ A tal que los propiedades de {., .} en términos de γ son:

1. Antisimetŕıa: γ ◦ τ = −γ.

2. Identidad de Jacobi: γ(1⊗ γ)(1⊗ 1⊗ 1 + (1⊗ τ)(τ ⊗ 1) + (τ ⊗ 1)(1⊗ τ)) = 0.

3. Leibniz: γ(m⊗ 1) = m(1⊗ γ)(1⊗ 1⊗ 1 + τ ⊗ 1).

Definición C.7. Dadas dos álgebras de Poisson, (A,mA, γA) y (B,mB, γB), decimos
que un mapa f : A→ B es un homomorfismo de álgebras de Poisson si:

f ◦ma = mB ◦ (f ⊗ f).

f ◦ γA = γB ◦ (f ⊗ f).

Ejemplo C.3. Un álgebra de Lie que tenga representación matricial, en ese caso el
producto m es el producto matricial usual, y el corchete de Lie el conmutador.

Observación C.2. Si A y B son álgebras de Poisson, entonces A ⊗ B también lo
es con el corchete

γA⊗B ≡ (γA ⊗mB +mA ⊗ γB)(1⊗ τ ⊗ 1) (C.6)

Definición C.8. Un álgebra de Poisson Hopf (biálgebra de Poisson) es un ágebra
de Hopf (biálgbera) con estructura de Poisson compatible con el coproducto, de la
siguiente forma:

γA⊗A ◦ (∆⊗∆) = ∆ ◦ γA (C.7)

Definición C.9. Una biálgebra de co-Poisson es una biálgebra co-conmutativa
(A,m, η,∆, ε) junto con un mapa δ : A→ A⊗ A tal que

1. Co-antisimetŕıa: τ ◦ δ = −δ.

2. Identidad de co-Jacobi: (1⊗1⊗1 + (1⊗ τ)(τ ⊗1) + (τ ⊗1)(1⊗ τ))(1⊗ δ)δ = 0

3. Co-Leibniz: (∆⊗ 1)δ = (1⊗ 1⊗ 1 + τ ⊗ 1)(1⊗ δ)∆.

4. m es homomorfismo de álgebras de co-Poisson: (m⊗m) ◦ δA⊗A = δ ◦m.

donde δA⊗A = (1⊗τ⊗1)(δ⊗∆+∆⊗δ) es la estructura de co-Poisson en el producto
tensorial A⊗ A.
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C.4. Grupos Poisson-Lie y biálgebras de Lie

Definición C.10. Un grupo de Lie G se dice grupo de Poisson-Lie si C∞(G) es una
álgebra de Poisson-Hopf.

Observación C.3. Vemos entonces que el corcehte de Poisson tiene que cumplir
cierta relación de compatibilidad con el coproducto, y que por tanto no todo corchete
de Poisson en C∞(G) da lugar a un grupo de Poisson-Lie.

Sea G un grupo de Lie de dimensión finita, L su álgebra de Lie y {Xa}dimG
a=1 un

conjunto de campos vectoriales invariantes a derecha de G, tal que {Xa(g)}dimG
a=1 ⊂

TgG es una base. Entonces un corchete de Poisson en C∞(G) se puede expresar en
términos de η : G→ L⊗L, pues como {φ, .} : C∞(G)→ C∞(G) es una derivación,
se deduce que

{φ, ψ}(g) =
∑
ab

ηab(g)Xa(φ)(g)Xb(ψ)(g) ∀g ∈ G, φ, ψ ∈ C∞(G) (C.8)

de donde

{φ, ψ}(g) =
∑
ab

ηab(g)(dφ(g)⊗ dψ(g))(Xa(g)⊗Xb(g)) ∀g ∈ G, φ, ψ ∈ C∞(G)

(C.9)
Aśı que η : G→ L⊗ L, que mapea g 7→

∑
ab η

ab(g)Xa(g)⊗Xb(g).
Como es usual, podemos identificar Xa(g) con Xa(e), pues este último determina

Xa en todo el grupo gracias a la traslación por derecha; podemos entonces a partir
de ahora omitir el argumento en Xa, sin riesgo a ambigüedades.

Definición C.11. Dados los espacios de mapas

Cn(G;L) := {λ : Gn → L⊗ L} (C.10)

se definen los operadores de coborde δG : Cn(G;L)→ Cn+1(G;L) como

(δGλ)(g1, ..., gn+1) = g1 · λ(g2, ..., gn+1) + (−1)n+1λ(g1, ..., gn) (C.11)
n∑
i=1

(−1)iλ(g1, ..., gigi+1, ..., gn+1) (C.12)

donde la acción de G en L⊗L es la usual: g ·X⊗Y = AdgX⊗AdgY := Ad2
g(X⊗Y ).

Se verifica la identidad δ2
G ≡ 0, como es usual para los operadores de coborde.

Definición C.12. Sea λ ∈ Cn(G;L) para algún n. Se dice que λ es un cociclo si
δGλ = 0; se dice que λ es un coborde si existe µ ∈ Cn−1(G;L) tal que δµ = λ.

Proposición C.2. Sea η : G→ L⊗ L el mapa asociado al corchete de Poisson en
C∞(G). Entonces la ecuación de compatibilidad para el corchete y el álgebra de Hopf
es equivalente a la condición de cociclo para η: δGη = 0.
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Definición C.13. Sea φn : L→ L⊗ L el mapa

φη(X) :=
d

dt
η(etX)|t=0 (C.13)

El mapa φη es una 1-cocadena en la cohomoloǵıa de álgebras de Lie.

Proposición C.3. Sea G un grupo de Lie-Poisson. Entonces φη cumple las siguien-
tes propiedades:

1. φη es co-antisimétrico.

2. φη cumple la identidad de co-Jacobi.

3. φη es un 1-cociclo, i.e., la 2-cocadena δφη se anula:

0 = ad2
X(φη(Y ))− ad2

Y (φη(X))− φη([X, Y ]) (C.14)

donde ad2
X(Y ⊗ Z) = [X, Y ]⊗ Z + Y ⊗ [X,Z].

Definición C.14. Una biálgebra de Lie es un álgebra de Lie L junto con un mapa
φ : L→ L⊗ L que cumple las propiedades 1,2 y 3 de la proposición anterior.

La definición anterior es análoga al contexto general, ver [31].

C.5. Ejemplo: el doble clásico

La construcción dada en esta sección es para álgebras de Lie de dimensión finita,
pero la misma se generaliza naturalmente para álgebras de Lie de Kac-Moody. Ver
los caṕıtulos 2 y 3 de[8] para más detalles.

Comenzaremos observando que la condición de cociclo δGη se cumple trivialmente
si es un coborde, i.e., si existe r ∈ L⊗ L tal que η = δGr.

En términos de cohomoloǵıa del álgebra de Lie L, esta condición implica (ver
[47] para más detalles) que se cumple la siguiente ecuación en el álgebra envolvente
universal:

φη(X) = [r, 1⊗X +X ⊗ 1] =

[
r,

1

X +
2

X

]
(C.15)

donde estamos haciendo uso de la notación tensorial de ı́ndices libres, que identifica

los operadores S⊗T con
1

S
2

T , indicando con el ı́ndice el espacio del producto tensorial

donde actúa cada operador. Por convención,
1

X = X ⊗ 1 y
2

X = 1⊗X.
El siguiente resultado nos garantiza una condición necesaria y suficiente para

que r determine una φ que sea co-antisimétrica y cumpla la identidad co-Jacobi.
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Teorema C.4. Sea L un álgebra de Lie y r un elemento de L⊗L, que escribiremos
r = rabXa ⊗Xb. Definimos

r+ =
1

2
(rab + rba)Xa ⊗Xb (C.16)

r− =
1

2
(rab − rba)Xa ⊗Xb (C.17)

r12 = rabXa ⊗Xb ⊗ 1 (C.18)

r13 = rabXa ⊗ 1⊗Xb (C.19)

r23 = rab1⊗Xa ⊗Xb (C.20)

Entonces el mapa φ : L→ L⊗ L dado por

φ(X) = [r, 1⊗X,X ⊗ 1] , ∀X ∈ L (C.21)

convierte a L en una biálgebra de Lie si y sólo si

1. r+ es Ad-invariante, i.e., Ad2
g(r+) = r+.

2. B = [r12, r13] + [r13, r23] + [r12, r23] es Ad-invariante, i.e., Ad3
g(B) = 0

Definición C.15. El caso en que B = 0 corresponde a la ecuación clásica de Yang-
Baxter, mientras que la genrealización Ad3

g(B) = 0 se denomina ecuación modificada
clásica de Yang-Baxter.

A partir de ahora, asumiremos que L es semisimple, y que tiene una forma bilineal
invariante no degenerada Tr,y cuyas componentes notaremos κab. Asumiremos que
{Xa}dimL

a=1 es una base ortonormal respecto a Tr. Notaremos por Ω =
∑dimL

a=1 Xa⊗Xa

al elemento de Casimir en U(L), y fabc las constantes de estructura del álgebra de
Lie:

[
Xa, Xb

]
= fabc X

c.

Observación C.4. Observar que sumar o restar Ω en r+ mantiene las condiciones
necesarias y suficientes, debido a la propiedad de Ω de ser Ad2

g-invariante.

Sean r+ = r+abXa ⊗Xb y r− = r−abXa ⊗Xb dos soluciones a la ecuación clásica
de Yang-Baxter, tales que

r+ab = −r−ba (C.22)

r+ − r− = Ω (C.23)

La forma bilineal invariante nos permite definir R± ∈ End(L) mediante

R±(Y ) = Tr2(r±12(1⊗ Y )), ∀Y ∈ L (C.24)

Escrito en términos de ı́ndices,

[
R±(Y cXc)

]
a

= r±acXaY
dTr(XdXc) (C.25)

= r±acXaY
dκdc (C.26)
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aśı que el operador R± = R±ab Xa ⊗Xb cumple

R±ab Y b = r±abκbcY
c (C.27)

para todo vector Y = Y cXc.

Proposición C.5. Es directo que:

R+ −R− = idL (C.28)

R+R− = R−R+ (C.29)

A partir de lo que vimos en la sección anterior, podemos construir el corchete de
Poisson en las funciones suaves de G a partir de r±.

Definición C.16. El corchete de Sklyanin se define sobre C∞(G) como

{f1, f2}G(g) =
∑
ab

r±ab
(
XR
a (f1)(g)XR

b (f2)(g)−XL
a f1(g)XL

b (f2)(g)
)

(C.30)

donde XR
a y XL

b son los campos invariantes a derecha y a izquierda, respectivamente,
asociados a la base {Xa} de L.

Proposición C.6. El corchete de Sklyanin cumple las siguientes propiedades:

1. No depende del signo que se tome para r.

2. Es efectivamente un corchete de Poisson.

3. En una reresentación matricial de los elementos de G, los elementos de matriz
cumplen

{1
g,

2
g}G =

[
r±,

1
g

2
g
]

(C.31)

donde da lo mismo con cualquier elección de signo.

Demostración. Ver [8] para más detalles.

Ahora, definiremos un corchete en L∗. A partir de un corchete de Poisson en G
tenemos un corchete de Lie en L∗ mediante la fórmula

[def, deg]L∗ := de ({f, g}G) (C.32)

para todas f, g ∈ C∞(G).

Observación C.5. Dualizar el corchete de Poisson {., .}G y dualizar el co-corchete
de Lie φ dan el mismo resultado.
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Proposición C.7. Identificando L y L∗ mediante la métrica κab, el nuevo corchete
en L es

[X, Y ]R =
[
R±X, Y

]
+
[
X,R±Y

]
(C.33)

=
1

2
([RX, Y ] + [X,RY ]) (C.34)

donde R = R+ +R−.

Observación C.6. La identidad de Jacobi para [., .]R se deduce de la identidad
de Jacobi para el corchete de Sklyanin, o de la identidad de co-Jacobi para el co-
corchete.

De esta manera, tenemos construida una biálgebra en L×L∗, compatible con la
estructura de álgebra de Poisson Hopf de C∞(G).

La siguiente proposición nos aclara la compatibilidad entre ambas estructuras de
Lie en L.

Proposición C.8. R± : (L, [., .]) → (L, [., .]R) es un homomorfismo de álgebras de
Lie.

Demostración. Ver [43].

Proposición C.9. El operador R cumple la ecuación modificada clásica de Yang-
Baxter:

[RX,RY ]− 2R ([X, Y ]R) = − [X, Y ] (C.35)

Definición C.17. Sean L± := Im(R±). La proposición anterior garantiza que son
subálgebras de Lie de L.

Proposición C.10. Todo X ∈ L admite una descomposición de la forma

X = X+ −X− (C.36)

para X+ ∈ L+, X− ∈ L−. La descomposición es única módulo elementos de la
subálgebra de Cartan de L.

Observación C.7. r± ∈ L± ⊗ L∓.

Proposición C.11. La relación entre los dos corchetes sobre L (identificando nue-
vamente L∗ con L mediante la métrica de Cartan-Killing) es

[X, Y ]R = [X+, Y+] + [X−, Y−] (C.37)

Hasta ahora tenemos: un álgebra de Poisson Hopf, tal que el álgebra de Lie es
una biálgebra. Construimos el ejemplo a partir de la condición de cociclo, tomando
η como coborde de una r. A continuación mostraremos que la matriz r también
permite definir una acción de cierto grupo sobre G, y que esta acción es una acción
Lie-Poisson.
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Definición C.18. Sea G∗ el grupo generado por la exponenciación del álgebra
L, [·, ·]R. Lo podemos pensar como pares ordenados de la forma

G∗ :=
{

(g−, g+) : g− = etX− , g+ = esX+
}

(C.38)

La estructura de multiplicación es

(g−, g+) · (h−, h+) = (g−h−, g+h+) (C.39)

Proposición C.12. G ' G∗ como variedades, bajo el mapa (g−, g+) 7→ g−1
− g+.

Observación C.8. 1. La equivalencia G ' G∗ establece una factorización única
en G (módulo el toro maximal generado por la subálgebra de Cartan).

2. El producto en G∗ se entiende en términos del producto de orden normal:

g = : g−1
− g+ : (C.40)

h = : h−1
− h+ : (C.41)

g ×G∗ h = : g−1
− g+h

−1
− h+ :=: g−1

− h−1
− g+h+ : (C.42)

La idea es tener un corchete de Poisson en G∗ tal que al pasar a L∗∗ ' L
obtengamos el corchete de Lie original, [·, ·].

Definición C.19. El corchete de Semenov-Tian-Shansky sobre G∗ viene dado por
la fórmula (ver [44])

2 {φ, ψ} = (R(XR(φ)), XL(ψ)) + (R(XL(φ)), XR(ψ))−
−(R(XR(φ)), XR(ψ))− (R(XR(φ)), XL(ψ)) +

+(XR(φ), XL(ψ))− (XL(φ), XR(ψ)) (C.43)

donde (XL(φ)(x), ξ) =
(
d
dt

)
t=0

φ(etξx) y (XR(φ)(x), ξ) =
(
d
dt

)
t=0

φ(xetξ), para todo
χ en el álgebra y x en el grupo.

En una representación matricial de G resulta:{
1
g,

2
g
}
G∗

= −1
g

12
r

+ 2
g − 1

g
12
r
− 2
g +

1
g

2
g

12
r
±

+
12
r
∓ 1
g

2
g (C.44)

donde no depende de la elección de signo en los casos que indicamos r±.

En términos de cada componente, podemos escribir el corchete C.44 como

{
1
g+,

2
g+

}
G∗

= −
[
r±,

1
g+

2
g+

]{
1
g−,

2
g−

}
G∗

= −
[
r∓,

1
g−

2
g−

]{
1
g−,

2
g+

}
G∗

= −
[
r−,

1
g−

2
g+

]{
1
g+,

2
g−

}
G∗

= −
[
r+,

1
g+

2
g−

] (C.45)

Proposición C.13. La multiplicación en G∗ es un mapa de Poisson respecto al
corchete de Semenov-Tian-Shansky.
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Demostración. Ver [44]

Observación C.9. 1. La proposición anterior nos indica que G∗ también es un
grupo de Poisson-Lie, al igual que vimos lo es G con el corchete de Sklyanin.

2. De igual manera a como hemos hecho hasta ahora, uno puede contruir un cor-
chete de Lie en L∗∗ a partir del corchete de Semenov-Tian-Shansky, y concluir
que el álgebra obtenida es isomorfa (como álgebra de Lie) a L, [·, ·].

El producto G∗ ×G es lo que se denomina doble clásico.

Definición C.20. La acción de G∗ sobre G se denomina acción dressing (“acción
de disfraz” o “acción de cubrimiento”) y está definida como · : G∗×G→ G tal que

(g−, g+) · x = (xgx−1)±xg
−1
± (C.46)

La acción la notaremos xg := (g−, g+) · x.

Proposición C.14. La acción anterior está bien definida:

1. xg no depende del signo usado: tanto + como − dan el mismo resultado.

2. (xg)h = xh×G∗g.

Definición C.21. Sea G un grupo de Poisson-Lie, M una variedad simpléctica,
decimos que la acción es Lie-Poisson si

{f1(h · x), f2(h · x)}G×M = {f1, f2}M (h · x), ∀h ∈ G, x ∈M (C.47)

donde el corchete en G×M es el usual:

{f1(h · x), f2(h · x)}G×M = {f1(h · x), f2(h · x)}G + {f1(h · x), f2(h · x)}M (C.48)

pensando en cada caso f1(h · x) como una funcional de G y como una de M respe-
civamente.

El siguiente es el resultado central de la sección:

Teorema C.15. La acción dressing de G∗ sobre G es de Lie-Poisson dados los
corchetes de Semenov-Tian-Shansky y Sklyanin respectivamente.

C.6. Clasificación de las soluciones a la EYB

En esta sección seguiremos la sección 2.1 y la sección 3.2 de [8].
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C.6.1. Soluciones EYB constantes

La construcción general de la matriz r para álgebras de Kac-Moody g de tipo
finito es la siguiente: consideramos la descomposición triangular de g = n−⊕h⊕n+,
y al elemento de Casimir lo descomponemos en

Ωg = Ωhh + Ωn−n+ + Ωn−n+ (C.49)

de manera que a r lo definimos como

r± := ±Ωhh ± 2Ωn∓n± (C.50)

De esta forma si consideramos r+ (como está en [8]) tenemos una solución, y
junto con r− obtenemos la descomposición de la matriz r que lleva a la factorización
del grupo asociado a g.

C.6.2. Soluciones a la EYB con parámetro espectral

Consideremos la ecuación (asumiendo que r(u1, u2) = r(u1 − u2)):

[r12(u1 − u2), r13(u1 − u3)]+[r12(u1 − u2), r23(u2 − u3)]+[r13(u1 − u3), r23(u2 − u3)] = 0
(C.51)

Proposición C.16. Sea r(u) solución no degenerada y meromorfa de la ecuación
C.51. A menos de equivalencias, se cumple

1. r tiene un polo simple en u = 0, con residuo igual al elemento de Casimir Ω.
Además, los demás polos de r son simples.

2. r cumple la condición de unitariedad:

r12(u) + r21(−u) = 0 (C.52)

3. No existe una subálgebra propia a ⊂ g tal que r(u) ∈ a⊗ a ∀u.

El Teorema 3.2.4 de [8] muestra la clasificación de las soluciones a C.51.
Una aplicación son las soluciones de tipo racional para las Álgebras afines

como extensiones de álgebras loop: si g es el álgebra de Kac-Moody sobre la
que extendemos el álgebra loop, el elemento de Casimir Ω es

Ω = Ωg + c⊗ d+ d⊗ c (C.53)

tal como vimos en el caṕıtulo anterior. La descomposición triangular de L̂(g) nos
determina las componentes en cada una de las subálgebras de Borel del elemento de
Casimir:

Ωn̂−n̂+ = Ωn−n+ +
∑
λ

∑
j>0

(Xλ ⊗Xλ)

(
u1

u2

)j
(C.54)

para alguna base ortonormal de g.
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La construcción de la sección anterior nos permite deducir que

r = rg +
1

2
(c⊗ d+ d⊗ c) +

u1

u2 − u1

Ωg (C.55)

Observación C.10. Esta es la misma matriz r (módulo reescaleos) del caṕıtulo 5
que mencionamos en la proposición 5.6 y que llamamos Ω̃(v, w).

C.7. Cuantización por deformación

En esta sección definiremos cuantización por deformación. Comenzaremos con la
noción de deformación para álgebras de Poisson, y luego pasaremos a la deformación
de biálgebras.

Definición C.22. Sea (A0,m0, η0 {., .}) un álgebra de Poisson sobre los números
complejos C. Una cuantización de A0 es un álgebra no conmutativa (A,m, η) sobre
el anillo C [[~]], con ~ un parámetro formal, tal que

1. A/~A ' A0

2. m0 ◦ (π ⊗ π) = π ◦m

3. π ◦ η = η0

4. {π(a), π(b)} = π
(

[a,b]
~

)
donde π : A → A/~A ' A0 es el mapa cociente canónico y [., .] es el conmutador
respecto a m.

Observación C.11. 1. El ĺımite ~ → 0, que es al que corresponde el cociente
con ~A, se interpreta como el ĺımite clásico del álgebra A.

2. m es no conmutativa, aśı que no es simplemente la extensión de m0 a toda el
álgebra A:

m(a⊗ b) =
∞∑
n=0

fn(a, b)~n (C.56)

3. De la asociatividad, tenemos para todo l

∞∑
n=0

fn(fl−n(a, b), c) =
∞∑
n=0

fn(a, fl−n(b, c))~n (C.57)

4. Por la propiedad de unidad, resulta

fn(a, 1) = fn(1, a) = aδn,0 (C.58)

La siguiente proposición nos indica que la propiedad 4 de la definición anterior
tiene sentido:
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Caṕıtulo C

Proposición C.17. El conmutador [a, b] tiene como menor orden ~ como polinomio,
para todos elementos a, b ∈ A.

Demostración. Ver [47].

Definición C.23. Sea (A0,m0, η0,∆0, ε0, δ) un biálgebra de co-Poisson, donde δ
denota la estructura de co-Poisson. Una cuantización de A0 es una biálgebra no
co-conmutativa (A,m, η,∆, ε) sobre C [[~]] tal que

1. A/~A ' A0

2. (π ⊗ π) ◦∆ = ∆0 ◦ π

3. m0 ◦ (π ⊗ π) = π ◦m

4. π ◦ η = η0

5. ε ◦ π = ε0

6. δ(π(a)) = π
(

∆(a)−τ◦∆(a)
~

)
donde nuevamente π : A→ A0 es el mapa cociente.

Observación C.12. Si bien en la definición se hace expĺıcita la deformación en
∆, hay que recordar que las condiciones de compatibilidad para el coproducto con
la multiplicación y las demás estructuras de la biálgebra hace que ellas también se
deformen al pasar a la cuantización.

C.8. Ejemplo 1: cuantización de U(sl2)

A partir de lo visto en la sección C.6.1, una matriz r para sl2 es

r =
1

2
h⊗ h+ 2e⊗ f (C.59)

que induce la siguiente estructura de co-Poisson:

δ(h) = 0 (C.60)

δ(e) =
1

2
e ∧ h (C.61)

δ(f) =
1

2
f ∧ h (C.62)

Comenzamos por plantear el coproducto en la cuantización como

∆ =
∞∑
n=0

~n

n!
∆(n) (C.63)

132
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Proposición C.18. Se cumplen las siguientes ecuaciones
∆(n)(h) = 0
∆(n)(e) = 1

4n
(e⊗ hn + (−h)n ⊗ e)

∆(n)(f) = 1
4n

(f ⊗ hn + (−h)n ⊗ f)

donde Hn es el producto con la multiplicación deformada m.

Demostración. Ver [47].

De esta manera, llegamos a la expresión para el coproducto:

Proposición C.19. El coproducto deformado ∆ en Uq(sl2) es
∆(h) = h⊗ 1 + 1⊗ h
∆(e) = e⊗ qh + q−h ⊗ e
∆(f) = f ⊗ qh + q−h ⊗ f

con q = e~/4.

La compatibilidad con las demás estrucutras se resume en la siguiente proposición

Proposición C.20.

[h, e] = 2e (C.64)

[h, f ] = −2f (C.65)

[e, f ] =
q2h − q−2h

q − q−1
(C.66)

ε(e) = ε(f) = ε(h) = 0 (C.67)

ε(1) = 1 (C.68)

S(e) = −qe (C.69)

S(f) = −q−1f (C.70)

S(h) = −h (C.71)

De esta manera construimos una cuantización por deformación de sl2.

C.9. Ejemplo 2: cuantización de álgebras de Kac-

Moody

Generalizaremos lo visto en la sección anterior, siguiendo [11].

Observación C.13. A partir de lo visto en la sección anterior, los generadores
del álgebra U(sl2) son e, f, qh, con las reglas de conmutación ya encontradas y las
siguientes para qh:

qαhqβh = q(α+β)h (C.72)

qheq−h = q2e (C.73)

qhfq−h = q−2f (C.74)

133
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Definición C.24. Sea g(g)(A) un álgebra de Kac-Moody af́ın, {h0, h1, ..., hn, d} la
base de la subálgebra de Cartan, Ch0 su centro, {α0, ..., αn} las ráıces simples. Sean
ei, fi los generadores de Chevalley (el sub́ındice i recorre el conjunto {0, 1, ..., n}).
Sea q = e~/4. El álgebra de Lie cuántica Uq(g(A)) es el álgebra con unidad sobre
C [[~]] es la generada por lo elementos ei, fi, q

h, con h ∈ span(Π∨), y las siguientes
relaciones:

qhqh
′

= qh+h′ (C.75)

qheiq
−h = qαi(h)ei (C.76)

qhfiq
−h = q−αi(h)fi (C.77)

[ei, fj] = δij
qhi − q−hi
qi − q−1

i

(C.78)∑
m+n=1−aij

(−1)me
(m)
i eje

(n)
i = 0 (C.79)

∑
m+n=1−aij

(−1)mf
(m)
i fjf

(n)
i = 0 (C.80)

donde qi = q
(αi|αi)

2 , x
(n)
i = xni / [n]i!, con [n]i! =

∏n
k=1

qki −q
−k
i

q−q−1 .

Observación C.14. Las últimas dos igualdades corresponden a las identidades de
Serre pasadas al álgebra deformada.

C.10. Álgebras de Hopf quasi-triangulares y ecua-

ción RTT

Definición C.25. Sea (A,m,∆, η, ε, S) un álgebra de Hopf, y R un elemento in-
vertible en A⊗A. Entonces el par (A,R) se dice que es un álgebras de Hopf quasi-
triangular (AHQT) si

1. τ ◦∆(a) = R∆(a)R−1

2. (∆⊗ 1)R = R13R23

3. (1⊗∆)R = R13R12

Observación C.15. En una representación matricial T = (tij) de A, la ecuación 1
es igual a la siguiente ecuación:

R
1

T
2

T =
2

T
1

TR (C.81)

Que nos está mostrando la no-coconmutatividad en el coproducto del álgebra A.

Teorema C.21. Si (A,R) es una AHQT, entonces R satisface la ecuación de Yang-
Baxter cuántica (EYBC):

R12R13R23 = R23R13R12 (C.82)
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Demostración. Ver [47].

Esta relación entre las matrices R está estrechamente vinculada con la misma
expresión para las matrices S de Scattering en diversos modelos cuánticos:

Figura C.1: En el diagrama vemos el scattering de 3 part́ıculas, de dos maneras
distintas. El diagrama izquierdo corresponde a R12R13R23, mientras que el diagrama
de la derecha corresponde a R23R13R12

El ĺımite clásico de la R es ni más ni menos que la matriz r de la que tanto
hablamos en las secciones anteriores.

Teorema C.22. Sea R solución a la EYB cuántica, que puede ser escrita de la
forma

R(t) = 1⊗ 1 + r~ + A~2 +O(~3) (C.83)

entonces r cumple la EYB clásica.

Observación C.16. Podemos entender el análogo de la matriz R cuántica en la
estructura del doble clásico de la siguiente manera: Sea R : G × G → G × G, que
actúa de la siguente manera:

R(x, y) =
(
y−xy

−1
− , (y−xy

−1
− )−1

+ y(y−xy
−1
− )+

)
(C.84)

Entonces R es un difeomorfismo de Poisson (identificando G con G∗), y cumple
la ecuación de Yang-Baxter cuántica:

R12R13R23(x, y, z) = R12R13(x, z−yz
−1
− , y+zy

−1
+ ) (C.85)

= R12(z−xz
−1
− , z−yz

−1
− , x+y+zy

−1
+ x−1

+ ) (C.86)

= (z−y−xy
−1
− z−1

− , x+z−yz
−1
− x−1

+ , x+y+zy
−1
+ x−1

+ ) (C.87)

= directo, pero tedioso (C.88)

= R23R13R12(x, y, z) (C.89)

las igualdades son módulo N+, N− CG, pero al final los factores extra se cancelan.
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Apéndice D: Yangianos

D.1. Yangianos

Los Yangianos son la cuantización (en el sentido del caṕıtulo anterior) del álgebra
de polinomios. Fueron introducidos por Drinfeld [11].

En este apéndice seguiremos [33] y los art́ıculos [26] y [27]

Definición D.1. Un Yangiano Y (N) se define como el álgebra compleja, asociativa,

con unidad, de generadores t
(k)
ij , con 1 ≤ i, j ≤ N , y k ≥, y las siguientes relaciones

de conmutación: [
t
(M+1)
ij , t

(L)
kl

]
−
[
t
(M)
ij , t

(L+1)
kl

]
= t

(M)
kj t

(L)
il − t

(L)
kj t

(M)
il (D.1)

Para M,L = 0, 1, 2, ... y t
(0)
ij = δij · 1.

Probaremos que estas álgebras son la deformación de ̂sl(2,R) para N ≥ 2.
Sea P el operador de permutación en CN ⊗ CN :

P :=
∑
ij

Eij ⊗ Eji (D.2)

con Eij los operadores con matrices asociadas Eij (abuso de notación).
Tomemos

R(u) := 1− 1

u
P (D.3)

para u el parámetro espectral. Esta matriz es la matriz R que estudiamos en el
caṕıtulo anterior, pues cumple la EYBC:

R12(u)R13(u+ v)R23(v) = R23(v)R13(u+ v)R12(u) (D.4)

Para escribir la formulación de la ecuación RTT , introducimos las matrices T de
la siguiente manera: si definimos

tij(u) = δij +
∑
n≥1

t
(n)
ij u

−n ∈ Y (N)
[[
u−1
]]

(D.5)

Entonces
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T (u) :=
∑
i,j

tij(u)⊗ Eij (D.6)

Proposición D.1. Las relaciones que escribimos en la definición del álgebra Yan-
giana son equivalentes a la siguiente ecuación para la matriz T :

R(u− v)
1

T (u)
2

T (v) =
2

T (v)
1

T (u)R(u− v) (D.7)

Observación D.1. La relación de intercambio de la proposición anterior la podemos
escribir de la siguiente manera:[

1

T (u),
2

T (v)

]
=

1

u− v

(
P

1

T (u)
2

T (v)−
2

T (v)
1

T (u)P

)
(D.8)

y de esta manera tenemos expĺıcita la relación de conmutación de los T .

La siguiente proposición la usamos para el cálculo de la acción del grupo de
Geroch cuántico:

Proposición D.2. Existe un anti-automorfismo involutivo de Y (N) definido por
sign : T (u) 7→ T (−u), y que invierte la ecuación RTT :

R(u− v)
2

T (−v)
1

T (−u) =
1

T (−u)
2

T (−v)R(u− v) (D.9)

Demostración. Ver [33].

La siguiente proposición nos indica la relación entre Y (N) y U(gl(N))

Proposición D.3. 1. El mapa tij(u) 7→ δij +Eiju
−1 define un homomorfismo de

álgebras ξ : Y (N)→ U(gl(N)).

2. El mapa Eij 7→ t
(1)
ij define la inclusión de U(gl(N)) en Y (N).

Teorema D.4. Sea Y~(N) una modificación de Y (N), que es deformación plana de
U(gl(N) [x]), la envolvente universal del álgebra loop de gl(N):

1. Normalizamos los generadores: t
(M)
ij 7→ t

(M)
ij ~M−1

2.

[
t
(M)
ij , t

(L)
kl

]
= t

(0)
kj t

(M+L−1)
il −t(M+L−1)

kj t
(0)
il +~

mı́n(M,L)−1∑
r≥1

t
(r)
kj t

(M+L−1−r)
il −t(M+L−1−r)

kj t
(r)
il

(D.10)

Entonces, Y1(N) = Y (N) y Y0(N) = U(gl(N) [x])

La matriz R en esta deformación Y~(N) la tomamos como

R(u) =
1

u+ ~
(uI + ~P ) (D.11)
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D.2. Y (2)

En esta sección seguiremos [26] y [27].
En sl2 tenemos los generadores e, f, h, con la misma notación del apéndice C.

Siguiendo la prescripción de Molev que vimos en la sección anterior, notamos t
(M)
11 −

t
(M)
22 = ~M−1h(M), t

(M)
12 = ~M−1e(M) y t

(M)
21 = ~M−1f (M). Entonces las relaciones de

conmutación de la definición son las siguientes.

1. i = j = l = k = 1:

Si M = L, deducimos

[
t
(M+1)
11 , t

(M)
11

]
−
[
t
(M)
11 , t

(M+1)
11

]
= t

(M)
11 t

(M)
11 − t

(M)
11 t

(M)
11 = 0 (D.12)

⇒
[
t
(M+1)
11 , t

(M)
11

]
= 0 (D.13)

Tomando M = L + j, por inducción en j es sencillo demostrar la siguiente
regla de conmutación para los k = t11:

[
h(h), h(k)

]
= 0 (D.14)

2. i = j = k = 1, l = 2;

Si M = 0, L = 1

[
t
(1)
11 , t

(1)
12

]
= t

(0)
11 t

(1)
12 = t

(1)
12 (D.15)[

t
(1)
22 , t

(1)
12

]
= t

(1)
12 t

(0)
22 = −t(1)

12 (D.16)

⇒
[
h(1), e(1)

]
= 2e(1) (D.17)

y por inducción se demuestra

[
h(1), e(l)

]
= 2e(l) (D.18)[

h(1), e(l)
]

= −2ff (l) (D.19)

(D.20)

3. Si i = l = 1 y j = k = 2: tomamos M = 0 y L = 1, y análogamente podemos
deducir que

[
e(k), f (l)

]
= h(k+l+1)−1 (D.21)
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4. Por último, las demás relaciones se demuestran por inducción:

[
h(k+1), e(l)

]
−
[
h(k), e(l+1)

]
= ~

(
h(k)el + e(l)h(k)

)
(D.22)[

h(k+1), f (l)
]
−
[
h(k), f (l+1)

]
= −~

(
h(k)f l + f (l)h(k)

)
(D.23)[

e(k+1), e(l)
]
−
[
e(k), e(l+1)

]
= ~

(
e(k)el + e(l)e(k)

)
(D.24)[

f (k+1), e(l)
]
−
[
f (k), e(l+1)

]
= −~

(
f (k)el + e(l)f (k)

)
(D.25)

Las funciones generatrices se definen como

e+(u) :=
∑
k≥1

e(k)u−k (D.26)

f+(u) :=
∑
k≥1

f (k)u−k) (D.27)

h+(u) := 1 + ~
∑
k≥1

h(k)u−k (D.28)

Estas funciones se denominan corrientes y tienen las relaciones de conmutación
correspondientes a los tij’s que vimos antes.

La matriz T (u) que construimos en la sección anterior la podemos factorizar en
términos de las corrientes anteriores como

T+(u) =

(
1 f+(u)
0 1

)(
k+

1 (u) 0
0 k+

2 (u)

)(
1 0

e+(u) 1

)
(D.29)

denominada descomposición de Gauss, donde h+(u) =
(
k+

2 (u)
)−1

k+
1 (u).

Observación D.2. Para la matiz R que definimos anteriormente, es una cuenta
verificar que se cumple la ecuación RTT .

D.3. Doble Yangiano y extensión central

La idea es extender el álgebra Yangiana a un doble cuántico. SeaDY (2) el áglebra
generada por los elementos e(k), f (k), h(k), con k ∈ Z, con las mismas relaciones del
Yangiano que deducimos en la sección anterior. Notaremos por Y ±(N) las respectivas
componentes. En términos de funciones generatrices, definimos

e±(u) := ±
∑

k≥1(k<1)

e(k)u−k (D.30)

f±(u) := ±
∑

k≥1(k<1)

f (k)u−k) (D.31)

h±(u) := 1± ~
∑

k≥1(k<1)

h(k)u−k (D.32)

e(u) := e+(u)− e−(u) (D.33)

f(u) := f+(u)− f−(u) (D.34)

139
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De esta forma, aparte de las relaciones de conmutación para cada componente,
tenemos las relaciones de intercambio mixtas, que en términos de las corrientes
totales resultan

ha(u)hb(v) = hb(v)ha(u), a, b = ± (D.35)

e(u)e(v) =
u− v + ~
u− v − ~

e(v)e(u) (D.36)

f(u)f(v) =
u− v − ~
u− v + ~

e(v)e(u) (D.37)

h±(u)e(v) =
u− v + ~
u− v − ~

e(v)h±(u) (D.38)

h±(u)f(v) =
u− v − ~
u− v + ~

f(v)h±(u) (D.39)

[e(u), f(v)] =
1

~
δ(u− v)

(
h+(u)− h−(v)

)
(D.40)

para δ(u− v) =
∑

m+n=−1 u
nvm

Observación D.3. 1. Las estructuras de álgebra de Hopf, i.e., la comultiplica-
ción, la counidad y el mapa antipodal pueden expresarse en términos de estas
corrientes.

2. Y + = Y (2) ⊂ DY (2), y Y − = Y (2)op, de ah́ı el nombre doble Yangiano, al
igual que con el doble clásico.

Para la extensión central, definimos los siguientes objetos:

Definición D.2. Sea d = d
du

el operador de derivación respecto al parámetro espec-
tral: dg(u) = d

du
g(u). Sea Tx := exd, el operador shift asociado a d:

Txg(u) = g(u+ x) (D.41)

Definimos el producto semidirecto Y ± oC [[d]] como

[
d, e±(u)

]
=

d

du
e±(u) (D.42)[

d, h±(u)
]

=
d

du
h±(u) (D.43)[

d, f±(u)
]

=
d

du
f±(u) (D.44)

(D.45)

Observación D.4. Y − o C [[d]] es un álgebra de Hopf si definimos el siguiente
coproducto:

∆̂(d) = d⊗ 1 + 1⊗ d (D.46)
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Para la otra mitad, definimos el producto de Y + con C [[c]], los polinomios sobre
un elemento central c, y con coproducto

∆̂(c) = c⊗ 1 + 1⊗ c (D.47)

∆̂a+(u) =
(
Id⊗ T−1

~c⊗1

)
∆a+(u) (D.48)

Teorema D.5. La extensión central del doble Yangiano, que notaremos D̂Y (2), es
isomorfa a la completación formal del álgebra de generadores d, ek, hk, fk, con k ∈ Z,
y un elemento central c junto con las siguientes relaciones de intercambio:

[d, a(u)] =
d

du
a(u), a = e, f, h± (D.49)

h+(u)h−(v) =
u− v + ~
u− v − ~

u− v − ~(c+ 1)

u− v − ~(c− 1)
h−(v)h+(u), a, b = ± (D.50)

e(u)e(v) =
u− v + ~
u− v − ~

e(v)e(u) (D.51)

f(u)f(v) =
u− v − ~
u− v + ~

e(v)e(u) (D.52)

h±(u)e(v) =
u− v + ~
u− v − ~

e(v)h±(u) (D.53)

h+(u)f(v) =
u− v − ~(1 + c)

u− v + ~(1− c)
f(v)h+(u) (D.54)

h−(u)f(v) =
u− v − ~
u− v + ~

f(v)h−(u) (D.55)

[e(u), f(v)] =
1

~
(
δ(u− v − ~c)h+(u)− δ(u− v)h−(v)

)
(D.56)

Ahora definimos las matrices T±, cada una en la copia correspondiente al signo:

T±(u) =

(
1 f±(u)
0 1

)(
k±1 (u) 0

0 k±2 (u)

)(
1 0

e±(u) 1

)
(D.57)

para h±(u) =
(
k±2 (u)

)−1
k±1 (u).

Entonces, finalmente llegamos a las relaciones de intercambio entre las matrices
T , en término de la matriz R(u) = uI−i~P

u−i~ :

[
T±(u), c

]
= 0 (D.58)

eixdT±(u) = T±(u+ ix)eixd (D.59)

R+(u− v +
ic~
2

)
1

L+(u)
2

T−(v) =
2

T−(v)
1

T+(u)R+(u− v − ic~
2

) (D.60)

R±(u− v)
1

T±(u)
2

T±(v) =
2

T±(v)
1

T±(u)R±(u− v) (D.61)

(D.62)

donde R±(u) := χ±(u)R(u).
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Estas relaciones de intercambio son las que llevan a la relación cuártica para la
matriz M(u) = T+(u)T−t(u) del caṕıtulo 5.
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