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Resumen

Se presenta un andlisis de los estados de equilibrio de sistemas cuanticos bipartitos compues-
tos por un qubit en interaccién con sistemas de dimension N > 2 desde una perspectiva
termodinamica. Para ello, se introducen las nociones de Hamiltoniano y Temperatura de En-
redo, siendo ésta ultima una medida del grado de enredo entre el qubit y su ambiente una vez
alcanzado el equilibrio. Se enuncian y demuestran resultados que permiten caracterizar los es-
tados termales, discutir su geometria en la esfera de Bloch y obtener los tipos de termalizacion
asintética para evoluciones reducidas especificas. Los resultados obtenidos son luego corrobo-
rados mediante el estudio concreto de dos modelos paradigmaticos: la Caminata Cuéntica y el
modelo de Jaynes-Cummings.






Abstract

We present an analysis of the equilibrium states of bipartite quantum systems, composed by
a qubit interacting with an arbitrary system of dimension N > 2, from a thermodynamic
perspective. With this purpose, the notions of entanglement Hamiltonian and entanglement
temperature are introduced, the last being a measure of the degree of entanglement generated
between the qubit and its environment once the equilibrium state is reached. We present some
results that allow to characterize thermal states, discuss their geometry on the Bloch sphere and
obtain the classes of asymptotic thermalization for a specific reduced evolution. These results
are then corroborated via the concrete study of two paradigmatic models: the Quantum Walk
on the Line and the Jaynes-Cummings model.
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Introduccion

La Termodinamica es una de las teorias sobre la naturaleza mas firmemente establecidas.
Esto se debe no solamente a la validez de sus principios, que se han visto verificados en cada
experimento realizado, sino también al papel fundamental que ha jugado en el desarrollo tec-
nolégico y a la vigencia de sus aplicaciones. Podria decirse que pocas teorias gozan de semejante
reputacion.

Quizas debido a este caracter casi dogmatico que ostenta, ya desde los albores de la Mecanica
Cuéntica (MC) surgié el cuestionamiento sobre la vinculacién entre ambas teorias. La compren-
sion de esta vinculacion, que casi un siglo después atin dista de ser completa, es de suma impor-
tancia no solo desde el punto de vista académico o filoséfico, sino también desde la perspectiva
tecnologica. La progresiva miniaturizacién de los dispositivos electrénicos requiere establecer
control sobre sistemas que actualmente llegan al orden nanométrico, por lo que una compren-
sion detallada de como los efectos cuanticos compiten con las fluctuaciones térmicas es de vital
importancia [1], [2].

Estas razones, sumadas a las posibilidades que promete la implementacion de la Compu-
tacion Cudantica [3], han derivado en un importantisimo florecimiento en las tltimas décadas
de trabajos que exploran la termodinamica en este régimen, y que se agrupan bajo la denomi-
nacién general de Termodindmica Cudntica (TC). Cabe aclarar que la TC no es una disciplina
bien establecida como lo son las teorias de las que su nombre deriva y que ésta intenta conci-
liar, sino que dentro de ella conviven diversos enfoques provenientes de distintos paradigmas,
que se diferencian en el objeto especifico de estudio y/o en las herramientas utilizadas para su
abordaje.

Grosso modo, las principales cuestiones que aborda la TC son:

= La emergencia del comportamiento termodinamico a partir de los principios de la MC. Si
la MC es la teoria fundamental subyacente, entonces toda la fisica macroscépica deberia
poder ser explicada a partir de ella.

= El rango de aplicacion de las Leyes de la Termodindamica, su validez o no en escalas de
longitud y tiempo pequenas, y en sistemas que no pueden ser descritos por la Mecanica
Estadistica (ME), en particular, en sistemas cuédnticos individuales.

Con respecto al primer punto, la principal limitacién surge al intentar explicar los pro-
cesos irreversibles. La existencia de dichos procesos se evidencia en la experiencia cotidiana,
al observar, por ejemplo, la direccién del flujo de calor entre dos cuerpos que se encuentran
a diferente temperatura. La mayoria de los procesos ocurren espontaneamente en un sentido
(con un incremento de la entropia global asociado) y no en el sentido opuesto, fenémeno que
usualmente se denomina flecha del tiempo. Sin embargo, la evolucion de los sistemas cudnticos
es unitaria, y los procesos unitarios son reversibles. Existe entonces una contradiccién entre
la evolucién reversible de la que goza la teorfa fundamental (la MC) y la irreversibilidad que
se hace presente en casi todos los fenémenos macroscépicos y que son correctamente descritos
por la Termodinamica. Esta contradiccién, que sigue sin soluciéon universalmente aceptada, se
conoce como Paradoja de Loschmidt [4], y fue planteada décadas antes del surgimiento de la



MC. De hecho, el planteo original de Loschmidt fue una critica al famoso Teorema H de Bol-
tzmann, del cual se puede deducir la mencionada flecha del tiempo ! y que se prueba a partir
de leyes (en ese tiempo, de la Mecdnica Clésica) que son reversibles ante transformaciones de
inversién temporal. La critica de Loschmidt tuvo un efecto tan profundo sobre Boltzmann, que
sus intentos por aclarar el asunto derivaron en su interpretacion estadistica de la Segunda Ley,
y en su famosa expresion para la entropia

S = Kplog(f2) (1.1)

siendo K la constante que lleva su nombre, y 2 el nimero de microestados del sistema com-
patibles con el macroestado dado.

Una posible solucién de la paradoja planteada nos conduce al segundo item mencionado,
aspecto sobre el cual en las ultimas décadas se han logrado grandes avances. Dentro de los
resultados més remarcables se encuentran los denominados Fluctuation Theorems [5], [6] que
muestran que existe una probabilidad no nula de que la entropia de un sistema aislado arbitrario
evolucione en sentido contrario al que establece la Segunda Ley de la Termodindmica. Esta
probabilidad posee una distribucién exponencial que decrece con el tamano del sistema y con
el tiempo, lo cual explica que ese tipo de procesos no sean observables en la practica cotidiana.
Sin embargo, simulaciones computacionales y experimentos finamente disenados han permitido
detectar las fluctuaciones que predice el teorema [7].

En cuanto a las distintas aproximaciones a la TC, todas comparten la hipdtesis fundamental
de que el universo es un sistema aislado que evoluciona unitariamente bajo la acciéon de un
Hamiltoniano global, para luego analizar el comportamiento de los sistemas que lo componen
empleando la MC de sistemas abiertos. Los diferentes matices se dan en funcién de los insumos
provenientes de otras disciplinas que se emplean en el andlisis. Dentro de las distintas corrientes,
se destacan particularmente los desarrollos vinculados al campo de la Teoria de la Informacion,
por lo que haremos algunos comentarios al respecto.

El rol de la informacién en las teorias fisicas permanecié oculto hasta las primeras décadas
del siglo XX y se remonta al surgimiento de la Teorfa de la Informacién [8], donde se apre-
cia un sugestiva analogia entre la entropia termodinamica y los conceptos de FEntropia de la
informacion (Shannon), o su correspondiente cuantico, la Entropia de Von Neumann. Sin em-
bargo, su relevancia solo fue clara cuando permitié resolver un viejo enigma: la célebre paradoja
denominada Demonio de Mazwell [9].

El experimento mental propuesto por Maxwell para explicar como podria violarse la Segunda
Ley utiliza un gas dividido en dos compartimentos separados por una pared con un pequeno
orificio, y asume la existencia de una entidad que posee la capacidad de clasificar las moléculas
del gas en funcion de su velocidad, permitiendo el pasaje de aquellas que tienen una energia
mayor que el promedio hacia un recinto (digamos, el de la derecha), y al mismo tiempo dejando
pasar las que se encuentran del lado derecho con una energia menor que la media hacia el recinto
de la izquierda. De esta manera, se produciria un gradiente de temperatura en un sistema en
equilibrio sin gasto de calor ni trabajo, lo que equivale a una reducciéon de la entropia global y
por lo tanto, a una violacion a la Segunda Ley. Alternativamente, una vez generado el gradiente
de temperatura, se podria obtener trabajo de forma ciclica colocando una maquina térmica entre
ambos reservorios hasta alcanzar el equilibrio y repitiendo el procedimiento, lo cual nuevamente
entra en contradiccién con el mencionado principio.

Durante casi un siglo, los esfuerzos (sin éxito) volcados a resolver esta paradoja se centraron
en incluir al demonio en la descripcién e intentar calcular la irreversibilidad asociada al proceso
de medicién necesario para decidir a qué moléculas permitir el paso. La solucion de la paradoja
consiste en observar que el proceso no es ciclico debido a que la memoria del demonio ha

'De hecho, dos posibles flechas del tiempo, como Loschmidt observé.



adquirido informacién, la cual debe ser borrada para que el sistema total vuelva al estado
inicial. Este proceso de borrado resulta ser irreversible, por lo que tiene un incremento de
entropia asociado. Los trabajos de Landauer [10] mostraron que la minima energia necesaria
para borrar un bit de informacion esta dado por la cota de Landauer

Epin = K5Tlog 2 (1.2)

resultado que ha sido observado experimentalmente [11]. La inclusién del cambio de entropia
asociado a este término en el balance total implica, en efecto, que el experimento propuesto si
satisface la Segunda Ley. Generalizaciones del resultado de Landauer al régimen cuantico han
también sido reportadas en la bibliografia [12].

Con respecto a las principales lineas de investigacién actuales dentro de la TC, podemos
destacar el estudio de la transicién hacia los estados de equilibrio (termalizacion) y la busqueda
de protocolos de extraccién de trabajo util de sistemas microscépicos. En particular, versiones
cuanticas de los ciclos de potencia tradicionales (Stirling, Otto, etc) ya han sido desarrollados
[13], obteniéndose en algunos casos eficiencias mayores que para los correspondientes ciclos
clasicos [14].

Habiendo presentado ya un panorama general de la disciplina, pasamos a comentar las lineas
en las que se enmarca este trabajo.

La hipdtesis de partida es que los sistemas cuanticos pueden presentar un comportamiento
de tipo termodinamico, que dicho comportamiento puede explicarse dentro de las reglas de juego
de la MC y que las correlaciones generadas entre determinado sistema y su ambiente, particu-
larmente el enredo, juegan un rol preponderante en la emergencia de los estados de equilibrio.
Bajo esa linea directriz, y luego de introducir las herramientas fisicas necesarias, en el capitulo 3
desarrollaremos los primeros pasos de una teoria que denominamos Termodinamica del Enredo,
identificando sus estados de equilibrio y caracterizandolos mediante una Temperatura de Enredo
que sera definida observando la analogia existente entre ciertas densidades reducidas asintéticas
y la distribucion de probabilidad canénica de la ME. Luego de explorar las propiedades que
posee la temperatura de enredo, algunos resultados generales sobre la ubicacion asintoética de
dichos estados de equilibrio en la esfera de Bloch, asi como las termalizaciones posibles para
ciertos conjuntos de operadores de Kraus, son enunciados y demostrados.

En el siguiente capitulo nos centramos en el analisis de un ejemplo concreto, la Caminata
Cudntica [15], sobre el cual se definid la temperatura de enredo en el trabajo original [16]. La
diferencia entre dicho trabajo y lo presentado aqui radica en el método analitico empleado en la
resolucion asi como en el estado inicial considerado, que en este caso se trata de un caminante
deslocalizado, con impulso totalmente definido. Esta eleccion permitira contrastar los resultados
del capitulo anterior con un ejemplo fisico concreto.

Para finalizar, en el capitulo 5 se estudia la termalizacion debida al enredo en el paradigmati-
co modelo propuesto por Jaynes y Cummings [17], que estudia la interaccién entre un atomo
de dos niveles con un modo cuantizado del campo electromagnético. Este modelo, famoso por
presentar colapsos y resurgimientos de las poblaciones de los estados excitado y fundamental del
atomo, permitirda mostrar el papel relevante que juega el nivel de ocupacion inicial del sistema
considerado como ambiente en el proceso de termalizacion.

Si bien consideramos que el enfoque es novedoso, existen numerosos trabajos en la literatura
que abordan esta tematica. Por ejemplo, sobre los aspectos termodinamicos del entrelazamiento,
puede consultarse la referencia [18], y remitimos a los trabajos [19] y [20] para obtener una
nocién general sobre los resultados més relevantes acerca de la termalizacion en el régimen
cuantico.



Elementos de Mecanica Cuantica en
Sistemas Abiertos

Este capitulo tiene por objetivo presentar las nociones bésicas de Mecénica Cuéntica (MC)
que resultan relevantes para la comprensién del resto del trabajo. Cabe aclarar que esta expo-
sicion no pretende ser completa ni rigurosa, ya que existe sobradisima bibliografia disponible
que satisface estos requisitos. Nuestra intencion pasa mas bien por proporcionar al lector una
inmediata referencia en caso de necesitarla.

Por lo tanto, aquellos que se encuentren familiarizados con los puntos aqui tratados, podran
prescindir de la lectura de este capitulo sin comprometer de forma alguna la comprensién del
resto de la tesis. Aquellos que, en cambio, deseen profundizar, podran consultar cualquiera de
las excelentes referencias disponibles, por ejemplo los cldsicos [21], [22], [23].

2.1. MC de Estados Puros

2.1.1. Espacio de estados

La MC postula que el estado de un sistema aislado A al tiempo ¢ queda completamente
definido a partir de un vector |¢(t)), normalizado y perteneciente a cierto espacio vectorial
complejo (especificamente, un espacio de Hilbert) que denotaremos H,, y que se denomina
espacio de estados de A. La afirmacion acerca de que el vector [¢(t)) define el estado cudntico
significa que la méxima informacién disponible sobre el sistema se encuentra codificada en dicho
vector.

Obsérvese que la estructura de espacio vectorial del espacio de estados implica que super-
posiciones de estados del tipo [¢(t)) = >, asli(t)) con >, Ja;|* = 1 son también estados
posibles del sistema. Esta propiedad es responsable por algunos de los comportamientos mas
contraintuitivos que presenta la MC, en particular los efectos de interferencia.

Si el sistema estd compuesto por dos subsistemas S y E con respectivos espacios de estados
Hs vy Hg, en este caso la MC postula que el espacio de estados asociado al sistema compuesto
estd dado por el producto tensorial de los respectivos espacios, es decir [3]:

Hsg = Hs @ Hg (2.3)

Por lo tanto, si disponemos de sendas bases ortonormales {|¢;)s} v {|wk)r} de Hs ¥y Hp, una
base ortonormal de estados para el sistema total estard dada por el conjunto {|¢;)s ® |wk)E}-
Esto implica que los estados mas generales de un sistema bipartito pueden escribirse en la forma

) =) aeleps) ® |wi) (2.4)

j7k

donde los coeficientes deben satisfacer la condicién de normalizacién 3, |ax|* = 1. Este
postulado se extiende de manera natural a sistemas compuestos por N subsistemas.



A cada uno de los vectores normalizados del espacio de estados de un sistema dado se le
denomina estado puro, independientemente de si se trata de un vector de la base elegida para
describirlo o de una superposicion de ellos.

2.1.2. Evolucion

Segun los postulados de la MC, la evolucién de los sistemas cuanticos aislados es unitaria.
Esto significa que si el estado inicial es |1 (fg)), el estado al tiempo t estara dado por la accién
de cierto operador unitario U (¢, t) sobre el estado inicial, o sea [3]

¥ (1)) = U (&, o) |4 (o)) (2.5)

Dado que las transformaciones unitarias preservan el producto interno, este postulado ase-
gura que el estado estara normalizado para todo tiempo. Esto sera necesario para que las
probabilidades de las distintas medidas sumen 1 en todo instante.

Otra consecuencia importante del caracter unitario de la evolucién es la imposibilidad para
un sistema aislado de alcanzar estados de equilibrio, como veremos mas adelante. Esto resulta
un obstaculo si uno espera encontrar algiin tipo de comportamiento termodindmico en sistemas
cuanticos. Sin embargo, no debe perderse de vista que la nocién de “sistema cuantico aislado” es
una idealizacion, y que en los hechos, todo sistema interactiia en mayor o menor medida con su
ambiente. Veremos que el enredo producido por esa interaccion podra, eventualmente, favorecer
que se alcancen estados que desde algin punto de vista (que debera definirse adecuadamente),
pueden considerarse de equilibrio.

Una versién mas refinada del postulado de evolucién puede plantearse si la dindmica se da
en tiempo continuo. En este caso, el estado al tiempo t de un sistema aislado verifica la siguiente
ecuacién diferencial:

)

e = H|v) (2.6)

conocida como ecuacion de Schrodinger. Aqui, H es un operador hermitico denominado Hamil-
toniano del sistema (usualmente asociado a la energia del mismo), y es sencillo mostrar que su
relacién con el operador evolucion, para el caso en que H es independiente de ¢, es la siguiente:

_iH(t—tg)
h

Ut to) = e (2.7)

2.1.3. Observables y Medidas

La MC asocia a cada magnitud fisica medible un operador lineal y hermitico, denominado
observable, definido sobre el espacio de estados del sistema, y que satisface que sus autovalores
son los posibles resultados de la medicion de dicha magnitud. También establece la regla que
permite calcular las probabilidades de cada medida: supongamos que el sistema se encuentra
en el estado puro |¢)) y que A es el observable que deseamos medir. Si expresamos A mediante
su descomposicion espectral (la suma en k denota la posible degeneracién del autovalor a;):

A= a;lA50) (Al (2.8)
7.k

Entonces, la probabilidad de obtener a,, estd dada por:

plan) = > (| An i) (Anklth) = lemnk (2.9)

k



lo cual corresponde al médulo cuadrado de la proyeccién del estado sobre el subespacio pro-
pio asociado al autovalor cuya probabilidad se calcula. En particular, el valor esperado de la
magnitud en cuestion estard dado por

(A) = anplan) =D an D (W Aue){(Anslt) = @D an| A} {Anslt) = (@] Alg) (2.10)

Sumado a esto, la MC postula que el estado inmediatamente después de la medida corres-
ponde a la proyeccion normalizada del estado inmediatamente anterior a la medida sobre dicho
subespacio. Es decir, si el resultado de la medida fue a,,, el estado posterior sera:

S ) (At
p(an)

|¥) (2.11)

O sea que las medidas vienen asociadas a una ruptura de la unitariedad de la evolucion,
produciéndose un colapso del estado sobre un subespacio especifico del espacio de estados. A
pesar de estar de acuerdo con la experiencia, este postulado ha resultado insatisfactorio para
muchos debido a que no explica como se eligen a prior: los subespacios posibles, ni cual es el
mecanismo que selecciona uno de ellos luego de la medida. Estas cuestiones, que han recibido
el nombre de “el problema de la medida”, han sido el motor principal del surgimiento de las
diversas interpretaciones existentes de la MC. Algunas buenas referencias sobre estos asuntos,
asi como sobre esquemas de medida més generales que el expuesto aqui, son [24], [25].

2.1.4. Estados enredados

Consideremos estados puros generales de sistemas bipartitos del tipo (2.4). En el caso en
que dicho estado pueda factorizarse de acuerdo a

V) = [¥s) @ [Yr) (2.12)

con |[¢g) € S, |vg) € E, diremos que el estado es separable, y cada uno de los subsistemas
se encontrara también en un estado puro, representado respectivamente por los factores en
(2.12). De no ser posible efectuar dicha factorizacién, se dird que el estado es enredado o
entrelazado. En este caso, no es posible asignar un estado (puro) a cada subsistema [3]. Esto
es un fenémeno cudntico sin contrapartida clasica: objetos enredados solo son plausibles de
ser descritos en términos de un estado global, independientemente de su separacion espacial.
A modo de ejemplo, consideremos el siguiente estado de Bell asociado a un sistema de dos
particulas de espin 1/2: X

V2

Es sencillo mostrar que si intentamos expresar el estado en forma de producto, desarrollando

[¥) = (a|0) +b[1))(cl0) +d|1))

[¥) [100) + [11)] (2.13)

se obtiene la contradiccién ac = 1/v/2,bd = 1/4/2,ad = 0, lo que muestra que es imposible
expresar el estado como producto de estados de los respectivos espines. No obstante, en las
proximas secciones veremos que serda posible introducir un nuevo objeto que permitira calcular
las probabilidades de los distintos observables locales asociados a cada uno de los subsistemas.

La existencia de los estados enredados fue predicha en el famoso trabajo de Einstein, Po-
dolsky y Rosen [26] y ha sido objeto de debate por lo contraintuitivo de sus consecuencias,
en particular porque representaba una ruptura a la consigna de que las teorias fisicas debian
adaptarse a la tesis realista local. Esto se debe a que mediciones realizadas en una parte de



un sistema enredado implican modificaciones instantaneas en la otra parte. La luz sobre este
asunto llegé de la mano de los trabajos de Bell [27] y las posteriores experiencias [28] que,
dentro de méargenes de error mas que aceptables, parecen haber inclinado la balanza en favor
de la existencia de los estados enredados.

El enredo cuantico representa uno de los campos mas fértiles de estudio dentro de la MC
debido a la potencialidad de sus aplicaciones, en particular en lo referido a algoritmos en
computacién cudntica y teleportacién [29], [30], [31], [32]. En este trabajo no profundizaremos
en estas aplicaciones, ya que nuestro interés se centrard en un aspecto especifico del enredo,
puntualmente, en su capacidad de producir estados de equilibrio.

2.2. Mezclas estadisticas y MC en sistemas abiertos

2.2.1. El operador densidad

Consideremos un sistema que se encuentra en un estado caracterizado por una mezcla
estadistica de estados puros {|¢; }, con pesos p; donde ) | ;i P; = 1. Resulta conveniente introducir
el operador densidad mediante la relacion:

p= ij|1/}j>(¢j| (2.14)

Naturalmente, si el sistema se encuentra en un estado puro |¢) la definicién anterior implica
que el operador densidad se reduce al proyector p = |¢)(¢].
Es trivial mostrar que este operador satisface las siguientes propiedades:

= Es semidefinido positivo
= Es hermitico

» tr(p) = 1, donde tr denota la operacion traza

La importancia de este operador radica en que es el equivalente al estado cuantico para sistemas
que se encuentran en estados no puros, en el sentido de que permite obtener toda la informacién
disponible sobre el sistema. Para ver esto, obsérvese que si deseamos calcular valores esperados
de observables de sistemas que se encuentran en estados mezclados, debemos lidiar con dos tipos
de probabilidades. Por un lado, sabemos que existe una incertidumbre puramente cuantica en la
medicion, que ya fue descrita en la seccion anterior y que esta presente incluso cuando el estado
es puro. Pero a esto debemos agregarle la incertidumbre estadistica, dado que estamos frente a
un ensemble de estados caracterizado por cierta distribuciéon de probabilidad. Entonces, para
el valor esperado de un observable A se obtiene:

(A) =D pi(WslAl)
= pitr(ly) (w514)
=D tr(pslvs) (514) (2.15)

=tr(3_ i) 514)

=tr(pA)



En cuanto a la evolucion del operador densidad, ésta se deduce directamente de la evoluciéon
unitaria de cada estado del ensemble:

=D_pile() (@)

=" piU (o)W (o)) ((20) | U (2, 1)
7 (2.16)

=U(t, to)(z il (to)) (w(to) DU (. to)

=U(t, t0)p(to)U' (¢, to)

O podemos obtener su version mas sofisticada en tiempo continuo, que es consecuencia directa
de la ecuaciéon de Schrodinger: 5 .
o 1
T 74, p] (2.17)
donde denotamos el conmutador de dos operadores: [A, B] = AB — BA
Otra caracteristica importante del operador densidad es que permite establecer el grado
de pureza de la mezcla en el que se encuentra el sistema. Obsérvese que si el estado es puro,
el operador se reduce a p = |Y){)|. Luego, p* = [)(Y[¢) (| = p vy por lo tanto, tr(p?) =
tr(p) = 1. Para sistemas mezclados (en la base en que su expresion es diagonal), se tiene:
PP =20k MO (W5 ) (| = 325 AT [v5) (], por lo que tr(p®) = 35, A7 < 1. En particular,
puede verse que la cota inferior para tr(p?®) estd dada por el estado max1mamente mezclado,
para el cual tr(p?) = 1/dim(H_4). Por estas razones, a tr(p?) se le denomina pureza del estado.
Para finalizar esta presentacion del operador densidad, discutiremos el significado de las
entradas de su expresion matricial. Tipicamente, se afirma que sus elementos diagonales corres-
ponden a las probabilidades de medir un cierto estado del ensemble, mientras que sus elementos
no diagonales cuantifican el grado de interferencia entre los estados correpondientes y por lo
tanto tienden a anularse para sistemas que se aproximan a la clasicalidad. Esta interpretacion
se basa en el siguiente cédlculo:

w = (uloldy) Zp (e, (W, 145,) prk\y p(k) (2.18)

donde p(k|j) denota probabilidad condicional. Esta interpretacion es correcta siempre y cuando
conozcamos el ensemble de estados puros que dicho operador representa, lo cual no siempre
es el caso. De hecho, es sencillo mostrar que infinitos ensembles de diferentes estados puros
con diferentes probabilidades pueden conducir al mismo operador densidad, siempre que estén
relacionados mediante una transformacién unitaria. Es decir que el operador densidad posee
toda la informacién disponible sobre el sistema para cierto observador, pero no la maxima
informacién existente sobre el sistema (no contiene la informacién del ensemble que representa),
a diferencia de los estados puros que si portan la maxima informacion disponible. A modo de
ejemplo, diferentes observadores pueden disponer de distinta informacién sobre el sistema y
asignaran a éste, por lo tanto, distintos operadores densidad.

2.2.2. Sistemas abiertos. Operador Densidad Reducida

Si ahora nuestro interés se centra en un subsistema S, el objeto que porta la informacion
relevante es el operador de densidad reducida. Consideremos un sistema bipartito SE descrito
por su operador densidad p,,, donde S representard el sistema de interés y E el ambiente con
el cual interactua. Entonces, el operador de densidad reducida se define como:



ps(t) =11y (psp) = Y (Klupselk) (2.19)

siendo {|k),} una base ortonormal de E. La operacién tr,, definida arriba se denomina traza
parcial, y puede mostrarse que preserva las propiedades de semipositividad, hermiticidad y nor-
malizacién del operador p. Como resultado, se obtiene el operador pg que actia exclusivamente
en el espacio Hs y es el objeto central en el estudio de los sistemas abiertos, dado que permite
calcular correctamente los valores esperados que toman los observables locales definidos en Hg.
Para ver esto, consideremos un observable local X : Hs — Hs vy extendamoslo al espacio total
multiplicando tensorialmente por la identidad I, del espacio H¢. Si denotamos por X' = X ® I
a dicho operador extendido y consideramos una base ortonormal {|j).|k),} del espacio total,
es claro que se debe satisfacer (X’) = (X). Entonces:

(X) = (X")
= trSE(pSEX/)
SRS IANNIY

= D Gl D {klopss k) 115)
= Z(ﬂstT’EpSEXU)s
=D _{ilspsX1i)s

= tr(st)

(2.20)

Por lo tanto, si {A} es el conjunto de los observables locales definidos en Hg, sus valores
esperados se obtienen a partir del operador densidad reducida a través de:

(A)) = tr(ps (1) A) (2.21)

2.2.3. Evolucion del operador densidad reducida. Representacion de
Kraus

Consideremos un sistema aislado bipartito SE en las condiciones descritas anteriormente.
En virtud de (2.5), la evolucién del operador densidad asociado al sistema completo estd dada
por

p(t) =1 @)W ()] =U(tto) [t (to)) (W (to) [UT (¢, t0) = U (t, t0) p (to) UT (£, to) (2.22)

donde U (t,tg) es el operador evolucién. Si partimos de un estado inicial no correlacionado en
el cual el bafio se encuentra en cierto estado puro |0)g, el operador densidad en el instante
inicial se escribe p (tp) = |0),(0|, ® pg (to). Luego, como estamos interesados en la evolucion
del subsistema S, debemos tomar la traza parcial en los grados de libertad del ambiente. Sea



{lg,)} una base ortonormal de E, entonces:

ps (1) =D (9,1U (t,10) 0) (01, ® pg (o) UT (. t0) ;)

J

_ Z«pij (t,t0) [0) 5 ps (to) (01, UT (¢, to) 0, ) (2.23)

j
— Z M(j)PS (O)M(j)T
J

donde se han definido los operadores M) = (o, |U (t,10) |0),, que actian exclusivamente sobre el
espacio S y se denominan operadores de Kraus. A la representacién dada por la ecuacién (2.23)
se le denomina representacion de Kraus o representacion en suma de operadores. Obsérvese
que la representacion no es unica dado que depende de la base {|¢;)} elegida. Ademds, dichos
operadores satisfacen la relacién de completitud:

U(t,t0)0), =1

Z M(J)TM(J) = Z<O’EUT (ta Z50) ’()0]><()0J |U (ta tO) ‘O>E = <O‘E[]Jr (ta tO) [Z ’()0]><()0J’
j J j
(2.24)
Es posible mostrar que evoluciones gobernadas por un conjunto de operadores que satisfa-
cen (2.23) y (2.24) preservan las propiedades de hermiticidad, normalizacién y positividad del
operador densidad reducida pg[3]. Obsérvese que en el caso excepcional de que exista solamente
un operador de Kraus no nulo, se recupera el caracter unitario de la evolucion. Cuando hay mas
términos en la suma, la evolucion no sera unitaria, en general sera no invertible y los sistemas
presentaran enredo, por lo que podria vincularse el entrelazamiento con una “flecha del tiempo”

a nivel microscopico

2.2.4. Entropia de Von Neumann

La entropia de Von Neumann es la extension a sistemas cudnticos de la entropia de Shannon,
que mide la incerteza asociada a cierta distribucion de probabilidad. Sea p el operador densidad
asociado al sistema, entonces la entropia de Von Neumann se define como:

S(p) = —tr(plog(p)) (2.25)

donde el logaritmo suele tomarse en base 2. Es sencillo ver que si el espectro de dicho operador
estd constituido por los autovalores {\,},j = 1,...V entonces la entropia se reduce a la expresién

S== \logh, (2.26)
J

(debe tomarse 0.log(0) = 0), que resulta en los hechos mas préctica para su calculo.
A continuacién citamos, sin demostracién, algunas de sus propiedades. Las pruebas pueden
encontrarse, por ejemplo, en [3]

» 0 < S(p) < log(dim(Hs)). Los extremos se obtienen cuando el estado es puro (S =0) y
cuando estd maximamente mezclado (S =log(dim(Hs))).

» Si el sistema AB se encuentra en un estado puro, entonces S(p,) = S(p,)

= Es no decreciente ante medidas proyectivas. Sin embargo, puede disminuir ante medidas
generalizadas.
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= Sip, v p, son estados arbitrarios, entonces S(p, ® p,) = S(p,) + S(p,)

» Es una funcién céncava: Si {p,;} es una distribucién de probabilidad asociada a ciertos
estados {p, }, entonces S(>_.p,p;) = > p;S(p;)-

Una de las utilidades principales de esta entropia es que aplicada al caso de operadores
densidad reducidos, representa una buena medida del enredo entre el sistema y su ambiente
[33]. Las cuestiones acerca de su relacién con la entropia termodindmica, o si efectivamente
representa una extension fiel de la entropia de Shannon aun siguen siendo motivo de debate
[34].

2.2.5. Descomposicién de Schmidt

En el marco de los sistemas bipartitos, que son el objeto de estudio de este trabajo, es
posible demostrar el siguiente teorema

Proposicién 2.2.1. Descomposicion de Schmidt.

Sea |¢g,) un estado puro de un sistema bipartito definido en Hs @ He. Entonces, existen
sendas bases ortonormales {|p,).} de Hs y {|e,),} de He tales que el estado se puede escribir
en la forma

Ysr) = ZM%% ® |@p); (2.27)

con Y AN =1

Recuérdese que la expresion mas general para los estados de sistemas bipartitos estaba dada
por (2.4), por lo que la posibilidad de expresar el estado en términos de una suma en un solo
indice es un resultado bastante remarcable.

Definiremos el indice de Schmidt de un estado como la cantidad de términos no nulos en
la suma (2.27). Obsérvese que los estados con indice de Schmidt igual a 1 serdn separables,
mientras que si dicho indice es mayor a uno, el estado estara enredado.

Analicemos qué ocurre si calculamos las densidades reducidas de los respectivos subsistemas:

pS = trE(pSE)
= tTE|¢SE><1/}SE|

=tr, Z/\ i10s),
—ZSOE

i ’L,]

IR RN
_Z)‘Q‘@s (ps

y andlogamente, p, = >_; )\2|<,0E> (pgl;, por lo que los estados reducidos tendran el mismo
espectro. Es claro observar si el indice de Schmidt es mayor a 1, se tendra que:

=> X<l (2.29)
J

Pp)i{Psl; (sl

A0s)ep) (@s | (esll0e), (2.28)

por lo que el estado serda mezclado. Es decir que los estados puros enredados de sistemas
compuestos se caracterizan por el hecho de que los respectivos estados reducidos se encontraran
mezclados.
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2.3. Qubits

En términos generales, un qubit es un sistema cuantico tal que su espacio de estados po-
see dimension 2. Su importancia principal radica en que corresponde a la unidad minima de
informacion cuantica, por analogia con el bit clasico. Dado que este trabajo se centrara en el
estudio de la interaccion de qubits con otros sistemas, dedicaremos esta seccién a introducir
una herramienta que permite una elegante visualizacion de los estados de un qubit, denominada
Esfera de Bloch.

Consideremos un estado arbitrario de qubit, que en términos de una base ortonormal |0), |1)
de su espacio de estados se puede escribir en la forma:

V) = al0) + b[1), |a* + |b]* = 1 (2.30)

Obsérvese que cada una de las amplitudes complejas a y b introduce 2 parametros reales en la
descripcion del estado. Pero la condicion de normalizacion establece un vinculo, por lo que a
priori serian necesarios 3 parametros reales para determinar el estado. Sin embargo, no debemos
olvidar que la presencia de una fase global no presenta relevancia fisica, por lo que este hecho
nuevamente reduce en uno los parametros necesarios. Entonces, resulta evidente que un estado
arbitrario de un qubit puede parametrizarse en términos de dos variables v y ¢ en la forma:

[¥) = cos(7/2)|0) + sen(y/2)e™|1) (2.31)

Luego, intepretando v y ¢ como coordenadas esféricas y restringiendo su dominio a los intervalos
0<~v<m,0< <27, tenemos que los estados puros de un qubit se pueden poner en biyeccién
(excepto por los polos) con los puntos de la superficie de una esfera de radio 1, denominada
Esfera de Bloch y que presentamos en la siguiente figura:

1o
0.8 |
05 [¥)
0.4 - 5
0.2 ).
Ao ‘ y
0 .
o7
0.2
-0.4
,06 —
-1
-0.8
1 0
L v
-0.5 0 1

0.5 9

Figura 2.1: Esfera de Bloch. Cada estado puro de un qubit tiene asociado un punto sobre la superficie
de la esfera, definido por los angulos v y ¢ de la figura.

La utilidad de la esfera de Bloch no se reduce a la representacién de estados puros. Obsérvese
que todo operador hermitico con traza 1 en dimension 2 puede escribirse a partir de 3 parametros
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reales u, v y w en la forma:

1/14+w u—1v
Ps = 92 (u +iw 1-— w) (2:32)
O alternativamente: 1 1 +
uo. +vo + wo

Donde I es el operador identidad y o, o, y o, son las matrices de espin de Pauli, que a menos
de una constante son los operadores asociados a las componentes del espin:

o, = ((1] é) Lo, = (S _OZ> N (é _01) (2.34)

Luego, si calculamos los valores esperados del espin mediante (2.15) para el estado mezcla
arbitrario (2.32), se obtiene:

<Jx> tr(pso-x) u
(o,) =tr(pso,) =v (2.35)
(0.) =tr(pso.) = w

Por lo que en el espacio real, el espin del sistema, en valor medio, corresponde al vector

—

B = (u,v,w) (2.36)

denominado Vector de Bloch. Esto permite con toda autoridad representar el estado mezclado
p, mediante dicho vector. Naturalmente, el argumento expuesto es igualmente valido para
estados puros.

Por otro lado, un sencillo calculo muestra que la pureza satisface la ecuacién

B2
tr(p’) =1/2+ % (2.37)

por lo que los estados en la superficie (|B| = 1) serdan puros, mientras que los que se ubican en
el interior (|B| < 1) seran mezclas. Como caso particular, el estado maximamente mezclado:

(0 239

tiene vector de Bloch (0,0,0), por lo que coincide con el centro de la esfera.
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Figura 2.2: Mezclas en la esfera de Bloch. El estado mezclado se ilustra mediante su vector de Bloch,
de médulo menor a la unidad. Se muestran los puntos de interseccién de la recta sostén del vector con
la esfera, que si corresponden a estados puros.

Algunas referencias sobre la implementacion de qubits en el marco de la computacién cuanti-
ca empleando trampas de iones o fotones polarizados pueden ser encontradas en [35], [36] y [37].
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Termodinamica del enredo

La temperatura de enredo fue introducida en la referencia [16] como un pardmetro que
permite caracterizar los estados de equilibrio que surgen debido al enredo entre los grados
de libertad de posicién y quiralidad para una caminata cuantica en el régimen asintotico.
Posteriormente, el concepto de temperatura de enredo fue trabajado en las referencias [38], [39]
y [40]. Un concepto similar, denominado temperatura espectral, ha sido propuesto en [41].

En términos generales y abstrayéndonos de cualquier modelo en particular, la idea imple-
mentada en [16] es que si se establece una dindmica de interaccién entre 2 sistemas S'y E tales
que dim(Hs) < dim(He), el sistema E (ambiente) puede ser percibido por S como un bano
térmico. Esto implicaria que si trazamos en los grados de libertad de E, el estado reducido del
sistema S puede ponerse en correspondencia con una distribucién canoénica, por analogia con
el caso clasico. Entonces, en la base en que la densidad reducida es diagonal tendremos que sus
autovalores seran de la forma:

e PEi
Z j e~ PE;
donde las F; son las energfas posibles del subsistema S. Luego, la relaciéon anterior permite
obtener el pardmetro 3 a partir de los autovalores \; de la densidad reducida. Dicho pardmetro
es lo que se define en la referencia [16] como el inverso de la temperatura de enredo.

El objetivo de este capitulo es establecer bajo qué condiciones el argumento anterior es
valido, es decir, caracterizar aquellas densidades reducidas que efectivamente corresponden a
estados de equilibrio térmico, que a partir de ahora llamaremos estados termales y permiten
definir una temperatura de enredo.

En esa direccion, comenzaremos introduciendo las nociones de equilibracion, termalizacion,
estados termales y hamiltoniano y temperatura de enredo.

Luego, centraremos nuestra atenciéon en sistemas compuestos por un qubit en interaccién
con cierto ambiente, que, en virtud de la observacion realizada paragrafos atras, se supondra
estd descrito por un espacio de Hilbert de dimensiéon mucho mayor que 2. Para este caso,
y asumiendo la equilibracién térmica, se demostraran resultados que permiten establecer si
un estado de equilibrio dado corresponde o no a un estado termal y se estudiaran algunas
propiedades de los estados termales y de la temperatura de enredo.

Para finalizar, se analizara la termalizacion para un tipo de evolucion reducida especifica, a
ser, aquella que es guiada por operadores de Kraus que poseen la caracteristica de conformar
un conjunto completo de proyectores ortogonales. Este tipo de evolucién permite realizar una
exploracion exhaustiva de los distintos tipos de termalizacion que el qubit puede alcanzar, lo
cual se ilustrard mediante las curvas de nivel de la temperatura en la esfera de Bloch (conjuntos
de estados iniciales del qubit que poseen asintéticamente la misma temperaura de enredo).

A = (3.39)

3.1. Equilibracién y Termalizacion

Cuando términos que histéricamente han estado asociados a una disciplina se emplean en
otra area del conocimiento, es fundamental definirlos claramente en este nuevo contexto a
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efectos de evitar posibles confusiones. Conceptos tales como los de equilibrio o termalizacién
son caracteristicos de la termodinamica clasica, donde su significado esta bien definido y no
admite dualidad de interpretaciones.

Estos mismos términos han sido adoptados por la TC, y una rapida exploracién de la
literatura existente muestra que su significado varia de un grupo de investigacién a otro. A
continuacion procederemos a explicitar las definiciones de equilibracién y termalizacion que
adoptaremos en este trabajo, que se asemejan en espiritu a las propuestas en [19], aunque son
menos restrictivas. Buenas referencias sobre otras nociones de equilibracién y termalizacion y
sobre el estado del arte en general son, por ejemplo, [19] y [20].

3.1.1. Equilibracién

Sea S un sistema cudntico. Denotemos por Hs a su espacio de estados y por {A} al conjunto
de sus observables locales. Diremos que el sistema se equilibra asintoticamente a partir de un
estado inicial p(0) si y solo si existe el limite:

lim (A (t)) = lim tr(pg (t) A) VAe {A} (3.40)

t—o00 t—o00

Obsérvese que segun esta definicion, el requisito para que el sistema se equilibre es que
todos los observables locales tengan valores asintéticos fijos. Naturalmente, esta condicién se
verificara si el operador densidad reducida satisface que

lm pg (t) = p* (3.41)

En general, p7° dependera del estado inicial del sistema y del ambiente con el que interactua.
Dicha dependencia se trasladard, por lo tanto, a los valores asintoticos de todos los observables
locales. Entonces, por regla general, los sistemas que se equlibran en el sentido de la definicién
anterior pueden poseer memoria sobre su estado inicial.

3.1.2. Termalizacion

Diremos que un sistema cuantico definido en el espacio de estados Hs e inicialmente en el
estado p(0) termaliza asintéticamente si y solo si

= Se equilibra asintoticamente

» Existe un conjunto denso de estados iniciales B tal que p, € B que satisface que el limite
(3.40) es independiente de p, € B

= Existe un operador Hg definido en Hs y un real 3 tales que el estado p3° adopta la forma:

e_ﬁHS

05 = e (3.42)

Obsérvese que la termalizacion es un proceso maés restrictivo que la equilibracién en al me-
nos, dos aspectos. En primer lugar, requiere cierta pérdida de memoria sobre el estado inicial.
Algunos autores son mas estrictos al respecto, proponiendo como requisito para la termaliza-
ciéon mayores grados de independencia respecto al estado inicial que el planteado aqui. En el
contexto de los modelos bipartitos del tipo subsistema - bafio térmico, una opcién interesante
es exigir independencia en el estado inicial del subsistema [19]. En ese caso, en el cual la pérdida
de memoria es total, diremos que ocurre termalizacion global. Otra exigencia comunmente em-
pleada en la literatura tiene que ver con que el estado reducido final dependa exclusivamente de
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las propiedades macroscépicas del bano, y no del estado cuantico particular en que se encuentre
inicialmente. Esta opcién, si bien es mas compatible con la realidad macroscépica, representa
serias dificultades operativas a la hora de investigar si un sistema en contacto con un bano
termaliza o no.

El otro aspecto importante y sobre el que existe mayor acuerdo, es que para que ocurra
termalizacion el estado reducido debe corresponder a un estado de equilibrio térmico (3.42).
Extenddmonos sobre este punto.

En Mecénica Estadistica, bajo la hipdtesis de que los microestados compatibles con el ma-
croestado dado son equiprobables, un calculo estandar basado en que el estado de equilibrio es
aquel que maximiza los microestados w del sistema total, muestra que los subsistemas de un
sistema mayor aislado estdn descritos por la distribucién de probabilidad candnica [44]:

e_ﬁEn

donde E, son las energias asociadas a cada microestado y 5 = 1/T" es un parametro que se igua-
la en el equilibrio para los dos sistemas y que se interpreta, por lo tanto, como una funcion de la
temperatura (este célculo define los conceptos de entropia y temperatura en ME, observando la
analogfa con un resultado similar de la Termodinamica Clésica). Los estados termales definidos
en (3.42) representan el equivalente cudntico de (3.43). Hasta la tltima década, el principal
resultado vinculado con estos estados provenia de los trabajos de Jaynes [45]. En particular, el
Principio de Jaynes propone que para determinar el estado (reducido) de un sistema cudntico,
debe maximizarse su entropia de Von Neumann (nuestra ignorancia) bajo la restricciéon im-
puesta por la informacién disponible. En particular, si el sistema se encuenta aislado (energia
constante), la aplicacién trivial del método de Lagrange muestra que la maximizacién de S
sujeta a la condicion de que el valor medio de la energia sea constante implica que el estado
reducido es de la forma (3.42). Nada se establece acerca de la interpretacién del parametro (3,
que simplemente juega el papel de ser el multiplicador de Lagrange asociado a dicho proceso
de maximizacién.

Sin embargo, en los ultimos anos ha resurgido el interés en los estados termales a nivel
cuantico debido a que dos importantes trabajos mostraron que dichos estados son mucho mas
comunes en la naturaleza de lo que se pensaba [46], [47]. En particular, muestran que si se elije
al azar un estado puro [¢) de un sistema aislado, bajo condiciones bastante generales el estado
de una porcién pequena de dicho sistema puede ser considerado en equilibrio térmico. A este
hecho se le denomina Tipicalidad Candnica, y juega un rol importante en nuestro trabajo ya
que apoya la hipétesis de que ciertas densidades reducidas pueden considerarse estados terma-
les. Sin embargo, deben tomarse precauciones cuando el subsistema es de distinta naturaleza
que su ambiente. La estructura matemédtica similar (producto tensorial de espacios) empleada
para describir, por ejemplo, un subconjunto de espines de un conjunto mas amplio, o un ato-
mo interactuando con un bano de fotones, puede conducir a la conclusion erronea de que la
tipicalidad candnica vale para ambos sistemas, cuando es sabido que el segundo modelo dista
radicalmente de alcanzar estados de equilibrio [51].

Por esta razon, sera necesario caracterizar aquellas densidades reducidas que si corresponden
a estados termales. De eso nos ocuparemos en la proxima seccion.

P(En) (3.43)

3.2. Densidades reducidas y estados termales

3.2.1. El caso diagonal

Por no haberlo encontrado explicitamente en la literatura, enunciamos el siguiente resultado
sobre estados reducidos diagonales:
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Proposicién 3.2.1. Sea un sistema cuantico abierto S con hamiltoniano asociado H y sea p,
su operador densidad reducido. Luego, py es diagonal en la base de autoestados de Hg sty solo
st corresponde a un estado termal:

—BH

e s

Ps = t?“(eiﬁHS) (344)

as

—)V con E = (Hg)

1
donde se ha definido B = T = (dE

Una de las implicaciones es directa: si escribimos la descomposicion espectral de H,: H, =

> Ejl¢; ) #;], entonces la relacién funcional entre ps y Hs lleva a ps = 3, =55 Z gy |6 ) (b5,

por lo que p, serd también diagonal. Para ver el reciproco, supongamos que ambos operadores
son diagonales en la misma base, y denotemos por (A;, E;) a sus correspondientes parejas de
autovalores. Entonces:

Z)\log %ds_—Z(dkllog(A')—d%)
:—Zd)\ log(\ Zd)\

(3.45)
— Z dX;log(\;) —d Z A\
- _ Z d\; log(\
J
Por otro lado:
= (Hs) =Y NE; —dE =Y d\E; + Y \dE, (3.46)
J J J

Para hamiltonianos cuya dependencia temporal estéa bajo el control del experimentador, el
término
> NdE; (3.47)
J

corresponde al cambio en el valor medio de la energia sobre el cual tenemos control, y por lo
tanto se suele considerar como la definicién en el régimen cuédntico del concepto de trabajo (6 W)
realizado sobre el sistema. Mientras tanto, el término

> dNE; (3.48)
J

computa la modificacién en la energia media debido al cambio en el estado cuantico producto
de la interaccién, el cual es inaccesible al experimentador y por lo tanto puede identificarse
con el concepto de calor (§@Q). Obsérvese que empleando estas definiciones, la ecuacién (3.46)
adopta la forma

dE = 6Q + oW (3.49)

y puede interpretarse como una version de la Primera Ley de la Termodindmica en el régimen
cuantico.

Nos restringiremos a procesos en los cuales el sistema de interés sélo intercambia calor con
su ambiente; en este caso:

1 Z d\jlog(A
B=rm=- ZN dAE Zd)\ {—log(\;) — BE;} =0 (3.50)
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Obsérvese que debido a la condiciéon de normalizacién Zjvzl Aj =1, las variaciones d\; no son
independientes. Por ejemplo, A\, = 1 — Z;\;k Aj = dh\y = — Zj\;k d);. Entonces, (3.50) queda:

O—Zd/\ {—log()\;) — BE;}

_Zd/\ {—log(\;) — BE;} + d\{—log(\e) — BEL}

e (3.51)
—ZdA {—log()) — BE;} — ZdA {~log(\) — BEx}

J#k J#k

—de{ log( ) B(E; — Ew)}

J#k

Luego, en virtud de que las variaciones ahora si son independientes, los respectivos coeficientes
deben anularse simultaneamente, de donde se deduce que V7, k:
—BE;

Aj _ _—B(E;—E;) _ ©
)\_k —e k) — —iE (3.52)

Y teniendo en cuenta la condicién de normalizacién, se obtiene:
e PFi

2 e

Es decir que los tnicos estados reducidos que son diagonales en la base de autoestados
de energia son los estados de Gibbs, como se queria demostrar. El resultado anterior permite
afirmar que si resolvemos la dindmica reducida de un sistema y obtenemos un operador densidad
diagonal, inmediatamente podemos asociarlo a un estado termal y obtener la temperatura
conociendo los autovalores de energia del sistema. Sin embargo, nada asegura que el operador
H que rige la dinamica del sistema coincida con su hamiltoniano libre, debido a la presencia de
interaccién con el ambiente. De hecho, en general la evolucién de sistemas abiertos no es unitaria
y no tiene, por lo tanto, un hamiltoniano asociado, sino que su evolucién esta gobernada por
una relacién del tipo (2.23). No obstante, si el sistema se equilibra asintéticamente, en algunos
casos sera posible encontrar un operador H,,,, que denominaremos Hamiltoniano de Enredo,
cuyos autovalores son las energias posibles del subsistema (asumiendo interaccién débil) y que
verificard una relaciéon analoga a (3.44), por lo que el estado reducido sera termal. En la siguiente
seccion analizaremos, para el caso de un sistema de dos niveles, bajo qué condiciones un operador
de densidad reducida no diagonal en el equilibrio tiene asociado un hamiltoniano de enredo, y
como esto permitira introducir la nocién de temperatura del sistema.

A\ = Vj=1,..N (3.53)

3.2.2. Condicién necesaria y suficiente para la existencia de un Ha-
miltoniano de Enredo

Consideremos un sistema cuédntico bipartito integrado por un qubit S en interaccién débil
con cierto ambiente F, de manera que el espacio de Hilbert asociado al sistema total es el
producto tensorial de los respectivos espacios, es decir Hsg = Hs ® HE.

Supondremos que inicialmente no hay correlacién entre los sistemas, por lo que el estado
inicial es un estado producto, que sin pérdida de generalidad puede escribirse en la forma:
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[$(0)) = 3~ Culien) © (cos 2|+) + € sem Z|-)) (3.54)
Donde
» {|+),|—)} es una base de Hg
» {|¢n)} es una base ortonormal de Hg
= vy ¢ definen el punto sobre la esfera de Bloch asociado al estado inicial del qubit

= (), son las amplitudes que definen la ocupacion inicial del ambiente y satisfacen la con-
dicion de normalizacion Y |C,[* = 1.

En virtud del comentario realizado al comienzo de este capitulo, nos restringiremos al caso
en que dim(Hgs) < dim(Hg), ya que esto puede permitir que el ambiente sea percibido por el
sistema como bano térmico capaz de inducir un estado de equilibrio.

Supongamos entonces que bajo las condiciones descritas, efectivamente se produce un estado
de equilibrio. Tomando la traza parcial sobre los grados de libertad del bano, obtenemos el
operador de densidad reducida del qubit, que en virtud de su hermiticidad y por poseer traza
1, puede escribirse de la siguiente forma:

P (Cnyyp) = 1 try(pg)

1
I 5 + A(Cn777 Spat> B<Cn777 Soat)
= 11m

o0 * 1
" B (Cn,vs0,1) 5 = AlCn 7, 0:1) (3.55)

1
iy a(Cn77790) b(Ona77 ‘:0)

12 1
b*(cnv e ‘;0) 5 - CL(Cn, e ‘10)
Luego, la idea central en el trabajo [16] que permite introducir la temperatura de enredo es
que dicha densidad reducida, por encontrarse en equilibrio con un bano térmico y por analogia
con el caso clasico, corresponde a una distribucién canonica:

e PH

©  pop = 3.56
pS PC.E. t”r‘(e_BH) ( )

donde H es cierto operador que deberd determinarse, y 3 sera el inverso de la temperatura de
enredo.

Obsérvese que, dada la positividad de pZ°, siempre es posible encontrar un operador H que
satisfaga una relacién del tipo (3.56), por lo que todo estado reducido es, potencialmente, un
estado termal.

Por otro lado, la ecuacién (3.55) muestra que el operador p3° presenta dependencia explicita
en el estado inicial. Si efectivamente dicho operador corresponde a un estado termal, esta
dependencia se trasladara a SH. Pero el hamiltoniano H que gobierna la dindmica en el régimen
asintético no puede (o al menos, no deberfa) depender del estado inicial. Por lo tanto, dicha
dependencia (si existe) debe encontrarse contenida completamente en el parametro 3. Se tendré
entonces que la posibilidad de asociar p%° con un estado termal es equivalente a que exista un
operador H,.,, que denominaremos hamiltoniano de enredo, independiente del estado inicial,
que satisfaga la ecuacion (3.56). Luego, dado que la dependencia en el estado inicial sélo se verd
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incluida en 3, se tendra que distintos estados iniciales, gobernados para tiempos largos por el
mismo hamiltoniano de enredo termalizardn a distintas temperaturas de enredo inversas [3.

A continuacion se emplearan las observaciones anteriores para caracterizar las densidades
reducidas asintoticas que admiten un hamiltoniano de enredo y que por lo tanto, tienen asociada
una temperatura de enredo.

Sea {|¢1(t)) ,|¢2(t))} la base en la cual el operador densidad reducida p,(t) es diagonal V¢t .
Si es posible establecer la correspondencia (3.56), la relacién funcional entre los operadores Py
H.,, implica que éste tltimo también tendrd una expresion diagonal en esa base. Si denotamos
por {e,—¢} alos autovalores de H,,,, y por {\1,\2} a las correspondientes poblaciones naturales,
tendremos que en la base elegida:

ia € 0 oco(dia, A 0
H{ = (0 _6) p ) = (01 A2) (3.57)

Obsérvese que si pgo(diag) puede obtenerse de p2° a través del cambio de base

prEln) = Q1p=Q (3.58)

entonces mediante el cambio de base inverso podemos obtener la forma explicita de H,,, en la
base {|+),|—)}:

Hepr = QH499) ()t (3.59)

Naturalmente, las matrices @ y Q' dependeran en general del estado inicial del qubit, y
en virtud de (3.59), esta dependencia se trasladara al hamiltoniano de enredo, lo cual segin lo
comentado en los parrafos anteriores, queremos evitar. Concluimos entonces que el problema
de determinar bajo qué condiciones una densidad reducida admite un hamiltoniano de enre-
do equivale a caracterizar las matrices del tipo (3.55) que, a pesar de su dependencia en el
estado inicial, se diagonalizan en una base fija independiente de C,,, v y ¢. En esa direccidn,
comenzamos calculando los autovalores y autovectores de (3.55):

o+ /@ oP
| . (a+ /@ 1 [BP)2 + |b]2
>‘1:§+ Va’2+|b’2:>|w1>: b 7|||¢1>H: \/ |b|
1
(3.60)
a— ~/a? — |b|?
o b Ja— TR+ b
a? 4 [b]? = [1h2) = A2) ] = D
1
(3.61)

De modo que las matrices de cambio de base que simultaneamente diagonalizan a los operadores
Py H.,, son:

a++/a?+ |b|? a—+/a?+|b)?
* 2 2)2 2 * _ 2 232 2
o_ml? V0@t @R+ b2 b/ — /a®  [2)2 + o

1 1

Via+ V@ RPR+ P \fa— /a2 + [bP
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a—++/a? + \b|2 1

QT - |b| b\/(a + CL2 + ’b‘2>2 -+ |b|2 \/(a + CL2 + ’b‘2>2 + |b|2
E 0~ /i ¥ I )

(o = VETTRR + bR (0= @+ TR +

Luego, por medio de (3.59) obtenemos la expresién de H,,, en la base {|+),|—)}:

a b
2 b2 2 b2
Hony = QH,Q == | VO " i Va_z b (3.62)
Va2 + b2 /a? + b

La ecuacién (3.62) muestra una evidente dependencia con el estado inicial a través de los
coeficientes a y b. Concluimos entonces que en general, por mas que una densidad reducida
arbitraria posea limite asintético constante (se equilibre), no tiene asociado un hamiltoniano
de enredo independiente de las condiciones iniciales, por lo que no corresponde a un estado
termal. Sin embargo, existe una relaciéon particular entre los parametros a y b que independiza
H.,, del estado inicial. Obsérvese que si existe una constante s independiente de v, ¢ y C, tal
que b = ka, y en virtud de que a € R, se tiene:

a rRa
2 2 2 2 1
Hem“ =& \/a I,:;alﬁ;&‘ \/a j_a‘/ia’ = —8 ( % r > (363)
NG

Va +[kal? /a? +[kal?

O sea que H.,, se vuelve independiente del estado inicial del qubit.
Reciprocamente, supongamos que (3.62) es independiente del estado inicial. Las entradas
H, . vH,., seran sendas constantes C; y Cy, de donde se deduce que:

enr

b
/2 b2 C
b/a = %H = 52 = k(constante)
1

va?+ |b)?
En resumen, hemos demostrado la siguiente

Proposicion 3.2.2. La condicion necesaria y suficiente para que una densidad reducida asintoti-
ca en equilibrio de la forma (3.55) tenga asociado un hamiltoniano de enredo es que ezista una
constante k, independiente del estado inicial, tal que

b(Cr, 7, ¢) = ka(Ch, 7, @)

En ese caso, la expresion para el hamiltoniano de enredo es es:

€ 1 &
Henr * 3.64
V1+|k[? <"6 _1> (3.64)

Esperamos, en general, que la cantidad adimensional x que determina dicho operador pueda
construirse a partir de los parametros relevantes del sistema y de su interaccién con el ambiente
(frecuencias caracteristicas, constantes de acoplamiento, constantes universales, etc).
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3.2.3. Exploracién del Hamiltoniano de enredo

A continuacion analizaremos la evolucion unitaria de un qubit sometido a la accién exclusiva
del hamiltoniano de enredo. Es claro que en el contexto de este trabajo, H.,, solo pretende
guiar la evolucién en el régimen asintético (recordemos que durante el proceso de termalizacién
la evolucién no es unitaria). Sin embargo, resulta ilustrativo analizar este caso para intentar
comprender por qué, en efecto, este operador juega un papel relevante en la termalizacién
asintotica.

La evolucién unitaria del operador densidad sometida a este hamiltoniano esta dada por
la ecuacién (2.17), o sea:

dp 1
ot h
Empleando las ecuaciones (3.62) y (3.55) se obtiene que el conmutador vale

[Henra p] (365)

2¢e 0 B — kA
[Hem”7p] - TW (B* —k*A 0 ) (366)
lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
DA
94 _
ot 3.67
{%—Jf = —iwB +iwkA ( )
donde w esta dado por la expresion
2
W= (3.68)

h/1+ |k|?

La solucion del sistema es sencilla de obtener dado que las ecuaciones quedan desacopladas. Si
el estado inicial satisface A(0) = Ay y B(0) = By, entonces:

A(t) = Ay, Vit
(t) = 4o , (3.69)
B(t) = (By — kAp) exp (—iwt) + kA
por lo que observamos que las poblaciones permanecen constantes en el tiempo, mientras que
las coherencias presentan un comportamiento oscilatorio con frecuencia w.
En particular, se aprecia que si inicialmente se satisface la condicién de la proposicién (3.2.2),

el sistema permanecera en dicho estado:

B(t) = /iAO = BO Vi
Las observaciones anteriores permiten establecer una posible descripciéon cualitativa del proceso

de termalizacion. En primer lugar, la accion de los operadores de Kraus que rigen la evoluciéon
debe poder aproximarse, para tiempos grandes, por la acciéon de un unico operador Uy, o sea

(3.70)

p(t) = Z M;(t)p(0) M (£) ~ Uenr () p(0) UL, (1) i t — o0 (3.71)
donde _
Unnr (t) = exp (—ZT) (3.72)

Luego, si el sistema en cierto to >> 0 pasa por el estado particular que satisface la condicién
B(ty) = kA(tp), en virtud de (3.70), permanecera en ese estado para todos los tiempos poste-
riores. La plausibilidad de este mecanismo asi como el papel del enredo en el proceso deberia
ser objeto de estudios posteriores.
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3.2.4. Estados termales en la esfera de Bloch

Un interesante corolario de la proposicion (3.2.2) resulta si analizamos la implicancia de la
restriccion

b(On, Y, (,0) - ﬁa(onu Vs 90)

respecto a la ubicacion de los estados termales en la esfera de Bloch. Se resume en el siguiente
enunciado:

Proposicion 3.2.3. Los estados termales accesibles a un qubit en interaccion con un ambiente
dado se ubican sobre un diametro fijo de la esfera de Bloch.

En virtud de (3.2.2), sabemos que los estados que se vuelven termales en el régimen asintético
son de la forma:

5 +a Ka

*

K'a = —a
2

Donde la dependencia en el estado inicial se encuentra exclusivamente en el parametro a. Por
otro lado, sabemos que todo operador densidad reducida puede expresarse en términos de las
componentes del vector de Bloch B = (u, v, w) en la forma:

o L fld+w u—iv
Ps _§(u—|—iv 1—w) (3.74)

Luego, comparando ambas expresiones se obtienen las relaciones:

beas=)rs
s(u—iw) = ka (3.75)
%(u +iw) = K*a

Resolviendo dicho sistema se encuentra para el vector de Bloch:
B = 2a (R(x), =S(k),1) (3.76)

Obsérvese que la direccion del vector de Bloch esta definida exclusivamente por el parametro
k que define el hamiltoniano de enredo (3.64), mientras que la dependencia en el estado inicial
a través de a interviene solamente en el médulo de dicho vector. Luego, como x esta dado por
la naturaleza fisica del sistema en cuestion, que consideramos determinada a priori, todos los
estados termales para una configuracion fisica dada (es decir, para un valor de k fijo) se ubicardn
en un didmetro fijo de la esfera, determinado por la direccién (3.76) (Fig.(3.1)). La ubicacién
exacta de cada estado termal sobre dicho diametro dependera del estado inicial a través de
a. En otras palabras, para un qubit en interaccién con un ambiente dado cuya dindmica esta
regida por la cantidad adimensional k, el subconjunto de la esfera de Bloch que resulta de
intersecarla con la recta

x = 2aR(k)
y = 2a3(K) (3.77)
z=2a

es el atractor de los estados iniciales que termalizan bajo esa dindmica. Por ejemplo, para a = 0

el operador densidad se reduce al estado

O N
= O
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cuyo vector de Bloch es (0,0,0), que se ubica en el centro de la esfera (y por lo tanto, perte-
nece a cualquier didmetro). En la proxima seccién veremos que dicho estado corresponde a la
temperatura de enredo 7" = 00).

0.8 4
0.6 —

04 B A2a(Re(r), I m(x),1)
0:2:~

,02 s
-0.4 —
-0.6

-0.8 -

0 05 ) 0.5

Figura 3.1: Estados termales en la esfera de Bloch. La dindamica definida por el parametro s
determina una direccién privilegiada, ilustrada por el vector de Bloch B. En azul se representa el
lugar geométrico de los posibles estados termales para este sistema, que corresponde al diametro
que contiene al vector de Bloch.

3.3. Temperatura de enredo

3.3.1. Definicién

Una vez caracterizadas las densidades reducidas en el equilibrio que admiten un hamilto-
niano de enredo, es posible plantear una definicién coherente para la temperatura de enredo. Sea
pY una densidad reducida asintética tal que 3k € C' que satisface b(C,, v, ©) = k.a(Cp,7, ¥).
Entonces, segin lo demostrado en la secciéon anterior, es valida la asociacion:

oo EXP (=BHeny)

Ps = tr(exp (—BHun))
donde H.,, esta dada por la expresion (3.64). Definimos entonces la Temperatura de Enredo
como el inverso del nimero real 3, dependiente en general de las condiciones iniciales, que
satisface (3.78). Claro estd que la definicién anterior se puede extender a sistemas de dimensién
mayor que 2, siempre que el estado reducido corresponda a un estado termal (3.78). Obtener
una condicién equivalente a la hallada para qubits en (3.2.2) seria de gran importancia para
asegurar que la temperatura se encuentre bien definida.

(3.78)
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3.3.2. Propiedades

s Cldlculo a partir de los autovalores
La relacion (3.78) en la base que diagonaliza ambos operadores se traduce a las ecuaciones:

—Be Be
M= A= —
6—,85 + 6ﬁ5 6—65 + eﬁa
de donde ) . 5
—2 — 2ﬁ8 —_ — = —8
o= o Ty = 5 — (3.79)
g N

Es importante aclarar que la expresién (3.79) permitiria, a priori, asignar una temperatura
a cualquier estado reducido, ya que los autovalores de la densidad reducida son siempre
positivos (o a lo sumo, uno de ellos es cero). Sin embargo, dicha relacién fue obtenida bajo
el supuesto de que dicha densidad reducida corresponde a un estado termal del sistema
dado. Por lo tanto, su empleo en situaciones més generales conlleva el riesgo de asociar
una temperatura a sistemas que pueden no presentar en absoluto un comportamiento de
tipo termodinamico.

= La temperatura de enredo es cero para estados puros
Estados puros se caracterizan por el hecho de que los autovalores de la densidad reducida
son 1y 0. Luego, en virtud de (3.79) se obtiene 7" = 0.

= Fs infinita para estados maximamente mezclados

En el caso de estados maximamente mezclados, la densidad reducida posee valor propio
1/2 con mutiplicidad 2. Luego, de acuerdo con (3.79) se obtiene T' = co. Esta propiedad
y la anterior sugieren que la temperatura de enredo es una medida de la pureza del estado
reducido, o equivalentemente, del enredo presente entre los sistemas.

s Ley Cero

Extensiones a sistemas de dimensién mayor son necesarios para establecer un enunciado
general sobre la Ley Cero. Nos restringiremos entonces a 2 qubits en interaccion que
alcanzan sendos estados termales

6_51 H, e_Bsz

_ - 3.80
P1 tT(@fﬁlHly Pa tT’(GfBQH?) ( )

En virtud de la descomposicién de Schmidt, si el sistema compuesto evoluciona de manera
aislada entonces existen bases ortonormales de Hs v Hg en las cuales el estado global se

escribe o
) =) Aled) ) (3.81)
J

Luego, los estados reducidos tendran los mismos autovalores. Como la temperatura de-

pende exclusivamente de los autovalores, se obtiene 3, = £,

» Relacion con la Entropia de Von Neumann

En la primera seccion mostramos que los estados termales son diagonales en la base de
autoestados de energia. Entonces, bajo la suposicion de interaccion débil se tiene:

(BY = AE) + (1 — \)Ey — d(E) = d\(E, — E»)
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Por otro lado
1
S = —=MAlog(A) — (1 = Nlog(1 — X\) — dS = —log(N)dA + log(1 — \)dA = log(T)\)dA

Luego:
1—A
ds los(——)
dE Ey—FE, T
luego, en virtud de (3.79) la definicién es consistente con la definicién usual de tempera-
tura.
Relacion con la Energia libre de Helmholtz

Veremos que en este marco tedrico, la energia libre de Helmholtz satisface una relacién
analoga a la conocida de la Mecanica Estadistica.

Partamos de la definiciéon termodinamica como la transformada de Legendre de la energia
interna, cuyo anédlogo en nuestro caso es el valor esperado del Hamiltoniano £ = (Hg):

(FY=E—TS (3.82)

En este contexto, T serd la temperatura de enredo y S la entropia de Von Neumann.
Para mantener la analogia, agregamos una constante Kp a la definicién de la entropia.
Entonces:

F=E-TS

= MNE, —T(—Kpg Ajlog(A;
Zj: J g ( Zj: g(Aj)) (3.83)

= 3", + KT log(A)

e PEj

m. Por lo tanto:
k

Pero en virtud de que el estado es termal, \; =
_ o 0E;
F=> X\ |Ej+KgTlog (—H
—BE
r I > ope PP
=> N |Ej+ KgT (-ﬁEj —log (Z e_BEk>)]
J L k
=Y N |Ej— E; — KpTlog <Z e—ﬁEk)]
J L k
= — Z /\]KBT IOg (Z 6_5Ek)

J k

= —KgTlog <Z e‘ﬁEk> Z)\j
J

K
= —KgTlog(Z)

(3.84)

donde se definié Z = tr(e ?fs) = 3", e PPk, Es decir que la traza del operador densidad
reducida ocupa un papel andlogo a la funciéon de particién clasica, como era esperable.
Remérquese la importancia de que en el calculo anterior el estado sea termal.
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Es sencillo observar que a medida que los estados evolucionan desde la superficie de la
esfera de Bloch (T' = 0,5 = 0) hacia el interior (por ejemplo, durante un proceso de
termalizacion), la energia libre disminuye. Esto estd de acuerdo con la intuicién de que
cuanto mayor sea la incerteza asociada al estado, menor es nuestra capacidad de extraer
trabajo del mismo. Un trabajo reciente e interesante que trata estos aspectos es [48].

Una vez obtenida la energia libre estamos en condiciones de desarrollar toda la termo-
dinamica del enredo y estudiar sus implicaciones, objetivo que trasciende las aspiraciones
de este trabajo pero que se encuentra entre las lineas a seguir en futuros desarrollos del
tema.

3.4. Ejemplo: Termalizaciéon bajo proyectores ortogona-
les

En esta seccion estudiaremos las posibles termalizaciones que puede alcanzar un qubit en
interaccién con un bano térmico cuantico, en el caso de que su evolucion reducida esté guiada
por operadores de Kraus que poseen la caracteristica de ser proyectores ortogonales. Si bien se
trata de un tipo de evolucién restringido dentro del universo de posibilidades, la simpleza de la
dindmica resultante permite realizar una exhaustiva caracterizacion de los tipos de termalizacién
que puede alcanzar el qubit, lo cual resulta ilustrativo de los conceptos trabajados en este
capitulo. Consideremos un sistema bipartito SE cuyo espacio de estados es

Hsrp = Hs @ HE

y tal que la evolucion restringida al sistema S estd dada por (2.23). Asumiremos que existe
un conjunto ortogonal {|¢,)} C Hg tal que cada operador de Kraus se escribe en la forma
M®) = |, ) (1), |. Luego, el operador densidad reducida al tiempo t serd:

Ps <t> - Z M(k)ps (O)M(kﬁ
k

= ) (W, ps (0|, ) (1),
k

(3.85)
= Z ’wk><wk|¢0><¢o‘wk><wk’
k
=D ol Pl
k
Noétese que al aplicar pg sobre los estados {|¢)} se obtiene:
ps’@%) = Z |<%|¢k>|2’¢k><¢k|%>
k
- Z |<¢O|¢k>|2|¢k>§kk/ (386)
k

= Keolto )1,

La ecuacion (3.86) muestra que los estados {|¢x) } son autoestados de la densidad reducida,
y que los autovalores son el médulo cuadrado de la proyeccién del estado inicial sobre los
correspondientes autoestados.

Analizaremos ahora el comportamiento asintotico en el caso de que el sistema de interés sea
un qubit S en interaccién con un ambiente E en el estado inicial (3.54), y supondremos que se
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verifica la condicién de la proposicion (3.2.2). Los autovalores de la densidad reducida pueden
calcularse directamente a partir de su expresion:

1
- 5 +a Ka
P, = 1 (3.87)

Obteniéndose:

1
Ny = 5 £ a1+ P (3.88)

Pero por otro lado, la ecuacién (3.86) nos proporciona otra forma independiente de calcular los
autovalores. Empleando los autoestados (3.60), (3.61) y la condicién inicial (3.54) se obtiene:

My = [(O)da) [ = = & ————(cos + R(x) sin~ cos o) (3.89)

RPN T

Luego, comparando (3.88) y (3.89) se obtiene el valor de a:

1 1 1
— 4+ —— [cosv+ R(k)sinvycosp| = = +ar/1+ |k|?
5t 5 1+|W[ 7+ R(k)sinycos ] = 5 £ ay/1+ k]
_ L cosy + R(k)s ] (3.90)
a4 = — |COS K ) S111 7Y COS .
21+ [wP) 7 TR

y podemos, por lo tanto, expresar la densidad reducida asintética exclusivamente en términos
del parametro dinamico x y de los angulos que definen el estado inicial del qubit:

1 1 K
— + ——[cosv + R(k) sin v cos ——lcosy + R(k) siny cos
o W feosy+ R(x)sinyeosg] S = b feosy + R(x)sincosg]
—[cos k) sin 7y cos — — ——Icos K) sin vy cos
21 + u2) 7 TR T k) T TCos P

(3.91)
mientras que para la temperatura de enredo, que depende exclusivamente de los autovalores
(3.89), se obtiene la expresion:

2e
1+ |k]2 4 (cosy + R(k) siny cos p)
V14 k]2 — (cosy + R(k)siny cos )
Las curvas de nivel en la esfera de Bloch se obtienen planteando T = cte = Ty. Esto

equivale a la ecuacién cosy + R(k) siny cos ¢ = cte, que expresada en coordenadas cartesianas
x =sinycosy, y = sinysin p, z = cosy luce asi:

(3.92)

2+ R(k)x = cte (3.93)

La ecuacion (3.93) representa una familia de planos paralelos ortogonales a la direccién (R(x), 0, 1),
cuya interseccion con la esfera de Bloch resulta en una familia de circunferencias paralelas, cada
una de ellas caracterizada por cierto valor de temperatura de enredo asintética. En otras pala-
bras, encontramos conjuntos densos de estados iniciales que, en caso de termalizar, lo haran al
mismo estado termal (termalizacién parcial).

Prosigamos con este analisis desde el punto de vista geométrico asumiendo que x € R.
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Los autovalores de pg°, para k € R, son:

1 1
AM@o) == F ——(2+ ke 3.94
Obsérvese que para los estados iniciales tales que z + kx = 0, la densidad reducida adopta
la forma de un estado maximamente mezclado:

L
0 1)

que corresponde al valor de temperatura 7" = co. A medida que nos desplazamos sobre la su-
perficie de la esfera hacia los polos definidos por la direcciéon (., 0, 1), la temperatura disminuye.
En particular, sobre los polos:

K 1 K 1
707 [ a07_
(\/1—1—#&2 \/1+I€2> ( V14 k2 \/1+ﬁ2)

los autovalores son 1 y cero, por lo que los estados reducidos son puros. Esto indica que, o bien
el sistema no se entrelazé con su ambiente, o que las correlaciones disminuyeron hasta anularse
en el régimen asintético. Estos estados corresponden al valor de temperatura de enredo 7' = 0.

A esta altura, surge preguntarse sobre la posicién en la esfera de Bloch del estado asintético.
Consideremos para ello una curva de nivel de temperatura arbitraria, dada por interseccion de
la esfera con uno de los planos de ecuacién 7 : z + kx = p. Dado que el vector de Bloch es
proporcional a (k,0, 1), serd ortogonal a dicho plano. La distancia desde el centro de la esfera
a este plano vale:

(3.95)

|p|
V14 K2

mientras que el médulo del vector de Bloch asociado al estado termal (3.76) estara dado por:

d((0,0,0),7) = (3.96)

|B| = 2|alv/R(k)? + S(k)? + 1 = 2[a]v1 + &2 (3.97)

Donde a corresponde a la ecuacién (3.90). Se obtiene entonces:

_ 1
Bl =2—————|cosy+ ksinycosplv1+ k2

_ lplv1+ k2

14 k2 (3.98)
|

N

=d((0,0,0), )

Los resultados obtenidos en esta seccion se resumen en la siguiente

Proposicion 3.4.1. Sea un qubit S cuyo estado reducido es guiado en el régimen asintotico
por operadores de Kraus My = |1,) (¢, | y My = |1,) (1, | tales que (,]1,) = 0. Entonces, si el
sistema termaliza se tiene que:

s Las curvas de nivel de la temperatura en la esfera de Bloch son circunferencias paralelas
» Fl estado termal alcanzado por los estados iniciales en cada curva de nivel coincide con

el centro de dicha curva

30



Obsérvese que este resultado es consistente con la proposicién (3.2.3), ya que la unién de
los estados que se ubican en los centros de circunferencias paralelas determina un diametro fijo
de la esfera de Bloch. Esto se ilustra en la siguiente figura:

Tr:Kr+2z=c¢

oo kT +2=0

Figura 3.2: Curvas de nivel de la temperatura en la esfera de Bloch para el caso k € R bajo evolucién
guiada por proyectores ortogonales. El vector de Bloch B define el estado termal T'S asociado a los
estados iniciales que se encuentran en la interseccién del plano kx + z = cte con la esfera, como indican
las flechas. Se representan también los estados de temperatura cero (polos) y el plano que biseca la
esfera, cuyos estados termalizan a T' = oo.
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Termalizacion en la Caminata Cuantica
en la Linea

La caminata cuantica es el andlogo cuantico del famoso problema cldsico conocido como
caminata aleatoria (o paseo del borracho), y es el modelo tedrico en el que se introduce la
Temperatura de Enredo en la referencia [16].

El modelo es relevante en el contexto de este trabajo debido a que presenta equilibracién
en el régimen asintético, por lo que resulta adecuado para verificar algunos de los resultados
obtenidos en el capitulo anterior.

Debido a este interés en un aspecto especifico de la caminata (el termodindmico), la presen-
tacion del modelo se hara de manera sucinta. Luego, resolveremos su dinamica con condiciones
iniciales adecuadas a la intuicién de que un alto nivel de ocupacién del sistema mayor (espacio
de posiciones) puede inducir termalizacién en el susbsistema de interés (espacio de espines). En
efecto, se mostrara que bajo estas condiciones el operador densidad reducida corresponde a un
estado termal, que permite definir una temperatura de enredo dependiente del estado inicial y
dar interpretacién fisica al parametro x que caracteriza el hamiltoniano de enredo definido en
el capitulo anterior.

Para una presentacion mas completa del modelo y de sus diversas aplicaciones, particular-
mente en el terreno de los algoritmos en computacion cuantica, pueden consultarse las referen-

cias [42],[43].

4.1. El modelo

Consideremos una particula que puede ubicarse en posiciones discretas de la recta, que
etiquetaremos con los nidmeros enteros {n}, n € Z. En la caminata clasica, la particula se
movera en un sentido u otro con respectivas probabilidades p y 1 — p que resultan, por ejemplo,
de lanzar una moneda. Si queremos establecer un andlogo cuantico de este sistema, debemos, en
primer lugar, permitir que el caminante pueda encontrarse en superposiciones de estados. Esto
se logra asociando al caminante un espacio de de Hilbert H,, de dimensién infinita, generado por
la base ortogonal {|n)}, n € Z, donde cada elemento de la base puede asociarse a los estados
cldsicos del caminante. Por otro lado, dado que la moneda posee dos estados clésicos { R, L}, el
espacio de Hilbert asociado a su version cuantica, que denominaremos Hg, sera de dimensién
2. Si denotamos a una de sus bases por {|R),|L)}, entonces un estado arbitrario del sistema
total al tiempo t se escribe en la forma:

[0(1)) =Y In) @ [an(t)|R) + ba(t)|L)] (4.99)

La otra modificacion necesaria para establecer una versién puramente cuantica de la camina-
ta aleatoria tiene que ver con la evolucion. Sabemos que para sistemas aislados, la misma debe
ser unitaria. De esta forma, la accién de lanzar la moneda serd reemplazada por la aplicacién
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de un operador unitario genérico, que en 2D adopta la forma:

cosf send
Uy = (sen@ — cos 9) (4.100)

Mientras que el paso del caminante sera descrito por el operador de traslacion condicional:
T=> |n+1)(nl@[R)(R|+ Y [n—1)(n|@|L)(L]

Por lo tanto, la dinamica global estard regida por el siguiente operador actuando en el espacio
total H, ® Hg :
U=T(,®Uy). (4.101)

y al cabo de t aplicaciones, el estado del sistema estara dado por

[¥(t)) = U'l4(0)) (4.102)

Obsérvese que si partimos de un estado puro y dado que el sistema total se encuentra aislado,
el estado se mantendra puro ante sucesivas aplicaciones del operador (4.101). Sin embargo,
aunque partamos de un estado producto, es sencillo ver que las iteraciones tienden a enredar los
sistemas. Este enredo, potenciado por una amplia ocupacién del estado inicial, sera responsable
de la termalizacién que presentara el sistema en el régimen asintético.

4.2. Solucién general en el espacio de Fourier

Haciendo uso de la periodicidad que presenta el espacio de posiciones H,,, en las referencias
[49] v [50] se desarrolla un método general que permite resolver la caminata cudntica para
condiciones iniciales arbitrarias, transformando el problema al espacio de Fourier. Desarrollando
en la base dual de H,, dada por {|k) = > €*"|n)}, k € (—m, ), el estado (4.99) se convierte

en:

Pedk . ~
k) = / o 1K) @ [ar| R) + bi| L)] (4.103)
Mientras que el operador evolucién para una iteracion estara dado por:
e *cosh e *send
U = ( e*senf —e* cos 9) (4.104)

Por lo que el sistema evolucionard de acuerdo a
ot + 1)) = Ukler(t)) (4.105)

donde |,) = (k[t,) = (d,.5,)
Si denotamos )\i y )\i a los autovalores de (4.104), y a sus correspondientes autovectores

por
e =a, (1) e =5 () (4.106)

k k

donde o, y f3, representan constantes de normalizacién, podemos escribir el estado luego de ¢
iteraciones del operador (4.104) empleando su descomposicién espectral:

[, (1)) = U'l, (0)) = (\) (e, (0)) |y} + (A {ei ], (0)) o) (4.107)
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Luego, estamos en condiciones de obtener la densidad reducida escribiendo el operador
densidad para el sistema total y trazando en los grados de libertad de posicién. Si se definen
los parametros

F = u:*a}(O) + U:fk~(0) (4.108)
G, = uya, (0) +w;b, (0)
la densidad reducida adopta la forma:
o0 Jog s
= ("4 "2 4.109
s <ﬂ‘f§ pm) e
donde [49]
pu = 7 R = 7 [ad 2 4 541G, 7]+ O /)
=T a0 = 7 o [l F Pu) + BYG, Puwi] + O(1?) (4.110)
e = |7 Geabr = [T GE [l |F P o P + BUG, Plw, ] +O/?)

Luego, es claro que en el régimen t — oo tendremos equilibracion debido a que la dependencia
temporal figura en términos de orden ¢~/2. Sin embargo, esto no asegura que el estado obtenido
sea termal. A modo de ejemplo, en la referencia [50] se propone el siguiente estado inicial guiado
por una moneda de Hadamard (6 = w/4):

. 1 ,
V(7. 9)) = [cosn| = 1) + e¥seny )] @ E[Im +i[L)] (4.111)
y se obtiene el siguiente operador densidad reducido:
1
5+a b
o _ (2
Ps = ( b* %—a) (4.112)
donde: s
—(v2-1)?
a = ~2U% sen(29) sen (4.113)
_1)2 . — - ’
b= — 0220 gen(2y) sen(p) — [i¥2 — 324 en(2y) sen(y)]
El cociente b/a estda dado por:
b/a:1+z_2f —22 sen( 7)sen(<p):1_\/§+ V2 + (4.114)
( 2;1) sen(27) sen() sen(2v) sen(p)

y por lo tanto es explicitamente dependiente del estado inicial. Entonces, en virtud de la pro-
posicion (3.2.2) concluimos que este operador no corresponde a un estado termal a pesar de ser
un estado de equilibrio.

4.3. Caminantes extendidos en la recta

4.3.1. Obtencién de la densidad reducida

En esta seccién, obtendremos el operador densidad reducida para una situacién en la que el
estado inicial del caminante es fuertemente no local, a efectos de que un subespacio grande de H,,
se encuentre inicialmente ocupado. Esta eleccién se basa en algunos trabajos que sugieren que
una ocupacién inicial considerable del espacio de dimensién mayor favoreceria el establecimiento
de un equilibrio en el régimen asintético [46]. Si consideramos el estado incial:
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)"2ln} @ [cos (v/2) [R) + sen (7/2¢)"? | )| (4.115)

es claro que a medida que 0 — o0, la distribucion gaussiana se aproximara a una distribu-
ciéon uniforme, por lo que todo el espacio de estados del caminante se encontrara inicialmente
ocupado, satisfaciendo el requisito planteado en el parrafo anterior. Comenzamos hallando la
transformada de Fourier de las amplitudes iniciales

2 2

—n —nNn
€ 402 € 402

Voo c0s(7/2), b, (0) = oo sin(y/2)e"? (4.116)

a,(0) =

obteniendo:

@ (0) = X2 et (0) = 21 Ym/oe 70, (—2ikmo?, e ") cos /2
b (0) = £t etng (0) = 23 /m/ae 7" 0, (—2ikmo?, e 47 ) sin(vy/2)et

donde O3 es una de las denominadas funciones elipticas, definida ast:

(4.117)

0, (u,q) =1+ 25 ¢" cos 2u

Luego, para valores grandes de o se obtiene:

O,(=2ikmo?, e 7") 14 2[4 cos(—dikmo?) + e 1" cos(—8iko?) 4+ ..)] ~ 1 (4.118)
de donde:

{dk(O) nie etna, (0) = 2%\4/%\/56*’“2”2 cosy/2 = c(k) cosvy/2

Bu(0) = T __eibng (0) = 23 ¢/ /me 0 sin(/2)e — (k) sin(y/2)e? (4.119)

con c(k) = 2%%\/E€_k202. Obsérvese, por ejemplo, que al calcular la primera entrada de
la matriz densidad mediante las ecuaciones (4.108), (4.110) y (4.119), se obtiene:

™

o dk
Py = lim - %[OZZL|FI€|2—|—/B;1|GI€|2]

g—00
y Tdk ooy v T g2 4, % g * T ipg2
= lim 3 %Ck[%‘“k cos o + vy sen € 717 + B |uy cos 5 twsen e 217
T dk
= h;m 2—2%\/7?ae-z’f2025(k)
000 p (4.120)
2 /i Ws<o>
_ 2 =T
2m 2
= 5(0)
Donde
S(k) = o|u’ cos g + o7 sen gezﬂ2 + B|u’ cos g + w? sen f2ye“"|2 (4.121)
y por lo tanto
5(0) = offu cos; + v sen 2e“”|2 + B u} COS% + w! sen ;e’ﬂ2 (4.122)
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El calculo anterior implica que para esta condicién extendida, sélo se requiere el valor de
los pardmetros definidos en (4.106) para el caso k = 0. Esto era esperable, debido a que si
la dispersion del caminante en el espacio real es infinita, éste se encontrarda completamente
localizado en el espacio reciproco. Los valores de dichos pardmetos son, para k = 0:

1
u, = —send % =5
v, =cosf+1 ; C(l)s 2 (4.123)
w, =cosfh — 1 BOZQSQHQ

De donde se obtiene el siguiente resultado para la primera entrada del operador densidad:

p>° = ————[sen” f cos® T sen f(cos® + 1) sen~y cos ¢ + (cos @ + 1) sen 1]
" 16cost 3 2 2
(4.124)
+ ———[sen” 6 cos® T sen f(cos® — 1) senycos ¢ + (cos @ — 1)? sen” Z]
16sen? 5 2 2
cuya expresion simplificada luego de alguna manipulacion algebraica es:
1 in 4 si 0
pff _ y i cos@sm 81117(:08;0 + cos 6 cos y (4.125)
Andlogamente, para la componente p$3 se tiene:
g ﬂ%b~2_ ﬂ-4}72 * 4G2 *
o= [ SRR [ P+ GG, P
= lim —\/_/ oe 2 R(k)
oc—00 27T
4.126
= lim —\/_/ oe 2" R(k) ( )
oc—00 27T
— \/_\/>
= R k=0)
Donde se definié la funcién R(k):
R(k) = o|u’ cos g + 07 sen gew|2ukv: + B%|u’ cos g + w? sen ;ew|2ukw;‘ (4.127)

Luego, en virtud de (4.123):

R(0) =
—senf(cosf + 1
_ s (cos - 1 [sen? @ cos? T sen 0(cos + 1) seny cos ¢ + (cos @ + 1)* sen® z]
16 cos* § 2
—senf(cosh — 1
sen f(cos - ) [sen? @ cos? T sen f(cosf — 1) seny cos ¢ + (cosf — 1) sen® 1]
16sen? § 2 ’
(4.128)
cuya expresion reducida es
o = Sinesinesinvcosgo—i—cos@cosv (4.129)
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y un idéntico célculo deriva en la expresion siguiente para p3y:

o 1 sin 6 sin vy cos ¢ + cos # cosy
Py, = 5 —cosf
2 2

(4.130)

Obsérvese, a modo de verificacion, que se satisface la condicion de normalizacion p° + po° = 1.
En resumen, la forma definitiva para el operador densidad reducida asociado a la moneda es:

1 sin @ sin vy cos ¢ + cos 0 cos 7y ) sin # sin 7y cos ¢ + cos 6 cos y
5 + cosf 5 sin 6 5
Ps = sinf sin 6 sin 7y cos ¢ + cos 0 cos vy 1—0050 sin 6 sin 7y cos ¢ + cos 6 cos 7y
2 2 2
(4.131)
Que puede escribirse en la forma
1
s+a b
o _ 2
Py = ( ool a) (4.132)
con
sin 6 sin 7y cos ¢ + cos 0 cos vy
a = cos 5
) sin 6 sin 7y cos ¢ + cos # cosy (4.133)
b=sinf
2
Obsérvese que si calculamos el cociente entre los parametros b y a se obtiene:

b in@
(ne) _sinb g (4.134)

a(y,¢)  cost

O sea que en este caso, a diferencia de (4.114), dicho cociente si resulta independiente del
estado inicial. Eso implica que nos encontramos en las condiciones de la proposicién (3.2.2), por
lo que podemos afirmar que la densidad reducida obtenida en este caso corresponde, en efecto
a un estado termal. Esto garantiza que la temperatura de enredo se encuentra bien definida.

Atribuimos la diferencia entre ambos comportamientos al hecho ya mencionado de que una
mayor ocupacion inicial del subsistema mayor puede generar que, desde el punto de vista del
subsistema menor, el ambiente que lo rodea sea percibido como una reserva térmica. Luego,
por analogia con el caso macroscopico, una temperatura puede ser asociada al subsistema.

Por otro lado, apréciese que podemos dar una interpretacion en este contexto al parametro
r definido en (3.2.2). En virtud de (4.134) se obtiene

K= b_ tand (4.135)
a
que corresponde, en este caso, a la tangente del angulo 6 que define al operador asociado
a la moneda y que determina la dinamica de la evolucién. Esto era esperable, ya que las
unicas cantidades adimensionales que podemos construir a partir de los parametros relevantes
asociados a la dindamica son funciones de 6, que es el inico parametro del modelo y es, en si
mismo, ya un adimensional.

4.3.2. Temperatura de Enredo
Los valores propios de (4.131) son

1  cosfcosy+senfsenycosep 1
Ao === ==
T 2 2

+ g (4.136)
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donde
X = cosf cosy + sen @ sen -y cos ¢ (4.137)

por lo que de acuerdo con (3.79), la temperatura de enredo es proporcional a

log [ V2T X
V2 —x

Las correspondientes curvas de nivel sobre la esfera de Bloch quedan entonces definidas por
la ecuacion x = cte, o sea:

-1

(4.138)

cos f cos~y + sen f sen vy cos ¢ = cte (4.139)
o equivalentemente, en coordenadas cartesianas x = sen -y cos g, y = sen-ysen @, z = cos~y:
xsenf + zcosf = cte (4.140)

La ecuacién (4.140) representa una familia de planos paralelos, ortogonales a la direccién
(sen @, 0, cos ) determinada por el pardmetro x = tanf. La interseccién de dichos planos con
la esfera de Bloch resulta en una familia de circunferencias tales que, para todos los estados
iniciales contenidos en cada una de ellas, se alcanza la misma temperatura de enredo asintética.

Prestemos atenciéon a los casos limite:

= x=0.
La ecuacion (4.140) representa un plano por el origen, que por lo tanto divide a la esfera

de Bloch en dos semiesferas idénticas. Los estados iniciales asociados a puntos en dicha
circunferencia termalizaran, segun (3.79) a T' = oo.

| ] X = ]_
En este caso, cada uno los planos xsenf + z cos@ = £1 interseca a la esfera de Bloch en

un unico punto. Los correspondientes estados son ortogonales (diametralmente opuestos
en la esfera) y estan dados por las coordenadas (y =60, =0)y (y=7— 0,0 =m).

Dichos estados iniciales termalizaran a 7' = 0. De hecho, puede verse que corresponden
a los autoestados del operador unitario que rige la dinamica de la moneda, y que por lo
tanto, no se entrelazan con los grados de libertad de posicién ante sucesivas aplicaciones
del operador. Esto implica que el estado global es separable Vt. El siguiente grafico muestra
la dependencia de la temperatura de enredo con el pardmeto x para 0 = 7 /4:

kT
£

Figura 4.1: Temperatura de enredo adimensional en funcién de x para el caminante cudntico con
distribucién inicial uniforme en el espacio de posiciones. La misma es divergente para x tendiendo a
cero, y tiende a cero con tangente vertical en xy =1
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Mientras que las curvas de nivel se representan en las siguientes figuras

wzw%
Oom/z =

Figura 4.2: Curvas de nivel de la temperatura de enredo en el espacio (7, ¢) para la caminata de
Hadamard con distribucion inicial uniforme. La linea gruesa central corresponde a T’ = oo, mientras que
los centros de las curvas cerradas estan asociados a los estados de temperatura nula (v = 7/4, o = 0)

Y('y:37r/4)§0:ﬂ-)

0.5

Figura 4.3: Curvas de nivel de la temperatura sobre la esfera de Bloch para la caminata de pardmetro
k = tg(0) y distribucién inicial uniforme. El plano inferior biseca a la esfera de Bloch, de manera que
los estados iniciales sobre esta curva termalizan a T" = oco. El plano superior es tangente a la esfera
en el punto indicado, cuyo estado asociado termaliza a T' = 0. Se representa también una isoterma
intermedia.

Este tipo de termalizacién es idéntico al obtenido en la proposicién (3.4.1) al analizar el
caso de la evolucién bajo proyectores ortogonales, lo cual exige un andlisis mas profundo. Si
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calculamos el médulo cuadrado de la proyeccién del estado inicial del qubit
|05) = cos (7/2) |R) + e sen (v/2) |L) (4.141)

sobre los autoestados de la densidad reducida (o equivalentemente, del hamiltoniano de enredo)
dados por:

0 0
|t1) = —sen §|R> + cos §|L)

4.142)
0 0 (
|thg) = cos §|R> + sen §|L>
se obtiene:
1 cosfcosvy+ senfsenycosy
(o) ? = 5 + =A
2 2
(4.143)
(a0, = 1 cos f cos 7y + sen @ sen y cos _

2 2 -
que corresponden a los autovalores del operador p° hallados en (4.131). Luego, la descomposi-
cion espectral de dicho operador seréa:

Py =AU+ A [,) (]

= [{o ) P192) (0| + {00 [¥2) P [9,) (s

= ([0 ) (o[ [1) (0, | 4 (ul00) (00 [0,) [002) (¥, (4.144)

= ‘w1> <w1 ‘900> <900 |w1><w1 ‘ + |1/}2> <Z/}2 |S00> <900 |1/}2> <w2 |

- Mlps(O)MlT + M2PS(O)M2T
donde se definié M, = |¢1) (¢, |, M, = |12)(¥,] v se empled que p,(0) = |¢,){p, |- Esto muestra
que, efectivamente, el estado reducido admite una descomposicion de Kraus en términos de
proyectores ortogonales, cada uno de los cuales se construye a partir de los correspondientes
autovectores del hamiltoniano de enredo. Estamos entonces en las condiciones de la proposicion
(3.4.1) y las curvas de termalizacién deben ser, por lo tanto, circunferencias paralelas, hecho
que fue verificado explicitamente resolviendo el modelo.

Para finalizar, analizaremos la disposicion geométrica de los estados termales obtenidos en
la esfera de Bloch. Para ello, consideremos una curva de nivel dada por la ecuacion

X = cosf cosy + senfsenycosp = x, = cte (4.145)

El correspondiente estado termal es:

=g (e 1 o) (10

que se representa mediante su vector de Bloch
B = y,(sen 6,0, cos 0) (4.147)
el cual es evidentemente perpendicular a la curva de termalizacién y verifica que |B] = |x,|.

Un célculo directo muestra también que la distancia desde el origen al plano 7 que contiene la
curva de termalizacion es

4((0,0,0),7) = ——ol____ | (4.148)

Vsen? 6 + cos? 6
por lo que el estado termal se ubica en el centro de su curva de nivel asociada. Luego, dado que
las curvas de nivel son circunferencias paralelas, el conjunto de los estados termales accesibles
al qubit es el didmetro de la esfera de Bloch definido por la direccién (sen @, 0, cos@), lo cual
concuerda con el resultado de la proposicién (3.2.3).
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Termalizacién en el modelo de
Jaynes-Cummings

Desde se aparicién hace ya mas de medio siglo en el articulo seminal [17], el modelo de
Jaynes-Cummings se ha convertido en uno de los modelos paradigmaticos dentro de la MC
de interacciones y ha sido objeto de numerosa cantidad de estudios. El modelo estudia la
interaccién de un atomo de 2 niveles con un modo cuantizado del campo electromagnético. La
absorcién o emisiéon de fotones con la correspondiente transicion del electron entre los estados
excitado y fundamental presenta un colapso con posterior resurgimiento de oscilaciones en
las poblaciones, un comportamiento extremadamente no clasico que evidencia la naturaleza
cuantica de la radiacion electromagnética. El empleo de este modelo ha permitido comprender
propiedades basicas del enredo cuantico asi como prosperar en el camino de entender el vinculo
entre el mundo cudntico y el clasico [52].

En este trabajo nos centraremos en analizar si bajo ciertas condiciones el sistema puede
presentar un comportamiento termodinamico. Dado que la dimensién del espacio de Hilbert
asociado a los fotones es mucho mayor que la correspondiente al del atomo, existe la posibilidad
de que éste perciba a los fotones como un bano térmico y que el entrelazamiento producido
durante la evolucién conduzca a un estado de equilibrio. Por otro lado, sabemos que para estados
coherentes del campo electromagnético, el sistema alcanza estados que parecen de equilibrio
para luego abandonarlos y retomar el comportamiento oscilatorio, lo cual es un fuerte argumento
en contra de nuestra hipdtesis anterior.

Basados la idea de que una importante ocupacion del ambiente en el estado inicial favorece
el establecimiento de un equilibrio, analizaremos la interaccion del atomo con una distribucién
ancha y uniforme de fotones. Si bien dicho estado inicial no corresponde a la realidad fisica
estandar del laboratorio, permitira investigar si los estados de equilibrio son posibles a pesar
de la evoluciéon unitaria del sistema global.

A continuacién haremos una breve introduccion al modelo, para luego adentrarnos en su
estudio desde el punto de vista recién expuesto. Para adquirir una idea de los numerosos enfo-

ques desde los que se ha analizado el modelo y sus aplicaciones, puede consultarse por ejemplo
[51]

5.1. El modelo

Consideremos un sistema compuesto por un atomo de dos niveles en una cavidad éptica en
interaccion con un modo cuantizado del campo electromagnético de frecuencia w. El espacio de
Hilbert asociado a este sistema es:

H = Hy @ Ha, (5.149)

donde el espacio Hy asociado a los fotones es generado por la base {|n)}, mientras que el
espacio Ha correspondiente al dtomo serd expresado en términos de la base {le),|f)}, que
representan los estados excitado y fundamental respectivamente. Obsérvese que {|n,e), |n, )},
donde |n,e) = |n)|e) and |n, f) = |n)|f) es una base ortonormal de (5.149).
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Si la frecuencia w de la excitacion es préxima a la que corresponde a la diferencia de
niveles de energia del dtomo (w,) , el sistema se encontrard proximo a la resonancia. Bajo estas
condiciones, es vélida la aproximacién de onda rotatoria (RWA) y el hamiltoniano se escribe
como la suma de 3 términos, correspondientes al campo, el a&tomo y la interacciéon dipolar entre
ambos:

h h
H = hw a'a + SWa0.+ 59 (alo_ +ac,), (5.150)

donde:

» a' y a son los operadores de creacién y aniquilacién acutando sobre el espacio Hy.

= ¢ es la constante de acoplamiento, que dependera de aspectos tales como el volumen de
la cavidad y el momento dipolar del atomo.

= 0, y 0_ son los operadores de subida y bajada, definidos mediante

or = le)(fl,
o_ = |f)e], (5.151)

= 0, es el operador de espin de Pauli en la direccién z, que se vincula con los operadores
anteriores segun:

0. = le){el = |/){f] = [0+, 0] (5.152)

Los autovalores del hamiltoniano (5.150) se calculan en [51] y son:

Fa(n) = hw(n + %) + %mn@), (5.153)

Q,(8) = V32 + (n+1)g2, (5.154)

es al frecuencia de Rabi y se ha definido la desintonia § = w — w,,.
Los correspondientes autoestados, denominados estados vestidos, estan dados por

donde

In+) = cosby|n,e) +sinb,|n+ 1, f),
In—) = cosu|n+1, f) —sinb[n,e), (5.155)

donde

gvn+1

—
La evolucion en la base de autoestados del Hamiltoniano es trivial y puede escribirse de la

forma

tan(26,) = (5.156)

iE (n)t iE_(n)t
- ) , (5.157)

W) =3 (afe T Int) +age 7 Inm)

donde los coeficientes a; y a, son constantes definidas por el estado inicial. Con respecto a
este punto, consideraremos que el estado inicial del atomo es arbitrario, mientras que para
la distribucién inicial de fotones consideraremos dos situaciones: en primer lugar, asumiremos
que los fotones en la cavidad siguen una distribuciéon de Poisson. Luego, investigaremos la
situacién en que la distribucion de fotones es uniforme y ocupa un gran numero de autoestados
de energia, con la esperanza de que, de acuerdo a lo observado en capitulos anteriores, esto
favorezca la equilibracién. Sin embargo, en ambos casos debemos ser cuidadosos de eliminar
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del estado inicial |0) |f) ( ver 5.155) ya que éste no puede construirse a partir de los estados
vestidos. Méds especificamente, consideraremos estados iniciales del tipo:

T(0)) = N; C, ) <|e> cos % +|f) €% sin %) — NCy|0)|f) € sin % (5.158)

donde los dngulos v € [0,7] v ¢ € [0,27] definen el estado inicial del 4tomo en la esfera de
Bloch, y N es una constante de normalizacién dada por

N = ! (5.159)

\/1 — |Co|?sin? 2

5.2. Colapso y resurgimiento frente a estados coherentes

5.2.1. Evolucién de las poblaciones

En la referencia [51] se obtienen las poblaciones del operador densidad reducida para estados
coherentes de la luz, que corresponden a una distribucién inicial de fotones del tipo Poisson:

RN

0,2 = & (5.160)

n!

donde (n) es el nimero medio de fotones de la distribucién. La solucién, para el caso resonante
(0 = 0) esta dada por:

Psii =

DN | —

n

> —{(n) n
1+ ﬂ cos(2gv/n + 1t) (5.161)
n=0 ’

y se ilustra en la siguiente figura:

W(t) 0 ~—n-W\A

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
gt
Figura 5.1: Colapso y resurgimiento de las poblaciones para estados coherentes de la luz. W (t) repre-

senta el desvio respecto al valor medio (1/2). La figura corresponde a los valores (n) =25y d =0y
fue tomada de la referencia [53]

En presencia de un fotén, las poblaciones evolucionan de acuerdo a una oscilacién pura en
torno a su valor medio (1/2). En el caso (n) >> 1, la amplitud de la oscilacién se apaga para
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tiempos del orden de tcoapso = V2/g, para luego resurgir periédicamente. Se tiene entonces,
como ya fue comentado, que el sistema pasa por estados que en primera instancia parecen
de equilibrio para luego abandonarlos y retomar el comportamiento oscilatorio. La primera
verificacién experimental de este comportamiento se reporté en [54].

5.2.2. Temperatura de enredo media

Dado que el estado no presenta limite asintotico, no ocurre equilibracién y por lo tanto,
estrictamente hablando, no se puede asociar una temperatura al sistema. Sin embargo, el analisis
de la figura 5.1 muestra que el sistema se mantiene proximo a cierto estado promedio durante
la mayor parte de su evolucién, donde dicho estado promedio se define como

o, = lim = /0 po(t)dt = lim — /0 S (nl p(t) n) (5.162)

Too T

Luego, si o, corresponde a un estado termal, podremos caracterizarlo a través de una tempe-
ratura media definida de manera analoga al caso en que si ocurre termalizacién. En efecto, es
sencillo observar que empleando el estado (5.157) y efectuando la integracién, se obtiene para
el caso general (no resonante) el estado promedio:

P. 0
donde P, esta dado por:
P.=Y {la’ [* cos® b + |a_, [* sen® 0,/ } (5.164)
n’/=0

y de acuerdo a la condicién de normalizacién, Py = 1 — P, (el célculo, asi como las expresiones
de |a*|* y |a"|* se dan en el apéndice). Dado que el estado obtenido es diagonal, en virtud
de la proposicién (3.2.2) sabemos que corresponde a un estado termal, caracterizado por la

temperatura de enredo:

2
y (5.165)

kB In (%)

cuyo comportamiento en funcién del estado inicial se ilustra en las siguientes figuras.
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Figura 5.2: Curvas de nivel de la temperatura media en funcién de v and ¢. Las curvas corresponden
a los valores de § = 1/T = 0.8 (violeta), 0.7 (azul), 0.5 (verde), 0.3 (amarillo) y 0.1 (rojo). La curva
correspondiente al valor § = 0 (T' = c0) se sitia entre las dos rojas. La figura corresponde a los valores
de los parametros g = 0,001,7 = 100, = 0,01.

Figura 5.3: Cuvas de nivel de la temperatura media en la esfera de Bloch correspondientes a la Fig. 5.2.
El eje de simetria tiene por direccién el vector (1,0,1), mientras que el valor de temperatura media
queda definido, para (n) fijo, por el estado inicial del dtomo.

Apréciese la similitud entre las figuras anteriores y las correspondientes a la temperaura de
enredo asintética para la caminata cudntica (Fig. 4.2 y Fig. 4.3). Si bien este caso corresponde
a la temperatura de los estados promedio alrededor de los cuales oscila el estado real para cada
conjunto de condiciones iniciales, las figuras sugieren una posible relacién entre ambos modelos,
a pesar de las diferencias notables que presentan ambos sistemas. En ese sentido, seria intere-
sante estudiar si la termalizaciéon no ostenta rasgos de universalidad, la cual suponemos estaria
vinculada a la estructura matematica compartida por los diversos sistemas que efectivamente
la presenten (en este caso, el producto tensorial de un espacio de dimensién 2 por otro de di-
mension infinita) asi como a aspectos muy generales de la interaccién. Un paso en esa direccién
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puede haber sido realizado en este trabajo y corresponde a la proposicién (3.4.1), en la cual
se mostré que la estructura geométrica de las curvas de nivel de la temperatura bajo cierto
tipo de evolucién (proyectores ortogonales) es universal (circunferencias paralelas en la esfera
de Bloch), con independencia del sistema fisico bajo consideracién, salvo en la orientacién de
dichas curvas.

5.3. Termalizacion ante distribuciones uniformes en el
limite N > 1

En la seccién anterior fuimos capaces de caracterizar los estados reducidos de un atomo en
interaccién con estados coherentes de la luz mediante una temperatura de enredo media, debido
a que en ese caso el sistema no alcanza estados de equilibrio (aunque se mantiene préximo a
ellos durante toda su evolucién).

El objetivo de esta seccion es analizar si dichos estados de equilibrio son posibles dentro del
mismo modelo, y para ello analizaremos la interaccién con una distribucién ancha y uniforme de
fotones. Nuestra experiencia en la resolucion de la caminata cuantica mostré que superpoblar
inicialmente el espacio de posiciones indujo a la moneda a alcanzar un estado termal, por lo que
tiene sentido plantearse un estado inicial similar en el cual muchas dimensiones del espacio de
los fotones estén ocupadas y observar qué ocurre para tiempos grandes con el estado reducido
del atomo.

En el apéndice se muestra que la expresién general para las poblaciones para estados iniciales
arbitrarios consta de 2 contribuciones, la primera, indepediente del tiempo (y que por lo tanto,
coincide con el promedio temporal definido en la seccién anterior)

,n/

P. =Y {|a,[* cos® by + |a7,|* sen? 0, } (5.166)
=0

mientras que la parte dependiente del tiempo adopta la forma:

7i(E+(n/)—E,(n'))t

A== {sin(20,) Rlafa, e & |} (5.167)

Siendo entonces pg,, = P. + A
Para el caso de una distribuciéon uniforme de N>> 1 fotones, las expresiones anteriores se

reducen a : . 1
sen -y
~ = Mt 5.168
Psn =g T ov ) e e (5.168)

donde A(t) es (por simplicidad, tomando § = 0)

) N-1 N-1
A(t) = %[cesy% cos(gvn + 1t) + seny sen gonlzzosen(g\/n + 1t)] (5.169)

El comportamiento de las series de términos oscilatorios involucradas en (5.169) se muestra
en las siguientes figuras:
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Figura 5.4: Comportamiento de la funcién fy(gt) =
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cos(v/n + 1gt). Los graficos correspon-

den respectivamente a la interaccién con banos de N = 107, p=0,1,2,3,4,5 fotones respectivamente.

Obsérvese como a medida que N crece, la amplitud de la oscilacién tiende a cero mas rapidamente.
Los graficos abarcan el intervalo desde t=0 (donde la amplitud es médxima) hasta gt = 10)
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Figura 5.5: fy(gt) = % 227:0 cos(v/n + 1gt) hasta gt del orden de 10°. No se aprecia resurgimiento.
Anéloga conducta presenta la funcién gy (gt) = % Zg:o sen(y/n + 1gt)
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A partir de los graficos anteriores concluimos que para este nivel de ocupacion del bano de
fotones, el sistema alcanza efectivamente un estado estacionario en el cual no ocurre resurgi-
miento luego del colpaso inicial. Series similares series aparecen en el calculo de las coherencias,
las cuales también tienden a cero en el limite considerado. La ecuacién (5.168) muestra que
la dependencia en el estado inicial del atomo se vuelve despreciable a medida que N crece,
obteniéndose el estado termal

1
2
(@ )

por lo que ocurre termalizacién global a temperatura de enredo T' = oo y el sistema admite,
por lo tanto, estados de equilibrio.

= O
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Conclusiones y perspectivas

Para finalizar, haremos algunos comentarios sobre los resultados obtenidos y sobre las po-
sibles lineas de trabajo a futuro que se desprenden de esta Tesis.

El objeto de estudio central de este trabajo han sido los estados de equilibrio de qubits en
interaccién con banos térmicos cuanticos, refiriéndose esto ultimo a sistemas cuédnticos cuya
dimensién del espacio de Hilbert asociado es mucho mayor que 2. Los resultados obtenidos se
dividen en 3 capitulos, uno de desarrollo tedrico y los otros dedicados a la aplicacion de estas
ideas sobre dos modelos concretos.

En el capitulo 2, se define el concepto de temperatura de enredo, que resulta ser una medida
del grado de enredo producido entre dos sistemas cuanticos una vez alcanzado el equilibrio de-
bido a la interaccién entre ellos. La definicion hace uso de la analogia estructural existente entre
los operadores de densidad reducida que describen al qubit y las distribuciones de probabilidad
asociadas a sistemas en equilibrio térmico en el contexto de la Mecéanica Estadistica. En este
trabajo observamos que a pesar de lo que sugieren los resultados sobre tipicalidad candnica,
no todos los estados de equilibrio corresponden a estados termales (a menos que admitamos
hamiltonianos diferentes para cada estado inicial), por lo que la analogia antes mencionada no
es universal. En cuanto a esto, se logré caracterizar aquellos estados reducidos dependientes
del estado inicial que si pueden ponerse en correspondencia con una distribucién candnica,
demostrandose las entradas de dicho operador deben satisfacer la relacién siguiente:

1
5t a(om%%@) b(Cn/%QO)
pr =2 termal <= 3k /b = ka (6.170)

b*(Cmr%QO) % - a(Om’VﬂO)
donde K es una constante adimensional independiente del estado inicial, y que por lo tanto
dependera de aspectos generales de la interaccién del qubit con su ambiente. La btsqueda de
relaciones similares en sistemas de dimension mayor que permitan establecer si un estado dado
corresponde o no a un estado termal son extensiones que merecen ser analizadas.

Una vez caracterizados los estados termales de un qubit, se mostré que la temperatura de
enredo verifica relaciones con la entropia de Von Neumann y con la energia libre de Helmholtz
analogas a aquellas que vinculan las variables termodindamicas usuales. La interpretacion de
la energia libre en este contexto asi como de toda la termodindmica que de ella se desprende
también amerita posteriores reflexiones.

Otro resultado relevante obtenido en el capitulo 2 es la proposicién (3.2.3), que muestra
que los estados termales que puede alcanzar un qubit que interactiia con un ambiente dado
mediante una dindmica prefijada se ubican sobre un diametro de la esfera de Bloch, cuya
direccion estd completamente determinada por la cantidad x. Este parametro nuevamente juega
un rol importante, ya que determina a priori los estados termales posibles. Dado que dichos
estados son insumos fundamentales para algunos protocolos cuanticos de extraccion de trabajo,
este resultado puede ser relevante pues permitiria, mediante el ajuste de los parametros que
gobiernan la interaccién, seleccionar x de manera de “preparar”’el estado termal mas adecuado
a cada protocolo.
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El ultimo resultado obtenido en el capitulo 2 tiene que ver con la termalizacion bajo evo-
luciones gobernadas por proyectores ortogonales. Se demostré que las curvas de nivel de la
temperatura de enredo son circunferencias paralelas sobre la esfera de Bloch, en cuyos centros
se ubican los respectivos estados termales asintéticos. Si consideramos el plano que contiene
a una curva de nivel en particular, es evidente que el estado termal es, de todos los esta-
dos reducidos localizados en ese plano, el de mayor entropia. Esto implica que los procesos
de termalizacion desde estados puros en la superficie hacia sus correspondientes estados ter-
males asintoticos exhiben un comportamiento que como minimo, evoca la Segunda Ley de la
Termodinamica y que amerita un estudio mas profundo.

Por otro lado, cabe recordar que la evolucion bajo proyectores ortogonales es un caso muy
particular de evolucion reducida, por lo que seria interesante estudiar la termalizacién para
tipos de evolucién mas generales.

Si bien la extensién de los resultados anteriores a sistemas de dimensién mayor no es trivial,
creemos que es posible. La caracterizacién de los estados termales mediante un razonamiento
andlogo al de la proposicién (3.2.3) involucra, ya en dimensién 3, célculos muy engorrosos. De
todas formas, no descartamos que exista un enfoque alternativo que permita evadir esta difi-
cultad. Otra limitante tiene que ver con la ausencia de una representacion geométrica sencilla
en dimensién mayor a 2. Sin embargo, algunos trabajos sobre generalizaciones de la esfera de
Bloch a espacios de otras dimensiones ya figuran en la literatura [57].

En el capitulo 3, se analizaron los estados de equilibrio de la caminata cuéntica en la linea,
estudio que resulté muy ilustrativo por diferentes motivos.

En primer lugar, permitié dar solidez a la hipdtesis de que lo relevante a efectos de que
se produzca termalizaciéon no es la dimensién del espacio de Hilbert que opera como reserva
térmica, sino mas bien el nivel de ocupacién que dicho espacio presenta una vez que comienza la
interaccién con el qubit. Esto pudo observarse comparando los estados de equilibrio obtenidos
para una condicién inicial localizada [50] y luego para una extendida. En el primer caso, el
estado reducido, si bien es un estado de equilibrio, no corresponde a un estado termal. En
cambio, para el estado inicial extendido del caminante, apreciamos que se obtiene una densidad
reducida que satisface la condicién de la proposicién (3.2.2).

En segundo lugar, el andlisis de este modelo mostrd que efectivamente la cantidad x puede
obtenerse de los pardmetros que gobiernan la interaccion, en este caso el angulo 6 asociado al
sesgo de la moneda, y que determina la evolucién unitaria del sistema. Para otros sistemas,
proponemos que un andlisis del correspondiente Hamiltoniano permitira construir su corres-
pondiente magnitud adimensional .

Por otro lado, el estudio de la caminata cuantica permitié verificar en un modelo especifi-
co los resultados de las proposiciones (3.2.3) y (3.4.1) referidas a la ubicacién de los estados
termales en la esfera de Bloch y a la termalizacion bajo proyectores ortogonales. Cabe aclarar
que todos los resultados comentados han sido obtenidos de forma analitica, sin necesidad de
emplear aproximaciones de ningun tipo ni andlisis numérico.

El dltimo capitulo consistio en el analisis de otro modelo clésico, en este caso el modelo de
Jaynes-Cummings. Este estudio permitio, nuevamente, mostrar que una mayor ocupacién del
sistema de dimensién mayor favorece el establecimiento de equilibrios en el régimen asintotico.
Esto pudo apreciarse mediante la comparacion entre los estados reducidos obtenidos en el caso
de la interaccién con estados coherentes (donde se aprecia el colapso y resurgimiento de las
poblaciones) y aquellos que resultan de la interacciéon del dtomo con distribuciones anchas y
uniformes de fotones.

En el caso limite estudiado, se mostro que el sistema puede llegar a presentar incluso ter-
malizacién global, donde el estado final se vuelve independiente de las condiciones iniciales del
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atomo. Conjeturamos que el estudio del caso fuera de la resonancia puede conducir a estados
termales no tan extremos, caracterizados por un parametro x de la forma

k= £(6/9) (6.171)

siendo f una funcién que verifique la condicién f(0) = 0. Esta conjetura se basa en el hecho
de que éstas son las unicas cantidades adimensionales que podemos construir a partir de los
parametros relevantes que figuran en el hamiltoniano, y a la observacién de que, dado que nues-
tro estudio se realizé bajo la condicién de resonancia, se obtuvo una densidad reducida diagonal
en el equilibrio, lo cual corresponde al caso k = 0 de la proposicién (3.2.2). La verificacién (o no)
de esta conjetura también se encuentra entre las posibles futuras extensiones de este trabajo.

Para finalizar, conexiones entre este trabajo y otros presentes en la literatura que han
abordado el modelo de Jaynes-Cummings deben ser exploradas. En particular, la aplicacion del
formalismo denominado Thermo Field Dynamics al modelo mencionado permite mostrar que
las poblaciones del &tomo, en equilibrio térmico con un ambiente a temperatura termodinamica
inversa 3 adoptan la forma [55], [56]:

/2

Po= o wion (6.172)

e—ﬂhw/Q

Pf - 6/6’77/.;.)/2_{_67571(.0/2'

(6.173)

donde 8 = (kgT)~!, y kp es la constante de Boltzmann. Esto permitiria establecer la vinculacién
entre la la temperatura termodinamica y la temperatura de enredo definida en este trabajo.
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Apéndice: Calculos en el modelo de
Jaynes-Cummings

7.1. Preliminares

7.1.1. Constante de normalizacién
A partir del estado inicial (5.158) e imponiendo (¥(0)|¥(0)) = 1 se obtiene:
N?[(ele) cos?(7/2) + (f1.f) sen®(7/2)[(32,, C7) — (0[0)|CF| — |G| + +(0]0)|CF]] = 1
— N?[cos?(7/2) + sen®(7/2) — |CF| sen?(y/2)] = N?[1 — |C§| sen®(7/2)] = 1

Entonces
1

N =
V- [Calse®(7/2)

7.1.2. Obtencién de a; y a, en términos del estado inicial

Desarrollando un estado inicial arbitrario en la base de estados vestidos (5.155) se obtiene:

NE

(W(0)) = D _layn™) +a,[n7)]

S
Il
o

NE

la); (cosOy|n, e) +senbyn+ 1, f)) + a, (—senby,|n, ) + cosO,n + 1, f))] (7.174)

i
o

[(a}f (cosB, — a, senB,)|n,e) + (af senb, + a,, cosb,)|n+ 1, f)]

n

NE

S
I
o

Mientras que para el estado inicial considerado (5.158):

|W(0)) = NZ Cy In) (|e) COS% + | f) e sin %) — NCy|0) |f) e sin(v/2)
= N> Culn)le) cos% + 3 Culn)| f)e sin %] (7.175)

:N;Cncos%m,e} +anzoew sin %Cn+1|n+ 1, f)

Igualando coeficiente a coeficiente se obtiene el sistema:

{a:; cos b, — a,, sent,, = N cos 1C,

a, sen, + a,, cost, = N sen2eC, 4
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Cuya solucién es:

af = N[C, cos L cos by, + Cpi1€'¥ sen L sen 6]
a, = N[—C, cos 3 sen b, + Cp 1€ sen % cos 6,

También necesitaremos los cuadrados de sus médulos:
laf|? = N?[C, cos 2 5 €O 0,, + Cy 1€ sen % sen d,,|[C,, cos % cos 0, + Cy 167 sen % sen 0,

f)/

= N?[C? cos® 0, cos —+02+1 sen” 6, sen” — 5 + = C’ ' Cri1 sen(26,,) sen vy cos ¢

(7.176)

la, |* = N*[C,, cos — 5 Y senb, + Cy 1€ sen % cos ][C’n cos % senf,) + C, 116 sen % cos 6,,]

= N?[C? sen? 6, cos %—l—CQH cos” 0, sen’ 2 C’ 1 Crr1 sen(26,) sen vy cos ¢
(7.177)

7.2. Expresiones generales para el operador densidad

7.2.1. Poblaciones

El operador densidad reducida del dtomo se obtiene trazando en los grados de libertad del

ambiente, es decir:
(o]

ps =Y _(n[¥(O) (¥ (1)[n) (7.178)

n=0
Reemplazando (5.157) se obtiene para la primera poblacién:

iEy (n)t
P (t) =Z n' eI{Z fem T (cosfuln,e) +sinb,|n + 1, f))

n'=0

(e}

iE_(n)t X iEy (m)t X
+a,e h (cosbyn+1,f)—sinb,|n, e}))][Z(afn*e i (cos O, (m, e| + sinb,,(m+ 1, f|
m=0
L iE_(m)t . ,
+a e n (cosbp(m+1, f| —sin,,(m,e|))}n', e)
iEy (n)t iE_(n')t iBy (n)t iE_(n')t

= Z{[an,e_ ncosl, —a,, sinfye " |laffe n  cosOy —a sinfe *
(7.179)
Desarrollando se aprecia que la primer entrada del operador densidad reducida puede expresarse

como suma dos términos, el primero independiente del tiempo que denotaremos (FP,):

o0
P. = Z{la:{,]? cos® O + |a,[*sen” 0, } (7.180)
n’=0
y el segundo, de comportamiento oscilatorio (\):
i(By(n)—E_(n)t

=Y {—sin20,Rlafa e 7|} (7.181)

En virtud de la condicién de normalizacién, para la poblacién pgos se tendra: p,,, =1 —pg,, =
1—(P.+ A2)).

23



7.2.2. Coherencias

oo o
iEy (n)t
Psy, (1) = Z(n’,e|{2(a:e_ K (cosO,|n, ey +sinb,|n+ 1, f))
n’=0 n=0
o0
iE_(n)t . 1B (m)t i
+a,e” i (cosbpn+1, f) —sinb,|n, e)))][Z(a:;*e i (cos B, (m, e| 4+ sinb,,(m + 1, f|
m=0
7* iE_(m)t X ,
+a, e " (cosby,(m+ 1, f| —sinb,(m,e|))}n', f)
> iB, (n')t iE_(n)t iE, (n'—1)t iE_(n/—1)t
=N {late 7 cosb, —aysinbype v Jlatt e n senfu_y +a, cosby_je 7
/:

n’/=0

(7.182)

7.3. Fotones con distribucion uniforme

1

Consideremos la situacion en que C,, = ——=Vn < N, y 0 en otro caso.
vN+1

Los coeficientes a, a, y sus médulos se escriben (n < N — 1):

(

N ,
ay = \/ﬁ [cos 3 cos B, + €'Y sen 7 sen 0,

N ,
a, = TN [—cos Tsen ), + e'? sen I cos 0,

ﬁ ? 1
lat]? = N1 [cos? 0, cos? 1 4 sen? 6, sen® I + 5 sen 20,, sen 7y cos |
2
la|? = Nl [sen? 6, cos® 7 + cos® 0, sen® 2 — 5 sen 20,, sen vy cos @]
\

mientras que para n = N:

CL} = N——HCOS%COSHN
_ N N
CLN:—N—_HCOSESGHGN
N?Z
lak > = N+100826’n0082%
N?
-2 _ 2 2y
\|aN| =y 0y, cos® 2

7.3.1. Poblaciones

El término independiente del tiempo P,, en este caso adopta la forma:



N-1

P. = Z{|a % cos? 0, + |a,|* sen® 0, } + Z{|an,|2cos O + |a,|? sen® 0, }

n'/=0 n'=N

1
—i— sen? 6, cos® #,, sen g + 3 sen(26,,) cos® 6, sen v cos ¢

N+1

2’Y

3 + sen? 6, cos? 0, sen? i

1
+ [sen* 6, cos b sen(26,,) sen? 0, sen 7y cos | }

+ |a}|? cos® On + |ay|* sen® Oy

A= 1
= N1 IZO{(sen‘l 0,, + cos 0,,) cos? % + 5 sen(26,,)(cos? 6,, — sen® §,,) sen 7 cos @
+ 2sen?6,, cos? 0,, sen? %} + |a}|2 cos? Oy + |a]_\,|2 sen’? Oy
s N-1
1
- NA:— : 2_:0{(1 — 2sen® @), cos® 0,,) cos? % + 5 sen(26,,) cos(26,,) seny cos

+ 2sen” 6, cos® 0, sen” %} + |a}|? cos® Oy + |ay|* sen® Oy

Z {cos — 2sen® 0, cos® 0, (cos” % — sen? z)

N—|—1 2

1
+ 5 sen(20,,) cos(26,,) seny cos o} + |a};|* cos® Oy + |ay|* sen® Oy

1
N 1 Z{ 2 n*(26,,) cos v + 1 sen(46,,) seny cos v}

+|CLN|QCOS 9N+|aN| sen? Oy

A2 N ] A2 N ) A2 N
= Va1 ZOCOSZ% — §COS7N+ 0 /Z_Osen2(29n) + ZsenwcosgoN_f_ . gsen(ll@

+ |a};|? cos® Oy + |ay|* sen” Oy

Recordando que tan(26,,) =

gvn+1 gvn+1
4 o

1
se obtiene 6,, = 5 arctan(

1
)= 3 arctan(ey/n + 1),

donde se ha definido € = g/§. Calculemos entonces los cuatro sumandos Sy, Ss, S3 y Sy invo-

lucrados en (7.183) en el limite N — oo:
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N+14="" 2 2

1 N &= 1 N = 2
So 3 ST nZ: sen®(20,,) = 3 ST ,Z:()SGH arctan(evn + 1)) ~ AT[ CoS 7y
Sy = 2 Seny cos SON Z sen(46,) Senvcos Y 1 HZ_:OSGH(Q arctan(evn + 1)) ~ 0

+12 o2 — 12 e N? 2V 4l
Sy = |a}|” cos® Oy + |ay|*sen” Oy = W[cos 5 cos (5 arctan(evn + 1))
1 N?
+ cos® % sen4(§ arctan(evn + 1))] ~ SN D cos? %

(7.184)

Obsérvese que el efecto de incluir muchos fotones en la distribucién equivale, desde el punto

de vista algebraico, tomar el limite ¢ — oo (§ — 0), 0 sea, a estudiar el sistema bajo la condicién
de resonancia. Se obtiene entonces

cos( ) cos® 1
cos? — — +

N 2(N+1)>
N( : )

- sen? 7/2 - 1+ cos® 1
N+1 > TN+ 1)

(1+sen21) (l—l— cos® 1 )
> TN+ 1)
1
2 *

) (7.185)

12

n sen vy
2(N +1) " 8(N +1)2
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mientras que la parte oscilatoria es:

A= Z{—sm (20,)R[a)a e” AEelr) P ))t]} + O(1/N)

5 N-1 | .
~ NA[+ . Z_:l{— sin(26,, ) R{[cos % cos B, + €% sen % sen 6,,|[— cos % sen 6, + e ¥ sen % oS Qn]e_#s)}
N2 N-1
=N n,z — sin (26, )%{[cos 0, sen 6, (sen* % — cos? %) + sen % Ccos %(COS2 O~ — sen? 0,¢7¢)]
iAE(n)t
e h
N? NoLo 90, VR sen(26,) SNy o i 2g s B
-V /Z_O—sm( ') {[—T cosy + —5 (cos” B, — sen® 6,,e'¥)]e” n
N2 = sen(26,,) sen y AB(n)t
- —sin (20, )R{[———5—cosy + (cos(26,,) cosp —isenp)le” n
N +1 — 2
© AE(m)t
=3 ];/fv ! {[sen?(26,,/) cos ¥ — sen v sen(26,,,) cos(26,,) cos ¢] cos(ﬂ)_{_
( - ) n'=0
AE(n)t
sen vy sen(26,,) sen ¢ sen( () )}
(7.186)

que bajo la condicién de resonancia se reduce a

N?

A(t) = Q(T cos(y Z cos(gvn + 1t) + sen(y)sen(p Z sen(gvn + 1t)] (7.187)

o7



Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

G. M. Palma, K. A. Suominen, A. K. Ekert. Quantum Computers and Dissipation. Proc.
Roy. Soc. London Ser. A 452, 567, 1996.

M. Devoret. Quantum Fluctuations in Electrical Circuits. Les Houches LXIII, Elsevier,
1995.

M. Nielssen and I. Chuang, Quantum Computation and Quantum Information, Cambridge
University Press, 2000

J. Loschmidt. Sitzungsber. Kais. Akad. Wiss. Wien, Math, Naturwiss. Classe 73, pp 128-
142, 1876.

D. J. Searles, D. J. Evans. A fluctuation theorem for heat flow, Int. J. Thermophys. 22,
123, 2001.

G. E. Crooks. Path ensemble averages in systems driven far from equilibrium. Phys. Rev.
E 61 2361, 2000.

D. Collin, F. Ritort, C. Jarzynski, S. B. Smith, I. Tinoco, C. Bustamante. Verification of
the Crooks fluctuation theorem , recovery of RNA folding free energies, Nature 437, 231,
2005.

C. E. Shannon, The mathematical theory of communication, ed. by C. E. Shannon and
W. Weaver, Univ of Illinois Press, 1949.

J. C. Maxwell, Letter to P. G. Tait, 11 December 1867 in Life and Scientific Work of Peter
Guthrie Tait, C. G. Knott (ed.), Cambridge University Press, London, p.213, 1911.

R. Landauer. Irreversibility and heat generation in the computing process. IBM J. Res.
Dev. 5, 183 ,1961.

A. Bérut et al. Experimental verification of Landauer’s principle linking information and
thermodynamics. Nature 483, 187-189 , 2012.

E. Lubkin. Keeping the entropy of measurement: Szilard revisited. Int. J. Theor. Phys. 26,
523, 1987.

R. Kosloff, A. LevyQuantum. Quantum heat engines and refrigerators: Continuous devices.
Annual Review of Physical Chemistry 65 pp. 365-393, 2014.

J. RoBnagel, O. Abah, F. Schmidt-Kaler, K. Singer, and E. Lutz. Nanoscale Heat Engine
Beyond the Carnot Limit. Phys. Rev. Lett. 112, 030602 ,2014.

B. Travaglione, G. Milburn. Implementing the quantum random walk. Physical Review A,
65(3):032310, 2002.

o8



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]
[28]
[29]

[30]

[31]

A. Romanelli. Thermodynamic behavior of the quantum walk. Phys. Rev. A, 85, 012319 ,
2012.

E.T. Jaynes and F.W. Cummings. Comparison of quantum and semiclassical radiation
theories with application to the beam maser. Procc. IEEE 51 89, 1963.

M. Horodecki, J. Oppenheim, R. Horodecki. Are the laws of entanglement theory ther-
modynamical? Phys. Rev. Lett. 89, 240403, 2002.

C. Gogolin and J. Eisert. Equilibration, thermalisation, and the emergence of statistical
mechanics in closed quantum systems. Reports on Progress in Physics 79, p. 056001, 2016.

V. Yukalov. Equilibration and thermalization in finite quantum systems. Laser Physics
Letters8.7, 2011.

John von Neumann. Mathematical Foundations of Quantum Mechanics. Translated by R.
T. Beyer, Princeton University Press, Princeton, 1955.

P. A. M. Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. Oxford, 1930.

R. P. Feynman. Quantum mechanics, vol. 3, Lectures on Physics. Addison Wesley Long-
man, 1970.

M. Schlosshauer, Decoherence, the measurement problem, and interpretations of quantum
mechanics. Reviews of Modern Physics, Vol 76, 1267, 2004.

W. H. Zurek. Decoherence, einselection, and the quantum origins of the classical. Reviews
of Modern Physics, Vol. 75, 2003.

Einstein A, Podolsky B, Rosen N. Can Quantum-Mechanical Description of Physical
Reality Be Considered Complete? Phys. Rev. 47:777-780, 1935.

Bell J. On the Einstein Podolsky Rosen Paradox. Physics 1:195-200, 1964.
Aspect A. Bell’s inequality test: more ideal than ever. Nature 398:189-90, 1999.

C. H. Bennett, G. Brassard, C. Crépeau, R. Jozsa, A. Peres, W. K. Wootters. Teleporting
an Unknown Quantum State via Dual Classical and Einstein—Podolsky—Rosen Channels.
Phys. Rev. Lett. 70, 1895-1899, 1993.

Bouwmeester, D.; et al.. Experimental quantum teleportation. Nature. 390: 575-579. Bib-
code:1997Natur.390..575B. doi:10.1038 /37539, 1997.

Hensen, B.; et al.. Loophole-free Bell inequality violation using electron spins
separated by 1.3 kilometres. Nature. 526: 682-686. Bibcode:2015Natur.526..682H.
d0i:10.1038 /nature15759. PMID 26503041, 2015.

Shor, P. Polynomial-time algorithms for prime factorization and discrete logarithms on a
quantum computer. SIAM J. Comput. 26, 1484 "1509, 1997.

G. Myhr. Measures of entanglement in quantum mechanics. Master’s thesis, NTNU, 2004.

Dahlsten, O. Renner, R. Rieper, E. , Vedral, V. Inadequacy of von Neumann entropy for
characterizing extractable work. New J. Phys. 13, 053015, 2011.

29



[35] Lanyon, B. P.,; C. Hempel, D. Nigg, M. Muller, R. Gerritsma, F. Zahringer, P. Schindler,
J. T. Barreiro, M. Rambach, G. Kirchmair, M. Hennrich, P. Zoller, et al.. Universal digital
quantum simulation with trapped ions. Science, 334,57-61, 2011.

[36] Blatt, R., and C. F. Roos. Quantum simulations with trapped ions. Nature Physics 8,
277-284, 2012.

[37] E. Knill, R. Laflamme, and G. J. Milburn. A scheme for efficient quantum computation
with linear optics. Nature, 409 46, 2001.

[38] A. Romanelli, R. Donangelo, R. Portugal, and F.L. Marquezino. Thermodynamics of N-
Dimensional Quantum Walks. Phys. Rev. A, 90 022329, 2014.

[39] A. Romanelli, R. Donangelo, A. Vallejo. Relation between the usual and the entanglement
temperature, in a simple quantum system. Physica A - Statistical and Theoretical Physics,
v.: 437, p.: 471 - 478, 2015.

[40] N. Dfaz, R. Donangelo, R. Portugal, and A. Romanelli. Transient temperature and mixing
times of quantum walks on cycles. Physical Review A, 94 (1):012305, 2016.

[41] J. Gemmer, M. Michel, and G. Mahler, Quantum Thermodynamics: The Emergence of
Thermodynamical Behaviour within Composite Quantum Systems. Springer Lecture Notes
in Physics. Springer, 2004.

[42] Renato Portugal. Quantum walks and search algorithms. Springer Science and Business
Media, 2013.

[43] L. Grover. A fast quantum mechanical algorithm for database search. Proceedings of
STOC’96,pp. 212-219, quant-ph/9605043, 1996.

[44] R. K. Pathria. Statistical Mechanics , second edition,ISBN 0 7506 2469 8, 1997.

[45] E. T. Jaynes. Information Theory and Statistical Mechanics. Physical Review 106.4,
620-630, 1957.

[46] S. Popescu, A. Short, A. Winter. Entanglement and the foundations of statistical mecha-
nics. Nature Physics 2 754 -758, 2006.

[47] S. Goldstein, J. Lebowitz, R. Tumulka, and N. Zanghi. Canonical Typicality.
Phys.Rev.Lett., 96, 050403, 2006.

[48] P. Skrzypczyk, A. J. Short, S. Popescu. Work extraction and thermodynamics for indivi-
dual quantum systems. Nat. Comm. 5, 4185, 2014.

[49] A. Nayak, A. Vishvanath. Quantum walk on the line. quant-ph/0010117, 2000.

[50] G. Abal, R. Siri, A. Romanelli, and R. Donangelo. Quantum walk on the line: Entanglement
and nonlocal initial conditions. Physical Review A, 73(4):042302, 2006.

[51] B.W. Shore and P.L. Knight J. Mod. Optics 40 1195, 1993.

[52] M. Brune, F. Schmidt-Kaler, A. Maali, J. Dreyer, E. Hagley, J.-M. Raimond, S. Haroche.
Quantum Rabi Oscillation: A Direct Test of Field Quantization in a Cavity. Physical
Review Letters 76 1800-1803, 1996.

[53] M. Scully and M. Zubairy. Quantum Optics, Cambridge, 1997.

60



[54] G. Rempe; H. Walther; N. Klein. Observation of quantum collapse and revival in a one-
atom maser. Phys. Rev. Lett. 58 (4): 3563-356, 1987.

[55] Y. Takahashi, H. Umezawa. Thermo Field Dynamics. Collective Phenomena 2 55, 1975.

[56] H. Azuma, M. Ban. Thermal effects in Jaynes-Cummings model derived with low-
temperature expansion. Int. J. Mod. Phys. C 22 1015, 2011.

[57] S. Goyal, B. Simon, R. Singh and S. Simon. Geometry of the generalized Bloch sphere for
qutrits. arXiv:1111.4427v1, 2011.

61



