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Introduccion

Atendiendo al peso decisivo de diferentes factores en la determinacion de la
dinamica de cada economia particular, la teoria econdmica explica la dindmica de
manera diversa. Asi por gemplo, economias con diferentes grados de poder de
mercado, pueden dar lugar a conductas dinamicas muy distintas, alin cuando cada una
de elas no sea més que un caso particular de una economia oligopolizada.
Andogamente, economias que hayan desarrollado tecnologias diferentes pueden dar
lugar a comportamientos dinamicos distintos ain cuando todas ellas no sean mas que
una expresion particular de la economia de mercado. En este trabajo nos interesa
estudiar la dindmica que describe la transicion de una manifestacion particular a otra.

Si definimos un régimen econdmico como una conducta dinamica cualitativa
gue puede ser claramente distinguida de otras conductas (Ilamadas también regimenes),
entonces una economiaideal deberia representarse con un modelo que admita multiples
regimenes. En este tipo de modelo pueden ser distinguidas dos dinamicas, una interna
de cada régimen y otra de cambio de régimen. La primera puede ser vista como un
modelo local de la economia cuando esta ocupa un determinado regimen y es, en cierto
sentido, una dinamica “puntua” ala que a la hora de estudiar sus propiedades pueden
ser aplicados los métodos tradicionales. Por otro lado, la dindmica de cambio de
régimen puede ser interpretada como un cambio estructural en la economia ya que lo
gue cambia es e modelo que la representa. Es claro que esta dinamica tiene como
dominio un conjunto discreto (el conjunto de los regimenes que puede ocupar la
economia) y en este trabgjo intentaremos introducir un método para representarla. Este
método esta estrechamente relacionado con una rama de la teoria de los sistemas
dindmicos llamada dindmica simbdlica.

Ya que € concepto de régimen econdmico aparece reiteradamente y con varias
acepciones en la literatura econdmica, empezaremos este articulo (seccion 1) haciendo
una revision de algunos trabgjos relevantes en la literatura econdmica en los que €
concepto de régimen juega un papel importante para poder unificar criterios y obtener
una definicion coherente y general. Luego de esta revision, en la seccion 2
propondremos una definicion formal de régimen econdmico que intente capturar las
distintas acepciones del término. A partir de esta definicion, hacemos una
reformulacion de los conceptos dindmicos més importantes en términos de la dinamica
de cambio de regimenes y presentamos la simbolizacion como método de
representacion de dicha dindmica. Finalmente, en la seccién 3 presentamos un gjemplo
ilustrativo de la utilizacion del método para un modelo con dos regimenes donde la
dindmica de cambio de regimenes es representable mediante un grafo dirigido. Este
trabajo tiene como antecedentes un trabajo conjunto (Brida, Puchet y Punzo (2000)) en
el que se reinterpreta una parte importante de la historia de las teorias del ciclo
econémico mediante modelos con mdltiples regimenes' y varios trabgjos de Punzo
(Punzo (1995, 1996, 1997), Punzo y Bohm (1992, 1994, 1997, 1998), Punzo, Abraham
y Hotton, (1996)) acerca del cambio econdmico estructural y métodos en dindmica
econémica.

! En este trabajo ya aparece la idea de usar la codificacion en la representacion de los regimenes
€conémicos.



1. El concepto de régimen econdmico

El término régimen tiene una larga historia en la literatura econdmica. Ha sido
usado implicita o explicitamente en forma extensiva en varias areas refiriéndose no
solamente a aspectos metodol 6gi cos sino también analiticos, de politica econémica, etc.
A pesar del uso extensivo del término, este no esta bien definido y no significa lo
mismo para los distintos autores que lo utilizan. Desde el punto de vista intuitivo, un
régimen es una conducta econdmica cualitativamente distinta de otras conductas
econémicas también Ilamadas regimenes. Un egemplo cotidiano de regimenes
econdmicos lo podemos tener en la separacion de las economias de acuerdo a los
niveles de inflacion que presentan en régimen de inflacion controlada, régimen de
deflacién, régimen de inflacién elevada, etc. Es claro que una economia puede pasar por
estos distintos regimenes de inflacion y que sus mecanismos de funcionamiento
cambian a cambiar la economia de régimen. Entonces, para poder establecer un modelo
global de una economia (con respecto ala variable inflacidn en este caso), uno tiene que
pensar en un modelo que pueda ser descompuesto en distintos modelos locales, cada
uno de estos representando un régimen de la economia. Es claro que interesa conocer €
modelo global pero nosotros nos concentraremos en la modelizacion de los cambios de
régimen, es decir en cuales son las reglas de cambio del modelo local.

Desde e punto de vista econdmico, un régimen esta caracterizado por un
conjunto de reglas e ingtituciones que representan la economia y generan su conducta
dinamica cualitativa. Por lo tanto, un cambio de régimen se asocia con un cambio en ese
conjunto de reglas e instituciones. Desde €l punto de vista matemético, hay un cambio
de régimen cuando cambia la naturaleza de una ecuaciéon. Los cambio de régimen
pueden ser continuos o discontinuos y muy frecuentemente estan asociados a shocks,
valores umbrales, bifurcaciones o puntos de cambio en la economia. EI mecanismo que
causa los cambios de régimen puede ser endégeno o exégeno, siendo la primera de
estas posibilidades la perspectiva que tendremos en este trabgjo. Los cambios de
régimen pueden ser reversibles o irreversibles, pero sélo los cambios reversibles tienen
interés a la hora de entender las relaciones entre las fluctuaciones de las variables
econémicas y los cambios de régimen. La idea de cambio de régimen entre sucesivos
periodos de expansion y contraccion en la dinamica del ciclo econdmico es tambien
relevante en la prensa popular donde lo que interesa es identificar y predecir los puntos
de cambio en la actividad econémica.?

Los modelos econdmicos con multiples regimenes seguramente recibieron su
primera version sofisticada en €l trabagjos de Georgescu-Roegen (1951), en € que
estudio los fendmenos de oscilaciones de relgjacion en model os econémicos lineales. El
autor atribuye a Le Corbeiller (1933) la idea de que las oscilaciones de relgjacion
(introducidas por van der Pole en la literatura matematica) pueden ser usadas para
representar 1os ciclos econdmicos en un modelo con dos regimenes. En particular, el
autor afirma que la propiedad de periodicidad asimétrica que se encuentra en los
fendmenos de oscilaciones de relgacion es fundamental para capturar los ciclos
econdmicos, tratados hasta ese momento como un fendmeno periédico. En los
fendmenos de oscilaciones de relgjacion uno puede distinguir dos regimenes distintos
gue dan lugar a dos fases diferentes en la dindmica del modelo. Estos fenédmenos son un
caso particular de modelos con dos regimenes, donde el cambio de régimen es debido a

2 Un gjemplo bien conocido es el chartismo.



una discontinuidad en la funcién que genera la dindmica® Estos puntos de vista de
Georgescu-Roegen acerca de los ciclos econémicos inspiraron a Goodwin (1951) y
Leontief (1953), pero, fuera de estas contribuciones, la posibilidad del uso de las
oscilaciones de relgjacion como modelo de los ciclos econdmicos fue casi abandonada
en laliteratura tedrica moderna.

Para muchos historiadores de la economia, €l crecimiento econdmico deberia ser
descripto en términos de estadios de desarrollo. Para estos, las economias han pasado a
través de las épocas historicas con muy diferentes estructuras caracterizadas por
distintas tecnologias, modos de produccién y organizaciones sociales. Es entonces que
en este ambito, las ideas de régimen y cambio de régimen aparecen en modo natural
relacionadas a los estadios de desarrollo. Estos estadios cambian con el tiempo dando
lugar a distintas estructuras con diferencias cualitativas en sus conductas dinamicas.”
Esto es, € desarrollo econdmico involucra cambios no sblo en los niveles de las
variables sino también cambios en e modo en que la economia funciona. Estos cambios
pueden incluir modificaciones en las tecnologias, la emergencia de nuevas instituciones
socioecondémicas, la utilizacion de nuevos recursos, cambios en los gustos y
preferencias del consumidor, etc. Todos estos cambios introducen una modificacion
cuaditativa en la conducta dinamica de la economia. La literatura en desarrollo
econdmico contiene descripciones de varios aspectos del proceso de cambio de régimen
asociados a cambio estructural. Conceptos como € “big push” (Rosenstein-Rodan,
1943), e “crecimiento no balanceado” (Streeten, 1959), las “trampas de pobreza’
(Nurkse, 1953) o las “economias duales’ (Lewis, 1954) estan todos conectados con un
cierto tipo de cambio de régimen en e sistema econdmico. Integrando la teoria
econdémica con la historia, en su libro The Sages of Economic Growth (Rostow (1960)),
Walt W. Rostow presenta una clasificacion de los sistemas econdmicos en cinco
categorias (0 regimenes), cada una de ellas con su propia conducta dinamica, donde
cada economia puede pasar por estos regimenes en forma ascendente a lo largo de su
historia. Es claro que en lavision de Rostow los cambios de régimen son irreversibles
y ademas estén dados en un cierto orden y € escenario parece ser mucho mas complejo
de lo que sostienen los economistas del desarrollo.

Genéricamente, los modelos con multiples regimenes se pueden caracterizar por
la presencia de multiples equilibrios, a menos uno por cada régimen y, reciprocamente,
muchas veces es Util interpretar un modelo con multiples equilibrios como un modelo
gue puede exhibir multiples regimenes. Sabemos que en los modelos econdémicos de
Gltima generacion, la presencia de multiples equilibrios® es una propiedad genérica. Por
giemplo, los modelos macroecondmicos donde hay fallas de coordinacion, spillovers 'y
complementariedades estratégicas pueden producir maltiples equilibrios.® En gran parte
de esta literatura, los equilibrios son Pareto-ordenables y uno de los problemas es €l de
encontrar mecanismos que permitan pasar de un equilibrio a otro. Generamente los

3 “The difference between up and down swings is created by a certain discontinuity in the regime. Such a
discontinuity will introduce a discontinuity of the movement (at least in size or in direction). Therefore
the movements related to each phase will be described by a different function.” (Georgescu-Roegen,
(1951, p.117).

* Siguiendo a Schumpeter, podemos distinguir entre crecimiento, explicitamente definido como un
fendmeno cuantitativo, y desarrollo, un “cambio discontinuo que viene desde €l interno del proceso
econdmico a causa de la naturaleza del proceso” (Georgescu-Roegen 1976, p. 245).

® General mente son dos equilibrios llamados “alto” y “bajo”, “bueno” y “malo”, etc.

® En Diamond (1982), Cooper and John (1988) y Howitt (1985) hay ejemplos de economias que presentan
estas propiedades.



cambios de equilibrio se deben a shocks y muchas veces son modelados mediante
procesos de Markov.” De manera similar en los modelos de equilibrio general,
dependiendo de la distribucion de las dotaciones iniciales, un mismo model o econdémico
puede presentar diferente cantidad de equilibrios lo que implica comportamientos
diferenciados en e modelo obtenidos a partir de modificaciones en los parametros
fundamentales de la economia.® Es de destacar que, como sucede en los otros modelos
con multiples equilibrios, en este caso no es clara la dinamica de transicion entre los
diferentes estados definidos mediante |a cantidad de equilibrios.

La nocién de régimen economico ha sido tambien introducida en la nueva
literatura empirica en crecimiento econémico® en referencia a problema de la
convergencia por S.N. Durlauf, P.A. Johnson y D. Quah entre otros autores.
Tipicamente los modelos tedricos del crecimiento econdmico analizan la conducta
dindmica de una Unica economia nacional representativa pero, s analizamos las
experiencias historicas observadas en las economias nacionales durante e siglo XX,
vemos que no hay evidencia para € uso de una Unica economia nacional representativa.
Es bien conocido € resultado de que el modelo neoclésico de crecimiento implica la
convergencia (bajo ciertas hipotesis standard) de todas las economias nacionales hacia
un unico valor de equilibrio de largo periodo de la tasa de crecimiento del output per
cdpita independientemente del nivel inicial del output. La nueva literatura en
crecimiento econdmico ha presentado evidencia en la persistente divergencia en latasa
de crecimiento del output per cépita en las distintas economias nacionales y ha
estudiado como diferentes hipotesis economicas implican diferentes conductas en las
trayectorias temporales del output per capita. Esta persistente divergencia ha sido
interpretada con la posibilidad de que existan distintos “clubs’ (o regimenes, para
ponerlo en nuestro lenguaje) de convergencia caracterizados por distintas tasas de
crecimiento de equilibrio donde e conjunto de economias nacionales puede ser dividido
en los distintos regimenes de convergencia Esta evidencia es particularmente
compatible con modelos de crecimiento que presentan mdultiples equilibrios, con
modelos de crecimiento donde la no convexidad puede producir multiples equilibrios
que son localmente estables. ™

A partir del rol de las expectativas de los agentes de un sistema econémico,
Leijonhufvud (1987) introduce & concepto de régimen monetario. Al tomar decisiones,

’ Paraun ejemplo, ver Howitt and MacAfee (1992) y Aoki (1996).

8 Ver, por gjemplo, Accinelli (2000).

® Para una revision de trabajos reciente de investigacion empirica sobre el problema de la convergencia en
el crecimiento econémico ver Durlauf and Quah (1998).

19 Contrariamente a modelo lineal que se utiliza comunmente para estudiar el crecimiento econémico,
Durlauf y Johnson (1995) presentan un modelo de crecimiento con multiples regimenes donde las
diferentes economias son representadas con diferentes modelos lineal es cuando son agrupadas de acuerdo
a los valores iniciales del output per capita. En este trabgjo, los autores encuentran evidencia para la
existencia de multiples regimenes en la dindmica de crecimiento en el sentido de que subgrupos de
economias identificadas por las condiciones iniciales obedecen a distintas regresiones del tipo de Solow.

1 Ver Azariadis and Drazen (1990) para un modelo de este tipo. La conducta dindmica de crecimiento en
este modelo es tipicamente no lineal donde economias asociadas a mismo equilibrio obedecen a una
regresion lineal comun. Los modelos de este tipo presentan “trampa de pobreza’, donde economias con
un nivel de output inicia bajo convergen a un nivel de equilibrio bajo y economias con un nivel inicial
alto convergen a un equilibrio ato. Quah (1996) obtiene tambien evidencia de mditiples regimenes de
crecimiento en €l modelo de Galor y Zeira (1993). Aqui el modelo tiene una Unica ley dindmica no linea
gue tiene dos equilibrios localmente estables y las economias convergen hacia uno de estos. las
economias “ricas’ convergen hacia el nivel atoy las pobres hacia el nivel bajo.



los agentes se forman expectativas acerca del futuro y estas pueden influenciar la
trayectoria dinamica del sistema generando fluctuaciones, equilibrios multiples, etc.
Luego, distintos estados de expectativas dan lugar a distintos regimenes del sistema.'?
La nocion de regimen esta tambien relacionada a concepto de “corredor de
estabilidad”de Leijonhufvud®: |a estabilidad de una economia de mercado no se ve
perturbada cuando el sistema es afectado por shocks suficientemente pequefios (tan
pequeiios de degar la economia en e mismo régimen que ocupa actualmente) y
tendremos inestabilidad cuando los shocks son suficientemente grandes para sacar la
economia del régimen a que pertenece.”* Podemos entonces identificar diferentes
regimenes en un sistema econdmico con diferentes corredores de estabilidad que
corresponden a distintos estados de las expectativas de los agentes y, de acuerdo con
esto, tendremos un cambio de régimen cuando |os shocks sean suficientemente grandes.

No es sorprendente que € concepto de régimen aparesca naturalmente en €
campo de las teorias del desequilibrio. Malinvaud (1977, 1980) considera la existencia
de diferentes regimenes en la economia gque estan asociados a diferentes regiones del
espacio de precios y salarios. El modelo macroecondmico desarrollado en estos trabajos
consiste en firmas y agentes que interactiian en dos mercados. bienes y trabagjo. Los
precios de los bienes y de los salarios son rigidos y por lo tanto la demanday la oferta
agregadas no son necesariamente iguales. El modelo contiene multiples regimenes e
interpreta la evolucion econdmica como un continuo cambio de regimenes. Cada
regimen esta basado en un andlisis econédmico completo y representa un modelo de
situacion que puede ser observada por un determinado periodo de tiempo. En €l andisis
impostado por las teorias del desequilibrio uno supone que hay un cambio en las
ecuaciones de precios y salarios de acuerdo a la naturaleza del desempleo: se pueden
identificar los tipos de equilibrio Keynesiano, clésico y de inflacién reprimida de
acuerdo a las diferentes ecuaciones de precios y salarios. Entonces cada equilibrio
corresponde a un regimen diferente del modelo. La figura 1 ilustra la particion en
regimenes del espacio de precios y salarios. El punto de interseccion de las dos curvas
es € equilibrio walrasiano.

12 Como sostiene e autor, “the concept of monetary regime figures prominently in the recent rational
expectations literature. Elsewhere, | have used the following two-part definition of it: a monetary regime
is a system of expectations that governs the behavior of the public and that is sustained by the consistent
behavior on the policy-making authorities.” (Leijonjufvud (1987, p. 44).

13 VVer Effective demand failures, capitulo 6 en Leijonhufvud (1981).

4 En Leijonhufvud (1981, pag. 109-110), el autor presenta la nocién de corredor dindmico en la
construccion de una tercera “cosmologia’ econdmica entre Neoclasicismo y Keynesianismo en el modo
siguiente: “The system is likely to behave differently for large than for moderate displacements from the
full coordination time path. Within some range from the path (referred to as “the corridor” for brevity),
the system’s homeostatic mechanisms work well, and deviation-counteracting tendencies increase in
strength. Outside that range these tendencies become weaker as the system becomes increasingly subject
to “effective demand failures’. If the system is displaced sufficiently “far out”, the forces tending to bring
it back may, on balance, be so weak and sluggish that —for the practical purposes- the Keynesian
“unemployment equilibrium model is as sensible a representation of its state as economic static's will
allow. Inside the corridor, multiplier-repercussions are weak, and dominated by neoclassical market
adjustments; outside the corridor, they should be strong enough for effects of shocks to the prevailing
state to be endogenoudly amplified. Up to a point, multiplier-coefficients are expected to increase with
distance from the ideal path. Within the corridor, the presumption is in favor of “monetarist”, outside in
favor of “fiscalist” policy prescriptions. Finally, although within the corridor market forces will be acting
in the direction of clearing markets, institutional obstacles of the type familiar from the conventional
Keynesian literature may, of course, intervene to make them ineffective a some point. Thus, a
combination of monopolistic wage setting in unionized occupations and legal minimum-wage restrictions
could obvioudly cut the automatic adjustment process short before “ equilibrium employment” is reached.”



Figura 1: Regimenes en e modelo de Malinvaud.
La particién en regimenes del espacio de precios y
salarios depende de las distintas constelaciones de
exceso de oferta y demanda en los mercados de
preciosy bienes

K = Régimen Keynesiano

C = Régimen de desempleo clasico

| = Régimen de inflacion reprimida

U = Régimen de bajo consumo

Cuando hay Exceso de oferta en los dos mercados, la economia esta en €
regimen Keynesiano. Cuando hay exceso de oferta en € mercado dedl trabajo y de
demanda en e mercado de bienes estamos en presencia del régimen de desempleo
clésico y e régimen de inflacién reprimida se d& cuando la demanda excede a la oferta
en ambos mercados. Para completar |a particion del espacio se introduce un cuarto
régimen (gue se da cuando hay exceso de demanda en el mercado de trabajo y de oferta
en e mercado de bienes y es raramente observable) llamado de bajo consumo. El
modelo de Malinvaud es estatico pero trabgjos posteriores (como por gemplo Blad
(1981), Blad and Zeeman (1982), Honkopohja and I1to (1983) e Ito (1980)) introducen la
dinamica en el sistema. Estos trabajos discuten la estabilidad del equilibrio walrasiano
pero no presentan una descripcion explicita de la dinamica de pasgje de un regimen a
otro.

El término régimen se hizo notorio en la literatura econdmica a partir de los
trabgjos de Lucas. En la critica de Lucas se argumenta que los parametros
macroecondmicos no son invariantes a cambios en |os regimenes politicos y por lo tanto
la estimacion econométrica no es eficiente para calcular e impacto de los cambios
politicos. Lucas argumenta gque la inestabilidad de los parametros puede ser explicada
por un cambio en las expectativas de |os agentes en respuesta a cambios en € regimen
politico.’® De acuerdo a esto, los pardmetros de |as ecuaciones estimados a nivel macro
son inestables debido a los posibles cambios en el ambiente y, s hay cambios, laforma
reducida de los parametros no es més fiable. Una de las victimas de la critica de Lucas
es la curva de Phillips, cuyos pardmetros dependen del régimen monetario. Esto di6
lugar no sdlo a abandono de la curva de Phillips sino tambien a una nueva explicacion
ex6gena del ciclo econémico. Pero esta no es la Unica alternativa; estos cambios en €
ambiente pueden ser tambien representados con modelos del ciclo econdémico
end6genos (o mixtos) con multiples regimenes.*®

Para finalizar esta revision , vamos a analizar los diferentes usos y definiciones
del concepto de régimen que aparecen en la literatura econométrica. Los co-
movimientos entre las variables econémicas (esto es, un gran nimero de variables que

> Como puede verse en la siguiente argumentacion: “given that the structure of an econometric model
consists of optimal decision rules of economic agents, and that optimal decision rules vary systematically
with changes in the structure of series relevant to the decision maker, it follows that any change in policy
will systematically alter the structure of econometric models’ (Lucas, (1976, p. 184).

16 \er Brida (2000 c).



cambian conjuntamente) y la division en estados separados (0 regimenes) son dos
propiedades clave para cualquier investigador del ciclo econdmico empiricamente
orientado, pero, gran parte de laliteratura economeétrica trabaja con una estructura lineal
del ciclo econdmico y esta perspectiva le impide capturar los comovimientos y
regimenes. Los trabajos de Quandt (1958) y Goldfeld y Quandt (1973) son pioneros en
la introduccion del concepto de régimen y cambio de régimen. En estos se presentan
métodos para encontrar puntos de cambio en una regresion lineal que obedece a dos
regimenes distintos, donde el proceso de cambio de régimen se representa mediante una
cadena de Markov. Un trabajo reciente que presenta un modelo econométrico de cambio
de régimen es Hamilton (1989). En este modelo hay dos regimenes y estos son tratados
como distintos objetos probabilisticos donde nuevamente la transicion entre los
regimenes esta gobernada por un proceso de Markov."” Otra clase de modelos
econométricos de cambio de regimen son los “threshold autoregressive models’
(TAR)*® que son una linearizacién a trozos de modelos no lineales en e espacio de los
estados por intermedio de la introduccion de un cierto conjunto de valores umbrales. En
todos |os model os econométricos que hemos sefialado un régimen es considerado como
un objeto probabilistico representando “episodios en los cuales la conducta dinamica de
la serie temporal es marcadamente diferente” (Hamilton (1989, p. 358)) y € cambio de
régimen tiene una explicacion exdgena como un proceso de Markov.

2. Definicion formal de régimen. Modelos con multiples regimenes

En esta seccion intentaremos formalizar las ideas expuestas en la seccion
anterior rescatando lo esencial de los distintos conceptos de régimen que aparecen en la
literatura y para esto empezaremos por definir que es |o que entendemos por régimen y
por modelo con multiples regimenes. La idea central es que en estos modelos el espacio
de los estados de la economia puede ser dividido en subconjuntos de acuerdo a la
conducta dindmica que se presenta en cada uno de ellos. Cada uno de estos
subconjuntos con su correspondiente dinamica es un régimen. Nuestra definicion la
daremos en € caso en que la dindmica de la economia es deterministica y a tiempo
discreto pero es facilmente adaptable a caso continuo y/o con una componente
estocéstica
Definicion: Si M es un espacio métrico, (M;)im es una particion de My {fi: M - M,

i[N1} es una familia de funciones, entonces cada par R: = (fi ,M;) es un régimen. La
dinamicaen € interior de un region M; esté dada por la ecuacion en diferencias

Xee1 = fi(%), X% L M.
y la dindmica global del modelo con multiples regimenes esta dada por € sistema
dinamico (f ,M) con dominio M y donde f es tal que f(x) = fi(x), s XCM;. Esto es, la

dinamica en M esta dada por la ecuacién en diferencias

Xer1 = F(X) = fi(X), XCIM;.

7 Neftci (1982) presenta un modelo similar donde hay dependencia temporal de las probabilidades de
transicién, a diferencia del modelo de Hamilton donde las probabilidades de transicion son
independientes del tiempo.

8 \/er Tong (1983), Tong and Lim (1980) y Potter (1995).



Reciprocamente, si e dominio M de un sistema dinamico (f ,M) se puede dividir en una
familia de subconjuntos que no se solapan (M))iz, en € interior de cada uno de los
cuales la conducta dinamica puede ser considerada diferente, entonces podemos definir
un régimen mediante e par R;: = (fi ,M;). Nétese que estas descomposiciones en general
no son Unicasy los criterios para hacer la division pueden ser econdémicos, matematicos,
estadisticos, etc.

La definicion que hemos dado reflgja el hecho de que distintos regimenes estan
representados con diferentes modelos locales. Para ser interesante, una particion tiene
gue tener por o menos dos regimenes y estos no deben ser invariantes, permitiendo €
pasaje de uno a otro régimen.*® En nuestra concepcion, un régimen es entendido como
unaformalocal de un modelo global y por lo tanto un modelo con multiples regimenes
debe ser visto como un hipermodelo 0 modelo de modelos. Tenemos entonces que en
los model os con multiples regimenes, aln en el caso en que la dinamicainterna de cada
régimen sealineal, deben ser siempre modelos no lineales.

En los sistemas dindmicos con multiples regimenes podemos distinguir dos tipos
de dindmica: unainterior de cada régimen y una de pasaje entre regimenes. La primera
(cuantitativa) representa la conducta dindmica de cada régimen y la segunda
(cualitativa) formaliza e cambio de regimenes. Estamos interesados en la segunda
dinamica, que Ilamamos dinamica de regimenes y representa una cierta forma de
cambio estructural en laeconomia pues o que cambia es el modelo local.

A este punto podemos presentar nuestro método de representacion de la
dindmica de regimenes mediante la codificacion de los distintos regimenes del modelo.
Cada trayectoria de un sistema dinamico con multiples regimenes puede ser
representado por la sucesion de regimenes por 10s que pasa; esto es, podemos olvidar
los valores que toma y sustituirlos por el correspondiente régimen. Si definimos, por
giemplo, € indice de regimenes para un estado dado mediante la funcién:

m:M - lconmx) =i s ysolos x(M;,

donde | es e conjunto de indices que simbolizan los regimenes, entonces la sucesion
simbdlica

(S ())non = (FFV)))nen

nos da la dindmica del sistema como una sucesion de regimenes. O sea que lo que
hacemos es etiquetar cada régimen con un simbolo® y, teniendo en cuenta la regién en
laque esta € sistema para cadatick del reloj, podemos traducir la trayectoria puntual en
una sucesion simbolica. Para cada orbita del sistema original obtenemos una sucesion
de simbolos y es claro que dos 6Orbitas distintas podrian estar representadas por lamisma
sucesion simbolica (este es € caso cuando dos trayectorias puntuales visitan
exactamente los mismos regimenes contemporaneamente). Tenemos entonces un
sistema dinamico simbdlico que reproduce la conducta del sistema original en una
version simplificada pero que es adecuada para la representacion de la dindmica de
regimenes. En el sistema dinamico simbalico el espacio esta formado por sucesiones de
simbolos del afabeto (que es un espacio métrico donde dos sucesiones estén “cerca’ si

¥ Decimos que un régimen esinvariante si toda trayectoria que entra en su dominio, permanece alli.
2 E conjunto A de los simbolos usados para etiquetar |os regimenes se [lama alfabeto.



coinciden en un blogue inicial de simbolos “suficientemente grande”) y la dindmica esta
dada por la funcién shift (representada con o) que mueve cada simbolo una posicién
hacia laizquierda (o, dicho de otra manera, que suprime el primer simbolo). La riqueza
de la dinamica de este sistema no depende de |as propiedades topol 6gicas del espacio ni
de la definicion de la funcion shift sino de las reglas que permiten decidir si una
determinada sucesién simbdlica es generada o no por una trayectoria particular. En
algunos casos estas reglas pueden ser especificadas mediante grafos dirigidos que tienen
como veértices los simbolos del alfabeto 0 mediante matrices (que son las matrices
adyacentes a los grafos). Al grafo dirigido que especifica las posibles sucesiones
simbdlicas del sistema se le Ilama grafo de transicion y en este grafo toda caminata
infinita es una sucesion del sistema.

Un gemplo sencillo de esta representacion se puede dar con € shift total en n
simbolos: s A es un afabeto con n simbolos, €l conjunto de todas las sucesiones
simbdlicas definidas en A se llama el espacio shift total y se representa por A". El
sistema dindmico (o, AY) se llama shift total y podemos pensar las drbitas de este
sistema como todas las caminatas infinitas en e grafo dirigido que tiene como vértices
los simbolos del afabeto A y esta totalmente conectado (es decir que hay una flecha
desde i haciaj paratodo par de simbolosi, j O A). En lafigura 2 hemos representado €l
grafo de transicion y la matriz adyacente que especifican las sucesiones simbdlicas que
pertenecen al shift total con dos simbolos.

MOFSI) -

Figura 2: Grafo detransicion y matriz de adyacencia que representan € shift total
con alfabeto A={0,1}.

La presencia en el grafo de una flecha desde i hacia j indica que en una sucesion del
espacio € simbolo | puede seguir a i y la ausencia de esta flecha indica que en las
sucesiones del espacio € simbolo j no puede seguir al i. Un cero en la entrada ij de la
matriz significa gue no hay unaflecha desde i haciaj en el grafo y un uno significa que
hay unaflechadesdei haciaj.

Otra variedad importante de espacios de sucesiones simbdlicas que se pueden
representar mediante grafos dirigidos son los shifts de tipo finito. Para introducir este
tipo particular de shifts, debemos dar algunas definiciones previas que pasamos a
detallar. Dada una sucesion s = (s,)non definida en el alfabeto A y una sucesion finita
(Ilamada palabra) de simbolos de A, decimos que w ocurre en s s existen indicesi y j
tales que w = sS+1 ...§. Si P es un conjunto finito de palabras de A, Ilamamos espacio
shift de palabras prohibidas P (y lo denotamos por Xp) a conjunto de todas las
sucesiones simbdlicas definidas en A en las que no ocurren las palabras de P. No vamos
aqui a indicar como se pueden especificar mediante grafos dirigidos las sucesiones que
pertenecen a un shift de tipo en un caso general;** solamente presentamos un ejemplo
gueilustrael caso en que P estaformado por palabras de dos simbol os.

2 Esto requeriria una exposicion técnica y extensa que esta fuera de Iso objetivos introductorios al
método de representacién de la dinamica de regimenes de este articulo. El lector interesado puede
consultar los libros Adler (1998) y Lind y Marcus, (1995) para una exposicion detallada de la teoria de
los sistemas dindmicos simbdlicos y la representacion de shifts de tipo finito. Los libros de Devaney
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Ejemplo: El shift de Fibonacci es e conjunto de las sucesiones binarias en que no hay
dos 1 seguidos; o0 sea es € espacio shift de tipo finito Xp en € afabeto A={0,1}con

conjunto de palabras prohibidas P = { 11} %% Las sucesiones que pertenecen a Xp pueden
ser especificadas mediante el grafo dirigido de lafigura 3.

NOFIONE ¥

Figura 3: Grafo de transicion y matriz adyacente que representan a shift de Fibonacci.

Para cada caminata infinita en este grafo existe una sucesion del shift de Fibonacci que
satisface la sucesion de simbolos determinada por la caminata y reciprocamente. La
construccion del grafo de transicion para el caso de un shift de tipo finito definido en €
alfabeto de n simbolos A={1, 2, ..., n} con conjunto de palabras prohibidas P de dos
simbolos se hace mediante la siguiente regla: si la palabra ij es permitida entonces hay
unaflechadel vérticei al | y s lapalabraij es prohibida entonces no hay una flecha del
vérticei a j. Lamatriz adyacente se construye del modo siguiente: un cero en la entrada
ij de la matriz significa que no hay una flecha desde i haciaj en € grafo y un uno
significa que hay una flecha desde i hacia j. En los casos en que € espacio de las
sucesiones simbdlicas se pueden representar por grafos y matrices, las propiedades
dinamicas del cambio de régimen del sistema se ven reflgadas en propiedades
algebraicas del grafo o la matriz.*® Esto simplifica mucho el estudio de las propiedades
dinamicas del sistema y permite, por egemplo, calcular la entropia topolégica del
sistema mediante técnicas sencillas. La entropia del sistema mide la complejidad del
mismo y desde el punto de vista econémico cuanto mayor es el nivel de entropia, menor
es la capacidad de prediccion del régimen particular en el que € hipermodelo se va a
encontrar en el futuro.

Cuando tenemos un modelo cuya dindmica de regimenes esta representada
simbdlicamente, la evolucion y las propiedades de recurrencia del sistema original son
refladas por propiedades andogas de su trayectoria simbdlica® A partir de esta
representacion podemos redefinir todos los conceptos dindmicos en términos de la
dindmica de regimenes. régimen de equilibrio, periodicidad en los regimenes, etc. Por
giemplo, podemos decir que € régimen A es un equilibrio si existe una trayectoria
puntual cuya dindmicade regimeneses...AAAAAA... = ...A”, un ciclo de periodo dos
en los regimenes A y B es una sucesion de regimenes que puede ser representada
simbdlicamente mediante ABABABABAB... = (AB)”, etc. En particular, decimos que
un régimen es estable si toda trayectoria que entra en su dominio queda alli; esto es, €

(1987) y Alligood, Sauer y J.A. Yorke, (1997) contiene varios gjemplos de representacion de sistemas
dinamicos uni y bidimensionales mediante sistemas dinamicos simbolicos.

# Este shift se llama de Fibonacci porque e nimero de trayectorias de longitud n son los nimeros de
Fibonacci

% En particular en Brida (2000 &) el lector puede encontrar un diccionario para traducir propiedades de
sistema dinamico simbdlico en propiedades algebraicas de la matriz adyacente.

2 En agunos casos, podemos obtener una representacion total de la dindmica del sistema mediante un
sistema simbdlico que es conjugado a sistema original. Este es el caso cuando tenemos una particién de
Markov. Vease el ggemplo d3e la seccion 3 de este trabgjo.
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régimen R = (fi ,M;) es estable si y sblo s fi(M;) O M;. En este caso, ya que solo hay
cambio de régimen si la sucesion simbolica (Sy(X))non €S tal que sy1 # S5, cuando una
trayectoria entra en € regimen estable A, larepresentacion de la dinamica de regimenes
debe continuar con A”. Un régimen es inestable si toda trayectoria que entra en su
dominio, en un nimero finito de periodos escapa a otro dominio de fase; esto es, R : =
(f. M) esinestable s y sdlo si para todo x[J M; existe un natural k tal que (f)"(x) M.
Los regimenes estables e inestables son casos extremos; en genera un régimen tiene
trayectorias que escapan y otras que quedan en el dominio de fase. Si todos los
regimenes son estables no hay posibilidad de cambio de régimen y el sistema puede ser
descompuesto en distintos modelos con un Gnico regimen. Es claro que para tener
dinamica de regimenes no trivial a menos dos regimenes deben ser no estables.

Un punto interesante (pues tiene que ver con lo que en la literatura se conoce
como “path dependence”) es saber si un modelo (f,M) con mUltiples regimenes es capaz
de generar una determinada evolucion finita de regimenes. Dado un sistema dinamico
(f,M) con multiples regimenes {R = (fi ,M;), i1} y una sucesion finita y ordenada de
simbolos ig iz....ik con ij £ (j = 0,1,...,K), la condicion para que exista un xCM tal que
((f '(x))) = i; paraj = 0,1,...,k (es decir, una trayectoria que visite los regimenes
R, R,y R, eneseorden) esque &l punto x verifique la condicion

xOM, , f()OM .., f*(0OM

0 en forma equivalente,

(k]f'(lvl

Entonces, la condicidn necesaria y suficiente para que exista una trayectoria que siga la
k

evolucion de regimenes definida por igisiz..ikesque (] f (M ) # O

En resumen, en esta seccion vimos que el estudio de la dinamica de regimenes se
reduce a estudiar las sucesiones simbdlicas creadas a partir del alfabeto previamente
definido y tales que existe una trayectoria puntual que sigue la secuencia de regimenes
representados en la sucesion smbolica. En otras palabras, s A = {1, 2,..., § es €
alfabeto y AY = {(s)nonTs, DA} es el espacio de todas las sucesiones simbdlicas
definidas en A, € dominio de la dindmica de regimenes de un modelo (f, M) con
multiples regimenes es el conjunto formado por las sucesiones simbdlicas (S,)nonDAY
tales que existe un XOM con (Sy)non = (S0())non = (7™ (X)))non- En la préxima seccion
presentaremos un ejemplo sencillo de como puede ser usado e método en un caso
particular. No pretendemos desarrollar un modelo nuevo y es por esto que hemos usado
la ecuacion logistica (o cuadratica) que aparece en muchos modelos econdmicos de la
literatura en dinamica econdmica reciente.

3. Un gemplo
En esta seccién (y con € uUnico fin de ilustrar la utilidad del método)

presentamos un ejemplo de representacion simbolica del modelo logistico con dos
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regimenes. En realidad no vamos a describir el modelo sino que usaremos la funcion
logistica que aparece en muchos modelos de dinamica econdmica. En Sordi (1996) se
puede encontrar unarevision muy completa de laliteratura en teoriadel caosy dinamica
econdémica donde la ecuacion final de los model os se reduce a una ecuacion logistica.

Seaf,:[0,1] -[0,1] definida por fA(X) =Ax(1-x) la funcion logistica, donde A es
un ndmero real positivo mayor que 4.%° En lafigura4 presentamos el gréfico de f,.

1.2} /\
1

Figura4:
0.8 El gréfico de la funcién logistica fa(x)
e} =Ax(1-x) cuando A > 4.
0.6}
0.4}
0.2}
o ,, 04,06 | 1

Lafuncidn es creciente en € intervalo 1o = [0,1/2] y decreciente en |, = [1/2,1],
lo que nos da un criterio matemético para dividir en estos dos regimenes, gque seran
representados por los nimeros 0 y 1 respectivamente. Sea x un punto del intervalo [0,1];
de acuerdo a criterio descrito en la seccion anterior a X le asociamos la sucesion s =
(s)non {1 0,13N eligiendo s, = 0'si (f)"(¥)0loy s, = 1 s (f)"(X) Ol1. Es claro que hay
puntos del dominio de f, cuya imagen no pertenece a intervalo [0,1] por lo que
debemos restringir e dominio de nuestra funcion. Vamos a tomar como dominio del
sistema dinamico e conjunto de puntos cuya orbita permanece siempre en €l intervalo
[0,1]; esto es,

A ={x0[0,1] / f,"(x)J[0,1] paratodo n =0}.

Noétese que el conjunto A es invariante bajo f;.2° Sean {0,1}N = %, el espacio shift total
de todas | as sucesiones simbdlicas definidas en €l afabeto {0,1} y 0: 2, - 2, lafuncién
shift dada por o((S))nen) = (Sw1)non - La Siguiente proposicion muestra que para los
valores de A mayores que 4, los sistemas dindmicos (fA ,A) y (0, Z2) son
topol6gicamente conjugados. Que los sistemas sean topoldgicamente conjugados

% Trabgjamos con los valores de A mayores que 4 para no hacer tediosa la discucion del ejemplo que
pretende solamente ser ilustrativo del método de representacion de la dindmica de regimenes.

% E| conjuntoA de los puntos cuya 6rbita permanece en el intervalo [0,1] es un conjunto de Cantor. Ver
Brida (2000 a) para una pueba de este resultado. Este conjunto tiene medida de Lebesgue cero y por lo
tanto casi todo punto del intervalo [0,1] deja el intervalo luego de un nimero finito de iteraciones. A pesar
de ser un conjunto “ pequefio”, A contiene todas | as orbitas interesantes de f. .
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significa que tienen la misma dindmica y por lo tanto en este caso, la representacion
simbodlica da una copia fiel del sistema original. De esta manera cada una de las
trayectorias puntuales del sistema esta representada por una unica sucesion simbalica 'y
esto permite estudiar la evolucion del sistema econdmico en cuestion mediante su
representacion simbdlica. Para enunciar la proposicion definimos la funcién de
simbolizacion A - X, del modo siguiente: si XA, la sucesion 1(x) = s =(S)non =
90.519Ss... X - ={0,1}" verifica que para todo nimero natural nes s, = 0'si f"(x)0lg y
s, =1 s f"(x) Ol,. Podemos ahora enunciar € resultado que permite representar la
dindmica de regimenes del modelo:*’

Proposicion: La funcién m: A - X, es una conjugacion topologica entre los sistemas
dindmicos (fy ,A) y (22, 0). Esto es,

a) 1res biyectiva,
b) 1Tes continua,
c) 't escontinua, y

d)  AfX) = o(n(x)), OxOA.

De aqui se deduce que la dindmica de regimenes de la funcion logistica con los dos
regimenes elgidos esta representada por €l shift total con dos simbolos. Por |o tanto el
grafo dirigido (o la matriz de adyacencia) de la figura 5 dan una especificacién de las
posibles sucesiones de regimenes que se pueden dar en el modelo como caminatas
infinitas en el grafo.

Observacion: Esta division en dos regiones del dominio A es un gemplo de una
particion de Markov y en este caso cada punto de A se puede identificar con una
sucesion simbalica de ceros y unos. El uso de la dinamica simbdlica en este gjemplo
manifiesta todo su poder ya que obtenemos una conjugacion topol égica entre la funcién
logistica y € shif total de tipo finito en dos simbolos. Por o tanto la dinamica de
regimenes del modelo es comparable a la generada por una cadena de Markov con dos
estados y probabilidades de pasaje entre los estados iguales a 2. Queremos destacar que
la posibilidad de obtener una copia simbdlica absolutamente fiel del sistema original
(realidad econdmica) como se da en este gjemplo no es comun.

<@W>  ~fF

Figura 5: Grafo detransicion y matriz de adyacencia que represntan la dinamica
simbdlica de la funcion logistica fA(x) =Ax(1-x) cuando A > 4. Un cero en la entrada
ij significaque no hay unaflechadei aj y un uno que hay unaflechadei aj, dondei,
j=0,1

4. Conclusiones

" \/er Brida (2000 &) para una pueba de | os resultados enunciados en esta seccién.
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Este trabgjo esta escrito en la filosofia de que las observaciones y mediciones
humanas de los fendmenos econdmicos se llevan siempre a cabo con presicion finita.
Esta presicion se afina con € avance de la ciencia, pero nunca podra alcanzar un estado
de exactitud absoluta. No es posible atrapar un proceso econdmico en todos sus detalles
y conexiones y debemos focalizarnos en un cierto nivel de observacion. Por otro lado, €l
objetivo de nuestras observaciones y mediciones es la construccién de conclusiones
rigurosas acerca de la ley y de las propiedades basicas del proceso econdmico en
estudio. El balance entre presicion finita y conclusiones rigurosas puede ser a canzado
por intermedio de una descripcion gruesa de la dinamica y la dindmica de regimenes
gue inetntamos representar en este trabajo no es mas que eso, una descripcion gruesa de
la dinamica del proceso en estudio.

El método simbdlico de representacion de la dinamica de regimenes que hemos
introducido reproduce la evolucion de una economia desde € punto de vista de los
cambios de regimen como una sucecion tempora de simbolos. El punto de partida del
método es la division del espacio de los estados de una economia en un nimero finito
de regiones |lamadas regimenes y considerar explicitamente la dinamica de pasaje de un
regimen aotro. A partir de esta division y de la codificacién de los regimenes se obtiene
una dindmica simbdlica a la que, en principio, se le pueden aplicar los instrumentos
mateméti cos desarrollados en la teoria de |os sistemas dindmicos simbdlicos. Uno de los
meéritos del método es la posibilidad de representar en algunos casos la dinamica de
regimenes mediante grafos dirigidos y traducir propiedades algebraicas de la matriz
adyacente en propiedades de la dinamica de regimenes. Asimismo, e método puede ser
aplicado para € estudio de la dindmica de regimenes de una economiareal pues a partir
de las series temporaes de datos y un criterio prefijado para la division del espacio de
los estados de la economia en regimenes, podemos codificar las series temporales
transforméandolas en series temporales simbdlicas. Estas series simbdlicas pueden luego
estudiadas mediante técnicas estadisticas que permiten, entre otras cosas, hacer estudios
comparativos de las dinamicas de cambio de regimenes de distintas economias y la
calibracién de modelos tedricos a partir de los datos de modo tal que la dinamica de
cambio de regimenes observada y la del modelo sean suficientemente cercanas.?®

% En Brida (2000 ay b) se encuentra el desarrollo tedrico y aplicaciones del andlisis de series temporales
simbdlicas para model os econdémicos con multiples regimenes.
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