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Inversion Bajo Incertidumbre.”

Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo fundamental relacionar la teoria del Equilibrio General
con la moderna teoria de Finanzas, en una economia que presenta una cantidad finita de bienes
contingentes y un mercado para activos financieros, un nimero finito de agentes que se caracterizan
por su dotacién inicial de bienes y por sus utilidades. La teoria se construye suponiendo que
los agentes presentan utilidad marginal infinita en la frontera del ortante positivo (condicién de
Inada). Se analizan condiciones suficientes para la existencia del equilibrio, como equilibrio de
bienes y activos, se muestra su eficiencia y se presenta una condicién suficiente para la unicidad
del equilibrio. Finalmente se caracterizan los retornos de activos que siguen procesos de Ito y se

relacionan con la teorfa del Modelo de Consumo Basado en el Precio de Activos (CCAPM).

Abstract

The aim of this paper is to relate the General Equilibrium Theory and modern Finance Theory.
We work with an infinite dimensional economy with a market for goods an actives, and where the
number of agents is finite. Each agent has an intertemporal utility function with uncertainty on
the states of the world. We characterize the equilibrium with actives and spot goods and analyze

sufficient conditions for the existence of equilibrium in this case. We show that it is possible
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to extend to infinite dimensional models the Chichilnisky theorem on uniqueness of equilibrium.

Finally we analyze payoffs and prices of actives that follow Ito processes in a CCAPM frame.



1 Introduccion

El presente trabajo pretende presentar en forma unificada una serie de resultados ya conocidos
de la moderna teorfa de finanzas, en el marco de la teoria del Equilibrio General a la manera de
[Duffie D.] o [Karatzas,I., Lakner, P., Leoczky, J.P. and Shreve, S.E.].

Se presentan condiciones suficientes para la existencia del equilibrio en una economia con in-
finitos bienes bienes contingentes y activos, se muestra que en condiciones muy generales se puede
garantizar la Pareto Optimalidad del equilibrio, y su unicidad. Se dan condiciones que validan
la utilizacién de los modelos de Consumo-Capital y Activos (CAPM y CCAPM). Se presenta un
ejemplo que muestra desviaciones respecto a la eficiencia cuando se imponen restricciones adi-
cionales al modelos CAPM. En el trabajo se considera un conjunto de consumo como subconjunto
de un espacio de dimensién infinita, para no perder generalidad no se considera la existencia
de la funcién exceso de demanda como instrumento para caracterizar el conjunto de equilibrios,
utilizdndose como alternativa la funcién de exceso de utilidad. La condicién suficiente para la
unicidad es la aplicacion a esta funcién del teorema de G. Chichilnisky sobre invertibilidad global
de funciones.

El trabajo se desarrolla de la siguiente manera: En la seccién 2, se presentan las hipétesis
béicas del trabajo y se discute su generalidad, se da una condicién necesaria y suficiente para
la unicidad del equilibrio Walrasiano en una economia sin activos . La siguiente seccién esta
destinada a mostrar la existencia del equilibrio Walrasiano en un mercado con activos financieros
bajo las hipétesis asumidas y se muestra su eficiencia. En la seccién 4 se discute la dindmica
del modelo y se muestra la pérdida de unicidad local para los posibles caminos de equilibrio.

Finalmente discutimos la aplicacién de modelos CAPM a modelos de optimizacion intertemporal.

2 Equilibrio General: La Teoria del Valor en Mercados para In-
finitos Bienes de Consumo

En esta seccién se presenta, el modelo intertemporal de Arrow en forma extendida, sobre un
continuo de estados posibles de la naturaleza. [Arrow, Keneth|. Se define el equilibrio se estudian
condiciones que garantizan su existencia y unicidad en un marco donde no necesariamente existe

la funcién de demanda.

2.1 El Modelo de Arrow en Forma Extendida

En el presente modelo, los estados posibles de la naturaleza, forman un espacio de probabilidad,

P = {u,B,Q}, donde p es una medida de probabilidad sobre el conjunto de estados posibles



T = B una coleccién creciente de

de la naturaleza Q y B una filtracién sobre Q siendo {B;}%;
sigmas algebras definida sobre 2. Como es usual By contiene todos los subconjuntos de €2 con
probabilidad cero, mientras que B; representa la informacién sobre los verdaderos estados de la
naturaleza, disponible en el tiempo ¢, el hecho de suponer que B;_1 C B; supone que no se pierde
informacién.

Consideramos aqui una economia, primeramente sin activos financieros, en la que un nimero
n finito de agentes, intenta obtener un plan 6ptimo de consumo sobre [ bienes contingentes a los
estados de la naturaleza. Dado que cada agente buscara obtener su mejor plan de consumo, desde
t = 0 y para todo estado posible de la naturaleza cuya distribucién es apriori conocida, decimos
que la economia presenta un conjunto infinito de bienes. Cada agente econdmico serd representado
por sus dotaciones iniciales y por su funcién de utilidad.

Las dotaciones iniciales,{w1, wy...wy, }, serdn consideradas como un proceso estocéstico [—dimensional

que satisface:

T
E/ wig(tywi()dt < o0; i = {1,2, on},j = {1,2, ...},
0

definido en el espacio de consumo:

B = {{cZ 121” : E/OT Cij(t)cz‘j(t)dt < 00; } .

Cada agente tiene una funcién de utilidad U; : B — R separable en el tiempo y en los estados

de la naturaleza definida de la siguiente manera:

Ui(c) = E l/OT uz‘(C(t)at)dt] ;

con las siguientes propiedades:

i) Para cada t € [0,T],u;(-,t) es estrictamente céncava y estrictamente creciente, esto significa

que u;(G,t) > u;i(c,t) cada vez que ¢(t) < ¢(t) siendo ¢ # €.

ii) Existen y son continuas las derivadas hasta el segundo orden de las funciones de utilidad y

ademas suponemos que existen
Ai(t) = {Ai(t), Aia(t), ..., Ay(t} y Bi(t) = {Bi(t), Bia(t), ..., Ba(t)}

funciones integrables para las que du;(c(t)) < —0%u;(c(t)) [As(t)c(t) + Bi(t)]] .



iii) Para cada agente, numerado con i = {1,2,...,n}. se satisface la llamada condicién de Inada,

esto es: lim(y)_, pr( B, [Oui(c, )| = oo.

Donde por frBy = {c € B: tales que ¢;j(t) =0} para algin j € {1,2,...,1} y algin t € [0,T].

El sistema de precios asociados a los bienes, se definird como un proceso de precios a la vista,
sera un elemento del espacio B*, dual de B que representard en cada estado de la naturaleza el
precio de cada bien integrante de la cesta de consumo ¢ € B. Un proceso ¢ € B serd financiado
pagando E ( fg p(t)c(t)dt) unidades de cuenta, obsérvese que p(t)c(t) es el producto euclideano
en R

2.2 Descripcién del Equilibrio Walrasiano

El equilibrio Walrasiano puede describirse en estas condiciones, como un proceso de consumo
factible ¢ € B y un precio p(c) definido por un funcional no nulo P : B — R, tal que ¢ puede ser
comprado en el instante t = 0 a precios p y tal que cada agente i resuelve el siguiente programa

de optimizacién:

supUi(c), sujetoa: P(c) < P(w;).
ceEB

Donde P es representado por [ funciones estrictamente positivas p (la representacién de Riesz

de P ) de forma tal que:
T
P(c)= E ( / p(t)c(t)dt) ,ceB.
0

En las condiciones generales en las que se presenta el trabajo no es valido afirmar que la funcién
de demanda sea una inmediata conclusién de un proceso de maximizacién [Araujo, A. (1987)], no
obstante puede utilizarse como sustituto a los efectos de probar la existencia y caracterizar algunas

propiedades del equilibrio Walrasiano la funcién exceso de utilidad [Accinelli, E. (1995)].

2.3 Funciéon Exceso de Utilidad

La funcién exceso de utilidad se construye a partir de la resolucion a la Negishi del proceso de
optimizacion llevado adelante por los agentes de la economia. Para esto se caracterizan los éptimos

de Pareto como las cestas de consumo que para algin A € A" siendo

n
A:{AGRH:ZAFL )\i>0i:1,2,...,n},
=1

simplex positivo de dimensién (n — 1) resuelven el problema :



n T
maxi(c) = ;)\E [ /0 ui(ci(t),t)dtl

ceB
restringido a Y ity c(t) = Do wii(t), j ={1,2,...l}.

Dada la separabilidad en el tiempo y en los estados de la naturaleza de las funciones de utilidad
este problema puede resolverse en cada instante t € [0,7] y estado s € S obteniéndose a partir

del Lagrangiano A, las siguientes condiciones de primer orden:

Al (V)7 (V) = 0 "
M) () = 0,

siendo v los multiplicadores de Lagrange asociados a cada una de las [ restricciones del pro-

grama de optimizacion.

Definimos la funcién exceso de utilidad de la siguiente manera:

o ={ ([ —wa) o ([T 00w |

Segtin se prueba en [Accinelli, E. (1995)], aquellos valores de A para los que la funcién exceso
de utilidad se anulan definen una asignacién ¢ de equilibrio y el correspondiente valor de p definido
por v*.

Propiedades de la Funciéon Exceso de Utilidad

i. Si Ay, — A€ fr(A) entonces |le(Ap)| — oo.
ii. La funcién exceso de utilidad satisface la ecuacién: Ae(A) = 0.

Obsérvese que de acuerdo al item [ii] si e(\) tiene iguales a cero todas sus coordenadas excepto
una, entonces es el vector nulo. Asi para identificar un equilibrio es suficiente hallar un cero de la
proyeccién € = m.e : A — R 1 donde m; : R* — R" 1 es la proyeccién en las n — 1 coordenadas
que no son 4.

La propiedad senalada en el item [i] muestra que la composicién € = m;.e es propia, esto es
que la preimagen de conjuntos compactos es a su vez un conjunto compacto en el dominio de la

funcién en cuestion.

2.4 Unicidad Global del Equilibrio

Para una economia intertemporal es posible tener previsién del desarrollo futuro de la economia

solamente si existe un tinico camino de equilibrio posible, es decir un tinico plan de consumo, en



otras condiciones la imposibilidad de prevision es intrinseca al modelo ain en el caso de previsi-
bilidad absoluta de las dotaciones, [Accinelli, E., Puchet, M. (1996)].

Bajo hipdtesis adecuadas de diferenciabilidad y acotacién en las utilidades, la no existencia
de singularidades para la funcion exceso de utilidad, esto es la no nulidad del jacobiano de dicha
funcién para todo valor de A en el interior del simplex, es condicién suficiente para la unicidad del
equilibrio. Esto es resultado del teorema de inversién global [Chichilnisky, G. (1998) |, aplicado a

la funcion exceso de utilidad.

Teorema 1 Si el Jacobiano de la funcidn exceso de utilidad no se anula, entonces existe un Unico
equilibrio.

Prueba: La composicién € = 7;.e mapea conjuntos abiertos de R"~1 en R""1 luego &(A)
es abierto, en particular es una variedad. Como ademads la funcién exceso de utilidad satisface
la condicién de deseabilidad, (item i. subseccién anterior), € es un mapa propio. Luego como la
imagen de A bajo e es contractible porque A lo es, la imagen de A por € lo es también. Ahora
podemos aplicar el teorema de invertibilidad global [Chichilnisky, G. (1998) ]. []

A los efectos de ilustrar la afirmacién anterior analizaremos el jacobiano de la funcién exceso
de utilidad,

0e;(A . .
Jne(N) = { eil )] Ci={1,2,..n), j=1{1,2,..1}.
Ok
dei(N) T 0ci (.0 tr tr
o = B [ S {Pua )0l — w1 + Due(0). 017 )
La diferenciabilidad de ¢ como funcién de A se obtiene a partir de las condiciones de primer

orden, el hecho de que las funciones de utilidad sean estrictamente céncavas asegura que gfl esta

bien definido, ver apéndice A. La integrabilidad se mostrard en el apéndice B.

El hecho de que el determinate sea distinto de cero para todo valor en el simplex, es equivalente
a la condicién de que la dimensién de la imagen sea igual a n — 1, es decir que la matriz asociada,
defina un isomorfismo de R"~! en R"~! para cualquiera sea el \ elegido, es decir no existen valores

singulares para la funcién exceso de utilidad.

3 Equilibrio General: Un Modelo Intertemporal con Activos Fi-
nancieros

Veremos en esta seccién como a partir de conocida la existencia de un equilibrio Walrasiano para

una economia sin activos financieros, es posible construir un equilibrio para otra en la que si



existen tales activos.

En el instante ¢ = 0 se intercambian activos, cuyos retornos seran percibidos en estados
subsecuentes, donde a la vez se realizard el intercambio y consumo de bienes, por parte de los
agentes que buscan maximizar sus respectivas funciones de utilidad, restringiéndose a su regién
presupuestaria, esto es sobre planes de consumo presupuestariamente factibles, lo que serd definido
mas abajo, ver definicion 3.

Existen k activos financieros, el conjunto de los cuales serd representado por K = {1,2, ..., k}
el retorno de cada uno de ellos por un proceso aleatorio d; j € K, donde la variable aleatoria d;;
representa los dividendos pagados hasta el tiempo ¢ inclusive, por el j-ésimo activo.

El vector 6, in RF representara un portafolio, disponible a partir del tiempo 7, cuyos dividendos
acumulados desde el tiempo 7 hasta t seran 6, (D;— D, ), representéndose por Dy = {d1¢, do¢, ..., dgt }
el vector aleatorio de dividendos generados por los correspondientes activos, acumulados desde ¢ =
0 hasta ¢, como en [Duffie D.] los dividendos se mediran en unidades de cuenta, § = (6o, 6, ..., 6,)
forma un proceso predecible de portafolios, uno para cada agente. El espacio de tales procesos
sera ©.

El precio de los activos, serd representado por un proceso aleatorio S = {S°, 81, ..., S¥1 y el
proceso de beneficios serd G = (S + D) . Se consideran hipdtesis que hagan que el proceso de ben-
eficios asociado a un proceso de intercambio de portafolios 6, el que se representard por la integral
estocéstica: [ 0;dG; esté bien definido, por ejemplo que para G martingala, la correspondiente
integral sea una martingala. Un portafolio # se dice factible si dado un vector S° € R* de precios
para cada activo en t = 0, esto es antes de que se revele el verdadero estado de la naturaleza, para

t € (0,71, se tiene que: S%) < 0. (Se supone que en ¢ = 0 no hay dotaciones iniciales.)

Definicién 1 Decimos que un portafolio 8 y un proceso de consumo ¢, forman un plan presupues-
tariamente factible, si para el par (6,c) € © x B, para todo ¢t € [0,T7], se tiene que:

t t
0,.5, = / 0.dG. + / Ds(wis — ¢ )ds, 2)
0 0

y tal que 67 = 0 (lo que significa la no existencia de deudas en el instante terminal).

Definicién 2 Un plan presupuestariamente factible (6, c) para el agente i, es optimal para ¢ si no
existe otro plan presupuestariamente factible (¢’, ¢') tal que U;(¢’) > U;(c).

Definicién 3 Un equilibrio para una economia & = ((Q, B, ), (U;,w;), D,i = (1,...,n)) es una
coleccion ((S,p), (01,c1),.-.,(0n,cn)) tal que, dados el proceso de precio de los activos S y el



proceso de precios a la vista p para los bienes de consumo, el plan {6;,c;}; presupuestariamente
factible es optimal para cada i y ademas se cumple que: > % ¢; —w; =0y > 2% 6; =0.

A continuacién veremos condiciones que garantizan la existencia del equilibrio.

3.1 Existencia del Equilibrio para Mercados de Activos y Bienes

Como es sabido, para economias con infinitos bienes, la existencia de la funcién de demanda no
surge como un resultado necesario, de un proceso de maximizacion, lo que supone una desventaja
en el momento de caracterizar el conjunto de los equilibrios walrasianos, no obstante son cono-
cidos muchos trabajos en los cuales se resuelve el problema de obtener condiciones de existen-
cia para el equilibrio, ejemplo de ello [Araujo, A and Monteiro, P.K (1989)], [Bewley, T. (1969)],
[Mas-Colell, A. (1986)], con técnicas diferentes en cada caso. Considerando economias donde cada
agente es representado por una funcién de utilidad U; definida previamente, separable, estricta-
mente céncava, monétona, con gradiente tal que lim;_ . RL) ||0ui(k)|| = oo. Donde por (fr(RL)
entendemos la frontera del ortante positivo de R'. En [Accinelli E. (1996)] la introduccién de
la funcién exceso de utilidad, permite resolver el problema de la existencia del equilibrio para
economias con infinitos bienes, sin recurrir a la funcion demanda. La funcién exceso de utilidad
permite introducir un orden parcial en el espacio de los pesos sociales, mostrando a partir del
teorema de Fann, la existencia de al menos un elemento maximal, al que corresponde un tinico
par dual (¢,p) € B x B* de equilibrio.

La condicién impuesta sobre el comportamiento del gradiente de las funciones de utilidad en
el borde del ortante positivo, junto con el supuesto de que cada agente tiene dotaciones iniciales
no nulas para casi todo estado de la naturaleza, implican que la asignacién de equilibrio es un
punto interior para todo ¢t € [0,T] y casi todo estado de la naturaleza.

En las condiciones en que cada individuo maximiza una utilidad intertemporal a partir de
t = 0, para que la definicion de equilibrio tenga sentido no debe de existir ningin plan de consumo,
financiable con una estrategia admisible, tal que para un suceso a; € By 0 < t < T, de medida no

nula, sea preferible al plan de equilibrio para todo estado en a.

Teorema 2 Sea w = ) ;; w;, supongamos que para cada agente su utilidad es quasi-concava y
creciente en el intervalo [0,w] en las condiciones de Inada, entonces no existen incentivos para
que algln agente se desvie de la trayectoria de equilibrio.

Prueba Razonemos por el absurdo, suponga que existe un plan de consumo ¢’ y la correspon-

diente estrategia financiadora ', tal que para algiin agente:



/at [ /tTUi(cQ,t)dtl du(s) > / | l /tTui(ct,t)dtl dpu(s).

t t
0,.S; :/ 0:,dG —I—/ ps(wis — ¢s)ds,
0 0
y tal que HI(T) =0, para todo s € a;.
Defina entonces la siguiente estrategia de activos y el siguiente plan de consumo:

) 0:(s) si s <t
0(s) =< 6i(s) si s>tias L a
O(s) si s>tias Cay

ci(s) si s <t
é(s) =1} ci(s) si s>tias L ay
c(s) si s>tias Cay

Para este plan de consumo se cumple que:
> F

T
/ ui(ct,t)dt|[>’t] .
t

Siendo estricta la desigualdad para todo evento en ay.

T
E V wi(ch, £)dt| By
t

Tomando esperanza en ambos términos de la desigualdad anterior obtenemos una contradiccién
con la definicién de equilibrio. ]|

Lo que la demostracion anterior prueba es que ningiin agente tiene incentivos para desviarse
de la senda de equilibrio elegida en ¢t = 0.

El paso siguiente consiste en encontrar un portafolio # y un proceso de precios S para los
activos constitutivos tal que (p, ¢, S,0) conforme un equilibrio para la economia E con bienes
contingentes y activos.

Antes de formular el teorema de existencia, se requieren algunas definiciones:

Definicién 4 Decimos que un proceso M = (M?, ..., M*) es generador de martingalas si M7 es
para cada ¢t € [0, 7] una variable aleatoria real en (2, B, 1), tal que para cada martingala X, existe
¢ € Li[M]* tal que casi seguramente para todo ¢ € [0,7] X; = Xo + [y ¢(s)dMs.

Definicién 5 Decimos que un proceso G es un generador dinamico, si para toda martingala M
existe una probabilidad n en (€2, B) uniformemente equivalente a u tal que M, = E" [D,;/B,|t €
[0, 7).

'L [M] = {115 ) (f(;s |¢j\de) <ooV j €(1,2, k)} siendo ¢ un proceso predecible



Nota 1 El movimiento Browniano es un generador dinamico.

Nota 2 La medida n es equivalente a x si las derivadas de Radon - Nikodin dn/du y du/dn
estan sustancialmente acotadas.

Nota 3 La definicion de L1[M] no se altera por la sustitucion de medidas equivalentes.
Podemos ahora enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3 Bajo las hipotesis del teorema anterior, para una economia con k + 1 procesos de
dividendos, D = (Dy, D1, ..., Dy,) donde Dy corresponde al dividendo generado por el bono-cupon
pagable en T, si el proceso de beneficios G satisface la condicion de generador dinamico, entonces
en la economia E existe para cada par (c, p) equilibrio Walrasiano, un portafolio 6 y su correspon-
diente proceso S de precios tal que (6,¢,S,p) es un equilibrio para la economia E con activos y
bienes contingentes.

Prueba: Por ser (¢, p) un equilibrio Lagrangiano, se tiene que para toda medida equivalente
apen (Q,8), >4 ¢i—w =0 cs. Sea:

T
x;(t) = E" [/0 p(s)(e(s) — wi(s))ds/[)’t] Vi=1,2,..n—1

Por la condicién de ser G generador de martingalas, existe ¢ = (¢°, ..., ¢¥) tal que:

2(t) = 2(0) + /Ot sdCs.

Definimos 6y como:

k

09(t) = xi(t) — (/Otp(s)(ci(s) —w;(s))ds — ZQj(t)(Sj(t) +A(), t € [0,T]i =1,2,...,n— 1.
=)

Consideremos ahora el portafolio §; = ¢; Vi € 1,2,...n—1y 0, = Zgl_l 0;. En estas
condiciones, tenemos que #; financia el consumo ¢; para todo consumidor, con el costo inicial
7i(0) = B (Jo pls)(e(s) = wils))ds) =0 i =1,2,...,n]

4 Existencia y Unicidad del Equilibrio en un Modelo con Activos

Como en hasta ahora, se supone un modelo de economia con n agentes, pero de aqui en adelante en

nuestro modelo existird un tnico bien disponible en cada instante del tiempo y en cada estado, y



k activos diferentes, cuyos dividendos representaremos por el proceso estocéastico k — dimensional
D ={D,...,Dy}.

El modelo presentado puede considerarse entonces, como un caso particular de un modelo de
mercados incompletos, en el que se considera la existencia de un tnico bien consumible en cada
instante y en cada estado de la naturaleza, en este caso particular puede probarse que se cumple
el primer teorema del bienestar, lo que es generalmente falso en el caso general de mercados
incompletos.

Para funciones de utilidad definidas como en la seccién 2, en [Mas-Colell, Monteiro 1990] se

define un equilibrio para la economia como un conjunto (g, d, p, Z) tal que:

a) ¢ € RF, ¢ # 0 es un vector de precios, uno para cada activo, en t = 0.

b) 6 = (f1,...,0,) € RF" es un vector de portafolios, tal que Y% 0; = 0, y qf; < 0. Vi =
1,2,....n.

¢) Como anteriormente p es un proceso de precios a la vista.
d) z = (#1,...,25) es un plan de consumo donde > &; = > 1% w;.

e) (%, 0;) resuelve:

max F
X

T .
/O wi(@ (1), t)dt] (3)

T . t . k _
s.a /0 p(D)z(t)idt < /0 Pt (w'(t) + 3 05D;()]dt V7 € [0,T] cssy qfi <0
i1

FEn la medida en que hay un tinico bien de consumo podemos suponer si pérdida de generalidad
que: p(s) =1 Vs € Q. Entonces el problema de decisién anterior puede escribirse de la siguiente

manera:

T k
maxls(0) = B /O ui(t,;l:wi(t) + 0,,D;(t))dt (4)
- k
s.a: / [wi(t) + Z@iij(t)]dt >0 cs.and ¢f; <0
0 -
771

Entonces podemos dar la siguiente definicién de equilibrio:

Definicién 6 Un equilibrio para una economia con un Gnico bien disponible en cada estado de la
naturaleza e instante del tiempo es un par (¢,6) € R* x R™ tal que:
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1) @ resuelve el problema de eleccién del portafolio.
2) 0 es factible, esto es: Y1y 6 = 0.
3) If 6 = 0 equivalentemente u;(6) > u;(6), entonces 6 no es factible.
Para economias con un tnico bien de consumo, la siguiente proposicion es inmediata:

Proposicién 1 Toda asignacidon de activos de equilibrio es Pareto optimal

Prueba: Supongamos que # € R™ es una asignacién de equilibrio, y sea 6 asignacién factible

tal que: 6 > 0, es decir que:

T k T k B
/0 Ui(tzwi(t) + 03 D;(t))dt| > /0 Ui(f,zwi(t) + 0;5D;(t))dt
= =

en un subconjunto de §2 de medida positiva, con desigualdad estricta para al menos un agente
h, y ademas se satisface la identidad Y 7 6; = 0. Se sigue que la asignacién 6 es para el agente
h estrictamente mas cara que la correspondiente a 6, es decir que g6, > 0 > ¢f,. Entonces para
algin k debe verificarse que g6, < ¢f). Luego por la estricta convexidad de las preferencias se
sigue que : %Hk + %H_k =1 0. Tendremos entonces que: ¢ [%Gk + %ék} > 0, es decir que ¢f;, > g,
lo que contradice la anterior desigualdad.]]

Teniendo en cuenta que para cada 6ptimo de Pareto, es posible encontrar un conjunto de pesos
sociales, A = (A1, A2, ..., A\n) que es un elemento del simplex de dimensién n — 1 y que hacen que
para tales pesos el referido 6ptimo maximice una utilidad ponderada uy, es posible obtener precios
de equilibrio, a partir de aquellos elementos del simplex (pesos sociales) que hacen que se anule
la funcién exceso de utilidad, [Accinelli E. (1996)].

Para este caso es facil ver que el precio en el instante cero para el activo j estd dado por:

T Quy (w
szEVO a’\a(xi(t))Dj(t)dt

Donde uy(w) = maz Y iy Aiui(c;), con la restriccion Y iy ¢ < 3% w;, evaluada en aquellos
A = A1, ..., A, para los que la funcién de exceso de utilidad e, se anula, siendo ¢ = {c1,cz,...,cn}
un proceso de consumo contingente con los estados de la naturaleza posibles.

Consideremos ahora una economia de con un continuo de periodos, de intercambio puro con
un tnico bien de consumo en cada periodo. Cada agente elige su consumo para hoy ¢;(0) y un plan

contingente a los estados de la naturaleza c;s(t),t € [0,7], para los dias siguientes. Suponemos
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utilidades crecientes en el consumos, diferenciables, estrictamente quasi-céncavas y en la condicion
de Inada.

De acuerdo al método de Negishi, teniendo en cuenta que para este tipo de economia vale el
primer teorema del bienestar, es posible obtener precios y asignaciones de equilibrio a partir de
la funcién exceso de utilidad. El método de Negishi para este problema requiere comenzar por

maximizar

E l/oTuA(wo,ws ] Z)\ F l/ u;i(ci0, cis(t ))dt]

Yo cis(t) = ws(t) Vse S, te€(0,T]
> cio(t) = w(0)

Supongamos ahora que la economia tiene K activos, siendo d; los dividendos que pagard el

s.a

activo j—ésimo en el periodo 1, siendo contingente a los estados de la naturaleza. El problema de

eleccion éptima es para este caso equivalente a:

cio€ER,QERk+1

T n
max F [/ Z Aiwi(cio, wi(t) + QiD(t))dt] , s.a.0q = 0. (5)
0 i

Zgl Cis(t) = Eﬁl (wis(t)—i-HiDs(t)) Vse s, te [O,T]
S colt) = w(0),

En estas condiciones obtenemos las siguientes condiciones de primer orden:

s.a :

T Oui(cio(N),wis(t)+ 0:(N)D;s(t))

. Tfa . C(z) w+aec(A)D (t))J dt} 7 vie {1,2,..n}
uz Cj s Wis s )~y

i Jo Ot EANZ D Dyedt = s

Siendo o y s los respectivos multiplicadores de Lagrange para el programa original.

A partir de estas igualdades y evaluando solamente en aquellos elementos A en el simplex
positivo de dimensiéon n — 1, AL que anulan a la funcién exceso de utilidad e : AL R 1
[Accinelli E. (1996)] se tiene que el precio de un activo contingente al estado de la naturaleza

s € 5 sera

fT Oui(cio(N),wis+ ei(/\)ijs(t))D, dt

0 oc;
Sj=E - (6)
E |: (,)T 8UL(C’LO(/\)77"U1&8(;): 0:(N), D_}é(t)) dt:|

Donde uy es la funcién de utilidad ponderada por los pesos A € AT ™1 el simplex de dimensién

n — 1, tales que e(\) = 0 Equivalentemente:
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0 dcs
E [f()T BUA(lgoﬂﬂs(t)) Djs (t)dt}

Ci0

S;=F (7)

T Ouy(wo,ws(t)) dt :|

A partir de las condiciones de primer grado obtenemos que el resultado es independiente del ¢;
elegido.

Para el bien de consumo en ¢t = 0 obtenemos:

0cCis

E [fOT Ouy (wo,ws(t)) dt

0cis

So=F (8)

foT Ouk(wo,wS(t)dt ]

Como Sp es el precio unitario del bono cupén, tendremos para la tasa de interés 7y sin riesgo:

1
ry = )
! So—1

Sustituyendo obtenemos:

1 _ fOT am(uéocfvs(t)) dt
T+ry B [f(;f 3%(1;2;“18(?5) dt}

Con la notacién:

Z/{/>\7o(wo, ws) - B fOT 3%(%00\)@@@(22 0:(N\),D;s(1)) dt
U//\,l(wo, ws) = OT 8'“7.’(01'0()\)nwésc':seiD()\)Js(t)) Dj.dt

Con esta notacién podemos escribir:

U\ 1(wo, ws)
R ) D.
5 [U'A,o(wo, ws) 7 )

U’ \ 1 (wo, wy)
So=F |———" "2 10
0 [U’,\,o(wo,ws) (10)

Dividiendo a ambos miembros de 6 por S; y a partir de la definicién de covarianza obtenemos:

1
B U’ 1(wo, wy) U’ \ 1 (wo, wy)
Byl == (E [UIA,O(WOaws) Coulry, U'x0(wo, ws)’ )

donde r; = % — 1, es la tasa de retorno del activo j.

Una sustitucién mas nos lleva a:
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!
Elrj—r¢ =—14rf)Cou(ry, W
O(U)O, Wy
Obsérvese que siendo la utilidad estrictamente concava, el premio por riesgo debe aumentar
con los estados de bonanza, es decir con aquellos estados donde la riqueza agregada es mayor.
Un consumidor adverso al riesgo necesitard un premio mayor por riesgo si el retorno esperado
del activo es mayor en los momentos de riqueza agregada mayor. Asi un activo que ofrece un
mayor retorno en los estados pobres que en los ricos, serd mas valioso que otro que ofrezca mas en
estados ricos y menos en estados pobres. Esto se puede decir también senalando que una unidad
de consumo adicional es més valiosa cuanto menor sea la riqueza agregada.
Es posible obtener un proceso de precios de equilibrio instantaneos S;, con Sjo = ¢, para cada
activo j = (1,2, ..., K).

1 T
Sjt = )E [/t u,\c(ws,s)dDst:t , te [O,T). (12)

Upne(w, t

En funcién de lo dicho en la seccién (2) sélo resta probar que el portafolio 6 que financia el
consumo de equilibrio es optimal para el proceso de la ecuacién 12. Para este proceso de precios, es
posible repetir el razonamiento anterior y obtener un conjunto de igualdades y relaciones andlogas
para cada instante ¢ € [0,T].

Notemos que las condiciones suficientes para la unicidad del equilibrio contingente en cada
estado de la naturaleza, se desprenden de las generales validas para la unicidad de los ceros de la
funcién exceso de utilidad, [Accinelli E. (1996)].

5 Dinamica del Equilibrio

En esta seccion caracterizaremos el comportamiento de las trayectorias de equilibrio para una
economia en el que se supone consumidores maximizando una funcién de utilidad intertemporal,
con las condiciones generales del modelo. La existencia de multiplicidad de equilibrios, conlleva
la posibilidad de diferentes procesos evolutivos para economias inicialmente iguales en recursos y
preferencias .

La dindamica no debe entenderse como la trayectoria gobernada por una ecuacién diferencial,
sino como una funcién o funciones determinadas en el instante inicial que indican los precios y las
distribuciones posibles de equilibrio para la economia en el futuro, precios y planes de consumo
contingentes a los estados de la naturaleza en cada instante del tiempo.

Como ya fue dicho en la seccién (2.3) es posible asociar de manera tnica a cada elemento

del simplex (pesos sociales) que anulen la funcién exceso de utilidad de una economia dada, (es
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decir fijadas las utilidades y las dotaciones iniciales) un tnico par conformado por un sistema de
precios y una asignacién de consumo contingente de equilibrio. La no unicidad genérica de los
ceros de la funcién exceso de utilidad es el sustento de la multiplicidad posible de las trayectorias

de equilibrio.

5.1 Caso con Unicidad de Equilibrio

La existencia de un tnico cero de la funcién exceso de utilidad para una economia prefijada,
implica la existencia de una tnica trayectoria posible de equilibrio, es decir de un tnico sistema de
precios y asignacion de equilibrio. Esto deja a la economia absolutamente predeterminada, de esta
manera es posible predecir el futuro en forma perfecta. Las condiciones indicadas en el teorema
de G. Chichilniski son suficientes para esta situacion, es decir la no existencia de singularidades
en la funcion exceso de utilidad.

La posible aparicién de multiplicidades en los ceros de la funcién exceso de utilidad hace perder
esta perspectiva tan rigida pero paradojicamente pone a la economia en la situaciéon opuesta, no
permitiendo ninguna previsibilidad del comportamiento futuro, a partir del conocimiento de las

dotaciones iniciales y las funciones de utilidad.

5.2 Caso con Multiplicidad de Equilibrios

Fijadas las funciones de utilidad diremos que una economia es singular si para las dotaciones
iniciales dadas el cero de la funcién exceso de utilidad es un valor singular, y diremos que la
economia es regular en caso contrario, respectivamente segin el rango del jaobiano de la funcién
exceso de utilidad sea completo o no, al modificarse las dotaciones iniciales una economia puede
cambiar de categorizacion, pasando de singular a regular o viceversa.

La multiplicidad de equilibrios supone la existencia de dotaciones iniciales singulares, es decir
de dotaciones iniciales que hacen del cero un valor singular de la funcién exceso de utilidad. De
otra manera no habria multiplicidad, pues siempre es posible la existencia de dotaciones iniciales
que para utilidades dadas tengan asociadas un unico equilibrio, bastaria para esto tomar como
iniciales, dotaciones que sean un éptimo de Pareto, la cantidad de ceros solo se modifica en un
entorno de una economia singular.

Una vez que sea posible encontrar economias con multiples ceros para su funcién exceso de
utilidad, es posible encontrar diferentes pares, formados por diferentes precios y asignaciones de
equilibrio. Entendiendo cada sistema de precios como un proceso estocéstico en [0,7], y una
asignacién, como un plan contingente a los estados de la naturaleza para el mismo periodo, nos

encontramos entonces con la existencia de diferentes trayectorias de precio y consumo de equilibrio.
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De esta manera no existe un tnico comportamiento futuro posible para economias iguales en
su comienzo en bienes y preferencias. A la vez que la teoria no dispone de instrumentos para
predecir desde el instante inicial, la trayectoria de equilibrio por la que evolucionard el sistema, lo
que introduce cierta indeterminacién original en el comportamiento del modelo, indeterminacién
estructural, no vinculada a la imposibilidad de medidas perfectas o conocimiento futuro perfecto.

Es posible pensar que a partir de una determinada transferencia de recursos hecha en un
momento dado, por (por ejemplo) una autoridad central, el sistema que evolucionaba de acuerdo
a un determinado proceso, pase a uno diferente, en el que las utilidades se seguiran maximizando
en una regién presupuestaria definida ahora a partir de la transferencia mencionada. Ciertamente
esto supondréd cambios estructurales importantes, particularmente en la influencia social de los
agentes econdémicos definida a partir de sus pesos sociales.

El concepto de trayectoria de equilibrio econémico tiene diferencias importantes con equilibrios
gobernados por ecuaciones diferenciales, no solamente porque no aparece claramente la posibilidad
de expresar las leyes que lo determinan mas que en algunos casos particulares dentro de los que
tienen unicidad de equilibrio, sino ademas porque condiciones iniciales iguales no determinan

procesos futuros iguales.

6 El Modelo CAPM

A continuacién mostraremos como es posible obtener para economias intertemporales y con in-
certidumbre en los estados de la naturaleza las formas clasicas del modelo llamado CAPM. El
llamado modelo CAPM, requiere, en su forma clésica, activos normalmente distribuidos, o utili-
dades cuadraticas. Veremos que las férmulas propias del CAPM, pueden obtenerse prescindiendo
de los supuestos en las utilidades o en la distribucion de los activos, pero necesitamos el supuesto

de la existencia de un portafolio generador.

1) Adversion a la varianza: Para dos procesos de consumo ¢ y ¢ con E(c) = E(¢) cada
agente de la economia preferird aquel con menor varianza, esto es U;(¢') > U;(c) cada vez
que var(c) > var(c’). Obsérvese que si {D;},j = (1,2,..., K) tienen distribucién conjunta

normal entonces, la adversion a la varianza es implicado por utilidades céncavas.

2) Equilibrio: Para la economia {U;, w;, Dj;i € (1,2,...,n),j = (1,2,..., K)} existe un proceso
¢ = (c1,¢z,...,¢,) de equilibrio autofinanciable, con ps = 1;c.s. por un conjunto {6,q} de
portafolios y precios en ¢t = 0, tal que {p, ¢, ¢,0} es un equilibrio de bienes y activos para la

economia.

16



3) No arbitraje: La no existencia de arbitraje, supone la imposibilidad de obtener beneficios sin
inversién. Esto es si 6 : Z;ﬁl 0;D; > 0 en algin subconjunto de S de probabilidad positiva,

entonces g > 0y si ¢f = 0 entonces 3%y 0;D; =0 c.s.

4) Portafolio Generador: Esto es el proceso de beneficios D, asociado a los dividendos pagados

por los activos es un generador dindmico, definicién 5.

Teorema 4 CAPM, forma precios.

Si se satisfacen 1), 2) y 3) para un equilibrio {q, 8} existen constantes h y H tales que:

q; = heov(e,d;) + HE(d;); j€{1,2,...,n}, (13)

donde e = Y"7'; e; siendo {es,ey,...,e,} las dotaciones iniciales de cada agente, ¢;(t,-) es para
cada ¢t € [0,7] una variable aleatoria sobre el conjunto de los estados de la naturaleza y d; =
fOT 0;D;s(t)dt; Vs € S, una variable aleatoria que representa los dividendos generados por el activo
J hasta el final de la economia, siendo Dj; el retorno del activo j en el estado s.

Antes de la prueba veremos un corolario, para esto necesitamos hacer las siguientes definiciones:

5) Sea e; una martingala para ¢ € {1,2,...,n}.

>y 05

Notaremos con Ry = == al retorno del portafolio 6.

Definicién 7 portafolio de mercado. Por la condicion de generador del proceso de dividendos
(condicion 4)), existe un portafolio M = (M1, M>, ...Mk) tal que e = fol M;d; =it C; donde
i Ci es el equilibrio agregado.

6) Asuma que gM # 0y que var(Ryr) # 0, sea By = cou(Ro.Bar)

var(Rpr)

Corolario 1 CAPM, forma retornos.
Bajo las condiciones 2) a 6) existe al menos un portafolio ¢ con valor de mercado no cero y
B¢ = 0. Para ¢ fijo y para todo ¢ se tiene:

E(Rg) — E(Rg) = B [E(Rnm) — E(Ry)] .-
Si existe un portafolio sin riesgo se puede tomar por ¢.

Prueba del Corolario. A partir del supuesto de no arbitraje, item 3)es posible concluir con

que el espacio de portafolios tiene dimensién al menos dos. Considerando cov como un producto
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interno en el espacio de los portafolios factibles. puede concluirse la existencia de un portafolio ¢
tal que By = 0, basta para ver esto considerar un vector Ry ortogonal a Rp;.

A partir de la ecuacién 13 y de los itemes 4) y 6) obtenemos la siguiente igualdad
K K K
q0 = heov [ > M;d;,> 6;d; | + HE | Y 0;d;
j1 j1 i1
Analogamente para el portafolio ¢ obtenemos:
K
qp=HE (Y ¢;d; |,
g1

de donde sigue que:

Finalmente para el portafolio M se tiene:

K 1 K
qM = hvar (Z dej) + mE (Z dej)

g1 g1

Sencillas operaciones algebraicas conducen a

h:

1 [[E[qu] - E[RMW
var(Ryr) Mq.E[Ry)

La ecuacién ( 13) lleva también a la siguiente igualdad

H
1 = hcov (Z dej,Rg) + HE(Ry).
g1

Sustituyendo en forma adecuada obtenemos:

cov (Ryr, Rp)

B(Ry) ~ B(Ry) = 20 TS

[E(Ry) — E(Ry)] ]

A continuacién probaremos el teorema, se hard siguiendo de cerca la de [Chamberlain, (1988)].

Prueba del teorema, (CAPM en forma de precios)

Sea Z = gen{d;;j=(1,2,...,K)} el espacio generado por el retorno de los activos de la
economia. Consideremos ahora el producto interno (z,z’) — cov(z.z'). Entonces para todo
funcional lineal IIZ — R continuo existe 7 € Z* un elemento del espacio dual, tal que II(z) =

cov(m,z);Vz € Z*.
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Particularmente para z = Z]Ifl 0;d; y para el funcional lineal II(z) = ZzKl q;0;, existe 7 tal
que II(2) = cov (7?, ZzKl q]ﬂj) . Por la linealidad de la covarianza obtenemos para todo portafolio

0 :

K B K
Y a0 =T(z) =) 0;[E(7d;) — E(7)E(d))] .
=1 =1

De donde ¢; = E(7d;) — E(7)E(d;) a partir del hecho de ser d;,j = 1,2,..., K. Es decir que:
q; = covbd5(T, d;).

Sea 7 el elemento que representa a E, esto es para todo z € Z se tiene que E(z) = covb5(n, 2).

Sea € la proyeccion ortogonal de e en el subespacio generado por {7, 7} puede verse que existen
constantes h y H tales que: ™ = he + Hn. Sustituyendo en la expresion anteriormente obtenida
para gj, se obtiene: ¢; = cov((hé + Hn),d;) = hcov(e, d;) + Hcov(n, d;).

Como cov(n,d;) = E(dj) y como puede verificarse cov(€,d;) = cov(e,d;) termina la de-

mostracion. ||
Teorema 5 Para cada agente, existen dos portafolios ¢# y ¢? que financian su consumo.

Prueba A partir del supuesto 4) sabemos que existe un portafolio 6; que financia el consumo
¢; del agente i pues, siendo e’ + ZjKl djeé- = ¢;, la proyeccién ortogonal ¢; pertenece al espacio
generado por 7 y 7 del teorema anterior. Ademés como var(c;) = var(¢;) + var(c; — ¢) > var(é)
con E(¢;) = E(c;) obtenemos por item 1) que U; (&) > Uj(c;).

Luego el consumo pertenece a gen{m,n} (espacio generado por los vectores 7y n). Por el item

4), tenemos que existen portafolios ¢ y ¢ tales que

K
Z ¢Adj =7
i1
y
K
> oPdj =]
=

6.1 Utilidades Cuadraticas

En el caso particular de utilidades cuadraticas, puede obtenerse los resultados propios del modelo
CAPM, pues para estas utilidades se tiene adversiéon a la varianza, siendo suficientes las dos
primeras derivadas para caracterizar las preferencias, analogamente a lo que sucede si se suponen
todos los activos normalmente distribu”idos, y se supone que los agentes buscan minimizar el riesgo.
En este caso podemos prescindir de la condicién de la existencia de un portafolio generador. Es

facil ver que en el caso de utilidades cuadraticas, la utilidad ponderada, uy es también cuadratica.
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Segin 9 el precio de los activos en el equilibrio estaré representado por:
¢ = HE [u)(e)d;] = couv [u}\(e), d;] .

De donde se sigue que

De esta manera:
qj = hicov [u\(e), d;] + k2E(d;). (14)

Finalmente obtenemos:

T
q; = Hicov [/t (A+ Bw(s))dDs,d;| + HyE(d;).[] (15)

6.2 Pérdida de la Eficiencia en un Modelo CAPM

Como fue visto anteriormente la maximizacién de funciones cuadraticas llevan a la llamada férmula
CAPM. La misma puede obtenerse también como resultado de un proceso de minimizar la varianza
de un portafolio sujeto a un retorno esperado fijo de antemano. Un portafolio de equilibrio
es eficiente en el sentido de minimizar la varianza para el rendimiento esperado dado, es decir
pertenece a la frontera de eficiencia.

Es facil ver que una vez que se imponen condiciones adicionales a los posibles activos de una
cartera, como por ejemplo no poder colocar determinado tipo de ellos o0 mantener una cantidad
predeterminada de otros hace que se pierda la eficiencia, implicando esto que para un mismo
retorno esperado el riesgo asumido por el poseedor de la cartera sea mayor en presencia de re-
stricciones adicionales. En esta subseccién presentaremos el caso de las AFAPS uruguayas y
mostraremos que su cartera esta lejos de la eficiencia.

Para la realizacién del siguiente ejercicio se parte del modelo cldsico para la obtencién del

portafolio de frontera. En nuestro caso seguimos [ Huang, C.; Litzenberger, R.]

Definicién 8 Un portafolio se llama de frontera si es de minima varianza entre aquellos que
tienen el mismo retorno esperado.

Esto es, un portafolio 6 es de frontera si y s6lo si wy esto es el vector de K-activos que conforman

el portafolio resuelve el programa cuadratico:

1
Ny, §wTVw (16)
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sa: TC T Elry]
wrl = 1

donde e denota el K-vector de retornos esperados en los K activos, E[r,] denota la tasa esperada

de retorno en el portafolio y 1 es un K-vector de unos.

Nétese que son permitidas ventas en descubierta, (es decir pesos negativos en el portafolio).
Ademss el retorno esperado en intercambio factibles es no limitado, lo que se sigue del hecho de
que los activos no tienen idénticos retornos esperados.

A partir de las condiciones de primer orden para este problema podemos obtener la siguiente
relacion entre varianza y retorno esperado para un portafolio.

o2ro) _ (Elrgl ~ AJCP )
1/C D/cy
donde A, D, y C son constantes determinadas, ver [ Huang, C.; Litzenberger, R.].

La siguiente figura muestra la hipérbola que define una relacién eficiente entre varianza y
riesgo.

En el caso de las AFAPS, a las restricciones ordinarias deben agregérseles algunas adicionales,
impuestas por un agente cuya utilidad no necesariamente coincide con la de las AFAPS, esto
conlleva la pérdida de eficiencia. De forma tal que para mantener un mismo nivel de riesgo debe
disminuirse la rentabilidad esperada.

El siguiente ejercicio es presentado en [Accinelli E, Piria A, Tempone R (1997)],

wre = Elry]
sa: wrl = 1
w;, >0 i=1,2,...5; < K,
donde la restricciéon impuesta al modelo es que la inversién hecha en los j primeros activos sea no
negativa.

En el referido trabajo se presenta una relacién entre valor esperado del portafolio y riesgo,
representado por una parabola, la cual es la curva de eficiencia, o lugar geométrico de los portafolios
de frontera. Se muestra que el imponer restricciones como la de no negatividad en alguna de las
variables, obliga al inversor a asumir riesgo adicional para mantener el nivel anterior de retorno
esperado. La curva de frontera para el caso con restricciones impuestas se corre hacia el lado del
riesgo positivo, y ahora queda conformada por una seria de parabolas unidas en los puntos en que
la restricciéon impuesta sobre las j primeras variables se hace efectiva.

Se concluye conque la imposicién de restricciones por parte de un agente, cuyo objetivo no
corresponde al de las aseguradoras, implica un costo creciente en términos de riesgo para el

inversor.
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7 Appendix A

To see that gﬁ; is a differentiable function we define:

BN A) = 3 Au(e(d) 473 8) — wild)).
=1

=1

Then, from the first order conditions, we can directly apply the implicit function theorem:

(I)C<c(/\)7'7(/\)7)‘) =0 (18)

D, (c(A),v(N) =0 (19)

Taking derivatives with respect to A\ we obtain:

Oc(A
o, 0 %Q) 0

Define the matrix H by

_ D, Cbc*y
ne[2e o]

Hence H is a nonsingular matrix, then the below equality follows:

dc(N) P
0 _ -1 A

l o) ] =H [ 0 ] (20)
D

8 Appendix B

In this appendix we prove the integrability of each derivative: %”T(:‘).

8.1 Case with one spot good.

In this subsection we suppose that there are n agents and only one spot good, i.e.:i = {1,2,...,n}
and [ = 1.

From the first order condition, 18, it follows that:

Mug(er) = Ay (c2) = ... = M\l (cn)
1 801- /i oc; _ . .
N At an = 0 1ATEE (21)
Cq —
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And from 19 we obtain:

O pys Ok
After some algebraic manipulations it follows:
g p
1nocy noc  _ /
Ak, %\k Aruq %\k = u.
11 Ocy, 11 Oca — /
nocy cn /
pyRI e Anly, o = U
[)\ "N\ At Ao gﬁ —u
1u] + Apuy] KUy . KUy D k
Oca. _
Agu}, [Aouy + Aguy] ... Apuy, | _ U (23)
)\ku’k’ )\ku’k’ ce )\nu;{ + )\kulkl Ocn. —u
Iy, k
Solving these equations we obtain:
oc; —uﬁc [Ain + Aig + ... + Aip

e Ml [Aal + -+ [ + Ml [Aa] + - . Aull [Aa]

It follows that afz < 0. Then from 22 we obtain that: g)\ci > 0.
k k

Now using 21 it follows that uj > \u! 68,(\32'

From these inequalities and using condition (ii) in section 2.1:

N [y (ci — wi) + uf]| < Ml G| [uf (i — wi) + Aic; + Bi] <

u; [Ci (Ai + 1) + B, + |wz\] . []
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