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Resumen

El problema en estudio es el tiempo minimo de difusién (MBT). A partir de
un grafo conexo no dirigido y de un nodo origen que posee un mensaje, el objetivo
es transmitir ese mensaje lo antes posible a todos los nodos restantes del grafo.
La comunicacién tiene lugar entre nodos vecinos de forma selectiva y cada reenvio
toma un intervalo de tiempo.

Histéricamente, el MBT encuentra aplicaciones en servicios telefénicos, sin
embargo, sirve como problema inspirador para el diseio de esquemas actuales de
reenvio en sistemas de comunicacién modernos como redes de entrega de contenido
y redes de pares.

El MBT pertenece a la clase de problemas NP-Completos. Como consecuencia,
la literatura ofrece heuristicas, algoritmos de aproximacion y soluciones exactas de
tiempo exponencial. Asi mismo, se encuentran diferentes propuestas de ingenieria
inversa, donde se construyen topologias de grafos para minimizar el tiempo total
de difusion.

La contribuciéon principal de este trabajo es desarrollar una heuristica
competitiva llamada TreeBlock. TreeBlock explota la optimalidad para el MBT
en grafos de tipo arbol, y el hecho de que los grafos conexos arbitrarios acepten
una descomposicién en una estructura de arbol de bloques, donde los bloques de
construcciéon son componentes biconexas. Ademds, como consecuencia de un
trabajo conjunto con investigadores locales y externos, hemos medido el
potencial de nuestra heuristica comparando con una solucién exacta desarrollada
mediante una técnica de programaciéon lineal entera. KEstos resultados
complementan el estudio sobre la eficacia de TreeBlock en relacién a la
correctitud de los resultados arrojados.

Una comparacién justa entre TreeBlock y heuristicas anteriores resalta
también la efectividad de la propuesta.

Palabras claves: Tiempo minimo de difusion, Complejidad computacional,
Programacion lineal entera, Heuristica.
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Capitulo 1

Introduccidn

La identificacién de un esquema de reenvio ideal es un problema desafiante en
las telecomunicaciones. La literatura cientifica ofrece modelos de fluidos para
sistemas de comunicacién masivos [1], esquemas de reenvio de &rbol o de uno a
uno [24], la estrategia toma y daca (de Toma y dame acd, o Tit for tat en su
expresién original en inglés) de teorfa de juegos [20], entre muchos otros.

Qiu y Srikant [35] presentaron por primera vez un modelo de fluidos
fundamental para una red completa de pares. En este modelo, los autores
consideran una red completa con usuarios idénticos, donde el reenvio simultdneo
lleva proporcionalmente méds tiempo que el envio punto a punto. Los autores
proclaman un resultado contrario a la intuicién, donde la solucién uno a uno
pareceria ser una buena estrategia de reenvio.

Si bien los autores estudian la capacidad del servicio en un sistema de
intercambio de archivos entre pares, su formulaciéon es lo suficientemente
genérica. Ellos encuentran una férmula concreta para el tiempo de espera
promedio en un esquema de reenvio uno a uno cuando la poblacién es una
potencia de dos. En [27], se incluye una prueba formal de que el esquema de
reenvio uno a uno logra el tiempo de espera minimo, cuando la poblacién tiene
una potencia de dos.

Asi mismo, trabajos recientes confirman que la optimalidad también es valida
para grafos arbitrarios (no completos) [26].

El esquema de reenvio uno a uno es abierto, en el sentido de que se debe
determinar la estrategia de seleccion vecina. Esto significa que este problema es
equivalente a un problema histérico bien conocido, llamado tiempo minimo de
difusion (Minimum Broadcast Time), o MBT para abreviar [10].

El MBT encuentra aplicaciones originalmente en la red telefénica publica
conmutada. Sin embargo, sirve como un problema de inspiracién para el diseno
de esquemas actuales de reemisién tolerante al retardo en sistemas de
comunicacién modernos como redes de entrega de contenido (CDN) y redes de
pares (P2P) [6], o también redes radio cognitivas (CR) [21], por lo que se
entiende como un problema antiguo pero altamente vigente.
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También debe mencionarse que la complejidad del problema [11] demanda el
desarrollo de algoritmos aproximados, como metaheuristicas, y algoritmos exactos
de tiempo exponencial.

El objetivo de este trabajo es entonces contribuir al estado del arte ofreciendo
un algoritmo competitivo que se acerque a la soluciéon éptima del problema. Esto
se aborda mediante una técnica heuristica.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera.

En el Capitulo [2| se brinda la terminologia necesaria de Teoria de Grafos y
nociones sobre Complejidad Computacional, que seran de utilidad a lo largo del
documento.

El Capitulo [3] presenta una descripciéon del problema de estudio y trabajos
relacionados.

En el Capitulo [4] se presenta una formulacién de programacién lineal entera,
un aporte novedoso surgido en el marco del proyecto por la colaboracién del Dr.
Amaro de Sousa.

La contribucién principal del trabajo, que corresponde a la construccién de la
heuristica T'reeBlock se describe completamente en el Capitulo

Seguidamente, en el Capitulo [6] se lleva a cabo una comparacién justa contra
los resultados alcanzados por las heuristicas mas competitivas encontradas en la
literatura. Ademas, se realiza una comparacion con los resultados obtenidos por
la formulacién exacta en términos de resultados y tiempos de ejecucion siempre
que fuera posible. En ese mismo capitulo, se estudia también la escalabilidad de la
heuristica propuesta en funcién de la cantidad de nodos y la densidad de aristas
para diferentes instancias de grafos del tipo pequerio mundo.

Finalmente, el Capitulo [7] presenta conclusiones y lineas de trabajo futuro.
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Conceptos previos

2.1. Teoria de grafos

La teoria de grafos es una importante disciplina tanto para la matemética como
para la teoria de la computacion.

Gracias a la teoria de grafos se pueden resolver diversos problemas. Por ejemplo:
encontrar el camino 6ptimo a través de las calles de una ciudad, calcular el niimero
de combinaciones diferentes de vuelo entre dos ciudades de una red aérea, optimizar
los tiempos para concretar una serie de trabajos, colorear cualquier mapa con
cuatro colores de tal forma que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color.

En cuanto a la teoria de la computacién, se destacan otras aplicaciones como
utilizar grafos predecibles para la creacién de sistemas operativos, disefio de bases
de datos o redes, entre otras.

El origen de la teoria de grafos se ubica en el siglo XVIII gracias a los
resultados obtenidos por Leonhard Euler en su trabajo conocido como “El
problema de los puentes de Konigsberg”. La idea era determinar un camino que
recorriese todos los puentes sin visitar més de una vez por cada uno. Euler
sustituy6 cada una de las regiones por un punto y cada uno de los puentes por
una linea resultando en una figura denominada grafo. Asi demostré que el
problema en cuestién es irresoluble y este es considerado el primer resultado de la
disciplina.

A continuacién, se enumeran diferentes definiciones bésicas utilizadas a lo
largo de este trabajo. La terminologia fue adoptada del libro de Douglas B. West,
“Introduction to Graph Theory” [34]

Definicién 1. Se define formalmente un grafo como el par (V,E), y en
general se denota G = (V,E), con V # () el conjunto de nodos (o vértices) y
E CV x V el conjunto de aristas (o enlaces).

Definiciéon 2. Un nodo w es adyacente a otro nodo v si el grafo contiene una
arista (v, w) que los une. Ademas, los nodos w y v son vecinos.
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Definicion 3. Una arista e es adyacente a un nodo n, cuando uno de sus
extremos es el nodo n.

Definicién 4. Dado un grafo G = (V, E) y un nodo i € V , el grado de i es el
numero de aristas adyacentes a él.

Definicién 5. Un subgrafo de un grafo G es un grafo G’ cuyos conjuntos de
vértices y aristas son subconjuntos de los de G.

Definicién 6. El subgrafo inducido G’ (V’, A’) es un subgrafo de G(V, A) tal
que V' C V y contiene todas las aristas adyacentes al subconjunto de vértices de

G.

Definicion 7. Un bucle es una arista cuyos dos nodos extremos son el
mismo.

Definicion 8. Un grafo con multiarista es aquel que para un par de nodos
adyacentes, existe mas de una arista que los une.

Definicion 9. Un grafo es simple si no contiene bucles ni multiaristas.

Definicién 10. Un camino es un grafo simple, cuyos nodos pueden ser
ordenados en una lista de tal forma que dos nodos son adyacentes si y solo si, son
nodos consecutivos en la lista.

Definicion 11. Un ciclo es un grafo con igual cantidad de nodos y de aristas,
cuyos nodos pueden ser dispuestos alrededor de un circulo, tal que dos nodos son
adyacentes si y solo si aparecen consecutivamente en el circulo.

Definicion 12. Un grafo es aciclico si no existe ningin sugbrafo inducido que
sea un ciclo.

Definicion 13. Grafo conexo, un grafo es conexo si existe una camino entre
todo par de nodos.

Definicién 14. La distancia entre dos nodos u y v, d(u,v), es el largo del
camino mas corto que los comunica.

Definicion 15. Excentricidad de un nodo de un grafo conexo, es la distancia
maxima entre el nodo y cualquier otro nodo.

Definicion 16. Didmetro, es la excentricidad méxima de cualquier nodo del
grafo.
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Definicion 17. Radio, es la excentricidad minima de cualquier nodo del
grafo.

Definicion 18. Las componentes conexas de un grafo G son cada uno de los
subgrafos conexos inducidos de G maximales.

Definicién 19. Un nodo v € V(G) es llamado punto de corte o punto de
articulacion si G — v tiene méds componentes conexas que G.

Definiciéon 20. Un bloque de un grafo G es un subgrafo maximal conexo de
G que no tiene puntos de corte. Si G es conexo y no tiene puntos de corte,
entonces G es un bloque

Definiciéon 21. Arbol, es un grafo en el que dos nodos cualesquiera estan
conectados exactamente por un solo camino.

Definicién 22. Arbol de bloques, es un arbol de componentes biconexas que
estan unidos por los puntos de corte.

2.2. Elementos de complejidad computacional

En este apartado se brindan nociones generales sobre Complejidad
Computacional. El tema se trata extensivamente en el libro autorizado por Garey
y Johnson [11].

La Teoria de la complejidad computacional es una disciplina de la teoria de la
computaciéon y matematica que estudia la clasificaciéon de los problemas
computacionales de acuerdo a su dificultad en base a los recursos necesarios para
su resolucion y la relacion entre dichas clases de complejidad. En este sentido,
estudia la eficiencia de los algoritmos estableciendo su efectividad generalmente
de acuerdo al tiempo (ntmero de pasos de ejecucién de un algoritmo para
resolver un problema) y al espacio requerido (cantidad de memoria utilizada para
resolver un problema), ayudando a evaluar la viabilidad de la implementacién
practica en tiempo y costo.

La idea de medir el tiempo y espacio como una funcién de la longitud de la
entrada, se origind a principios de los 60’s por Hartmanis y Stearns, y asi, nacid
la teoria de la complejidad computacional. En los inicios, los investigadores
trataban de entender las nuevas medidas de complejidad, y como se relacionaban
unas con otras. En 1965, Edmonds definié un algoritmo para el cual un
polinomio acotaba el tiempo de ejecuciéon (de aqui nace el término tiempo
polinémico), lo que conllevé a la formulaciéon de uno de los conceptos ma&s
importantes de la teoria de la complejidad computacional.

Definicion 23. Un problema se compone de una serie de parametros de
entrada y una salida o solucién que cumple ciertas propiedades deseadas.
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Definicion 24. La serie de pasos definidos para la resolucion de un problema
se conoce como algoritmo.

Definicion 25. Funcién de complejidad. Para comparar la complejidad de
dos algoritmos resulta necesario definir una funcién, f(n) donde n representa el
tamano de la entrada del problema. Esta funcién indica el niimero de operaciones
que requiere la ejecucion del algoritmo.

Definicién 26. Orden de complejidad. La funcién f(n) es de orden O(g(n))
si existe M, constante, tal que f(n) < Mg(n).

Definiciéon 27. Los principales érdenes de complejidad son los siguientes:
» constante: O(1)

» logaritmica: O(logn)

» lineal: O(n)

» casi lineal: O(nlogn)

» cuadrética: O(n?)

= ctibica: O(n?)

» exponencial: O(a™)

Definicion 28. Jerarquia de érdenes:

O(1) € O(logn) C O(n) C O(nlogn) C (n?) C O(n?) C O(a™)

Definicion 29. Reduccién polinomial:
Un problema A es reducible a B si las soluciones de B existen y dan solucién
para A siempre que A tenga solucién. Entonces A no puede ser mas dificil de
resolver que B, la reduccion polinomial son aquellos que pueden ser reducidos y
resueltos en dicho tiempo, su notacién es A <p B

Definiciéon 30. Clase L£: Es el conjunto de los problemas de decisién que
pueden ser resueltos en espacio log(n), donde n es el tamano de la entrada, por
una maquina de Turing determinista tal que la solucién si existe es tnica.

Definicién 31. Clase N'L: La clase de complejidad NL (espacio logaritmico
no determinista) es el conjunto de los problemas de decisién que pueden ser
resueltos en espacio log(n), donde n es el tamano de la entrada, por una méaquina
de Turing no determinista tal que la solucién si existe es tnica.

Definicion 32. Clase P: Son todos aquellos problemas de decision que
pueden ser resueltos en una maquina determinista secuencial en un periodo de
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tiempo polinémico en proporcién a los datos de entrada.

Definicién 33. Clase NP: Es el conjunto de problemas que pueden ser
resueltos en tiempo polinémico por una maquina de Turing no determinista. O lo
que es lo mismo, son los problemas de decisiéon donde puede verificarse la
correctitud de una solucién en tiempo polinomial por una méquina secuencial
determinista.

La importancia de esta clase de problemas de decisién es que contiene
muchos problemas de buisqueda y de optimizacién para los que se desea saber si
existe una cierta solucién o si existe una mejor solucién que las conocidas. Un
ejemplo es el clasico problema del viajante.

Definicién 34. Clase NP-Completo: Los problemas de NP-completos son
problemas en NP, tales que todo otro problema en NP se puede reducir
polinomialmente a ellos.

Definicién 35. Clase N'P-Dificil. Todo otro problema en NP se puede
reducir polinomialmente a ellos. Es decir, cumplen la segunda parte de la
definicién de NP, puesto que no necesariamente deben ser NP
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Tiempo Minimo de Difusion

3.1. Formulacion del Problema

Originalmente, el problema MBT se enmarca en el contexto de redes
telefénicas y la posibilidad de inundar la red con un mensaje, pero aplica a toda
red punto a punto donde se quiera difundir un mensaje. Una descripcién natural
del problema es entonces en términos de llamadas telefénicas (se puede
identificar reenvio o rumores, dependiendo del contexto); suponiendo que un
miembro origina un mensaje que debe ser comunicado a todos los otros miembros
de la red. Esto debe ser logrado lo mas rapido posible mediante una serie de
llamadas realizadas a través de lineas de la red. En el MBT, hay tres reglas
estrictas de transmision:

i) Cada llamada telefénica requiere un intervalo de tiempo,
ii) un miembro puede participar en una sola llamada por vez, y
iii) un miembro solo puede llamar a un miembro vecino.

Entonces, el problema a estudiar es el siguiente: dado un grafo conexo G 'y un
nodo origen vy, encontrar cudl es el nimero minimo de intervalos de tiempo
necesarios para completar la transmisién a todos los nodos del grafo partiendo
desde vg y siguiendo las reglas de transmisién anteriores. Aqui el grafo representa
una red de comunicacién, donde los nodos V' son los miembros, y las aristas E
son los posibles enlaces de comunicacién entre ellos.

Definiendo un nodo origen vy, el tiempo minimo de difusion (MBT), denotado
b(vg, G) es el niimero minimo de intervalos de tiempo necesarios para difundir un
mensaje desde vy a todos los demés nodos de G. Muchos de los trabajos estudian el
MBT de un grafo, b(G), como el peor tiempo entre todos los miembros potenciales
de ser el original en el grafo G, es decir, b(G) = max{b(vy, G)|vy € V'}.

Entonces deberia haber al menos una estrategia de reenvio que logre b(vg, G), y
podria especificarse como una secuencia de llamadas paralelas que sigue las reglas
de difusién e informa a todos los nodos en la red G en b(vg, G) intervalos de tiempo.
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3.2. Antecedentes y complejidad

El problema MBT es presentado formalmente por Garey y Johnson en [11], y
fue incluido en su lista de problemas NP-Completos. Debido a la complejidad, es
poco probable que se resuelva exactamente. Una prueba de este resultado para un
grafo arbitrario se encuentra en [29].

Sin embargo, varios enfoques para hacer frente al problema MBT se han
considerado en la literatura: encontrando el éptimo para familias especificas de
grafos; construyéndose diferentes algoritmos de aproximaciéon y hallando los
limites superiores e inferiores del 6ptimo; centrandose en disenar esquemas
optimos de transmisién principalmente enfocados en clases especificas de grafos.

Ademsds, se han reportado varios estudios donde el objetivo pasa a ser la
construccién de topologias para las cuales el tiempo de difusidon se acerque o
alcance el minimo.

A continuacién veremos los trabajos mas relevantes en todos estos aspectos.

3.2.1. Optimalidad en tipos de grafos particulares

El esquema de reenvio Optimo es conocido solo para familias de grafos
especificos. En particular, se repasan los resultados disponibles en la literatura
para los grafos de tipo grillas y los arboles.

Optimalidad en grillas de dos dimensiones

Los grafos de tipo grilla en dos dimensiones aceptan un esquema de reenvio
6ptimo [15].

A partir de una grilla R x C, el tiempo de transmisién es precisamente el
didmetro D =R -1+ C —1= R+ C — 2. El reenvio para este caso es intuitivo,
v se resuelve comenzando desde una esquina y terminando en la opuesta.

Optimalidad en arboles

La optimalidad en los arboles se logra recursivamente mediante una heuristica
golosa propuesta en [29).

La idea es un proceso de abajo hacia arriba, reenviando el mensaje primero a
aquellos miembros que poseen un retraso maximo.

3.2.2. Estudios por métodos de aproximacion

Kortsarz y Peleg |17] idearon el primer algoritmo de aproximacién para el
problema de difusién, con una cota de Of/n).
En un avance [25], Ravi disené un algoritmo que proporciona una aproximacién

de O ( lé‘;?j:ﬂ), siendo n la cantidad de nodos del grafo. Con el aporte de este
algoritmo, claramente se encuentra un limite superior para el problema.

Los resultados hallados en [22], para grafos de tipo bounded — treewidth
tienen una aplicaciéon interesante en el contexto de encontrar esquemas de

transmision optimos. Combinando sus resultados para grafos
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3.2. Antecedentes y complejidad

bounded — treewidth con las técnicas en [25], obtienen un algoritmo de
logn
loglogn

aproximacion O ( ) para el problema minimo de tiempo de difusién.

En otra contribucién, Elkin y Kortsarz [9] encuentran un algoritmo de
aproximacién en O(logn) para los casos de grafos chordal y k-outerplanar.

En la publicaciéon Broadcasting in Harary-like Graphs [5], se estudia el
problema en el marco de grafos de tipo Harary Hj ,, que son grafos k-conexos
minimales en n nodos. Se presenta un algoritmo de aproximacién en O(logk—f).
Asimismo, los autores dan un paso maés, construyendo una nueva familia de
grafos a partir de los grafos de Harary, a la que llaman modified-Harary, para la
cual el algoritmo que proponen alcanza el éptimo.

Otra contribucién desde la construccién de algoritmos de aproximacién, es la
realizada por Shan, Wan y Hu en [28], donde proponen dos diferentes algoritmos
de aproximacién que mejoran los resultados expuestos hasta el momento.

Adicionalmente, se encuentran en la literatura otras contribuciones que
estudian problemas levemente diferentes al MBT, también desde un enfoque de
algoritmos de aproximacion. Es el caso de |[7], donde los autores encuentran un
algoritmo para el problema de minimo tiempo de difusién, restringido a que la
ruta de envio de mensaje a cada nodo, debe ser la més corta a partir del nodo
origen.

3.2.3. Estudios por heuristicas

Los trabajos presentes en la literatura que abordan el problema MBT, o alguna
modificacion muy ligera del mismo, son varios. De los explorados, algunos ademas
de la descripcién de la heuristica que presentan, cuentan con datos, resultados y
caracterizacién del universo de instancias utilizadas para las pruebas.

Para comenzar, en [3] se proponen dos heuristicas para la resolucién del
problema. Si bien se trabaja con el versionado del problema donde son varios los
nodos que originalmente poseen el mensaje, destacan que el caso particular de
que sea uno solo no ofrece mejoras respecto a los resultados que encuentran. Para
este caso el algoritmo que postulan lo llaman RH y posee un orden
computacional de O(R|V|?|E|), donde R corresponde al niimero de rondas de
difusién. Se ofrecen resultados para grafos de tipo: CCCy (k-dimensional
cube-connected-cycles), SEy (k-th shuffle-exchange graph), Butter flyy, (k-th
butterfly) y DeBruijny, (k-th de Bruijn graph). Los autores resaltan que pueden
alcanzar resultados cercanos al éptimo en bajo tiempo de procesamiento.

M4s adelante, Harutyunyan y Shao en [13], presentan una heuristica basada en
arboles que llaman T'BA. Esta heuristica genera el 6ptimo para los grafos de tipo
anillo, arbol y grilla cuando el nodo origen es un vértice de esquina. Es destacable
que en su trabajo experimental, refieren a [3] para comparar sus resultados con la
heuristica RH alli propuesta. El orden computacional del algoritmo propuesto es
mejor que el de la anterior publicacién, estando en O(R|E]).

En [14], Harutyunyan y Wang construyen una nueva heuristica, también
basada en &drboles a la que llaman NTBA. Como en la publicacién anterior,

11



Capitulo 3. Tiempo Minimo de Difusion

deciden mostrar los resultados comparando tanto con [13] como con [3] para
algunas de las familias de grafos. Con este aporte, obtienen una heuristica mas
simple que TBA, y con un orden computacional menor, alcanzado por O(|E|). Es
necesario resaltar que en esta contribucién se presentan casos experimentales en
instancias de tamano considerablemente mayores que los casos anteriores;
alcanzando el orden de los dos mil nodos.

Otros aportes enfocados a la construccién de heuristicas que resuelven el
problema estan dados por [36] y [21]. En ambos casos, y a diferencia de los
anteriormente mencionados, las contribuciones se realizan enfocadas a familias de
grafos especificas. Por un lado, en Broadcasting on cactus graphs [36], se presenta
un algoritmo de orden O(n) para encontrar el tiempo de difusién en grafos de
tipo cactus k — restringidos, es decir: un grafo donde no més de k ciclos pueden
tener més de un vértice en comun. Asimismo, muestran que resolver el MBT
para todos los nodos (suponiendo que todos pueden ser posibles originarios del
mensaje) es posible con su algoritmo, pero se elevaria el orden a O(n?)

Por otra parte, en [21], se desarrollan dos heuristicas de orden polinomial, as{
como una férmula de programacién lineal entera, para la familia de redes Radio
Cognitivas. En su estrategia, comparan los resultados arrojados por las heuristicas,
frente a los 6ptimos calculados por la formula exacta; afirmando que la efectividad
de las heuristicas es buena. Las dos versiones de algoritmos difieren en la estrategia
de resolucién del problema, mientras que una comienza desde los nodos mas lejanos
al origen, la otra inicia justamente por los mas cercanos. En ambas heuristicas,
intentan tomar tantos pares de nodos/canales transmisores como sea posible para
cada intervalo de tiempo, a la vez que evitan las colisiones.

Existen mas trabajos en la literatura que exploran este antiguo problema desde
la 6ptica de las heuristicas. Otro ejemplo puede ser [16], que proponen un algoritmo
genético como técnica heuristica para encontrar una solucién cercana a la éptima.

3.2.4. Topologias con Minimo Tiempo de Difusién

Finalmente, se resalta que en la literatura cientifica se identifica el
correspondiente problema de diseno del MBT: hallar las familias de grafos que
poseen el minimo tiempo de difusién loga(n).

En primer lugar, el MBT de un grafo completo G = K, es claramente b(K,) =
[loga(n)], sin embargo K, no es minimal con esta propiedad. El numero minimo
de enlaces para alcanzar b(K,,) es un problema de disefio inverso con un progreso
valioso. De hecho, cuando n = 2™ para algunos naturales m, el hipercubo Q,
tiene m2™ ! enlaces y el tiempo de reenvio es también b(Q,,) = m = loga(n).
Por lo tanto, el hipercubo es la estructura mas eficiente para el reenvio cuando la
poblacién es potencia de dos.

Algunas publicaciones donde se construyen grafos para minimizar el tiempo de
difusién se pueden encontrar en [2], [33], [19].

12



Capitulo 4

Solucidon exacta

4.1. Formulacion via Programacioén Lineal Entera

En el marco de este proyecto, el equipo se pone en contacto con el investigador
portugués Dr. Amaro de Sousa, quien elabora y comparte una solucién exacta al
problema en base a una propuesta de Programacién Linea Entera (ILP).

A continuacién, en esta seccién, se introduce este importante aporte
generado.

Se recuerda que en cada intervalo de tiempo, un nodo ¢ que posee el mensaje
puede reenviarlo a un tnico miembro del conjunto de sus vecinos V (7). El tiempo
de transmision total es el nimero de intervalos de tiempo necesarios para que el
mensaje alcance a todo el conjunto V. El objetivo es minimizar el tiempo de
transmision.

Sea G = (V, E) un grafo conectado, donde V' = {0,1,...,n — 1} es el conjunto
de nodos. Siendo V(i) el conjunto de vecinos del nodo i. Por simplicidad, se elige
vg = 0 como el nodo origen.

Para poder encontrar una formulacién ILP eficiente, se considera un limite
superior T para el tiempo minimo de completado. Se considera también el
conjunto de variables binarias xﬁj tales que, cuando es igual a uno, significa que
el mensaje fue transmitido desde el nodo ¢ al nodo j durante el espacio de tiempo
t. Ademads, se define una variable entera z cuyo valor representa el tiempo de
difusién (medido en intervalos de tiempo).

Entonces, el modelo ILP para MBT se expresa de la siguiente forma:

Minimizar z

Sujeto a:

1,9=0
1 ) — —
E xij_{o’i 0 ,0=0,...,n—1 (4.2)

JEV (i)
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T
Yo > ahi=1 i=1,..,n-1 (4.3)

jeV(i) t=1
, 0,...n—1
> @<l t=2,...T (4.4)
JEV(9)
t—1
,(i,j) €A i #£0
SO aiza 7§:>2”T # (4.5)
=1 keV ()\{j}
T
Stteal; <z (g eA (4.6)
t=1
,(1,7) € A
zj; € {0,1} §:)1 o (4.7)
z€eN (4.8)

La funcién objetivo es el tiempo total de completado, es decir, cuando el
mensaje alcanza a todos los nodos del grafo G.

A continuacién se expresa el significado de cada una de las restricciones.

» La restriccién [£.2] indica que el mensaje es transmitido solo una vez por el
nodo de origen 0 durante el primer intervalo de tiempo ¢ = 1.

= La restriccién garantiza que el mensaje es recibido por cada nodo
exactamente una vez desde algin nodo vecino.

= La restriccién |4.4] garantiza que para los espacios de tiempo t = 2,...,T, un
nodo puede transmitir el mensaje a un solo nodo vecino como maximo. Esta
restriccién para el caso de t = 1 es redundante a la definida en [4.2

s La restriccion indica que el mensaje es transmitido desde un nodo origen
i (excepto cuando se trata del nodo origen 0) a un nodo j en el espacio de
tiempo t solo si el mensaje fue recibido por el nodo ¢ en el espacio de tiempo
anterior desde algin vecino de i que no fuese j.

» La restriccién [£.6] garantiza que el tiempo de completado no es inferior al
intervalo de tiempo de cualquier transmisién de mensajes.

» Finalmente, las restricciones 4.7 y [4.8 representan el dominio de variables.

4.1.1. Fortalecimiento del modelo

El tiempo de ejecucién requerido para resolver el problema de optimizacién
usando un solver estandar es significativamente mas corto con la introduccién de
las siguientes mejoras.
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4.2. Validacién y utilidad

En primer lugar, pudiéndose obtener ficilmente mediante un algoritmo de
camino mas corto estandar, se considera que la cantidad minima de saltos de
cualquier camino en G del nodo origen 0 al nodo i estd dado por h;.

Para un numero determinado de saltos h, se considera el conjunto Nj
compuesto por todos los nodos tales que h; = h. Un nodo ¢ € Nj no puede
transmitir el mensaje en cualquiera de los intervalos de tiempo t =1, ..., h;.

Por lo tanto, para cada nodo ¢ € N}, se puede asignar 0 a las variables :):fj, para
t=1,...,h ; resultando en la préctica, en una reduccién del nimero de variables.

Entonces, un nodo ¢ € Nj puede transmitir como mucho un mensaje en un
intervalo de tiempo t = h+1; y, generalizando, a lo sumo 7 mensajes en un tiempo
t=h+1+m.

Se pueden definir entonces las siguientes desigualdades validas:

h=1,...T—1
Z Zm?jﬁr1+w§1+w r—0 T —htl (4.9)
i€Np JEV (4) ’ E

Las pruebas computacionales demostraron que la restriccién no mejora de
modo significativo el modelo cuando w > 0; y por esta razon, los resultados fueron
obtenidos agregando las inecuaciones solo para casos de m = 0.

Finalmente, se puede reducir el ntimero de variables atin méas de la siguiente
manera. Se considera d el grado del nodo origen 0. Sin pérdida de generalidad,
se puede decir que si los nodos vecinos d son usados por el nodo origen 0 para
transmitir el mensaje, entonces, esas transmisiones sucederan en los primeros d
intervalos de tiempo. Por lo tanto es posible establecer en 0 todas las variables
xf)j, para (0,j) e Ayt=d+1,...,T.

4.2. Validacion y utilidad

La capacidad de resolver el modelo depende en gran medida de un buen
limite superior T' del valor minimo de tiempo de completado. Los buenos limites
superiores reducen significativamente tanto el nimero de variables como las
restricciones del modelo resultante.

Se validé el ILP anterior en primer lugar para instancias de redes del tipo grilla.

La suposicion es que un limite superior valido para el tiempo de completado en
una grilla con filas R y columnas C' viene dado por T'= (R—1)+ (C —1). Téngase
en cuenta que si esto no es valido para una instancia problema en particular, el
problema debe volverse inviable, lo que nunca ocurrié.

La disponibilidad de este método es realmente importante para, en el
Capitulo [6] hacer un anélisis del potencial del método heuristico que se propone
en el Capitulo
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Capitulo 5

Solucidon heuristica

5.1. Generalidades

En este capitulo se introduce una nueva heuristica para el MBT. En
particular, se busca resolver el problema MBT para cuando el nodo origen estd
dado previamente.

El algoritmo principal ha sido disenado inspirados por el enrutamiento éptimo
en arboles, la descomposicién del grafo en bloques biconexos y un enrutamiento
eficiente en el arbol definido por estos bloques.

Se recuerda que el MBT acepta un esquema de reenvio éptimo en &arboles.
Aqui este enrutamiento es llamado BroadcastT'ree.

Para comenzar, se recuerdan algunas definiciones importantes mencionadas
en el Capitulo 2l Un nodo v € V(G) es llamado punto de corte si G — v tiene mas
componentes que G. Un bloque es un subgrafo maximal de G que no tiene puntos
de corte. Claramente, si G es conexo y no tiene puntos de corte, entonces G es un
bloque. Cada grafo conexo G acepta una descomposicién &arbol de bloques
biconexos, donde cada bloque B; es un subgrafo inducido sin puntos de corte, y
cada punto de corte v € V(G) es incidente a los bloques que lo incluyen.

Formalmente, dado un grafo conexo arbitrario G = (V, E), el drbol de bloques
del grafo es B(G) = (BUU, E’), donde U = {v1,...,v,} es el conjunto de puntos
de corte en G, B = {By,...,Bs} el conjunto de bloques de G, y E' C B x U
consiste de las conexiones entre v; y B; siempre que el punto de corte pertenezca
a Bj. Por su definicién, el drbol de bloques es un 4rbol, donde algunos nodos son
bloques. Observar que si G no tiene puntos de corte, entonces B(G) tiene un solo
nodo aislado, y también es un arbol. Adicionalmente, en un drbol no trivial, existen
algunas hojas-bloque, a las cuales les incide un solo punto de corte [34].



Capitulo 5. Solucién heuristica

Figura 5.1: Ejemplo de bloques biconexos para una instancia de grafo

Los nodos coloreados en amarillo corresponden a los puntos de corte. El nodo representado como un
cuadrado y coloreado en verde corresponde al nodo origen. Cada bloque esta representado coloreando el
area bajo el subgrafo que lo compone.

Las dos bloques de construccién principales de nuestro algoritmo son las
funciones Broadcastlree y BroadcastBlock. Esencialmente, BroadcastTree es
un algoritmo de enrutamiento inter-bloques encargado de reenviar el mensaje en
la estructura del arbol de bloques. Mientras tanto, BroadcastBlock es un
algoritmo de enrutamiento intra-bloque, que sirve para el reenvio del mensaje
pero en este caso dentro de cada bloque. Una estrategia de reenvio global es
obtenida por la cooperacion de las dos funciones.
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5.2. Descripcion de la heuristica

5.2. Descripcion de la heuristica

5.2.1. Algoritmo TreeBlock

En primer lugar, se presenta el algoritmo TreeBlock, que corresponde a la
estrategia de reenvio global. Este algoritmo se compone de basicamente tres partes:

i) Una primera parte de cddigo, cuyo objetivo es generar el drbol de bloques
biconexos para el grafo inicial G (entre las Lineas 1 y 12).

ii) La aplicacién del algoritmo BroadcastTree para encontrar el enrutamiento
inter-bloques.

iii) La aplicacién del algoritmo BroadcastBlock para encontrar el enrutamiento
intra-bloque en cada uno de los bloques determinados en [i)].

Algorithm 1 F = TreeBlock(G,v)

U < CutPoints(G)

U() — {Uo} uU

d < Distances(Uy)

T < MST(Uy,d)

B < Blocks(G)

L «+ LeafBlocks(B)

for all B; € L do
z;i <= B; N CutPoints(Q)
e; < mazyep,{d(w;,v)}
’(U(Zi, Bz) — €

: end for

: T =T U{(2,Bi) }im1,.|L|

: F' < BroadcastTree(T, vy)

. for all B; € B(v) do

F; « BroadcastBlock(B;, F(B;))

F+— FUF,

: end for

: return F

e e e
W N DU WY 2O

A continuacién se realiza una descripcién paso a paso del algoritmo
TreeBlock.

En primer lugar, en la Linea 1, se determina el conjunto de nodos U que
pertenecen G, constituido a partir de todos los puntos de corte del grafo GG. Luego,
el nodo origen es agregado a este conjunto, generdndose el conjunto de nodos Uy
(Linea 2).
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Capitulo 5. Solucién heuristica

Figura 5.2: Grafo completo y ponderado construido
en la Linea 3 del algoritmo T'reeBlock

Los nodos corresponden a los puntos de cortes
encontrados (amarillos) y al nodo origen (verde),
mientras que el peso de cada una de las aristas
corresponde a la distancia en el grafo original entre
cada nodo que conecta.

)

Figura 5.3: MST del grafo completo y ponderado

(Figura

El &4rbol de recubrimiento minimo es construido
mediante el algoritmo de Kruskal en la Linea 4 del
algoritmo TreeBlock.

- - -0 -8

@

Figura 5.4: Arbol de bloques

Construido a partir del MST de la Figura agregandose los bloques hojas (representados en blanco)
encontrados en el grafo original, que se denominan en esta secuencia de ejemplos 1_B5 y 7_B1.
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5.2. Descripcion de la heuristica

A partir de alli, se construye un grafo ponderado completo en la Linea 3,
donde el peso de cada una de las aristas corresponde a la distancia entre cada
par de nodos de Uy en el grafo original. Luego, un arbol de recubrimiento minimo
T es construido usando el algoritmo Kruskal [18] [23] en la Linea 4. Este arbol
va a servir de esqueleto para el esquema de reenvio inter-bloques. El peso entre
los enlaces representa la espera entre los diferentes puntos de corte. Estos pasos
se encuentran representados en las Figuras y para la instancia del grafo
mostrado en la Figura 5.1

Se observa ademas que hay una espera adicional con los bloque hojas, que
deberia ser sumada para alcanzar todos los nodos en el grafo. Con estos datos, en
Lineas 5 y 6, se encuentran todos los bloques y todos los bloque hoja de G. Se
recuerda que un bloque hoja tiene un solo punto de corte. En el bloque de
Lineas 7-11, se halla la excentricidad e; del punto de corte z; € B; para cada
bloque hoja B; € L. Esta latencia adicional es considerada en Linea 12
adicionandola al arbol de bloques obtenido hasta el momento. El resultado
entonces es que los nuevos nodos z; son nodos hoja en T, y los enlaces
correspondientes tienen peso e;. En la Figura [5.4] se puede apreciar esta etapa del
algoritmo para el ejemplo que se viene trabajando en anteriores figuras.

En la Linea 13, un esquema de reenvio inter-bloque F' es realizado usando la
funcion BroadcastTree con el nodo origen vy para el arbol T'. Se recuerda que
esta funcién BroadcastTree retorna el esquema 6ptimo de reenvio en el arbol
ponderado. Una representacion de este iltimo paso es mostrada en las Figura [5.5

Finalmente, el reenvio intra-bloques es realizado usando la funcién
BroadcastBlock, que combina una estrategia recursiva de exploracién de todo el
grafo, y también de reenvio inter-bloques. La funcién BroadcastBlock es
invocada para el nodo origen vy y para todos los bloques en que vy se encuentre.
Este conjunto de bloques se denomina B(vp).

5.2.2. Algoritmo BroadcastTree

En los siguientes parrafos se presentan los detalles sobre las funciones
BroadcastTree y BroadcastBlock.
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Capitulo 5. Solucién heuristica

Algorithm 2 F = BroadcastTree(T, vy)

: H « FindHeight(T,vg)

: for all v € T : height(v) =0 do
[(v) <0

end for

: for h=1to H do

T(h) ={v €T : height(v) = h}

for all v € T'(h) do
(dy,...,d,) < SortChildren(v)
l(U) — mal’lgigr{di + Z}

end for

: end for

: F' < LargestLabel(vy)

: return F

© P AP AWy

T
W E o

El algoritmo BroadcastTree comienza en la Linea 1, encontrando la altura H
del arbol de bloques respecto al nodo origen. Se recuerda que el arbol de bloques
fue construido tal que la raiz corresponde al nodo origen que posee el mensaje a

difundir.

En el bloque de Lineas 2-4, todos los nodos que son hoja son etiquetados con
[(v) = 0. Esta etiqueta representa la prioridad para enviar el mensaje hacia dicho
nodo. En este caso, la etiqueta es por defecto y significa que el orden de envio
en los nodos hojas es indiferente. Esto responde a que luego de la hoja ya no
existe nadie mas a quien enviar, por tanto, no importa que sea el iltimo o primer
receptor del mensaje. Los nodos restantes son etiquetados durante la iteracién
entre las Lineas 5-11. Para ello, se consideran iterativamente las diferentes alturas
del arbol, representadas por el subconjunto de nodos T'(h) C T (ver Linea 6). Para
cada una, se consideran los nodos v € T'(h), con r hijos. Estos hijos son ordenados
desde la etiqueta més grande d; a la mas chica d, (Linea 8); y la etiqueta de v es
encontrada entonces en Linea 9. El calculo de esta ultima linea, representa cuanto
tiempo demora el nodo v en transmitir a todos sus hijos el mensaje, adicionandose
el retraso que se va generando en cada altura del arbol. Es por eso que para la
etiqueta de v no solo se considera la suma de la etiqueta de los hijos (que ya traen
el retraso por la altura del drbol), sino que ademés se incrementa para cada hijo
un intervalo de tiempo, necesario para efectivizar el reenvio a todos.
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5.2. Descripcion de la heuristica

Figura 5.5: Resultado de aplicar el algoritmo BroadcastTree

Luego de aplicado el algoritmo BroadcastTree, queda completamente definido el orden de reenvio de
mensaje para cada uno de los nodos en el arbol. En el ejemplo de esta figura, se puede apreciar ademas del
identificador de cada nodo, el peso de las aristas (en rojo) que correspondia a la espera entre cada nodo, y
finalmente, luego de la palabra sort, el orden en que cada nodo reenviara el mensaje a sus hijos. Se destaca
que para los nodos hoja (1-.B5 y 7_B1), el orden de reenvio esta indicado como NULL, representando que
no tienen ningun hijo a quien transmitirles el mensaje. Luego, la mayoria de los nodos en el drbol tienen
un solo hijo, por tanto, el orden de reenvio es trivial. El inico caso que se presenta en el ejemplo, donde
se decidié a cudl hijo reenviar primero, es para el nodo 1, reenviando primero al hijo 15 y luego al 1_B5.

: NULL

1_B5->%op

Vale la pena remarcar como funciona el proceso de etiquetado: el mensaje es
transmitido al nodo con la restriccién de tiempo maés rigurosa (esto es, la mayor
etiqueta) primero.

Este esquema de reenvio al estilo goloso (Linea 12) alcanza optimalidad en
arboles, y es devuelto en la Linea 13.

En la Figura|5.5se puede observar cémo resulta el algoritmo para la instancia
de grafo que se viene presentando en figuras anteriores.
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Capitulo 5. Solucién heuristica

5.2.3. Algoritmo Broadcast Block

Finalmente se considera el algoritmo BroadcastBlock. Este algoritmo recibe
un bloque B, el orden de reenvio esperado F(B;) y todos los k puntos de corte, a
visitar, v}, v5,...,v,. Para el bloque, el nodo v] es el nodo origen desde donde el
mensaje comienza a ser difundido.

Algorithm 3 F; = BroadcastBlock(B;, v}, v}, ..., v})

1: T < DynamicTree(B;,v})

2: for j=1to k do

3: for all B; € B(v}) do

4 F; < BroadcastBlock(B;, F(Bj))
5: T+ TU{(v),B;)}

6 w(vg, Bj) - FJ

7:  end for

8: end for

9: F; < BroadcastTree(T,v))

10: return F;

En la Linea 1, el algoritmo Dynamiclree es aplicado al bloque B; para
encontrar el drbol de recubrimiento minimo, con raiz en v}, que mejor se ajuste
para optimizar el reenvio del mensaje en el bloque. Este paso es de vital
importancia para tratar de encontrar un mejor arbol de recubrimiento que el
retornado por el método Kruskal, que no se preocupa por minimizar los tiempos,
sino solamente la cantidad de reenvios que se realizan.

Una instancia de grafo que muestra claramente la necesidad del algoritmo
auxiliar DynamicTree es el grafo completo (se puede observar en la Figura [5.6|),
donde un &rbol de recubrimiento minimo es el mostrado en la Figura
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5.2. Descripcion de la heuristica

Algorithm 4 T B; = DynamicTree(B;, v)

1: for all v € B; do

2: T < T U shortest Path(B;, v, v)
3: end for

4: TB; < BroadcastTree(T, vg)

5: for all v € B; do

6: N'(v)={ne€B;:ne Ng,(v) andn ¢ Nrp,(v)}
7. t, = receivedTime(v, T B;)

8:  sendsDone = #(Nrp,(v))

9: for alln € N'(v) do
10: t, = receivedTime(n, T B;)
11: t! =t, + sendsDone + 1

12: if ¢, >t/ then

13: TB; < TB; — E(to(n))

14: TB; <+ TB;+ (v,n)

15: diff =t,—t,

16: update ReceivedTime(T B;,n,dif f)
17: sendsDone = sendsDone + 1
18: end if

19:  end for
20: end for
21: return 1B,

Ciertamente, la cantidad de reenvios es éptima, puesto que para transmitir a
todos los nodos solo se requieren cinco reenvios. Lo que no es éptimo en ese ejemplo
es justamente el tiempo necesario para completar la difusién. Esto se debe a que
de acuerdo al arbol generado, solo el nodo origen tiene la capacidad de reenviar el
mensaje, por tanto le costard cinco intervalos de tiempo culminar con la difusién.

Suponiendo para simplificar, que el nodo origen reenvia los mensajes en el
siguiente orden:[2,3,4,5,6]; es importante mostrar y resaltar que el nodo 2 posee el
mensaje desde el tiempo T = 1, teniendo oportunidad de reenviarlo a cualquiera
de sus nodos vecinos. En el grafo completo, los vecinos del nodo 2 son todos, pero
de acuerdo al arbol de recubrimiento generado, esta oportunidad de reenvio no
es aprovechada. Lo mismo sucede para el nodo 3 a partir del tiempo T = 2, y
sucesivamente para el resto de los nodos del grafo.

Queda en evidencia entonces como la mayoria de los potenciales canales de
comunicacién no son utilizados. Se acuerda llamar a estos enlaces no utilizados
canales ociosos, y corresponden entonces a todas las aristas que se encuentran en
el grafo original, pero no en el MST generado.
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Capitulo 5. Solucién heuristica

Figura 5.6: Bloque grafo completo

Este grafo es un ejemplo de posible bloque sobre
el cual se debe difundir el mensaje. Tiene la
particularidad de contar con todos los posibles
canales de comunicacién, ya que cada nodo esta

Figura 5.7: Paso 0 del algoritmo DynamicTree

Se genera un MST para el grafo mostrado en la
Figura Se destaca que si bien es minimo en
cantidad de enlaces, no lo es para resolver el problema
MBT, debido a que bajo esa estructura, no es minimo

conectado con todos los restantes por una arista. el tiempo requerido para la difusién del mensaje.
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©
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Entonces, DynamicI'ree es aplicado de la siguiente forma.

Primero, en el bloque de Lineas 1-3, un arbol de cubrimiento minimo es
construido a partir de un grafo vacio. La manera es tomar como nodo raiz a v}, y
luego ir agregando uno a uno, los caminos mas cortos desde éste a todos los otros
nodos en el bloque. Se puede visualizar en la Figura este paso del algoritmo.

Seguidamente, para poder encontrar el tiempo en el cual cada nodo recibira
el mensaje si el arbol generado fuese el definitivo, se utiliza en la Linea 4 el
método BoadcastTree. Hasta este momento entonces se tiene una primera
versién de cémo se reenviard el mensaje en el bloque, a través del arbol de
cubrimiento generado, y en los tiempos recién encontrados. El arbol encontrado
se denomina T'B;. En las siguientes etapas del algoritmo lo que se busca es ir
mejorando el esquema de reenvio.

En el bloque de Lineas 5-20, para cada nodo v y en orden secuencial, el
algoritmo explora la capacidad ociosa del mismo, es decir, todos los canales
ociosos que potencialmente mejorarian el tiempo de difusién del mensaje en el
bloque. Dicho de otro modo, lo que se hace es para cada nodo v, explorar a todos
sus vecinos en el bloque B; (Np,(v)), que no son vecinos en el &rbol de
recubrimiento minimo T'B; (Nrp,(v)). Se elige llamar a este conjunto de nodos
N'(v).

Esta exploracién se realiza porque se sabe que luego de que v termine de enviar
el mensaje segun lo indicado por en el drbol de cubrimiento T B;, se podria utilizar
la ventaja de su capacidad ociosa en el bloque enviando a cualquiera de los nodos
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5.2. Descripcion de la heuristica

de N'(v) para asf reducir los tiempos.

El procedimiento entonces consiste en, para cada nodo n en N'(v), si el tiempo
en el que el mensaje puede ser enviado a n desde v es menor que el tiempo en el
que era enviado en el arbol T'B;, se altera T'B; de modo de impactar esta mejoria.
Cabe destacar que el tiempo en el que posiblemente v pudiese enviar el mensaje a
n, es un intervalo méas que el tiempo que gastd en enviar a sus hijos en T'B;.

Se puede entender este paso del algoritmo visualizando la Figura que
representa el arbol T'B;. Si se considera por ejemplo el nodo v = 2, el conjunto
N'(v) esta constituido por los nodos 1, 3, 4, 5 y 6. El nodo 2 recibe el mensaje en
T =1, por tanto, podria en primer lugar reenviarlo a cualquiera de los nodos de
N'(v)en T = 2.

Al realizar la exploracién, se encuentra que:

= para el nodo 1: el mensaje ya lo tenia en T' = 0, por lo tanto no mejora el
tiempo en el que se recibe reenvidrselo en T = 2,

= para el nodo 3: el mensaje ya lo tenia en T' = 2, por lo tanto no mejora el
tiempo en el que se recibe reenvidrselo en T = 2,

= para el nodo 4: el mensaje lo tenia en T' = 3, por lo tanto, que el nodo 2
le reenvie el mensaje en T' = 2 mejora el tiempo en que lo recibe y se debe
entonces alterar el arbol T'B;.

Si sucede que se debe modificar el arbol T'B;, porque se encontré un canal
ocioso v — n que mejora los tiempos, se realiza de la siguiente forma.

Primero, se borra el enlace por el cual el mensaje originalmente habia sido
enviado a n (Linea 13). Esto significa que el mensaje no continuara llegando desde
el elegido en el arbol original. En el caso del ejemplo que se viene estudiando, el
enlace de T'B; que se borra es el que va del nodo 1 al nodo 4.

Segundo, se agrega el enlace desde v hasta n (Linea 14), porque el nuevo canal
usado es justamente a partir de v. En el ejemplo, el enlace a agregar seria el que
va desde el nodo 2 hasta el nodo 4. Este paso puede verse en la Figura [5.8

Cabe senalar que el sub-arbol de T'B; que cuelga de n se mantiene de la misma
forma, con la unica diferencia de que n cambié de padre. Esto significa que en
principio, luego de que el mensaje alcance n, se seguird reenviado como antes de
la modificacion. Igualmente, cuando el algoritmo avance, y se llegue a iterar sobre
n, explorando su capacidad ociosa (o sea, cuando v sea justamente el nodo n), se
tendra eventualmente la oportunidad de cambiar.

Finalmente, el préximo paso consiste en actualizar los tiempos de arribo para el
sub-arbol de T'B; que cuelga de n (Linea 16) ante el cambio previamente realizado.
Esto es, impactar la diferencia de tiempo ganada por el cambio en cada nodo del
sub-arbol, incluido la raiz n. El cambio en los tiempos se calcula de forma simple,
restando a cada uno de los nodos del sub-arbol, la ganancia de haber recibido el
mensaje en n antes. Si el mensaje se adelanta un intervalo de tiempo como en
el ejemplo, sencillamente se resta 1 a los tiempos de cada uno de los nodos del
sub-arbol. Esto esta fuertemente fundamentado en lo mencionado en el parrafo
anterior: el orden de reenvio en el sub-arbol no se modifica.
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Capitulo 5. Solucién heuristica

Figura 5.8: DynamicTree: iteracién 1 Figura 5.9: DynamicTree: iteracién 2

Comienza la exploracién de los nodos del arbol y sus Continua la exploracién de los canales ociosos a partir
canales ociosos a partir del nodo 2. Se pasa por 1 y del nodo 2. Para el nodo 5 se encuentra una mejoria
por 3 sin encontrar una posible mejora. Al llegar al en los tiempos, por lo tanto, se vuelve a alterar el
nodo 4 se encuentra una mejoria en los tiempos, por arbol.
lo tanto, se altera el arbol, tanto en la forma como en

los tiempos de arribo del mensaje.
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En las Figuras y se puede ver como estos pasos sucedieron para el
ejemplo propuesto.

Como consecuencia de aplicar este algoritmo, puede que ahora el nodo v envie
el mensaje a uno o méas de sus vecinos (Linea 17). En el ejemplo, el nodo 2 luego
de este procesamiento pasa a enviar el mensaje a dos de sus vecinos, mientras que
antes no reenviaba a ninguno.

Es muy importante recordar que todo cobra sentido, siempre y cuando
efectivamente el tiempo en el que el mensaje llega a los nodos de N'(v) sea
menor con el cambio frente a lo que se obtenfa con el arbol original.

Este procedimiento es realizado una vez y solo una vez por cada nodo en el
bloque B;.

Para el caso del ejemplo, luego de la iteracién 2, si bien se itera sobre la
totalidad de los nodos, ya no se encuentra mejoria en cuanto a los tiempos, y por
lo tanto, no se vuelve a alterar el arbol y esa seccion del cédigo culmina.

Considerando nuevamente el algoritmo BroadcastBlock, se destacan dos
importantes caracteristicas: primero, que el algoritmo debe retornar el arbol de
reenvio para los nodos del bloque; segundo, que dentro del bloque posiblemente
existan otros puntos de corte (a menos que sea un bloque hoja), lo que significa
la posibilidad de salir a explorar otros bloques con los cuales el bloque en
cuestién se conecta.

Mientras sea mas rentable, se querra salir y explorar los otros bloques antes de
continuar con el reenvio dentro del mismo. Pero hay casos en que esta estrategia no
es la més adecuada. Es por eso que la exploracién se realiza recursivamente; y antes
de definir completamente cual es el orden de reenvio, se realiza un procedimiento
artificial, que se detalla a continuacion.
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5.2. Descripcion de la heuristica

Por cada punto de corte en el bloque, recursivamente es aplicado
BroadcastBlock para obtener los intervalos de tiempo requeridos para cubrir los
bloques que estan conectados por estos nodos. Esto significa, las intervalos de
tiempo necesarios para completar el reenvio en dicha direccién. Para cada uno,
luego de haber obtenido el resultado F};, un nuevo nodo artificial es agregado al
bloque desde el punto de corte y el enlace correspondiente tiene peso Fj
(Lineas 2-7).

Finalmente, la funcién BroadcastTree es aplicada en el arbol del bloque con
la ultima modificaciéon descrita, para definir un esquema de reenvio intra-bloque
(Linea 9) y el resultado es retornado en Linea 10.

Se debe tener en cuenta que cuando el bloque no tienen ningtn punto de
corte, entonces este procedimiento artificial no es realizado, y simplemente la
funcién BroadcastTree es aplicada en el arbol encontrado por Dynamiclree.

Una importante aclaracién acerca de céomo el algoritmo BroadcastTree es
aplicado, refiere al tratamiento de los nodos artificiales que fueron previamente
agregados. En la Linea 9 del algoritmo BroadcastTree, la etiqueta es calculada
agregando el valor 7, que corresponde a la posiciéon relativa en la que cada nodo fue
notificado. Para un nodo ordinario, este continua siendo el caso. Sin embargo, para
los nuevos nodos artificiales, i no significa solo una unidad de tiempo (incremental
por cada hijo). Estos casos refieren en cambio, al tiempo requerido para notificar
a cada hijo del punto de corte en el bloque que esta siendo representado antes
de volver al esquema de reenvios en el bloque original. Por lo tanto el valor i, ya
no corresponde a uno, sino al numero de hijos del punto de corte en el bloque
representado por el nodo artificial.

Es asi que con la combinacién de los algoritmos presentados, se puede calcular
tanto tiempo de difusiéon desde vg, asi como el drbol de reenvio para el grafo G
original.
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Capitulo 6

Analisis experimental

El rendimiento de la nueva heuristica TreeBlock creada para el MBT es
evaluado desde diferentes aspectos.

En primer lugar, como el problema se estudié previamente para topologias
conocidas, se comparan los resultados alcanzados mediante la heuristica con los
arrojados por las otras soluciones propuestas en la literatura para los mismos
grafos.

En segundo lugar, se explora el rendimiento de la heuristica sobre un conjunto
de grafos generados siguiendo el modelo pequeno mundo de Watts-Strogatz [32],
que es un modelo aceptable para redes de comunicacién reales [31]. Para este
conjunto de datos, se busca comparar contra los resultados obtenidos por el método
exacto, siempre que sea posible.

Finalmente, en las ultimas dos subsecciones se busca entender cémo escala la
heuristica frente a cambios en la dimensién de las instancias de grafos, tanto a
nivel de cantidad de nodos como de densidad de aristas, manteniendo la topologia
Watts-Strogatz.

En cuanto a la infrastructura utilizada para cada uno de los casos de prueba, se
destacan los siguientes aspectos. Todas las pruebas de la solucién heuristica fueron
ejecutadas en equipos domésticos: Quad Core de 2.5GHz, con 16 Gb de RAM. Las
pruebas de la solucién exacta se ejecutaron en CPLEX, un paquete comercial de
codigo altamente optimizado, dentro de un servidor dedicado de alto rendimiento.
Asimismo, se desconoce las caracteristicas de los equipos de ejecucion utilizados
para las pruebas presentadas en la literatura abordada.

Debido a la heterogeneidad del hardware utilizado para cada uno de los casos,
el foco de este estudio no estd puesto en el tiempo de cémputo.

6.1. Topologias conocidas

Siguiendo los estudios previos, se presentan los resultados de la heuristica para
cinco topologias bien conocidas: Lattice, De Bruijn, Hypercube, Harary y Chord
Harary.

Las Tablas a[6.5] muestran para cada instancia probada, el nimero de nodos
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(N), el resultado éptimo segun la formulacién ILP (ILP) y el resultado heuristico
TreeBlock (T'B). Las otras columnas corresponden a datos especificos de cada una
de las topologias.

La primera topologia de red que se estudia es la que corresponde a los grafos
de tipo grilla en dos dimensiones. En las Figuras y se pueden ver ejemplos
de este tipo de grafo. En este caso, una instancia de problema se define por el
nimero de filas R y el nimero de columnas C' de la grilla, y por el nodo origen
definido como (r,¢), donde 1 < r < R corresponde al nimero de filay 1 < ¢ < C
al nimero de columna.

Figura 6.1: Ejemplo de Lattice (grilla): Figura 6.2: Ejemplo de Lattice (grilla):
dos dimensiones, R=5y C =4 dos dimensiones, R=8y C =6
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Siguiendo [15], cuando el nodo origen es (1,1), el tiempo de difusién es
precisamente el didmetro D = R—14+C —1= R+ C — 2. La Tabla resume
los resultados de 16 instancias de grillas 2D aleatorias. La heuristica T'reeBlock
alcanza el resultado éptimo en todos los casos.

32



6.1. Topologias conocidas

Tabla 6.1: Lattice

R C r ¢ N ILP TB
7 10 1 1 70 15 15
7 10 2 3 70 12 12
7 10 4 1 70 13 13
7 10 4 5 70 9 9
9 15 1 1 135 22 22
9 15 3 4 13 17 17
9 15 5 1 135 19 19
9 15 5 8 135 13 13
11 20 1 1 220 29 29
11 20 3 5 220 23 23
11 20 6 1 220 25 25
11 20 6 10 220 16 16
13 30 1 1 390 41 41
13 30 4 8 390 31 31
13 30 7 1 390 36 36
13 30 7 15 390 22 22

En segundo lugar se estudia una topologia de grafo introducida por Frank
Harary en [12]. Estos grafos son los llamados grafos de Harary, y se denotan Hy,,.
Los grafos de Harary son k-conexos en n nodos que tienen un grado de al menos
k. La estructura de Hj, , depende de las paridades de £ y de n. En las Figuras
y se pueden ver ejemplos de este tipo de grafo.

Figura 6.3: Ejemplo de Harary Ho2 g Figura 6.4: Ejemplo de Harary Hs 16
o a
L3 a
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@ ° e -]
a 1]
o o a o]
L3 L]

El algoritmo analizado en [5] asegura encontrar el resultado exacto del tiempo
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de difusién para la mitad de los casos. Los resultados son en su mayoria éptimos en
las instancias estudiadas con la heuristica T'reeBlock; en los otros casos, resultan
ser muy cercanos, siendo un intervalo de tiempo la diferencia.

Tabla 6.2: Harary. Broadcast scheme S. [4]

N k =n ILP TB
17 2 17 9 9
17 3 17 ) )
17 5 17 ) 5
17 6 17 ) )
17 7 17 ) )
30 2 30 15 15
30 3 30 9 9
30 8 30 ) 6
30 9 30 ) 6
30 10 30 ) 6
50 2 50 25 25
50 3 50 14 14
50 11 50 - 7
50 20 50 - 8
50 21 50 - 7

100 2 100 50

ot
=}

Otro caso de estudio son los grafos Chord-Harary. Estos son una variacién
del grafo de Harary, CHy,,, introducidos en [4] intencionalmente, en funcién de
obtener un tipo de grafos tal que se pueda alcanzar valores bajos de tiempo de
difusién mediante un algoritmo también propuesto por los autores. Ademaés, fue
demostrado en esa publicacién que el algoritmo que se propone alcanza el nivel
optimo para un subconjunto de estos grafos, donde k mantiene cierta relacién con
n. En las Figuras y se pueden ver ejemplos de este tipo de grafo.
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Figura 6.5: Ejemplo de Chord-Harary C'Hs, 16

6.1. Topologias conocidas

Figura 6.6: Ejemplo de Chord-Harary C'H7 15

La Tablal[6.3|muestra que los resultados alcanzados por la heuristica T'ree Block
siguen siendo competitivos, e incluso en algunos casos alcanza el resultado exacto.
Las instancias elegidas no tuvieron en cuenta la relaciéon entre los pardmetros para
los cuales el algoritmo de [4] logra la optimalidad precisamente para observar cémo

se comporta en general.

Tabla 6.3: Chord-Harary. Broadcast Scheme B. |4]

N k =n ILP TB
10 3 10 4 4
10 5 10 4 4
30 3 30 9 9
30 5 30 5 6
30 7 30 ) 6
50 5 50 6 7
50 7 50 7
50 9 50 - 7
50 11 50 - 6
100 7 100 7 8
100 11 100 - 8
100 13 100 - 8
300 7 300 - 15
300 11 300 - 10
300 17 300 - 10
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Figura 6.7: Ejemplo de HyperCube Hs Figura 6.8: Ejemplo de HyperCube Hy
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Figura 6.9: Ejemplo de De Bruijn DB> 2 Figura 6.10: Ejemplo de De Bruijn DBs 3
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Finalmente, siguiendo lo que se presenta en |14] en la Tabla y la Tabla
se puede observar que el algoritmo TreeBlock logra resultados competitivos con la
heuristica que alli se propone para los casos analizados. Ejemplos de estos grafos

se presentan en las Figuras y
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Tabla 6.4: De Bruijn. RH, TBA, NTBA [14]

N m n RH TBA NTBA ILP TB
8 2 3 4 4 4 3 4
6 2 4 5 5 ) 4 )
32 2 5 7 6 7 6 7
64 2 6 8 8 8 7 8
128 2 7 9 9 10 - 10
256 2 8 11 11 12 10 12
512 2 9 12 12 13 - 14
1024 2 10 14 14 15 - 15
2048 2 11 15 15 17 - 17
4096 2 12 17 17 19 - 19
8192 2 13 18 18 20 - 21

Tabla 6.5: Hypercube. C, TBA, NTBA [14].

N 1 dm O C TBA NTBA TB
16 2 4 4 - - - 4
32 2 5 5 5 5 ) )
64 2 6 6 7 6 7 6
128 2 7 7 8 7 9 7
256 2 8 8 9 9 11 8
512 2 9 9 10 10 14 9
1024 2 10 10 12 11 15 10
2048 2 11 11 - 12 18 11
4096 2 12 12 - 13 20 12

Luego de probados el método exacto ILP y la heuristica TreeBlock en
diferentes topologias, se resalta que la férmula ILP, si bien no es capaz de
resolver todas las instancias ejecutadas, alcanza los valores éptimos para muchos
de los casos.

Por otro lado, la heuristica TreeBlock, que fue desarrollada sin especializarse
en ningun tipo de grafo en particular y con foco en grafos con méas de una
componente biconexa, logra resultados muy competitivos.

6.2. Grafos Watts-Strogatz

Las redes reales (redes sociales, bioldgicas, de transporte, comunicacién) no
son topolégicamente ni regulares ni aleatorias, sino que suelen encontrarse en una
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posicién intermedia entre ambos tipos, es decir, poseen propiedades
caracteristicas de los dos grandes grupos de grafos. Watts y Strogatz han
estudiado estas redes y han buscado modelos que se ajusten a ellas, credndolos
finalmente a partir de “provocar un cierto desorden” en un grafo regular [32] [30].
Han demostrado que estas redes tienen un alto indice de agrupamiento, como los
grafos regulares, ademas de una longitud de camino caracteristica pequena como
los grafos aleatorios. Por las analogias de estas investigaciones con otras
realizadas en psicologia por Stanley Milgram en torno a 1960, en las cuales se
experimentaba con las redes sociales norteamericanas, demostrando que
cualquier par de personas estaba conectada mediante lazos de amistad por no
mas de seis personas intermedias, llamando a este efecto “pequenio mundo”; este
tipo de redes han sido denominadas redes Small World. Este fenémeno es ademaés
particularmente cierto en las redes de telecomunicaciones, donde el problema en
estudio se aplica.

El modelo propuesto por Watt y Strogatz en 1998 es el siguiente: se comienza
a partir de un anillo de n nodos y k aristas por nodo. Luego se van considerando
las distintas aristas, y con una probabilidad p se mueve un extremo de ella de
un nodo a otro nodo seleccionando este ultimo aleatoriamente, con la salvedad de
que no se pueden crear dos aristas entre un par de nodos ni tampoco lazos. Asi,
cuando p = 0, se obtiene un grafo regular, mientras que cuando p = 1 el grafo es
completamente aleatorio.

Figura 6.11: Grafo Watts-Strogatz (pequefio mundo) [32]

Regular Small-world

Increasing randomness

Con el objetivo de que el andlisis experimental se cina lo mas posible a la
realidad, es que en las siguientes etapas se experimenta con redes de este tipo,
variando los parametros para su construccion. En particular, se estudia en las
diferentes subsecciones tanto la calidad de los resultados arrojados por la heuristica
TreeBlock, siempre que sea posible; como los tiempos de ejecucion en la medida
que los pardmetros de construccién de las diferentes instancias vayan cambiando.
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6.2.1. Comparativa de resultados con método exacto

Esta primera subseccién busca principalmente estudiar de forma comparativa
los resultados que se obtienen con la heuristica, frente a los que la férmula exacta
ILP puede encontrar. Es de especial interés para acercarse a una nocién de
correctitud de la heuristica construida, por lo que se busca explorar diferentes
tipos de instancias variando tanto tamano como densidad de aristas, siempre en
la medida que ILP sea capaz de resolver.

Para la muestra fueron construidos 301 instancias de grafos pequeno mundo
de 10 nodos, y ademas 100 instancias de grafos del mismo tipo para cada una de
las siguientes cantidades de nodos: 50, 100, 300, 600 y 1000. Para todos los casos,
la estrategia fue elegir la probabilidad de recableado p de forma uniformemente
independiente debido a que es esta variable la encargada de la aleatoriedad del
grafo, y la variable neighborhood porcentual a la cantidad de nodos, a modo de
cubrir diferentes densidades de aristas, pero sin prestar atencién a cémo se
lograba. El detalle de las instancias utilizadas en esta subseccién puede verse en
el Apéndice

Para cada instancia, se ejecutaron tanto la heuristica construida como la
férmula ILP para hacer una comparacién de los resultados.

Figura 6.12: Comparativa: tiempo de ejecucién versus tamafio de la instancia

Tiempo de ejecucién en funcién del tamafno de las instancias en términos de nodos, para los algoritmos
ILP y TreeBlock

Execution time versus instance size
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Cabe destacar que de toda la muestra creada sélo las instancias de grafos de 10,
50 y 100 nodos pudieron ser resueltas mediante la férmula exacta. Por lo tanto, la
muestra efectiva sobre la que se puede analizar en esta subseccién termina siendo
la correspondiente a estos casos y no la inicial.

Se puede apreciar este aspecto en la Figura donde queda en evidencia
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que no fue posible arrojar una solucién con la férmula ILP, principalmente para
las instancias mas grandes. Esto se debe a la complejidad que supone el algoritmo,
consecuencia de la complejidad del problema.

Con respecto a los tiempos de procesamiento, en los casos donde ILP encontré
una solucién éptima, lo hizo en menos tiempo que la heuristica. De todos modos,
este aspecto no se considera del todo relevante debido a que:

i) ILP se ejecuta en CPLEX, un paquete comercial de cédigo altamente
optimizado, mientras que la heuristica es un cédigo de investigacién no
optimizado.

ii) CPLEX se ejecuta en un servidor de muy alto rendimiento mientras que la
heuristica se ejecuta en equipos domésticos.

Asimismo, se observa en las Figuras y que los tiempos de ejecucién
de la heuristica también estan estrechamente relacionados con el tamafo de la
instancia, tanto por el nimero de nodos, como también como por el nimero de
aristas. Esto se desprende como consecuencia del cambio de color de los puntos del
grafico.

Figura 6.13: Tiempo de ejecucién de heuristica I

Se representa el tiempo de ejecucién en funcién al resultado encontrado. Ademds, se visualiza con colores
el tamafio de la instancia en términos de nodos. No se presenta relaciéon entre la solucién y el tiempo de
ejecucion, pero sin embargo, si se visualiza que el tamano de la instancia estd fuertemente relacionado. A
mayor cantidad de nodos, mayor el tiempo de ejecucién de la heuristica (queda claro como el color de los
puntos va modificindose en tanto se crece en las ordenadas)
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6.2. Grafos Watts-Strogatz

Figura 6.14: Tiempo de ejecucién de heuristica II

Se representa el tiempo de ejecucién en funcién al resultado encontrado. Ademds, se visualiza con colores
el tamano de la instancia en términos de aristas. No se presenta relacién entre la solucién y el tiempo de
ejecucion, pero sin embargo, si se visualiza que el tamano de la instancia estd fuertemente relacionado. A
mayor cantidad de aristas, mayor el tiempo de ejecucién de la heuristica (queda claro como el color de los
puntos va modificindose en tanto se crece en las ordenadas). Las aristas estdn en una escala de le™
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Considerando grupos de instancias de igual tamano (nodos y aristas), en la
Figura [6.15] se ve una tendencia a alcanzar un tiempo de transmision mas alto
cuando la probabilidad de recableado es baja. Esta observacién parece ser
correcta teniendo en cuenta el proceso de creacién de los grafos del tipo pequeno
mundo, porque con una baja probabilidad de recableado, los grafos serfan mas
similares al anillo inicial. En el peor de los casos, un anillo, con un tiempo de
transmisién igual al nimero de nodos -1.

Finalmente, para las instancias en las que la férmula ILP logré un resultado
oOptimo, se puede hacer una comparacion en términos de la diferencia en el valor
logrado por cada algoritmo.

En la Tabla se muestra para cada grupo de instancias, cudl fue el rango de
valores éptimos encontrados por la férmula ILP y por la heuristica. La columna
“GAP” indica cudl es la diferencia promedio entre las soluciones arrojadas por
cada método. Ademas, la columna “no GAP” indica el nimero de instancias para
las cuales la heuristica encontré el efectivamente éptimo.
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Figura 6.15: Solucién de la heuristica en funcién de caracteristicas de las instancias

Se muestra el resultado de la heuristica en relacién al tamano de las instancias en cuanto a cantidad de
nodos, agrupando por cantidad de aristas y probabilidad de recableado. La probabilidad p se representa

por el coloreado, y la cantidad de aristas por el tamafio del punto en el gréfico.
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En la Tabla [6.7] se puede ver en qué porcentaje los resultados de la heuristica
se aproximan al 6ptimo. Se destaca el segmento de 10 nodos, donde el 87 % de las
instancias se resolvieron con una precisién superior al 90 %. Para el resto de los
casos, no es menor enfatizar que el tamano del conjunto de pruebas para el que
fue posible que los dos algoritmos encontraran una solucién es considerablemente
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Tabla 6.6: Rango de resultados por ILP y heuristica
size edges TB ILP GAP no GAP #instances
1 10 20.01 4,394+091 422+£065 0,04+0,12 263 301
2 50 46.52 12,854+5,33 11,51 £5,27 0,14 £0,17 33 100
3 100 94.04 169+74 14,46 £7,13 0,19+£0,21 22 100

Tabla 6.7: Diferencia porcentual de resultados ILP y heuristica

size edges GAP <10% GAP <25% +tinstances
1 10 20.01 263 287 301
2 50 46.52 47 87 100
3 100 94.04 43 77 100

La Figura [6.16] muestra un resumen de la distribuciéon de los datos en
términos de tamano y probabilidad de recableado en comparaciéon con los

tiempos y resultados.
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6.2. Grafos Watts-Strogatz

Como novedad, se puede observar que a priori no existe una relacién directa
entre la solucién y el tiempo de ejecucién necesario para alcanzarla. Es decir, no
necesariamente es requerido mdés tiempo de ejecuciéon para que la heuristica
encuentre soluciones mayores. Queda en evidencia también en esta figura, la
relacién entre el tamano de los grafos y los tiempos requeridos para la ejecucion
de la heuristica.

Figura 6.16: Tiempo vs resultado, agrupado por tamafo y probabilidad

Se muestra el tiempo de ejecucién de la heuristica en funcién del resultado encontrado, agrupando por
cantidad de nodos y probabilidad de recableado. La probabilidad p se representa por el coloreado, y la
cantidad de nodos por el tamafio del punto en el gréfico.
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6.2.2. Escalamiento de pruebas en cantidad de nodos

En esta subseccién se estudia la relacién entre la cantidad de nodos y el
tiempo en hallar el resultado 6ptimo utilizando la heuristica.

Para esto, se construye un conjunto de 1400 instancias de grafos pequeno
mundo, fijando la variable k (neighborhood) en 1 y 3 y variando la cantidad de
nodos; todos con una probabilidad de recableado p tomada de forma
uniformemente independiente. Las cantidades de nodos que se utilizaron para la
muestra fueron 100, 300, 600, 1000, 2000, 5000 y 10000, construyéndose 200
instancias para cada caso. Esta estrategia permite poder estudiar el potencial de
la heuristica en funcién del tamano en cantidad de nodos, sin que los resultados
sean impactados por la densidad de enlaces. El detalle de las instancias utilizadas
en esta subseccién puede verse en el Apéndice [A2]

Es preciso destacar en este punto, que el tamano de instancias elegidas para
este andlisis es sensiblemente mayor que los ofrecidos hasta el momento en la
literatura, donde se le llama tamano grande a grafos en el orden de los dos mil
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nodos [14].

Pasando a analizar los resultados obtenidos, en primer lugar, se destaca que
debido a no contar con un método exacto que sea capaz de solucionar el
problema en instancias de grafos de esta magnitud, no es posible afirmar el nivel
de correctitud de los resultados alcanzados.

No obstante, es interesante hacer una revisiéon sobre la dispersién en base a
las caracteristicas de la muestra. Estos datos se observan en la Figura Asi
como se menciona en la subseccién anterior, en esta muestra también se percibe
una tendencia a que el tiempo de transmisién sea mas alto cuando la
probabilidad de recableado es baja (en la figura se visualiza una mayor
concentraciéon de puntos oscuros en la parte inferior del gréfico). Se puede ver
también que el resultado encontrado por la heuristica es mayor en tanto crece la
cantidad de nodos. Sin embargo, el incremento no es sustancial ni en la misma
escala. Por ultimo, se desprende del grafico que algunas instancias en el orden de
los 5000 nodos tuvieron un valor resultado bastante mayor al resto de la muestra.
Segun como se construyeron, esta diferencia se puede atribuir Unicamente a la
forma en que resulto el grafo luego del recableado.

Figura 6.17: Solucién de la heuristica en funcién de caracteristicas de las instancias

Se muestra el resultado de la heuristica en relacién al tamano de las instancias en cuanto a cantidad de
nodos, agrupando por cantidad de aristas y probabilidad de recableado. La probabilidad p se representa
por el coloreado, y 1 a cantidad de aristas por el tamafno del punto en el grafico.
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Finalmente, se observa el comportamiento de la heuristica en cuanto al tiempo
de ejecucién requerido para solucionar cada instancia. La Figura [6.18] muestra
especificamente esta caracteristica.
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Figura 6.18: Tiempo de ejecucién de la heuristica en funcién de caracteristicas de las instancias

Se muestra el tiempo de ejecucién de la heuristica en minutos en relacién al tamano de las instancias
en cuanto a cantidad de nodos, agrupando por cantidad de aristas y probabilidad de recableado. La
probabilidad p se representa por el coloreado, y la cantidad de aristas por el tamafo del punto en el
grafico.
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Una primera conclusién y la mas rapida, es que a medida que se aumenta la
cantidad de nodos, aumenta el tiempo que se demora en hallar el resultado
optimo. Esto es natural, debido a que el algoritmo explora todos los nodos, por
tanto si el grafo es mds grande, hay méas nodos que explorar.

De cualquier forma, se destaca que para los grafos de mayor magnitud, el
resultado se alcanza en el orden de las dos horas; esto no es un tiempo exagerado.
Se recuerda que el método exacto que sirvié de apoyo en la subsecciéon anterior,
cortaba la ejecucién a las dos horas, y fue capaz de resolver instancias solo de
hasta mil nodos. En el mismo tiempo, la heuristica alcanza un valor, que se
estima cercano al 6ptimo, en instancias diez veces mayores en cuanto a cantidad
de nodos.

Es menester resaltar, que dentro de cada rango de cantidad de nodos, los
tiempos requeridos para la resolucién son similares. Se prueba empiricamente
entonces que el algoritmo si responde en funcién del tamano de la instancia. No
obstante, se puede observar claramente que en cada uno de los rangos, la
dispersion se los tiempos no es idéntica. Estas diferencias solo responden a la
forma de cada una de las instancias, que quedaron determinadas por la
probabilidad de recableado.

Un claro y muy bésico ejemplo del impacto que tiene p sobre los tiempos, es
imaginando un mejor caso para el algoritmo, donde al recablear la instancia de
grafo signifique transformarlo en un érbol. En esa situacién, es mucho menor el
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procesamiento requerido para encontrar la solucién, y por lo tanto los tiempos
seran mejores que comparandolo con un grafo arbitrario.

Asimismo, se puede ver que cuinto menor sea el valor de la variable p, maés
similitud tendra una instancia de grafo con otra, debido a que la distorsién serd
minima. Esto sin dudas repercute en que los tiempos de resolucién (y
probablemente también los resultados arrojados) sean similares.

6.2.3. Escalamiento de pruebas en densidad de aristas

En esta subseccién se estudia la relacion entre la cantidad de aristas y el
tiempo en hallar el resultado 6ptimo utilizando la heuristica.

Para esto, se construye un conjunto de 1400 instancias de grafos pequeno
mundo, fijando la variable n (nodos) en 500 y variando k (neighborhood) entre
los valores 1, 10, 30, 50, 70, 90, 110, 130, 150, 170,190, 210, 230 y 250. Todas las
instancias se crearon con una probabilidad de recableado p tomada de forma
uniformemente independiente. Esto permite poder estudiar el potencial de la
heuristica en funcién de la densidad de conectividad, sin que los resultados sean
impactados por el tamafio en las instancias en término de nodos. El detalle de las
instancias utilizadas en esta subseccién puede verse en el Apéndice [A.3]

En cuanto al andlisis de los resultados obtenidos, se recuerda que como en
la subseccién anterior, por no contar con un método exacto que sea capaz de
solucionar el problema en instancias de grafos de esta magnitud, no es posible
afirmar su nivel de correctitud.

Figura 6.19: Solucién de la heuristica en funcién de caracteristicas de las instancias

Se muestra el resultado de la heuristica en relacién al tamano de las instancias en cuanto a cantidad de
aristas, agrupando por neighborhood y probabilidad de recableado. La probabilidad p se representa por
el coloreado, y el neighborhood por el tamano del punto en el gréafico.
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Igualmente, en la Figura [6.19| se puede observar céomo se distribuyen los
resultados en funcién de la cantidad de aristas y la probabilidad de recableado.

Se desprende de alli en primer lugar, que para grafos con cantidad de nodos
similares, una baja densidad de aristas afecta mucho a la solucion de la heuristica
(en realidad, del problema en general). Esto tiene sentido, en consecuencia de que
los canales disponibles para la difusiéon son muchos menos. Sin embargo, en la
medida que la densidad de conexiones se incrementa, la solucién de la heuristica
resulta ser bastante similar. También a este aspecto se le encuentra sentido,
debido a que como al final, los reenvios se realizan en un arbol (no todos los
nodos reenvian por todos sus canales), cuando hay muchas aristas conectando,
también hay muchas de ellas que no son utilizadas para la difusién.

Figura 6.20: Cantidad de aristas vs tiempo de resolucién

Tiempo de ejecucién de la heuristica en minutos en funcién del tamano de las instancias en términos de
aristas.
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Por otro lado, en la Figura [6.20] se puede visualizar el tiempo requerido para
alcanzar el resultado mediante la heuristica en funcién de la cantidad de aristas.
Queda claro entonces la relaciéon que existe entre esta variable y los tiempos, en
el tanto que a mayor densidad de aristas, mayor es el tiempo requerido para la
resolucion. Se debe recordar que en esta muestra el tamano del grafo en cuanto a
cantidad de nodos es exactamente igual para cada instancia.

Se aprecia también que no solo la cota superior aumenta, también lo hace la
cota inferior. Esto se interpreta en el sentido de que el algoritmo explora en una
primera parte enlaces ociosos. En esta linea, las posibilidades para crear los arboles
de recubrimiento minimo son mayores, y por lo tanto se demora méas en esa etapa.

Por otra parte, se intuye que la concentracion de tiempos para las instancias de
menor cantidad de aristas, responde a que son estructuras mas simples y similares;

47



Capitulo 6. Analisis experimental

donde p no afecta tanto como en instancias de mayor magnitud. Habiendo maés
variacion en la forma de los grafos, entonces los tiempos terminan distribuyéndose
mas.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Este proyecto estudia el problema de encontrar el tiempo minimo de difusién
en un grafo. Se trabaja en base a dos algoritmos para encontrar el resultado, uno
a través de un método exacto y el otro a través de una heuristica.

El método exacto, como podria anticiparse, es interesante para la resolucién
de instancias de menor tamano, tanto en ntimero de nodos como en densidad de
aristas; arrojando para estos casos resultados en tiempos bastante pequenos
(menos de dos horas).

Por su parte, la heuristica, siendo su intenciéon abarcar un universo mas
amplio de instancias, se prueba en tamafios m&ds grandes y también arroja
resultados en tiempos razonables.

En cuanto a la desviacion de los resultados alcanzados por la heuristica con
respecto al 6ptimo se concluye que existe un porcentaje de éxito importante en
los casos donde se conoce éste valor; es decir, instancias para las cudles el método
exacto arrojé resultados. Sin embargo, existe un error considerable para atacar en
trabajos futuros; aunque no supera el 25 % en la mayoria de los casos.

Asi mismo, se destaca que en comparacién con otras heuristicas presentadas
en la literatura, que ademdas nacen enfocadas a topologias especificas, los
resultados son sumamente competitivos.

Para mejorar la precision de los resultados de la heuristica, es necesario
trabajar en algunas mejoras. Primero, en la decisién de cada nodo de transmitir
a otro bloque o continuar transmitiendo dentro del que se encuentra. Por otro
lado, el armado del arbol inicial de cada bloque realizado mediante el algoritmo
DynamicTree no genera el éptimo para el problema a resolver. En este caso, un
arbol 6ptimo seria aquel que aprovechase toda la capacidad de comunicacion de
cada uno de los nodos (o sea, todos los enlaces) en la medida de lo posible.
Mejorar este paso del algoritmo implicaria también mejoras directas en la
soluciéon encontrada.






Apéndice A

Instancias de Grafos Watts-Strogatz

A.1. Instancias para comparativa con método exacto

La muestra estd constituida por grafos Watts-Strogatz con diferentes
cantidades de nodos: 50, 100, 300, 600 y 1000. La variable neighborhood, que es
la encargada de agregar aristas al anillo inicial, fue elegida de forma porcentual a
la cantidad de nodos, buscando alcanzar distintas densidades de aristas. La
probabilidad de recableado p, que es la que define la aleatoriedad del grafo, fue
tomada de forma uniformemente independiente. En total, la muestra cuenta con
301 instancias de grafos pequeno mundo de 10 nodos, y 100 instancias de grafos
del mismo tipo para cada una de las siguientes cantidades de nodos: 50, 100, 300,
600 y 1000.

La Figura muestra la distribucién de instancias generadas en funcién de la
probabilidad de recableado p y la cantidad de nodos. Se observa que se abarca de
forma homogénea todo el universo de posibles valores para p, dejando claro que la
eleccion de p se hizo de forma uniformemente independiente.

Para probar la desviacién de la heuristica alterando el tamano; ademas de
haber generado instancias con diferentes ntmeros de nodos, se utilizé6 para
algunos casos la segunda variable llamada neighborhood (k en la definicién), lo
que afecta directamente el nimero de aristas de los grafos, aumentando la
conectividad entre los nodos. En la Figura se observa la distribucién de las
instancias considerando por un lado probabilidad p y por otro la relacién entre el
nimero de nodos y la cantidad de aristas. La eleccién de mostrar las instancias
en funcién de cémo se relacionan la cantidad de nodos y la cantidad de aristas de
cada una, es a los efectos de visualizar que la heuristica es probada para
diferentes densidades de conectividad y que ademads, la probabilidad de
recableado sigue siendo homogénea.
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Figura A.1: Distribucién de las instancias en términos de nodos

Cada instancia generada es mostrada en relacién a la probabilidad de recableado y la cantidad de nodos
que tiene.
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Figura A.2: Distribucién de las instancias en términos de densidad de conexiones

Se eligen instancias que para las distintas cantidades de nodos, existan diferentes porcentajes de
conectividad, y ademas la probabilidad p sea uniformemente independiente.
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A.2. Instancias para pruebas en cantidad de nodos

A.2. Instancias para pruebas en cantidad de nodos

La muestra elegida para la ejecucion de esta subseccion es de 200 instancias
de grafos para cada una de las siguientes cantidades de nodos: 100, 300, 600,
1000, 2000, 5000 y 10000. Siendo el foco estudiar el comportamiento de la
heuristica segun la cantidad de nodos, se decidi6 es que la variable neighborhood
fuese relativamente fija, estableciéndose en los valores 1 y 3. Esto dio como
resultado que para cada subconjunto de 200 grafos, 100 instancias tienen la
caracteristica de contar previo al recableado con dos enlaces, y las restantes 100
contar con seis.

Las Figuras y [A4) presentan la distribucién de las variables de
construccion de las instancias para esta prueba, mostrando p en funcién de la
cantidad de nodos para el primer caso; y p en funcién de la variable
neighborhood para el segundo. Asimismo, como la variable neighborhood termina
determinando la cantidad de enlaces del grafo en funcién de la cantidad de
nodos, en la Figura se muestra concretamente como quedan las instancias
distribuidas segun esta relacién.

Figura A.3: Distribucién de las instancias en términos de la variable nodos

Cada instancia generada es mostrada en relacién a la probabilidad de recableado y la variable cantidad
de nodos.
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Apéndice A. Instancias de Grafos Watts-Strogatz

Figura A.4: Distribucién de las instancias en términos de la conectividad

Cada instancia generada es mostrada en relacién a la variable neighborhood.
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Figura A.5: Distribucion real de las instancias en términos de nodos efectivos

Cada instancia generada es mostrada en relacién a la probabilidad de recableado y la cantidad de nodos
que tiene.
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Una aclaracion pertinente respecto a la construccion de las instancias, refiere
a la condicién de necesitar que cada una sea efectivamente un grafo conexo. En
particular, para los casos generados con neighborhood igual a 3, esta condicién
fue dada naturalmente. Sin embargo, para los casos con neighborhood igual a 1,
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sucedié que luego del recableado, varias de las instancias perdieron esta
caracteristica. En funcion de subsanarlo; se procedié a tomar para la muestra, la
mayor componente conexa de cada uno de los grafos generados. Esto representa
en promedio un cubrimiento de aproximadamente el 80% de la cantidad de
nodos. La Figura muestra entonces la distribucién de las instancias
generadas, no en funcion de la cantidad de nodos que se eligié como variable
como lo hace la Figura sino en funcién de la cantidad de nodos efectiva de
cada una. Las consecuencias de esta maniobra quedan a la vista en la
subseccion [6.2.2] cuando se analizan los resultados.

Figura A.6: Relacién entre nodos y enlaces
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A.3. Instancias para pruebas en densidad de aristas

La muestra para esta subseccién fue construida fijando la cantidad de nodos
y variando la variable neighborhood; todas las instancias con una probabilidad de
recableado p uniformemente independiente. Se cuenta con 1400 instancias, cada
una de ellas con 500 nodos. Para constituir la muestra, se construyeron 100
instancias para cada una de los siguientes neighborhoods: 1, 10, 30, 50, 70, 90,
110, 130, 150, 170,190, 210, 230 y 250.
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Figura A.7: Distribucién de las instancias en términos de aristas
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La Figura[A.7] presenta la distribucién de las variables de construccién de las
instancias para esta prueba, mostrando p en funcién de la cantidad de aristas,

consecuencia directa de la variable neighborhood y los nodos.
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Abstract

The problem under study is the Minimum Broadcast Time (MBT). We are given
a simple graph and a singleton that owns a message. The goal is to disseminate
the message as soon as possible, where the communication takes place between
neighboring-nodes in a selective fashion and each forwarding takes one time-slot.
The MBT serves as an inspirational problem for the design of delay-sensitive for-
warding schemes. Since the problem belongs to the NP-Hard class, the literature
offers heuristics, approximation algorithms and exact exponential-time solutions.

The contributions of this paper are two-fold. First, an ILP formulation for the
problem is provided. Second, a competitive heuristic is developed. A fair compar-
ison between TreeBlock and previous heuristics highlights the effectiveness of our
proposal.
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1 Motivation

The identification of an ideal forwarding scheme is a challenging problem in
telecommunications, not well understood. The scientific literature offers fluid
models for massive communication systems [1], tree-like or one-to-one forward-
ing schemes [13], the tit-for-tat communication paradigm for incentivess [11],
among others. The Minimum Broadcast Ttme, or MBT, finds original applica-
tions in telephonic services [5]. However, it serves as an inspirational problem
for the design of current delay-tolerant forwarding schemes in modern com-
munication systems like Content Delivery Networks (CDN) and Peer-to-Peer
(P2P) [3] networks, or Cognitive Radio (CR) [12] networks.

A natural description of the problem is in terms of phone-calls (we can
identify forwarding or gossiping, depending on the context). Suppose that
a member originates a message which is to be communicated to all other
members of the network. This is to be accomplished as quickly as possible by
a series of calls placed over lines of the network. In the MBT, there are three
strict broadcasting rules:

i Each phone-call requires one time-slot,
ii a member can participate in only one call per slot, and

iii a member can only call a neighbor member.

The problem under study is the following: given a connected graph G and a
originator vertex vy, what is the minimum number of time-slots required to
complete broadcasting starting from v, and following the previous broadcast-
ing rules?

There is a rich scientific literature available for this problem. Garey and
Johnson include the MBT in the list of AN"P-Complete problems [6]. The
MBT of a complete graph G = K, is clearly b(K,,) = [log2(n)], yet K, is not
minimal with this property. The minimum number of links to achieve b(K,) is
a relevant reverse-engineering problem with valuable progress. For instance,
he hypercube @,, has m2™~! links and optimum broadast time. The optimal
forwarding in trees is recursively achieved in a greedy-like manner [15]. Grids
accept an intuitive optimal forwarding scheme [10]. Several other particular
graph families are studied, such as butterflies and Harary graphs [2]. A recent
heuristic for the MBT is offered in [9]. The reader is invited to consult a
literature-review in [14] and [8].

! Email: asou@ua.pt
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This article is organized in the following manner. An Integer Linear Pro-
gramming formulation is introduced in Section 2. TreeBlock heuristic is fully
described in Section 3. A fair comparison with the most competitive heuristics
is carried out in Section 4. Section 5 presents concluding remarks and trends
for future work.

2 ILP for the MBT

For convention, we denote V' = {0,1,...,n — 1} to the node-set, and we fix
vo = 0 as the source-node. Denote V(i) to the set of neighboring nodes of
i. Let T be an upper-bound for the broadcast time (7" = n is a trivial one).
Consider the set of binary variables xﬁj that is set to 1 iff the message is
transmitted from node ¢ to node 5 during time-slot t. The ILP for the MBT
is expressed as follows:

minz (1)
s.t
> al=00, Vi€ {0,...,n—1} (2)
JEV ()
T
oY i =1vie{l,...,n—1} (3)
jeV (i) t=1
d a<1,Vie{o,....n-1}tef{2,...,T} (4)
JEV()

x§j<z Y al Vg €Ete{2,....T} (5)

=1 keV(i)\{j}
d teal,<zV(ij) €E (6)
zeN; ;€ {0,1}V(i,j) e E;te{l,...,T} (7)

Constraints 2 state that onle the source-node 0 sends the message when t = 1.
Constraints 3 state that the message is received by each node exactly once.
Constraints 4 state that a node transmits the message to a single neighbor.
Constraints 5 state that a transmitter must receive the message first.
Constraints 6 state that the broadcast time dominates any transmission.
Finally, Constraints 7 set the variable domain. The computational order rests
on a smart upper-bound 7", which will be found using a dedicated heuristic.
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3 Heuristic for the MBT

Recall that a node v € V(G) is a cut-point if G — v has more components
than G. A block is a maximal subgraph with no cut-points. Every connected
graph accepts a decomposition into tree-blocks, where the blocks are linked
in a tree-like structure [16].

The two main building blocks of our algorithm are Functions BroadcastTree
and BroadcastBlock. Essentially, BroadcastTree is the optimal interblock
forwarding in the tree-block structure, while Broadcast Block serves as an in-
trablock forwarding. A full forwarding strategy is obtained by a cooperation
of both functions.

Algorithm 1 F = TreeBlock(G, vy)

U < CutPoints(G)

Uy + {Uo} uU

d < Distances(Up)

B + Blocks(G)

L < LeafBlocks(B)

for all B; € L do
2; < B; N CutPoints(Q)
e; < mazyep, {d(w;,v)}
’lU(Zi, Bz) — €;

end for

T < TU{(2,Bi)}im1,.L]

F < BroadcastTree(T, vy)

for all B; € B do
F; < BroadcastBlock(B;, F(B;))
F + FUF;

end for

return F

A step-by-step description of the algorithm TreeBlock follows. All the
cut-points U of GG are determined in Line 1. The source-node is added to this
special set in Uy (Line 2). A complete weighted graph is built in Lines 3, where
the corresponding weights are the distance between every pair of nodes in Uj.
A minimum spanning tree T is found using Kruskal algorithm in Line 4. This
tree serves as the skeleton of the interblock forwarding scheme. The weights in
the links represent a delay between different cut-points. Observe that there is
an additional delay with leaf-blocks, that should be added to reach all nodes
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in the graph. Therefore, in Lines 5 and 6, the blocks and leaf-blocks from
G are found. Recall that a leaf-node has a single cut-point. In the block of
Lines 7-11, the eccentricity e; from the cut-point z; € B; is found for any leaf-
block B; € L. This additional latency is considered by a tree-augmentation,
in Line 12. The result is that the new nodes z; are leaf-nodes in 7', and
the corresponding links have weights e;. An inter-block forwarding scheme F
is performed using Function BroadcastTree with source-node vy in the tree
T. Function BroadcastTree returns the optimum forwarding scheme in this
weighted tree. Finally, the intra-block forwarding is performed using Function
Broadcast Block (see the last for-loop; Lines 14-17).

Algorithm 2 F;, = BroadcastBlock(B;, vy, v}, ..., v})
. T« MST(v,, B))

: fort=1to k do

w; < {|Bil/i}

w(ug, V) < w;

T+ T Uw(u;,v))

6: end for

7: F; < BroadcastTree(T,v})

8: return F;

AN

Let us finally consider BroadcastBlock. 1t receives a block B; and the
expected forwarding order F'(B;) of all its k cut-points, to know, v}, v5, ..., v;.
Therefore, node v; is the root-node. In Line 1, Kruskal algorithm is applied
into B; to find the minimum spanning tree, rooted at v}. In order to force
the correct forwarding order in the cut-points, the weights in their incident
links are modified as follows. The incident link to v, in T will be assigned
a weight w; = |B;|/i (Lines 3-4). The resulting tree is updated in Line 5.
Finally, Function BroadcastT'ree is applied into this tree in order to define an
intra-block forwarding scheme (Line 7), and the result is returned in Line 8.

4 Proof of Concept

An extensive experimental analysis was carried-out in order to understand the
effectivess of TreeBlock heuristic and the capacity of our ILP formulation.
Here we highlight a comparison with the latest heuristic we found from the
literature [9]. The reader is invited to consult our technical report, with a
performance analysis of the heuristic under Harary, Chord Harary, Butterflies,

de Bruijn and Small World networks [4].
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The broadcast in different grid graphs is successfully found using Tree Block.
In a celebrated work from Frank Harary, a family of graphs H,, ; with maxi-
mum connectivity & is provided for any fixed number of links [7]. The authors
from [9] confirm optimality in half of Harary instances under test. We found
the optumum broadcast in 10 out of 16 instances, and unit-gap in the others.
There are three instances of dense graphs where the exact ILP formulation
cannot find the globally optimum broadcast (by a CPU time constraint of 2
hours).

Table 1
Harary. Broadcast scheme [2]

N k n ILP TreeBlock

17 2 17 9 9
17 3 17 o o
17 5 17 5! D
17 6 17 5! 5
17 7 17 o o
30 2 30 15 15
30 3 30 9 9
30 8 30 5! 6
30 9 30 5 6
30 10 30 o 6
o0 2 50 25 25
50 3 50 14 14
o0 11 50 - 7
50 20 50 - 8
o0 21 50 - 7

100 2 100 50 50
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5 Conclusions and Trends for Future Work

In this paper, the Minimum Broadcast Time is studied. An efficient ILP
formulation and a heuristic is introduced. TreeBlock combines the optimal
forwarding scheme in trees and an efficient block decomposition of a con-
nected graph. The exact ILP works for small-sized graphs, while T'reeBlock
finds small gaps with respect to the globally optimum solution whenever it is
available. Further analysis confirms its wide applicability for large instances
as well, with a reasonable CPU time for graphs with thousands of nodes. The
heuristic is competitive with respect to previous sub-optimal algorithms from
the literature.

As future work, we want to find the broadcast in real-life topologies and
have a better understanding of its applications in delay-tolerant systems.
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Abstract

The problem under study is the Minimum Broadcast Time (MBT). We are given
an undirected connected graph and a singleton that owns a message. The goal
is to broadcast this message as soon as possible, where the communication takes
place between neighboring-nodes in a selective fashion and each forwarding takes one
time-slot. Historically, the MBT finds applications in telephonic services; however, it
serves as an inspirational problem for the design of current delay-tolerant forwarding
schemes in modern communication systems like content delivery networks and peer-
to-peer networks. The problem belongs to the class of NP-Complete class. As a
consequence, the literature offers heuristics, approximation algorithms and exact
exponential-time solutions.

The contributions of this paper are two-fold. First, an efficient Integer Linear
Programming (ILP) formulation for the problem is provided. Second, a compet-
itive heuristic called TreeBlock, is developed. TreeBlock exploits the optimality
for the MBT in tree-graphs, and the fact that arbitrary connected graphs accept



a decomposition into a tree-block structure, where the building blocks are maxi-
mally biconnected subgraphs. A fair comparison between TreeBlock and previous
heuristics highlights the effectiveness of our proposal.

Keywords: Minimum Broadcast Time, Computational Complexity, Integer Linear
Programming, Heuristics.

1 Introduction

The identification of an ideal forwarding scheme is a challenging problem in
telecommunications. The scientific literature offers fluid models for massive
communication systems [1], tree-like or one-to-one forwarding schemes [23],
the tit-for-tat communication paradigm for incentivess [21], among many oth-
ers.

A fundamental fluid model for a complete peer-to-peer network was posed
for the first time by Qiu and Srikant [31]. In this fluid model, the authors con-
sider a complete network with identical users, where simultanous forwarding
takes proportionally more time. The authors claim a counterintuitive result,
where the one-to-one is a good forwarding strategy. Even though the authors
study the service capacity of a file sharing peer-to-peer system, its formulation
is general enough. They find a closed formula for the average waiting time
following a one-to-one forwarding scheme when the population is a power of
two. In [25], a formal proof that the one-to-one forwarding scheme achieves
the minimum waiting time is included, when the population is a power of
two. Furthermore, recent works confirm that the optimality holds for arbi-
trary (non-complete) graphs as well. Incidentally, the one-to-one forwarding
scheme is open, in the sense that the neighboring selection strategy must be
determined. This means that the optimal forwarding scheme is equivalent
to a well-known historical problem, known as the Minimum Broadcast Time,
or MBT for short [9]. It finds original applications in telephonic services.
However, it serves as an inspirational problem for the design of current delay-
tolerant forwarding schemes in modern communication systems like Content
Delivery Networks (CDN) and Peer-to-Peer (P2P) [5] networks, or Cognitive
Radio (CR) [22] networks.

A natural description of the problem is in terms of phone-calls (we can
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identify forwarding or gossiping, depending on the context). Suppose that
a member originates a message which is to be communicated to all other
members of the network. This is to be accomplished as quickly as possible by
a series of calls placed over lines of the network. In the MBT, there are three
strict broadcasting rules:

i Each phone-call requires one time-slot,
ii a member can participate in only one call per slot, and

iii a member can only call a neighbor member.

The problem under study is the following: given a connected graph G and
a originator vertex vy, what is the minimum number of time-slots required
to complete broadcasting starting from vy and following the previous broad-
casting rules? Here the graph represents an communication network, where
vertices V' are the members, and the edges E are the possible communication
links between them. Defining an originator vertex vy, the minimum broadcast
time (MBT), denoted b(vy, G) is the minimal number of time-slots necessary
to disseminate a message from vy to all the other vertices of G. Most works
study the MBT of a graph, b(G), as the worst time among all potential orig-
inator members in the graph G, i.e. b(G) = maxz{b(vo, G)lvg € V}. There
must be at least one forwarding strategy that achieves b(vg, G), and it could
be specified as a sequence of parallel calls that follows the broadcasting rules
and informs all the nodes in the network G in b(vg, G) time-slots.

This article is organized as follows. The main body of related work is cov-
ered in Section 2. An Integer Linear Programming formulation is introduced
in Section 2.1. TreeBlock heuristic is fully described in Section 3. A fair
comparison with the most competitive heuristics is carried out in Section 4.
Section 5 presents concluding remarks and trends for future work.

2 Minimum Broadcast Time and Related Work

Garey and Johnson include the MBT in the list of NP-Complete problems [11].
They consider an arbitrary starting set V{, with possible more than a singleton,
subject to the three previous broadcasting rules. Observe that a completion
time in 7" = 1 time-slot exists if and only if Vf accepts a perfect matching
in bipartite graphs, which accepts a polynomial-time algorithm [7]. However,
the case T' = 2 accepts a reduction from 3-dimensional matching [27].

The MBT of a complete graph G = K, is clearly b(K,) = [loga(n)],
yet K, is not minimal with this property. The minimum number of links to



achieve b(K,,) is an inverse design problem with valuable progress. Indeed,
when n = 2™ for some natural m, the hypercube Q,, has m2™! links and
the same broadast time is b(Q,,) = m = logs(n). Hence, the hypercube is
the most economical broadcasting structure when the population is a power
of two.

The optimum forwarding scheme is available only for specific families of
graphs. The optimality in trees is recursively achieved in a greedy-like man-
ner [27]. The idea is a bottom-to-top process, choosing members with maxi-
mum delay. 2D Grid graphs accept an optimal forwarding scheme as well [17].
If we are given an R x C' grid, the broadcast time is precisely the diameter
D=R—-14+C—-1= R+ (C — 2. The forwarding is intuitive, as the reader
can appreciate starting from a corner and ending in the opposite one. Sev-
eral other particular graph families are studied, to mention: cube-connected
cycles [20], Butterfly and DeBruijn networks [18], and Harary networks [3].

In the general case, for an arbitrary graph G and an arbitrary origi-
nator vertex, Elkin et. al. [8] present an algorithm to obtain a forward-

ing strategy that found the best theoretical upper bound knowns [26], with

log(|V)
O(ToglogqvDy

studied. We will not cover them here, please read [24] and [13] for a review in
MBT and related problems.

The literature offers several metaheuristics and approximation algorithms
for the MBT, see for instance: [8], [19], [10], [2], [15], [14] and [6].

b(G)) time-slots. Several extensions to the original problem was

2.1 Ezact Formulation for the MBT

In this section, an exact Integer Linear Programming formulation for the
MBT is introduced. Let G = (V,E) be a connected graph, where V =
{0,1,...,n — 1} is the node-set. Denote V(i) to the set of neighboring nodes
of 7. For simplicity, we choose vy = 0 as the source-node.

Recall that in every time-slot, a node ¢ that owns the message can forward
it to a single member of its neighbor-set V' (i). Furthermore, this node did
not receive the message yet. The broadcast time is the number of time-slots
required for the reachability of the message to the whole set V. The goal is
to minimize the broadcast time.

In order to find an efficient ILP formulation, we consider an upper-bound
T for the minimum completion time. Consider the set of binary variables zf;



such that, when equal to one, mean that the message is transmitted from node
¢ to node j during time-slot ¢. In addition, we use an integer variable z whose
value represents the broadcast time (measured in time-slots).

The Integer Linear Programming (ILP) model for the MBT is expressed
as follows:

Minimize z

Subject to:
. Jri=o0
inj: . ,1=0,...,n—1 (2)
JeV() 0,i#0
T
doal,=1 Li=1..,n-1 (3)
Jev() t=1
. ,i=0,...,n—-1
T;; < 1 (4)
JEV(3) Jt: ) JT
t—1
(i, ) €A1 #0
gzay UPEANT (5)
=1 keV()\ {4} t=2,..,T
T
tal<z L (ij)€A (6)
t=1
,(i,7) € A
deqry )
t=1,...T
z€eN (8)

The objective function 1 is the broadcast time. Constraints 2 state that
the message is transmitted only once by the source-node 0 during the first
time-slot ¢t = 1. Constraints 3 guarantee that the message is received by each
node exactly once from some neighboring-node. Constraints 4 guarantee that
on each time slot t = 2,...,T (the case of t = 1 is already constrained in
2) a node can only transmit the message to at most one neighboring node.
Constraints 5 guarantee that the message is transmitted from node 7 (except
when it is the source node 0) to node j on time slot ¢ only if the message



has been received by node i on a previous time slot from another neighboring
node of 7 (i.e., not from node j). Constraints 6 guarantee that the completion
time is not lower than the time slot of any message transmission. Finally,
constraints 7-8 are the variable domain constraints.

The runtime required to solve the optimization problem by using a stan-
dard solver is significantly shortened with the introduction of the following
improvements. First, consider the minimum number of hops of any path in
G from source node 0 to node i given by h; (this can be easily obtained by
a standard shortest path algorithm). For a given number of hops h, consider
set N, composed by all nodes such that h; = h.

Then, a node ¢ € N, cannot transmit the message on any of the time slots
t =1,....h;. So, for each node 7 € N, we can set to 0 all variables xﬁj, for
t =1,...,h (resulting, in practice, in a reduction of the number of variables).
Moreover, a node i € N, can transmit at most one message on time slot
t = h + 1, and, generalizing, at most = messages on time slots t = h + 1 + 7.
So, we can define the following valid inequalities:

h=1,.,T—1

Yo Attt <ign (9)
)

iE€N), GEV (i ,a=0,...,T—h+1

Our computational tests have showed that constraints 9 do not improve signif-
icantly the model when 7 > 0 and, for this reason, the computational results
were obtained by adding inequalities 9 only for m = 0.

Finally, we can reduce even further the number of variables in the following
way. Consider d as the degree of source node 0. Without any lack of generality,
we can say that if the d neighboring nodes are used by source node 0 to
transmit the message, than, these transmissions will happen in the first d time
slots. So, we can set to 0 all variables x;, for (0,7) € Aandt =d+1,...,T.

3 Heuristic for the MBT

In this section we introduce a novel heuristic for the MBT. The key idea is a
decomposition of the graph into two-node connected blocks, and an efficient
routing in the tree that is defined by these blocks, inspired by the optimum
routing in trees. Recall that the MBT accepts an optimal forwarding scheme
in trees. This optimal routing is called MakespanTree here.

A node v € V(G) is called a cut-point if G — v has more components than



G. A block is a maximal subgraph of GG that has no cut-points. Clearly, if G
is connected and has no cut-points, then G is a block. Every connected graph
G accepts a tree-block descomposition, where each block B; is an induced
subgraph with no cut-points, and every cut-point v € V(G) is incident to
the blocks that include it. Formally, given an arbitrary connected graph G =
(V, E), the tree-block graph is B(G) = (BUU, E'), where U = {vy,...,v,}
is the set of cut-points in G, B = {By,..., B} the set of blocks of G, and
E'" C B xU consists of links between v; and B; whenever the cut-point belongs
to Bj. By its definition, tree-block is a tree, where some nodes are blocks.
Observe that if G has no cut-points, then B(G) has a single isolated node,
and it is a tree as well. Additionally, in a non-trivial tree, there exists some
leaf-blocks, that are incident with a single cut-point. The reader is invited to
consult [30] for further details.

The two main building blocks of our algorithm are Functions BroadcastTree
and BroadcastBlock. Essentially, BroadcastTree serves as an interblock for-
warding in the tree-block structure, while Broadcast Block serves as an intra-
block forwarding. A full forwarding strategy is obtained by a cooperation of
both functions.

Algorithm 1 F' = TreeBlock(G, vy)

U «+ CutPoints(Q)

Ug — {Uo} uU

d « Distances(Uy)

T « MST(Uy, d)

B < Blocks(G)

L < LeafBlocks(B)

for all B; € L do
z;i < B; N CutPoints(Q)
e; < maZyep,{d(w;,v)}
w(zi, Bz) — €

end for

T < TU{(2,B;) Y1, 1)

F < BroadcastTree(T, vg)

for all B; € B do
F; < BroadcastBlock(B;, F(B;))
F+ FUF,

end for

return F

A step-by-step description of the algorithm TreeBlock follows. All the



cut-points U of GG are determined in Line 1. The source-node is added to this
special set in Uy (Line 2). A complete weighted graph is built in Lines 3, where
the corresponding weights are the distance between every pair of nodes in Uj.
A minimum spanning tree T is found using Kruskal algorithm in Line 4. This
tree serves as the skeleton of the interblock forwarding scheme. The weights in
the links represent a delay between different cut-points. Observe that there is
an additional delay with leaf-blocks, that should be added to reach all nodes
in the graph. Therefore, in Lines 5 and 6, the blocks and leaf-blocks from
G are found. Recall that a leaf-node has a single cut-point. In the block of
Lines 7-11, the eccentricity e; from the cut-point z; € B; is found for any leaf-
block B; € L. This additional latency is considered by a tree-augmentation,
in Line 12. The result is that the new nodes z; are leaf-nodes in 7', and
the corresponding links have weights e;. An inter-block forwarding scheme F
is performed using Function BroadcastTree with source-node vy in the tree
T. Function BroadcastTree returns the optimum forwarding scheme in this
weighted tree. Finally, the intra-block forwarding is performed using Function
BroadcastBlock (see the last for-loop; Lines 14-17).

In the following paragraphs we provide details of Functions BroadcastTree
and Broadcast Block respectively.

Algorithm 2 F' = BroadcastTree(T, vy)
H <« FindHeight(T, vg)
for all v € T : height(v) = 0 do
[(v) <0
end for
for h=1to H do
T(h) ={v €T : height(v) = h}
for all v € T'(h) do
(dy,...,d,) < SortChildren(v)
[(v) < mazi<i< {d; + i}
end for
: end for
: F' < LargestLabel(vp)
: return F

N A O
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The height H of the tree with respect to the source-node as root is found in
Line 1. In the block of Lines 2-4, all leaf-nodes are labelled with {(v) = 0. This
label represent the priority to forward this node (the default label to leaves
mean that the forwarding order in leaf-nodes is indifferent). All the remaining
nodes are labelled during the for-loop of Lines 5-11. We iteratively consider



different heights, represented by the node-subset T'(h) C T (see Line 6). Con-
sider an arbitrary node v € T'(h), with r children. These children are ordered
from the largest label d; to the lowest label d, (Line 8), and the label of v
is found in Line 9. It is worth to remark how this labelling process works:
the message is transmitted to node with the most stringent global timing
constraint (i.e., the largest label) first. This greedy-like forwarding scheme
(Line 12) achieves optimality in trees, and it is returned in Line 13.

Algorithm 3 F; = BroadcastBlock(B;, vy, v, ..., v})
. T « MST(v,, B;)
: fori=1to k do
wi  {|Bi/1}
w(ug, Vi) < w;
T« T Uw(ug,v))
end for
7: F; < BroadcastTree(T,v})
8: return F;

AN S

Let us finally consider BroadcastBlock. It receives a block B; and the
expected forwarding order F'(B;) of all its k cut-points, to know, vy, v}, ..., v}.
Therefore, node v; is the root-node. In Line 1, Kruskal algorithm is applied
into B; to find the minimum spanning tree, rooted at v}. In order to force
the correct forwarding order in the cut-points, the weights in their incident
links are modified as follows. The incident link to v} in T will be assigned
a weight w; = |B;|/i (Lines 3-4). The resulting tree is updated in Line 5.
Finally, Function BroadcastTree is applied into this tree in order to define an
intra-block forwarding scheme (Line 7), and the result is returned in Line 8.

4 Experimental Analysis

In this section, we evaluate the performance of our heuristic for the MBT. The
problem was previously studied for well-known topologies, therefore we first
compare our heuristic with the known results of the problem for these graphs.
Later, we explore the performance of our heuristic over a large dataset of
synthetic graphs, following the Watts-Strogatz small-world model [29], that it
is an acceptable model for real communication networks [28]. For this dataset,
whenever it is possible, we compare results with an IPL solver.



4.1  Particular Topologies

Following previous studies, we will present the results of our heuristic for
five well-known topologies: Lattice, De Bruijn,Hypercube, Harary, and Chord
Harary. Tables 1-5 show the number of nodes (N), the optimal result accord-
ing to the ILP formulation (ILP), and the TreeBlock heuristic result (T'B).
Other columns in tables are specific of the particular topology.

As a particular lattice topology, we studied the 2D grid graphs. In this
case, a problem instance is defined by the number of rows R and number
of columns C of the grid, and by the source node defined as (r,c), where
1 <r < R is the row number and 1 < ¢ < (' is the column number of the
source node. Following [17], when source node is (1, 1) then the broadcast time
is precisely the diameter D = R—1+C —1 = R+ (C — 2. Table 1 summirizes
the results for 16 random 2D grid instances. The heuristic Tree Block reaches
the optimum result in all of them.

In [12], Frank Harary introduced the Harary graph, noted Hy,. It is a
k-connected graph on n vertices which have a degree of at least k and kn2
edges. The structure of Hj, depends on the parities of k and n.

The algorithm analyzed in [4] ensures to find the exact result of broadcast-
ing time for half of the cases. The results are mostly optimal in the instances
studied with the TB heuristic; in the other cases they turn out to be very
close, being a timeslot the difference.

Chord-Harary graph is a variation of the Harary graph, C' Hj, ,,, introduced
in [3]. This topology is proposed by having managed to find an algorithm
where low values of broadcasting time can be reached. It was also shown
that it reaches the optimum for a subset of these graphs, where k£ maintains
a certain relation with n. Table ref tab: chordharary shows that the results
obtained by the TB heuristic are still competitive, reaching the exact result
in some cases, for this topology. The chosen instances did not take into ac-
count the relationship between the parameters for which the algorithm of cite
bhabak2017 achieves optimality precisely in order to observe how it behaves
in generality.

Finally, following what is presented in [16] in Table 4 and Table 5 it can be
observed that the TB algorithm achieves competitive results with the previous
heuristics for the analyzed cases .

Having tested different topologies it is found that the ILP formula, al-
though it is not capable of solving all the instances, reaches the optimal values
for many cases. On the other hand, the TB heuristic was developed without
specializing in any type of graph in particular and with focus on graphs with



more than one biconnex component. However, it achieves acceptable results,
with the gap between TB and the heuristics presented very small in almost
all cases.

Table 1

Lattice
R C r ¢ N ILP TB
7T 10 1 1 70 15 15
7T 10 2 3 70 12 12
7 10 4 1 70 13 13
7 10 4 5 70 9 9
9 15 1 1 135 22 22
9 15 3 4 135 17 17
9 15 5 1 135 19 19
9 15 5 &8 135 13 13
11 20 1 1 220 29 29
11 20 3 5 220 23 23
11 20 6 1 220 25 25
11 20 6 10 220 16 16
13 30 1 1 390 41 41
13 30 4 8 390 31 31
13 30 7 1 390 36 36
13 30 7 15 390 22 22




Table 2
Harary. Broadcast scheme S. [3]

N k =n ILP TB

17 2 17 9 9
17 3 17 d )
17 5 17 o 5
17 6 17 5 )
17 7 17 3 )
30 2 30 15 15
30 3 30 9 9
30 8 30 3 6
30 9 30 3 6
30 10 30 3 6

o0 2 50 25 25
50 3 50 14 14

50 11 50 - 7
o0 20 50 - 3
20 21 50 - 7

100 2 100 50 50




Table 3
Chord-Harary. Broadcast Scheme B. [3]

N k =n ILP TB

10 3 10 4 4

10 5 10 4 4

30 3 30 9 9

30 5 30 5 6

30 7 30 3 6

50 5 50 6 7

50 7 50 - 7

20 9 50 - 7

50 11 50 - 6

100 7 100 7 8

100 11 100 - 8

100 13 100 - 8
300 7 300 - 15
300 11 300 - 10
300 17 300 - 10




Table 4
De Bruijn. RH, TBA, NTBA [16]

N m n RH TBA NTBA ILP TB

8 2 3 4 4 4 3 4
6 2 4 5 ) 5 4 >
32 2 5 7 6 7 6 7
64 2 6 8 8 8 7 8
128 2 7 9 9 10 - 10
256 2 8 11 11 12 10 12
512 2 9 12 12 13 - 14
1024 2 10 14 14 15 - 15
2048 2 11 15 15 17 - 17
4096 2 12 17 17 19 - 19
8192 2 13 18 18 20 - 21
Table 5

Hypercube. C, TBA, NTBA [16].
N l1 dim O C TBA NTBA TB

16 2 4 4 - - - 4
32 2 5 5 D ) 5 3
64 2 6 6 7 6 7 6
128 2 7 7 8 7 9 7
256 2 8 8 9 9 11 8
512 2 9 9 10 10 14 9
1024 2 10 10 12 11 15 10
2048 2 11 11 - 12 18 11
4096 2 12 12 - 13 20 12




4.2 Large Dataset of Watts-Strogatz Graphs

An analysis was carried out on small-world networks for different number of
nodes, and with different levels of connectivity, in order to be able to identify
if it performs for graphs of more significant sizes and closer to reality.

In small world instances, we expect to compare quality and execution time.

Watts and Strogatz identified that many real networks have high levels of
clustering, but small distances between most nodes. And it is particulary true
in communication networks, where our problem applies. In order to create
a network graph with both of these properties, Watts and Strogatz creates a
graph model that begings with a lattice structure, and then randomly rewires
a small percentage of the edges (with an independent probability p, and with
attention to avoid the construction of loops and multi-edges). As expected,
this model has high level of clustering and low average distances between
nodes.

Fig. 1. Instances Distribution
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Fig. 2. Instances Distribution considering edges
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The figure 1 shows the distribution of instances generated based on the
probability of rewirng p and the number of nodes, clarifying that the choice
of p was made uniformly independent.

In order to prove the deviation of the heuristic by altering the size; Besides
having generated instances with different numbers of nodes, a second variable
called neighboorhood was used for some cases, which directly impacts the
number of edges of the graphs, increasing connectivity between nodes. In
figure 2 the distribution is observed taking into account the probability and
also the relationship between the number of nodes and the amount of edges.

For each instance, both the constructed heuristic and the ILP formula were
executed in order to make a comparison of the results.

Regarding the processing times, it is evidenced in the figure 3 that for
many cases it was not possible to throw a solution using the ILP formula,
mostly for large instances. This is due to the complexity that the algorithm
supposes, consequence of the complexity of the problem.

However, in cases where ILP found an optimal solution, it did so in less
time than the heuristic. But this is not relevant since: 1. ILP is run on
CPLEX, a highly optimized code commercial package while the heuristic is
a research non-optimized code. 2. CPLEX is run on a very high performing
server while heuristic is run on home-computers.

Likewise, it is observed in the figures 4 and 5 that the execution times of



the heuristic are also strongly related to the size of the instance, both by the
number of nodes, as well as by the number of edges. However, it is visualized
that p does not seem to affect at least the times.

size

time

Fig. 3. Comparative: execution time versus instance size
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Fig. 4. Heuristic execution time versus instance size
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Fig. 5. Heuristic execution time versus instance edges count
Execution time versus instance edges
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Considering groups of instances of equal size (nodes and edges), in the
figure 6 we see a tendency to reach a higher broadcasting time when the prob-
ability of rewiring is low. This observation seems to be accurate considering
the process of creation of the small-worlds, because with a low probability of
rewiring, the graphs would be more similar to the initial lattice. In the worst
case a ring, with broadcasting time equal to the number of nodes -1.



Fig. 6. Heuristic solution versus p and edges grouped by size
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Finally, for the instances in which the ILP formula achieved an optimal
result, a comparison can be made in terms of the difference in value achieved
in each algorithm.

In the table 6 is shown for each group of instances, which was the range
of optimal values found by the formula ILP and which by the heuristic. The
column 'GAP’ indicates what is the average difference between the solution
achieved with the heuristic and the ILP formula. In addition, the column
'no GAP’ indicates the number of instances for which the heuristic found the
optimum.

In the table 7 you can see in what percentage the results of the heuristic
approach the optimum. The 100-size segment stands out, where 87% of the
instances were resolved with a precision of less than 10%. For the rest of the
cases it is not minor to emphasize that the size of the set of tests for which it
was possible for the two algorithms to find a solution is considerably smaller.

Table 6
size edges TB ILP GAP no GAP #instances
1 10 20.01 4.39+091 4224065 0.04+£0.12  263.00 301.00
2 50 46.52 12854+5.33 11.51£5.27 0.14+0.17 33.00 100.00

3 100 94.04 169+74 1446 £7.13 0.19£0.21 22.00 100.00




Table 7
size edges GAP < 10% GAP <25% #instances

1 10 20.01 263.00 287.00 301.00
2 50 46.52 47.00 87.00 100.00
3 100 94.04 43.00 77.00 100.00

La figura 7 muestra la distribucin de los datos en terminos de tamao y
probabilidad de rewiring en comparacion con los tiempos y resultados.

Fig. 7.
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5 Conclusions and Trends for Future Work

This paper studies the problem Minimum Broadcast Time. Two algorithms
are presented to find the result, one through an exact method and the other
through a heuristic. The exact method, as could be anticipated, is interesting
for the resolution of instances of smaller size, both in number of nodes and
edges; throwing for these cases results in time quite small (less than two hours).
For its part, the heuristic, being its intention to cover a larger universe of
instances, was tested in larger sizes also yielding results in a reasonable time
for up to 1000 nodes.

Regarding the deviation of the results achieved by the heuristic against



the optimum; It is found that there is an important success in cases where the
optimum is known. The margin of error exists and is considerable; it does not
exceed 25 % in most cases. Likewise, in comparison to other known heuristics,
focused mostly on specific topologies, the results are competitive.

In order to improve the accuracy of the results for the heuristic, it is
expected to work on some improvements. First, work on the decision of each
node to transmit to another block or continue in it. The assembly of the
initial tree of each block does not yield the most convenient and does not take
advantage of the maximum transmission capacity of each node for all cases.
Improving this step of the algorithm would incur direct improvements to the
solution found.

Regarding the data set used, we understand it opportune to generate a
larger one, in order to confirm some trends. In addition, it would be interesting
to be able to test the methods presented in other known topologies, to validate
the behavior in them.
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