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Resumen

El objetivo de este trabajo es mostrar como varias algebras de Hopf (graduadas) se pue-
den obtener aplicando ciertos functores a monoides de Hopf en especies. Para ello presentamos
primero las algebras de Hopf, en particular las algebras de Hopf graduadas y las especies vecto-
riales sobre conjuntos finitos probando algunas propiedades bésicas de estos conceptos. Luego
definiremos cuatro functores, llamados functores de Fock, a partir de estos pasaremos de mo-
noides de Hopf en especies a algebras de Hopf graduadas, y estudiamos si algunas propiedades
de bimonoides en especies son preservadas o no por estos functores.

En el primer capitulo se presentaran las dlgebras de Hopf graduadas con componentes fini-
tas y sus duales graduados, determinando bajo ciertas hipdtesis una féormula para la antipoda
(Férmula de Takeuchi). Presentamos ademads varios ejemplos clédsicos de las mismas.

En el Capitulo 2 se brinda nociones basicas de categorias y de categorias monoidales hasta
llegar al concepto de monoides de Hopf en categorias monoidales trenzadas. Veremos que las
algebras de Hopf graduadas son un ejemplo de esto ultimo; especificamente, son monoides de
Hopf en la categoria de espacios vectoriales graduados (gVect) equipada con el producto de
Cauchy (como estructura monoidal).

En el tercer capitulo presentamos el concepto de especie vectorial y definimos en la cate-
goria de especies vectoriales (Sp) un producto (también llamado producto de Cauchy), que
la equipa con una estructura monoidal. Luego presentamos varios ejemplos de monoides de
Hopf en esta categoria. Presentamos ademas las especies duales de forma analoga a lo visto en
espacios vectoriales graduados con componentes finitas.

Finalizamos el trabajo brindando, en la primer parte del Capitulo 4, una breve introduc-
cién sobre functores monoidales bilaxos y sus propiedades béasicas. Destacamos la Proposicién
4.1.11, que establece que functores monoidales bilaxos llevan bimonoides en bimonoides. Por
ultimo definimos cuatro functores monoidales bilaxos (functores de Fock) de la categoria Sp en
gVect y los aplicamos a distintos ejemplos de especies vistas en el Capitulo 3 para obtener asi
varios de los ejemplos de bidlgebras graduadas vistas en el Capitulo 1. Finalmente, estudiamos
algunas propiedades de estos functores, en lo que respecta a su comportamiento con la duali-
zacion y preservacion de propiedades como conmutatividad y coconmutatividad.
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Capitulo 1

Algebras de Hopft

En este capitulo presentaremos las dlgebras de Hopf, algunos resultados y ejemplos de la
teoria. Nos concentraremos especificamente en algebras de Hopf graduadas. Para mayor pro-
fundidad en la teoria general, se puede encontrar en [MS92] y una detallada introduccién al
tema en el trabajo monografico de [MPO01].

Usaremos la letra k para denotar a un cuerpo cualquiera, el simbolo ® para el producto
tensorial de espacios vectoriales sobre k y escribiremos = k ® V. — V (y respectivamente
> Vek — V) al isomorfismo que lleva k£ ® v (respectivamente v ® k) en kv. Cuando sea
necesario, escribiremos los inversos de estos mapas como Ay : V -k V ypy: V -V k.

Si A y B son espacios vectoriales, escribiremos 84 g o simplemente § al isomorfismo de
espacios vectoriales S5 p: A® B — B® A, definido como f(a®b) =b®@aVaec Ay be B.

En este capitulo, asumiremos algunos conceptos béasicos en categorias que igualmente desa-
rrollaremos en el Capitulo 2.

1.1. Algebras y morfismos de algebras

Definicién 1.1.1. Una k-dlgebra es una terna (A,p,u) donde A es un k-espacio vectorial,
wAR®A— Ayuk— A son transformaciones lineales tales que los siguientes diagramas
conmutan:

ARARA _Helda_ 4 ® A (diagrama de asociatividad),
IdA@H\L lﬂ
A®A m A
koA 21 4@ a4 L% 4ok (diagramas de unidad).
o " o
Aat i Pa'
A

A p oy u se le llaman producto y unidad del dlgebra respectivamente.

Diremos que (A, u,u) es un dlgebra omitiendo el cuerpo, y si no hay confusion con las
operaciones, diremos simplemente que A es un dlgebra.
Escribiremos p(a ® b) = ab y u(ly) = 14. Con esta notacion el diagrama de asociatividad
equivale a que a(bc) = (ab)e VYa, by c € A y el de unidad 1 g4a = al g = a, lo que equivale pedir
que u(ly) = 14 sea el neutro para p.
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Ejemplo 1.1.2. Un cuerpo k con el producto usual y la unidad definida como uy = Idy es un
algebra.

Ejemplo 1.1.3. Sea k[z] el espacio vectorial de los polinomios en z con coeficientes en k
y sean p,q € k[z] y k € k. Definimos ju,(p ® q¢) = pg como el producto usual de poli-
nomios y uyg) (k) = k, es decir, uy[,] es la inlcusién del cuerpo en los polinomios; entonces
(k[z], pix[2], Ux[z]) s una dlgebra.

El diagrama de asociatividad conmuta, porque el producto usual de los polinomios es aso-
ciativo y los diagramas de unidad conmutan, pues wuy[,)(1x) = li[;] es el neutro del producto
de polinomios.

A continuacion trabajaremos con otro producto en polinomios, que nos serd util para tra-
bajar con duales; para ello veamos primero la siguiente observacién.

Observaciéon 1.1.4. Con r,s y t € N, es muy sencillo ver que se cumple la siguiente identidad

combinatoria:
r4+s+t\(r+s\  (r4+s+t)  [(r+s+t) s+t (1.1)
t s sl s+t t ) ’

7‘Jrs+t)7

Lo anterior se conoce como coeficiente multinomial en r, s,t € N y se escribe como (T ot

mas adelante utilizaremos una generalizacién de este concepto.
Ejemplo 1.1.5. Sean z", z%, z' € k[z] y k¥ € k. Definimos /‘11«[1-] (2" @ %) = ("F)arte y

Uz (k) = k2 como en el ejemplo anterior; entonces (k[z], uﬁg[x],uk[x]) es una k-algebra.

Veamos que el diagrama de asociatividad conmuta:

! ’ r s ’ r+8\ i r+s+t\ [T+ s
Poca) (P @ 1) (2" ® @ ®xt):“km(< s >x+ ®xt>:( t >< s >x++t’

y por otro lado tenemos que

/ / - s / - s+t\ | r+s+t\[/s+1t\ i,
i) (T4 ® pge)) (" ® 2° @ 2°) = puygey (” ®( t )x H):( s+t )( t )x++t'

Ambas expresiones son iguales por la identidad combinatoria (1.1), por lo tanto el diagrama
de asociatividad conmuta.

Mediante un sencillo cdlculo se prueba que:
M;qx] (ueId)(k® ") = Mﬁqm] (Id®@u)(z" @ k) = kz",
concluyendo que (k|x], uﬁ([x], Ug[g)) es una k-dlgebra.

Ejemplo 1.1.6. Sea (G, ®, ¢) un grupo y kG el k-espacio vectorial con base los elementos de G;
es decir que kG = {deG agqg, con a, € k, donde sélo una cantidad finita de los a4 son no nulos}.
Definimos Vag,an y k € k:

Mkc((z ag9) @ (Y ahh)> = Y agan(gOh) = Y agapt y ua(k) = ke.
g€G heG 9.heG t=g0h
te

Observar que p es la extensién lineal de ©® y 1xg = e; resulta que (kG, ke, uke) es una algebra.
El diagrama de asociatividad conmuta porque el producto en k y en G son asociativos y
los diagramas de unidad conmutan pues e es el neutro del grupo.

Notacién 1.1.7. De ahora en adelante escribiremos A®* = A ® --- ® A.
—_——

k veces
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Ejemplo 1.1.8. Sea V un k-espacio vectorial, se define la dlgebra tensorial sobre V como
T(V) = @0 VE, donde VE° = k. Sean 71 ® -+ @ x,, € Y1 ® -+ -y, € T(V); definimos el
producto en T(V') como pir(v) (1 ® - @xp) Q1 @+ ym)) =21 Q-+ QT QY1 ® - Y, la
concatenacién y definimos la unidad en 7'(V') como la siguiente inclusién up ey : k < T'(V).

El algebra tensorial es una algebra con las operaciones definidas, dado que concatenar
es asociativa y la unidad al llevar los elementos del cuerpo a V®% = k, hace conmutar los
diagramas de unidad.

Definicién 1.1.9. Sean (A,pa,uas)y (B,up,up) dosk-dlgebras, un morfismo de k-dlgebras
es una transformacion lineal f : A — B tal que los siguientes diagramas conmutan:

AoA—"1% BB | k-4 .
“Ai l“” \if
up
A B B

Es decir que f(ab) = f(a)f(b))Vae AyVbe B yque f(14) =15.

A la categoria cuyos objetos son las k-dlgebras y cuyos morfismos son los morfismos de
k-algebras, la llamaremos Algx. A continuacién veremos que esta categoria es cerrada bajo
productos tensoriales.

Proposicién 1.1.10. Sean (A, pa,ua) y (B, up,up) dos k-dlgebra si definimos
HA®B : (A®B)®(A®B) — A®B y Uagp - k — A® B como (a1 ®b1)(a2®b2) = ajas ®b1by
Ylawp =14 ® 1p, entonces resulta que (AR B, iagn, uaep) €s también una k-dlgebra.

Demostracion.

Observar que pagp = (Ha @ pup)o(Ida®Basp®Idg), con Bs p: BRA— A® B definida
como f4,8(b® a) =a® b; resulta que pLagp ¥ uagp Son mapas lineales, por ser composicién
y producto tensorial de mapas lineales.

Para la conmutatividad del diagrama de asociatividad, consideremos a1, as, ag € Ay
b1, ba, b3 € B,

((11 ® bl)[(ag ® bg)(a3 ® bg)] = (a1 ® bl)(agag ® bgbg) = al(agag) ® bl(bgbg),
y usando la asociatividad de @4 y de up obtenemos que
(alag)ag ® (blbg)bg = (a1a2 (9 blbg) ® (a3 & bg) = [(al & bl)(ag & bg)] & (ag X bg).

Resta probar que usg4 cumple con la conmutatividad de los diagramas de unidad,
lagp(a®b) = (14®15)(a®b) =14a®1pb =a®b= (a®b)(14®1p) = (a®b)lagn, Ya € A.
O

Definicién 1.1.11. Sea (A, p,u) una dlgebra, definimos a u°? : A® A — A como
uPa®b) =pb®a), Va,be A oloque eslo mismo u°? = pof.

Afirmacién 1.1.12. Si (A, p,u) es una dlgebra entonces, (A, u°P,u) también lo es.

Demostracion. Veamos que el diagrama de asociatividad de p°P conmuta. Sean a,b,c € A
entonces, u°P(a @ uP(b®c)) = w(pP b c)®@a) = pu(u(c®@b) ® a). Por la conmutatividad del
diagrama de asociatividad para p obtenemos

ple@pb®a)) = p?(ub©a) @c) = p?(p?(a©b) @ c).
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Ahora veamos que los diagramas de la unidad conmutan; dado los diagramas de unidad u
en (A, p,u) y que pu°?(u ® Idy) = pu(lda ® u), la dltima expresion es igual a pu(u @ Ids) =
u°P(Id s ®u) lo que prueba la conmutatividad de los diagramas de la unidad para A°P, entonces
A°P es un algebra. O

Definicién 1.1.13. Al dlgebra (A, p°P,u) la llamaremos el dlgebra opuesta y la escribiremos
como A°P.

Definicién 1.1.14. Sean (A, pa,ua) y (B, up,ug) dos k-dlgebras. Sea f : A — B un mapa
k-lineal; decimos que f es un antimorfismo de dlgebras si cumple que p o (f& f) = fopa
y que fous =up; es decir si para todo a,a’ € A, f(aa') = f(a')f(a) y f(14) = (1B).

Observar que f : A — B es antimorfismo de dlgebras si y solo si f : A — B°P es morfismo
de dalgebras, y también si y solo si f: A°P — B es morfismo de dlgebras.

1.2. Coalgebras y morfismos de coalgebras

A continuacién presentaremos las codlgebras, que resultan de dualizar la nocién de algebra,
en el sentido en que se cambian los sentidos de las flechas en los diagramas presentados.

Definicién 1.2.1. Una k-codlgebra es una terna (C,A,c) donde C es un k-espacio vectorial,
A: C— C® Cye: C— k son transformaciones lineales tales que los siguientes diagramas
conmutan:

C cCC (diagrama de coasociatividad),

Al lldc@)A

ke C <2 coc 9%, cnk (diagramas de counidad).
Ac_ TA _Pc

C

Conociendo el cuerpo en que estamos trabajando, diremos que (C, A, €) es una codlgebra o
simplemente que C es una codlgebra si tampoco existiere confusion con las operaciones.

Al mapa A lo llamaremos coproducto y a € counidad.

Ejemplo 1.2.2. Si definimos Ay :k - k®k como Ag(k) =k®1 =18k y e = Idy, resulta
que (k, Ak, k) es una k-codlgebra.

Veamos que Ay cumple con el diagrama de asociatividad,
(A @ Id) Ak (k) = (Ax @ 1dy) (k1) =Ag(k) @1 =k®1®1,
(Idy @ Ap)Ag(k) = Tde @ A)(k®1) =k @ A(l) =k ®1® 1.

Se procede de forma similar para probar la conmutatividad de los diagramas de counidad,
concluyendo que k es una k-coalgebra.

Ejemplo 1.2.3. Sean p, q € k[z] y k € k, definimos Ay, (2") := Z (n) ' @an
i
i=0
Y €kjz](p) = p(0) extendiendo por linealidad; resulta que (k[z], Aga), €k[z)) €s una k-codlgebra.
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Comencemos por la conmutatividad del diagrama de coasociatividad,

(Buta © L) g (@”) = <Amm]®1dkm><2(i)“®xn l>: (5)auatat
i =0

i=n n ) » i=n n . »
(Idy[z) @ Agpa)) Diz)(2") = (Tdy) @ Dgay) ( (Z>IZ ®z" Z> = <2)Il ® Ay (™)
=0 0

=0 j5=0

Si reetiquetamos la primera ecuacion con n =r+s+t,i =s+1ty j =1t y la segunda con
n=r4+s+t,i=tyj=s obtenemos que

n r+s+t\[/s+t s .
(Do) ® Tdype)) Ay (™) = D ( )( )xt@x ®@z" y que,

r+s+t=0 s+t ¢
r,8,t>0
n r+s+t\[(r+s s r
(Tdya] ® Agpa) Ay (&) = Y < ; ) ( )xt Rz° @z
gy i

Considerando la igualdad combinatoria (1.1), concluimos que ambas expresiones son iguales.

Resta probar la conmutatividad de los diagramas de la counidad,

w— (n —i = (n i i n—i
(exfz) ® Ldy[2)) Ake) (") = (Ex[z) ® Ldia)) <Z <Z)IZ ®z" ) = Zg <Z>l’ Exfz) (") @' =

i=0 i=
_3 (Z‘) 2 (0) @ 2" = (g)xO(O) ®2" 0 =1®a" = A(z").
i=0
Si procedemos de forma andloga a lo anterior, obtenemos que
(Ldiz) ® exfe]) Akl () = p(™),
probando la coasociatividad.

A continuacién daremos otro coproducto en polimonios que nos sera util mas adelante.

Ejemplo 1.2.4. Sea ]k[x] el espacio vectorial de los polinomios y sean p,q € klz] y k € k,

definimos A Zx Rz ty ek (p) = p(0) extendiendo por linealidad, resulta que
=0
(k[z], Aﬁ([w];gk[z]) es una k-codlgebra.

Veamos que el diagrama de coasociatividad conmuta
(Apge) ® Tdim)) Ay (27) = (Aypy) ® Tdugy) Zm ®2") =) Myl @ =

i=n j=n

= g (27 @ ") @ 2",

=0 j=0
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i=n

(Idia) © D) Ay, (@) = (T ® Aﬁg[x])(z P @a"T) =Y @ Ay =
=0 =

i x®azj®a:"1])

i=0 ;=0

Ambas expresiones son iguales porque son de la forma anr—&-S—&-t 2" @ xRt

Veamos ahora que los diagramas de counidad conmutan
1=n

(eifa] ® Tdi(a)) Dy (2™) = (eifa) © Tduga)) (Y 2* @ 2" 7) ngwl 7" =
1=0

@
Il
3

' (0)@z"  =2°0)@2" " = 1@ 2" = A(a").

[}

Con (Idk[m] ® Ek[q] )Aﬁ([

] x™) procedemos de forma andloga a lo anterior, probando la coaso-
ciatividad.

x

Ejemplo 1.2.5. Sea kG como en el Ejemplo 1.1.6., consideremos ahora g € G y definamos a
Age como Agg(g) = g ® g extendido por linealidad y exg como exa(g) = 1k = 1; resulta que
(kG, Akg, exa) es una codlgebra.

Es facil probar que Ak hace conmutar el diagrama de coasociatividad, basta con mostrarlo
en los elementos de la base:

(Axg ® Idia)Ara(9) = (Ake @ Idka) (9 ® 9) = Akg(9) ® g =9 R g® g =
=g ® Axa(9) = Idia(g9) ® Axa(g) = (Idka ® Axa)Ara(9).

Trivialmente se puede probar que los diagramas de counidad conmutan, resultando que
(kG, Axg, exe) es una coslgebra.

Considerando que Akg(g) = g ® g con g € G, cuando tenemos (C, A, e) una codlgebra y
c € C tal que A(c) = c® ¢, se dice que ¢ es de tipo grupo.

Ejemplo 1.2.6. El dlgebra tensorial definida en el Ejemplo 1.1.8 es una codlgebra; para definir
el coproducto, necesitamos la siguiente definicion:

Sea S, el conjunto de permutaciones de {1,...,n}. Decimos que o = (o(1),...,0(n)) € S,
es un (p,n-p)-shuffle o (p,n-p)-barajamiento si

cl)<o2)<--<o(p) y olp+1l)<olp+2) < - <o(n).
Al conjunto de (p,n-p)-shuffles lo escribimos shf(p,n — p).

Definimos el coproducto en T'(V') como:

Ary (1@ @ ap) Z Y (B ® @ To(p) @ (Ta(pr1) ® Tam)) -
p=0  oeshf(p,n—p)

Observamos que si o € shf(0,n) o o € shf(n,0), o es la identidad. En estos casos los
sumandos correspondientes a p =0yap=nson 1 Q@ (1 ® - Rx,) vy (11 ® - - Qz,) 1
respectivamente.

Siv=x ®xyRx3, paran =3y o € S tenemos que
» sip=0; shf(0,3) ={Id}
wsip=1;shf(1,2) ={0c€S5:0(2) <0o(3)} ={Id,(2,1,3),(3,1,2)}
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v sip=2;shf(2,1)={0c€S5:0(1) <o(2)} ={1d,(2,3,1),(1,3,2)}
» sip=3;shf(3,0)={Id}.

Para este caso tenemos que
AT(V) (U) = AT(V)(xl ® T2 ® xg) = ]. ® (1’1 ® ) ® .’Eg) —+ I ® (1’2 ® 1’3) —+ T2 ® (.’El ® .’Eg) —+
+$3®($1 ®5L’2)+($1 ®$2)®CE3+(£L’2 ®(E3)®£E1 +($1 ®$3)®{L‘2+($1 & X9 ®$3)®1.
1d in=20
Sea v € V®" la counidad la definimos como ¢(v) = «(v) S? "
0 sin > 0.

Con estas definiciones de coproducto y counidad el algebra tensorial resulta ser una k-
coéalgebra.

Se puede dar una prueba del tipo combinatorio, pero méas adelante probaremos que es iso-
morfa a otra k-codlgebra, simplificando la demostracién (Ejemplo 4.2.9).

Definicién 1.2.7. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras, un morfismo
de k-codlgebras es una transformacion lineal f : C'— D, tal que los siguientes diagramas
conmutan:

f f

C— D C——

.| o \lj

C®C——D®D
fef

Llamaremos Coalgy a la categoria cuyos objetos son k-codlgebras y cuyos morfismos son
morfismos de k-codlgebras.

Notacion 1.2.8. Es practico introducir la notacién de Sweedler para el coproducto; sea
(C,A,¢) una codlgebra y a € C, entonces A(a) = ) ,.; aj ® ah, con I conjunto finito.
A veces prescindiremos del supraindice ¢ y nos queda una notacién mas sencilla:

a):Zcu@ag.

Bajo la notacién de Sweedler tenemos que
(Ide @ A) o Aa) = (Idc @ A) (Zm ®a2) th ® (Z az)1 ® (az) ) Zal ® ag1 & az
(A ® Idc) 9 A(a) = (A ® Idc) (Z a1 az) = Z (Z(al)l X (a1)2) X ag = Zau ® ais ® as.

Por la coasociatividad de A tenemos que E a1 ® as1 ® age = E a11 ® a1z ® as, por lo que
utilizaremos la siguiente notacién para la comultiplicacién,

Zal ®az®az:=(Ide @ A)oAla) = (A®Idc) o Ala).
Anélogamente, por asociatividad de p generalmente escribimos abc para denotar

po(Id®@ p)(a®b®c) =a(be) =abc = (ab)c=po(u® Id)(a®@b® c).

Ejemplo 1.2.10. Bajo la notacién de Sweedler la conmutatividad del diagrama de counidad
queda

Ma) = (e @ Ide) o Ala) = (e ® Tde) o (Y m © az) = Y e() @ ag

pla) = (Ide ® €) 0 Ala) = (Ide ® ) o (Zm@ag):Zal@e(ag).

Obtenemos que,

a= Z e(ar)as = Zale (az). (1.2)
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Observaciéon 1.2.9. Las expresiones de la definicién

anterior estdan bien definidas por la asociatividad de a

1y la coasociatividad de A. Veamos ejemplos para A y p.

La Figura 1, simboliza si leemos de arriba hacia abajo 1
que A(a) = > a1 ® az y si leemos de abajo hacia arriba Figura 1
que pula; ® az) = a. a a

Con esta idea, la Figura 2 representa, si leemos de arriba
hacia abajo, que (A®Id)oA(a) = > a1 ®as®ag, vy si lee-
mos de arriba hacia abajo que po (u®1Id)(a; ®as®ag) =
a.

Y la Figura 3, si leemos de arriba hacia abajo, corres-
ponde a (Id ® A) o Aa) = > a1 ® as ® as, y si leemos
de arriba hacia abajo que po (Id® u)(a1 ® az ® az) = a.

a, a
Observemos que las Figuras 2 y 3 son equivalentes por R e I
coasociatividad de A y por asociatividad de p si las lee-

. : Figura 2 Figura 3
mos en el mismo sentido.

Observacién 1.2.11. Sea f: (C,A¢,ec) = (D, Ap,ep) un morfismo de codlgebras; es decir
que para todo ¢ € C se cumple que €p o f(c) = ec(c) y que (f ® f) o Ac(c) = Ap o f(c).
Veamos la iltima expresion bajo la notacién de Sweedler:

(foNodcl@=(af) (Y aoa)=> fle)ofle)
Apof(e)=>_ f(c)1® f(c)

Por lo tanto se cumple que
D e @ flea) =Y fe)r ® f(o)a.
Definicién 1.2.12. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras, definimos:
Acgp :C®D — (C®D)®? como Acep = (Idc ® Be.p @ Idp) o (Ac @ Ap) v,
ecgp :C®D =k como ecgp(c®d)=cc(c)ep(d), VeeCyVdeD.
Observacién 1.2.13. Si utilizamos la notacién de Sweedler en las definiciones anterioriores

para todo ¢ € C'y V d € D, obtenemos que

Acgp(c®d) = (Ide ® fop @ Idp) o (Ac ® Ap)(c®@d) =
= (Idc ® Be,p ® Idp) o (Ac(c) ® Ap(d)) =
={Tdc®Bep®@Idp)(D . c1®ca®) . di ®dy) =
=Y ®d ®cx®ds.

Proposicién 1.2.14. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras, si tomamos los
operadores de la definicidn anterior entonces (C @ D, Acwp,ccep) es una k-codlgebra.

Demostracion. Es claro que C® D es un k e.v. Veamos que el coproducto Acgp hace comutar
el diagrama de coasocitividad,

Acgp

CoD (C ® D)®2.
Acgml lldC@:D@AC@D
(C @ D)2 (C & D)®*

_—
Acgp®ldcep
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Para ello probaremos la siguiente igualdad Vce€ C' y V d € D;

(Acgp ® Idegp) 0 Acgp(c®d) = (Idogp @ Acgp) © Acgp(c ® d).

Consideremos el primer miembro

(Acgp ® Idegp) © Acep(c®@d) = (Acegp ® Idegp) (D c1 ®d1 @ co ®dy) =
=>c1®d1®c12Q0d12®ca®dy =
= ®d ®ca®dy ®c3®ds.

Ahora el segundo miembro

(Idcep ® Acgp) ° Acep(c®d) = (Idegp ® Acep)(doc1 ®di ® c2 ® do) =
=1 ®d ®co ®do @ a2 @doy =
=Y ®di ®ca®ds ® c3®ds.

Ahora veamos que el diagrama de counidad ecgp conmuta.

ecep®ldcgp Idcgp®cceD

k@C®D<———(C®D)®? ——— = CoDek.

Acgp —
AceD pPC®D

C®D

IR

Es decir que se verifiquen las siguientes identidades, considerando lo visto en el Ejemplo 1.2.10:

Z(C® d)iecep((c®d)) =c®d= Z€C®D((C ®d)1)(c® d)s.

Para verificar la primera identidad, tenemos que

d(e® d)1€C®D((C® d)z) =3(e1 @ dy) ecoplca @dy) = ¢1 @dy ec(cz)ep(ds) =
=Y ciec(cz) ®diep(dz) = c®d.

La tltima igualdad se obtiene de aplicar el Ejemplo 1.2.10 a ¢ y a d. Se procede de forma
analoga con la segunda identidad.
O

Corolario 1.2.15. Si (C,A¢,e¢) es una k-codlgebra entonces, (C @ C, Acgc,ecec) €S una
k-codlgebra.

Definicién 1.2.16. Sea (C,A,e) una k-codlgebra, definimos AP = o A y a la terna
(C, AP g) la escribiremos como C°°P.

De forma anéloga a lo hecho para algebras se prueba que:

Afirmacién 1.2.17. Si (C,A,e) es una k-codlgebra, entonces CP es una k-codlgebra, que
llamaremos codlgebra opuesta.

Definicién 1.2.18. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos k-codlgebras. Sea g : C' — D un mapa
k-lineal; decimos que g es un antimorfismo de codlgebras si cumple que: (g ® g) o Ac =
ARPog y que:epog=cec; es decir para todo ¢, € C, > g(c1) ® g(e2) =Y g(c)2 @ g(c)1, v
g(lc) =1p.

Observar que g : C — D es un antimorfismo de codlgebras si y solo si g : C — D P es un
morfismo de codlgebras, y también si y solo si g : C°°P — D es un morfismo de codlgebras.
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1.3. Bidlgebras y producto de convolucién

Para introducir el concepto de bidlgebra, podemos exigir dos condiciones; la siguiente pro-
posicion tiene como fin mostrar que esas condiciones son equivalentes.

Proposicién 1.3.1. Sean (B, u,u, A, e) una quintupla tal que (B, p,u) es una
k-dlgebra y (B, A, €) es una k-codlgebra, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I.- u yu son morfismos de codlgebras.

I1I.- A ye son morfismos de dlgebras.
Demostracion.
Sean a,b € B; el producto p es morfismo de codlgebras si y sélo si,
1. Aopu=(u®u)oApga, es decir, si y sélo si
Aop=(peop)o(IldeBeId)o(A®A)) =
=((wepo(defeld)o(A®A)=psepo(A®A)Y,
2. ecou=cpgn , es decir e(ab) = £(a)e(b)Va,b € B.

La unidad u es morfismo de codlgebras si y sélo si,

©w

Aou=upgp oAk, es decir si Aou(ly) =1 ® 1 = upgn(lk) v,
€ou = ex = ug, dado que ugx = ex = Id.

e~

Observar que estas condiciones, son las que debe cumplir el coproducto A (condiciones 1y
3) y la counidad ¢ (condiciones 2 y 4) para ser morfismos de dlgebras.

Por lo tanto, hemos probado que I y I son equivalentes. O
Definicién 1.3.2. Una k-bidlgebra es una quintupla (B, u,u, A, ¢) tal que:

» (B, p,u) es una k-dlgebra,

v (B,A¢) es una k-codlgebra y

= A ye son morfismos de k-dlgebras ¢ equivalentemente, p y u son morfismos de k-codlge-
bras.

Diremos que B es una bidlgebra cuando el cuerpo y las operaciones involucradas en la
definicion no presenten confusion.

Definicién 1.3.3. Sean (B,u,u,A,e) y (B',p/',u', A’ ") dos bidlgebras, un morfismo de
bidlgebras es un mapa [ : B — B’ que es morfismo de dlgebras y de codlgebras.

Ejemplo 1.3.4. La quintupla (kG, uxg, uke, Axg, €xg) segun los mapas definidos en los
Ejemplos 1.1.6. y 1.2.5. es una k-bidlgebra.

Veamos que Agg v exg son morfismos de algebras; sean g,h € Gy 1lxg = e € kG, entonces:

Axc(99') =99 ® 99 = (929 )(g®@9") = Axc(9)Axc(9'), ¥
Age(uka(1k)) = Arg(e) = e ® e = uka (1k) ® uke (1k) = ukeera (1k)-

Resta probar que exa es un morfismo de algebras:

eka(gh) = Ik = eka(9)era(h), vy eka o uka(lk) = exg(e) = 1k = uk(1y).
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Ejemplo 1.3.5. Si tomamos la quintupla (k[z], uk[x},uk[x],Aﬁg[m],sk[z]) con las definiciones de
los mapas dados en los Ejemplos 1.1.3. y 1.2.4. veamos que NO es una bidlgebra.

Probaremos que Al{&[ﬂ NO es un morfismo de dlgebras. Sean =™ y ™ € k[x], entonces

i=n

j=m
Hial@ila] © (Dijy) @ Ay (2" ® 2™)) = fiifa) gk[a] (Z Fe" oY o e xm_J) -
i=0 =0

i=n j=m
= (Hkla] @ Hifz)) © (Ldkz] ® B @ Idy[a)) < Z rer"T'® Z r ® :cm_3> =
i=0 =0

i=nJ

(Haca] @ paa)) © (TIdil) © B @ Tdypy)(z' @ 2" " @ 2! @ 2™ ) =

>

s
Il
S o
o
Il
=}

3

nj=
(Hifa] ® puga)) (@' @ 27 @ 2" ' @ 2™ ) = (2™ @t i),

)

i

i
3
I

s
Il
o
<
Il
=)
Il
o
o

j=

La tltima expresion tiene (m + 1)(n 4 1) términos. Veamos la otra ecuacién:

k=n+m

Aﬁ{[m] O Hk[z] (.2:" ® xm) — E«[z] (xn+m) — Z (J,‘k ® xn+m,k).
k=0
La suma s6lo tiene m+n+1 términos, por lo tanto las expresiones py [y k(2] (Aﬂ'([z] ®Aﬁ€[w]) ¥
Aﬁg[m]uk[m] no son iguales, concluyendo que Aulg[:,;] no es un morfismo de k-dlgebras y la quintupla
en este ejemplo no es una bidlgebra.

Ejemplo 1.3.6. Sea ahora la quintupla (k[z], k(] Uk[2]» Dk[z] Ek[2]) con las operaciones dadas
en el Ejemplo 1.1.3. y consideremos Ay, definida segtin el Ejemplo 1.2.3. veamos que ahora
si la quintupla es una bialgebra.

Probaremos que Ay,) es un morfismo de dlgebras, omitiremos algunos cédlculos, dado que
ya fueron presentados en el ejemplo anterior,

i=n j=m
n ) n—1i m j m—j
Hir) @k 2] © (Dk(a] ® Ak[z) (2" ®T™)) = pi[z]@klz] (Z (Z)x "R Y (j )x? R J) —
§=0

i=0
i=n,j=m
= Z (N> (m) (21t @ gntm=id),
“ ) j
1,7=0
Por otro lado tenemos que
k=n4+m n+m
Agfg] © fixfa] (" ®@a™) = A lq] ($n+m) = ; ( ) )( kg mn—&-m—k).

Entonces ambas expresiones seran iguales, si y sélo si,

S () =) (@) =)

k=i+j
n = m
_>xl yque (1+2)"= (‘)gcj7
i
J=0

1=

Observar que (1+z)" = Z
, J
0

3
S Y

y como, (1+z)"(1+z)™ =1+

EONEE)-E )

K2 J=

)" +™  obtenemos lo siguiente
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Si calculamos el coeficiente del término z* en la ecuacién de la izquierda llegaremos a la
igualdad que necesitamos.
Observemos que: Ixz) = Ik € k, entonces,

A]1([1] 1Ik Z(>1k®102_1®1
1=0

Es decir que probamos las condiciones para que Ay, sea morfismo de dlgebras.

Resta probar que ey[,] es un morfismo de algebras. Sean p, q € k[z] y k € k, entonces
Hic(Exfa] @ Exfz)) (P ® q) = px(p(0) ® q(0)) = p(0)q(0) = pq(0) = ex(z)(Pq) = xfa) (Hx(z) (P ® @) ¥
Ek[x] © Uk|[x] (k) = E]k[x](k) = k(O) =k= Id]k(k) = uk(k)

Por lo tanto (k[], pk[a], Uk[z], Dk[z], €k[z]) €S una bidlgebra.

Ejemplo 1.3.7. En el Ejemplo 1.6.12 veremos que (k[z], “H,«[w]’ Uk [z]» Aﬁ«[w]’ Ek[z]) con los mapas
definidos en los Ejemplos 1.1.5 y 1.2.4, es también una bidlgebra (ain més, serd un alge-
bra de Hopf). Veremos en ese ejemplo que se obtiene como la bidlgebra graduada dual de
(k[], (2], Uk[z], Dk[a]> Ek[a])-

Ejemplo 1.3.8. En el ultimo capitulo veremos que T'(V') con las estructuras definidas en los
Ejemplos 1.1.8 y 1.2.6 es una bidlgebra. Si dim (V) = 1 tenemos que T'(V) es isomorfa a k|x]
como bialgebras. Veamos esto.

Sea v € V tal que V = kv, se define el mapa ¢ : (V) — k[z] como ¢(v®"™) = 2™ extendido
por linealidad.

Claramente ¢ es k lineal y biyectiva. Probaremos que ¢ es un morfismo de édlgebras y de
codlgebras. Para la prueba es suficiente hacerlo sobre los elementos homogéneos.
Primero veamos que: ¢ o upyvy = i) © (¢ @ @),

¢ 0 ) (VE" @ vET) = G(uEnIT) = gt = g™ = Nk[m] (a" @ a™) =
= fifz] (P(V®™) @ P(V®™)) = pigpy) © (¢ @ D) (VE" @ VE™).

Tenemos que Vk € k, ¢ oupy)(k) = ¢(k) = k = uy[y) (k).

Resta probar que ¢ es un morfismo de codlgebras, comenzaremos por

(¢ ® ) o Ay (v¥") = (¢ ® ¢) Z Yo We) ® - @) @ (Uo(pi1) © Vo) | =
oES,
UEshf(p,n D)

= Z Y. e @ ®Us(r) @ (Uo(pr) @ Va(my) =
oES,
Ueshf(pn P)

p=n
Y Y wer
p=0 oeS,
o€shf(p,n—p)

Observar que existe una biyeccién entre (p,n — p)shuf fles y subconjuntos P = {k; <
ky < --+ < kp} C [n] con su complemento P¢ = {k,.1 < --- < k,} C [n]. Por cada o €
(p,n — p)shuf fle, se toma P = {o(1),...,0(p)} y P¢ = {o(p+1),...,0(n)} y reciprocamente
dado P = {k1 < ko < --- < kp} C [n] se define o(1) = k1, ..., o(p) =k, yolp+1) =

kpt1, ..., o(n) = ky. Se concluye que el cardinal de (p,n — p) shuffles es ™). Eso nos lleva
p
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a la siguiente expresion:

Resta ver que eg[;] © ¢ = er(v)-

1 si n=0 ®)

Ekfa] © P(VF") = ey (a™) = 2"(0) = {0 S on£0 =epv) (0"

Definicién 1.3.9. Sean (A, u,u) una k-dlgebra, (C, A, e) una k-codlgebra. Llamamos
Hom(C,A) :={f:C — A, t.q f es k—lineal}.
Definimos un producto en Hom(C, A)x llamado producto de convolucién como la funcion:
conv : Hom(C, A)x x Hom(C, A)x — Hom(C, A), dada por:

conv(f,g) == [frg =po(f®g)eA, V fygeHom(C,A.
~—
notacion
Escribiremos Hom(C, A) en vez de Hom(C, Ak, de no existir confusién con el cuerpo

que se esta utilizando. A continuacién veremos algunas propiedades basicas del producto de
convolucién.

Lema 1.3.10. El producto de convolucion es asociativo y tiene neutro ue.

Demostracion.
Sea f € Hom(C, A), probaremos que: f*xue =uex f = f. Seax € C,
[rue (z) = p(f @ue)A(r) = p(f @ue) (P 1 @ x2) = p(3 f(21) @ ue(zs)) =
=2 nu(f(z1) ® u(e(z2)lk)) = 3 e(z2)p(f(z1) ® u(lk)).

La ultima igualdad se debe a la linealidad de u; por la condiciéon de unidad obtenemos que

D el@a)fl@)la =) el@s)f(x1) = fQ_ elwa)an) = f(x),

donde en la iltima igualdad utilizamos la condiciéon de counidad.
Se procede de forma andloga con ue * f (z) obteniendo que es igual a f(z).

Ahora probaremos la asociatividad del producto de convolucién; para ello veamos el si-
guiente diagrama:

[x(g*h)
Diagrama superior
"R (g*h
Cac fotoh) Ao A
/ W\ Trapecio superior y \\
C Diag;ama C ® C ® C fRgRh A ® A & A DiagBrama A
X % Trapecio inferior m /
cCeC AR A
© (f+g)®h “
Diagrama inferior

(f*g)xh
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Si probamos que los subdiagramas interiores conmutan, los diagramas superior e inferior
también, obteniendo de inmediato que el producto de convolucién es asociativo.

Los Diagramas A y B conmutan, pues son los diagramas de coasociatividad y de asociati-
vidad de A y u respectivamente.

La asociatividad del producto tensorial explica la etiqueta de la flecha del centro f ® g ® h,
observar que en realidad refiere a dos mapas, ellos son f® (g h)y (f®g)®h .

Por definicién de producto de convolucién los diagramas etiquetados como Trapecios supe-
rior e inferior conmutan. O

1.4. Algebras de Hopf y algebras de Hopf graduadas

El objetivo en esta seccién y la siguiente es probar que cierto tipo de bidlgebras (graduadas
y conexas), son dlgebras de Hopf, estas dlgebras son bidlgebras con una estructura adicional
(antipoda).

Definicién 1.4.1. Si (B, u,u, A, ¢) es una k-bidlgebra, e Idg admite inversa S con respecto al
producto de convolucion definido en Homy (B, B) = Endy(B); es decir que Id+xS = SxId = ue,
diremos que:

v la séxtupla (B, p,u,A,e,S) es una k-dlgebra de Hopf,
w y que la funcion S es la antipoda.

Veamos la condicién de antipoda bajo la notacion de Sweedler; sea a € B:

14+ 8(a) = u(1d® S)A(a) = p(Id & 8)(5; a1 ® az) = X, plas @ S(az)) = Y a1 S(aa) y
SxId(a) =5 S(ar)as.

Por lo tanto, la condicién de antipoda es:

ZalS(ag) = ZS(al)ag = ue(a). (1.3)

Ejemplo 1.4.2. A continuacién veremos que (kG, u,u, A, €, Sxe) es un algebra de Hopf, con
los operadores definidos en el Ejemplo 1.3.4 y la antipoda definida como la extensién lineal de
Ska(g) = g~ para todo g € G.

Veamos que que Sig satisface la condicion de antipoda; para ésto basta con probarlo en los
elementos de la base (G). Para ello sea g € G, entonces

Ska * 1d(g) = po (Ske ® Id) 0 Alg) = pio (Ske ® 1d)(9 ® g) = 1 (Ska(g) ® Id(g)) =
=ugl®wg) =g lg=c

Y por otro lado ue(g) = u(1lx) = e, entonces Skg *Id(g) = ue(g) para todo g € G. De forma
andloga obtenemos que Id * Sxg(g) = ue(g), por lo que Skg es antipoda de kG.

Definicién 1.4.3. Sean H y B dos k-dlgebras de Hopf. El mapa f : H — B es un morfismo
de dlgebras de Hopf si es un morfismo de bidlgebras.

Seria natural definir morfismo de algebras de Hopf como morfismo de bidlgebras que ademas
preserve antipodas. En la siguiente proposiciéon veremos que todo morfismo de bidlgebras pre-
serva antipodas.

Proposicién 1.4.4. Sean (H,pg,un,Ag,eg) vy (B,up,up,Ap,ep) dos dlgebras de Hopf
con antipodas Sy y Sp respectivamente. Entonces si f: H — B es un morfismo de bidlgebras
obtenemos que Sgpo f = foSy.
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Demostracion. Consideremos el producto de convolucién en Hom(H, B) y los elementos Sgo f
y f oSy en ese anillo. Para probar que estos elementos son iguales, probaremos que uno es
inverso a izquierda de f y el otro a derecha.

(Spof)xf = pupo((Spof)@f)oAny = ppo(Sp@ldp)o(f©f)oAy = ppo(Sp@ldp)oAp(f) =
=upoep(f)=upo(epof)=upocey.

En la expresién anterior utilizamos que f es un morfismo de coalgebras, es decir que
(f@f)oAy = Agofyqueegof =cy. Por lo tanto Sg o f es el inverso a izquierda
de f con el producto de convolucién en Hom(H, B). Ahora trabajaremos en la otra expresién

[x(foSu) = ppo(f@(foSu))oAny = ppo(f@f)o(Idu®@SH)oAy = fopno(Idg@Sy)oAy =
=foupgoey = (founy)oey =upoey.

En esta tultima expresion utilizamos que f es un morfismo de dlgebras, es decir que ug o
(f®f)=founyque fouy =up; concluyendo que f o Sy es un inverso a derecha de f.
O

Para probar algunas propiedades de la antipoda sera 1til considerar el siguiente resultado.
Proposicién 1.4.5. Sea (H,u,u,A,e,S) un dlgebra de Hopf, entonces:
i. S: H — H es un antimorfismo de dlgebras.
1. S: H— H es un antimorfismo de codlgebras.

Demostracion.
i. Veamos que S o u = u. Para ello evaluemos la igualdad S * Id = ue en 1.

El término de la izquierda queda
(S*xId)(1g)= (o (S®Id) o A)1lg)=po(SRId)(1y @ 1y) =u(S(ly) @ 1y) = S(1gH).

Por otro lado, el término de la derecha queda uoe(ly) = u(ly) = 1g.
Por lo tanto S(1g) = 1x.

Para probar Sou = u°? o (S®.S), consideremos los mapas v, p € Hom(H ® H, H) definidos
de la siguiente manera v := p°? o (S® S) y p:= Sop.

Escribiremos ® para el producto de convolucién en Hom(H ® H, H). Demostraremos que
p®u=ucgen = p®v. Alser (Hom(H @ H, H), ®, ue g r) un monoide con unidad se deduce
que tanto p como v son inversos de u, por lo tanto p = v.

Sean a,b € H entonces,
(p®p)a®@b)=po(p@p)oAugu(a®b) =po(p®p)(3 a1 @b ®az®bs) =
=po((Sop)@u)(3o a1 @b ®az®@b2) =3 pu(S(arbr) ®azbs) = 3 S(aiby)azbs.

Como A y & son morfismos de &lgebras tenemos que > (ab); ® (ab)a = > a1b; ® azbs y
e(ab) = e(a)e(b) = epgu(a®b).
Por lo tanto (p @ p)(a ® b) = > S((ab)1)(ab)2 = ue(ab) = ueggu(a ® b); entonces, p ® u =
UEHRH -

Ahora veamos que p v = UEHQH -
(n®v)(a®b)=po(pev)oAygu(a®b)=po(p@v)(3_ a1 @b @ax ®@by) =
= Z,u(albl ® l/(ag X bg)) = ZalblS(bg)S(ag),
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usando la condicién de antipoda en b y luego en a obtenemos
pu®v(ia®b) =3 ajue(b)S(az) =Y a15(az)uec(b) = ue(a)ue(b) = ule(a))e(d)u(ly) =
= u(e(a)e(b)) = ueggu(a ®b).

11. Veamos primero que € 0.5 = €. Observar que al ser € morfismo de dlgebras, en particular
se cumple que eu = Idy. Utilizando la condicién de counidad y la linealidad de S tenemos que
S(a) = S(3_ aie(az)) = > S(a1)e(az). Aplicando € y su linealidad a esta expresiéon obtenemos

a)) = e (Z S(al)e(az)) = 3" e(S(ar))e(az).

Como ¢ es un morfismo de algebras obtenemos que

£(S(a) = £ (Y- S(ar)az) = e(ue(a)) = (su)(e(a)) = Idu(=(a)),

es decir, £(S(a)) = ¢(a) para todo a € H.

Para probar que AoS = (S®.S5) o0 AP se procede en forma similar que en la parte anterior;
como Hom(H, H ® H) tiene un producto de convolucién, lo escribiremos como 3, resulta que
(Hom(H,H ® H),%*,uggmue) es un monoide con unidad. Probaremos que en este monoide
Ao S esinverso a izquierda de A y que (S® S) o AP es inverso a derecha de A, y por lo tanto
son iguales. Para ello sean v := 0 (S®S) o A=(S®S)o AP yp:=AoS.

Comencemos por p % A con a € H.
p3* Aa) = pren o (p®A) o Ala) = pagn o (p© A)(3_ a1 @ az) =

=2 tren o (pla1) ® Alaz)) = 3 paen o (AS(a1) ® A(az)) =
= ptren © (A®A)(S(ar1) ® az),

como A es un morfismo de algebras obtenemos que

pxAla) =Y (Aop)(S(ar) ® az) = A S(a1)az) = A(ue(a)),

en la iltima igualdad se usé la condicién de antipoda. Ademads, como A es morfismo de alge-
bras, también cumple que A ou = (u ® u) o Ak, entonces

p* Ala) = Aue(a)) = (u @ u) o Ag(e(a)) = (u @ u)(e(a)lx @ lk) = e(a)u(ly) ® u(ly) =
= ungn(c(a)),

la dltima igualdad es por definicién de uggr, por lo tanto p % A(a) = uggre(a).
Ahora veamos A x v con a € H:
A s v(a) = s o (A @) o Ala) = prran o (A® (S S) 0 fo A)(Nar @ az) =
=2 pHen°(A(a)®((S®S)oBoA)(az)) =3 puen((a1®az)®(S(as) ®S(az)) =
= Z alS(a4) X GQS(CLg),
usando la condicién de antipoda a la derecha de ® obtenemos que

Axv(a)=> a15(a3) @ue(az) = > are(az)S(az) @ u(ly) = > a1S(az) @ u(lk),

la ultima igualdad se debe a la Ecuacién (1.2). Usando la condicién de antipoda obtenemos
que

A xv(a) =ue(a) @ u(ly) = e(a)u(ly) @ u(ly) = upgne(a). O

A continuacién probaremos una proposicién que nos serd de utilidad en el préximo ejemplo.
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Proposicién 1.4.6. Sean (H,pu,u,A,e) una bidlgebra, S : H — H un antimorfismo de dlge-
bras y v,w € H tales que

(Id* S)(v) = (S*Id)(v) =ue(v) y (Id*S)(w)= (S *Id)(w) =ue(w), entonces
(Fd + 8) ({0 @ w)) = (8 1) (0 ® w)) = ue(u(v @ w)).

Demostracion.

Consideremos la siguiente expresién (Id*S)(u(v @ w)) = po (Id® S)o Ao u(v®@w), dado
que A es un morfismo de dlgebras, cumple que Aoy = (p @ p) o (Id® B ® Id) o (A ® A),
entonces

(Id* S) (v @w)) =po(ld® S)o(p@p)o(Id® B ® Id)o (Av) @ A(w))
o(Id®@S)o(u®@u)o(Id® B Id)o ((Zv1®v2)®(zw1®w2))
o(Id® S) (Z viw; ® vgwg) =u (Z vwy ® S(”Ug’wg)).

Como S es antimorfismo de algebras obtenemos que
(Id*S)((v @ w)) Zvlwls we)S (va).

Dado que se cumple la condicién de antipoda por hipdtesis en v y w, y ademés u es lineal,
obtenemos que

(Id*S)(u(v @ w) ZU1€ 1k)S(v2) = ZvlS(vg)e(w)lg =ce()e(w)ly.

Por tltimo, como ¢ es un morfismo de dlgebras, obtenemos que

(Id*S)(ulv@w)) =e(vw)lyg = ule(vw)) = ue(u(v @ w)).

Procediendo de forma andloga a lo anterior se obtiene que (S*Id)(p(vQw)) = ue(plvew)),
lo que demuestra la Proposicion.
O

Ejemplo 1.4.7. Buscaremos la expresién de la antipoda del dlgebra tensorial T'(V'), utilizando
los resultados anteriores.

Primero veamos que si 2 € k, como Sp(yyou = u = Idy, resulta que Spyy(v) = Idg(z) =

Ahora sea z € V tal que deg(z) = 1 por lo que A(z) =1®@z+2® 1y e(x) =0, ahora
aplicaremos una de las condiciones de antipoda a x y deduciremos la expresién de Sy para
elementos de grado 1.

0=ue(z) =p(ld® S)A(z) =p(ld® S)1@r+2®1)=p(l® S)+zS(1)) =
=S(z)+ =z

Deducimos para este caso que Sp(yy(z) = —x. Lo mismo se deduce si aplicamos S * Id = ue.

Todo elemento homogéneo en T' (V') de grado mayor a 1, es producto de elementos de grado 1;
es decir que si {z1, - ,x,} C V, tenemos que 1-...-z, = p(1® - Qxy) = 1@ - @z, € VO
es un elemento homogéneo de grado n. Dado que, de existir, la antipoda Sp(y) debe ser un
antimorfismo de algebras, obtenemos que

Srvy(@1® - @ xp) = Spvy (@1 -+ - ) = Spvy(@n) - Srvy(T1) = (—20) @ -+ - @ (—21)
=(-1)"z, @ @1 (1.4)

El argumento que resta brindar para afirmar que la expresion anterior es la antipoda de
T(V), es que la expresién anterior cumple con la condicién de antipoda. Para ello es suficiente
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observar que, por la Proposicién 1.4.6, basta que se verifique la condicién de antipoda en
elementos de grado 1, dado que todo elemento de homégeneo de T'(V') es producto de elementos
de grado 1 y dado que definimos Sy vy () = —x con deg(x) = 1 para que cumpla la condicién
de antipoda, podemos afirmar que la expresién en (1.4) es la antipoda en T(V).

Con el fin de definir bidlgebras graduadas se presentaran algunos conceptos. Estas bidlge-
bras, cumpliendo con condiciones adicionales, veremos que seran algebras de Hopf, y ademés
obtendremos una férmula para la antipoda.

Definicién 1.4.8.

= Un k-espacio vectorial B se dice que es graduado si es suma directa de espacios
vectoriales By; B = @,,~, Bn

Diremos que B,, es la componente homogénea de B de grado n, y si a € B,,, diremos que
a es homogéneo de grado n, y lo escribiremos como deg(a) = n.

s Un mapa k-lineal f : A — B entre dos k espacios vectoriales graduados, es graduado
si f(An) C B, ¥V n.

» Un espacio vectorial graduado B es conexo si By = k.

Observacio'n 1.4.9. Observar que si {f, : A, = Bp}n>0 es una familia de transformaciones
lineales e 12 : B,, — B son las inclusiones ¥ n , tenemos las composiciones 12 o f,, : A,, = By
por lo tanto el morfismo f := @n>0( o fn): A — B. Es claro que f es un mapa graduado y
abusando notacién escribiremos f = EBn>0 fn-

Por otro lado, si f : A — B es un mapa graduado, podemos considerar los mapas lineales
fn : A — B, definidos como f,, = fou? y con la notacién anterior tenemos que f = D,.~0 fn

Por lo tanto es equivalente dar f : A — B transformacién lineal graduada a dar una familia
{fn : Ap = Byp}n>o de transformaciones lineales.

Ejemplo 1.4.10. Al espacio vectorial graduado cuya componente en grado 0 es k y el resto

de las componentes son nulas lo notaremos como K. Es decir que Ky =k y que K,, =0, Vn > 0.

Observar que K resulta un espacio vectorial graduado conexo.

Observaciéon 1.4.11. Sean B = @ B,y(C= @ C,, dos espacios vectoriales graduados; una
n>0 n>0
posible graduacion para B ® C es

BeC=PBC), cn (BC),= @ B;aC;.
n>0 i+j=n

Definicién 1.4.12. Al espacio vectorial BRQC' con esta graduacion la escribiremos como BeC
y lo llamaremos producto de Cauchy.

Observacién 1.4.13.
s En particular, si B = C, tenemos que

BoB:@(BoB)n:EB @ B; ® B;

n>0 n>0 \i+j=n

= Sea B = @ B,, un espacio vectorial graduado, observar que:
n>0

BeK= P B.oK, =P (B, 2Ko) = [P B. | ©Ko = B k.

n=s+t n>0 n>0
n>0
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= De ahora en adelante si no hay lugar a confusion escribiremos al espacio vectorial gra-
duado K como k.

= Si V es un espacio vectorial los isomorfismos Ay : V - k®@V y py : V — V ®Kk, pueden
extenderse a espacios vectoriales graduados. Es decir, que si B = @Bn es un espacio
n>0
vectorial graduado, los isomorfismos anteriores pueden ser vistos como:

e \g:B—KeBcomo g =EPAp, conAp, : B, »k®B, y
n>0

. pB:B%Bchomopgz@an con pg, : B, =+ B, ®k.
n>0

Definicién 1.4.14. Un dlgebra (A, 1, u) es graduada si A es un espacio vectorial graduado
y si los mapas p y u son graduados, vistos como j: Ae A — A yu:K— A.

Ezxplicitamente, si A = @ A, y teniendo en cuenta el ejemplo y la observacion anterior,
n>0
esto es que p(An, ® Ay) C Apym, ¥ que u(k) C Ay.

De forma andloga, una codlgebra (C,Ae) es graduada si C' es un espacio vectorial
graduado y si los mapas A y € son graduados, vistos como A :C — CeC ye:C — K.

Exzxplicitamente, si C = @ C,, esto es que A(C,) C @ C;®Cy, yquee(Cp)=0Vn>0
n>0 i+j=n
y que £(Cp) C k.

Una bidlgebra es graduada si es dlgebra y codlgebra graduada. Diremos que un dlgebra
de Hopf es graduada si es una bidlgebra graduada y la antipoda es un mapa graduado.

Notacion 1.4.15. Observar que en la definiciéon anterior todos los mapas son transforma-
ciones lineales, teniendo en cuenta la Observacion 1.4.9 introduciremos la notacién para las
componentes de esos mapas.

Seal € N, como (Ae A); = @ A, ® A, ycomo i: Ae A — A, escribiremos u; a la
l=m+n
componente [ del mapa p, es decir, serd el mapa p; : @ A, ® A,, = A, a su vez podemos
l=m+n
pensar este mapa como fu; ‘= EB tn,m, donde fip m : Ap @ Ap, — Aj, donde [ = m + n, por
l=m+n
lo que el mapa u se puede escribir como p = @ Hn,m-

>0
l=m+n

Anélogamente A; : A; — @ A, ® A, es la componente | de A y podemos escribirla

l=m+n
como A; = @ Apmcon Ayt Ap = Ay @ Ap.
l=m+n
Al coproducto lo podemos escribir como A = @ Ap .
1>0
l=m+n

Por tltimo, dado que (K),, = 0 con n # 0, tiene sentido sélo considerar la componente cero
de u y g, es decir ug : k — Ag y g9 : Ag — k, dado que en las otras componentes valen cero.

Si no hay lugar a confusién prescindiremos de los subindices.
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Observacién 1.4.16. Sea (B, u,u, A, ) una biédlgebra graduada conexa.

1. Entonces el mapa ug : k — By es un isomorfismo cuyo inverso es € |p,: Bp — k. En
particular uoe |g,= Idp,.
Para probar lo anterior recordar que, como ¢ es morfismo de algebras, tenemos que
(e ou)y = Idyx y por lo tanto u # 0. Entonces 0 < dim(Im(ug)) < dim(By) = 1. De lo
cual se deduce que ug : k — By es sobreyectiva y, como dimy (k) = dimy(Bg) = 1, es un
isomorfismo. Mds ain, como ¢ |p, ou = Idy, su inverso es € | g, .

2. Ademéds, dado que € es un mapa graduado y que € |g, es un isomorfismo, tenemos que

Ker(e) = @Bn.

n>1

Lema 1.4.17. Sea (B, p,u, A, €) una bidlgebra graduada coneza. Si existe antipoda S, entonces
S es un mapa graduado. Es decir, B es un dlgebra de Hopf graduada.

Demostracion. Probaremos por induccién en n.

Para n = 0, como By = Im(u) y al ser S antimorfismo de dlgebras se tiene que S ou = u
concluimos que S(By) C By.

Ahora sea n > 0, supondremos que S(B;) C B; para todo i < n y sea 0 # a € B,,. Como
A es un mapa graduado y dim(By) = 1 tenemos que

i=n—1

A(a) :U®13—|—ZCOHZE @ Bi®Bn—i'
=0

Aplicando Id®e a la expresién anterior y recordando que € es un mapa graduado se deduce
que v = a y por lo tanto A(a) = a ® 1 + z. Nuevamente, como ¢ es un mapa graduado y
deg(a) > 0, ue(a) = 0y por lo tanto

0=ue(a) =S Id(a) = S(a)+ p(S ® Id)(z).

1=n—1
Entonces S(a) = —u(S ® Id)(z) y como z € @ B; ® Bp,—; y 1 es un mapa graduado,
i=0
usando la hipétesis inductiva tenemos que p(S(B;) ® Bp—i) C pu(B; ® By—;) C B,. Entonces
S(a) € By,. O
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1.5. Formula de Takeuchi para la antipoda

En esta seccion probaremos que toda bidlgebra graduada conexa tiene antipoda, y por lo
tanto es una algebra de Hopf. Existen varias formas de probarlo, en este trabajo se opt6 por
presentar la formula de Takeuchi, ya que no sélo prueba la existencia de la antipoda sino que
ademds brinda una férmula.

Primero presentaremos algunos resultados necesarios para comprender dicha férmula.

Definicién 1.5.1. Sea (B, p,u, A, €) una bidlgebra. La asociatividad de p y la coasociatividad
de A nos permiten realizar las siguientes definiciones,

= ¢l producto iterado es el mapa p* : B*t1 — B definido como
P = po (Idp @ ph=1) = po (' @ Idp) : B¥* = B, con p® = Idp, y =" = u,

s el coproducto iterado es el mapa AF~': B — B®F definido como
AF = (Idg @ A" o A = (A* 1 ®Idg)o A, con A’ = Idp y A~ =¢.

Observaciéon 1.5.2.

Si B = @,~ Bi es una bialgebra graduada observar que los mapas pF Bkt 5 By
AF: B — B*® k1 son mapas graduados. Esto es porque son composicién de mapas graduados
y porque

(B*FHh, = @ B;, ®---® By, ., entonces,

i1+t r1=n
,uk(Bil R Bik+1) - Bi1+“'+ik+1 = B, y Ak(Bn) - @ Bil Q- Bik+1'

i1+ tigp1=n

Lema 1.5.3. Sean (B, u,u, A, ) una bidlgebra, f € End(B) y * el producto de convolucidn.
Entonces f*F = fx---x f = pF Lo fO o A*~1 con k € N, donde f®° = Idp y f®' = f.
—_—

k wveces

Demostracion.
Haremos la prueba por induccién en n.

Para k=1, f*' = %0 f®1 0o A" = Idg o fo Idp = f.
Ahora supongamos que se cumple para todo k < n.
D = fy 7 = o (f ® f*) o A; usando la hipétesis inductiva obtenemos que

f*(n+1) :Mo(f® (Mn_l of®”oA"‘1))oA :Mo(f® (Mn_l of®”))o (IdB®A"_1) oA =
=po(ldg@u" ") o(f® fE")o(Idp @ A" 1) oA,

y como A" = (Idg @ A" N oAy u™ = po (Idg ® u" 1), obtenemos que

f*(n+1) — Iun ° f®n+1 o A™.
O

Definicién 1.5.4. Sean (B, p,u, A €) una bidlgebra, x el producto de convolucion y [ €
End(B), decimos que f es localmente nilpotente si dado v € B existe n € N tal que
f(v) =0, ¥V m>n.
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Lema 1.5.5. Sea B = @ B,, una bidlgebra graduada y coneza y f € End(B) tal que f |p,= 0,
entonces [ es localmente nilpotente.

Demostracion.
Sean >0y v € B, veremos que f*™(v) =0,Y m > n.
Como A es un mapa graduado tenemos que

Aty e P B, ®..®B;

it
i1+...Fim=n
i; >0

Sim > n, en cada sumando tendremos que 7; = 0 para algun j; es decir, cada sumando tendra
a By como un factor tensorial. Y por lo tanto al componer con f®™ tendremos f(Bp) = 0 en
un factor y entonces f€™ o A™~1(v) = 0. Por lo tanto f*™(v) = 0.

O

Proposicion 1.5.6. Formula de Takeuch:.
Sea (B, p, u.A.€) una bidlgebra graduada y conexa. Entonces B es un dlgebra de Hopf con
la antipoda dada por la siguiente formula:

S = Z IdB—us —uz—:—i—z k k Lo o(Idg — ue) ®k o AR,
k>0 E>1

Demostracion. Sea f = Idp — ue, como la bidlgebra es conexa, por la Observacién 1.4.16
f1Bo= (Idp — ue) |g,= 0, por lo que f es localemente nilpotente. Por lo que en cada v € B, la
suma Y, +o(—1)* f*¥ es finita. El mapa S definido se puede expresar como S = >, o, (—1)* f**,
veamos que verifica la condiciéon de antipoda:

SxIdg =S (f+ue)= Z(—l)kf*k *(f—l—us):Z( f*k'H—l—Z * yug) =
k>0 £>0 E>0
— Z(_ k+1f*lc+1 + Z f*k f*O = ue.
k>0 k>0

Se procede de forma andloga con Idg * S, concluyendo que S es la antipoda de B.
O

Observacién 1.5.7. Por la Observacion 1.4.17 sabemos que la antipoda es graduada y con-
cluimos entonces que toda k-bidlgebra graduada conexa es una k-algebra de Hopf graduada.

En algunos casos, usando la férmula de Takeuchi y /o deduciendo la antipoda por sus propie-
dades, pueden encontrarse resultados combinatorios interesantes. A continuacién ilustraremos
lo dicho con un ejemplo.

Ejemplo 1.5.8. Veremos que (k[x], pk[a), Uk[z], Dk[z], €k[z]) 12 bidlgebra de polinomios con
los mapas del Ejemplo 1.3.6. es una algebra de Hopf. Buscaremos su antipoda de dos for-
mas: (A) Deduciendo la férmula por las propiedades de la antipoda, y (B) deduciéndola por
aplicacién directa de la féormula de Takeuchi.

Observar que k[z] es un k-espacio vectorial graduado y conexo, dado que lo podemos ex-
presar como: k[z] = €P,,~ kn[z] con ky,[x] = (2™)y, llamaremos ky, [z] el k-espacio vectorial de
los polinomios homogéneos de grado n y con ko[z] = k.

Recordamos que los mapas de k[x] fueron definidos sobre elementos homogéneos y cumplen
lo siguiente:

o ) (2" @ 2™) = 2" € Kyyym[2], VY om,n € N
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. Ay (z™) = iﬂ (’Z) 2@z e gki (2] ® kn_s[z].

=0
Si k € k = ko[x] entonces
v uy) (k) =k ekolz] y
v ey (k) =k y ey (z7) = 2(0) = 0si n > 0.

Observar que todos los mapas son graduados y por lo tanto es una bidlgebra graduada
conexa, concluyendo que existe la antipoda.

Ahora deduciremos la antipoda de la forma (A).
Dado que la antipoda es un mapa lineal, basta con deducirla en elementos homogéneos.

La antipoda cumple que: Sy[,) © uy[s) = Uy[,]- Entonces para elementos de grado cero obte-
nemos que Sy[,](k) = k, es decir, Syy)[x = Id.

Consideremos z, la variable de grado 1 de los polinomios, entonces ei[,)(z) = 0 y ya vimos
que Aypp)(7) =1® 2 + 2 ® 1. Entonces

0 = ue(x) = pifs)(Id*S)Aypa)(2) = pije)(Td*S) (1@ +2R@1) = piy) (1@ S(2) +2®S5(1)) =
=S(z)+2S1) = S(z) + «.

Por lo tanto S(z) = —x.

Como S es un antimorfismo de algebras, obtenemos que
S(2?) = S(xx) = S(x)S(x) = (—x)(—x) = 2? y generalizando lo anterior para S(z™), obtene-
mos el siguiente resultado
Skfa) (z") = (—1)"".
Antes de pasar al cdlculo de la antipoda de la forma (B), usando la férmula de Takeuchi,
introduciremos el concepto de coeficiente multinomial.

Sean € Ncon 0 <iy,...,7 <n, naturales tales que n = i1 + - - - + i, entonces el coefi-

) . . n n!
ciente multinomial es | . =

21,...,ik lelk'

En esta parte no escribiremos los mapas con el subindice [, y llamaremos s, al coeficiente

de 2™ obtenido de realizar (—1)*u*=1(Id — ue)®* A*=1(2™). Entonces la antipoda nos quedard
expresada como

S(z™) = Z(—l)k,uk_l(ld —ug)®FAFT (") = Z sk | ™.

k>0 k>0

Término en k=0
(—=1)°ut(Id — ue)®*° A= (z") = uo Id o g(x™) = 0, entonces sy = 0.

Término en k=1:
(=)l (Id — ue)®tA%@™) = —Id o (Id — ue) o Id(z") = —Id o (Id — ue)(a™) =
= —Id(z™) + ue(z™) = —Id(2™) + 0 = —a", entonces s; = —1.

Términoen k =2 :
(~1)21(1d — u)22AN (@) = pu(1d — ue) 2 A(e") = p(Td —ue)®? (S5, (ot @) =

=Y ijon (DalId —ue)(a’) @ (Id — ue)(27)] = 32, ;_,, (7) (@' — ue(2?))(2? — ue(a?)).
Observemos que si j o i son cero, entonces, z° — ue(x®) = 1 —ue(1) = 0, y que si j,i # 0,
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entonces, us(r') = ue(x’) = 0, por lo que la 1ltima expresiéon nos queda

) (j)w 3 ("j>x Entonces s, = 3 ("j)

i+j=n 1+j=n 1+j=n
i,j7#0 i,j#0 i,j#0

Término en k = 3 : (—1)3p2(I1d — ue)®3A?(a™).
Observar que

A2a") = (Id® A)AE") = (1d© 8) (Lipjmn (' ©07) = Sizgen () (o' © ' @2
+h=j

Por la observacién anterior sabemos que ue = 0 si es evaluada en elementos de grado > 1y

que Id —ue = 0 si es evaluada en elementos de grado cero, entonces el término en k = 3 es

i=n—1l=n—i-1 .
n n\(n—14\ , .,
Sz = — E E , ;)Faue también podemos expresar como
i
i=1 =1

s=— Y (” )

n=iytigtiz S 23
170

. . n
Generalizando el resultado anterior s;, = (—1)* E ( ) >
. . 11y,
71_z1+---+1k

25

Cuando k > n algtin elemento en el factor ' ® 2?2 ® - - - 2 tiene grado cero, entonces el mapa
(Id — ue) anula la expresién, por lo que la suma en la férmula de Takeuchi sélo va hasta k = n.

Por lo tanto
k=n
S]k[w] (x") = (Z Sk> J)n.
k=1

Como la antipoda es tnica, la férmula obtenida por (A) y por (B) es la misma por lo que

k=n
ademds obtenemos la siguiente identidad combinatoria Z s = (—=1)", es decir,

k=1

k=n n

k
CILND DI PR BIEhR
1 . . 11y
= n=i1+:-+ig
;70

Veamos un ejemplo del resultado obtenido con n = 4.
Si k=1, ya vimos que s; = —1.

Para k = 2,

4 4 4 4 4 44
2= 2 (il,z'Q) (13) * (2,2) * (3, 1) 3 Cora Tarn A0t

i1+1i2=4
i1,i27#0

Para k = 3,

4 4 4 4 4
== ) <2’1,i2,i3) - (1,172) - (1,2,1) - (2,1,1) - 3(1,1,2)’

i1+ia+iz=4
i1,12,i37#0
4!

TR
Para k =4,

53 = =-3-12=—36.
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4 4
=0 D) (il,ig,ig,u) (1,1,1,1>

11 +22+7,3 -“ri4:4
i1,42,i3,i470

Si realizamos la suma alterna de s1, s2, s3y s4 y dado que n = 4, obtenemos que

~1+14-36+24=1=(-1)"

1.6. Algebras de Hopf y dualidad.

En esta seccion dualizaremos algebras graduadas cuyas componentes tienen dimensién fi-
nita con el fin de obtener coalgebras. Andlogamente, dualizaremos codlgebras para obtener
algebras. Recordar que, si V' es un k-espacio vectorial, entonces el dual de V es el espacio
vectorial V* = {f : V — k: f eslineal} y que, si T : V — W es una transformacién lineal,
entonces la transformacién dual de T es T* : W* — V* con T*(f) = foT.Si S: W —= U es
otra transformacién lineal se cumple que (S oT)* = T* o S*.

Definicién 1.6.1. Sean V y W dos espacios vectoriales, llamaremos yv,w a la transformacion
lineal inyectiva yy,w : V* @ W* — (V@ W)* dado por

ww(f ©g)(v@w) = fv)gw) con feV*, geW", veV yweW.
Para el caso en que V y W son de dimension finita vy, es un isomorfismo lineal.

Lema 1.6.2. Sean V,V'.W y W' espacios vectoriales de dimension finita y f : V. — V',
g: W — W' dos transformaciones lineales. Entonces el siguiente diagrama conmuta

Yvi,w!

(VI)* ® (W/)*

(V' @ W)~
f*®g*l l(f®gf
Vo W (V@ W)

YV, w

Demostracion. Sean h € (V')*, k€ (W')*, v € V y w € W. Tenemos que
(f@g) oyv,,wi (h@k)(v@w) = vy w: (h@k)(f(v)©g(w)) = h(f(v))k(g(w)) = f*(h)(v)g*(k)(w),
y por otro lado tenemos que

ww o (f*@g)(h@k)(v@w) =yv w (f*(h) @ g" (k) (v@w) = f(h)(v)g"(k)(w).

Concluyendo que el diagrama anterior conmuta.

Observacién 1.6.3. Sean A, By C € Vect, es facil ver que la siguiente composiciéon

YA, BRIdc+ Y(A®B,C)
_—

A* ® B* @ C* (A® B)* @ C* (AR B® O)*

evaluada en 81 ® B2 ® B3 € A* ® B* @ C* es la funcién que manda a a@b®@ce€ AQ B C en
B1(a)B=2(b)B3(c) v que también éste es el resultado de evaluar la siguiente composicién

Ida+®vB,C
- >

d

Y(A,BROC)

A*® (B C)* (A® B® C)*

en 1 ® P2 ® B3 € A* @ B* @ C*.
Concluimos que

Yagn,c © (YA,B @ Idc+) =va,Boc © (Ida+ ® vB,c)-
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Definicién 1.6.4. Lilamaremos 0 al isomorfismo 0 : k — k* dado por 6(a)(b) = ab.

Observacion 1.6.5. Es facil ver que la siguiente composicion

Av)*

0®1d ko V)" Ve

k@V ——k*@V*

es el isomorfismo (A\y+)"1 k@ V* — V*.
Anélogamente la composicion

(pv)™

I1d®0 V* @ k* YV, k (V ® k)* V*,

V*ek
es el isomorfismo (py«)~1: V* @k — V*.

Observacién 1.6.6. Sean A, B,C y D € Vect, entonces el siguiente diagrama hexagonal con-
muta:

(A®B)*® (C® D)*

(A® B® C ® D)* A* @ B* ® C* @ D*
(IdA®5B.c®IdD)*\L l]dm@ﬁm,c*@ldm
(A®C®B® D)* A*® C* ® B* @ D*

§;§£»\\ k//ﬁﬁgj/
(A® C)* ® (B® D)*

Es decir que las siguientes expresiones coinciden:
Yagc,BoD © (Ya,c @ vB,p) © [Ida+ @ Bp+c+ @ Idp-] y

(Ida ® Bp,c @ 1dp)" ovags,cep © (YA,B ®Yc,D)-

Esto es porque si evaluamos ambas expresiones en f @ g @ h® 1 € A* ® B* @ C* ® D* el
resultado de la primer expresién lleva a ® c® b®d € A C® B® D en f(a)g(c)h(b)l(d)
(es decir intercambia los factores centrales a nivel de funciones) y el resultado de la segunda
expresion lo lleva a f(a)h(b)g(c)l(d) (intercambia los factores centrales en el elemento de la
evaluacién) y como el cuerpo es conmutativo las expresiones coinciden.

Observacién 1.6.7. Si (A, pu,u) es un dlgebra,dualizamos el mapa p: A® A — A, obtenemos
un mapa p* : A* — (A® A)*. Si queremos de esta forma obtener un coproducto A4+ en A*,
necesitamos que Ay« : A* — A* ® A*. Si dim(A) < oo tenemos que A* ® A* = (A® A)* pero
si dim(A) = oo tenemos que A* ® A* C (A® A)* (via 74) y la imagen de u* puede no estar
incluida en A* ® A*, por lo que no se puede definir directamente que A4~ = p*.

Una posible forma de dar solucién al problema anterior es considerar en vez de A*, lo que
se conoce como el dual finito de A. No trataremos este tema en este trabajo; si se desea pro-
fundizar se encuentra desarrollado en [MS92].

En lugar de tomar el dual finito, como nos interesa trabajar con algebras y codlgebras
graduadas, consideraremos los duales graduados de A y de u .
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Definicién 1.6.8. Sea V = D, ., Vi, un k-espacio vectorial graduado.

= Definimos el espacio dual graduado de V como

V=P (Vi) es decir (V) = (Va)".

n>0

s SiW = @ Wy, es otro espacio vectorial graduado y T : V. — W es una transformacion

n>0
lineal graduada; es decir, T = @Tn con Ty, : 'V, = Wy, definimos el dual graduado
n>0
de T como,

79" .= @TZ Wt S VT con Ty - Wy — VX el mapa dual de T,.

n>0
Observacion 1.6.9. Veamos algunas propiedades de esta construccién.
1. Observar que (Idy)*9" = Idy«sr, dado que (Idy)9" = (Idy,)* = Idy,-.

2. Dadas f y g dos transformaciones lineales graduadas, entonces (g o f)*9" = f*9" o g*97,
(por la propiedad anéloga en cada grado).

3. De las observaciones anteriores se deduce que si f es invertible entonces (f~1)*9" =

(Frm).

4. Recordamos que el producto de Cauchy entre dos espacios vectoriales graduados V 'y W

esv.W:@<@ V;@Wt).

n>0 \n=s+t
Entonces el espacio dual graduado de Ve W es (V e W)*9" = @(V o W)r.
n>0
Ahora (V e W)* = ( T V5®Wt> =[] viewy) = @ v.ewy),
s+t=n s+t=n s+t=n

(el producto es isomorfa a la suma directa porque el niimero de sumandos es finito).

Andlogamente si f y g son morfismos espacios vectoriales graduados, tenemos que

(f o9 = @D(f ®9). donde (fog)s = @ (fe )"

n>0 s+t=n

Por simplicidad, en adelante reemplazaremos los isomorfismos anteriores por igualdades.

5. Si V y W son espacios vectoriales graduados, recordar que para cada par s,t € N tenemos
el siguiente mapa
Wew, VS @WS = (Vo @ W)™

Sea (Y )n = @ VW, Wy - @ Vi@ W — @ (Vs @ Wi)™.

s+t=n s+t=n s+t=n

Por lo anterior tenemos que (7 )n = (V9" @W*97),, — (VeW) 9" por lo tanto, tomando

*gr _ *gr : :
Wy = ('Yv,w)n’ tenemos el siguiente mapa graduado

n

W VI W S (VW) como 1l =D €D e

n>0 s+t=n
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Para el caso que V' y W tienen componentes de dimensién finita, v7%;, es un isomorfismo
y tenemos que (V o WW)*97 = /%97 ¢ JJ/*97, 7

De aqui en mas escribiremos al mapa v*9" prescindiendo del supraindice *9". Y siV =W,
escribiremos al mapa 7y, simplemente como ~yy .

6. El isomorfismo 0 : k — k* puede ser extendido a un isomorfismo de espacios vectoriales
graduados, que también llamaremos @, es decir 6 : K — K*9".

7. Si V es un espacio vectorial graduado con componentes de dimensién finita, por la Ob-
servacién 1.6.5, tenemos que las siguientes composiciones,

Oeldy gr K,V

K ° V*g'f‘ [ K*g?" ° V*g?" (Av)*gr

(K ° V)*g?" R V*gT ,

Idy wgref YWk (pv)*o"

V*gr ° K V*gr ° K*gr ’ (V ° K)*gr V*gr ,

son (Aysar) 1 Ko V*" — V*7" y (pyagr) ™1 1 V*97 @ K — V*97 respectivamente.

A continuacién presentaremos una serie de resultados que nos permitird afirmar que el
dual graduado de una &dlgebra de Hopf graduada con componentes de dimensién finita es otra
algebra de Hopf graduada.

Proposiciéon 1.6.10. Sea H un espacio vectorial graduado con componentes de dimension
finita.

1) Si (H,p,u) es una k-dlgebra graduada, entonces la terna (H*9", Apxgr,eprar) es una k-
codlgebra graduada donde Apgsgr := fy;Il o pr I y epegr =07 o w9,

2) Si (H,A,e) es una k-codlgebra graduada, entonces la terna (H*9", piprrar, Uprar) €8 una
k-dlgebra graduada donde ppxgr == A*9" oy y uprgr = €*9" 0 6.

3) Siademds (H, p,u, A, €) es unak-bidlgebra graduada, entonces (H*9", piggsar, Upr=ar, Apr=ar, € grear)
es también una k-bidlgebra graduada.

4) Si (H,p,u, A, e,S) es una k-dlgebra de Hopf graduada entonces también lo es
(H*gr’ HH*9my W *g7, AH*yv', EH*97, SH*Q"'), donde SH*gT =

Demostracion.
Parte 1)

Consideremos eg+gr = 071 o u*9" : H*9" — K; veamos que cumple con la conmutatividad
de los diagramas de counidad. Para ello probaremos que el siguiente diagrama conmuta.

Agpxgr
u*gr ’Y;[l
H*9" (H ° H)*!]T H*9" o H*9"
Cuadrante 1 . vor
gry—1 (ueldpy)™o" Cuadrante 2 u 9" eldxgr
Gy
—1
P
(Ke H)*m Skl K*9" & H*97 cgrgreldg=gr

Cuadrante 3 0 Leldywgr

Ke H*"
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El Cuadrante 1 es el dual graduado del diagrama de unidad de H y por lo tanto conmuta
(tomar duales graduados respeta composicién). El Cuadrante 2 por el Lema 1.6.2 conmuta. El
Cuadrante 3 conmuta porque

Ao = (07" @ Idgzesr) o7 by 0 (AF) ™,

recordar lo visto en la parte 7 de la Observacion 1.6.9. Concluimos que todo el diagrama
conmuta, probando la igualdad que necesitamos.

Con argumentos anilogos y observando ademés que pp+or = (Idg-or @07 ) oy o (p37") 71

tenemos que
(Idg+or @ egrrar) 0 Appsgr = (Idgear ® (971) 07;1,1[1« o (p*ng)fl = pHror,

lo que prueba que la conmutatividad de la counidad en H*9".

A continuacién veremos que Ag«gr cumple con la conmutatividad del diagrama de coaso-
ciatividad. Deberemos probar que (Ap«sr  Idp+gr) 0 Agrgr = (Idg+sr ® Apprgr) 0 Apgsgr, para
ello consideremos el siguiente diagrama:

Appxgr
*gr yt
o " (H o H)*o u H*9" o H*9"
puror Cuadrante 1 (neldm)*9" Cuadrante 2 1%
-1
(Idpgep)™o" VYHeH,H
Ageor | (H o H)*9" (HeoHeoH) 9" — M (I o H)*9" o {97
"/El Cuadrante 3 ’Y;I}H.H Cuadrante 4 'y;IIOIdH*gr

H*g’l‘ ° H*gT‘ - > H*g’l’ ° (H ° H)*g’l" - > H*g’(‘ ° H*gT ° H*g’l’

Idg«grep™d” IdH*g'r'.’y;Il

Idp+gr®@Agxgr

Si probamos que los Cuadrantes 1, 2, 3 y 4 conmutan, probaremos que la composicién de
los mapas que quedan por fuera del diagrama conmutan.

El Cuadrante 1 conmuta porque es el diagrama dual graduado del diagrama de asociatividad
del producto en H, porque tomar duales graduados preserva composicion.

Si extendemos a espacios vectoriales graduados el Lema 1.6.2, resulta que los Cuadrantes
2 y 3 conmutan.

De forma anéloga, si extendemos el resultado de la Observacién 1.6.3 a espacios vectoriales
graduados, resulta que el Cuadrante 4 conmuta.

Parte 2) La prueba es similar a la anterior.
Parte 3)

Por la Parte 1) y 2), s6lo resta probar que Ag«sr y €g+or son morfismos de dlgebras; para
ello consideremos el diagrama Delta morfismo de dlgebras,

Apgxgreldygxgr
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Apxgr @ Agxgr

R vitevnt

H*9" ¢ H*9r " o (H ° H)*gr ° (H ° H)*gr (H*gr)o4
YH Cuadrante 1 YHeH Idpg+greBgxgr gxgreldgxgr
(H [] H)*QT — (H04)*gr Cuadrante 2 (H*gT).4
(nop)*97
HE*gr (IdH.BH,H.IdH)*gT YH®YH
*gr o4\ xgr *gT *gT
A Cuadrante 3 (H ) I —— (H o H) o (H ° H) KH*gT O p*gT
YHeH
(AeA)™IT Cuadrante 4 A*IT @ A*IT
H*g’f‘ (H ° H)*g/l" H*gr ° H*g'f‘

Aprear

Diagrama Delta morfismo de dlgebras.

Observar que si A, B son dos espacios vectoriales graduados y e el producto de Cauchy
Bap:AeB — BeA esun morfismo graduado, con

@ /BVect
Ai :ani

i=n 0<i<n

(BA,B)TL : (A L4 B)n = @Az ® Bn—i
=0

@ Bn—i & Ai .
i=0

Tiene sentido considerar su dual graduado (84,5)*", por lo tanto podemos considerar el mapa
(Idg ® Br, i@ Idm)*9" que aparece en el diagrama.

Probando la conmutatividad de los Cuadrantes 1, 2, 3 y 4, se prueba la conmutatividad de
la parte exterior del mismo.

Los Cuadrantes 1 y 4 conmutan por el resultado visto en el Lema 1.6.2.

Observar que como (H, p,u, A, €) es una bidlgebra, A es un morfismo de dlgebras, entonces
se cumple que
(nop)o(IdgeBeldy)o(AeA)=Aop,

y dualizando, tenemos que el Cuadrante 3 conmuta.

La conmutatividad del Cuadrante 2 se debe al andlogo de la Observacién 1.6.6 para espacios
vectoriales graduados.

El diagrama anterior es uno de los que debe conmutar para que Apg«sr sea morfismo de
algebras. Para las tres condiciones que restan probar, para afirmar que Agsgr y €g+or son
morfimos de algebras, se procede con argumentos analogos a lo visto anteriormente.
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Parte 4)
Probaremos que Sp+g- satisface la condicién de antipoda. Para ello veamos el resultado de
la siguiente expresion:

Strear * Idg=ar = puprrar o (Sprear  Idpgr) 0 Apegr = A*9" 0 gy 0 (Sprear @ Idpreor) o'y;ll o p*IT

Observar que v o (Sgxor ® Idp=gr) 0 7;11 = (S e Idy)*9", por el Lema 1.6.2, por lo que la
expresion anterior nos queda

SH*gr *IdH*gr — A*gro(S.IdH)*grolu*gT — [,U o (S. IdH) ° A]*!]T — (UOS)*gT — E*grou*gr —
=" 0 Idy=gr o u*9" = 9" 00 0 0L 09" = Upregr O Efor,

donde la tltima expresién es el neutro en el producto de convolucién en End(H*9"). Proce-
diendo de forma andloga con Idg+sr % Sg+gr, concluimos que Spg+gr es la antipoda de H*9".
O

Observacion 1.6.11. La finitud de la dimensién de las componentes de H en la proposicion
anterior es sélo utilizada para la existencia de v~ !. Este morfismo no es utilizado en la segunda
parte de la proposicién, por lo tanto dicha afirmacién vale sin la hipétesis de finitud.

Ejemplo 1.6.12. Ya hemos visto en el Ejemplo 1.3.6 que (k[z], s, u, A, €) tiene estructura de
algebra de Hopf. Recordamos el producto y el coproducto en elementos de la base con | = m+n:
i (2™ @ ™) = 2Ty Ay (ah) = (") 2™ @ ™. Veremos en este ejemplo la estructura
de (k[z])*" y ademds que (k[z])*9" = k[z] como &lgebras de Hopf graduadas.

Escribiremos (k[z])*9" como k{z} y a (™ € k{z} al elemento que cumple 2™ (2™) = 1.
Observar que (k{z}), = (k[z],)* = (ka™)* = k(™).

El producto en k{z} segiin la proposicién anterior es juy[z)or = (e} = A" 0 yy[y]. Por lo
que la componente [ es:

(Hga)t = (A" 0y = A7 0 ()i = €D A © Vilal klaln -
l=m+n

El mapa a nivel de componentes {n,m} es f(s} nm = A} 1 © Vi[aln klz]m -
Entonces, si [ = m + n, tenemos que

Hic{z} n,m (x(n) & x(m)) (‘T ) - An m © Vik[z]n
= Yklz],, Kk[z],,

e
TE
0
3
A
g
/\@

n? m (
= Vi[x],, k[x] (

n? m

Por lo tanto piy(zy (z™ © 2(™) = (n + m> Snbm).

El coproducto en k{x} segtin la proposicién anterior es Ay[ywor = Ay = fy]k_[;] o u*9". Por
lo que la componente en n es

(Auga)n = a2 = (i)no(8 )0 = B Ve, xe1,° B 150 = D Ve, sag, OFot

n=s-+t n=s-+t n=s-+t
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Y por lo tanto la componente {s,t} es (Ay(z})s,t = ’yk_[i,]s k[a], © s t-

Afirmacion: (Ayey)se (™) = 20 @ 20,
Las expresiones (Ayqyy)st = 711«_[;] k(] © ps . serdn iguales si valen lo mismo en todos los

elementos o equivalentemente que Y[g), k[z], © (Ak{m})s,t = g, valen lo mismo en todos los
elementos. Consideremos el elemento 2° @ z* de la base de k[z]|, @ k[z], con n = s+ ¢, entonces:
por un lado tenemos que

’Yk[x]S,k[z]tO(Ak{x})s,t (fv(”)) (xs®$t) = Vi[z]s k[z] (ﬁ(s) ® ff(t)) (w5®$t) =z (ms)x(t) (fft) =1,

y por otro lado tenemos

i (60 (@0 90 = (6) (uusta® @) = () (@) = 1.

Por lo que ambas expresiones coinciden y por lo tanto
(Bipepn(@™) = Y- 2@ @a®.
s+t=n

El resto de los mapas que le dan estructura de dlgebra de Hopf a k{z} son:

= (uggay)o(1) = 2,

" (Ek{z}>o($(0)) =1, recordar que u y € en el resto de las componentes valen cero,
" (Siap)n (@) = (=1)"z™.

Es inmediato que el morfismo graduado I' : k[z] — k{z} con componentes dadas por
[, (z") =n!- 2™ es un isomorfismo de dlgebras y codlgebras. Por lo tanto k[z] = (k[z])*9" =
k{z} como dlgebras de Hopf graduadas. Observar que I';,, es biyectivo sélo cuando char(k) no
divide a n!, por lo tanto I es isomorfismo s6lo cuando char(k) = 0.

Consideremos ahora (k[z], uu’([ 2] Ukla]» Aulg[x]’ 511«[3:]75]1'([%}) con los mapas definidos como en el
Ejemplo 1.3.7 y antipoda (S“’K[m])n(x") = (—1)"a"™. Es fécil ver que el morfismo & : k[z] — k{xz}
con componentes dadas por @, (2") = z(™ es un isomorfismo de algebras de Hopf graduadas.
Es por ello que a esta estructura en polinomios se le suele llamar “estructura dual”.

En los siguientes capitulos de este trabajo, si no hay lugar a confusién, utilizaremos
indistintamente los supraindices *9" y * para indicar espacios o mapas duales graduados.



Capitulo 2

Categorias

En este capitulo se trataran conceptos y propiedades bésicas de la teoria de categorias, que
nos serviran para introducir las categorias monoidales y algunas de sus propiedades. Los temas
que trataremos se encuentran ampliamente desarrollados en [AM75] y [AM10].

2.1. Conceptos Basicos

Definicién 2.1.1. Una categoria K estd conformada por:

» clases Objx y Arri que llamaremos objetos de K y flechas de K (o morfismos de K)
respectivamente,

= funciones domy, codomy: Arrxg — Objk.

Si f € Arrg es tal que dom(f) = A y codom(f) = B, escribiremos f : A — B o A ER B,
y diremos que fva de A en B.

w Sean f,g € Arrg, diremos que f y g son componibles si dom(f) = codom(g).
Llamaremos Arr x i Arr = {(f,g9) € Arrk X Arrg : [y g son componibles}.

s mapas o : Arr Xg Arr — Arrg e Idk : Objx — Arrg tales que, si llamamos
Tdge(A) = Ida yox(f.9) =  ox g, se cumple:
1. Idy : A — A, YA € Objg.
2. codom(f ox g) = codom(f) y dom(f ok g) = dom(g).
3. fOKIdA:IdBOKf:f, VfA—)B
4. 8i(f,9) y(g,h) € Arr x i Arr, entonces (f o g) ox h = f ok (gok h).
Si A, B € Objk, escribiremos Homg (A, B) al conjunto de flechas de A en B. Escribiremos
también A, B € K en lugar de A, B € Objk, cuando sea claro que son objetos de la categoria.

El mapa ox diremos que es la composicion en K y, cuando no exista lugar a confusion, escri-
biremos simplemente o. A Idy le llamaremos la identidad en K.

Definicién 2.1.2. Dada una categoria K, una subcategoria K es una categoria K' cuyos
objetos son objetos de K y cuyas flechas son flechas de K, de forma tal que si restringimos el
dominio, codominio, la identidad y la composicién de K a K', obtenemos el dominio, codomi-
nio, la identidad y la composicién de K'.
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Ejemplo 2.1.3.

1.

Sea I la categoria con un solo objeto y una sola flecha que es la identidad. Es el ejemplo
mas sencillo de categoria.

La categoria Vecty.

Es la categoria que por objetos tiene a los espacios vectoriales sobre k y para cada par
de objetos A y B, Homyect, (A, B) es el conjunto de las transformaciones lineales de A
en B. La composicién es la composicién usual de transformaciones lineales cuando éstas
tienen sentido e Id4 es la transformacion lineal identidad del espacio vectorial A.

La categoria gVecty.

Es la categoria que tiene por objetos a los espacios vectoriales graduados sobre k, es

decir que los objetos son de la forma V = @ V.. Los morfismos en esta categoria son
n>0

las transformaciones lineales graduadas. Es decir que si V = @Vn y W = @Wn,

n>0 n>0
Homgyeet(V,W) ={T : V — W lineales tales que T'(V,,) € W,,Vn > 0}.

. La categoria Set.

Los objetos de Set son conjuntos arbitrarios, los morfismos son las funciones entre los
conjuntos, con la composicién e identidad usuales.

La categoria Set*.
Es la categoria cuyos objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las biyec-
ciones, con la composicién e identidad usual.

La categoria Grp.
Es la categoria cuyos objetos son los grupos y cuyas flechas son los morfimos de grupos,
con la composicién e identidad usual.

Las categorias Algy, Coalgy, Bialgy v Halgx son las categorias que tienen por obje-
tos a las k-algebras, k-codlgebras, k-bidlgebras y k-algebras de Hopf respectivamente y
como flechas a los k-morfismos de algebras, coalgebras, bidlgebras y dlgebras de Hopf
respectivamente, todas ellas con la composicién e identidad usuales.

Dada una categoria C, definimos su categoria opuesta C'°P como la categoria cuyos objetos
son los objetos de C' y cuyas flechas son Arrc, pero en el otro sentido. Es decir, que
se intercambian los roles de dominio y codominio. Especificamente, si f € Arrec con
f € Home(A, B), entonces f € Homeor (B, A); es decir domeer(f) = codome(f) y
codomgor (f) = dome(f). La composicién en C°P de dos morfismos g, f se define como
gocor [ := foc g. En este sentido se dice que CP es la categoria C revirtiendo el sentido
de las flechas.

Dadas dos categorias K y L, definimos su producto K x L como la categoria cuyos
objetos son los pares ordenados (A, B) de objetos de A € K y B € L; cuyos morfismos
de (A, B) — (A’, B’) también son pares ordenados (f,g) con f: A — A’ € Homg (A, A)
v gl: B — B' € Homp(B,B'); con Ida gy = (Ida,Idp) y (f',9') oxxr (f,9) = (f' ok
f.9" oL 9).

Observemos que:

1.
2.

las categorias Algx v Coalgy son subcategorias de Vecty,

la categoria Halgy estd incluida tanto en la categoria Algy como en la categoria Coalgy.

Como las categorias contienen objetos y flechas, una funcion entre dos categorias debe
constar de dos funciones (una a nivel de objetos y otra a nivel de flechas) que sean compatibles
con los dominios, codominios, identidades y composiciones.
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Definicién 2.1.4. Un functor covariante de una categoria K a una categoria L es
un par de funciones F' = (Fopj, Farr) donde Fopj @ Objx — Objr, y Farp : Arrg — Arrp,
tales que:

1. Farr(Ida) = IdFOb].(A), VA € Objk.

2. Fopj(dom(f)) = dom(Farr(f)) y Fouj(codom(f)) = codom(Fa,(f)), Vf € Arrk, es
decir que si f : A— B con A, B € Objk, entonces Fur.(f) : Fop(A) = Fop;(B).

3. Si gy f dos flechas componibles en K, entonces Far(g) y Farr(f) son componibles en
L y se cumple que Farr(gox f) = Farr(9) or Farr(f)-
Escribiremos F = (Fouj, Farr) : K — L, Foyj(A) = F(A) = FA y Fa.(f) = F(f) = Ff.

Decimos que un functor F es un isomorfismo si los mapas Fop; y Farr son biyecciones
y dos categorias son tsomorfas si existe un functor entre ellas que es un isomorfismo.

Por el item 2, decimos que F' preserva el sentido de las flechas ya que si A i> B,
F(A) F(f)

por la condicién de que F revierta el sentido de las flechas; es decir que F(B) £4), F(A)
y en consecuencia reemplazar el item 3 por la condiciéon Fa,-(g ok f) = Far(f) or Far-(g).

F(B). La nocién de functor contravariante corresponde a sustituir el item 2

Observacion 2.1.5. Sea F' : C — D un functor contravariante, observar que podemos verlo
como un functor covariante revirtiendo el sentido de las flechas en una de las categorias, es
decir, tanto F': C°? — D como F : C' — D°P son functores covariantes.

Ejemplo 2.1.6. = El ejemplo mas sencillo de functor (y de isomorfismo) es, dada una
categoria K, el functor Identidad Id : K — K, donde Idoy;, : Objx — Objk se
define como IdA = A para todo A en Obji e Idf = f para toda f: A — B en Arrg.

= En espacios vectoriales la dualizacién (—)* : Vect — Vect resulta ser un functor contrava-
riante ya que a nivel de morfismos cumple que (T'0.5)* = S* o T*. Por lo tanto, por la ob-
servacién anterior, se puede considerar como functor covariante (—)* : Vect®? — Vect.
De forma anéloga, por lo visto en las partes 1 y 2 de la Observacién 1.6.9, la construccién
del dual graduado nos brinda un functor contravariante (—)*9" : gVect — gVect, o un
functor covariante (—)*9" : gVect? — gVect.

= Cuando los objetos (y mapas) de una categoria A’ se obtienen agregando estructura a
objetos de otra categoria A, se tiene lo que se conoce como el functor de olvido U :
A’ — A, que se olvida de la estrucuta agregada. Por ejemplo, los grupos son conjuntos con
una estructura adicional y los morfimos de grupos son funciones entre dichos conjuntos,
que cumplen condiciones adicionales. Entonces tenemos un functor U : Grp — Set, que
manda a un grupo (G, x,e) al conjunto G y a un morfismo de grupos lo manda a él
mismo, pensandolo simplemete como funcién entre conjuntos. De forma similar se tienen
los functores de olvido U : Vecty — Set, U : Alg — Vect, etc.

» Consideremos ahora el functor F': Set — Vecty dado por FA = (A)g para todo A € Set
donde (A)g denota el k-espacio vectorial con base Ay si f: A — B € Arrget, entonces
Ff:.:FA— FB es la extensiéon por linealidad de f.

= Consideremos una extension del ejemplo anterior cuando la categoria de salida es la
categoria de grupos y la categoria de llegada es la de algebras de Hopf. Definimos el
functor F’ : Grp — Halg dado por, para cada grupo G, F(ﬁbj(G) = (G)x = kG con la
estructura de algebra de Hopf vista en el Ejemplo 1.4.2. A nivel de morfismos, es facil
comprobar que las extensiones lineales de homorfismos de grupos resultan en morfismos
de algebras de Hopf entre sus corresponidentes algebras de Hopf asociadas.
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s Sea ® : Vecty x Vecty — Vecty el functor producto tensorial definido a nivel de
objetos como @(V,W) =V @ W y para dos flechas f: V = V' y g: W — W’ en Vecty,
el functor a nivel de flechas es ®(f,g9) = f ® g (0 sea que si v € V y w € W entonces

®(f,9)(v @ w) = f(v) @ g(w).

» Si K,L y M son categorfas y F' : K x L — M es un functor, para cada objeto k de K
obtenemos un functor Fj : L — M, que a nivel de objetos es Fj(I) = F(k,l) y a nivel de
flechas es Fi(f) = F(idg, f). A este functor lo escribiremos F'(k,—) : L — M. De forma
andloga se define F'(—,1) : K — M para cada objeto [ € L.

Definicién 2.1.7. Dados dos functores F' y G de K en L, una transformacion natural
7:F — G es una funcion 7 : Objg — Arrg tal que:

» para cada objeto A de K, 7(A) : FA — GA,

= y para toda flecha f: A — B en Arrg el siguiente diagrama en L conmuta:

AN Ga

| |os

FB—— GB.
7(B)

En general escribiremos T7(A) = T4 y llamaremos a T4 la componente A de 7.

Decimos que T es un isomorfismo natural entre dos functores F y G de K en L, si es
un transformacion natural tal que T4 es invertible para todo A objeto en K.

Es decir que para cada objeto A € K con 74 : FA — G A, existe una transformacién natural

v4 : GA — FA, que cumple 74 o074 = Idpa v que 74 074 = Idga. A esta transformacion

natural la escribiremos como 71,

Ejemplo 2.1.8.

» Sea F' el functor F' : Vecty — Vecty definido a nivel de objetos como F(V)=k®V y a
nivel de morfismos como F(T) = Idy ® T.

Es fécil ver que los morfismos A(V) = Ay : V — k®V definen un isomorfismo natural
A: Id — F entre el functor Identidad y F, yaquesi Vy W € Vecty T :V — W es una
transformacién lineal, el siguiente diagrama conmuta

A(V)=Av
V)=V ——" S FV =koV

IdTi lFT_Idk®T

IAW)=W ——— > FW =k® W.
A(W)=Aw

Razonando andlogamente los mapas py : V — V ® k definen un isomorfismo natural
entre functores p: Id — (—) ® k.

Lo mismo sucede con las versiones graduadas de A y p.
= Consideremos los functores covariantes F, G : Vect? x Vect®? — Vect dados por
Foui (VW) =V*@W?, Farr(f,9) = [T ®g" y Gop;(V, W) = (VRW)", Garr(f,9) = (f®g)".

Observar que por el Lema 1.6.2, los morfismos vy, : F(V,W) — G(V,W) de la Defini-
ci6én 1.6.1, definen una transformacién natural v : F — G y andlogamente para su versién
graduada (ver Observacién 1.6.9 Item 5).
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A continuacién presentaremos algunas estructuras y propiedades de categorias.

2.2. Categorias monoidales y monoides de Hopf

Definicién 2.2.1. Una categoria monoidal es una séxtupla (V,e, 1, a, \, p) tal que V es una
categoria, ® : 'V xV — V es un functor, I es un objeto de V, a es un isomorfismo natural
a:—e(—e—) — (—e—)e—, es decir que dados A,B,C € V,aspc: Ae(Be(C) — (AeB)e(,
y ademds A: — — [ e — y p: — — — e[ son isomorfismos naturales de functores tales que si
A€V, entonces \g : A—>TeA yps:A— Ael, y son tales que los siguientes diagramas
conmutan (llamados de coherencia):

Ae(Bs(CeD))

Idpeap c, D

Ae((BeC)eD) (AeB)s(CoD),

QA BeC,D QAeB,C,D

(Ae(BsC))eD (AeB)eC)eD

aa,B,celdp

Id/k %: dg

AeB

Al primer diagrama se le llama diagrama pentagonal. Al functor e se le llama producto y
al objeto I se le llama neutro.

Observacién 2.2.2. Por la Proposicién 1.1 de [JYR93], se deduce que A\; = pr y que los

siguientes diagramas conmutan,

Qar A,B

Te(AeB) (IeA)eB ,y Ae(Bel)

_ >
/\k Afl ds I dk %ﬂ*

AeB AeB

Ejemplo 2.2.3.

» Sean A,B y C € Vecty; definimos ayect, 480 : A®(B®C) - (A® B) ® C como
el morfismo que manda a ® (b ® ¢) en (a ® b) ® c¢. Es claro que ayeet, €s un isomor-
fismo natural. Tomando Avecy, ¥ Pveet, como en el Ejemplo 2.1.8., resulta claro que
(Vecty, @, K, &vectyy AVectes PVect,) €S Una categoria monoidal.

= Si consideramos los morfismos graduados de los mapas del punto anterior, obtenemos que
(gVecty, 8, K, agvectys AgVecty, PgVect,) €8 otra categorfa monoidal.
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Observacion 2.2.4. La categoria Set con la unién usual de conjuntos NO es monoidal, ya
que la unién no es un functor. Esto se debe a que no se puede definir de forma functorial la
unién de funciones fUg: AUB — A’U B’. Esto se soluciona considerando a la unién disjunta
AU B.

Observacién 2.2.5. Como « es un isomorfismo natural, para cada objeto A tenemos que
(AeA)e A= Ae(AeA) Llamaremos Ae Ae A o A*® a cualquiera de estos objetos.

Iterando este procedimiento, llameremos A*" = Ae-.--e A a cualquiera de los objetos
—_—

n veces
isomorfos obtenidos de aplicar consecutivamente el functor e, n — 1 veces, en cualquiera de los

ordenes posibles.

Definicién 2.2.6.

(1) Un monoide en una categoria monoidal (V,e I «, )\ p) es una terna (A, p,u),
donde A € Objy , p: AeA - A yu: I — A son morfismos en Arry, llamados pro-
ducto (o multiplicacion) y unidad respectivamente, tales que los siguientes diagramas (de
asociatividad y unidad) conmutan,

QALALA

Ae(AeA) 222 (AeA)eA , TeAL AeAd™ Ao .

Idoul iuold \ lu 7p
A

Ao A——A<—Ae A
I m

IR

Con la notacion de la Observacion 2.2.5, el primer diagrama puede escribirse como:

Idep Idep

AeAe A AeA 0 como A3 A2 .

o P

Ae A A A®? — A

(2) Sean dos monoides (A, u,u) y (A', 1/, u') en una categoria monoidal, un morfismo de
monoides es un mapa f : A — A" con f € Arry tal que fou=p o(fef)y fou=1u';es
decir que los siguientes diagramas conmutan,

AeA—T  pen  k—v o

|k \l |

A A

(8) Un comonoide en una categoria monoidal (V e, I a, )\, p) es una terna (C,A,¢)
con C € Objy, donde A : C — CeoC ye:C — I son morfismos en Arry, llamados copro-
ducto (o comultiplicacion) y counidad respectivamente, tales que los siguientes diagramas
(de coasociatividad y de counidad) conmutan ,

CeCel( Ide A CeC : TeC ceold CeC Idee Cel .
s B sl
A 4
CeC c C

A
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Observar que estos diagramas se obtienen a partir de los diagramas de monoides, sustitu-
yendo 1 por A, u por € y revirtiendo el sentido de las flechas.

(4) Sean dos comonoides (C,A,e) y (C',A’,&") en una categoria monoidal, un morfismo
de comonoides es un mapa de f : C — C' con f € Arry tal que (fo floA=Aofy
e’ o f =¢, es decir que los siguientes diagramas conmutan,

f f

Cc —C" |, C———=C

N

C [ ] C 7 C/ [ ] C/ k
Ejemplo 2.2.7. = En (Vecty, ®) los monoides y comonoides son las k-dlgebras y k-codlge-

bras respectivamente. Esto se deduce facilmente con sélo observar los diagramas conmu-
tativos que definen estas estructuras.

s De forma andloga, en (gVecty, ®), los monoides y comonoides son las k-dlgebras graduadas
y las k-coalgebras graduadas respectivamente.

» La categoria (Set, x,{#}) es una categoria monoidal, donde {#} es el conjunto con un

s6lo elemento o singletén. Un monoide (A4, p, u) en esta categoria es un conjunto A € Set
con i : Ax A — Aun mapa asociativo y u : {} = A que cumple el diagrama de unidad.
Por lo tanto (A, u,u(t)) es un monoide (con la nocién usual de monoide) es decir, un
conjunto con una operacién asociativa con unidad.
Para esta categorfa resulta que todo conjunto C' € Set con los mapas A : C - C x C'y
e: C — {t} definidos como A(c) = (¢,¢) y €(c) = f es un comonoide en (Set, x,{f}) y es
facil ver que ésta es la tnica estructura de comonoide que se le puede dar a un conjunto
C en esta categoria.

A partir de ahora si no hay lugar a confusién a una categoria monoidal (V,e, I, a, A, p) la
escribiremos sélo como (V) e).

Definicién 2.2.8.

Una categoria monoidal trenzada, es una terna (V,e,3), donde (V,e) es una categoria
monoidal y 5 es un isomorfismo natural Ba,p : Ae B — Be A tal que los siguientes diagramas
conmutan:

BaA,Bec BaeB,C

AeBeC( BeCeA | AeBe( CeAeB .
mm %,c Id% %dg
BeAe( Ae(CeB

Al isomorfismo B se le llama trenza.

Observacién 2.2.9. Se puede probar que [ satisface la conmutatividad de los siguientes

diagramas:

Ba,1 ’ Ted Br,a Aol "

N AN A

A A
AoBoCMAoCOBMCOAOB
ﬁA,B'Idcl IdceBa,B
BeAe( Be(Ce A CeBeA

IdgeBa,c Be,celda
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Y ademds como A; = py, se prueba que B = Idres.

Ejemplo 2.2.10. Las categorias monoidales Vecty y gVecty son trenzadas con las siguientes
trenzas:

» La trenza en Vecty €s fvect,,viw(v @ w) =w @ v para todov € V y w e W.

s Observar que si V,W € gVecty, entonces la trenza que definimos en el item anterior
induce el siguiente isomorfismo de espacios vectoriales graduados Bgvecy, : VoW — WeV
definido como:

Bgvect, = @ Bvect,v;,w;- Es facil verificar que Byyec, €s una trenza en gVecty.
i+j=n
n>0

Definicion 2.2.11.

1. En una categoria monoidal trenzada (V, ), un bimonoide es una quintupla (H, p1,u, A, €)
donde (H, p,u) es un monoide, (H, A, €) es un comonoide y se cumple la conmutatividad
de los siguientes diagramas:

IdeBy peld Id

4 4 , [ =———T
AoAT l/““ x %
HeH — H — HeH H
Diagrama 1 Diagrama 2
HeH -=*>Te] , I— s H
ui iAII Afl \LA

H—F—1 Tel —>HeH

Diagrama 3 Diagrama 4.

2. Un morfismo de bimonoides es un morfismo de monoides y de comonoides.

Observacién 2.2.12.
Sea una categorfa monoidal trenzada (V,e, ) con (A1, u1,u1) y (Az, p2,uz) monoides, y
(C1,A1,e1) y (Cy, Ag, e2) comonoides, entonces es facil ver que:

= A; e A5 es un monoide con los siguientes mapas,

IdeBeld
e

HAjedy, i A1 @Az e A e Ay A oAl e Aye Ay 1225 AL e As.

Ar=pr u U
UA oAy t 1 Tel 2225 A, e As.

= (7 e (5 es un comonoide con los siguientes mapas,

Idcl 0,@0[(102
—_—

Acyec, 1 CroCy 2122, 0 e Oy 0 Oy 0 Oy CrLeCyeCyeCy.

At
EC10C, . Cy .OQﬂIOII—>I

= Las ternas (I, A7, Id;) y (I,\;*, Id;) son un comonoide y un monoide en (V) respecti-
vamente.
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La observacion anterior nos permite realizar las siguientes afirmaciones:

= La conmutatividad de los Diagramas 1 y 4, y de los Diagramas 2 y 3, equivale a pedir
que A: H— He Hye:H — I sean morfismos de monoides respectivamente.

= La conmutatividad de los Diagramas 1 y 3, y los Diagramas 2 y 4, equivale a pedir que
pw:HeH— Hyu:I— H sean morfismos de comonoides respectivamente.

Concluimos que:

En una categoria monoidal trenzada (V,e), dada la quintupla (H, p,u, A, €) con (H, p,u)
monoide y (H, A, ¢) comonoide, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

w (H,p,u,A,e), es un bimonoide,
= los mapas A y € son morfimos de monoides,

= los mapas g y u son morfismos de comonoides.

Esta observacion en la categoria Vecty es la Proposicion 1.3.1.
Ejemplo 2.2.13.

= Con las trenzas definidas en el Ejemplo 2.2.10, es facil ver que los bimonoides en Vect
son bidlgebras y en gVect son bidlgebras graduadas.

s En la categoria (Set, x, {#}) con la trenza Bget : AX B — Bx A definida como gt (a, b) =
(bya)Va € Ay b € B, si (B,u,u) es cualquier monoide, entonces con la estructura
diagonal (A(b) = (b,b) y £(b) = Vb € B), resulta que (B, u,u, A, &) es un bimonoide.

Definicién 2.2.14. Sea (V, o) una categoria monoidal, (C, A, &) un comonoide en V y (A, p, u)
un monoide en V, el producto de convolucion es el mapa * : Homy (C, A) x Homy (C, A) —
Homy (C, A) definido como

frg=po(feg)oA, Vf ge Homy(C,A).
Observacion 2.2.15.

s El producto de convolucién es asociativo y el mapa ue : C — A es el neutro de este
producto.
La prueba es andloga a la vista en el Lema 1.3.10.

» En particular si H € V' es un bimonoide en (V)e, 3), resulta que (Hom(H, H), *,ue) es
un monoide, llamado monoide de convolucion.

Definicién 2.2.16. Un monoide de Hopf en V es un bimonoide H, tal que el mapa
Id: H — H es invertible en (Hom(H, H), x,ue). Es decir, existe un mapa S : H — H tal que
S« Id=1Id«*S = ue. Esto es que los siguientes diagramas conmutan:

HeH—1% _HeH , HeH—> . HepH.
AT l AT l
H——>I———>H H——>I———>H

Al mapa S le llamaremos antipoda de H.

La antipoda de un bimonoide H puede existir o no, pero si existe es tnica.
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Ejemplo 2.2.17.

s Es facil ver que los monoides de Hopf en Vect son algebras de Hopf y que en gVect son
algebras de Hopf graduadas.

» Sea H un monoide de Hopf en la categoria (Set, x, {f}), si llamamos u(f) = e, y tomamos
el coproducto diagonal, el diagrama para la antipoda se puede expresar como a * S(a) =
e =S(a)*a Ya € H, por lo tanto S(a) es el inverso de a, obteniendo que un monoide de
Hopf en esta categoria es un grupo en el sentido usual.

Observacién 2.2.18. Existe la nocion de categoria monoidal trenzada laxa: en vez de exigir
que B sea un isomorfismo, se pide la conmutatividad de los diagramas de la definicién de
categoria monoidal trenzada y ademas se pide la conmutatividad de los siguientes diagramas:

Ael TeA |, JTeA Ael
/x A k A
A A

Todo lo visto hasta ahora vale para categorias monoidales trenzadas laxas. En este trabajo
las trenzas seran ismorfismos.



Capitulo 3

Especies

En este capitulo presentaremos las especies vectoriales y sus propiedades basicas. Estas
estructuras se veran relacionadas con las dlgebras de Hopf graduadas via los functores de Fock.
Este tema se encuentra ampliamente desarrollado en [AM10].

La categoria de especies con sus operaciones bésicas fue introducida por Joyal en [JOY81].
La idea de una especie vectorial es similar a la de espacios vectoriales graduados, pero en vez
de tener una graduacién dada por {n € N}, se tiene una graduacién en conjuntos finitos.

3.1. Definiciones y Ejemplos.

Definicién 3.1.1.

s Una especie conjuntista es un functor covariante p : Set* — Set y, una especie
vectorial es un functor covariante q : Set* — Vecty.

= Un morfismo de especies es una transformacion natural f : p — q, donde p y q son
especies.

= Un isomorfimo de especies es una transformacion natural invertible.
Dada una especie p, notaremos la imagen de un conjunto finito I como pl[I| y diremos
que es la I-componente de p o que es la componente I de p.

s Diremos que una especie vectorial p es de dimension finita o es finita si para todo
conjunto finito I el espacio vectorial p[I] es de dimension finita.

Como trabajaremos con especies vectoriales, s6lo nos referiremos a ellas como especies.

Observacion 3.1.2. Tenemos entonces que una especie consiste de una familia de espacios
vectoriales p[I] para cada conjunto finito I, y para cada biyeccién o : I — J entre conjuntos
finitos tenemos la transformacion lineal, p[o] : p[I] — p[J] tal que:

» plld;] = Idy|) para todo conjunto finito I, y
» p[r 00| = p[r] o plo], siempre que I % J 5+ K sean biyecciones componibles, con

I, J y K conjuntos finitos.

Observemos también que si f : p — q es un morfismo de especies, para cada biyeccion
o : I — J entre conjuntos finitos, f es una familia de transformaciones lineales, donde para
cada conjunto finito I es f; : p[I] — q[I] tal que el siguiente diagrama conmuta:

43
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fi
pll] ——qll]
plo] alo]

plJ] ——alJ]

Decimos que fr es la I-componente de f o la componente I de f.

Definicién 3.1.3. La categoria de especies es la categoria que tiene por objetos a las especies
y como morfismos a los morfismos de especies. Escribiremos Sp para referirnos a esta categoria.

Afirmacién 3.1.4. Para toda o : I — J biyeccion y p especie, tenemos que plo] : p[I] — p[J]
es un isomorfismo de espacios vectoriales, cuya transformacion lineal inversa es plo—1].

Demostracién. Si o : I — J es una biyeccién, estd definida su inversa o' : J — I tal que
cgoo ' =Idyyo~too =Id;,y por ser p un functor, obtenemos que

plo] oplo!] = plooo™!] = p[ld;] = Idpy); de forma andloga obtenemos que

plo '] o plo] = Idpy. Entonces p[o] es invertible y su inversa es plo~!] : p[J] — p[I]. O

A continuacién veremos algunos ejemplos de especies que nos serdn de utilidad mas adelante.
Ejemplo 3.1.5. La especie exponencial E es el functor E : Set* — Vecty, definido como:

« E[I] =k, VI conjunto finito y

» E[o] = Idy, Vo biyeccién.

Facilmente se puede verificar que E es una especie.

Llamaremos >; al elemento 1 € k como elemento del espacio vectorial E[I]; observar que
E[I] = (>1)k (el k-espacio vectorial generado por ).

Ejemplo 3.1.6. Definimos a la especie unidad 1 como:

ksil=
« 11 = ot ¢ , con I conjunto finito y,
0 en otro caso

» para cada biyeccién o : I — J con I # ) se define 1{o] =0 y 1[Idy| = Idy.

Es facil verificar que se cumplen las propiedades de la observacién 3.1.2, resultando que 1
es una especie.

Ejemplo 3.1.7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y B una base. Sea I un
conjunto finito, definimos V®! := (f talque f : I — B)y. La especie Evy es el functor
Ev : Set* — Vecty, definido como:

» Ev[I] = V®!, VI conjunto finito y,

» Ev[o]: V® - V® Vo : I — J biyeccién de conjuntos finitos, dada por la linealizacion
de Ev[o](f)(j) = f(o="(j)), Vi€ JyVf:I— B.

Ejemplo 3.1.8. Sea [ un conjunto finito. Un orden lineal en I es un orden < en que para
todo par de elementos a # b € I se tiene que a < bo b < a. Si I = {iy,...,i,} escribiremos el
orden i1 < +-+ < i, cOMO i1 | ... | ip.

La especie de ordenes lineales L es la especie definida como:

» LI] = (I t.q. l es un orden lineal de I}, VI conjunto finito y
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» sio: ] — J es una biyeccién de conjuntos finitos, entonces Lio] : L{I] — L[J] al igual
que el ejemplo anterior, L[o] re-etiqueta los elementos de I por los de J, a través de o,
es decir que si l =iy | ... | in, entonces Lio|(l) = o (i1) | ... | o(in).

A modo de ejemplo: si I = {a,b,c}, entonces L[I] es el espacio vectorial que tiene como
base al siguiente conjunto: {a | b|¢, a|c|b, blale, blcla, c¢laldb, c|b|a};ysi
J={p,q,r} y o : I = J la biyeccién definida como o(a) = p, o(b) = q, o(c) = r entonces
Liola|c|b)=p|r|q

Es facil verificar que con las definiciones anteriores L es una especie.

Observar que si tomamos V = @ p[I], podemos pensar una especie como un espacio

I € SetX
vectorial graduado por conjuntos finitos. Entonces imitando al producto de Cauchy en gVect
damos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.9. Sip y q son especies vectoriales, definimos el producto de Cauchy entre
P y q como el functor e : Sp x Sp — Sp, que escribiremos o(p,q) := p ® q, definido como

= a nivel de objetos (p e q)[I] = @ p[S] ® q|T), para I conjunto finito donde SUT
1=5uT

denota una union ordenada y disjunta de conjuntos S, T C I,

= a niwel de morfismos (p e q)[o] = @ plos] ® qlor| para toda o : I — J biyeccion
[=SuT

entre conjuntos finitos, donde os =0 |s: S = o(S) yor =oc |r: T — o(T).

En la suma de (peq)[/] estdn incluidas las descomposiciones @LI T e TLI). También podemos
escribir el producto de Cauchy como

(pea)l] = PplS|@qll \ S].

ScI

El lema que sigue nos permite asegurar que p ® q es una especie.

Lema 3.1.10. Sean p y q dos especies, entonces p ® q es una nueva especie.
Demostracion. Veamos que p e q es un functor de Set* — Vecty.

= Es claro que lleva los objetos de Set™ en objetos de Vecty.

» Sio:I— J esuna biyeccién, entonces (p @ q)[o] = @ plos] ® qlor].
1=sSur

es una transformacién lineal

= Para todo conjunto finito I, consideremos Id;, la identidad en I. Tenemos que
(peq)lldr) = €D pldils]@alldilz]= €D plds]@qlldr]= B Idpis) @ ldgny

I=5uT I=5SuT I=SuT
= P Idpsiamr = g, ., pisiearr) = 1dpea)-
I=sSuT

s Si oy 7 son dos biyecciones o : [ — Jy7:J — L,con I, Jy L conjuntos finitos; como
P v q son especies tenemos que

pl(To0)ls] = plTlo(s)l o plos] v al(7o0)ls] = dl7ls(s)] o qlos]. Entonces
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(peq)roo]= P pl(roo)ls]@dl(roo)lr] =

1=suT
= @ (p[7locsy] o Plols]) @ (A[T|s(m)] o dlo|r]) =
I=8uT
= < @ P[7|o(s)] ®Q[T|U(T)]> o ( @ plols] ®Q[U|T]>-
1=8uT 1=sur
Observar que o(S) U o(T) = J por lo que
(peq)[roo] = P rlrles)@drl.m) | o(pea)lo] = (pea)(rlo(peq)ls]. O

J=0c(S)Uo(T)

A continuacién daremos a la categoria Sp, una estructura monoidal trenzada con el pro-
ducto de Cauchy. En cada componente I, utilizaremos la estructura monoidal trenzada en
(Vect, ®,K, vects PVects AVeet, Bvect) Vista en los Ejemplos 2.2.3. y 2.2.10.

Sean p,q y r € Sp, para definir agppqr : P® (qer) — (peq)er lo haremos en cada
componente I. Pero antes observar que

pe(qer)[l] = P pRI@@S]@r(T]) v (pea)erlll= (bR als]) @r(T].

I=RUSUT I=RUSUT

Por la estructura monoidal de Vect para cada descomposicién I = RU S U T, tenemos el
mapa lineal ay et p[r],qs],x7] * PIR] ® (a[S]) @ r[T]) — (p[R] ® q[S]) ® r[T]; por simplicidad
a este mapa le llamaremos ag g,7.

Definicién 3.1.11. Definimos entonces ospp,q,r; €0 la componente I como

QSp,p,q,r,I = @ QR,S,T-
RUSUT=I

Es decir, que siz € p[R],y € q[S] y z € r[T] entonces aspp.qr, 1(2Q(yRz2)) = (2Qy)Q 2.

Para definir Aspp : p — 1 @ p, observar que

(Lep)ll] = P 1S]@p[T] = 1[0 @ pll] = k@ p1],
I=s5uT

y por lo tanto utilizando la estructura de Vect tenemos al mapa Ay e pr) : P[] — k @ p[I].
Definicién 3.1.12. Se define Aspp : p — 1 @ p en cada componente I como el mapa

Asp,p.1 : PI] = k@ p[I] dado por Aspp 1 := AVeet,p[I]-

De forma andloga a la definicion anterior, es decir, utilizando la estructura monoidal tren-
zada de Vect, definiremos los siguientes mapas:

» el mapa pspp : P — Pel en la componente I,

pspp.1 Pl —= Pl @k como pspp 1= PVect,pl[I]-

v el mapa Bspp.q:Peq— qep en la componente I,

Bsppa 1: (Pea)l] = € plSI®alT] = (aep)ll]= @ alT]®p[S] como
I=suT I=suT
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BSp,p,q7 1= @ ﬂVect,p[S],q[T]~

SurT=I

Por simplicidad escribiremos Bsr al mapa By ect p(s],qiT), POT lo que podemos escribir al

mapa anterior omitiendo el subindide de la categoria como Bp o, 1 = @ BsT.
suT=I

Proposicién 3.1.13. Con los mapas recién definidos, tenemos que (Sp,e,1,a, )\, p) es una
categoria monoidal y (Sp,e,1,a, A, p, B) es trenzada.

Diremos si no hay lugar a confusién que (Sp, e, ) es la categoria monoidal trenzada en
especies con el producto de Cauchy.

Demostracion.

Oservar que o, a, A\, p yv [ fueron definidos en cada componente utilizando los correspon-
dientes mapas de la estructura monoidal de Vect, claramente los diagramas de coherencia y
de trenza laxa conmutan, ya que lo hacen en cada componente. Ademés como en cada com-
ponente los mapas ar,s,1, A1, pr y Bs,r son invertibles, también lon son ap q.r; Ap; Pp ¥V Bp.q-
Por lo tanto resta ver que ap.q,r; Ap, Pp ¥ Bp.q S0n morfismos de especies y que ademés definen
transformaciones naturales.

Comencemos mostrando que el mapa a : Sp x (Sp x Sp) — (Sp X Sp) x Sp es una transfor-
macién natural.

Sean p,q,r,p’,q y r’ especies, observar que si f € Homspxspxsp((p, q,r),(p,d, r')), en-
tonces existen fi, fo y f3 € Homsp tal que f = (f1, fo, f3).

Definimos dos functores Fy,Fy : Sp x Sp x Sp — Sp, como Fi(p,q,r) = pe(qer)y
Fy(p,q,r) = (peq)er. Veamos que « es una transformacién natural entre esos dos functores,
es decir que para p, q,r,p’,q’ y r’ especies y el morfismo f = (f1, f2, f3) : (p,q,r) — (p’,d, '),
el siguiente diagrama conmuta

Qp.q,r

pxqgxr Fi(p,q,r)=pe(qer) ———— Fy(p,q,r) = (peq)er
lf F1f—f1'(f2'f3)l inf—(fﬂb)'fs
p'xq xr Fi(p,q,x') =p e (q or') ———F>(p,q,1') = (p' o q) o1’

Observar que la componente I de (f1ef2)e f3 es [(fief2)ef3]r = @ (fiLr® f2,5) ® fa.r,

RUSUT=I
con fi,g : p[R] — p’[R] y de forma andloga con fz gy f3r. Por lo que la componente I de

[fie(f20f3)r = @ fi,r ® (f2,5 ® fa,1).

RUSUT=I

Por lo tanto el diagrama anterior conmuta, pues para cada componente {R, S, T} del mismo
conmuta por la naturalidad de ag g1 en Vect.

También resulta claro que para cada componente {R,S,T} de I y para toda o : [ — J
biyeccién entre conjuntos finitos se cumple la siguiente igualdad en Vect

((plor] ® qlos]) @ rlor]) 0 ar.5.1 = Au(r)0(s),0(r) © (Plor] @ (qlos] @ rlor])),
por lo que ap g, resulta un morfismo de especies.
Veamos ahora que A : Sp — Sp X Sp es una transformacién natural. Para ello sea Gy el

functor definido a nivel de objetos como G1(p) = 1ep y a nivel de flechas como G1f = Idy e f
donde en una componente I (conjunto finito) vale que
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(G1f)r = @ Idys) @ fr = Idyjg) ® fr = Idx ® fr.
I=SuT
Consideremos también al functor Identidad que a nivel de objetos es Id(p) = p y a nivel de
flechas es Idy = f, entonces A : Id — G1. Abajo esén representados, a la izquierda, el diagrama
que debe conmutar para que Ap sea una transformacion natural en Sp con f € Homs, tal que
f(p) =p’, y ala derecha, el mismo diagrama expresado en la componente I

Ap Ap,

p ., Idp)=p Gi(p)=1ep . pl]>kepll] .
if Idfl \LGUC fli lldk(@fl
P’ I(p) =p' = Gi(p)=1ep’ Pl —=kep[]

Notar que el ultimo diagrama conmuta para todo conjunto finito I, dado que
Ap.1 = Ap[q) € Vect, por lo que resulta que Ap es una transformacion natural por la naturalidad
de Ay
pl]

Es facil ver que se cumple A, ;o plo] = (Idx ® p[o]) o A\p,1 para toda o : I — J biyeccién
entre conjuntos finitos, lo que prueba que A, es un morfismo de especies.

De forma andloga a lo anterior, conlcuimos que pspp es un morfismo de especies, que da
lugar a un isomorfismo natural entre Id y — e 1.

Como adelantamos, es inmediato demostrar la conmutatividad de los diagramas de cohe-
rencia, trenza y estructura laxa de categorias monoidales en el caso de especies, dado que a
nivel de sus componentes, estos mapas son los mismos que los definidos en la categoria Vect,

heredando todas sus propiedades.
O

3.2. Monoides y comonoides en (Sp,e)

Como (Sp, e) es una categoria monoidal trenzada, vimos en el Capitulo de Categorias que
esto nos permite definir monoides, comonoides y sus morfismos. En esta seccién tomaremos esos
conceptos y explicitaremos en cada caso los mapas involucrados para la categoria de especies.

MONOIDE EN ESPECIES.

Sea (p, pt, ) un monoide en (Sp,e), es decir, que pn: pep — p y u: 1 — p son morfismos
de especies tales que verifican los diagramas de asociatividad y unidad.

A continuacién explicitaremos para estos mapas la condiciéon de morfimos de especies y las
condiciones de asociatividad y unidad.
El mapa u : p e p — p, sobre cada conjunto finito I es un mapa lineal pu; = @ wsr (la

1=5uT
I componente del producto u) con usr : p[S] @ p[T] — p[I].

Que p sea un morfismo de especies es equivalente pedir que para cada biyeccién o : I — J
entre conjuntos finitos y descomposicién S U T de I, el siguiente diagrama conmute

HUs, T

plS]@p[l] ——plI] .
p[Us]@D[UIT]J/ \Lp[d]
plo(S)] @ plo(T)] p[J]

Ho(S),o(T)
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Segun la Definicién 2.2.6, el diagrama conmutativo de asociatividad, para cada descompo-
sicion I = RUSUT es

plR) © p[S] ® p|T] —— =5 pIR] @ plSUT] .
#R,S@IdTl i#R,SuT
p[RUS] @ p[I] —— > PIRUSUT]

Ahora consideremos u : 1 — p, la unidad en el monoide (p, i, ).
Observar que si I # (), entonces 1[I] = 0 por lo que el mapa u; es cero para esas componentes;
pero si I = () entonces 1[f)] = k. Por lo expuesto, sélo consideramos la componente @) de u, es
decir, ug : k — p[()]. Por esto, la naturalidad de u la podemos expresar como p[Idy] o ug = ug,
y la conmutatividad de los diagramas de la unidad, para cada componente I se reduce a:

kepll] 2 p@pll] y pll]©pll)

o

LUt ek,

1R

Mo, 1 K10

pl/] pl/]

)\—1

Observacion 3.2.1.

= Si (p,p,u) es un monoide de especies, en particular tenemos que p[f)] es un k-espacio
vectorial y los mapas pg g : p[0] ® p[0] — p[0] y up : k — p[0)] verifican los diagramas de
asociatividad y de unidad de dlgebras, por lo tanto (p[0], 9.9, ug) es una k-algebra.

= Vimos en la Definicién 2.2.6 el concepto de morfismo de monoides en una categoria
monoidal, por lo que pasaremos a explicitarlos en el caso de (Sp,e).

Sean (p, uP,uP) y (q, u%,u%) dos monoides en especies, un morfismo de monoides

en especies es un morfismo de especies f : p — q tal que para todo conjunto finito I y
toda descomposicién I = S LT, los siguientes diagramas conmutan:

P
Mg

plS]®@p[l] ——=p[l] y k—">p[f].

fs®fTi \Lfl ug %

alS] @ q[T] ——=q[I] q(0]

Hs,T

Definicién 3.2.2. Decimos que un monoide (p, i, u) es conmutativo si para todo conjunto
finito I y descomposiciones SUT = 1, el siguiente diagrama conmuta

Bs,T

p[S] ® p[T] —————p[T| @ p[S] -

Es decir que uy =pof:pep — p.
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COMONOIDE EN ESPECIES.

Sea (p, A, &) un comonoide en (Sp,e), con A : p — pep ye: p — 1 morfismos de especies
que verifican los diagramas de coasociatividad y de counidad.

A continuacién explicitaremos para estos mapas las condiciones de morfismos de especies y
de conmutatividad de los diagramas de coasociatividad y de counidad.

El mapa A : p — p e p es el coproducto en el comonoide (p,A,¢), donde para cada
descomposicién S UT de I conjunto finito, la componente {S,T} del coproducto es
Agr : p[I] = p[S] @ p[T], por lo que el mapa lineal A; lo podemos expresar como

Sea o : I — J una biyeccién entre conjuntos finitos, entonces el diagrama conmutativo que
verifica A por ser una transformacion natural es

plS| @ plT] ~——2T— p[1] .

p[os]®p[0’|T]J/ \Lp[d]

plo(S)] @ plo(T)] <5———plJ]

Ademas el diagrama de coasociatividad es conmutativo; en este caso para una descomposi-
cién en conjuntos disjuntos de I en I = RUSUT es

ARrus, T

p[RUSUT] p[RUS|®@p[T] .
AR,SuTl lAR,S@)IdT
p[R] ® p[S U T] ——"—>plR] ® p[S] @ P[]

Consideremos ahora € : p — 1 la counidad en el comonoide (p, A, €). De forma andloga a
u, se deduce que € sélo tiene un mapa lineal no nulo en la componente 0 y es gy : p[d] — k.

Entonces la conmutatividad de los diagramas de counidad, equivalen a la conmutatividad
de los siguientes diagramas, para cada componente I:

kopll] < plll@pll] ,y pl)epl———p

3 TAW,I AI,@\L :p

pl/] pl/]

1R

Observacién 3.2.3. Si (p, A, ¢) es un comonoide de especies, en particular tenemos que pl{)]
es un k-espacio vectorial y los mapas Ag g : p[d] — p[0] ® p[d] v ¢ : p[0] — k verifican los
diagramas de coasociatividad y de counidad de codlgebras, por lo tanto (p[0)], Ay g,ep) es una
k-codlgebra.

Observacion 3.2.4. Recordar que en la Definiciéon 2.2.6 vimos el concepto de morfismo de
comonoides en una categorfa monoidal. Ahora llevaremos este concepto al contexto de (Sp, e).

Sean (p, AP, eP) vy (q, A% %) dos comonoides en especies, un morfismo de comonoides
en especies es un morfismo de especies f : p — q tal que para todo I conjunto finito y toda
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descomposicién I = S U T, los siguientes diagramas conmutan:

pll] — > p[S]@p[T] y pll]—">qll].
fr fs®fr \ is‘&
| N

Observacion 3.2.5. Con el fin de definir producto y coproducto iterado, observemos que an-

teriormente vimos que prusr © (kr,s ® Idr) = pr sur o (Idr ® psr) y que
(Ap,s ® Idr) o Agusr = (Idr ® Ag ) o AR sur, para una descomposicién particular del
conjunto finito I en tres conjuntos disjuntos R, S y T.

Sih$*=(heheh); = @ h[S1] ® h[S2] ® h[S3], entonces podemos definir el mapa
S1USoUSs=1
©2 :h$® — h; como

= P wsisus,o(ds, ®ps,s,)= B psius.s, o (us,s, ® Ids,),
S1USoUS3=1 S,uSoUSs=I
la dltima igualdad se debe a la asociatividad de p, por lo tanto podemos escribir

HSy,52,85 = MS1,5:u83 © (Idsl ® M52753) = KS118,,55 © (MS1752 ® Ids3)

y decimos que fis,.s,.5, : h[S1] ® h[S3] ® h[S35] — h[I] es la componente {S},S2,S3} del
producto p, por lo que finalmente escribimos a u? como

2
Br = @ 181,852,853+
S1USaUS3=1

Andlogamente definimos A2 : hy — h%3 como

2
A7 = @ (Idsl ® A52753) 0 As, 5,085 = @ (A51,52 ® Id53) 0 AguS,,855
S1USaUSs=1 S1USeLSs=1

la dltima igualdad se debe a la coasociatividad de A, y definimos
Ag, 5,8, - h[I] = h[S1] ® h[S2] ® h[S3], la componente {S1, S, S5} del coproducto, como
A51,52753 = (Id51 ® Asmss) o AShSzuSs = (ASLSQ ® Ing) o AsluSQ,st‘ Entonces

2 _
A= P Asiss,
S1uUSoLSs=I

Con este ejemplo de descomposiciones de I en 3 conjuntos disjuntos, pasaremos a definir
las operaciones iteradas para una descomposicién en j conjuntos disjuntos de I.

Definicién 3.2.6. Consideremos I un conjunto finito y sean S;U...US; = I una descompo-
sicion disjunta y ordenada de subconjuntos de I, entonces definiremos en forma inductiva los
siguientes mapas.

= Fl producto iterado en un monoide en especie h es
W =po(Ide ' =?) = po (W2 @ Id),
cuya componente en {S1,...,S;} es ,ufg:lsj = ps,,..s; h[Si]®...®h[S;] — h[I].

Se define ademds que p° = Id.
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s El coproducto iterado en un comonoide en especie h se define como

AN =(Tde AN 2o A= (A2®1Id)oA,

Se define ademds que A° = Id .

Estas operaciones estan bien definidas por la asociatividad del producto y coasociatividad
del coproducto.

Definicién 3.2.7. Decimos que un comonoide (p,A, ) es coconmutativo si para todo
conjunto finito I y descomposiciones SUT = I, el siguiente diagrama conmuta

Bs,T

p[S]@p[T] ————————p[T]@p[5] .

As,T AT s
pl/]
Es decir que BoA=A:p —pep.

Ejemplo 3.2.8. Daremos a la especie 1 estructura de monoide y comonoide en (Sp, e).

Dado que 1[/] = 0 en un conjunto I # @ y 1[] = k, en la tnica componente en que los
mapas no son cero es en la componente ). Por lo tanto, definimos los siguientes mapas en esa
componente:

» Producto, p199 : 1{0] ® 1{0] — 1[0] con a,b € k = 1[f] como uy9g(a ® b) = ab, el
producto usual en k.

» Unidad, u3,9 : k = 1[0] = k como uq g = Idj.
» Coproducto, Ay g : 1[0] — 1[0] ® 1[0)], como Aq g g(a) =1k ®a=a® 1 Ya € k.
» Counidad, €19 : 1{0] = k — k, como &1 g = Idy.

Es fécil ver que (1, 1,u1) es un monoide y que (1,A1,e1) es un comoide en (Sp,e). Ob-
servamos ademdas que los mapas definidos coinciden con los mapas que le dan estructura de
algebra y codlgebra a k.

Ejemplo 3.2.9. A continuacién definiremos los mapas producto, unidad, coproducto y couni-
dad que dan estructura de monoide y comonoide de especies a la especie exponencial E.

» El producto para E es pyg s : E[S] ® E[T] — E[I] lo definimos como
pE,s,7(>s @>r) =>gur =7, y la unidad ug g : k — E[()] definida como ug ¢(1k) = >p.

» El coproducto para E es Ag s 1 : E[I] - E[S]®E[T] definido como Ag g7 (>1) = >s®@br
y la counidad como eg ¢ : E[f] — k definida como g y(>p) = 1.

Facilmente se prueba que (E, ug, ug) es un monoide de especies y que (E, Ag,¢g), es un
comonoide de especies.

Ejemplo 3.2.10. Daremos a la especie Ey estructura de monoide y comoide en (Sp, e).
Dados 1,5 y T conjuntos finitos, tales que I = SUT y f : I — B € Ey[I] que notaremos
como f!; definimos los siguientes mapas:

» Producto, pg,.sr @ Ev[S] ® Eyv[T] — Evy[I], con h € Ey[S] vy g € Ey[T] como
pey,sr(h®g) = f1, tal que f' [s=hy que f!|r=g.
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» Unidad, ug,, ¢ : k = Ev[0] como ug,, (1x) = f° donde f°: 0 — 1.

» Coproducto, Ag,, 1 : Ev[I] — @ Ev[S] ® Ev[T], definido como
I=SuT
Apy1(f)= Y flsofr.
I=SUT
» Counidad, eg,, g : Ev[0] — k, definida como eg,, ¢(f?) = 1i.

Es inmediato ver que (Ev, g, , UE, ) €s un monoide y que (Ev, Ag,,, €g,,) €s un comonoide
en (Sp,e).

Ejemplo 3.2.11. Definiremos los mapas para que L, la especie de 6rdenes lineales, sea un
monoide y comonide en especies. Para ello, sean I un conjunto finito y S LT = I una descom-
posicién de subconjuntos de I:

» Ja unidad en L en la componente () es ur, ¢(lx) = lo extendido por linealidad, donde

(lo)x = L[mv
» la counidad er, g : L[0] — k es er, ¢(lo) = 1k extendido por linealidad,

» sean [; € L[S] y ls € L[T], entonces la componente {S,T} del producto es
pr.s1 : L[S] @ L{T] — L[] y lo definimos como la concatenacion, es decir que
prsr(lh ®le) =1 ..

A modo de ejemplo, concatenar los siguientes elementos Iy = 1 | 4 y lo = 3 | 2 es
Liolo=1]413]2,

= sea [ € L[I], entonces a la componente {5, 7T} del coproducto es
Ap.srt : LI] = L[S] ® L[T] y lo definimos como Ar, g7(l) =1 |s ®! | donde ! |s es
restringir el orden establecido por [ a los elementos de S.

A modo de ejemplo, restringir =4 |1|3]2con S ={1,2} yT ={3,4}es: | |g=1]2
yl|T=4 | 3.

Fécilmente se puede verificar que estos mapas le dan estructura a (L, pr,, ur,) y (L, Ar, e1,)
de monoide y comonoide de especies respectivamente.

Observar que (L, pu1,, ug,) es un monoide en especies no conmutativo, dado que concatenar
no es una operaciéon conmutativa y (L, Ar,e1,) es un comonoide coconmutativo, porque el
siguiente diagrama conmuta:

L[S] ® L[T] L[T] ® L[S]
L[/]

Seal € L[I], entonces 6377“ o AL,S,T(Z) = ﬂS,T(l |5 Q1 ‘T) =1 ‘T 1 |S: AL7T15(Z).

A continuacién, a partir de un monoide (resp. comonoide) de una especie, daremos explici-
tamente la estructura de monoide (resp. comonoide) a la especie p @ p con e el producto de
Cauchy, segin lo visto en la Observacién 2.2.12. Antes veamos la siguiente observacién.
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Observacién 3.2.12. Sea I un conjunto finito y sean SUT y S’ UT" dos descomposiciones de
I, entonces existen tinicos subconjuntos A, B,C'y D de I tales que S = AUB,T =CUD, S =

AuCyT =BUD.
‘ s \ ‘ A B \
s T

La tnica posibilidad es que A=SNS"  B=SNT,C=TnNS yD=TnNT.

Observacién 3.2.13. Sea p una especie, (p, i, %) un monoide en especies y (p, A, &) un co-
monoide en especies, entonces a la especie p @ p le podemos dar una estructura de monoide y
de comonoide en especies con los mapas definidos en la Observacion 2.2.12.

Teniendo en cuenta la observacion anterior sobre las particiones de conjuntos, explicitare-
mos para el caso de especies estos mapas.

Para comenzar tomemos I conjunto finito y S UT = I; recordamos que el producto de
Cauchy p e p en un conjunto finito es

(pep)[l] = @ p[S] ® p[T], entonces
I=SuT

» el producto ppep €s el mapa definido por la siguiente composicién

Ideeld m
Hpep : PO*PepeD———>DpDeépepep ———>pep.

La componente I del producto para un conjunto finito I es un mapa

lipsp. 1: (Pop)e(pep)[l]= €D (Pep)SI® (pep)I]— (pep)l]
I=SUT
Por lo que la componente {S,T} es fipep,s,7: (PeP)[S] @ (pep)[T] — (pep)]

El siguiente diagrama muestra la composicion de mapas que definen al producto segun
las componentes de subconjuntos disjuntos de I,

( D p[A]®p[B]> ®< &) p[C]®p[D]>

AUB=S CuD=T

(Ppep)[S]® (pep)[T]

@D 1dp4)®Bp(5],pic1®1dp(D)

Hpep,s.T P pl4] @ p[C] @ p[B] @ p[D]
AUB=S
cubD=T
i@#A,C@MB,D
(pep)ll= &P plS1@p[I] = & plAuCi®pBUD],
ST =1 Aup=4

= la unidad es un mapa upep ¢ : k — (p ® P)p, dado por la siguiente composicion

o~ ugQu
Upep, - k ——>k ® k ——>p[i] @ p[0],
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= el coproducto es Apep,s,7: (PoP)[I] = (PeP)[S|® (pep)[T], que segin la Observacién
2.2.12 se define como la siguiente composicién

AeA IdpeBeldy
Apep :P®ep——————>pepepep———>pepepep.

Por lo que explicitamente al mapa anterior lo escribimos como

(pep)I] = P pl9@plT]
S'uT' =1
\LAA,C(@AB,D
Apep.sir ( P p[A}@p[C]> ®< . p[B]@p[D])
AUC=S’ BUD=T
D IdpA)@Bp(c),p(B1®1dp(D]

p[A] ® p[B] ® p[C] @ p[D],

S
T

P ep)Si@@ep)T] =

SurT=I

D

Ow
I

ALl
cu

» la counidad es el mapa epepg : (P ® P)[)] = k que estd definido como la siguiente
composicién

epRegp

Lz

Epep,0 : P[0] @ p[0] k®k

-

A

a

Con estas estructuras podemos ahora explicitar los mapas involucrados en los bimonoides
de especies.

3.3. Bimonoides y monoides de Hopf en (Sp,e).

En esta seccién trabajaremos sobre la categorfa monoidal trenzada (Sp, e, 3).
BIMONOIDE EN ESPECIES.
Recordemos que ya vimos la definicién de bimonoides en una categoria monoidal trenzada

(ver Definicién 2.2.11), ahora lo veremos explicitamente al caso de especies.

» Un bimonoide en (Sp, e, 3) es una especie h tal que (h, i, u) es un monoide, (h, A ¢) es
un comonoide y A, £ son morfismos de monoides. Escribiremos (h, u, u, A, €) al bimonoide
con estas estructuras.

= Sean p y q dos bimonoides en especies, entonces un morfismo de bimonoides de
especies es un mapa f : p — q que es morfismo de monoides y de comonoides en
especies.

Observacién 3.3.1. Si la quintupla (h, u,u, A, ¢) es un bimonoide, los siguientes diagramas
conmutan para todo conjunto I finito y descomposiciéon S UT = I:

= estos diagramas provienen de que A es un morfismo de monoides:

h[S]@h[T] —"——~n[l] oy k—=>h[0]
AS@AT\L lAI uhoh,@l A
(heh)[S] @ (heh)[T] --——> (heh)[I] (h e h)[0)
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= y los siguientes diagramas provienen de que € es un morfismo de monoides:

Ho,0 ugp

h[(] ® h[)] ———h[)] y —h[(] .

k
6@®E@l isq) Idkl %
k

k@k#)

Al igual que como se vio en la Proposicién 1.3.1, observamos que los diagramas conmutati-
vos anteriores son los mismos diagramas que se obtienen si le pedimos a p y a v sean morfismos
de comonoides.

Desarrollaremos el primer diagrama, dado que involucra la estructura de monoide de h e h.

Primero observemos que (heh)[S] = @D h[A]®h[B]y (heh)[T]= € h[C]®h[D]
AUB=S CcuD=T
siguiendo la notacién de la Observacién 3.2.12., la conmutatividad del primer diagrama, equi-

vale a la conmutatividad del siguiente diagrama:

AS/,T/

hiI] h[S'] ® h[T"]

Hs, T

h[S] @ h[T]
AA,B®AC,D\L TMA.C(XW«B,D

h[A] ® h[B] ® h[C] ® h[D]

Ida®BB,c®Idp h[A] ®h[0] ®h[B] ®h[D}-

Observacién 3.3.2. Si (h, y1,u, A, €) es un bimonoide en especies, ya vimos que (h[0], 11g ¢, up)
es una k-algebra y que (h[0], Ay g,ep) es una k-codlgebra, y dado que para un bimonoide pedi-
mos que A y € sean morfismos de comonoides (o equivalentemente que p y u sean morfismos de
comonoides) de la conmutatividad de esos diagramas en la componente @), concluimos entonces
que (h[0], pg g, ug, Ng g, €p) es una k-bidlgebra.

Ejemplo 3.3.3. Las especies 1, E, Ey y L con las estructuras de monoides y comonoides vistas
en los Ejemplos 3.2.8 hasta 3.2.11, son todas bimonoides. Es facil verificar que el producto y
unidad definidos en esos ejemplos son morfismos de comonoides.

A modo de ejemplo, veremos que se cumple la conmutatividad del ultimo diagrama de la
Observacén 3.3.1 en (L, p,u, A, ). Para ello tomemos a € L[S] y b € L[T] y siguiendo la
notacioén de los conjuntos de la Observacion 3.2.12; tenemos que

Ag propugr(a®b)=(a.b)|s @ (asb) |7 .

Observar que (a.b) |s/=a |s/ + b |g5=a |sns + b |[rns=a |a « b|c y de forma analoga
tenemos que (a+b) [pr=a |« b|r=a|snr « b|lrn=a | b]|p, porlo que

Ag rrousr(a®b)=ala.blc®alp.blp.

Por otro lado tenemos que (pa,c ® pp,p) o (Ida ® fp,c ® Idp) o (Aa,p ® Ac,p)(a®b) =
= (pa,c®up,p)o(Ida®Bp,c@Idp)((a|a ®a|p)®(b|c @b|p)) =alablc®@alp.b|p,

por lo que resulta que el diagrama es conmutativo.

Ahora pasaremos a estudiar los monoides de Hopf en especies.
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PRODUCTO DE CONVOLUCION en Sp.

En el capitulo de Categorias, dimos la definicién en general del producto de convolucién en
una categorfa monoidal. Para el caso de especies consideremos (p, pt, u, A, ) un bimonoide en
especies, entonces el producto de convolucién * es un mapa
x : Hom(p, p) x Hom(p,p) = Hom(p,p) = End(p) tal que si f y g € End(p) para I conjunto
finito, la componente I de f % g es el mapa (f % g); : p[I] = p[I], definido como

(f*.‘])l—ﬂl°< o, fs®gT> oAr,

SuT=I

mas explicitamente

Ay Dsur—; fs®gr I
p[l] — & »ls|@plT) == P p[] @ p[T| ——=plI].
T~ SuT=I SuT=I -7
T T -

De forma andloga que en algebras, por la asociatividad de p y la coasociatividad de A, se
puede probar que * es asociativo, y que ue es el neutro de este producto por los axiomas de
unidad y counidad.

En consecuencia, para f € Hom(p,p) podemos definir f*™ como

fO=ue y 0D = fufmvyn>1.

Observamos que el producto de convolucion se puede hacer de forma més general si consi-
deramos (p, A, £) comonoide y (q, 1, u) monoide de especies con las funciones f, g € Hom(p, q).

MONOIDE DE HOPF EN ESPECIES.

En la Definicién 2.2.16 definimos monoides de Hopf en una categoria monoidal, ahora tras-
ladaremos ese concepto para la categoria Sp. Sean (h, u,u, A €) un bimonoide en especies y
* el producto de convolucién en End(h), si el mapa Id;, admite inverso S con el producto x,
diremos que (h, g, u, A, e,S) es un monoide de Hopf en especies y que S es la antipoda
del monoide.

Al igual que en élgebras de Hopf, si existe la antipoda es tnica.
Lema 3.3.4. La antipoda de un bimonoide h es S, si y sélo si,

» (S Idn)g = pp,p o (Sp ® Idnjg) © Dpp = upep Yy
(Idn * S)p = pp,0 © (Idngg) @ Sp) © Dgp = ugep.

= Para todo conjunto I # 0 se cumple que
(S * Idh)[ = @ usT o (SS ® Idh[T]) o A&T =0 Y que,
I1=5UT
(Idnx S); = @ 1S, T © (Idh[S] ® St) o Agr =0.
I1=5uT

Demostracion.
S es antipoda si y sélo si S * Idy = ue = Idy * .S, y esto ocurre si y sélo si para todo conjunto
I finito tenemos que

7
Yot ot g ,1o que prueba el lema.

(S*Idy);=(Idn*S) = (UE)[:{

0 en otro caso
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Mas explicitamente lo anterior en un conjunto I no vacio es

(S« 1d); : plI] —2> €D plS] @ plT] —== T N pi8] @ plT] —“ - pl1] ¥,
SuT=I SuT=I

(1d+ S); : pll] —2~ €D plS] @ plT] —22= 10T N pis) @ p[T] —L p[1].
SuT=I Sur=I

O

Observacién 3.3.5. Si (h, u, u, A, €,.5) es un monoide de Hopf en especies, ya hemos observado
que (h[0], p1g g, up, Ap g, €p) es una k-bidlgebra. Las ecuaciones de la primera parte del lema ante-
rior muestran que Sy es la antipoda de la bidlgebra h[()] y por lo tanto (h[0], rg g, ug, N g, ¢, Sp)
es una k-algebra de Hopf.

De ahora en adelante si no hay lugar a confusién, por simplicidad, omitiremos en los mapas
los subindices que indican la especie.

Ejemplo 3.3.6. Si encontramos un mapa que satisface las ecuaciones del Lema 3.3.4., por
unicidad encontramos la antipoda para esa especie. En este ejemplo daremos un mapa en
Hom(E, E) y probaremos que es su antipoda. Los mapas que le dan estructura de bimonoide
a E son los dados en el Ejemplo 3.2.9.

Se define el siguiente mapa en End(E) para I conjunto finito: S;(>r) = (—=1)!>;, extendido
por linealidad.

Evaluaremos (S * Idg); en el elemento >; que es base de E[I]. Para un conjunto finito I,
escribiremos Idg(y) y Sg| simplemente como Id; y St respectivamente.

(S*Id);(er)= > psro(Ss®Idr)oAsr(er)= Y psro(Ss@Idr)(es @br) =

SUT=I SuT=I
= Z HSs,T ((—1)|S| >s ® DT) = Z (—)ly = < Z (—1)S> >y
SUT=I SuT=I SuT=I
Observar que si k = 0,...,| I |, entonces la cantidad de subconjuntos S C I de tamario k
I
es (| i |>, por lo tanto tenemos que
. S (11 L+ (=) VI £0
* >r) = — >y = ,
e O G ) PR S

0 VI#

g sil=0 = (we ).

(S * Id)[(b[) = {

Se procede de forma andloga con (Id*.S);(>r) = (uoe)r(>r) v se concluye que S es antipoda
de E por lo que E es un monoide de Hopf.

A continuacién probaremos, de forma analoga a lo hecho en bidlgebras graduadas, que los
bimonoides conexos en especie tienen antipoda, por lo tanto son monoides de Hopf.
Antes veamos el siguiente resultado.

Lema 3.3.7. Sea (h, u,u, A, &) un bimonoide en especies, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. dim(h[0]) = 1
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2. Up 0 gp = Id]k
3. ug y &y son isomorfismos de bidlgebras inversos entre k y h[{].

Demostracion. Como h es un bimonoide, £ es un morfismo de monoides, por lo que tenemos
que gg o ug = Idy, es decir que el siguiente diagrama conmuta

up

k ——=h[(] ,

7

k

por lo tanto ¢, ug # 0, entonces las equivalencias entre las afirmaciones son obvias. O

Definicién 3.3.8. Un bimonoide en especies es conexo si se verifica cualquiera de las
afirmaciones del Lema anterior.

Observacion 3.3.9. En el caso de dlgebras de Hopf, en la demostracién de que la antipoda es
un antimorfismo de dlgebras y codlgebras (Proposicién 1.4.5), no se utilizé nada especifico de
la categoria Vect. Unicamente se utilizé la definicién de bimonoide, propiedades de la trenza
B y la condicién de antipoda, es decir que S * I'd = Id * S = ue.

Por lo tanto, esa demostraciéon se puede hacer en general y concluir que:

Proposicién 3.3.10. Si (p, u,u,A,e,S) es un monoide de Hopf en (C,e,L,a, A, p,3) una
categoria monoidal trenzada, entonces:

» Sop=pofo(Ses)
n (SeS)oA=FoA0oS.

Es decir, S es un antimorfismo de monoides y comonoides.
FORMULA DE TAKEUCHI PARA ESPECIES.

Proposicion 3.3.11. Sea h un bimonoide conexo de especies. Entonces h es un monoide de
Hopf, con antipoda dada por Sy = Idy y, para un conjunto finito I # 0, la I-componente de la
antipoda tiene la siguiente formula:

Sr = Z (=g, . 1 0 Aqy. 1, -

TyU--UT=1
Ty #0,k>1

La suma es sobre todas las descomposiciones ordenadas de I en subconjuntos no vacios.
Por definicion, ambos mapas A y pr (es el caso k = 1) son la identidad en h[I].

Demostracion. De forma andloga a la demostraciéon de la férmula de Takeuchi para bidlgebras
graduadas y conexas, tomando f = Id—ue, al ser upeyp = Idy|p), se concluye que f es localmente
nilpotente, ya que |I| = n entonces (f**); = 0 Vk > n. Esto es porque

(fMr= Y. prno.mo(fn®...®fr)oAn
Ty U...UTe=1I
y si k > n = |I| entonces T; = () para algiin j entonces fr, = fy = Idnp — upsy = 0.

Por lo tanto, para cada I, la suma S; = Z(—l)k(f*k)] es finita, por lo que el morfismo
k>0
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S = Z(fl)kf*’C estd bien definido. Veamos que es antipoda,
k>0

Swld=| Y (~DNf™* | x (ftue) =Y (DY 1Y (DR = 10 = e,

k>0 k>0 k>0

y de forma andloga tenemos que Id*.S = ue y por lo tanto S es la antipoda de h. Desarro-
llando S obtenemos que

S =ue+ Z(fl)kf*k, que en cada componente [ es
k>1

Sr=@e) i+ Y, (Durn.mo(fln®...®f|n)oAn, 5

TU---UTp=1
k>1

Observar que si T; = () entonces f |p,—g= (Id — ue)g = Idy) — Idng = 0y si Tj # 0
entonces f |1, = (Id — ue)r; = Idy(r;) — (ue)r; = Idy7,), dado que e7; = 0.

Idyir, iT:
Resumiendo f |7,= { h([Ty] siT; # 0,

entonces,
0 en otro caso

Sr=@e)r+ Y. (Ufur. 1 0(Idnr ... @Id|nm)) 0 Ay 1, =

Ty UTe=1
Ty #0,k>1
k
= (ue)r + E (=1)%ur,,. .1 0 Ary,.. 1
T UT=1
Ty #0,k>1

y por lo tanto si I = ) tenemos que Sy = (ue)g = Idyyy) = Idy y si I # 0 como (ue); =0
tenemos que

S = Z (_1)kMT17~-7Tk' © ATI,-H’TIC'

TyU--UT=1
Tj#0 k>1

O

Ejemplo 3.3.12. Ya hemos observado que (L, u,u, A, &) es un bimonoide en especie con los
mapas dados en el Ejemplo 3.2.11. Observamos ademds que es conexo, ya que L[0)] = (lp)x =k,
sabemos entonces que tiene antipoda por Takeuchi, y por lo tanto es un monoide de Hopf.

En este ejemplo buscaremos la expresion de la antipoda para L de dos formas, una de ellas
usando que la antipoda es un antimorfismo de monoides y por otro lado usando la férmula de
Takeuchi.

Si I =0, L[l] =k entonces Sy = Idy,g.

Si |I| =1; I = {a}, entonces el tnico orden lineal es [ = a, por lo que

Ar@)= @D s @llr=1lgay &Ll Iy @l = @1+l @ 1 € (Lo L)({a}).
SuT={a}

Evaluaremos el siguiente mapa po (S ® Id) en lg = 1, y S(lp) = lo, entonces

po (S@Id)(Ar(a)) =po(S®IAI®1l+1o@1) = u(SI) @l +1lo 1) = S(1) +1,

como deg(l) = 1 entonces €(I) = 0, por lo que 0 = ue(l) = (S * Id);(I) = S(I) + | entonces
S(l) = —L.
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Ahorasi [I| =nyl=10|... |l = puy,.. 0.0 @...®l,), como hemos visto que la
antipoda S es un antimorfismo de monoides entonces
Al elemento 1, | ... | l; se dice que tiene el orden inverso de l =1y | ... |, y se escribe

como [. Con esta notacién la antipoda es S(I) = (—1)"l.

Por otro lado, usando Takeuchi, tenemos que

St = > (Drps,.soBs 5= D> (=1)ls alsye.... ls, =

;A0
= Z ay l/7

l'orden en I
donde ap =3 (=1)7 [{S1U...US; = I,con S; # 0 tal que Is, | ... |ls; =1'}|, donde por
simplicidad escrbiremos ! |[s=1s VS C I .

Las dos férmulas para S7(l) nos lleva al siguiente resultado combinatorio:

, 1" sill =1

D S (R

J SiU...uS;=I tal que S1 #
lsllmllsv:l', Si#0

A modo de ejemplo, consideremos I = {a,b,c,d},l=a|b|c|dyl'=b]|a]c|d, entonces
/.

veamos que conjuntos Si, S, ... no vacios son tales que lg, | lg, | ... =1"
S1={b} S2={a,cd} j=2
S1={b} S2={a} Sz = {c, d} j=
S1={b} 53 ={a} Sz ={c}  Sa={d} j=4
Sl = {b} SQ = {a,c} Sg = {d} j = 3.

Por lo que ap = (—1)2 -1+ (=1)3-2+ (-1)*-1=1-2+1 =0, dado que en este caso I’ # [.

Para este ejemplo, la tinica forma que un orden I’ = [ es que S; = {d}, S» = {c}, S3 = {b}
y Sy = {a}, por lo tanto j =4 y a; = (-1)*-1 = (—1)*.

3.4. Especies duales

Continuando con la analogia entre especies y espacios vectoriales graduados, definiremos la
especie dual de una especie. Esta construccion en Sp es la andloga al dual graduado en gVect.

Definicién 3.4.1. Sea p una especie, definimos a su especie dual p* de la siguiente forma:

= para cada conjunto finito I, p*[I] := p[I]* donde este iltimo es el espacio vectorial dual
de pll], y

» para cada biyeccion o 1 I — J entre conjuntos finitos definimos p*[o] : p*[I] — p*[J]
como p*[o] = plo~t]* .

Observar que como o : I — J, 0~ !: J — I entonces plo—] : p[J] — p[I] y por lo tanto su

transformacién dual es plo~!]* : p[I]* — p[J]*. Es por ello que al mapa p*[o] se ha definido
de esa forma.

Proposicion 3.4.2. Si p es una especie entonces, p* su especie dual es una especie, es decir,
es un functor covariante p* : Set* — Vect.
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Demostracion. Para probar que es un functor tenemos que probar que

= lleva al mapa identidad de Set™ al mapa identidad de Vect. Para ello sea Id; € Arrgesx
la identidad, es decir Id; : I — I entonces

p*[Id;] = p[ld;']* = p[ld;]* = (Idp)* = Idp-(1).

m quesio: I = Jy7: K — Json biyecciones de conjuntos finitos entonces p*[o o 7] =
p*[o] o p*[7], lo que probaria que es un functor covariante, veamos la prueba,

p'loor]=pllcor) " =p[r oo "

=p*lo] o p*[7]

= (p[r~'oplo!]))* =plo " op[r!]* =
0

De forma aniloga a la definicién de dual graduado de un morfismo en gVect, definiremos el
dual de un morfismo de especies.

Definicién 3.4.3. Dado f : p — q un morfismo de especies, definimos el morfimo dual de f,
como el mapa f* : @* — p* que en un conjunto finito I es ff = f*[I] = (f[I])* : a*[I] — p*[]].

Lema 3.4.4. Si f : p — q es un morfismo de especies entonces f* también lo es.

Demostracion. Si o : I — J es una biyeccién entre conjuntos finitos, debemos probar que el
siguiente diagrama conmuta,

Es decir que tenemos que probar que f o q*[o] = p*[o] o f}.

Como f es un morfismo de especies y considerando la biyeccién =1 : J — I tenemos que
el siguiente diagrama conmuta:

p[J] BELNS qlJ] , y obviamente implica que:
p[alli lq[oll alo™'o f5 = froplo~'].
pl] ——qll]

fr
Trabajemos entonces con la siguiente expresion,
fiedlol = (f1)*ealo™]* = (alo~ "o f5)* = (froplo~])* = (plo™'])* o (f1)* = p*[o] o f7,

lo que prueba que f* es un morfismo de especies. O

Observacion 3.4.5.

1. Observar que (—)* : Sp — Sp es un functor contravariante. A este functor le llamaremos
functor dualidad.

2. Sip es una especie finita, entonces (p*)* = p, dado que sus componentes son de dimensién
finita y entonces cada componente es isomorfa a su espacio bidual, ademas de que tomar
inversos es una involucién.
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3. De forma andloga a lo realizado en gVect (ver Observacién 1.6.9), trabajaremos ahora
en el dual de p e q, entonces tenemos para un conjunto finito I que:

(peq)*[I] = (peq); = < b p[5]®q[T]> =~ [] @Sl@dI)) = P (p[S]®qlT))".

SuT=I1 suT=I sSuT=I

Y si f y g son morfismos de especies tenemos que (f ® g)§ = @ (fs®gr)*.
SuT=I

4. De forma anéloga a lo visto en espacios vectoriales graduados tenemos que:

= para dos especies p,q € Sp el mapa yp q : P ®q* — (p ® q)* definido en la com-

ponente I como (Vp.q)1 = @ Yp[S],q[T]> Tesulta un morfismo de especies, por la
SuUT=[n]
naturalidad de -y en espacios vectoriales.

Ademas v es una transformacién natural entre los functores
(=) o (=) y (—e—)":5p x Sp°” — Sp y si las especies son finitas, yp q €s un

isomorfismo, por lo tanto
ES

p'eq’ = (peq)".
= para las especies 1 y 1* definimos al mapa #; : 1 — 1" en la componente no nula
como 619 =0 :k — k*.

Proposicién 3.4.6. Sea p una espacie finita, entonces:

1) Si(p,p,u) es un monoide de especies, entonlces la terna (p*, Ap+,ep+) €s un comonoide de
especies donde Ap- 1= ’y;j) ou* yeps =07 our.

2) Si (p,A,e) es un comonoide de especies, entonces la terna (p*, pip+, Up~) €s un monoide de
especies donde px := A 0yp p Y Up- 1= €* 0 07.

3) St ademds (p, p,u, A, ) es un bimonoide de especies, entonces (P*, tp+, Up=, Ap+,Ep+) €8
también un bimonoide de especies.

4) Si (p,p,u, A, e, S) es un monoide de Hopf de especies entonces también lo es

(P*, tp*, Up=, Ap+, €p+, Sp+), donde Sp+ := S*
Demostracion. La demostracion es analoga a lo realizado en la Proposicion 1.6.10, ya que se
utilizé que (—)* es un functor contravariante y que en dimensién finita preserva el producto de
Cauchy. O

Definicién 3.4.7. Un monoide de Hopfh € (Sp, ) es autodual si h* = h como monoides de
Hopf.

Ejemplo 3.4.8. Ya hemos observado que (L, p, u, A, €) es un bimonoide en Sp con los mapas
dados en el Ejemplo 3.2.11. Observamos ademés que es conexo, ya que L[0] = (lo)x =k, y por
lo tanto (por Takeuchi) sabemos que tiene antipoda, y es un monoide de Hopf.

Ahora dualizaremos los mapas definidos antes, con el fin de obtener en L* la estructura de
monoide de Hopf.

Sean I € Set* y los conjuntos S,T tales que I = SUT y I € L[I] entonces I* € L*[I]
es el funcional I* : L[I] — k que verifica [*(I') = §;/, de forma andloga tomamos /; € L[S],
lo € LTY, If € L*[S], I5 € L*[T] que verifican I(I') = 6;, v v I5(I') = 0;, 1 respectivamente.
A continuacién veremos los mapas que dan la estructura de monoide de Hopf a L* para este
caso.



CAPITULO 3. ESPECIES

s El producto en L* es el mapa pup = A* o~ : L* ¢ L* — L* por lo que
pr+ s« L*[S] @ L*[T] — L*[I] entonces

pre s (5 @13)(1) = A% oy um (U @ 13)(1) = v e (i @ 13) (Asr(l) =
= 5], (T @ B) (1 s @ |1) = 61, 11501, 1]

es decir que la expresién anterior es distinta de cero, sélo en los casos en que Iy =1 |s y
lo =1 |7, y en esos casos es igual a 1.
Definimos a los barajamientos de érdenes de I3 € L[S] y I € L[T] como el siguiente
conjunto
Sh(ll,lg) = {l < L[I] tal que l ‘S: 1 y l |T: lg}

Por lo que el producto en las componentes {S,T} de L*, evaluado en [ € L es:
pre s @l3) = Y I
lesh(ly,la)
= El coproducto en L*, es el mapa, Ap- = *yfl ou*: L* — L* e L* donde
(u7)s,r : L*[I] = (L[S] @ L[T])*, entonces

(AL, s (") (11 ®1) = ’Vrj[ls],L[T]O(N?)S,T(l*)(li@@lé) = 7{[1S],L[T] (1) (prsr(lh ® 1)) =
— s ()0 1)
fYL[S]yL[T] 120
cuya expresién es distinta de cero, sélo si I = 1§ . 15, como If € L[S] y 5 € L[T] es
equivalente a decir que I |s= {1, | |[7= 15 y que todo elemento de S es menor a todo
elementos de T en el orden dado por I, que escribiremos S <; T.

Si S cumple esa propiedad diremos que S es segmento inicial de [. Por lo que
definiremos el siguiente mapa:

5 1 si S es segmento inicial de I.
ST =
< 0 en otro caso

Deducimos que Ag+ g7 (I*) =1* |s ®* |7 ds<,r, ¥ en su componente I es,

Ape, 1) = Y (Us)" ® 1 |r) ds<1.

SuT=I1

Por e emplo si consideramos [ = 1|34 | 2, los conjuntos iniciales de ! son:
S = = {1}, S ={1,3}, S ={1,3,4} y S = {1,3,4,2}, por lo que el coproducto en

Ap-m((1[31412)7) =0 @ (1| 3|4|2)*

+ (1" (3|4| 2+ (1[3) @“[2) +
+ (@314 @) +((1]

31412 ®()
» Como ug(1) =1lp y €p(lo) = 1 entonces ug- g(1) = I§ y er- g(I§)
Observar ademaés que

» L* es conmutativo, dado a que sh(ly,ls) = sh(ls,l1).

= L* no es coconmutativo, porque la condicién de ser segmento inicial de un orden no
es conmutativo. Si I* € L*[I] entonces

Bs,r oA s7(1") = Bsr((l )" @ (I |7)" 0s<,7) = (L|7)" @ (I |s)*ds<,T,
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por otro lado tenemos que, Ay« 7s(I*) = (I |r)* ® (I |s)*0r<,s-

Esas expresiones no pueden ser iguales, observar que si I = SUT, con S # () y si todo
elemento de S es menor que todo elemento de T, segiin el orden de [, no se puede cumplir
simultaneamente que T <; S. Por lo que concluimos que L* no es coconmutativo.

En el Ejemplo 3.2.11 vimos que L era coconmutativa y no conmutativa; el resultado anterior
nos permite afirmar que L* 2 L, es decir L no es autodual.

Ejemplo 3.4.9. Veremos que la especie E es autodual.
Para ello consideremos los mapas brindados en el Ejemplo 3.2.9 para E. A continuacion

explicitaremos los mapas que dan estructura a E*, considerando a > € E*[I] que cumple que
>¥(>r) =1 con by € E[J]. Comencemos por el coproducto, y con SUT =T

Ag- 5,7(7) (s ®1) = 1gls wir) © M 5,77 s © 1) = Vg6 iy (OF) (ke s.7(>s @>1)) =

= ais) i) (°7) (>sur),
deducimos que Ag- g7(>7) =5 @ >
Ahora explicitaremos el producto, con SUT =T

pEs 5,75 @>7)(br) = (Ag)s,T © VE[S)E[T) (s @ 7)(P1) = YE[s), BT (P8 @ 1) AR 5.7(>1) =

= Te(s),p(r) (5 @ P7)(bs @ b7) = 1,
por lo que pg- g 7(>5 @ %) =}
Es inmediato ver que eg- ¢(>5) = 1y que ug- g(1x) = ;.

Finalmente si identificamos >} con >y, concluimos que E* = E.
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Capitulo 4

Functores de Fock

De monoides de Hopf en especies a algebras de Hopf gra-
duadas.

En este capitulo definiremos los functores de Fock, que son functores de la categoria de
especies en la categoria de espacios vectoriales graduados. Estos functores son monoidales es
decir, que vienen con una estructura adicional (monoidal laxa, colaxa o bilaxa) que nos permi-
tird construir monoides (resp. comonoides o bimonoides) en la categoria de espacios vectoriales
graduados como imagen de monoides (resp. comonoides o bimonoides) en la categoria de espe-
cies. Comenzaremos por lo tanto definiendo functores monoidales laxos, colaxos y bilaxos entre
dos categorias monoidales cualesquiera y estudiando algunas propiedades de los mismos.

4.1. Functores monoidales laxos, colaxos y bilaxos

Sean (C,ec,Ic) vy (D,ep,Ip) dos categorias monoidales y sea F : C — D un functor; con-
sideremos F(—) ep F(—) y F(— e¢ —) a los functores de C x C — D, tales que si A, B € Objc,
F(—)ep F(—)(A,B) := F(A) ep F(B) y F(—e¢c —)(A, B) := F(A e¢ B), y definiéndolos en

forma andloga a nivel de morfismos .

Definicién 4.1.1. Un functor monoidal laxo es una terna (F,p,po) tal que F : C — D
es un functor, wo : I — F(I¢) es un morfismo en D y ¢ : F(—) op F(—) — F(—ec —) es
una transformacion natural, es decir pap : F(A) op F(B) — F(A e¢c B), que cumplen las
siguientes condiciones:

(1) La transformacion ¢ hace conmutar el siguiente diagramas:

Idepyp,.c

F(A)ep F(B)ep F(C) F(A) ep F(Bec C) (diagrama de asociatividad de ).

pa,pepld \L%’A‘Bocc

f(AOcB).'D]:(C) f(AoCBoCC’)

PAecB,C

(2) La transformacidn ¢ es unital a izquierda y derecha, es decir que los siguientes diagra-
mas conmutan:

A
Ip ep F(A) i F(A) ) F(A) ep Ip 7 F(A) , (diagramas unitales de ).

@O'Dldi lf(AA) M.D%\L \L}—(I)A)

F(le) op F(A) 5= Fllcec A) F(A) ep F(le) 5= F(Aec Ip)

67
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De ahora en adelante escribiremos simplemente e al functor en cada categoria monoidal y
el neutro en cada categoria monoidal como 1.

Observacién 4.1.2.
Los diagramas de la definicién anterior son anédlogos a los axiomas de asociatividad y unidad
de monoides.

Ejemplo 4.1.3. Recordar que en el Ejemplo 2.1.8 vimos que vy : V¥ @ W* — (V @ W)*,
define una transformacién natural v : (=)* @ (=)* — (— ® —)*.

Ademas la Observacién 1.6.3 nos dice que v cumple el diagrama de asociatividad en la
definicién anterior. Si definimos 7y como el isomorfimo 6 : k = k*, por la Observacion 1.6.5
tenemos que v y 79 cumplen con la conmutatividad de los diagramas unitales de la definicién
anterior,

Por tanto tenemos que ((—)*,v,70) es un functor monoidal laxo de Vect®? en Vect .

De forma analoga obtenemos ejemplos en la categoria de espacios vectoriales graduados y de
especies. Es decir que (—)*9" : gVect? — gVect y (—)* : Sp® — Sp son functores monoidales
laxos con las correspondientes estructuras v y vo.

Definicién 4.1.4. Un functor monoidal colaxo es una terna (F, v, 1) tal que F : C — D
es un functor, o : F(I) — I un morfismo en D y ¢ : F(— oc —) — F(—) op F(—) es una
transformacion natural, es decir Ya p : F(Ae B) — F(A) e F(B), que cumplen los axiomas
duales de la definicion anterior. Es decir que los siguientes diagramas conmutan

F(A) o F(B) o F(C) <22 _ F(A)e F(BeC) (diagrama de coasociatividad de 1),
wA,BOIdT TZ[)ATB-C
F(AeB)e F(C) e F(AeBe()
IeF(A) L F(A) , F(A)el P F(A) (diagramas counitales de ).
z/;ooIdT l}'()\A) Id-on \L}_(pA)
]—'(I)o]—'(A)m (IeA) ]—'(A)o]-'(I)W}'(AoI)

Observacion 4.1.5. Los diagramas de la definicién anterior son andlogos a los axiomas de
coasociatividad y counidad de comonoides.

Por otro lado, observemos que si (F, ¢, ¢p) es monoidal laxo con ¢ y g invertibles, entonces
(F,p L, goal) es monoidal colaxo. Reciprocamente, si (F,1,1g) es monoidal colaxo con 9 y
1o invertibles, entonces (F, 1, ¢y 1) es monoidal laxo.

En este sentido si restringimos v del Ejemplo 4.1.3 a la categoria de espacios vectoriales de
dimension finita Vect yip, resulta que 7y es invertible, por lo tanto por lo observado anteriormente
tenemos que ((—)*,7~%,75 ") en Vecty;, es monoidal colaxo. De forma aniloga obtenemos
ejemplos en la categoria de espacios vectoriales graduados con componentes finitas y de especies
finitas. Es decir que (=)*9" : gVect$, — gVectyim y (=) = Sp};, — Spgiy, son functores
monoidales colaxos con las correspondientes estructuras v~ y g 1

Definicién 4.1.6. Sean (C,e, ) y (D,e,3) dos categorias monoidales trenzadas, un functor
monoidal bilaxo es una quintupla (F, @, o, ¥, 1¥0) tal que F : C — D es un functor que
cumple con las siguientes propiedades:

1. la terna (F, ¢, 0) es un functor monoidal lazo,
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2. la terna (F,¥,10) es un functor monoidal colazo,

3. el siguiente diagrama hexagonal conmuta

F(AeB)e
)

F(CeD)
F(A)e F(B)

F(AeBeCeD e F(C) e F(D)
F(IdoBoId)l lld-ﬂold

F(AeCeBeD) e 7(B) e F(D)

F(A) e F(C)
F(BeD)

AeC,BeD
F(AeC)e
4. y ademds los siguientes diagramas con unidades conmutan

%o F(Ar)
- s

I——— F(I) F(lel) , I F(I) FIel) y
/\Il \Lwl‘l AllT TWI’I
Tel RN f([) Of(f) IEYi v .7:([) .]_—(I)

I I.
k\ %
F(I)

Observar que los diagramas son andlogos a los axiomas de compatibilidad para bimonoides.

Ejemplo 4.1.7. Por la Observacién 1.6.6 se deduce que en Vect i, ((—)*,7, fyo,’y*l,*yo_l) es
un functor monoidal bilaxo y andlogamente para las versiones en espacios vectoriales graduados
y especies (ambos con componentes finitas).

Ahora veremos unas construcciones con el fin de establecer un paralelismo entre monoides
(resp. comonoides / bimonoides) y functores monoidales laxos (resp. colaxos / bilaxos).

Ejemplo 4.1.8.

= Sea I la categorfa con un tinico objeto % y una dnica flecha (Idy ). Observar que definiendo
o (3%, %) = xey% = x y mapas aq, pr, A1 y 01 como Idg resulta que (I, e, 5%, oy, Ap, pr1, 51)
es una categoria monoidal trenzada.

= Sea (D, e, I) otra categorfa monoidal y (F, ¢, po) un functor monoidal laxo con F : I — D
y sea X = F(x) € D. Observar que F(x)o F(x%) =X e X y F(xex)=F(x)=Xy
por lo tanto wx % : X ¢ X = X y ¢o: [ — X.

Por lo tanto, los diagramas de asociatividad y unitales de la definicién de functor
monoidal laxo, en este caso quedan:

Tdxepsx x

XoeXeX —>XeX diagrama de asociatividad de px x,

@%,%'Idxi i%’**

XeX X
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TeX < X , Xel < x , diagramas unitales de ¢.
Lpocldxi Idx Idxcapoi Idx

Estos diagramas son los que deben conmutar para que (X, ¢x %, @o) sea un monoide
en D.

Por lo tanto (F, ¢, ¢o) es un functor monoidal laxo si y sélo si (X, ¢x %, o) €s un
monoide en D.

Reciprocamente, dado un monoide (X, u, u) en D, si definimos el functor Fx : 1 — D
como Fx (%) =X, ¢x % = uy po = u resulta que el functor (Fx, ¢x %, po) es monoidal
laxo.

Procediendo de forma andloga para comonoides, tenemos que dado (C, A, &) un como-
noide en la categoria (D, e, 1), el functor (Fe, A, e) es monoidal colaxo. A su vez, dado
(F,%,10) un functor monoidal colaxo de I en D, tenemos que (F(%),¥x x,%0) €s un
comonoide en D.

Procediendo ademas de forma andloga para bimonoides, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Proposicién 4.1.9. Dada una categoria monoidal (D, e), existe una equivalencia entre
1. los monoides de la categoria (D, e) y los functores monoidales lazos de (I,8) a (D,e),
2. los comonoides de la categoria (D, e) y los functores monoidales colazos de (I,e) a (D, e),

3. si ademds la categoria (D, e) es bilaxa y trenzada, existe una equivalencia entre los bimo-
noides de la categoria y los functores monoidales bilaxos de (I, o) a (D,e).

Lema 4.1.10. La composicién de functores monoidales lazos (resp. colazos / bilazos) es tam-
bién un functor monoidal lazo (resp. colazo / bilazxo).

Demostracion. Sélo describiremos la estructura laxa y colaxa de la composicién. Para demos-
trar que efectivamente estas estructuras verifican las condiciones de laxo y colaxo se utiliza la
conmutatividad de los diagramas para cada functor y propiedades functoriales. No escribiremos
esta demostracién, los detalles se encuentran en Teorema 3.21 de [AM10].

Sean (F, o7, ¢f) v (G,¢9,¢f) dos functores monoidales laxos F : (C,8) — (D,e) y G :
(D, o) — (£, ). Entonces su composicién es también un functor monoidal laxo con la siguiente
estructura

(GoF., G ) oy, G(wf) 0wl ).

Es decir, por ejemplo, que @i’?g estd dada por el siguiente diagrama:

g
PFA,FB

(GoF)(A)eg (GoF)(B)= G(FA)es G(FB) —————= G(FAep FB)
=~ lg(@i,s)
GF(Aec B)

En el caso que (F,v” )y (G ,wg,¢g ) sean dos functores monoidales colaxos, entonces
su composicién es también un functor monoidal colaxo con la siguiente estructura

(GoF, v90G(W7), ¥§ oG ).
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Si ademas (F, v, v, 07, 08) v (G, Qﬁg,wg, @Y, cpg) son functores monoidales bilaxos en-
tonces también lo es su composicién con la siguiente estructura

(GoF, G ) oy, G(eg)opd, vIoGWT), ¥§ o G(Wl)).
O

A continuacién veremos el resultado principal de esta seccién, que nos dice que un functor
monoidal laxo (colaxo / bilaxo) lleva monoides (comonoides / bimonoides) en monoides (como-
noides / bimonoides, respectivamente). Con algunas hipétesis extra, se puede también probar
que los functores bilaxos preservan monoides de Hopf. Este resultado no lo veremos en este
trabajo ya que unicamente utilizaremos estos functores para el caso de bimonoides conexos en
especies (y la condicién de preservar monoides de Hopf en este caso es directa). Por més detalle
en el resultado para monoides de Hopf, ver Seccién 3.4.3 de [AM10].

Proposicion 4.1.11.

u Sea F:(C,e) = (D,e) un functor monoidal lazo con estructura (F, @, po) y sea (B, u, u)
un monoide en (C,e), entonces ( F(B), F(u)op, F(u)o o), es un monoide en (D, e).

» Si F: (C,e) — (D,e) es un functor monoidal colaxo con estructura (F,,1g) y sea
(B,A¢g) € (C, o) un comonoide, entonces ( F(B), woF(A), goF(g) ), es un comonoide

) — (D, e) un functor monoidal bilazo con estructura (F,p, o, ¥, %) Yy
(B, u,u, Aye) € (C, o) es un bimonoide, entonces

( F(B), F(p)owp, F(u)owy, hoF(A), goF(g)), es un bimonoide en (D, e).

Demostracion.

La demostracién en los tres casos se basa en la correspondencia entre monoides, comonoides
y bimonoides en una categoria y functores monoidales laxos, colaxos y bilaxos vista en la
Proposicion 4.1.9 y en el resultado para composiciones visto en el lema anterior.

A modo de ejemplo, veamos el caso de bimonoides. Si (B, u,u, A, ) € (C, ) es un bimonoi-
de, entonces (por la Proposicién 4.1.9) el functor Fp : I — C es monoidal bilaxo con estructura
(FB, i, u, A e). Por el Lema 4.1.10 tenemos entoces que F o Fg : I — D es también monoidal
bilaxo con estructura

(F o Fp, F(u) oo, F(u) oo, 9 0 F(A), 9o 0 F(e)).

Observar que (F o Fp)(%) = F(B); utilizando nuevamente la correspondencia de la Pro-
posicién 4.1.9 tenemos entonces que

(F(B), F(p) o ¢, F(u) o po, 1 o F(A), v 0 F(e))

es un bimonoide.
O

Observacién 4.1.12. Aplicaremos la primer parte de la proposicién anterior para el functor
monoidal laxo ((—)*,7,70) : Vect®? — Vect, observar que un monoide en Vect®? es un co-
monoide en Vect, es decir es una codlgebra. Por lo tanto, obtenemos que si (C, A, ¢€) es una
codlgebra (un monoide en Vect®?), entonces (C*, A* o v,* 0 ) es un monoide en Vect; es
decir, es un algebra.

Anélogamente, aplicando la segunda parte de la proposicién anterior al functor monoidal
colaxo ((=)*,7 79 ") : Vect$, — Vectsin, como un comonoide en Vecty  es un dlgebra

fin

de dimensién finita, obtenemos que si (A, p,u) es un algebra de dimension finita entonces
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(A%, v Lo pur, %—1 ou*) es una codlgebra.

Y aplicando la tercera parte de la proposicién al functor monoidal bilaxo
(=) %77 5% ) : Vect%’n — Vectyin , obtenemos que si (B, p,u, A, €) es una bidlgebra
de dimensién finita, (B, A*o~y,&* oo,y Lou*, 751 ou*) es también una bidlgebra de dimensién
finita.

En general si (F, @, po,%,1%0) es un functor bilaxo y (h, u,u, A, e, S) un monoide de Hopf
no se puede asegurar que F(h) sea un monoide de Hopf. En la Proposicién 3.50 de [AM10]
se prueba que si ¢ y g son invertibles entonces F(5) es antipoda para el bimonoide de la
proposicién anterior. Por lo tanto en el caso de Vecty;, con el functor bilaxo (—)* resulta que
(S)* es antipoda para la bidlgebra dual.

De forma analoga obtenemos estos resultados para las versiones graduadas de espacios
vectoriales y de especies. Esto es exactamente lo que se probé en las Proposiciones 1.6.10 y
3.4.6.

En la siguiente seccién utilizaremos estos resultados para functores monoidales de la cate-
goria de especies a espacios vectoriales graduados.

4.2. Functor de Fock completo

Antes de definir los functores de Fock, es necesario acordar notaciones e introducir algunos
conceptos.

Observaciéon 4.2.1. Sean s,t y n € N, escribiremos
= [n] al conjunto {1,2,...,n},
» [s+1,s+1¢] al conjunto {s+ 1,8+ 2,...,s+t},
v si S C [n], escribiremos como |S| al cardinal del conjunto S,
= y si p es una especie, escribiremos simplemente p[n] en vez de p[[nﬂ

Observar que dados dos conjuntos A, B C [n] con el mismo cardinal, existe una tnica
biyeccion o : A — B que preserva el orden.

Sean s,t € N, A = [t] y B = [s + 1,5 + t], entonces la biyeccién que preserva el orden
entre A y B la escribiremos como shifts : A — B. Es claro que si i es tal que 0 < ¢ < ¢,
shifts(i) = s + i; a esta biyeccién la llamaremos shifting.

Porotroladosia € Ny A= {s1 < s2 <...< 8.} CN{(con |A| =a),y B = [a], la biyeccién
que preserva el orden entre Ay B la escribiremos como std s[4 : A — [a] y esta definda como
stda_s[q)(sj) = j. Llamaremos a esta biyeccién estandarizacién, dado que estandariza las
entradas de A al segmento inicial {1,2,...,a}.

Cuando no se conozca la cantidad de elementos de un conjunto A, al mapa stds_,[q) lo
escribiremos como stda_;|a|-

Definicién 4.2.2.
Si p es una especie, sea K : Sp — gVecty el functor definido, a nivel de objetos como:

K(p) := Ppln] ,

n>0

y si f 1 p — q es un morfismo de especies, se define al functor a nivel de flechas como:

K(f):=€P fu, donde fi : p[n] = q[n].
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A continuacién procederemos a dar al functor K estructura de functor monoidal bilaxo,
donde tanto para espacies como para espacios vectoriales graduados consideramos el producto
de Cauchy.

Definicion 4.2.3. Estructura monoidal bilaza de K.

Necesitamos definir mapas:

¥p,a
K(p) » K(q) - K(p e a),
basta con definir las componentes de grado n, esto es:
(Lpp,q)n
P vl eatl =———= @ pls|@alT] .
st+t=n (¥p,a)n SUT=[n]

Definimos (¢p,q)n €n s+t =mn como la suma directa de los siguientes mapas:

plldis]®alshifts]

(¢p,a)s,t = Pls] @ qlt] plsl@als+1,s+1 v,
definimos (Yp q)n en SUT = [n] como la suma directa de los siguientes mapas:

plstds_|s/]®alstdp 1|

p[|S]] @ q[[T]]

plSl@a[T]: (Yp.q)sT-

Como K(1) =K, definimos ¢o = ¢y = Idx, estos mapas son Idy en grado cero y nulos en
las otras componentes, escrbiremos

Yo

k k (= K(1)o).

%o

Observacién 4.2.4.
Observar que si A = [s] y B = [s+1, s+1], entonces stda_, |4 = Ida y stdp_, g = shift;'.
Por lo tanto en este caso, la componente {A, B} de ¢y, q es p[ldjs]®q[shift; ], que es la inver-

sa de la componente {s,t} de ¢p o; es decir (cppg)s .= (wp,q);llB. Por lo tanto la composiciéon

Vp,q © ¥p,a = Ldi(p)ex(q)-

Sin embargo, en general estos mapas no son invertibles dado que la imagen de ¢ involucra
s6lo particiones de [n] de la forma [s]U [s + 1,s + t].

Proposiciéon 4.2.5. Sea el functor K y los mapas ¢, oo, y Yo definidos anteriormente.

Entonces
v la terna (K, @, ¢0) es un functor monoidal lazo,

v la terna (K, 1,10) es un functor monoidal colazo, y
v la quintupla (IC, v, po, ¥, 10) es un functor monoidal bilazo.

Demostracion.
Comenzaremos probando que v es una transformacion natural. Para ello tomemos f : p — p’
y ¢ :q — q’ dos morfismos de especies. Debemos probar que el siguiente diagrama conmuta

K(pea) — 2%~ K(p) e K(q) -
IC(fw)l i’c(f)-ic(g)
K. d') K(p') e K(d')

Yp/ qf
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Basta probar que conmuta en una componente {S,T} con S UT = [n], es decir que el
siguiente diagrama conmuta
plstds—,|s(|®qlstdr_T|]

p[S] ® q[T] p([S]®@q[[T]] .
fs®ng lf|s®9|T
p'[S] @ q'[T] P[] @ d'[|T]

p'[stds_|5)]9d  [stdr 7]

Como f y g son morfismos de especies, tenemos que si ¢ : S — S y a : T — T’ son
biyecciones, los siguientes diagramas conmutan

pls] — 2 o pis] Q] —2 g

fs l lfS/ gr igw

pIS] o7 dT]
p’'[o] q’[a]
En particular si o = stdg_,|5| y @ = stdy_, |1, aplicando el producto tensorial entre ambos
diagramas, obtenemos la conmutatividad del diagrama en la componente {S,T} de tp q; lo
que prueba la naturalidad de .

Para probar la naturalidad de ¢ se utilizan argumentos similares.

Ahora procederemos a probar que ¥ es un mapa coasociativo. Para ello hay que probar que
el siguiente diagrama conmuta,

¥p,qer

K(p)eK(qer) .

wpoq,ri ildp”/’q-,r
K(peq)eK(r) K(p) e K(q) e K(r)

K(peqer)

Yp,qeldr
Si SUT UU = [n], tenemos que

((Idp hd wq,r) ° wp,qor)S,T,U = (Idp b wq,r) © (p[StdSH|S|] ®(qe I')[SthuUH|TuU|])
= (Idp @ tpqr) 0 (P[StdS—w] ® <Q[5thuU—>\TuU\ |7] ® r[stdryu— Ty |U]>)~

Por simplicidad llamaremos 7" = stdpyy—ruy|(T) y U' = stdruy—ruv)(U), y ademas
tenemos que |T’| = |T|, |U’| = |U| por lo tanto

(Idp ® thq,r) © Vp.qer)s,r,u = (PLd|s|] @ alstdr 7] @ r[stdy s u|]) ©
(P[Stdswsd ®@ q[stdruu—ruv| |1] ® r[stdruu—ruu |U])~

Observar que stdp:_ 7| © stdruy—|ruu| |7 es una biyeccién de T' en [|T|] que preserva el
orden, y por lo tanto es la biyeccién stdp_,|7|; de forma andloga para el factor con U.
Por lo tanto tenemos que

(Idp ® Yq,r) © Vp qer)s, .U = Plstds_s|] @ alstdr_, || @ r[stdy_ )]
Procediendo de forma andloga a lo anterior obtendremos que
((Yp,q @ Idr) © Ypeqr)s v = P[stds_|s|] @ q[stdr_s 7| @ rlstdy u],

concluyendo que 1, ¢ €s un mapa coasociativo.
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Considerando la Observacién 4.2.4, y que 1 es coasociativa, se prueba facilmente la asocia-
tividad de ¢.

Los mapas v y ¢ son unitales izquierdos y derechos; se puede chequear que los diagramas
en las definiciones 4.1.1 (2) y 4.1.4 conmutan dado que

- K(1) =k,
" Yo = wO = Idlk y
» dadas las componentes S, T' de [n] tales que SUT = [n], el mapa (¢1,p)s,r s un mapa
con dominio 1[S] ® p[T] y codominio 1[|S|] ® p[|T|]; cuando S # @ tenemos que 1[S] =0
en este caso (¢1,p)s,r = 0y para cuando S = (0 y T' = [n] tenemos que 1[0] = k, es decir
que (Y1,p)0,in) : k @ p[n] = k@ p[n] por lo que
(V1,p)0,1n) = Ldx @ Plstd) )] = Idx @ PId}y] = Idxgpln),

» andlogamente, en la componente {0, n} el mapa @1 p es

((pr)Om =Idy ® p[Shifto] =Idy ® p[Id[n]] = Id]k@p[n]-
s de forma andloga obtenemos que (’l/}p,l)[n],@ = Idpn)ek ¥y que (¢p1)no = Idyn)ek-

Con los argumentos dados, hemos probado que (K, ¢, po) es un functor monoidal laxo y
que (K, 1, 1y) es un functor monoidal colaxo.

Resta probar que (IC, ¢, o, 1, 1) es bilaxo. Para ello mostraremos que los diagramas de la
Definicién 4.1.6 de trenza (3) y de unidad (4) conmutan.

Si seguimos ambos lados del hexdgono de trenzas y consideramos p,q,r y u € Sp, se vera
que en ambos lados se definen mapas de K(peq) e (reu) — K(per) e K(qeu). La idea

en esta prueba es mostrar que son el mismo mapa y por lo tanto el diagrama hexagonal conmuta.

Observar que C(p e q) @ K(r e u) en la componente n es:

(K(poq)oK(rou))nZ @ (IC(poq))S@(/C(rou))t: @ (peq)[s]® (reu)ft] =

s+t=n s+t=n
= P plS]@dqS]er(T]eulT).
s+t=n
Sl‘_'SQ:[S]
T1|_’T2:[t]

Por lo tanto para probar la conmutatividad del diagrama de trenzas, es suficiente hacerlo
en componentes {S1, Se, 11, T} tales que S1USy = [s], T1UTs = [t] y s+t = n. Comenzaremos
recorriendo el diagrama por el lado izquierdo, es decir aplicando ¢, luego K(Id e 5 e id) y por
iltimo 9. El mapa ¢peq,reu €0 esta componente es

(Pomaeen)s, 5y 1,0, = (B o DIds,ui,] @ (1 o )[shifts] =
= p[’[dsl] ® q[Idsz] ® I‘[Shifts |T1] ® u[ShiftS sz]‘

Observar que luego de aplicar K(Id e 3 e Id) llegamos al siguiente espacio vectorial

p[S1] ® r[shifts(T1)] ® q[S2] ® u[shifts(T»)]. Por lo tanto ahora debemos considerar las com-
ponentes {51, shifts(Th), S2, shifts(T2)} de Yper,qeu; €sto es

(wp""q'“>Sl,shifts(Tl),SQ,shiftS(Tg) =

= (p o1)[stds, Lshift. (1) =S ushift.(11)]) @ (A @ W)[Stds,Lshift, (To)—|Saishift. (T2)|]-
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Para simplificar notacién escribiremos stds, | shift, (1:)—s|S;Ushifts (T:)| = StdsT,—|ST,|5
para i =1 e ¢ = 2, entonces la expresiéon anterior queda

= plstdsr,—|s7y| |5,]®r[stdsr, 5157, Ishife, ()] @A[StdsT,— 515| |s.]@U[stdsT, 51570 |shift, (12)]-
4

Por otro lado, realizando razonamiento analogo para la parte derecha del diagrama de
trenzas, es decir aplicando (p @ @) o (Ide 3 e Id)o (¢ 1)), en las componentes {51, 52, T1,T>}
obtenemos el siguiente mapa

plstds, s, ] @ x[shift|s,| |y )] ® dlstds,|s,)] @ ulshift|s,| |, (4.2)

Observar que como todos los elementos de S; son menores que todos los elementos de
shifts(T;) con i =1 e i =2y que los mapas std y shift preservan érdenes, resulta claro que
tenemos las siguientes igualdades

L. stdst,—|s1,| |5;= stds, s, ¥ que,

2. stdst, |57, |shift.(T)= shift|s, |-

Considerando las expresiones anteriores, observar que para cada uno de los factores de la
expresion (4.1) es igual a su correspondiente factor en la expresion (4.2), concluyendo que el
diagrama hexagonal de trenza conmuta.

Es fécil ver que los diagramas de unidad de la Definicién 4.1.6 (4) conmutan, pues (1) = k
y QO() = ¢0 = Id]k
Esto completa la prueba de que (K, ¢, ¢o, ¥, 1) es bilaxo.
O

Acabamos de ver que K es un functor monoidal bilaxo, por lo tanto tiene las propiedades
vistas en la seccién anterior de Functores Monoidales. En particular en referencia a la Propo-
sicién 4.1.11 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.6. Sea h una especie.

1. Si (h,p,u) es un monoide en Sp, entonces (K(h), (1) o onn, K(u) o ¢o) € gVecty es
una dlgebra graduada.

2. Si (h,A,€) es un comonoide en Sp, entonces (K(h),vnn o K(A),vo0K(e)) € gVecty es

una codlgebra graduada.

3. Si (h,p,u,Aje) es un bimonoide en Sp,

a) entonces (K(h), (1) © onn, K(w) © 9o, ¥nn 0 K(A), ¢ 0 K(€)) € gVecty es una
k-bidlgebra graduada,

b) y si ademds h es conexo, entonces K(h) es una k-dlgebra de Hopf graduada y coneza.

Demostracion. Las afirmaciones 1, 2, y 3 a) se deducen por aplicacién directa de la Proposi-
cién 4.1.11, dado que los functores monoidales laxos, colaxos y bilaxos, preservan monoides,
comonoides y bimonoides con la estructura vista en dicha proposicién. Y hemos observado
que los monoides, comonoides y bimonoides en gVecty son algebras, codlgebras y bialgebras
graduadas respectivamente.

Por lo anterior, resta probar la afirmacién 3 b).
Como h es un bimonoide conexo, como [0] = [], tenemos que (K(h)) o = h[0] =k, resultando
que K(h) es una bidlgebra graduada conexa; y por la Proposicién 1.5.6 (Férmula de Takeuchi),
sabemos que tiene antipoda, por lo tanto K(h) es una dlgebra de Hopf graduada y conexa.
O
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Observacion 4.2.7.

= El resultado anterior también se obtiene si pedimos que h[()] sea una élgebra de Hopf, no
necesariamente unidimensional. Se deduce de un resultado de Takeuchi, ver Lema 14 en
[MT71].

» Si (h, g, u,Ae) es un bimonoide en especies, de acuerdo a lo visto en la seccién de
Functores Monoidales (ver Proposicién 4.1.11), los mapas que dan estructura de bidlgebra
graduada a KC(h) son los siguientes:

pca © K)o K(h) ——" (b e h) —— " K()

k() ° k 20 K1) K K(h)

Axn K(h) M) K(heh) — ™ k(h)eK(h)
K(e

Exh) K(h) © K1) b Kk

Mi4s explicitamente en la componente n de K(h) el coproducto y el producto son:

hin] —22°C . @ mis]enr]

SuT=[n]

i@ h[std]®h[std]

P hls] @ ht]

s+t=n

@ h([Id]®h[shift,]

P his| @ h[f

s+t=n

@DPhls]@h[s+1,s+¢].
‘/@H[s],[S‘Fl,s«{»t]

KK (h)

hn]

Ejemplo 4.2.8. Ya vimos en el ejemplo 3.3.6, que la especie exponencial E es un monoide de

Hopf conexo. En este ejemplo le aplicaremos el functor de Fock I a esta especie.
Veamos la estructura de (E) como biélgebra.

s, s],[s+1,s s,
. 'UJICEE) (>s] @ Ppg) = HEE] et wE,tE(D[s] ®bpy) =
= pg BTt o (B[1d,) @ Blshift,)) (b @ by =
s],[s+1,s
= /’[’;3] lo+L,0+4] (D[S] & [>[s+1,s+t]) = l>[s+t]7

= Alp) ) = YrE 0 > Apgsay | ) =vEE Yo ovsgeer | =

SUT=[n] SUT=[n]
|S|=s,|T|=t [S]=s,|T|=t
= > Elstds_,y] @ E[stdr_] Yo ovseer | =
SUT=[n] SUT=[n]
|S|=s,|T|=t |S|=s,|T|=t
s+t
= > cw ®>m=< s )%1 &Py

SUT=[n]
[S|=s,|T|=t
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» Uk (E), (A) = ur,0 © po(N) = ug o Idi(\) = ugo(\) = A(>o) VA €k,
» cx(®), (Plo) =Yoo erp(Pp) = Idkoegp(Pg) = 1.

Ejemplo 4.2.9. Recordar que (Ev, g, , UEy; ARy, €Ey ) €8 un bimonoide conexo con los ma-
pas dados en el Ejemplo 3.2.10. Como el functor K es bilaxo, sabemos que la imagen de Ev
por este functor es un bimonoide en (gVecty, ®); es decir, una bidlgebra graduada que ademads
es conexa. Esto nos permite afirmar que K(Ev) (por la férmula de Takeuchi) es una dlgebra
de Hopf graduada. En este ejemplo probaremos que K(Evy) = T(V) como espacios vectoriales
graduados via un isomorfismo ¢ (de esp. vect. graduados) y por lo tanto la estructura de la
bidlgebra IC(Ev) define via ¢ una estructura de bidlgebra en T(V'). La estructura resultante
en T(V) es la vista en los Ejemplos 1.1.8 y 1.2.6 lo que completa la prueba de que T'(V') con
estas estructuras es una codgebra y bidlgebra.

Comencemos por explicitar el coproducto de K(Ev ) en grado n,

Ak (Ev), = (VEy Ev 0 K(ARY)), Z Ev[stds_[s)] ® Ev[stdr_p Z Agy ST
SuT=[n] SUT=[n]

donde s = |S| y t = |T|. Si B es base de V, sea f : [n] — B un elemento de la base de
Ev [n], por lo tanto

AxEy(f) = Z Ev[stds_q] ® Ev[stdr_] o Z fls&f |r
SuT=[n] SUT=[n]
s=|S|,t=|T|

Recordamos que por definicién tenemos que Evy[stdg_,g] o f |s= f |s ostdsﬁ[] y que
Ev [sth_)m] oflr=1Ir ostd;i[t], por lo que

Acwa)(N) = Y [lsostdgh @ f|rostdsl,,.
SUT=[n]
s=|S|,t=|T]|

Observar que en la componente @) el mapa EX(By) €S
(ex@®v))o = Yo o (K(egy))p = Idx 0 €Ey[0) = EBy[0]-

Ahora explicitaremos el producto de K(Evy), considerando f € Ev[s] y ¢ € Ev[t] con
s+t=mn,

(Hx(Ev))s.t (f©9) = K(upy )o(PEy By )5t (f®9) = K(kpy )o(Bv([Idj)] ® Ev(shift]) (f®
= K(upy) (f ® (Bv(shift](g))) = K(upy) (f ® (g0 shift;!)) = h,
donde h € Ev[n] es el mapa que cumple que h [g= f ¥ h|j14s4s (2) = g(z —5).
Observar que Vn # 0, tenemos que (ux(gy))n = 0y que (uxEy))o(lx) = fo.

Explicitados los mapas que dan estructura a K(Ey ), definiremos el isomorfismo de espacios
vectoriales graduados entre K(Ev) y T(V).

Para definir un morfismo ¢ : K(Ev) — T(V) de espacios vectoriales graduados, basta con
definir sus componentes en grado n, ¢, : Ev[n] — V®". Recordar que fijada una base B de
V, Ev[n] es el espacio vectorial con base BI"l = {f : [n] = B}. Para cada f € BI" definimos

Pn(f) = f)@...& f(n).

Observar que ¢, lleva biyectivamente B[ al conjunto {n ® ... ® v, tal que v; € B} que
es base de V®" y por lo tanto ¢ es un isomorfismo.
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Comencemos probando que ¢ es un morfismo de dlgebras considerando en T'(V) la estruc-
tura de algebra vista en el Ejemplo 1.1.8; es decir veamos que se cumple que ¢ o ux(gy) =

prvy o (0 ® @)y que ¢(f°) = lrvy, Tomando f € Ey[s] y g € Ev[t], tenemos que

po (@) (f®9) =¢(h) =h(1)@---@h(s+1) =)@ @ f(s) ®g(1) ®---®g(t) =
—MT(V ( (f) ( ))

y por otro lado como ¢(f%) = 1y = 17(v), probamos que ¢ es un morfismo de dlgebras.

Como no hemos probado que T'(V) es una codlgebra usaremos ¢ para darle a T' (V') es-
tructura de codlgebra (T(V),A¢,E¢) (de forma tal que ¢ resulte morfismo de codlgebras).
Expicitamente estos mapas son A? := (¢ @ ¢) 0 Agy) 0 ¢!y ¥ := ex(my) © ¢~ . Veremos
que A? = Ay y que e = ET(V) como en el Ejemplo 1. 2 6. Es decir que deberemos probar
que (¢ ® ¢) o Ax(gy) © ot = Ap (V) ¥ que Ex(Ey) © ot = = e7(v), O equivalentemente que
(¢ ® ) o Ax(ey) = Ar(v) 0 QY que ep(v) © ¢ = Ex(Ey)-

Si f es un elemento en la base de Ev[n], es decir f : [n] — B, entonces
(¢ ® @) o Ay (f) =

- ¥ [f s ostdzl (D ®...@ [ s ostdgg[sl(s)} [f Iz ostdzl, (1) ® ... ® f |z ostd;gm(t)}.
SuUT=[n]
s=[S =T

stdg?, (i) sii <[]

. . o . Observemos que o €
sthi[t](z —s) sii>|S|

Sea o € S, definida como, o(i) = {
shf(s,t),

porque para cada par de conjuntos S y T, la biyeccién std~! preserva érdenes y observemos
ademds que hay tantas biyecciones en shf(s,t) como cantidad de conjuntos S C [n] con |S| = s.
Entonces,

(¢ ® @) o Axmy)(f) =
= Z [flsoo(1)®...® f[soa(s)|@[f|roo(s+1)@...® f |7 oo(s +1)].

s+t=n
o€shf(s,t)

Dado que o([s]) = S y que o([s + 1,s + t]) = T, se puede prescindir de las restricciones,
obteniendo que

(62)oAcEy)(f) = D, flo()@...0f(0(n) = Are) (F()®...0f(n)) = Ararod(f).
s+t=n
o€shf(s,t)

Resta probar que ery) 0 ¢ = ex(gy)- Si 10 es elemento de la base en Ev|[0] = Ev/[0],
entonces

erwy, © 9(f°) = exwy, (f°) = 1 = ey ()
finalizando la prueba.
Observacién 4.2.10. Sea (h, p,u,A,e,S) € Sp un monoide de Hopf conexo. Hemos visto

que la imagen por el functor K de h, es una bidlgebra graduada conexa y la Proposicién 1.5.6
(Férmula de Takeuchi) nos asegura que K(h) tiene antipoda.

Ya hemos mencionado que no podemos asegurar que la antipoda de IC(h) es I£(S). Vea-
mos esto.
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Recordemos una de las condiciones de antipoda para h (conmutatividad del primer diagra-
ma) y el resultado de aplicar un functor K a los mapas involucrados (segundo diagrama):

heh 2 heh , Kheh) L kmen).

AT lﬂ IC(A)T J/)C(”)
h—r-—h K(h K(h
() = K()

Observar que el segundo diagrama no es el diagrama de la antipoda de K(h); en particular
porque Ay ny # K(A). Como K(Idy) = Idim) y K(uoe) = K(u)oK(e) = K(u)opgopgok(e) =
Uk (n) © Ex(h), Para que K(S) sea la antipoda de IC(h), el borde exterior del siguiente diagrama
debe conmutar:

K(S)eldx(n)

K(h) e K(h) ———— = K(h) e £(h)
wT K(Seld) ltp
Kheh)— > K(heh)
K(A) ()
K(h) K(h)

UK (h)PEK (h)

Para ello basta que el diagrama superior conmute, dado que el diagrama inferior conmuta
porque K es functor.

Se puede asegurar que si los mapas ¢ y 1 son invertibles, el diagrama superior conmuta y
por lo tanto K(S) es antipoda de K(h).

A continuaciéon explicitaremos lo anterior en un ejemplo.

Ejemplo 4.2.11. Sea (L, y,u,A,¢,S5) el monoide de Hopf conexo en la especie de érdenes
lineales. La antipoda de L en L[n] es S(I) = (—1)"{, donde [ es el orden inverso de [ € L[n].

Si K(S) fuera la antipoda para K(L), tendriamos que K(S) * Idx (L) = ux(wL)Ex(L); ¥ COMo
(e)r = 0 VI # () tenemos que (K(S) * Idxy), = 0 ¥n > 0.

Aplicaremos este mapa al orden lineal | =2|1 € L[2] (con n = 2).
(K(S) * Idx(vy)2 (2]1) = K(p) 0 p o (K(S) @ K(Idr)) 09 o K(A)(2 ] 1).

Entonces veamos cudnto es K(A)(2 | 1), para luego ir aplicando los mapas correspondientes
para hallar (KC(S) * Idiwy)2 (2] 1).

Si RUT = [2], entonces R € {0, {1}, {2}, [2]} y T para cada caso es T = [2]\ R. Sea r = |R).
Como Arr(l) =1|r ®!|r, tenemos que

KA)2[1)=0 ®2]|1 + 1®2 + 2®1 + 2|10.

Aplicando ¢ = Z Listdg_|r|] ® Lstdp_,|7|] a la expresién anterior, obtenemos
RUT=(3]

P22[1+101+1®1+2]100 = 02|1+2-(1®1)+2]1x0.



4.3. FUNCTOR DE FOCK BOSONICO K 81

Aplicando K(S) ® KC(Idy,), a la expresién anterior tenemos que
Po2[1-2-(1®1)+1[20.

Aplicando ¢ = Z L[Id,] ® L[shift,], a la dltima expresién obtenemos que
0<r<n

Po2[1-2-(1®2)+1[20.
Y por tltimo, a la expresién anterior, aplicamos K(u), vy obtenemos
2|1—2~(1|2)+1\2,ynosquedaque
(K(S)*«K(Idn))2 (2]1)=2|1-1]2+#0,

lo que muestra que K(S) no es la antipoda de IC(L).

Observar que esto se debe al hecho de que el diagrama superior de la observacién anterior
no conmuta apicado al sumando 2® 1 de K(A)(2]1); es decir
po (IC(S) OIC(IdL)) ow(Q ® 1) =-1®2#£-2Q1= ]C(So]d)(? ® 1).

Utilizando la férmula de Takeuchi en gVect (ver Proposicién 1.5.6), se puede obtener la
férmula de la antipoda de KC(L), resultando por ejemplo que S(2 1) =2-(1]2) —2]1.

Ahora que estamos familiarizados con la estructura de /C, la utilizaremos para definir otro
functor de Fock.

4.3. Functor de Fock bosénico K

Antes de pasar a la definicién del functor, repasaremos las nociones de accion lineal y de
subespacio vectorial coinvariante.

Definicién 4.3.1. Sea S, el grupo de permutaciones de n elementos y sea V un k-espacio
vectorial. Una accion lineal de S, sobre V es un mapa ¢ : S, x V. — V, que envia el par
(o,v) encocov cono €8, yv eV, tal que:

a) si Id es el neutro de S,, entonces [dov=wv, Yv €V,
b) sio, T €S, entonces (coT)ov=00(Tov), VveEV,

¢) ypara toda o € S,, oco—:V =V esuna transformacion lineal, es decir que siv,w € V
y A €k entonces 0o (v+ Aw) = o ov+ Ao ow).

Observacién 4.3.2. Sean o : [n] — [n] una biyeccién en S,, y p una especie, entonces tenemos
que:

= plo] : p[n] = p[n| es una transformacién lineal,
» sea Id € S, entonces p[Id] = Idy,,
» y ademés si 0 y 7 € S, se cumple que p[o o 7] = p[o] o p[7].
Por lo tanto si definimos al siguiente mapa ¢ : S, x p[n] = p[n| como,
500 = plo](v) Yo  pln,

se puede ver facilmente que ¢ verifica todos los axiomas de la definicién anterior; es decir que
¢ es una accién lineal en p[n].
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Definicién 4.3.3. Dados ¢ una accion lineal y Sy, el conjunto de biyecciones de n elementos,
el espacio coinvariante de V € Vecty por S, es el siguiente espacio cociente

Vs, :=V/{(v—cov, veEV yoeS,).

Definicién 4.3.4. Definimos K : Sp — gVecty al functor definido, a nivel de objetos, como:

) = @P[n]s

n>0

Si f 1 p — q es un morfismo de especies, tenemos en cada componente [n] un mapa
Jm) : P[n] — a[n], se define K a nivel de flechas como:

=D T

donde m :pln]s, — alnls,,, con m(ﬁ) = fi)(v), para todon € N y v € p[n].

Veamos que el functor K a nivel de flechas estd bien definido. Es decir que si v, w € p[n],
son tales que ¥ = W entonces fi,)(v) = fi,)(w).
Para ello consideremos para cada n € N, la funcién fj,, = 74 © fin) : P[n] — q[n]s, , donde

7q : 4[n] — q[n]s, es la proyeccién al cociente.

Dado que f es morfismo de especies, cumple que fi,,(p[o]) = q[o](f},)) Vo € S, entonces,

finy (v = Plol(v)) = f1u) (v) = fiuy(Plo](0)) = fini (v) = @lo](fimy(v)) =0 € qln]s,

Es decir que {v—plo](v),v € p[n] y 0 € S} € Ker(f') y utilizando la propiedad universal
del cociente, existe una tnica fj,) tal que fi,)(v) = f[ 1(v) para todo v € p[n].

Esto es, a nivel de diagramas, que el siguiente diagrama conmuta

pln] — gfn).

Observacion 4.3.5. El ultimo diagrama, ademds expresa que el mapa 7 es una transformacion
natural entre los functores IC y K. Es decir que hemos probado que si f : p — q es un morfismo
de especie el siguiente diagrama conmuta

K(p) —L > K(q).
7"1C>_7"(I’)l iﬂ'q_”(Q)
K(a) K(a)

k()

Procederemos a continuacién a dar a K una estructura de functor monoidal bilaxo.
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Definicién 4.3.6. Estructura monoidal de K.
Definimos los mapas @ y ¢ por la conmutatividad del siguiente diagrama:

¥p,a

K(p) « K(a) — K(p e q).

%oﬂqi Ep,q B iﬂ'p.q

K(p)eK(@=-Z-Z=K(peaq)
wp,q

Y dado que K(1) = 1[0]s, = k, es decir que K lleva el objeto unidad de (Sp,e) al objeto
unidad de (gVecty,®), definimos @, y 1V, como los mapas identidad en k,

Proposicién 4.3.7. Los mapas @ y 1 estdn bien definidos.

Demostracion. Primero veamos el diagrama anterior en una componente de grado n de v,

@D plstds_|s||®@d[stdr_|7|]

P plsl@alt] (pea)n],
s+t=n
P plsls. @dltls, < - - i (peq)[n]/X
s+t=n p,q/n
con X =(v—oov:veE(peq)[nyoesS,), donde
gov=(peq)olv)=| @ plols®dao ]| (v).

SuT=[n]

Para probar que 1) estd bien definida, es suficiente probar que si x € X entonces
(mp @ Tq) © (Yp.q)(z) = 0 € K(p) ® K(q). Basta probarlo para z = v — oo v con v = vg ® vy tal
que vg € p[S]y vr € q[T],con SUT =[n] y 0 € 5.

Veamos la siguiente expresion,
(Yp.a)n(x) = (plstd] @ qstd])(v — o ov) =
= (plstds ] @ alstdrg])(v) — (P[stde(s)—[s] @ dlstdery1]) © (Plo [s] @ alo |7])(v).

Para probar que (mp ® mq) © (¥p.q)(x) = 0 € K(p) ® K(q), sélo hay que probar la igualdad
de las siguientes expresiones,

plstds_ (4] (vs) = (Plstdo(s)—[5)]) © (Plo |s])(vs) € Pls]s, , ¥ que

afstdy_,](vr) = (alstde(ry—1]) © (alo |7]) (vr) € pli]s,

Antes de pasar a la prueba definiremos dos biyecciones. Si s = |S| y t = |T|, definimos
a € Sy y 1T €S, tal que los siguientes diagramas conmutan
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stdo(5)—(s) stdo(T)— 1)
Por lo tanto se cumplen las siguientes igualdades
ao stdg_,[q = stdy(s)—5[5) 00 |s y Tostdp = stdy(ry— 0 |7,y por lo tanto

plaostds )] = P[stdo(s)-s) 0 0 |s] y a7 o stdr_q] = q[stdy(ryp 00 |7]-

Dado que p y q son especies, con « y T como antes, se cumple que
a o plstds_s](vs) = pla] o p[stds_,[5](vs) = P[stdy(s)—[s)] © Pl |s](vs), ¥y que

7o q[stdr_q](vr) = q[7] o alstdr_ ] (vr) = dlstdy(ry— ] o Ao |7](vr).

Entonces el mapa 9p ¢ se puede expresar como,
(Vp,a)n(z) = (Plstds— (5] ® a[stdr— ) (v) — (Pla] ® q7]) o (P[stds— (5] ® alstdr_])(v).

Es claro que si aplicamos 7, e mq a la expresion anterior, resulta que
(mp ® Tq) © (Yp.q)n(x) =0 € K(p) ® K(q), probando que ¢ estd bien definida.

Ahora pasaremos a la prueba de que p estd bien definida.

Para ello veamos primero el diagrama que la define en la componente de grado n,

plld.]®q[shifts]
pls| ®qlt] pls]®@q[s + 1,5 +1],

Tpls] OTq[t] i iﬂp.q

pls]/Xs @ qlt]/ Xy — - — — — e i > ((p@q)nl)s,

con X;=(v—aov:veEp[s]yacss), donde aov=pla](v),y
Xe=(w—1ow:weq[t]y7 €S, donde 7 ow = q7](w).

Debemos probar que si v € p[s] y w € qlt], Pp (TR W) = pp q(v @ w), sin importar el
representante de cada clase que tomemos. Es suficiente con probar que si z € X5 e y € X;

entonces ¢p o((v+2) ® (W+y)) = Pp,a(v @ w).

Y para probar lo anterior basta probar que
s ppq(r@w)=0conz e X,ywecq[t]yque
= ¢pq(v®y)=0conye X, yvedqls

Para la prueba del primer ftem, es decir que ¢pp q(z ® w) =0 con z € X, y w € q[t], basta
probarlo con z de la forma vs — a ¢ vs con v € p[s].

Pp,a(T @ W) = ppq((vs —aovs) ®W) =
= ¥p,q(Vs @ W) — Pp q((@0Vs) ® W) = Yp q(vs ® W) — Pp q(Pla](vs) @W) =
= (p[Lds] @ q[shifts])(vs ® w) — (P[Ids] ® a[shifts]) o (ple](vs) ® w) =
= (p[Ids] @ q[shifts])(vs ® w) — (ple] ® q[shifts])(vs ® w).
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Para probar que la clase de ¢p (z ® w) es cero, definiremos una biyeccién o en [n] y tra-
bajaremos sobre la accién lineal que induce. Para ello sean 0 < s < n, o : [s] = [s] € S, y si
S = [s] tomamos T = [n] \ S, definimos o € S,, tal que ¢ |s=a y o |r= Idr.

Como p e q es una especie, la accién lineal sobre esta especie con o € S, es
(peq)lo] = EB plo |s] ® qlo |r], en particular para la o que definimos anteriormente y
SUT=[n]
dado que p e q es una especie, obtenemos que

(peq)lo] o (plds] @ q[shifts]) = pla] @ q[shifts]. (4.3)
Observar que si z € p[s]®@q[s+ 1,5+ t] y o € Sp, por definicién tenemos que
z—(peaq)o](z) =0€K(pea). (4.4)
Por la igualdad de (4.3), ¢p,q(z ® w) se puede expresar como

¢p.q(r@w) = (p[lds] ® q[shifts])(vs @ w) — (p e q)[o] o (P[Ids] @ q[shifts])(vs @ w),

y si definimos z = (p[Id,] ® q[shifts])(vs ® w), observemos que z € p[s] ® q[s + 1,s + t],
obtenemos que

oz ®w) = 2z — (peq)[o](z), y por (4.4) tenemos que p(zr @ w) = 0 € K(p ¢ q), lo que
finaliza la prueba del primer item.

Para probar que ¢(v ® y) = 0, se procede de forma andloga a lo anterior.

O

Observacién 4.3.8. Ya hemos observado que 9¥p g © ¥p,q €s la identidad y por lo tanto
Vp . © Pp.q € tambicén la identidad. Observar que el mapa @p g © ¥p q estd dado por la accién
de permutaciones en el conjunto [n], induciendo la identidad en espacios coinvariantes, es decir,
Pp.q° Jp.,q es la identidad. Veamos con més detalle esto tltimo.

Observar que el mapa ¢p g © ¥p.q restringido a la componente p[s] ® q[1 + s,¢ + s] con
s+t =mn es la identidad. Para probar que @, 4 oap,q es la identidad, consideremos SUT = [n]
y 0 € S, definida como o [s= stdg_,|s| ¥ 0 |7= shift|g| o stdp_7|.

Por lo tanto Vv € p[S] ® q[T] tenemos que cov € p[s|®@q[l+s,t+s] con s = |S|y t =|T]
y por lo observado tenemos que ¢p g © Yp (00 v) =00 0.

Por otro lado al estar 1) bien definida tenemos que qu(@) = Ep,q(a ), por lo que

¥p,a ° Ep,q(f) = $p,q° Ep,q(g SU)=0oU="1.

Dado que K es bilaxo y que los mapas % y v son simplemente pasar al cociente los mapas
@ y ¥, por lo que verifican los diagramas asociatividad, coasociatividad, trenza, y de unidad,
obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.3.9. Sea el functor K y los mapas @, %, ¥ y 1, definidos anteriormente.

Entonces o
v la terna (KK, %,%,) es un functor monoidal lazo,

w la terna (IC,1,v,) es un functor monoidal colazo, y
» la quintupla (IC, 3, By, Y, ,) es un functor monoidal bilazo.

Por lo tanto IC, tiene las propiedades vistas en el capitulo de Functores Monoidales. En
particular en referencia a la Proposicién 4.1.11 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 4.3.10. Sea h una especie.

1. Si (b, p,u) es un monoide en Sp, entonces (K(h), K(p) 0 By, 1, K(u) 0By) € gVecty es un
dlgebra graduada.

2. 8i (h,A ) es un comonoide en Sp, entonces (K(h), ¢y, , 0 K(A), g 0K(e)) € gVecty es
una codlgebra graduada.

3. Si (h, p,u,Aje) es un bimonoide en Sp,

a) entonces (K(h),K(1) 0 @y p, K(1) 0 By, ¥ 0 K(A), 1hy 0 K(€)) € gVecty es una
k-bidlgebra graduada.

b) Si ademds h es conezo, entonces K(h) es una k-dlgebra de Hopf graduada y conexa.

La prueba es andloga a la vista en el Corolario (andlogo) para el functor K, dado que sélo
se utilizaron propiedades monoidales del functor y la conexién de la especie.

Como mencionamos en la Observacién 4.2.10, la invertibilidad de los mapas que dan estruc-
tura laxa y colaxa a los functores de Fock, estd relacionada con la propiedad de los functores de
preservar antipodas. Especificamente, si (h, u, u, A, £, S) es un monoide de Hopf con antipoda
S:h — hysi(F, ¢, p0,%0) es un functor bilaxo tal que ¢ = ¢!y 1y = ¢y (functor
bilaxo bifuerte) entonces F(S) : F(h) — F(h) es antipoda del bimonoide F(h). Los detalles de
este resultado se encuentran por ejemplo en la Seccién 3.6 de [AM10]. En la Observacién 4.3.8
vimos que P y 1 son inversas una de la otra (y 1, = B, = Id) por lo que el functor K lleva
antipodas en antipodas y por lo tanto si A es un monoide de Hopf en especies con antipoda S,
K(h) es un algebra de Hopf graduada con antipoda K(S5).

Observacién 4.3.11. Especificamente si (h, u, u, A, £) es un bimonoide en especies, de acuerdo
a lo visto en la Proposicién 4.1.11, los mapas que dan estructura de bidlgebra a IC(h) son los
siguientes:

— Ph.h K(w)

fgmy :  K(h)eK(h) —————=K(heh) K(h)
U K i K1) K K(h)
Ak K(n) H&) K(heh) — ™" K(h)eK(h)
S K(h) e K1) Yo k.

Ejemplo 4.3.12. Sea (L, 1,u, A, ¢, S) el monoide de Hopf de érdenes lineales, con la estruc-
tura de bimonoide del Ejemplo 3.2.11 y recordamos que si ! € L[n] la antipoda es S(I) = (—1)"l.

Veremos a continuacién que K(L) 2 k[z] como bidlgebras graduadas (y por lo tanto por
la Proposicién 1.4.4, como algebras de Hopf graduadas); donde k[z] tiene la estructura del
Ejemplo 1.5.8.

Sil=1y |- |l € Lln] lo escribimos como | = lyl3 - - -l,. Observar que tomando o € S,
con o(i) =1;, resulta que 0o 1 2---n =y por lo tanto en L{n|g, tenemos que { =12---n. Si
llamamos 2™ = T 27, tenemos entonces que L[n]s, = ka[™ y por lo tanto K(L) = @ k™.

n>0

Ahora pasaremos a especificar los mapas que le dan estructura de Hopf a K(L).

= Coproducto en K(L): B
Ay (@) =P o K(A) (M) = o A(12---n) = (rr, e ) 0 p(A(1 2---n)) =
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=(mpem)ot| > (12--n)|s@(12--n)|p | =

SUT=[n]

= (mpemn)o| @D Listdss)) @ Listdryr) Jo| > (12---n)|s@(12---n)|r | =
SuT=[n] SUT=[n]

= (mpemn)o| Y Lfstds_ys)]((12:--n)|s) @ Llstdr_ ] ((12--n) |r) | =
SuT=([n]

T oSl g glT,

SuUT=[n]
Como para cada s € [n], existen () subconjuntos S C [n] tal que s = |5, tenemos que

A (@) Z( ) (5] g gln—s],

=0

» Producto en K(L):

tew) (@ @ al) = e, T2 50T 1) =K(u) op(1 2 saT 1) =
:K()og0(12 s ® 1oeet) =
= K(u) o (L{Idg] ® Lshifts])(12---s @ 12---t) =
=K(p)o(12--s @ 1+s|2+s]|-|n)=
u[][s+1,s+t](12“'8® 1+s|24+s|--|n)
=12 |s|l+s|[2+s]|---|n=2zl" esdecir que

ME(L) (x[g] ® x[t]) = fL‘[”].
» Counidad en K(L),

EIC(L)( ") =4y o K(e)(a!M) =9goe(12---n) =Y(00,n) = 00,n-
» Unidad en K(L),

ey (1) = () 0 (1) = Kw)(T) = (@) = al%

Claramente el morfismo ¢ : K(L) — k[z] dado por ¢(z!™) = 2™ es un isomorfismo de bislgebras,
lo que finaliza la prueba.

Ahora pasaremos a definir a otro functor de Fock.

4.4. Functor de Fock completo KV

Definicién 4.4.1. Sea KV : Sp — gVecty el functor definido, a nivel de objetos como:
¥(a) := Paln]
n>0

Sea f : p — q un morfismo de especies, cuya componente en [n] es fi,) @ p[n] — q[n] ,
entonces se define el functor a nivel de flechas como:

) :®f[n]

Observar que la definicién del functor KV no es diferente a la definicién dada al functor
K. La diferencia estard en la estructura monoidal que definiremos a continuacién. Con e el
producto de Cauchy en las categorias Sp y gVecty.
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Definicién 4.4.2. Necesitamos definir mapas tales que

v
Yp,q

KY(p) e KY(q) KY(pea),

¥p,a

por lo que en sus componentes de grado n en los espacios vectoriales graduados son de la
siguiente forma:

(ﬂ’;,c,)n
@ risledl— = P plsIedqT]
s+t=n (Wp,q)” SuT=[n]

\

p,q)n como la suma directa de los siguientes mapas;

Para la estructura laxa definimos a (3
habrd uno para cada s yt,

D » [stdgi[s]} ®q [std;L[tJ

SUT=[n]
|S|=s |T|=t
pls] ® qt] — @D vlS|@qT].
Wpaln=ose SUT=[n]
|S|=s |T|=t

Para la estructura colaxa definimos a ((pg’q)n como la suma directa de los siguientes mapas:

plldyg]®a[shift ']
pls]®q[s+1,s+1] ps] ®@qt],

y en aquellas componentes en que S # [s], y por lo tanto T # [s+ 1,s+t], el mapa cp};q es
cero.

(00

Definimos ¢y y 1y como los mapas identidad en k, k

KV(1) = k.

e

Observacion 4.4.3. Observar que la composicién gpl\)/,q o wgq es la identidad, pero en general
estos mapas no son inversos. Veamos esto tltimo en la componente n de KV (p e q);

W;,q:@szo plldp,)|®aqlshift; ']

s+t=n

wa= D P [Stdgi[s]} ©q [Std;l—ﬂt]}

SUT=[n]
|S|=s, |T|=t
&P plsl@qT] &P plsI@qT]
#ld(peq)(n]
SUT=[n] SUT=[n]

\

. v . e \/
observar que si S # [s], ¢ es cero para esa componente, entonces la composicién ¥y , © ) o

también, y por lo tanto para esa componente, la composicién no es la identidad.

Observar que cada sumando de ¢g)q es el inverso del correspondiente sumando de ¢ (la
estructura colaxa de K). Utilizando esto, al ser 1 coasociativa, se prueba que 1" es asociativa.
También vale la observacién andloga en cpg o s decir, que una componente no nula de gp;f q €8
la inversa de la correspondiente componente de ¢y, v al ser ¢ asociativa, se deduce que ¢V es
coasociativa. Teniendo presente argumentos andlogos para el resto de los diagramas (trenza,

unitales, etc.), tenemos los siguientes resultados.
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Lema 4.4.4. Sea el functor KV y los mapas ¢, @y, ¥ y 1y definidos anteriormente.
Entonces
v la terna (KY,4Y,4Y) es un functor monoidal lazxo,

v la terna (KY, ¢V, py) es un functor monoidal colazo, y

v la quintupla (Y, ¥V, ¢y, 0V, 08) es un functor monoidal bilazo.
Corolario 4.4.5. Sea h una especie.

1. Si (h, p,u) es un monoide en Sp, entonces

(KY (M), KY (1) 0 ¢yl 1, KV (u) 0 by ) € gVecty es una dlgebra graduada.

2. Si (h,A e) es un comonoide en Sp, entonces

(KY(h), o 0 KY(A), oy 0 KY(€)) € gVecty es una codlgebra graduada.
3. Si (h, p,u, A e) es un bimonoide en Sp

a) entonces (K (h),KY(u) o Vi s KV (1) 0 9 op p © KY(A), 05 © KY(g)) € gVecty es
una k-bidlgebra graduada,

b) y ademds sih es conero, entonces KV (h) es una k-dlgebra de Hopf graduada y conexa.
Observar que para KV, los mapas que le dan estructura de algebra de Hopf son los siguientes:

wﬁ,h KY (1)

v+ KY(h) e KY(h) KY(h e h) K (h)

Uk (n) k il KY(1) o KV (h)
KY(A) N

Axcvm) : KV (h) KY(heh) mE KY(h) e KV (h)

Exv i) ¢ K (h) L) KY(1) a k

Veamos un ejemplo explicito de KV (p).

Ejemplo 4.4.6. En este ejemplo describiremos la estructura de XY (L) y la utilizaremos para
deducir algunas propiedades de KV.

Comencemos con el coproducto de KV (L).

Ay KVIL) —EH L evLen) — ™ L V(L) e KY(L) .

Sea l,, € L[n| tenemos que,

A)CV(L)(ln) = ‘PE,L © ’CV(AL)(Zn) = ‘P}/,,L Z In |5 ®ln |T
SuT=[n]

Recordar que si S # [s] (y en consecuencia T # [s + 1,5 +1]), ¢y, y, = 0. Escribiremos para
el caso S = [s] y T' = [s + 1,5 + t], el elemento Lshift;'](l, |7) como L, |r_. Entonces la
expresién anterior nos queda,

AKV(L)(l”) = Z ln |[s] ®ly, |T—>[t]: Z L |[s] Ry, ‘[s+1,s+t]—>[t] .
S=[s],T=[s+1,s+t] 0<s<n
s+t=n
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A modo de ejemplosil =13 |2 con ! € L[3], entonces [s] € {0, {1}, {1, 2}, [3]}, por lo tanto,

Apvay)=0®1]3]2 + 1®2]1 + 1|201 + 1|3|2().
De este ejemplo resulta que £V (L) no es coconmutativo, pues

Aly(1]312)=1® 2|1y ARy, (1]3]2)= 1]2&1, por lo que

Brao Al (113]2)=Bi2(1@2|1)=2]1&1, resultando que B15 0 AT ) # 0ARY 1.

Recordar que en el Ejemplo 3.2.11, vimos que la especie L es coconmutativa, por lo tanto
KV no preserva coconmutatividad. Mdas adelante veremos que KV preserva conmutatividad e
investigaremos las mismas propiedades para el resto de los functores.

Recordar que la antipoda de L es Sg,(I) = (—1)"1 con [ € L[n], siendo [ el orden inverso; a
continuacién veremos que KV (SL,) no es antipoda de KV (L).

Explicitaremos a continuacién la componente n del mapa pcv(r),

pevy = KV () oy = KV(un)o | Y Listdg!, J@Llstdzl ] |,
SuT=[n]
|S|=s |T|=t

y si tomamos érdenes tales que I € L[s] y I; € L[t], entonces

@)= Y Lstdgl, (o) Llstdzl, ,)(l).
SUT=[n]
|S|=s |T|=t

A modo de ejemplo calcularemos ,u%i(L)(Z | 1®1); es decir que s =2 y t = 1 por lo que
S € {{1,21,{1,3},{2,3}} y T € {{3}, {2}, {1}}, entonces

w1 = Z[ | Listdg!,](2 | 1)« Lstd;?, ,)(1) =
urT=I[3
|S|=2 |T|=1

—2[1.3+3[1.243[2.1=2]1[3+3[1|2+3]|2]1
De forma similar tenemos que ,u,lC’E(L)(1®2 |1)=3]2]14+2|3|1+1]3]2.
Ahora veremos que (K (SL) * KV (Id))(l) # uxvwyexvwy(l) paral =13 | 2.

(KY(S1) * KV (Id))(1 ] 3] 2) = pxvwy o (KY(SL) ® KY(Id)) o Agvwy((1]312)) =
= v )0 (KY (SL)@KY (Id) (@1 | 3|2+ 102 1+1]201+1]3|28() ) =
= (0®1]3]2 - 1®2[1 + 2|11 — 2[3[1x()) =
—1]3|2-3|2]1—2[3|1 -1[3[2+2[1|3+3[1]2+3]2|1-23][1=
= 2[1]3+3[1]2 - 2-(2]3]1).

El resultado anterior nos permite decir que no podemos asegurar en general que el
functor KV preserve antipodas. Dado que si KV (SL) fuera antipoda de KV (L), la expresién
(KV(SL) * KV (Id))(1| 3 ]2) deberia ser cero.

Ahora pasaremos a definir el tltimo functor de Fock, que utiliza la estructura de KV y a
los subespacios vectoriales invariantes.
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4.5. Functor de Fock bosonico KV

Definicién 4.5.1. Dada o : S, x V — V una accion lineal, el subespacio invariante de V por
o, es el subespacio
VO i={v eV tal que c ov =v Yo € S,,}.

De forma andloga a lo visto para el functor IC, dada una especie p, la accién lineal que
trabajaremos en estos espacios es o ¢ v := plo](v) con v € p[n].

Definicién 4.5.2. Sea K" : Sp — gVecty el functor definido, a nivel de objetos, como:

K'(q) == @Palnl*.

n>0

Sea f : p — q un morfismo de especies tal que en su componente n es fi,) : p[n] — q[n],
entonces se define el functor a nivel de flechas como:

—v
K (=D
donde f[‘i’f = fin] lp[n)s» es decir, la restriccion de fi,) al subespacio p[n]°".
Observacion 4.5.3.
= Veamos que EV( f) estd bien definida.

Es decir que probaremos que si v € p[n]°”, entonces Jm(v) € q[n] Sn,

Dados 0 € S,, y v € p[n]®~, como f es morfismo de especies se cumple que

o (fin)(v)) = Alo](fin)(v) = fin (Plo](v) = fini (0 0 v) = fim)(v),

por lo tanto fi,(v) € g[n]%".

Podemos expresar este resultado como la conmutatividad del siguiente diagrama, donde
¢ es el mapa inclusion

= Si escribimos al mapa ¢ con subindices en las especies correspondientes en el diagrama
anterior, observemos que la conmutatividad de ese diagrama implica que ¢ es una trans-
formacién natural entre los functores K y KV. Es decir que dada f : p — q morfismo
de especies, el siguiente diagrama conmuta

= tp=t(P)

K’ (p) %KY (p)
Kv(f)i licvm

K'(p) ——KY(q)

tq=t(a)

. .z -V . .
A continuacién procederemos a darle a K~ una estructura de functor monoidal bilaxo (con
el producto de Cauchy en ambas categorias).
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Definicion 4.5.4. Estructura monoidal de Kv.
Py
_ >

-
—=V
Yo

£'1) =k

Definimos @y y % como los mapas identidad en k, k

VI Y . .
Se definen los mapas @ y1 como las restricciones de los mapas o y " a los subespacios
invariantes. Es decir, de forma tal que los siguientes diagramas conmuten,

¥p.a
KY(p) e KY(q) . KY(peq).
K (p)eK (@) <Z---ZK (peq)

Proposicién 4.5.5. Los mapas @’ y @v estan bien definidos.

Demostracién. Comencemos con ", para ello deberemos probar que

Vv

(q);

es decir que si v € (p e q)[n]°" entonces @y ,(v) € @ pls]® @ q[t]®".
s+t=n

ppnaot (K pea) X (p)o

Siv € (peq)[n]°" entonces es de la forma v = Z vg,r con vg,r € p[S|®q[T] y cumple
SuT=[n]
que o0 ov =v Vo € S, donde

P rlolsledo ]| (v)

SUT=[n]

ooV =

>

SUT=[n]

(Pl sl @ ol b)) wsir)

Como oov = v, para cada S’"UT" = [n], las componentes {S’, T’} de oov y de v son iguales.

Observar ademads (p[a ls] ® qo |T}> (vs,r) € plo(S)] @ qlo(T)] y por lo tanto si S" = o (S) y

T" = 0(T') obtenemos que po |s]®q[o |r](vs,T) = vs 77, y en el caso particular que o(S) = S
y o(T) =T tenemos que

plo |s]®dlo |r](vs,r) = vs,T (4.5)

Recordar que ¢V es no nula tnicamente en aquellas componentes de v que son de la forma
U[s],[s+1,s+¢]; Dara esta componente tenemos que

O q Vs [s1,544]) = (P[Id] ® Q[Shifts_l]) (V[ [s+1,544])>

por lo tanto debemos probar que este elemento estd en p[s] @ q[t]%; es decir que Vo € S, y
V1 € S, el elemento es pla] ® q[7] invariante. Para ello dados « y 7 como antes, sea o € 5, la
biyeccion tal que o [(g= @y 0 |[s41,544= shiftsoTo shift;!, es decir

Id a€ES,

o g0 [8]

[5]

shift]! €S,

[s],

O |js41,844: [s+1,8+1]
o: [s]U[s+1,s+t] =n]

Observar que,

2]

[s+1,s+1,

>[s]U[s+ 1,8+t = [n].
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7 Vs fsr 1,541 = (P @ DO (V5] fs1,541) = (PI0 |(] @ a0 |[s41.5+41]) (U{s],[s+1,s+t]) =
= (p[Id] ® a[shifts]) o (P[] ® a[7]) o (P[Id] @ alshift; ])(v]g],[st1,5+0)-
Por lo tanto

(pId] @ q[shifts]) o (ple] @ q[7]) o (P[Id] @ q[shift;']) (Vi) [s41,546) = V[s],[s+1,544]5
y se obtiene que
(ple] ® q[7]) o (plId] ® q[shift;]) (v (s+1,504) = (P @ alshifty]) (Vi) (s41,504))s

lo que prueba que el elemento (p[Id] @ q[shift;']) (Vi) (s+1,546) = Ppq(Vls],[s+1,5+4]) € Pla] ®
q[7] invariante, por lo que $" estd bien definida.

La prueba de que Ev estd bien definida, es similar a la prueba anterior, teniendo que probar
esta vez que,
vaot (K@) ek

pP.q

(q)) CK'(pea)

es decir que si v € @ p[s]®: @ q[t]°* entonces Yo q(v) €(Peq) [n]®" ¥n > 0. Basta probarlo
s+t=n
con v = v, ® vy con vs € p[s]®s y v; € p[t]°*, para ello sea o € S,

oo (VW (vs@u)) =00 Z p[stdgi[s}] ® q[std;i[t]}
SuUT=[n]
—1

= Z plo|s OStd;L[S]](US) ®qlo |r OSthﬁ[t]](vt»
SuUT=[n]

—1 —1 —1 —1 .
Observar que o | OStdSH[S] = sth(S)H[S] y que o | osth%[t] = stdg(T)ﬁm, y si llamamos
S"=0(S) y T = o(T) la expresién anterior nos queda

go (7/’V(Us oY Ut)) = Z p[std;(ls)%[s]](vs) ® Q[Std;(lT)_,[t]](Ut) =
SUT=[n]

= Z p[Stdg/:[s}](Us) & Q[Std;}%[t}](vt) =
S'UT'=[n]

= ¢V(Us X Ut)-

Lo que prueba que 9" (vs @ v;) es (p e q)[o] invariante.

<2 v TV .
Observacién 4.5.6. Los mapas $* y ¢ son inversos uno del otro.

Si v, @ vy € p[s] @ q[t]% con s+t =n, es claro que B O@v = ldgv ()eg" (q)» dado que

si escribimos Ev (vs @ vy) = Z vs ® vr con vg ® vr € p[S] @ q[T], como P es cero en

SuT=[n]
|S]=s,|T| =t

las componentes S # [s], tenemos que:

v =V _
B ot (vs®uy) = Sﬁv(v[s] ® V[s41,541]) = Vs @ Vt.

Sn
Por otro lado, sea v, € (Kv(po q)) = @ p[S] ® q[T] ; Up es de la forma
" SUT=[n]
Uy = Z vs.r. Para ver que @v 0pY = Idgv (peq): COMO %" es cero en las componentes

SuT=[n]

vg ® vy con S # [s], debemos probar que v, = Z @v oY (v[s],[S“,Ht]).
s+t=n
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Recordamos que como vy, es S, invariante Vo € S, y S'UT" = [n] tenemos que vy (s),o(17) =
o ovg 1 = vg . En particular, fijados S, T, tomando S' = [s]y T" =[s+ 1,s+t]|yo € Sy
dada por

5=y 8 )
T'=[1+s,t+s] kit [t Stz T
o: 8" UT =[n] SuT =|[n],
tenemos que
VS, = VUg(8"),0(T") =0 © Vs 1" =

= (p [Stast g @ a[stazl,]) o (b [1dig] @ a[Shift:1]) (v ssnsrn) =
= (p [std5" ] @ a [Stdrl ,]) @ (v perea)),

por lo tanto sumando en todos los S UT = [n] obtenemos

Z “ST = > Z (P [Std;i[s]} ©a [Std?L[t]}) (@" (Vs fs41.0401)) =

SUuT= st+t=n SUT=
IS|= s7|T| t
—V v
= Z b 0B (VUfs) fst1,544])- O
s+t=n

Alser gV y @V restricciones de % y ¢ cumplen las mismas propiedades monoidales. Por lo
que tenemos los siguientes resultados.

Lema 4.5.7. Sea el functor ' y los mapas EV,GOV,EV Yy EB/ definidos anteriormente.
Entonces
= la terna (K ,1/1 1/)0) es un functor monoidal lazxo,

» la terna (KV,EV,@Y) es un functor monoidal colaxo, vy
» la quintupla (K ,w wo .2V, y) es un functor monoidal bilazo.

Corolario 4.5.8. Sea h una especie.

1. Si (h, u,u) es un monoide en Sp, entonces
(—v —V —v

K (h),K (u)ov hh,zv(u) OJ(Y) € gVecty es una dlgebra graduada.

2. Si (h,A,e) es un comonoide en Sp, entonces

(Kv(h%@\/h’h OKV(A),EE{ ozv(s)) € gVecty es una codlgebra graduada.

3. Si (h,p,u, A e) es un bimonoide en Sp

a) entonces (Kv (h),fv (u) o@vh,mkv(u) o@g, @Vh,h oEV(A),E(\{ oK’ (5)) € gVecty es
una k-bidlgebra graduada,

b) ademds si h es conexo, entonces Ev(h) es una k-dlgebra de Hopf graduada y coneza.
De forma andloga a lo observado para IC, en este caso también tenemos que Ev = ¢V71
(Observacién 4.5.6) y EE)/ = Id =7y, y por lo tanto K" lleva un monoide de Hopf en especies
h con antipoda S en un algebra de Hopf Kv(h) con antipoda KV(S).
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Ejemplo 4.5.9. En el Ejemplo 4.2.8 ya vimos la estructura de bidlgebra de IC(E). En este
ejemplo, aplicaremos los otros tres functores de Fock a la especie exponencial E y establecere-
mos relaciones entre las bidlgebras resultantes.

Dado que E[n] = ko, y que dada o € S, tenemos que o ¢ >, = Idgp)(Pp)) = D, €8
decir, que >y, queda fijo por todas las biyecciones en Sy, entonces E[n]*" = E[n] y E[n]g, =

E[n],/{0} = E[n], por lo tanto K(E) = K(E) y KY(E) = o (E) como espacios vectoriales.
= Recordamos la estructura de K(E) como bidlgebra.

o 1x(m) (Pls) © D) = Plota),
s,t _ (s+t
o ARig (b)) = (*17) b @by,
® ug(E),(A) = A(g) ¥ ex), (Bo) = 1.

= Por lo tanto el morfismo I' : K(E) — k[z] dado por I'(>,,)) = 2", es un isomorfismo de
algebras de Hopf graduadas. Como en este caso proyectar sobre espacios coinvariantes
es el isomorfismo que manda la clase del elemento en el propio elemento, obtenemos que
K(E) = k[z] = K(E).

= Ahora veremos la estructura de KV (E) como bidlgebra.

o 1 () (Pl @) = KY (uB) 0 U m(brg @) = KV (um)o | D0 pisj@em | =
SUT=[n]
|S|=s,|T|=t
= (" )psury = (e
o AR g Pm) = P e K (AR)CR) =i | D P ®bm | = Y Pl @by,
SUT=[n] sti=n

o urv (), (A) = A>o) ¥ exv(m), (o) = 1.

» Es facil probar que el morfismo I : KY(E) — k{z} dado por I'(>,) = 2™ es un
isomorfismo de &lgebras de Hopf graduadas. Entonces KV (E) = k{x} = K’ (E), dado que
los espacios vectoriales de cada componente coinciden con sus subespacios invariantes.

Entonces resumiendo, en este ejemplo tenemos los siguientes isomorfismos,

Y

KY(E) = K (E) = k{z} = (k[z])™" = (K(E))™" = (K(E))"".

Esto es un caso particular de un resultado més general que estudiaremos en la siguiente
seccion.
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4.6. Functores de Fock y dualidad

En esta seccién veremos algunas relaciones entre los functores de Fock aplicado a especies
y sus duales. Mostraremos que algunos de los isomorfismos vistos en el ejemplo anterior se dan
para toda especie finita.

Teorema 4.6.1.

Si p un bimonoide en especies de dimension finita, entonces:

KY(p*) = (K(p)™"

Demostracién. Observar que como espacios vectoriales KV (p*) y (K(p))™" coinciden, ya que

*

sus componentes en grado n son p*[n] = (p[n])*.

A continuacién probaremos que los productos de ambos espacios son el mismo, es decir que
ey (pe) = (K (p)) o

Por simplicidad escribiremos * en vez de *9"

necens = (Bre)” 0w = (Upp 0 K(Ap))" 0 k() = (K(Ap))" 0 (Ypp)" © Tk(p)-
) = K tipe) 0 U e = K¥ (25,0 9p.9) 0 U e = K¥(A5) 0 K (1p.p) 0 e -
Observar que si f : p — q es un morfismo de especies (K(f))*9" = KY(f*), dado que

K = (fn)" = (f*)n = KY(f*)n. Para probar la igualdad de las multiplicaciones, basta
probar que,

(wp,p)* °VK(p) = ’Cv(Vp,p) © w;)/*,p*~ (4-6)

Observar que,

Wopi=| P P (lstdssl@plstdroyl) | = P @ (plstdsog] ® plstdr_]) "

st+t=n SUT=[n] st+t=n SUT=[n]

|S|=5.|T|=t |S|=s,IT|=t
y que
* —1 1
(Vpe p- @ @ p'lstdg_, ] ® P[stdr, ]
s+t=n SUT=[n]
[S|=s,|T|=t
Por definicién de especie dual, para toda biyeccién o tenemos que, (p[o])* = p*[c~!], por
lo que,

Jn = @ @ (plstds—q])" ® (plstdr_p])*

st+t=n SUT=[n]
|S|=s,|T|=t

Recordemos que,

(KY(1p,0)), = (Yp.p)n @ Tp(S],p y que  (Yk(p).k(p))n EB'YP l.plt]-
SUT=[n] s+t=n

Por lo tanto para probar la igualdad 4.6, basta probar que para cada s, con s+t =n
y SUT = [n], con |S| = sy |T| = t, la correspondiente componente en ambos lados de la
igualdad coinciden. Es decir, que el siguiente diagrama conmuta:
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* * Tpls],plt] *
p*[s] @ p*[t] - (p[s] @ p[t])
(plstds_,(s)]))* ®(p[stdr_4])* i l(p[stdsﬁ[sﬂ@p[std%m)*
p*[S] @ p*[T] T (p[S] @ p[T])"

lo cual es cierto por la naturalidad de v para espacios vectoriales (Ver Lema 1.6.2).
Ahora probaremos que los coproductos de ambos espacios coinciden, es decir que
Arvpr) = Bk p)*
Akv(pr) = Ppepr 0KV (Ap+) = g 5e 0 KV (151 0 15) = e pe 0 KY (755) 0 KV (15),
AK)* = Victn) k(p) i) = Tty iem © K Ep) © 0p.0)" = Vic iy k() © (Pp) ™ © (K (11p)) "
para probar que Agvp«) = Ak (p))*, es suficiente con probar que
P pr © ICV('y;i)) = V;E(lp),m(p) ° Pp b (4.7

Observar que,

(epp)n: €D plsl@pll = € plSI@plT],

s+t=n SuT=[n]

puede escribirse como la suma de los siguientes mapas:

(¢p,p)st 1 P[s] @ P[t] = @ p[S] ® p[T], donde
SUT=[n]

(Spp,p)s,t = lp[s]®p[s+1,s+t] © (p[lds] 02y p[ShlftsD y

donde el mapa Lp[s)gp[st1,5+¢ S la siguiente inclusién p[s|@p[s+1, s+t] — @ p[S] @ p[T].
SUuT=[n]

Por lo tanto,

((@p,p)s,t)* = (Lp[s]®p[s+1,s+t] o (p[lds] ® P[ShiftS]))* = (p[lds] ® p[smfts])*o(Lp[s]®p[s+l,s+t])* =
= (pllds] ® p[ShiftS])* O T(p[s|@p[s+1,5+t])*>

siendo el mapa T (p[sgp[s-+1,s+4)* -1a Proyeccién: @ (p[S] @ p[T)* — (pls]®@p[s+1,s+1])".

SUT=[n]
Por otro lado, (¢ o+ )n @ p'[Slep*([T] — @ p*[s]®p*[t]), que tiene componentes
SUT=[n] s+t=n
(. @ p*[ [T] - p*[s] ® p*[t], donde

SuT=[n]

(P p-)st = P*[Ids] @ p*[shift ] o mpe[yepe [

siendo Ty« [5op+[g la proyeccion @ p*[S] ® p*[T] — p*[s] ® p*[t].
SuT=([n]
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Por lo tanto la componente {s,t} de la igualdad 4.7 es la parte exterior del siguiente
diagrama:

(‘PP:p):,t

T(pls]@pls+1,5+t])* «  (PlIds]®p[shifts])”

(p[S] @ p[T])" (pls] @ pls + 1,5 + 1)) (pls] @ plt])".
SUT=[n]
(’Yp,p);li (’Yp’p)[;]l,[s+1,s+t] ('Yp,p);i
D pislep(T] p[s]@p[s+1,5+1] p*[s] © p*[{]

Tp*[S]@p* [T] . P
SUT=[n] p*[Ids]®p [shift] "]

(‘P;)/* ,p* )s,t,

Observar que el primer cuadrante conmuta por definicién y el segundo por la naturalidad
de 7, lo que nos permite afirmar que la composicién de los mapas exteriores del diagrama
conmuta es decir que,

(“P;v)*,p*)s,t © ('Vp,p>7:1 = ('Yp,p);% © (@p,p):,ta

lo que prueba que el coproducto en ambos espacios es el mismo.

Resta probar que la counidad y la unidad de los espacios KV (p*) y (K(p))™" coinciden.

Para ello, recordemos la definicién de exv(p+) y de g (p))=s~ mediante los siguientes dia-
gramas,

€KV (p*) E(K(p))*97

KY(p*) K., (K®)™" K.

_—
KY (epy) UK (p))*
p*) @(\)/ 91

KY(1) K*

Basta probar que ambas composiciones coinciden en grado cero.

(exvips)o = (@80 © (KY(ep+)))y = Idi 0 (ep=))p = Idi 0 (7" 0 (ux(p))*)y =
=1Idy o 6" o (up)y= 60, o (up)y v,

o (K(up) © o)y = b o (po) o (K(up))g =
o (up)ay

(Exmnor)y = (") 0 ()i = 0
=0, " o Idy o (up)j =
que claramente coinciden.

-1

k
—1
k

De forma andloga se prueba que los mapas uxvp+) ¥ Uk(p))*s coinciden, finalizando la

prueba del teorema.
O

Lo que dice el resultado anterior es que los functores KV o (—=)* y (=)*9" o K son functores

bilaxos y que las ecuaciones (4.6) y (4.7) valen para cualquier par de especies finitas, demos-
trando que las estructuras laxas y colaxas de ambos functores son las mismas y que por lo
tanto ambos functores monoidales bilaxos coinciden.
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Corolario 4.6.2. Si p es una especie autodual, entonces KV (p) = (lC(p))*gr,
Demostracion. El resultado se obtiene con la aplicacion directa del teorema anterior. O

Ejemplo 4.6.3. Observar que la especie exponencial E es autodual, aplicando el corolario
anterior obtenemos los isomorfismos dados en el ejemplo 4.5.9.

Ejemplo 4.6.4. Hemos visto en el Ejemplo 3.2.10 una estructura de bimonoide conexo para
la especie Ey. En este ejemplo veremos que esta especie es autodual y usando el corolario
anterior obtendremos una nueva algebra de Hopf.

Sea I un conjunto finito, S y T una descomposicion disjunta de I.
Llamaremos By := {f : I — B, tal que B es base de V'} y ey a los elementos de Ey *[I], tales
que si f € By y g € By entonces ef(g) = dy,4. Observar que By es base de Ev[I] y que
{ef con f € Br} es base de Ev™[I].

Segun la Proposicién 3.4.6 la estructura de la especie Ev™* es la siguiente:

» Sean e, € Ev™[S], er, € Ev™[T], y a € Ey|[I], entonces
/’[’EV*;S:T(eQ ® eh)(a) = ((AEV)* © VEV,EV)&T (eg Y eh)(a) =

= VB [s],Ev(T](€g ® €n) 0 ARy, 5 7() =

1 sig=alsysih=aqalr

= eg(als)en(alr) = { =

0 en otro caso

= 5Q’#EVYS,T(g®h), es decir

MEV*,S,T(eg ® eh) = Cugpy, s,7(9®h)"

s upy - 0(1)(f?) = (egy.0)* 0 0(1)(f°) = 0(lk)epy0(f°) = 1 = epo(f°) por lo que
uva’@(l]@ = efo.

. AEv*,S,T(eOt>(9 0 h) = '7]5\1,[5],]3\,[1“] © (/’LEV7S7T)*(ea>(g 0 h) =

= 7}5\1,[5],EV[T] (ea)bEy,s,7(9 ® ),

componiendo con Vg, [s],Ey[7] @ la izquierda de ambos miembros deducimos que a [s= g
y que « |p= h por lo que,

Agy+,5,7(a) = €a)s @ €qlp-

» La counidad en la componente @) es
ery;(ero) (1) = 07 (umy 0)* (ef0) (1x) = 07" (o) (f°),

se deduce que g,z (es0) =1
Claramente bajo la identificacién de f € Ev[I] con ey € Ey™[I], resulta que el bimonoide
conexo Evy es autodual, por lo que obtenemos que KY(Ev) = (K(Ev))*9", por el corolario
anterior. También hemos visto que K(Ev) = T(V), por lo que KY (Ev) = (T(V))*9".
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Al algebra de Hopf (T'(V'))*9" generalmente se la denota TV(V) y se la conoce como la
dlgebra de Hopf de barajamientos, definida como TV(V) = @, V@ v con estructura de
bidlgebra de la siguiente forma: B

s ppv (01 ® .. @) ® (Vi1 ® ... Qvy)) = Z Vo(1) ® - - ® Ug(n)-
oESy

o es i—shuffle
Una permutacién o € S, serd un i — shuf fle si r < s entonces sucede una de las
o(r) <o(s) <o(i)

siguientes opciones
& P {J(i) < o(r) < o(s)

De aqui el nombre del algebra, dado que se barajan v1 ® ... QV; ¥ V41 Q... Q vy
sin perder el orden. Ejemplo si n = 4 e ¢ = 2 un barajamiento de v; ® v5 con v ® vy €s

v1®v3®v2®v4ylaai—shuffleGSneso—(1 g g’ i)

L uTv(V)(l]k) = 1k~

i=n
* Arv () (Vo() ® - ®Vp(n)) = D (1@ ... Q) @ (Vi1 D ... Dy).
i=0
Para el caso ¢ =0 e i = n los sumandos valen 1 ® (01 ® ... Q@ v,) Yy (11 ®@...Q®v,) @1
respectivamente. Al coproducto se le llama deconcatenacion.

L] ET\/(V) (Ul XR...Q ’Un) = 50,nld]k.

Presentada el dlgebra de barajamientos, concluimos que KV (Ey) = TV (V).

4.7. Functores de Fock y (co)conmutatividad

En esta seccién estudiaremos si los functores de Fock preservan conmutatividad y cocon-
mutatividad.

Proposicién 4.7.1. K y K preservan coconmutatividad.

Demostracion. Si probamos que K preserva coconmutatividad, dado que los mapas que le dan
estructura monoidal a K son los de I, pero definidos en espacios coinvariantes, concluimos que
también K preserva coconmutatividad. Entonces haremos la prueba sélo para el functor K.

Sea (p, Ap,ep) un comonoide coconmutativo, es decir que se cumple que
5T _ AT,S . st Ats
Bsr o Ag® = AL, probaremos entonces que f; ¢ o AK(p) = AK(p).

Ya hemos visto que A;Ep) = ( @ p[stds_q] @ p[sthﬁm]) o Ag’T.

SUT=[n]
\Sl=s, [T]=t

Observar que f ¢ 0 Az’ép) = ( @ p[stdp ] ®p[5tds_>[s]}> oBsro AE’T’ usando la
SUT=[n]
|S|=s, |T|=t
coconmutatividad de p y obtenemos que

Boro Ayl = ( @ plstdryle P[Sfds%sﬂ) Ay = Al
SUT=[n]
|Sl=s, ITI=¢
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Observacion 4.7.2. El functor K no preserva conmutatividad.

En el ejemplo 3.4.8, vimos que L* era un monoide conmutativo. Veremos que
K(L*) = D,,~, L*[n] no es conmutativo. Comencemos viendo el producto en KC(L*).

PL* L* K(pL*)
_ >

prewe) - K(L) o K(L*) —————— K(L* @ L7) K(L") o £(L)

entonces para s +t =n, pcw (i @) = K(pw-) o pr- 1+ (IF @ If).

Escribiremos a L*[shi ft](I}) como shifts(I¥), y a L{shifts](l:) como shifts(l;). Entonces,

pewn (I 1) = Kuwe) (I @ shift (7)) = 3 1"
lesh(ls,shifts(lt))
l€L[n]

Ejemplo:sis =2yt =3conl; = (1|2)*yl5=(3]2]1)" entonces, shifta(l3) =543,y

pere (I3 @13) = (1] 2]514[3)"+(1[5]2[4[3)"+(1[5[4]2]3)" +
+(5]413]2)*+(B|1]2]4|3)*+(B|1|4]2]3)*+
+GB1]413]2)*+B|412]3)*+(B|4]1]3]2)*+(B|4]3]1]2)*

Para ver que K(L*) no es conmutativo, probaremos que,

ey © Boa(ls @ 1) # pigigey (5 @ 1)
i @ B0 1) = pipn (el = Yy
lesh(ly,shifti(ls))
l€L[n]
B el) = > I
Uesh(ls,shifts(ly))
I’€L[n]

Estas expresiones pueden no ser iguales. Si seguimos con el ejemplo dado anteriormente con
lo=1]2yl3=3]2]|1, vemos que todos los ordenes en sh(lz, shifts(l3)) comienzan por 1 o
por 5, mientras que en sh(l3, shifts(l2)) comienzan con 3 o con 4,

sh(ls, shifts(ls)) = sh(3|2|1,4|5) ={3]2|1|4]|5 + 3|2[4]1]5 +
+3[2[4]5]1 + 3|4]2[5[1 + 3[4[5[2[1 + 4
+4]5(3]2]1 +3]4]2]1]5+4[3|2|1]|5 + 4

Proposicién 4.7.3. El functor K preserva conmutatividad.

Demostracion. Debemos probar que ,u%s(p) 0 fBst = p%'ép) con (p, tp, Up) un monoide conmu-

tativo.
Observar que, #S{p) = Mg]’[SH’SH] o (p[ldyy)] ® p[shifts]) y que el siguiente diagrama
conmuta,
pls] @ pl] o @ pls]
p[Shiftt]@D[[d[t]]l \L [Id]@plshift:]

p[l +t,s+t] @ pl[t] []®p1+ts+t

ﬁ[1+t,s+t]y[t]l (14t s4]

plt] @ p[l +t,s+ 1] p[n

plth s+
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entonces,

Mgy © Bst = py 0 By g 0 (PIshift] @ p[Tdy])

como p es conmutativo obtenemos que,

iy © Bo = pp T o (pfshift,] @ plIdy))
Observar que,
» up es un morfismo de especies, entonces para o € S,, cumple para S UT = [n] que,

plo] o puy ™ = pg$ 7™ o (plo |s] @ plo |7]),

en particular si S = [1+¢,s+1t], T = [t] y defino a o como la siguiente biyeccién en [n]:
o |s= shift; ' y o |r= shift,, tenemos que

p[a} o Mg+t’s+t])[t] — ME]:[S-FI,s-H] ° (p[shift;l} ®p[shifts]) )

» como estamos trabajando en espacios coinvariantes T = po](v), Yv € p[n].

Entonces con o definida en la observacién anterior tenemos que,

sy © Bet = Plol o o Bu = pp T o (plshift, ! @ plshift.]) o (plshiftd] @ plIdy)) =

S ORCEETDIN (p[Ld[s)] @ plshifts]) = M%Ep)’

concluyendo que /C preserva conmutatividad.

Proposicién 4.7.4. Los functores KV y K’ preservan conmutatividad.

Demostracion. De forma similar a la afirmacién anterior, si probamos que KV preserva con-

. =V . . . . -
mutatividad, dado que K es restringirnos a espacios invariantes, concluiremos que también
preserva conmutatividad. Por lo tanto haremos la prueba sélo para el functor V.

Sea (p, pp, Up) un monoide conmutativo, cumple que: ,u;";’S ofBsr = ug’T, debemos probar
t,s 5 t
que 'U’IC?/(p) o fBst = /v‘)égv(p)-

Observar que el siguiente diagrama conmuta,

pls] © plf] —— = plf] © pls
> plstdgl @ plstd;l ] o 2o plstdpl gleplstdgt )
|T|=t,|S|=5 |T|=t,|S|=5
>_p[S] @ p[T] > p[T] @ p[S]
> Bs.r Sug®

p[T|®@p|S] ————pn
2 p[T]@plS] TS []
entonces el mapa ufcsv (p) @ Bst = Z ug,s oBsTo0 (p[stdgi[s]] ® p[std;i[t]}) , 1Samos
|S]|=s,|T|=t
que p es conmutativo y obtenemos que
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M e = 30 "o (platdl ] @ platdrlg) = iy
|S|=s,|T|=t

O

Observacion 4.7.5.
Ya vimos para la especie L en el Ejemplo 4.4.6 que KV no preserva coconmutatividad.

También es facil ver este resultado en el Ejemplo 4.6.4. Dado que la especie Ey es cocon-
mutativa pues,

@?,TOA%\T(f):f|T®f\s:A£’5(f)7 con feEy[I]y SUT=1.

La componente {s,t} del coproducto en KY(Ev) (2 TV(V)) es quedarnos con las s prime-
ras componentes y las t restantes,

ﬂs,toA;ltv(v)(vl @...QUy) = (V531 ®...QVst) (V1 ®...0U,), y
AtT“i(V)(vl R OU) =1 ®...0U) Q@ (Vg1 ® ... ® Vyys).

Las expresiones anteriores claramente no coinciden en general, concluyendo que KV (Ev)
no es coconmutativa.

. . - . =V .
Sin embargo, al trabajar en espacios invariantes (tomando al functor K "), veremos que si
se preserva la coconmutatividad.

Proposicion 4.7.6. El functor ' preserva coconmutatividad.

Demostracion. Dado (p, Ap, €p) un comonoide coconmutativo, debemos probar que:

Bs,t © A%tv(p) = A%Sv(p), con A%tv(p) = (pldyy] ® plshift;']) o AST, recordando que B es
cero en aquellos conjuntos tales que S # [s] y T # [s + 1,5 + {].

Observar que el siguiente diagrama conmuta,

Ags,T
p[n] : p[S] ® p[T7,
AS’Ti iﬂS,T
p[s] ® pli] p[T] ® p(S]
p[[ds]®p[shift_:1]i ip[shift;1]®p[lds]

p[s] ® p[t] — p[s] ® p[t]

s,t _
K (p)

Bt o ALY = (plshifts"| @ pllds]) o Ars.

entonces, f;¢ 0 A (p[shift;l] ® p[Ids]) o Bs,r o Agr y usando coconmutatividad de

p obtenemos que,

Observar que,

= Ap es un morfismo de especies, y dada o € S,, entonces se cumple la siguiente igualdad,
(pep)lo] o Ap = Ap oplo], y en espacios invariantes vale que

(pep)o]olp =Ap
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" como (p ° p)[g] - ZTuS:[n] p[a |T} ® p[cr |s], ya hemos visto que,
(plo 7] @ plo |s]) 0 ALS = AZT)o(S),

» en particular si T = [s + 1,8 + ], S = [s] defino a 0 € S,, como o |r= shift;!y
o |s= shift, resulta que la expresién anterior es,

(plshift;'] @ plshifty]) o ALS = AlLIEFLsH],
Usando las observaciones realizadas anteriormente, obtenemos;

Beao A, = (plshift:"] © plIds]) o (plshift,] @ plshift;']) o AT =

= (p[Idy] ® plshift;]) o AR = Atii(p)'

Esto prueba la coconmutatividad de sz( )’ O

Observacién 4.7.7. A continuacién expresaremos algunas conclusiones con los resultados vis-
tos.

Comenzaremos mostrando un cuadro que resume si los functores de Fock preservan conmu-
tatividad y coconmutatividad y en caso de no hacerlo, brindamos un contrajemplo.

Functor Preserva Conmutatividad Preserva Coconmutatividad
K No. Contraejemplo: L* y IC(L*) Si
K Si Si
KY Si No. Contraejemplos: L y KV(L), Ev y KY(Ev)
K’ Si Si

Cuadro 4.1: Los functores de Fock y un resumen de si preservan conmutatividad y coconmu-
tatividad.

Este resultado en realidad es consecuencia de la propiedad de los de functores monoidales
trenzados (estructura laxa y colaxa compatibles con las trenzas de las categorias monoidales
trenzadas). Se puede probar que los functores monoidales trenzados laxos (resp. colaxos), pre-
servan monoides conmutativos (y resp. comonoides coconmutativos). Para profundizar sobre
este tema, ver Seccién 3.1.3 de [AM10]. A lo largo de las pruebas en esta seccién se repite la
idea de conmutatividad de diagramas, que en realidad son prueba de lo dicho anteriormente
para cada caso particular.

Resumiendo:
s | es trenzado colaxo, preserva coconmutatividad.

» KV es trenzado laxo, preserva conmutatividad.

» Ky K" son trenzados bilaxos, preservan coconmutatividad y conmutatividad.
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Otras observaciones:

= Los functores K y KV son distintos. Si bien aplicados a una especie, se obtiene el mismo
espacio vectorial graduado, difieren en la estructura bilaxa, y se obtienen asi bidlgebras

no necesariamente isomorfas. Ademads por ejemplo, que K no preserva conmutatividad y
KV s

s Los functores K y KV no preservan autodualidad de bimonoides; es decir que si p es
un bimonoide en especies autodual, puede suceder que K(p) y K (p) no sean bidlgebras
autoduales; es decir

K(p) % (K(p))™" y/o K (p) % (K¥(p)™".

Recordemos que Ev = Ev* (Ejemplo 4.6.4). Observar que T(V) no es conmutativo y
que TV (V) es conmutativo, por lo que T'(V)) 2 TV (V), entonces

K(Ev)=T(V)£T"(V) =K' (Ev) =K' (Ev") = (K(Ev))"".
Ademsds, utilizando que K(Ev) 2 (K(Ev))*" y dualizando obtenemos que:

KY(Ev) = (K(Ev))™" # (K(Ev))™")™" = (K¥(Ev))"™".

A lo largo del trabajo se han evidenciado varias propiedades compartidas entre los functores
K’ y K. Esto sucede en realidad porque existe un isomorfismo natural entre estos functores,
que adem&s conmuta con las estructuras bilaxas de los mismos. Esto lleva a que aplicados a
un monoide de Hopf en especies obtengamos algebras de Hopf isomorfas.

A continuacién se dara claros argumentos de este resultado, enunciando definiciones y pro-
piedades que no hemos probado pero que resultan muy intuitivas.

Proposicién 4.7.8. Si char(k) = 0, dado un monoide de Hopf en especies p, las dlgebras de
Hopf Ev(p) y K(p) con las estructuras vistas en las secciones anteriores son isomorfas.

Demostracion. La idea de la demostracion es la siguiente:
. . . -V -
= se construird una transformacién natural o : K — K,

= veremos que « preserva las estructuras monoidales de los functores (concepto que se
presentard en la propia demostracion).

» Si char(k) =0, la transformacién « es invertible.

» Finalizaremos probando que ay, : Kv(p) — K(p) es un isomorfimo de bidlgebras gradua-
das (y por lo tanto de dlgebras de Hopf).

. L =V = .
Comencemos por definir la transformacién natural o : K — K como la composicién de los

siguientes mapas
[e3%

V L Id

K Kv K—=K
donde ¢ y 7 son las transformaciones naturales vistas en las Observaciones 4.3.5 y 4.5.3, e Id la
transformacién natural Identidad. Como la composicién de transformaciones naturales es otra

transformacién natural resulta que « es una transformacién natural.

Existe la nocién de transformacién natural entre functores laxos, colaxos y bilaxos, que es
bésicamente que la transformacién natural conmuta con la estructura laxa y colaxa resp. de
los functores. A modo de ejemplo si (F, ¢, o, ¥, %0) y (G,n,M0,9, ) son dos functores bilaxos
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una transformacién natural bilaxa o« : F — G es una transformacién que hace conmutar los
siguientes diagramas

F(A)e F(B) —2% S F(AeB), I—2°

aAoaBl l/(XAoB x \Lal
0

> G(AeB) G(I)

F(AeB)—% _ F(A)eF(B), F(I)— ~1.

e Jowos o] T

G(AeB)—————=G(A) e G(B) G(I)

[ W:]

. <z . s =V - . .
A continuacién probaremos que la transformacién natural a : K= — K definida anterior-
mente es colaxa.

Para probar la conmutatividad del primer diagrama de abajo (para la estructura cola-

xa), es equivalente probar que el segundo diagrama conmuta, dado que ya hemos visto que
avp,q = (wnq)_l’

A continuacion extendemos el segundo diagrama con los mapas involucrados

-V

i’ (peq) Y pa i’ (p)e Kv(q).

lpeq ler. Cuadrante lp®lq

KY(peq) <~—-——K"(p) e K¥(q)

p.a
Qpeq Idp o 2do. Cuadrante Idpeldg Ap®Qq
Yp,q
K(peq) ———— K(p) e K(q)
Tpeq 3er. Cuadrante ‘/WP'WQ
K(peaq) K(p) e K(a)

P,q

Para probar la conmutatividad de las flechas exteriores al diagrama, probaremos que los
tres cuadrantes conmutan individualmente.

El primer cuadrante conmuta por la propia definicién del mapa Ev (Definicién 4.5.4), el segun-

do cuadrante conmuta, porque son mapas uno inverso del otro y el tercer cuadrante conmuta,
por definicién del mapa ¢ (Definicién 4.3.6).

Para finalizar la prueba de que a es una transformacién natural entre functores colaxos,
falta la conmutatividad entre los mapas @3 y ¥, que es facil de ver, dado que son identidades.
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Considerando que ¢ p.q = (p" - q) y que wp a= Ppq)” I se deduce que « es una trans-
formacion natural entre functores laxos.

Escribimos |S,,| como al orden del grupo S,,, por lo que |S,,| = n! . La transformacién « es
un isomorfismo natural con inverso (ap?) ] p[n]s, — p[n]°" definido en T € p[n]s, como

( )[n] |S‘ZU<>JJ

oceS,

(es inmediato ver que a~! estd bien definido y que efectivamente es inversa de «). Resulta

entonces que « es un isomorfismo natural bilaxo. Aqui surge la necesidad que el orden del
grupo S, sea invertible en el cuerpo para todo n, es decir que que la caracteristica del cuerpo
no divida n! para todo n, es por ello que se hace necesaria la hipétesis de que char(k) = 0.

Resta probar que oy, es un morfismo de bidlgebras graduadas. Comencemos mostrando que
ap es un morfismo de codlgebras graduadas, es decir que debemos probar que los siguientes
diagramas conmutan:

K (p) = Kp) , K'(p)—"=k
ARV (p) AR(p) op o)
)oK s K@) eK(p)  K(p)

Sustituimos en los diagramas las definiciones de los coproductos y counidades (apareciendo
asi las estructuras colaxas de ambos functores),

K'(p) = K(p),
&Y (p)
v Ap) Cuadrante A K(Ap) /—\
—=V Ev (Ep) —=V @g
= Qpep - K K (1
T (pop) K(pep) N (p) (1)
p.p Cuadrante B Ep p
K'(p) ¢ K" (p) —moa— K(p) o K(p)

Como es usual para probar la conmutatividad de las flechas exteriores a los diagramas basta
con probar la conmutatividad de los cuadrantes internos en cada diagrama. Los Cuadrantes
A conmutan dado que « es una transformacién natural y los Cuadrantes B, por la propiedad
vista en esta prueba de que « es una transformacién natural de functores colaxos.

Se procede con argumentos andlogos para probar que « es un morfismo de algebras.

k.
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