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Tesis de Maestŕıa – Universidad de la República,

Programa en Ingenieŕıa Matemática, 2017.
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Matemática. III. T́ıtulo.



INTEGRANTES DEL TRIBUNAL DE DEFENSA DE TESIS

Prof. Mathias Bourel

Prof. Gustavo Guerberoff

Prof. Andrea Mesa

Prof. Andrea Vigorito

Montevideo – Uruguay

Setiembre de 2017

iv



Agradecimentos

Quisiera agradecer a mi tutora Graciela por sus aportes y la dedicación

para la realización de este trabajo, por su hospitalidad en la estad́ıa de Reino

Unido y su enorme calidad humana. También a mi directora académica Paola

por su invaluable acompañamiento durante el transcurso de mis estudios en el

programa de maestŕıa.
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La relación entre la libertad

individual y el desarrollo social

va más allá de la conexión

constitutiva. Lo que pueden

conseguir positivamente los

individuos depende de las

oportunidades económicas, las

libertades poĺıticas, las fuerzas

sociales y las posibilidades que

brindan la salud, la educación

básica y el fomento y el cultivo

de las iniciativas.

(Sen, 1999)
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RESUMEN

El estudio del estado nutricional y su trayectoria a lo largo de la vida

es relevante, pero cobra mayor importancia durante la infancia ya que los

problemas en este peŕıodo de la vida pueden tener efectos adversos de corto

y largo plazo en varias dimensiones incluyendo, entre otras, la educación y

la salud. Este trabajo analiza la trayectoria nutricional de una cohorte de

niños y niñas de Uruguay en edad escolar y su v́ınculo con el desempeño

educativo mediante la estimación de Modelos Mixtos de Clases Latentes y

Modelos Mixtos Conjuntos de Clases Latentes. Esta metodoloǵıa se enmarca

en los modelos estructurales y permite analizar el cambio con la edad del estado

nutricional, medido a través del Índice de Masa Corporal (IMC). Además, estos

modelos suponen que no es posible capturar la heterogeneidad entre individuos

por ninguna variable observada y, por tanto, ésta queda representada mediante

la pertenencia a grupos latentes.

Los modelos ajustados identificaron tres grupos de niños y niñas según sus

trayectorias nutricionales en el peŕıodo escolar (entre 6 y 12 años aproxima-

damente). El 50 % de las niñas tiene un IMC dentro de los niveles normales

para la edad, el 40 % presenta una trayectoria normal aunque con niveles más

altos que la mediana y que en algunas edades supera el umbral de sobrepeso.

Por último, el 10 % de niñas presenta problemas de sobrepeso en edad escolar.

Por su parte, el 70 % de los niños tiene una trayectoria normal para la edad,

el 20 % supera el umbral de sobrepeso para edades más altas y el 10 % el de

obesidad en todo el tramo de edad considerado.

El grupo de niñas con sobrepeso se caracteriza por mayor peso y talla al

nacer. Sin embargo, no se encuentran diferencias en términos del nivel educa-

tivo de las madres. Para los niños, el grupo por encima del umbral de obesidad

tiene mayor peso al nacer que el resto de grupos pero la talla no presentó dife-

rencias significativas. Además, hay una mayor proporción de madres con nivel

educativo terciario en los grupos con sobrepeso y obesidad. En cuanto a la re-

lación entre trayectoria nutricional y desempeño escolar, los evidencia muestra

que los niños abandonan a edades más tempranas que las niñas. Sin embargo,
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los grupos según trayectorias nutricionales no presentan diferencias en la edad

de abandono escolar.

Los resultados de este trabajo indican que si bien ninguno de los grupos

identificados muestra caracteŕısticas de déficit nutricional o decrecimiento del

IMC en el peŕıodo escolar, śı se observa un conjunto de niñas y niños con pro-

blemas de sobrepeso u obesidad que podŕıa ser objeto de estudio en futuras

investigaciones.

Palabras claves:

Clase Latente, Modelo Conjunto, Trayectoria Nutricional, Desempeño

Escolar, Uruguay.
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ABSTRACT

The study of the nutritional status and its trajectory over time is relevant

but becomes more important during childhood since problems in this period

of life can have adverse short and long term effects in several dimensions inclu-

ding, among others, education and health. This work analyzes the nutritional

trajectory of a cohort of uruguayan boys and girls in school age and its associa-

tion with school performance. With this purpose, Latent Class Mixed Models

and Joint Latent Class Mixed Models were fitted. This methodology is framed

in the structural models and allows an analysis of nutritional status change

with age of the cohort, measured through the Body Mass Index (BMI). In

addition, the models assume that it is not possible to capture heterogeneity

between individuals by any observed variable and, therefore, this is represented

by latent groups.

The model identified three groups of boys and girls according to its nutri-

tional trajectories during school (6 to 12 years old). These groups of girls show

that 50 % is within normal levels of BMI for age, 40 % has a normal trajectory

but with levels higher than the median and, in some ages, that exceeds the

overweight threshold and, finally, 10 % of girls present problems of overweight

during school age. 70 % of boys have a normal nutritional trajectory, 20 %

exceeds the overweight threshold and the 10 % of obesity.

The group of overweight girls is characterized by greater weight and height

for birth. However, there are no significant differences in mothers educational

attainment. Amongst boys, the group of obese kids has heavier at birth than

the other two groups, but size-at-birth did not show significant differences. In

addition, there is a higher proportion of mothers with superior educational

attainment in the obese and overweight groups. Regarding the relationship

between nutritional trajectory and school performance, results indicates that

boys drop out at younger ages than girls but nutritional groups do not differ

in terms of school dropout age.

None of the groups identified exhibited a deficit or decrease in average BMI,

although the group of children with overweight or obesity could be of concern
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and the object of future research.

Keywords:

Latent class, Joint Model, Nutritional Trajectory, School Performance,

Uruguay.
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Lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4 Trayectoria nutricional según cuatro y cinco grupos de niñas -
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4.7 Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - LCMM -

Lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.8 Probabilidades a posteriori para tres grupos de niños - Lineal . 61

4.9 Descriptivas para tres grupos de niñas - LCMM - Enlace Lineal 66
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio del estado nutricional de las personas es relevante en śı mismo

pero, en particular, durante la infancia debido a que los problemas nutricionales

en esta etapa de la vida pueden tener efectos adversos en otras dimensiones

como, por ejemplo, los logros cognitivos de los niños o la asistencia escolar

(ACC/SCN, 2000). Para el diseño de poĺıticas públicas eficientes resulta de

interés la asociación que muestra la literatura entre el déficit nutricional y los

menores logros educativos alcanzados (Glewwe, 2005; Levinger, 1992; Victora

et al., 2008). A su vez, las enfermedades crónicas asociadas al estado nutricional

pueden conllevar problemas en lo laboral y consumen recursos de los servicios

primarios de salud (ACC/SCN, 2000).

La transición epidemiológica1 ha llevado a que en los páıses en desarrollo

el foco de atención sea la desnutrición infantil, mientras que en los páıses

desarrollados lo han sido la obesidad y el sobrepeso. Estos últimos problemas

nutricionales se han reportado como factores de riesgo para la salud tanto

de corto como largo plazo (deOnis & Lobstein, 2010) y recientemente han

cobrado mayor atención. La prevalencia de obesidad en el mundo se ha más

que duplicado entre 1980 y 2014 según la Organización Mundial de la Salud

(OMS), por tanto, entender su trayectoria y las caracteŕısticas de los individuos

1 La transición epidemiológica consiste en un proceso de cambio dinámico de la mor-
bilidad y mortalidad de la población. Esta transición, acompañada por la demográfica, se
caracteriza por disminución de la prevalencia de enfermedades transmisibles y aumento de
las no transmisibles, desplazamiento de la morbilidad y mortalidad de los más jóvenes hacia
los grupos de mayor edad y aumento de los problemas asociados a la morbilidad en de-
trimento de la mortalidad. Los páıses en desarrollo en general se encuentran en una etapa
previa de la transición epidemiológica respecto a los desarrollados (Arredondo et al. (2003),
Wikipedia).

1

https://es.wikipedia.org/wiki/Epidemiolog%C3%ADa#cite_note-8


que transitan hacia problemas de obesidad y sobrepeso puede dar un mayor

entendimiento del proceso y, por tanto, de las acciones a tomar (Stuart &

Panico, 2016).

Si bien en Uruguay, existen trabajos que han analizado la situación nutri-

cional en la niñez y sus determinantes (ver por ejemplo, Bérgolo et al., 2006)

no se encuentran estudios espećıficos sobre trayectorias nutricionales duran-

te el peŕıodo escolar. Por tanto, uno de los objetivos de este trabajo consiste

en analizar la evolución temporal de las trayectorias para niños y niñas de

Uruguay en edad escolar.

Por su parte, Failache et al. (2015) estudiaron los determinantes del desem-

peño escolar en Uruguay, espećıficamente analizando la probabilidad de repe-

tición y abandono escolar. Los autores concluyen que el déficit nutricional

afecta positivamente la probabilidad de repetición. Sin embargo, no reportan

efectos directos de este déficit sobre la probabilidad de abandono del sistema

educativo.

Estos resultados surgen de la estimación de un probit para la probabilidad

de repetir y otro para la de abandonar, donde el estado nutricional se intro-

duce para explicar dichas probabilidades1. Además, los autores reportan que

el nivel educativo y el ingreso del hogar aśı como caracteŕısticas de los niños

vinculadas a sus habilidades no cognitivas fueron significativos para explicar

los desempeños considerados.

Los resultados reportados por este trabajo motivan el análisis de la aso-

ciación entre la trayectoria nutricional y el desempeño escolar que se aborda

mediante una metodoloǵıa diferente que permite analizar dicha asociación con-

siderando a estos procesos dinámicamente en el tiempo .

El tema central de este trabajo consiste en analizar la trayectoria nutricio-

nal de una cohorte de niños y niñas de Uruguay y su v́ınculo con el desempeño

escolar mediante la estimación de Modelos Mixtos de Clases Latentes y Mo-

delos Mixtos Conjuntos de Clases Latentes.

Para este análisis se aplica un Modelo Mixto de Clases Latentes para el

1 Failache et al. (2015) estiman un probit para la probabilidad de repetir y otro para
la de abandonar, donde introducen la puntuación z-score (según OMS) del IMC del niño
en 2009. Haber repetido corresponde a si el niño experimentó algún episodio de repetición
durante el ciclo educativo previo, mientras que el abandono se relevó en 2011/12.
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Índice de Masa Corporal (IMC)1 de niños y niñas, que permite identificar

grupos o clases a partir de la trayectoria de este ı́ndice según la edad (Muthén,

2004; Proust-Lima et al., 2014). Este modelo no requiere contar con medidas

longitudinales para las mismas edades o en los mismos momentos del tiempo

para los niños y niñas, sino que considera la disparidad de medidas o momentos

en los que se miden bajo el supuesto de “missing at random”. A su vez, se trata

de un caso especial dentro de los Modelos de Ecuaciones Estructurales donde

los parámetros que gobiernan la curva para cada niño o niña se estiman como

variables latentes (Johnson, 2015).

El abandono del sistema educativo resulta un problema importante para

Uruguay. Según información de la Encuesta Continua de Hogares (ECH) el por-

centaje que no asiste al sistema educativo asciende a 3.36 %, 7.41 % y 12.96 %

para 13, 14 y 15 años respectivamente en 2012. Esto muestra un problema

importante vinculado a la no asistencia en este tramo de edad que empeora

notablemente. Si bien para 2016 estas tasas disminuyen el problema persiste.

La no asistencia según la información de la ECH 2016 se sitúa en 2.79 %, 5.8 %

y 9.54 % para 13, 14 y 15 años respectivamente.

A su vez, los Modelos Conjuntos han cobrado mayor relevancia reciente-

mente en el análisis biométrico. En la literatura internacional existen varias

aplicaciones fundamentalmente en el área médica (Lin et al., 2002; Proust-

Lima et al., 2009, 2015; Rizopoulos, 2012; Tsiatis & Davidian, 2004; Zajacova

& Ailshire, 2012). Existe un único trabajo hecho en Uruguay que aplica esta

metodoloǵıa para el análisis del deterioro cognitivo en adultos mayores para

un estudio longitudinal de Suecia (Massa, 2015).

El objetivo de los Modelos Conjuntos es responder a preguntas de investi-

gación referentes a la asociación entre medidas a lo largo del tiempo de alguna

variable de interés y el tiempo hasta la ocurrencia de un evento. Además, per-

miten incorporar distintos mecanismos que generan los datos faltantes como

el supuesto de “missing not at random” (Rizopoulos, 2012).

En el presente trabajo, como desempeño escolar se considera el abandono o

desvinculación del sistema educativo, que se estudia en el marco de un Modelo

de Sobrevivencia donde la variable de interés es la edad en la que el niño deja

1 El IMC es un cociente que relaciona el peso y la estatura de un individuo y se uti-
liza para evaluar el estado nutricional. En particular, la OMS cuenta con estándares de
crecimiento por sexo según el IMC para el tramo de 5 a 19 años.
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de estudiar en el sistema educativo formal. A la vez, se considera un Modelo

Mixto de Clases Latentes para la trayectoria nutricional. Entonces, se estima

un Modelo Mixto Conjunto de Clases Latentes que permite evaluar el v́ınculo

entre la trayectoria nutricional y la edad de abandono escolar.

La información utilizada corresponde al Estudio Longitudinal del Bienes-

tar en Uruguay (ELBU) realizado por el Instituto de Economı́a, con apoyo de

la Comisión Sectorial de Investigación Cient́ıfica (CSIC), Unicef y el Fondo

Clemente Estable. El estudio consiste en una muestra de niños y niñas que se

encontraba cursando primer año en escuelas públicas de capitales departamen-

tales del páıs en 2004. La encuesta se repite en años ulteriores (2004, 2006 para

Montevideo y área metropolitana y 2011/12). En 2015/16 con financiamiento

de CSIC se realizó una nueva ola, en la que se entrevistó a los jóvenes con apro-

ximadamente 17 y 18 años de edad. En este trabajo, se utiliza la información

disponible hasta 20121.

El trabajo se organiza de la siguiente manera, en el Caṕıtulo 2 se presenta

una revisión de la literatura acerca de la situación nutricional y el desempeño

escolar. En el Caṕıtulo 3 se detallan los modelos, métodos de estimación aśı co-

mo la metodoloǵıa utilizada para abordar el problema planteado. El Caṕıtulo

4 reseña los principales resultados y, por último, el Caṕıtulo 5 pone de relie-

ve las principales consideraciones que se desprenden del análisis realizado, sus

limitaciones y futuras ĺıneas de investigación.

1 Los datos definitivos de la ola realizada en 2015/16 no estaban disponibles cuando se
realizó el análisis que se presenta en este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Estado nutricional y desempeño

escolar

En este caṕıtulo se presentan aspectos teóricos de la trayectoria nutricional,

particularmente durante la infancia, y su v́ınculo con el desempeño escolar. A

su vez, se exponen los enfoques y resultados obtenidos por trabajos aplicados

a esta temática en Uruguay aśı como en otros páıses. Por último, se presenta

el problema de investigación del presente trabajo y su relevancia aśı como los

principales objetivos e hipótesis que orientan el análisis.

2.1. Marco conceptual

La privación durante la infancia reporta particular interés en la discusión

sobre el bienestar a lo largo del ciclo de vida, puesto que las capacidades

accesibles durante esta etapa condicionan el espacio de funcionamientos a los

que una persona podrá acceder en su vida adulta (Sen, 1999). La nutrición de

las personas es uno de los funcionamientos elementales para sobrevivir y su

privación puede generar incapacidades para alcanzar otros funcionamientos.

Por ser una capacidad elemental del ser humano, resulta relevante el estudio

en śı mismo del estado nutricional y su evolución a lo largo del tiempo.

A su vez, los logros nutricionales pueden ser un medio para alcanzar otras

capacidades. Por tanto, la presencia de problemas en la nutrición puede te-

ner efectos, incluso de muy largo plazo, sobre otras dimensiones (ACC/SCN,

2000). En particular, la literatura indica que el déficit nutricional se asocia con
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menores logros educativos (Georgiadis et al., 2016; Glewwe, 2005; Levinger,

1992; Victora et al., 2008).

En los estudios de crecimiento y nutrición en la infancia, se pone de ma-

nifiesto la interacción de varios factores -hereditarios, referentes al nivel socio

económico, al acceso a servicios y caracteŕısticas de la comunidad en las que vi-

ven las familias- para determinar el estado y evolución nutricional (ACC/SCN,

2000; Alderman et al., 1997; Behrman & Wolfe, 1987; Behrman, 1990). Asi-

mismo, en la literatura biomédica se tiende a dar mayor relevancia a factores

del entorno para condicionar las trayectorias de desarrollo y crecimiento de

los niños (Barker et al., 1989; deOnis et al., 2004; Gluckman et al., 2005). La

interacción de genética con medio ambiente, da como resultado el crecimiento

y nutrición alcanzados, afectando o favoreciendo, la salud a corto, mediano y

largo plazo. Además, entender cómo se transita hacia los distintos problemas

nutricionales puede dar un mejor entendimiento del proceso y, por tanto, de

las acciones a tomar. En este sentido, la comprensión de esta evolución puede

guiar la práctica cĺınica y poner de relieve los mecanismos que se producen an-

tes de que las trayectorias queden “establecidas” (Engle et al., 1997; Regnault

& Gillman, 2014; Stuart & Panico, 2016; Victora et al., 2010).

En cuanto a la vinculación entre trayectoria nutricional y desempeño es-

colar, Glewwe (2005) plantea tres peŕıodos relevantes para el desarrollo del

niño en donde su estado nutricional juega un rol importante en su desempeño

educativo: desde el nacimiento hasta los dos años, a partir de entonces y hasta

el momento de ingresar a la escuela (5 o 6 años) y el peŕıodo de edad escolar

hasta que se evalúan los desempeños. A su vez, indica que un conjunto de de-

cisiones que toman los padres durante la primer infancia del niño, constituyen

elementos centrales para comprender los desempeños posteriores de los hijos.

En el trabajo de Zhao & Glewwe (2010) se resalta también la importancia de

aspectos tales como la motivación del niño, sus gustos por la educación y las

habilidades innatas. Además, Cueto & Chinen (2000) indican que un estado

nutricional y de salud adecuados no son suficientes para que los niños obtengan

logros en términos de aprendizaje.

6



2.2. Antecedentes

El estudio del estado nutricional puede realizarse a través de medidas an-

tropométricas que representan adecuadamente el estado de salud y nutrición

en una población. Estas medidas se utilizan en general para identificar pro-

blemas nutricionales o de salud de una población y realizar intervenciones

correspondientes, aśı como para monitorear estos problemas y luego aplicar

otras herramientas más espećıficas (deOnis & Habicht, 1996).

En Uruguay, dos estudios contienen medidas antropométricas a lo largo

de la infancia para muestras representativas de una población: el ELBU y la

Encuesta de Nutrición, Desarrollo Infantil y Salud (ENDIS). La ENDIS es una

encuesta longitudinal llevada adelante por el Instituto Nacional de Estad́ıstica

(INE), en conjunto con Uruguay Crece Contigo (UCC) y la Universidad de la

República (UdelaR). Se realiza a hogares donde residen niños de 0 a 3 años y

11 meses de localidades urbanas (más de 5 mil habitantes), habiéndose llevado

a cabo dos relevamientos: la primer entrevista en 2014 y otra en 2016.

El ELBU, fuente de información utilizada en el presente trabajo, es un es-

tudio representativo de niños y niñas que cursaban primer año de educación

primaria en escuelas públicas de capitales departamentales y el área metropoli-

tana en 2004 y que fueron entrevistados posteriormente en otras tres instancias:

2006, 2011/12 y 2015/16.

A partir de información contenida en el ELBU, trabajos previos han contri-

buido a analizar el estado nutricional de los niños uruguayos y sus determinan-

tes (Ver por ejemplo, Bérgolo et al., 2006). Sin embargo, los trabajos realizados

para Uruguay utilizaron técnicas que se aplican a datos de tipo sección cruzada

para el análisis del estado nutricional y sus determinantes.

Identificaron el peso al nacer, la historia reproductiva de la madre, la talla

de la madre, el nivel educativo del hogar y en algunos casos la dotación de

bienes públicos como principales factores que afectan la nutrición de los niños

y niñas de Uruguay (Bérgolo et al., 2006). Además, la morbilidad del niño y la

situación nutricional de la madre resultaron significativamente asociadas con

sus logros nutricionales.

Por su parte, varios trabajos internacionales analizan la trayectoria nutri-

cional en la infancia utilizando métodos para datos longitudinales. En particu-

lar, Stuart & Panico (2016) analizan la trayectoria nutricional de una cohorte
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nacida entre 2000 y 2002 en Reino Unido. En el trabajo se estima la trayectoria

latente de crecimiento para el IMC utilizando un modelo mixto semi paramétri-

co, de donde se desprende la existencia de grupos en función de la trayectoria

nutricional de los niños. Además, se presentan modelos multinomiales para

caracterizar estos grupos en función de caracteŕısticas socio económicas y del

comportamiento de las familias durante el embarazo y la infancia. Los auto-

res identifican cuatro grupos de trayectorias: dos transitan en niveles del IMC

dentro de un rango normal y representan en conjunto alrededor del 85 % de

los niños de la cohorte; un segundo grupo representa el 14 % de los niños y se

caracteriza por una trayectoria de sobrepeso; el último grupo con el 3 % de los

niños mantiene una trayectoria en niveles de obesidad. A su vez, plantean que

los perfiles socio económicos de los grupos sugieren que las diferencias pueden

provenir de la infancia temprana.

Por otro lado, el trabajo de Georgiadis et al. (2016) vincula el estado nutri-

cional en diferentes peŕıodos de la infancia con los logros cognitivos alcanzados

por los niños. Los autores indican que la evidencia respecto a la relación entre

el estado nutricional, en diferentes peŕıodos de la niñez, y los logros cognitivos

es ambigua en la literatura y lo atribuyen en parte a las diferentes formas de

modelar las trayectorias de crecimiento. Por tanto, utilizan un modelo gene-

ral para aproximar la trayectoria nutricional con el fin de comparar distintas

metodoloǵıas y explorar canales a través de los cuales se relacionan el esta-

do nutricional y los logros cognitivos. Utilizando información proveniente del

estudio Young Lives1 de cuatro páıses (Etioṕıa, India, Perú y Vietnam), sus re-

sultados sugieren que existe asociación entre los logros cognitivos de los niños a

los 8 años y sus trayectorias de crecimiento en distintos peŕıodos de la primera

infancia.

Respecto al análisis del desempeño educativo en Uruguay Failache et al.

(2015) analizan los factores asociados mediante la estimación de la probabi-

lidad de repetir y abandonar, utilizando información contenida en el ELBU.

En los modelos para estas probabilidades incluyen como variable explicativa

la situación nutricional del individuo en el peŕıodo previo. Esta variable se

construye a partir del valor de la puntuación del z-score sobre el IMC, que se

1Young Lives es un estudio longitudinal de la pobreza infantil que realiza la Universi-
dad de Oxford que sigue a niños de Etioṕıa, India (en los estados de Andhra Pradesh y
Telangana), Perú y Vietnam, durante aproximadamente 15 años.
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obtiene con los programas de cálculo que provee la OMS1. Esta variable per-

mite separar entonces a los niños en tres grupos según su estado nutricional:

z-score por debajo de -1 con problemas de desnutrición, entre -1 y 1 rango de

valores normales, es decir, sin problemas nutricionales serios, y por encima de

1 con sobrepeso u obesidad.

Estos autores, en el modelo para la repetición reportan que el déficit nu-

tricional observado en el peŕıodo previo (z-score debajo de -1) se asocia posi-

tivamente con una mayor probabilidad de repetir. Esto es, aquéllos niños que

presentan déficit nutricional tienen, en promedio, mayor probabilidad de repe-

tir algún año del ciclo educativo que aquéllos que tienen un estado nutricional

en el rango normal (z-score entre -1 y 1).

Luego, reportan que la repetición afecta significativamente el abandono y,

además, plantean una posible endogeneidad de la repetición como regresor pa-

ra explicar el abandono por lo que estiman mediante variables instrumentales.

Sin embargo, plantean que no habŕıa un efecto significativo directo del déficit

nutricional sobre la probabilidad de abandono del sistema educativo. Asimis-

mo, haber asistido a enseñanza preescolar, el ingreso del hogar, la educación de

la madre y haber obtenido un puntaje en el rango de normalidad de pruebas

psicométricas aparece negativamente relacionado con el abandono (Failache et

al., 2015).

Por tanto, esto constituye una motivación del presente trabajo en donde

uno de los objetivos consiste entonces en aportar al conocimiento de la rela-

ción entre la trayectoria nutricional y el desempeño educativo utilizando una

metodoloǵıa diferente a los trabajos previos. Si bien estos trabajos dan un

buen indicio de la asociación entre estado nutricional y desempeño escolar de

los niños en Uruguay, la metodoloǵıa alĺı utilizada no explota el carácter lon-

gitudinal de los datos del ELBU. En este sentido, el análisis realizado hasta

el momento ha sido con técnicas para datos de sección cruzada donde no se

considera la evolución temporal sino el estado nutricional de los niños en un

momento dado.

Otros trabajos para Uruguay, han argumentado que las condiciones de los

hogares donde crecen los niños son determinantes de la desvinculación del

sistema educativo de los adolescentes. Estas condiciones, en general, se asocian

1 Estos programas de cálculo se pueden encontrar en la web de la OMS.
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con carencias de ingreso o niveles educativos bajos de los padres (Boado &

Fernández, 2010; Bucheli & Casacuberta, 2000).

El problema de desvinculación del sistema educativo es relevante y su es-

tudio constituye un desaf́ıo para el caso de educación media ya que alĺı se

encuentran tasas de desvinculación muy elevadas, en tanto, para primaria el

problema más importante es la repetición. Según se observa en la Tabla 2.1 el

porcentaje de varones y mujeres que no asisten al sistema educativo aumenta

de forma muy importante con la edad, según datos del Censo 2011. Además,

la no asistencia crece de forma más marcada con la edad para los varones que

para las mujeres.

Tabla 2.1: Porcentaje de no asistencia al sistema educativo por edad y sexo

Edad Mujer Varón Total
12 1.6 2.1 1.8
13 4.1 5.6 4.9
14 8.5 13.1 10.8
15 14.6 22.0 18.4
16 21.8 30.5 26.2
17 29.4 40.9 35.3
18 43.6 56.2 50.0
19 53.2 65.1 59.2

Total 21.9 29.0 25.5

Fuente: deMelo et al. (2015) en ba-
se al Censo 2011.

Para los niños que integran el ELBU, la tasa de abandono escolar en la

tercer ola, realizada en 2011/12 cuando teńıan entre 13 y 14 años aproximada-

mente, es del entorno de 9 %. A su vez, según la ECH 2011 la tasa desciende

hasta 6.3 % para el tramo etario de 13 y 14 años que cursaron primaria pública

(Failache et al., 2015). Por tanto, si bien la cobertura en educación primaria es

prácticamente universal el abandono se vuelve un problema serio en el tramo

etario que cursa educación media en Uruguay.

Por otro lado, deMelo et al. (2015) muestran tres momentos destacados de

desvinculación en educación media: primer año (13 y 14 años), culminación de

ciclo medio básico (14 y 15 años) y culminación de ciclo medio superior (17 y

18 años), donde este último tramo seŕıa el de mayor probabilidad de abandono.

Por su parte, Aristimuño & deArmas (2012) hacen referencia a dos peŕıodos
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cŕıticos de abandono, las franjas etarias donde se presentan las tasas más altas

de abandono son 14-15 y 18-19 años.
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2.3. Problema de investigación y relevancia

El trabajo consiste en el estudio de la trayectoria nutricional de niños de

Uruguay y su v́ınculo con el desempeño escolar, medido por el abandono del

sistema educativo. En primer lugar, el análisis de la trayectoria nutricional

se realiza mediante la estimación de Modelos Mixtos de Clases Latentes, que

permiten agrupar a los individuos según la evolución de su IMC para la edad

y también capturar la heterogeneidad en las trayectorias dentro de los grupos.

Esto supone que la estimación de una trayectoria media única no es adecuada,

y por tanto, se utilizan grupos latentes con trayectorias espećıficas para repre-

sentar la heterogeneidad de la población. Además, suponer que estos grupos

latentes capturan la heterogeneidad, asume que ninguna variable observada

puede capturarla de forma adecuada. Por último, en este contexto, la trayec-

toria nutricional se considera un proceso no observable directamente que se

aproxima adecuadamente por la medida del IMC para la edad (Proust-Lima

et al., 2009, 2015).

Por su parte, el v́ınculo entre esta trayectoria y el abandono se aborda

mediante la estimación de Modelos Mixtos Conjuntos de Clases Latentes1 que

agrupan a los individuos considerando la trayectoria nutricional pero incorpo-

ran conjuntamente un Modelo de Sobrevivencia para la edad de abandono.

Cabe señalar que, mientras el Modelo Mixto supone un proceso generador

de datos faltantes Missing at Random (MAR), el Modelo Conjunto asume uno

Missing Not at Random (MNAR) lo que generalmente resulta más ajustado a

la realidad en este tipo de aplicaciones (Rizopoulos, 2012).

En este trabajo, donde se estudia la trayectoria nutricional y el desempeño

escolar, la idea es que bajo el supuesto de MAR la distribución predictiva2 de

los valores no observados de esta trayectoria depende de la trayectoria efec-

tivamente observada. Sin embargo, en el escenario de MNAR la distribución

predictiva depende además de los valores qué tendŕıa la trayectoria nutricio-

nal en las ocasiones no observadas, si éstas pudiesen observarse. En definitiva,

1 Estos modelos constituyen una alternativa a los Modelos Conjuntos para Datos Lon-
gitudinales y de Sobrevivencia conocidos como Modelos de Efectos Aleatorios Compartidos
(Shared Random-Effect Models) (Proust-Lima et al., 2009, 2014, 2015; Rizopoulos, 2012).

2 La distribución predictiva refiere a la que tendŕıa la variable medida longitudinalmente
para aquellas ocasiones donde no se observa si éstas pudiesen observarse (Rizopoulos, 2012).
Una explicación más detallada de estos supuestos y sus implicancias se presenta en el Anexo
A.1.
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bajo el supuesto MNAR la trayectoria nutricional tiene una distribución que

depende de factores no observables.

La consecuencia fundamental es entonces que bajo el escenario MAR se

puede estimar utilizando únicamente los valores observados de la trayectoria

nutricional y no se cometen sesgos en la estimación, ya que los datos faltantes

únicamente dependen de factores observables. Sin embargo, en un esquema

MNAR, los valores faltantes se asocian con factores observables aśı como no

observables, por tanto, estimar utilizando únicamente la trayectoria observada

genera sesgos en la estimación.

La relevancia del problema de investigación se fundamenta en entender los

factores asociados a la problemática nutricional de los niños, su desempeño

escolar y la vinculación entre ellos. Entender estos factores puede contribuir

al diseño de poĺıticas y programas públicos que atiendan dichos aspectos. El

desarrollo y aplicación de Modelos Conjuntos no se ha hecho aún con este

fin, lo cual puede aportar nueva evidencia. En la literatura internacional se

encuentran varias aplicaciones de estos modelos, fundamentalmente en el área

médica (Proust-Lima et al., 2009, 2015; Rizopoulos, 2012; Tsiatis & Davidian,

2004; Wu et al., 2012). Por su parte, existe un único trabajo realizado en

Uruguay que aplica esta metodoloǵıa para el análisis del deterioro cognitivo

en adultos mayores para un estudio longitudinal de Suecia (Massa, 2015).

Como ya fue mencionado, en Uruguay existen bases de datos longitudinales

que pueden ser fuente de información para distintos estudios sociales, como la

ENDIS, el ELBU y la Encuesta sobre Situaciones Familiares y Desempeños

Sociales (ESF). Esta última, es un panel de mujeres de dos olas: la primera

realizada en 2001 encuestó una muestra de 1806 mujeres de entre 25 y 54 años

residentes en el Área Metropolitana, la segunda en 2008 logró re entrevistar a

828 mujeres de la primera ola.

Por lo tanto, se tiene información que permite el estudio de distintos temas

de importancia social e individual a los que se podŕıa aplicar los modelos es-

tudiados en este trabajo, entonces conocer su funcionamiento puede propiciar

su aplicación a otros problemas de investigación. En consecuencia, tener cono-

cimiento sustantivo de los Modelos Conjuntos, sus ventajas y desventajas, sus

propiedades, diferentes extensiones y especificaciones puede extenderse a otros

problemas de investigación.
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2.4. Objetivos y preguntas de investigación

Objetivos generales

El estudio se propone analizar la evolución temporal del estado nutricional

de los niños y niñas mediante la estimación de Modelos Mixtos de Clases

Latentes. Además, indaga en la relación de esta trayectoria nutricional con el

problema de la desvinculación escolar a través de la estimación de Modelos

Mixtos Conjuntos de Clases Latentes.

Objetivos espećıficos

a) Estimar Modelos Mixtos de Clases Latentes para las trayectorias nutricio-

nales de niñas y niños y clasificarlos en grupos según estas trayectorias

b) Caracterizar a las niñas y niños pertenecientes a los grupos según factores

que se encuentran asociados al estado nutricional

c) Estimar Modelos Mixtos Conjuntos de Clases Latentes para analizar la

relación entre trayectoria nutricional y edad de abandono escolar

Principales preguntas

a) ¿Es posible agrupar a las niñas y niños según sus trayectorias nutricionales

en edad escolar?

b) ¿Existen diferencias en los factores asociados al estado nutricional de las

niñas y los niños según los grupos encontrados en base a la trayectoria

nutricional?

c) ¿Existe asociación entre la trayectoria nutricional y la edad de abandono

escolar?
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Caṕıtulo 3

Modelos Longitudinales y de

Sobrevivencia

En este caṕıtulo se presentan los modelos aplicados en el trabajo, se detallan

los principales supuestos en los que éstos se basan, los métodos y procedimien-

tos de estimación utilizados generalmente y, en particular, los aplicados en este

trabajo. En la sección 3.1 se presentan los Modelos para Datos Longitudina-

les, en la 3.2 los Modelos de Sobrevivencia y en la 3.3 los Modelos Conjuntos

para Datos Longitudinales y de Sobrevivencia. En la sección 3.4 se detallan

los cálculos realizados posteriormente a la estimación de estos modelos.

Por último, la sección 3.5 expone la metodoloǵıa aplicada para lograr los

objetivos de este trabajo en términos de la aplicación a la trayectoria nutri-

cional y el desempeño escolar de los niños. En particular, se describe de forma

detallada la información utilizada con las variables relevantes para el análisis

y la estrategia emṕırica llevada adelante para lograr los objetivos planteados

en esta investigación.
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3.1. Modelos para Datos Longitudinales

Los Modelos Lineales Mixtos (LMM) se han convertido en una herramien-

ta estándar de análisis de la trayectoria de una medida longitudinal gaussiana

a lo largo del tiempo y son utilizados para analizar el efecto de covariables

sobre dichas trayectorias (Rizopoulos, 2012; Verbeke & Lesaffre, 1996; Verbe-

ke & Molenberghs, 2000). Sin embargo, debido a que la estructura de datos

longitudinales puede ser compleja, que puede llevar al incumplimiento de los

supuestos acerca de las distribuciones en que se basan los LMM, se ha plantea-

do la utilización de modelos más generales (Proust-Lima & Jacqmin-Gadda,

2005; Proust-Lima et al., 2014, 2015, 2016b).

Los LMM, además, asumen que el efecto de las covariables es constante

a lo largo del rango de valores de la medida longitudinal, por lo que surgen

los Modelos Lineales Mixtos Generalizados (GLMM). Estos últimos son una

extensión de los LMM para medidas binarias, ordinales o Poisson.

Los Modelos Mixtos de Clases Latentes (LCMM) resultan de utilidad para

solucionar algunos problemas que presentan los LMM aplicados a medidas

longitudinales. En particular, los LCMM resuelven los problemas generados por

el supuesto de continuidad de la medida longitudinal y distribución gaussiana

de las desviaciones aleatorias1 de los LMM (Proust-Lima et al., 2016b).

Los LCMM se enmarcan en la literatura de Modelos de Ecuaciones Es-

tructurales (SEM). En ellos se separa el modelo estructural, que describe la

trayectoria del proceso de interés (latente) a lo largo del tiempo en función de

covariables, del modelo de medición que vincula este proceso con las observa-

ciones. En este contexto, los Modelos Mixtos para Procesos Latentes (LPMM)

suponen un LMM para el proceso latente y separan el modelo de medición

(observable) del estructural (latente). Además, los LCMM incorporan la hete-

rogeneidad de la población a través del supuesto de pertenencia a grupos que

capturan la evolución diferencial del proceso latente, donde estos grupos se

suponen internamente homogéneos en cuanto a la evolución de dicho proceso.

La aplicación de los LCMM, como los GLMM, constituye entonces una

alternativa que flexibiliza los supuestos restrictivos de los LMM.

1Las desviaciones aleatorias refieren de forma general a los efectos aleatorios, los errores
correlacionados y los errores de medida.
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En este contexto, se detallan los tres modelos antes mencionados que se

aplican en el contexto de datos longitudinales: LMM, LPMM y LCMM. Se

reseñan los principales supuestos, los métodos de estimación usualmente utili-

zados y los cálculos post-estimación relevantes para este trabajo.

3.1.1. Modelo Lineal Mixto

Se considera la variable de interés Yij, correspondiente al individuo i en la

ocasión j, medido en el momento tij, con i = 1, ..., N y j = 1, ..., ni. La ocasión

j no coincide con el tiempo tij para permitir diferenciar el momento aśı como

la cantidad de ocasiones de medición entre individuos.

Por tanto, se tiene el vector Yi de dimensión ni que contiene las medidas

repetidas de la variable de respuesta para el individuo i en las ni ocasiones,

esto es, Yi = (Yi1, ..., Yij, ..., Yini)
>.

Laird & Ware (1982) plantean el Modelo Lineal Mixto de la siguiente

forma:



Yi = XLiβ + Zibi + εi

bi ∼ N (0,D)

εi ∼ N (0,Ξi), i = 1, . . . , N

b1, . . . ,bN , ε1, . . . , εN independientes

(3.1)

donde N es la cantidad de individuos, XLi y Zi son matrices de covariables

conocidas de dimensión (ni × p) y (ni × q) respectivamente. β es un vector

en Rp que contiene los efectos fijos1, mientras que bi es un vector en Rq que

contiene los efectos aleatorios. El vector εi, con ni componentes, contiene las

perturbaciones del modelo en cada ocasión j. Finalmente, D es una matriz de

covarianzas simétrica general de (q × q) y Ξi es una matriz de covarianzas de

(ni × ni) que únicamente depende del individuo i en el ni y, por tanto, los

parámetros desconocidos en Ξi no dependen del individuo i.

1 En este caso los efectos fijos corresponden a los parámetros de las covariables del mo-
delo. La literatura económica de datos longitudinales o de panel considera a los efectos fijos
con otro significado. Ver por ejemplo Cameron & Trivedi (2010); Frees (2004); Wooldridge
(2002, 2010).
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De la ecuación (3.1) se desprende que, Yi|bi se distribuye normal con media

XLiβ+Zibi y matriz de covarianzas Ξi. Además, considerando la distribución

del vector de efectos aleatorios se llega a que Yi ∼ N (XLiβ,Vi), donde Vi =

ZiDZ>i + Ξi (Verbeke & Molenberghs, 2000).

La estructura de los residuos puede suponerse independiente, es decir, que

Ξi = σ2Ini , donde Ini denota la matriz identidad de (ni × ni). En este caso

el modelo (3.1) se llama modelo independiente condicional. Esto implica

que las ni respuestas del individuo i son independientes entre śı, condicional

en bi y β.

Bajo este supuesto, la estructura de covarianzas puede ser muy simple y

no reflejar la realidad del vector de respuestas Yi, en particular cuando se

introducen pocos efectos aleatorios, por ejemplo, únicamente en el intercepto.

Sin embargo, la relajación de este supuesto en la práctica puede comprometer

la estimación del modelo y, por tanto, generalmente se recomienda mantener

el supuesto de independencia condicional en presencia de efectos aleatorios en

otros coeficientes más allá del intercepto (Verbeke & Molenberghs, 2000).

Por su parte, se puede introducir correlación serial en el LMM, que supone

al menos parte del perfil observado en la trayectoria individual de la variable

responde a un proceso estocástico que vaŕıa con el tiempo y opera al interior

de cada individuo. Verbeke & Molenberghs (2000) indican que existen varias

propuestas para introducir este supuesto en el modelo que pueden resumirse en

el planteo general hecho por Diggle et al. (1994) que se presenta a continuación.

En este modelo se descompone el término εi de varianza constante como

εi = ωi + εi donde ωi es un componente de correlación serial que usualmente

se supone función decreciente del tiempo de separación entre las medidas. Por

su parte, εi es un componente de error que refleja la variabilidad que agrega

el proceso de medición en śı mismo y que se supone independiente de ωi.
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Por tanto, el modelo resultante se escribe:



Yi = XLiβ + Zibi + ωi + εi

bi ∼ N(0,D)

ωi ∼ N(0,Ri = σ2
ωΩi)

εi ∼ N(0,Σi = σ2
εIni)

b1, . . . ,bN ,ω1, . . . ,ωN , ε1, . . . , εN independientes

(3.2)

donde el modelo se completa asumiendo una estructura espećıfica para la ma-

triz de correlaciones Ωi de (ni × ni). Estas estructuras usualmente se toman

de los análisis de series temporales o bien se considera que el efecto ωi es

un fenómeno poblacional independiente del individuo. Esta matriz de corre-

laciones Ωi solamente depende del individuo i por la dimensión ni y por los

momentos en los que se tomaron las medidas tij. Además, se asume que el

elemento (j, k) de la matriz Ωi es modelado como ωijk = g(|tij − tik|) para al-

guna función decreciente g(·) dada por parámetros en el vector ρ, que cumpla

g(0) = 1. Esto es, la correlación entre dos momentos depende únicamente del

intervalo de tiempo entre las medidas y es decreciente a medida que la amplitud

del intervalo se hace cada vez mayor (Verbeke & Molenberghs, 2000).

Análogamente a lo hecho para la ecuación (3.1), del modelo en (3.2) se

desprende que la distribución del vector Yi condicional en los efectos aleatorios

es una normal con media XLiβ+Zibi y ahora la matriz de covarianzas Ri+Σi.

Además, considerando la distribución del vector de efectos aleatorios se llega

a que Yi ∼ N (XLiβ,Vi), donde Vi = ZiDZ>i + Ri + Σi.

El modelo presentado en forma matricial en (3.2) se puede escribir:

Yij = XLi(tij)
>β + Zi(tij)

>bi + ωi(tij) + εij (3.3)

donde XLi(tij) y Zi(tij) son dos vectores de covariables en el momento tij de

tamaño p y q respectivamente. Los vectores β y bi son los mismos que fueron

definidos previamente en (3.1). El componente εij corresponde a la perturba-

ción del modelo en cada ocasión con distribución gaussiana, independiente y
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varianza constante σ2
ε según fue definido en (3.2). Finalmente, el proceso es-

tocástico ωi(tij) tiene media cero y sigue distribución gaussiana como se supuso

en (3.2), donde los parámetros que definen la matriz Ωi son los ρ de la función

g(·).

Estimación del Modelo Lineal Mixto

El modelo especificado en (3.1) corresponde a la formulación jerárquica

de los LMM, ya que se define a través de la distribución de la variable de res-

puesta, condicional en los efectos aleatorios y su distribución. De este modelo,

se deduce la distribución marginal para Yi de donde surge la formulación

marginal de los LMM. Sin embargo, ambos modelos no son equivalentes en el

sentido que la estimación con una u otra formulación puede arrojar resultados

diferentes (Verbeke & Molenberghs, 2000).

La estimación clásica del modelo LMM implica basarse en la distribución

marginal y, por tanto, no toma en cuenta la estructura jerárquica del modelo

(3.1)1. El método de estimación más utilizado para estos modelos es el de

Máxima Verosimilitud (MLE). Una descripción general del mismo se presenta

en el Anexo A.2.

El vector de parámetros a estimar es θ =
(
β>, vec(D)>, σ2

ω,ρ
>, σ2

ε

)>
, donde

vec(D) corresponde al vector de parámetros de la matriz simétrica y definida

positiva D. El número de parámetros dependerá de la especificación de dicha

matriz, ya que puede especificarse definida positiva diagonal o definida positiva

simétrica. Si se especifica D diagonal, se tendrán q parámetros a estimar. Por

el contrario, si D es simétrica y definida positiva, contiene q(q+1)
2

parámetros a

estimar mediante la transformación de Cholesky.

La función a maximizar por el método MLE es el logaritmo de la verosimi-

litud que se define como:

l(θ) =
N∑
i=1

log(Li(θ)) (3.4)

1 Verbeke & Molenberghs (2000) plantean que la formulación jerárquica no necesaria-
mente implica una formulación marginal apropiada, por tanto la optimización numérica con
la distribución marginal pude dar resultados fuera del espacio paramétrico de la formulación
jerárquica. Los autores ejemplifican algún problema que puede arribar con la estimación
mediante la formulación marginal y recomiendan realizar análisis exploratorio de los datos
antes de la estimación.
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donde Li es la contribución individual a la verosimilitud que, para el caso del

LMM, es:

Li(θ) = φi(Yi;θ)

donde φi es la función de densidad de Yi, una normal multivariada de media

XLiβ y matriz de covarianzas Vi = ZiDZ>i + Ri + Σi según se desprende de

(3.2).

3.1.2. Modelo Mixto para Procesos Latentes

En ciertos análisis de datos longitudinales, puede resultar que el proceso de

interés no sea directamente observable y sea necesario aproximarse mediante

uno o varios indicadores o medidas para su representación. En estos casos,

no es posible obtener una medida del proceso de interés directamente de los

individuos. Lo que se puede obtener son medidas repetidas de un indicador

del proceso y, por tanto, es pertinente la utilización de un Modelo Mixto para

Procesos Latentes (Proust-Lima et al., 2015, 2016b). La idea básica consiste

en plantear, por un lado, un modelo estructural para el proceso latente y,

por otro, un modelo de medición para los indicadores que aproximan al

proceso de interés. En esta sección se presenta el caso donde se tiene un único

indicador del proceso latente, puede consultarse en Proust-Lima et al. (2016b)

el caso con múltiples indicadores.

El modelo estructural describe la evolución en el tiempo del proceso

latente en función de covariables. Éste se dice latente ya que no es observa-

ble directamente de los individuos. Por su parte, el modelo de medición

representa la evolución longitudinal de la medida o indicador observable que

intenta capturar dicho proceso latente (Proust-Lima et al., 2016b). El interés

se encuentra entonces, en modelar la trayectoria temporal del proceso laten-

te y entender los efectos de covariables, a partir de un marcador o indicador

medido en los individuos repetidamente en el tiempo.

En el modelo estructural, el proceso latente puede aproximarse correcta-

mente por un LMM estándar sin error de medida, que en tiempo continuo se

denota Λi(t) y se representa como:

Λi(t) = XLi(t)
>β + Zi(t)

>bi + ωi(t) ∀ t ∈ R+ (3.5)
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donde XLi(t) es un vector de p covariables en t asociado a los efectos fijos

β, Zi(t) es un vector de q covariables en t asociado a los efectos aleatorios

bi (t́ıpicamente Zi(t) incluye funciones del tiempo). El vector bi de q efectos

aleatorios satisface los mismos supuestos que en la sección 3.1.1, al igual que

el proceso estocástico ωi pero ahora en tiempo continuo.

Para tomar en cuenta la diferencia entre la medida longitudinal y el proceso

latente, se vincula Λi(tij) y Yij, en los momentos tij, mediante una función

denominada función de enlace1. Esto se representa como sigue:

Yij = H(Ỹij;η) = H(Λi(tij) + εij;η) (3.6)

donde εij son los errores gaussianos independientes con varianza σ2
ε , la función

de enlace (H) tiene parámetros η y Ỹij denota el proceso latente con error en

el momento tij.

Si el indicador es una medida cuantitativa, H−1 es una función continua

monótona creciente. Pero, también es posible especificar una función discreta

para la estimación. En Proust-Lima et al. (2016b) se presentan alternativas

para la función H.

Estimación del Modelo Mixto para Procesos Latentes

El método en este caso también corresponde al de MLE y dependerá de

si la función H especificada es continua o discreta. A continuación, se expone

únicamente el caso continuo y se refiere al trabajo de Proust-Lima et al. (2016b)

para el caso discreto.

Para que el modelo esté identificado se requiere el cumplimiento de dos

restricciones:

(I) β0 = 0, intercepto del proceso latente

(II) σ2
ε = 1, escala del proceso latente

Considerando estas restricciones se tiene que el vector de parámetros a

estimar es θ =
(
β̃
>
, vec(D)>, σ2

ω,ρ
>,η

)>
, donde vec(D) es el ya definido en

1 Función de enlace es una traducción del término en inglés link function.
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la sección 3.1.1, β̃ es el vector β sin incluir la constante y η los parámetros

que caracterizan la función H.

La función que maximiza el método MLE está representada en la ecuación

(3.4) y la contribución individual a la verosimilitud para este caso, es decir

para el LPMM, es:

Li(θ) = φi

(
Ỹi;θ

) ni∏
j=1

J
(
H−1(Yij;θ)

)
(3.7)

donde φi es la misma función de densidad definida en la sección 3.1.1, J es

el determinante de la matriz jacobiana de la inversa de la función de enlace

(H−1).
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3.1.3. Modelo Mixto de Clases Latentes

Tanto el LMM como el LPMM asumen que la población de N individuos es

homogénea y queda representada a nivel poblacional por un único perfil medio

XLi(t)
>β del proceso longitudinal. Sin embargo, esto puede no aproximarse a

la realidad. El LCMM asume que la población es heterogénea y está compuesta

por G grupos latentes de individuos caracterizados por un perfil particular de

la trayectoria del proceso longitudinal. La existencia de grupos latentes que

capturan la heterogeneidad entre individuos asume que esto no es posible a

través de ninguna covariable observada (Proust-Lima et al., 2016b).

Figura 3.1: Grafo dirigido que define el LCMM

Medida del proceso Λ(t)
Yij en tij

Proceso
latente Λ(t)

Efectos
Aleatorios bi

Clases
latentes ci

Fuente: Proust-Lima et al. (2015)

La figura 3.1 muestra el esquema que supone un LCMM que parte de una

estructura con G clases latentes. Cada individuo pertenece a un único grupo

latente, por tanto la pertenencia a dichos grupos se define mediante una varia-

ble ci que es igual a g si el individuo i pertenece al grupo g (con g = 1, . . . , G).

El modelo asume que cada clase latente genera un perfil medio homogéneo del

proceso latente (Λ(t)). A su vez, este proceso genera una variable de resultado

observable (Y ). Esta variable medida para el individuo i, en la ocasión j y en

el momento tij se denota como Yij.

La variable latente (no observable) ci sigue una distribución de probabilidad

que se describe mediante un modelo logit multinomial en función de ciertas

covariables XCi:
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πig = P (ci = g|XCi) =
eX
>
Ciλg∑G

l=1 e
X>Ciλl

(3.8)

donde λg es un vector de parámetros espećıficos del grupo g asociados a las

covariables XCi invariantes temporalmente (se incluye intercepto) de dimen-

sión q1. Cuando no se introducen covariables este modelo se reduce a una

probabilidad espećıfica de cada grupo (solamente incluye un intercepto).

Ahora se permite especificar G perfiles longitudinales medios acordes al

tiempo y las covariables en un LMM espećıfico, por lo que, los efectos fijos

y la distribución de los aleatorios podŕıa diferir entre grupos. Por último, la

incorporación de un LPMM disocia el modelo estructural del de medición según

lo presentado en la sección 3.1.2.

Entonces, el modelo estructural espećıfico queda representado en la

siguiente ecuación en tiempo continuo:

Λi(t)|ci=g = XLi(t)
>βg + Zi(t)

>big + ωi(t) ∀ t ∈ R+ (3.9)

Luego, el modelo de medición espećıfico, suponiendo una función de

enlace lineal, se presenta en la siguiente ecuación:

Yij|ci=g = XLi(tij)
>βg + Zi(tij)

>big + ωi(tij) + εij (3.10)

que difiere de la ecuación (3.3) en el vector de efectos fijos βg y aleatorios

big que ahora podŕıan diferir entre grupos. Entonces, ahora la matriz de co-

varianzas de los efectos aleatorios puede diferir entre grupos incorporando un

coeficiente de proporcionalidad σ2
g . Por consiguiente, su distribución en este

contexto es big ∼ N(0,Dg = σ2
gD) donde D es la misma matriz definida en la

sección 3.1.1.

Para incorporar la separación entre el proceso latente y la evolución de la

medida longitudinal en la ecuación (3.10) se puede introducir una función H

con parámetros η como en la sección 3.1.2.

Estimación del Modelo Mixto de Clases Latentes

En los modelos de grupos latentes el método aplicado de MLE depende de la

función H especificada. En una primera instancia, se supone que esta función
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es lineal como lo muestra el modelo de medición espećıfico en la ecuación

(3.10). Además, es necesario incluir restricciones sobre los parámetros para

que el modelo esté identificado, en este caso:

(I) λG = 0, parámetros del modelo de pertenencia a grupos del último

grupo

(II) β01 = 0, intercepto del proceso latente del primer grupo

(III) σ2
ε = 1, escala del proceso latente

(IV) σ2
G = 1, coeficiente de proporcionalidad de matriz de covarianzas de

efectos aleatorios del último grupo

El vector de parámetros a estimar incluye algunos dependientes del

número de grupos y, dado éste igual a G se puede expresar como θG =([
λ>g
]G−1

g=1
, β̃
>
1 ,
[
β>g
]G
g=2

, vec(D)>,
[
σ2
g

]G−1

g=1
, σ2

ω,ρ
>
)

, donde vec(D), σ2
ω y ρ son

los mismos que los definidos en la sección 3.1.1, β̃1 es el vector β1 sin incluir la

constante y σ2
g es el coeficiente de proporcionalidad de la matriz de covarianzas

de efectos aleatorios para el grupo g. Si en la ecuación (3.10) se incluye una

función de enlace (H) al vector θg se agregan los parámetros ηg que la definen

y que podŕıan ser espećıficos de cada grupo.

En este caso, se maximiza la función de verosimilitud dado el número de

grupos G como muestra la siguiente ecuación:

l(θG) =
N∑
i=1

log(Li(θG)) (3.11)

La contribución individual a la verosimilitud en el LCMM es:

Li(θG) =
G∑
g=1

{πigφig (Yi|ci = g;θG)} (3.12)

donde πig está dada en la ecuación (3.8), φig es la densidad de una normal

multivariada con media XLiβg y matriz de covarianzas Vig = ZiDgZ
>
i + Ri +

Σi. Cabe notar que si el número de grupos se fija en G = 1, el planteo coincide

exactamente con el presentado para LMM en la sección 3.1.1.
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Por su parte, si se quiere disociar el proceso latente de la medida longitudi-

nal se puede reemplazar φig en (3.12) por la función dada para proceso latente

en (3.7) con los adecuados parámetros espećıficos por grupo g:

Li(θG) =
G∑
g=1

{
πigφig

(
Ỹi|ci = g;θG

) ni∏
j=1

J
(
H−1(Yij|ci = g;θG)

)}
(3.13)
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3.2. Modelo de Sobrevivencia

En este modelo la variable T ∗i corresponde al tiempo en que ocurre cierto

evento de interés. Para describir su distribución se utiliza, en general, la función

de sobrevivencia S que expresa la probabilidad de que el evento ocurra después

de t, es decir, la probabilidad de sobrevivir hasta t :

S(t) = P (T ∗ > t) =

∫ ∞
t

p(s) ds

donde p corresponde a la función de densidad de probabilidad de T ∗ que, en

este caso, se asume es una variable continua. La función de sobrevivencia debe

ser no creciente a medida que t aumenta y debe verificar S(0) = 1.

Otra función que figura en el análisis de sobrevivencia es la h que describe

el riesgo instantáneo de ocurrencia del evento en un intervalo [t, t+ dt) dado

que se ha sobrevivido hasta t. Esta función se expresa como:

h(t) = ĺım
dt→0

P (t ≤ T ∗ < t+ dt | T ∗ ≥ t)

dt
, t > 0

De esta forma, es posible establecer una relación entre las funciones ante-

riores:

S(t) = exp {−H(t)} = exp

{
−
∫ t

0

h(s) ds

}
(3.14)

donde H es la función de riesgo o hazard acumulado que describe el riesgo

acumulado hasta el momento t de que ocurra del evento. Esta función también

se ha interpretado como el número esperado de eventos que se espera observar

hasta t.

Al estimar los modelos de sobrevivencia a partir de una muestra es necesario

tomar en cuenta la censura. Por tanto, si Ci es el momento donde se presenta

la censura, se define el tiempo observado en que ocurre el evento de interés Ti

como el mı́nimo entre el verdadero tiempo y el momento de censura, de forma

que Ti = mı́n(T ∗i , Ci).

Además, se define Di = 1T ∗i ≤Ci que corresponde a una variable que indica

la ocurrencia del evento: vale uno si al individuo i le ocurrió el evento y cero
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en caso contrario. El análisis de sobrevivencia se interesa entonces en la dis-

tribución de T ∗i utilizando únicamente la información disponible, es decir, Ti

y Di.

Estimación del Modelo de Sobrevivencia

El objetivo de esta sección consiste en exponer los principales métodos de

estimación del modelo de sobrevivencia que tienen como finalidad principal

encontrar un estimador para la función de sobrevivencia y la función de riesgo

descritas.

Estimación no paramétrica

Uno de los estimadores más conocidos es el Kaplan-Meier (Rizopoulos,

2012), estimador no paramétrico que no requiere imponer supuestos acerca de

la distribución del tiempo de ocurrencia del evento.

Para introducir este estimador se definen t1, . . . , tk los tiempos disponibles

en la muestra de ocurrencia del evento de interés. Utilizando la ley de proba-

bilidad total, se puede escribir la probabilidad de sobrevivencia en cualquier

tiempo t como el producto de las probabilidades condicionales:

P (T ∗ > t) = P (T ∗ > t | T ∗ > t− 1)× P (T ∗ > t− 1 | T ∗ > t− 2)× . . .

Para estimar las probabilidades de sobrevivencia del evento en cada mo-

mento, se utiliza la expresión anterior y, en el cálculo de las probabilidades

condicionales, se toma en cuenta la censura ajustando por el número de indi-

viduos que están en riesgo del evento (es decir, aquéllos a los que no les ha

ocurrido aún el evento de interés), que deriva en el estimador:

ŜKM(t) =
∏
i:ti<t

ri − di
ri

donde ri es el número de sujetos a los que no les ha ocurrido el evento en

el momento ti y di el número de eventos que han ocurrido en la muestra al

momento t. Es posible obtener una estimación para la varianza y, por tanto,
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se pueden construir intervalos de confianza. Además, a partir de la relación en

(3.14) se obtiene un estimador para la función de riesgo acumulado ĤKM(t) =

− log ŜKM(t) .

Otro estimador no paramétrico similar al anterior es el propuesto para la

función de riesgo acumulada que se conoce como el estimador Nelson-Aalen:

ĤNA(t) =
∑
i:ti≤t

di
ri

donde di y ri tienen la misma interpretación que para el estimador Kaplan-

Meier. Por tanto, basados en el Nelson-Aalen y utilizando otra vez la relación

en (3.14), se deriva el estimador para la sobrevivencia propuesto por Breslow

(Rizopoulos, 2012):

ŜB(t) = exp
{
−ĤNA(t)

}
=
∏
i:ti≤t

exp (−di/ri)

En este caso, también es posible construir intervalos de confianza a partir de

la estimación de la varianza del estimador de la función de riesgo acumulada.

Los dos estimadores de la función de sobrevivencia antes descritos, el

Kaplan-Meier y Nelson-Aalen, son asintóticamente equivalentes si bien

pueden diferir en muestras finitas (Rizopoulos, 2012).

Estimación paramétrica

Cuando se supone una función de sobrevivencia con cierta forma paramétri-

ca, es posible estimar por el método de máxima verosimilitud el modelo de so-

brevivencia. En particular, se tienen {Ti, Di} para i = 1, . . . , N , la información

de sobrevivencia de una muestra de tamaño N cuya función de distribución

viene dada por P con parámetros θS. La función de densidad de probabilidad

es p(t;θS).

Para construir la función de verosimilitud se debe tomar en cuenta la censu-

ra. En este sentido, un individuo i contribuye con p(Ti;θS) a la verosimilitud si

le ha ocurrido el evento, mientras que contribuye Si(Ti;θS) en caso contrario,

ya que lo que se sabe en este último caso es que el individuo ha sobrevivido

hasta este momento.
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Combinando la información de los individuos que les ha ocurrido el evento

con los que no (censurados) se obtiene la función de verosimilitud censurada:

`(θS) =
i=N∑
i=1

Di log p(Ti;θS) + (1−Di) logSi(Ti;θS)

Si se utiliza que h(t) = p(t)/S(t) y S(t) = exp{−H} la verosimilitud se

puede expresar:

`(θS) =
i=N∑
i=1

Di log hi(Ti;θS)−
∫ Ti

0

hi(s;θS) ds

donde se observa que la contribución de todos los individuos es igual a me-

nos la función de riesgo acumulada evaluada en Ti y los individuos que han

experimentado el evento adicionalmente contribuyen en una cantidad igual al

logaritmo de la función de riesgo evaluada en Ti, donde Ti = T ∗i en estos casos.

Por tanto, las observaciones censuradas contribuyen con menor información

para la inferencia en este modelo.
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3.3. Modelos Conjuntos para Datos Longitu-

dinales y de Sobrevivencia

En los estudios de seguimiento se suele tener medidas de diferentes resulta-

dos longitudinales de los individuos aśı como del tiempo que transcurre hasta

la ocurrencia de un evento de interés particular. Las preguntas de investiga-

ción realizadas en base a estos estudios muchas veces requieren el análisis por

separado de estos resultados. Sin embargo, en varias ocasiones el interés puede

estar en la estructura de asociación entre la medida longitudinal y tiempo has-

ta que ocurre el evento. En la literatura biomédica, este ejemplo se encuentra

de forma frecuente, ya que se realizan estudios cĺınicos que analizan la exis-

tencia de biomarcadores que sean buenos predictores del tiempo de ocurrencia

del evento (Rizopoulos, 2012).

En general, en estos estudios se encuentra una caracteŕıstica inherente

común: la naturaleza dinámica de los resultados. Es decir, que la tasa de cam-

bio en el tiempo es diferente entre individuos pero además ésta puede cambiar

a lo largo del tiempo para el mismo individuo. Por tanto, el verdadero po-

tencial de una medida longitudinal para predecir el tiempo de ocurrencia del

evento y su asociación con la sobrevivencia del individuo solamente se alcanza

al evaluar medidas repetidas en el tiempo (Rizopoulos, 2012).

Para responder a las preguntas acerca de la asociación entre la medida

longitudinal y el tiempo hasta el evento, se ha desarrollado una clase de mode-

los estad́ısticos conocidos como Modelos Conjuntos para Datos Longitudinales

y de Sobrevivencia. Éstos han cobrado mayor relevancia recientemente parti-

cularmente en el análisis biométrico, en particular los trabajos de Faucett &

Thomas (1996) y Wulfsohn & Tsiatis (1997) han introducido lo que hoy en

d́ıa se conoce como el Modelo Conjunto Estándar y en los últimos años ha

habido un gran desarrollo en este campo. Además, permiten incorporar distin-

tos mecanismos que generan los datos faltantes como el supuesto de missing

not at random (Rizopoulos, 2012). Esto resuelve problemas de sesgo que se

generan con la estimación bajo el supuesto missing at random que se realiza

en la estimación de la trayectoria longitudinal del proceso en los modelos para

datos longitudinales como LMM o LCMM.

La mayoŕıa de los desarrollos estad́ısticos en el área de los Modelos Con-

juntos se han focalizado en los modelos denominados de Efectos Aleatorios
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Compartidos (Shared Random-Effect Models). En estos modelos se suele in-

cluir alguna caracteŕıstica longitudinal como predictor en un modelo de Sobre-

vivencia, en donde el interés radica en analizar el tiempo hasta la ocurrencia de

un evento. En general, el procedimiento de vinculación consiste en incluir, me-

diante alguna forma funcional, los efectos aleatorios del Modelo Lineal Mixto

en el de Sobrevivencia (Rizopoulos, 2012).

Sin embargo, existe otra aproximación a los Modelos Conjuntos a partir

de Clases Latentes, que constituye una extensión del modelo presentado en

la sección 3.1.3 y se conoce como Modelo Mixto Conjunto de Clases Latentes

(JLCMM).

En los JLCMM, el supuesto fundamental es que la estructura de grupos

latentes captura la asociación entre la trayectoria longitudinal de un proceso y

el riesgo de ocurrencia del evento. Debido a la flexibilidad del supuesto acerca

de esta asociación y la posibilidad de inclusión de covariables del JLCMM,

estos modelos resultan particularmente adecuados en problemas centrados en

la predicción (Proust-Lima et al., 2014).

En particular, este supuesto implica que cada grupo latente se caracteriza

por una trayectoria espećıfica del proceso longitudinal, que se puede aproxi-

mar por un LMM o LPMM, y por un proceso de sobrevivencia espećıfico1. La

hipótesis clave del modelo, conocida como independencia condicional, es

que la evolución de la medida longitudinal y el riesgo del evento son indepen-

dientes condicional a los grupos latentes (Proust-Lima et al., 2009, 2014).

En resumen, el JLCMM se compone de:

(1) un modelo de pertenencia a los grupos latentes, en general un logit multi-

nomial como el de la ecuación (3.8)

(2) un modelo longitudinal espećıfico de cada grupo que podŕıa ser un LMM

como el de la ecuación (3.10) o un LPMM que se compone de las ecuaciones

(3.6), (3.9) y (3.10)

(3) un modelo de sobrevivencia espećıfico para cada grupo.

La figura 3.2 muestra un grafo dirigido que representa el esquema concep-

tual del JLCMM. La medida longitudinal Yij disponible para los momentos tij

1Esto refiere a un riesgo de ocurrencia del evento espećıfico para cada grupo.
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con j = 1, . . . , ni está generada por el proceso latente Λ(t), medido en tiempo

continuo t ∈ R+. La flecha a cuadros desde los efectos aleatorios bi hacia el

tiempo del evento Ti corresponde si se incumple el supuesto de independencia

entre la medida longitudinal y el riesgo del evento, condicional a la estructura

de grupos latentes.

Figura 3.2: Grafo dirigido que define el JLCMM

Medida del proceso Λ(t)
Yij en tij

Proceso
latente Λ(t)

Efectos
Aleatorios bi

Clases
latentes ci

Tiempo evento
Ti, Di

Fuente: Proust-Lima et al. (2015)

3.3.1. Modelo Mixto Conjunto de Clases Latentes

En esta sección se presenta en detalle el modelo JLCMM, los modelos que

lo componen, supuestos y métodos de estimación. Como ya fue mencionado,

el JLCMM se compone de otros tres modelos, un logit multinomial y el LMM

o LPMM presentados en forma detallada en la sección 3.1 y un modelo de

sobrevivencia detallado en la sección 3.2. Ahora al especificar el Modelo de

Sobrevivencia para el JLCMM se debe diferencia entre los grupos. Por tanto,

en el grupo latente g el riesgo del evento se especifica utilizando una función

de riesgo proporcional como la siguiente:

hi(t|ci = g) = h0g(t)e
XT
Siδg (3.15)

donde XSi es un vector de covariables asociadas al vector de parámetros δg que

pueden tener efectos espećıficos en cada grupo g. La función h0g(t) corresponde

a la función de riesgo de ĺınea de base, que depende de ciertos parámetros ξg,
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la que puede ser igual o diferir entre grupos. Una forma de diferenciar esta

función es especificarla de forma tal que h0g(t) = h0(t; ξg) o bien especificarla

de forma proporcional entre grupos h0g(t) = h0(t; ξ∗)eξg , donde ξg es el factor

de proporcionalidad.

En resumen, el JLCMM compuesto por el modelo de pertenencia a los

grupos, longitudinal y de sobrevivencia espećıficos se presenta en la ecuación

(3.16):



πig = P (ci = g|XCi) =
eX
>
Ciλg∑G

l=1 e
X>Ciλl

Yij|ci=g = XLi(tij)
>βg + Zi(tij)

>big + ωi(tij) + εij

hi(t|ci = g) = h0g(t)e
XT
Siδg

(3.16)

donde λg es un vector de parámetros espećıficos del grupo g asociados a las

covariables XCi invariantes temporalmente (se incluye intercepto), βg y big

corresponden al vector de efectos fijos y aleatorios para cada grupo g y la matriz

de covarianzas de los efectos aleatorios puede diferir entre grupos incorporando

un coeficiente de proporcionalidad σ2
g . Por tanto, big ∼ N(0,Dg = σ2

gD) donde

D es la misma matriz definida en la sección 3.1.1. Se puede vincular el proceso

latente con la evolución de la medida longitudinal agregando una función H

con parámetros η como en la sección 3.1.3. Además, se incorpora una función

de riesgo espećıfico para cada grupo g explicada anteriormente.

Estimación del Modelo Mixto Conjunto de Clases Latentes

Los modelos conjuntos de grupos latentes se estiman por MLE y se supone

una función de enlace (H) lineal en la ecuación (3.10). Constituyen una ex-

tensión de los LCMM, por tanto, el vector de parámetros y las restricciones

a imponer para la identificación son similares a las expuestas en la sección

3.1.3. Se agregan los parámetros correspondientes al modelo de sobrevivencia

y algunas restricciones cambian respecto al LCMM.

Las restricciones sobre los parámetros son:

(I) λG = 0, parámetros del modelo de pertenencia a grupos del último

grupo
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(II) σ2
G = 1, coeficiente de proporcionalidad de matriz de covarianzas de

efectos aleatorios del último grupo

(III) ξG = 0, coeficientes de la función de riesgo de ĺınea de base del último

grupo

Por consiguiente, el vector a estimar, dado el número de grupo G, es

θG =
([
λ>g
]G−1

g=1
,
[
ξg
]G−1

g=1
,
[
δ>g
]G−1

g=1
,
[
β>g
]G
g=1

, vec(D)>,
[
σ2
g

]G−1

g=1
, σ2

ω,ρ
>
)

, don-

de vec(D), σ2
ω y ρ son los ya definidos en la sección 3.1.1, βg es el vector de

efectos fijos espećıficos de cada grupo y σ2
g el coeficiente de proporcionalidad

de la matriz de covarianzas de los efectos aleatorios para el grupo g.

El método MLE maximiza la función, dado el número de grupos G, como

en la ecuación 3.11 y la contribución individual a la verosimilitud en el JLCMM

es:

Li(θG) =
G∑
g=1

{
πigφig (Yi|ci = g;θG)hi(Ti|ci = g;θG)DiSi(Ti|ci = g;θG)

}
(3.17)

donde πig está dada en la ecuación (3.8), hi(Ti|ci = g;θG) es la función de riesgo

espećıfica de cada grupo definida en (3.15) y Si(Ti|ci = g;θG) su correspondien-

te función de sobrevivencia. Por su parte, φig es la densidad de una normal mul-

tivariada con media XLiβg y matriz de covarianzas Vig = ZiDgZ
>
i + Ri + Σi.
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3.4. Cálculos Posteriores a la Estimación

Una vez estimados los modelos se realiza una serie de cálculos posteriores

que permiten validarlos y, en particular para los modelos de clases latentes,

permiten elegir el número de grupos que mejor ajusta a los datos disponibles.

En general, ésta debe basarse en un conjunto de consideraciones y no solamente

en minimizar algún criterio de información (Proust-Lima et al., 2014).

3.4.1. Clasificación a posteriori

Una vez estimados los modelos de clases latentes, se computan las proba-

bilidades de pertenencia a las diferentes clases para cada individuo. Esto se

basa en el cálculo a posteriori de probabilidades con la fórmula de Bayes y se

utiliza para la clasificación de los sujetos aśı como para evaluar la bondad de

ajuste del modelo (Proust-Lima et al., 2016b).

La fórmula de cálculo difiere según se trate de un modelo de clases laten-

tes simple o uno conjunto, longitudinal y sobrevivencia. Para los LCMM la

probabilidad a posteriori se obtiene de la siguiente forma:

π̂
(Y )
ig = P (ci = g|XCi,XLi,Yi; θ̂G) =

π̂igφig(Yi|ci = g; θ̂G)∑G
l=1 π̂ilφil(Yi|ci = l; θ̂G)

(3.18)

donde π̂ig es la probabilidad de pertenencia a las clase g (con g = 1, · · · , G)

definida en (3.8) y computada utilizando la estimación del vector de parámetros

θ̂G obtenido dado un número de clases G.

Por su parte, en el JLCMM las probabilidades a posteriori para cada indi-

viduo se calculan de la siguiente forma:

π̂
(Y,T )
ig = P (ci = g|XCi,XLi, (Yi, Di); θ̂G) =

=
π̂igφig(Yi|ci = g; θ̂G)hi(Ti|ci = g; θ̂G)DiSi(Ti|ci = g; θ̂G)∑G
l=1 π̂ilφil(Yi|ci = l; θ̂G)hi(Ti|ci = l; θ̂G)DiSi(Ti|ci = l; θ̂G)

(3.19)
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donde π̂ig se define como en la ecuación (3.18) y hi(Ti|ci = g;θG), Si(Ti|ci =

g;θG) y φig (Yi|ci = g;θG) se definen de igual forma en que en la sección 3.3.1.

A partir de estas probabilidades, cada sujeto se clasifica en la clase que

maximiza su probabilidad de pertenencia a posteriori, esto es, que ĉi =

arg máxg

(
π̂

(Y )
ig

)
para el LCMM o bien ĉi = arg máxg

(
π̂

(Y,T )
ig

)
para el JLCMM.

Una vez computadas las probabilidades a posteriori y realizada la clasifi-

cación para cada individuo según el criterio anterior, se pueden construir las

tablas de clasificación. Estas tablas contienen la media de las probabilida-

des de pertenecer a cada clase latente entre los sujetos clasificados a posteriori

en esa clase (Ver Tabla 3.1). Una clasificación perfecta proporcionaŕıa unos en

la diagonal y ceros fuera de ella, aunque en la práctica, se considera que altos

valores en la diagonal y bajos fuera de ella indican buena discriminación de la

población en las clases consideradas (Proust-Lima et al., 2016b).

Tabla 3.1: Tabla de clasificación

Clase Media de la probabilidad de pertenencia a cada clase
Final ĉi # 1 · · · g · · · G

1 N1
1
N1

∑N1

i=1 π̂
(·)
i1 · · · 1

N1

∑N1

i=1 π̂
(·)
ig · · · 1

N1

∑N1

i=1 π̂
(·)
iG

...
...

. . .
...

g Ng
1
Ng

∑Ng
i=1 π̂

(·)
i1 · · · 1

Ng

∑Ng
i=1 π̂

(·)
ig · · · 1

Ng

∑Ng
i=1 π̂

(·)
iG

...
...

. . .
...

G NG
1
NG

∑NG
i=1 π̂

(·)
i1 · · · 1

NG

∑NG
i=1 π̂

(·)
ig · · · 1

NG

∑NG
i=1 π̂

(·)
iG

π̂
(·)
ig es π̂

(Y )
ig para LCMM y π̂

(Y,T )
ig para JLCMM

Fuente: Proust-Lima et al. (2016b).

3.4.2. Elección de Grupos y Bondad de Ajuste

Para la elección del número de clases se considera el Criterio de Infor-

mación Bayesiano (BIC) que resulta usualmente utilizado en el contexto

de modelos mixtos (Proust-Lima et al., 2014, 2016b). El criterio consiste en

minimizar el valor de:

BIC(θG) = −2L(θG) + kθG log(N)

donde θG es el vector de parámetros del modelo dado el número de clases G,

L(θG) es el valor de la verosimilitud del modelo estimado, kθG es la cantidad de
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parámetros que contiene ese vector y N el número de observaciones utilizadas

en la estimación.

Para la correcta elección de las clases, además de valores bajos de BIC,

debe lograrse una buena discriminación de los individuos. Para considerar este

aspecto se calcula el Índice de Entroṕıa (E) de la siguiente forma:

E = 1 +
1

N log(G)

(
N∑
i=1

G∑
g=1

P (ci = g|XCi) log
(
P (ci = g|XCi)

))

donde ci es la variable de clases latentes, XCi el conjunto de covariables en

el modelo y G el número de grupos en los que se clasifica a los individuos.

P (ci = g|XCi) son las probabilidades a posteriori para cada individuo. Este

ı́ndice se encuentra acotado en [0, 1] y cuanto más cercano a uno, más clara

es la identificación de las clases latentes. En la práctica, se considera que un

valor en el entorno de 0.8 es suficiente para decir que la clasificación en esos

grupos latentes es apropiada (Muthén, 2004).

Sin embargo, el valor de entroṕıa depende del contexto, el objeto de estudio

y las covariables utilizadas por tanto no se debe basar la elección del número

de clases en su valor únicamente sino que resulta recomendable tener en cuenta

las tablas de clasificación, ya que aportan mayor información sobre la calidad

de clasificación (Muthén, 2004).

En el caso de los modelos conjuntos JLCMM, se evalúa el cumplimiento

del supuesto de independencia condicional dado el número de clases. Una

forma de hacerlo consiste en aplicar un contraste conocido como Score Test

(Proust-Lima et al., 2014). En este contraste la hipótesis alternativa plantea

que el tiempo hasta la ocurrencia del evento y el modelo longitudinal tienen

relación de dependencia a través de los efectos aleatorios además de las clases

latentes. Por tanto, el modelo de sobrevivencia bajo la hipótesis alternativa

comparte los efectos aleatorios con el longitudinal. En ese caso la ecuación

(3.15) del modelo conjunto se reemplaza por:

hi(t|ci = g) = h0g(t)e
XT
Siδg+bigγ

donde γ es un vector en Rq que vincula los efectos aleatorios del modelo

longitudinal en (3.10) con el de sobrevivencia. Por tanto, la evaluación del

supuesto de independencia condicional consiste en contrastar las siguientes
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hipótesis:

H0 : γ = 0

H1 : γ 6= 0

En Jacqmin-Gadda et al. (2010) se presenta el estad́ıstico utilizado para

realizar el contraste:

U =
N∑
i=1

G∑
g=1

π̂ig(Di −Hig(Ti))̂big

que se obtiene estimando la covarianza entre los residuos martingala1 del mo-

delo de sobrevivencia (Di−Hig(Ti)) y las estimaciones bayesianas de los efectos

aleatorios espećıficos de clase (̂big), ponderados por la probabilidad a posteriori

de pertenencia a las mismas (π̂ig).

Bajo la hipótesis nula U>V ar(U)−1U sigue una Chi-cuadrado con m gra-

dos de libertad, donde m es el tamaño del vector γ (Jacqmin-Gadda et al.,

2010). En varios trabajos de simulación se ha encontrado a este procedimiento

como uno de los más potentes para someter a consideración el supuesto de

independencia condicional (Jacqmin-Gadda et al., 2010; Proust-Lima et al.,

2014).

3.4.3. Predicciones

Luego de las estimaciones se realizan predicciones de la trayectoria del

indicador longitudinal y del proceso latente y, además, predicciones dinámicas

de la ocurrencia del evento en el caso del modelo conjunto. Dado que los

modelos utilizados en este trabajo se enmarcan en el contexto de los Modelos

Lineales Mixtos se derivan las estimaciones emṕıricas bayesianas (Proust-Lima

et al., 2014, 2016b).

1 Los residuos martingala en el modelo de sobrevivencia se definen como la diferencia
entre el número observado de eventos ocurridos a un individuo y el número esperado de even-
tos ocurridos condicional en el modelo estimado, el momento de seguimiento y la trayectoria
observada de las covariables temporales. Por más detalles consultar Fleming & Harrington
(2013); Therneau & Grambsch (2000); Therneau et al. (1990).
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Efectos aleatorios

Para los modelos presentados en las secciones 3.1.3 y 3.3.1 los efectos alea-

torios se predicen de la siguiente forma:

b̂ig = σ̂2
gD̂Z>i V̂−1

ig

( ̂̃Yi −XLiβ̂g

)
(3.20)

donde ̂̃Yi es el vector de valores de la medición transformados según la función

de enlace ̂̃Y ij = H−1 (Yij; η̂) para j = 1, . . . , ni. Las estimaciones marginales

se obtienen ponderando por las probabilidades a posteriori b̂i =
∑G

g=1 π̂
(.)
ig b̂ig.

Predicciones longitudinales y residuos

Las predicciones de la medida longitudinal, del proceso latente y de los

residuos se pueden calcular marginales o espećıficas para los individuos, en

donde en el último caso se incorporan las predicciones de los efectos aleatorios

(Proust-Lima et al., 2016b).

Cuando se separan los modelos correspondientes a la medida longitudinal

y al proceso latente, las predicciones marginales para cada clase se obtienen

en la escala del proceso latente como:

̂̃Y (M)

ijg = XLi(tij)
>β̂g

mientras que las predicciones espećıficas para los individuos

̂̃Y (SS)

ijg = XLi(tij)
>β̂g + Zi(tij)

>b̂ig

Por su parte los residuos marginales se obtienen como R
(M)
ijg = Yij − ̂̃Y (M)

ij ,

mientras que los espećıficos para los individuos R
(SS)
ijg = Yij − ̂̃Y (SS)

ij .

Por último, se pueden obtener las predicciones marginales y espećıficas de

los individuos promediadas entre clases y sus correspondientes residuos:

̂̃Y (M)

ij =
∑G

g=1 π̂
(·)
ig
̂̃Y (M)

ijg
̂̃Y (SS)

ij =
∑G

g=1 π̂
(·)
ig
̂̃Y (SS)

ijg

41



Predicción de la trayectoria media

Por su parte, es posible realizar una predicción de la trayectoria media de

la medida longitudinal acorde a cierto perfil en las covariables. El cálculo es

el mismo que antes pero ahora se obtiene la predicción sobre un individuo

hipotético en las covariables X. Se realiza la predicción sobre el vector de

E
(
Y |X = x; θ̂G

)
calculando el vector marginal de predicciones espećıficos

de cada clase como se explicó anteriormente. Además, es posible obtener la

predicción sobre el proceso latente en los casos donde se separe el modelo de

medición del estructural.

Predicciones de sobrevivencia

En el caso del JLCMM es posible realizar predicciones de la sobrevivencia

al evento de los individuos y, además, estas predicciones son espećıficas por

clases. Luego de estimar el modelo en (3.16), mediante la relación en (3.14) se

obtienen funciones de sobreveviencia estimadas para cada clase y se pueden

representar gráficamente.
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3.5. Aspectos Metodológicos: Trayectoria Nu-

tricional y Desempeño Escolar

Una vez expuestos los modelos teóricos que se consideran en este traba-

jo, la presente sección tiene por objetivo explicitar algunas consideraciones

metodológicas realizadas para aplicar estos modelos al problema concreto de

análisis, la trayectoria nutricional y su relación con el desempeño escolar.

En primer lugar, se elige el IMC como indicador del estado nutricional de

los niños y niñas. De las medidas antropométricas disponibles, el IMC para la

edad se utiliza generalmente y presenta estándares de crecimiento dados por

la OMS para niños y niñas en el rango de edad considerado en este trabajo

(Butte et al., 2007; deOnis & Habicht, 1996; deOnis et al., 2004, 2007; deOnis

& Lobstein, 2010).

En segundo lugar, se mide el desempeño escolar como la edad de desvin-

culación del sistema educativo. Esto se basa en que el problema del abandono

es importante y presenta tasas altas en Uruguay que comienzan a ser elevadas

particularmente a partir de los 13-14 años, edad que tienen los niños del ELBU

en la última ocasión en que se los entrevistó. Se considera únicamente el aban-

dono y no otros desempeños relevantes, como la repetición por ejemplo, ya

que esta información no está disponible en el ELBU. Los Modelos Conjuntos

analizan el momento en que se produce el evento, lo cual está disponible úni-

camente para el abandono. Si bien se preguntó sobre la repetición, desempeño

escolar relevante para estudiar en Uruguay, no se tiene el momento en que el

episodio se produjo y, por tanto, no se analiza mediante esta metodoloǵıa1. Sin

embargo, el análisis de la relación entre la trayectoria nutricional y la repeti-

ción constituye un tema de importancia que podŕıa ser abordado mediante la

aplicación de otros modelos.

Por último, el análisis se hace para niñas y niños por separado dado que

las tasas de crecimiento y desarrollo en el tramo de edad considerado difieren

según género (deOnis & Habicht, 1996; deOnis et al., 2007; Stuart & Panico,

2016).

1 En el ELBU tampoco se tiene información de otros desempeños, como test de apren-
dizaje por ejemplo, que puedan ser objeto de análisis mediante la metodoloǵıa propuesta en
este trabajo.
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3.5.1. Base de Datos

La información pertenece a las primeras rondas del ELBU. Éste constituye

una muestra de niños que cursaba primer año en escuelas públicas en 2004 re-

presentativa de las capitales departamentales que fue seguida en años ulteriores

(2004, 2006, 2011/12 y 2015/2016, aproximadamente a los 6, 8, 14 y 18 años).

Dado que las tasas de asistencia en primer año escolar son universales, la mues-

tra no tiene los problemas de sesgo de selección que habitualmente presentan

los relevamientos realizados a estudiantes en la adolescencia. La muestra fue

seleccionada en base al Tercer Censo de Talla Escolar de 2002 (Amarante et al.,

2007). Es representativa de los niños que concurŕıan a primer año de la educa-

ción primaria pública -aproximadamente un 85 % de los niños que estaban en

primer año en 2004- en capitales departamentales y el área metropolitana, si

bien presenta un truncamiento en los estratos socio económicos más altos, ya

que solo el 43 % de los niños del quintil más alto concurŕıan a escuela pública

ese año (Failache et al., 2015). Las escuelas fueron seleccionadas de los depar-

tamentos Artigas, Canelones, Colonia, Florida, Montevideo, Paysandú, Rivera

y Soriano.

En 2004 se obtuvieron medidas antropométricas para aproximadamente

3000 niños que cursaban primer año en escuelas públicas. Estas medidas fue-

ron tomadas por antropometristas en las escuelas. Ese mismo año se entre-

vistaron también a los miembros de los hogares obteniendo información socio

económica del hogar, niño y sus integrantes. En 2005, se volvieron a tomar

medidas antropométricas de los niños de Montevideo y el Área Metropolitana

en las escuelas y en 2006 nuevamente se entrevistaron las familias. En 2009,

se tomó otra ronda de medidas antropométricas para los niños al finalizar el

ciclo educativo primaria, ya que en este momento la mayoŕıa de los niños se

encontraban en sexto de escuela. Por último, en 2011/2012 se recabó informa-

ción de los hogares y sus integrantes para cuando los niños de la cohorte teńıan

aproximadamente entre 13 y 14 años (Amarante et al., 2007; Failache et al.,

2015).

En la primera ola, se realizaron más de 3000 encuestas a hogares y para 2811

se dispuso de información socio económica y antropométrica. En 2011/12 se re

entrevistaron 2152 hogares, lo cual implica que se recuperó el 65 % del panel

inicial (desgranamiento del 35 %)1. Combinando ambas olas se cuenta con 1563

1 De los casos entrevistados en la tercera ola, algunos no cuentan con información an-
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casos con información antropométrica y socio económica para ambas. Por su

parte, en 2006 fueron entrevistados 1160 hogares de Montevideo y Canelones,

de los cuales 900 se recuperaron en 2011/12 (Arim et al., 2014).

En el marco de un proyecto CSIC, se obtuvo financiamiento para la rea-

lización de una nueva ola de este estudio. Esto permitió obtener información

tanto socio económica como antropométrica para cuando tienen entre 17 y 18

años. Aún no se cuenta con la base de datos final, pero con ella se podrán

analizar aspectos poco explorados en este trabajo lo que constituye una ĺınea

de investigación a futuro.

El ELBU contiene la información requerida para este trabajo. En primer

lugar, se tomaron medidas antropométricas en el primer año escolar, al año

siguiente y, por último, en 2009 las medidas se tomaron al finalizar el ciclo

primaria. En definitiva, se cuenta con una base de datos longitudinal con tres

momentos de medición de peso y talla de los niños que darán cuenta de su

trayectoria nutricional. Cabe mencionar que no todos los individuos cuentan

las tres medidas debido a que la segunda fue realizada únicamente para los

niños de Montevideo y Área Metropolitana y, además, el estudio presenta los

problemas usuales de datos faltantes.

Con las medidas de peso y talla de niños se construye el IMC, indicador

que aproxima la situación nutricional en este rango de edad, según las reco-

mendaciones de la OMS. Además, se calculan las medidas de los z-scores para

el IMC según la metodoloǵıa de la OMS.

Por otro lado, se cuenta con información socio económica de los hogares

a los que pertenecen los niños, aśı como información referente al nacimien-

to del niño, recogida de forma retrospectiva, caracteŕısticas de los integrantes

del hogar, particularmente la madre del niños. En las últimas olas se cuenta,

además, con resultados de test psicológicos que intentan captar caracteŕısti-

cas asociadas a las habilidades cognitivas y no cognitivas de los niños1. De

aqúı, se podrán tomar en cuenta otras dimensiones para explicar el desempeño

educativo (Failache et al., 2015).

tropométrica y otros niños adicionales fueron medidos en 2009 pero no se logró concretar la
entrevista en el hogar en 2011/12.

1 Las habilidades cognitivas se recogieron en la última ola del estudio en 2015/16 en
tanto que las habilidades no cognitivas se exploraron en las dos últimas entrevistas, 2011/12
y 2015/16
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3.5.2. Variables

La variable medida para el análisis de la trayectoria nutricional es el IMC

que se calcula:

IMC =
Peso (kg)

[Estatura (m)]2
(3.21)

Se cuenta con la fecha de nacimiento y de toma de las medidas que permiten

calcular el z-score de los individuos a lo largo de las distintas mediciones en el

estudio. Estos z-score se utilizan para tomar valores que se encuentran dentro

de los rangos considerados posibles según la OMS1. En los modelos donde se

analiza la evolución de la trayectoria nutricional las variables utilizadas son la

edad y edad al cuadrado (en meses) y el IMC construido como en (3.21).

Para el análisis de la asociación entre trayectoria nutricional y desempeño

escolar en el JLCMM, se tienen dos variables de resultados: la trayectoria

nutricional y el desempeño escolar. Como ya fue mencionado, la trayectoria

nutricional se aproxima mediante el IMC de igual forma que cuando se analiza

la trayectoria nutricional únicamente. El desempeño escolar analizado es la

edad de abandono. En la última ronda del estudio considerada (2011/12) se

preguntó si el niño continúa estudiando en ese momento y, en caso que haya

dejado los estudios, la edad de abandono. Esta variable es reportada por la

madre del niño o niña ex-post a las mediciones de la trayectoria nutricional.

Para el JLCMM, el desempeño escolar se analiza en el marco de un modelo de

sobrevivencia, por tanto, es necesario tener la edad de abandono del niño, que

es una variable disponible en esta ola del ELBU.

La revisión de antecedentes indica que en el análisis del desempeño escolar

es importante considerar el fracaso, que en este estudio se introducen en el

modelo mediante una variable dicotómica que indica si el niño repitió algún

año durante todo el ciclo educativo previo al momento de la última entrevista.

Esta información se tiene únicamente para los niños entrevistados en el 2011/12

y dado que la repetición es una covariable en el modelo conjunto, este análisis

se realiza solamente con los niños y niñas que fueron entrevistados en 2011/12

en sus hogares y cuentan con la información de repetición previa.

1 Los valores de z-score menores a -5 y mayores que 5 no se consideran humanamente
posibles según la OMS. Por tanto, en las estimaciones del presente trabajo no fueron consi-
deradas las ocasiones donde el z-score del IMC pasara los umbrales de valores posibles dados
por la OMS

46



Otras variables relevantes en el ELBU:

Fracaso escolar:

Repitió: vale 1 si repitió algún año y 0 en otro caso

Nivel educativo materno:

Primaria: vale 1 si tiene hasta nivel primaria completa y 0 en otro caso

(referencia)

Secundaria: vale 1 si tiene hasta nivel secundaria completa y 0 en otro

caso

Terciaria: vale 1 si tiene algún año de nivel terciario

Caracteŕısticas del niño:

Edad : edad en meses

Peso: peso al nacer (g)

Talla: talla al nacer (cm)

Otras variables de control:

Género
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3.5.3. Estrategia Emṕırica

En este sección se presentan los modelos estimados y algunas considera-

ciones metodológicas en la estimación. Todas las estimaciones se realizaron

utilizando R, particularmente las funciones de la libreŕıa lcmm que se describe

en Proust-Lima et al. (2016a). Según lo expuesto anteriormente el desempeño

escolar se aproxima mediante la edad de abandono y el estado nutricional por

el IMC.

Análisis de la Trayectoria Nutricional

Para realizar este análisis se utilizan los modelos LCMM por separado para

niñas y niños. Éstos indagan en la estructura que mejor logra agrupar a los

niños y niñas según sus trayectorias nutricionales. Para ello se estiman cinco

modelos fijando el número de grupos de uno hasta cinco y mediante los criterios

de bondad de ajuste y clasificación a posteriori expuestos en la sección 3.4 se

elige el número más adecuado. La estimación se realizó fijando como máximo

cinco grupos dado que aumentarlo implica aumentar el número de parámetros

y además se compromete la convergencia con gran cantidad de grupos.

Fijado el número de grupos, cada modelo se estima suponiendo una fun-

ción de enlace lineal y una I-spline cuadrática con tres nodos en los

cuantiles (Proust-Lima et al., 2016b; Ramsay, 1988). Por tanto, se tienen diez

parametrizaciones por sexo.

Para los LCMM se especifica:

trayectoria cuadrática según edad diferenciando coeficientes para cada

grupo

efectos aleatorios en el intercepto y coeficiente lineal de esta trayectoria

matriz de covarianzas de los efectos aleatorios no diagonal (unstructured)

matriz de covarianzas de los efectos aleatorios proporcional entre grupos

Se especifica una trayectoria cuadrática ya que resulta adecuado para repre-

sentar la evolución del IMC para este rango de edad y se cuenta con tres medi-

das del indicador como máximo por individuo. El resultado de la especificación

surge luego de considerar otras más complejas que no aportaban a los objetivos
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de este trabajo y que compromet́ıan la convergencia en el proceso de estima-

ción. Por un lado, se quitaron los efectos aleatorios en el término cuadrático

de la trayectoria nutricional para la edad ya que no arrojaba diferencias en los

resultados, pero aumentaba significativamente el tiempo computacional para

la estimación. Por otro lado, se especificaron matrices de covarianzas de los

efectos aleatorios diferentes para los grupos ya que la especificación más sen-

cilla con matrices iguales para todos los grupos no lograba una discriminación

razonable de los individuos.

Por tanto, el LCMM finalmente estimado se escribe como:


πig = P (ci = g|XCi) = eλg∑G

l=1 e
λl

IMCij|ci=g = β0g + β1gEdadij + β2gEdad2
ij + b0ig + b1igEdadij + εij

(3.22)

donde la ecuación de pertenencia a las clases no incluye covariables por lo

que es una probabilidad espećıfica de pertenencia pero no condicionada por

ninguna caracteŕıstica de los individuos. El modelo de medición en la segunda

ecuación representa la trayectoria del IMC para el individuo i en las ocasiones

j = 1, . . . , ni, donde se incluye la función de enlace (H) para la especificación

con splines. El intercepto en esta ecuación se encuentra para cero meses de

edad, es decir al nacimiento del niño o niña. Por último, en cuanto a los efectos

aleatorios y la perturbación se supone que big ∼ N(0, σ2
gD), εij ∼ N(0, σ2

ε) y

son independientes.

Relación entre Trayectoria Nutricional y Desempeño Escolar

Este análisis se realiza mediante los JLCMM por separado para niñas y

niños. Para la muestra de niños y niñas que tienen información sobre abandono

y repetición escolar se vuelven a estimar los LCMM1.

Los modelos que consideran únicamente las trayectorias nutricionales, per-

miten analizar la estructura de grupos y comparar los resultados con los del

JLCMM. Dado que la muestra en los modelos conjuntos se restringe a los niños

1 La pregunta sobre repetición y edad de abandono escolar en el estudio ELBU fue
realizada en la entrevista del 2011/12, por tanto, la muestra para estimar son los niños y
niñas que tienen información en la covariable Repitió
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y niñas que tienen información en la covariable Repitió, el análisis de la tra-

yectoria nutricional con el LCMM se vuelve a realizar para esta muestra con

la especificación presentada anteriormente para el total de la muestra de niños

y niñas.

Los JLCMM tienen las siguientes caracteŕısticas:

trayectoria cuadrática según edad diferenciando coeficientes para cada

grupo

efectos aleatorios en el intercepto y coeficiente lineal de dicha trayectoria

matriz de covarianzas de efectos aleatorios no diagonal (unstructured)

función de riesgo de ĺınea de base Weibull y sin diferenciar entre grupos

La especificación correspondiente a la trayectoria nutricional es la misma

que la utilizada para los LCMM. En cuanto al modelo de sobrevivencia se

especifica una función de riesgo de ĺınea de base sencilla sin diferencias entre

grupos debido a que la convergencia y el tiempo computacional de estimación

de estos modelos se compromete con especificaciones más complejas.

El modelo se escribe entonces:



πig = P (ci = g|XCi) = eλg∑G
l=1 e

λl

IMCij|ci=g = β0g + β1gEdadij + β2gEdad2
ij + b0ig + b1igEdadij + εij

hi(t|ci = g) = h0(t)e{γ0g+γ1gRepitioi}

(3.23)

donde la ecuación de pertenencia a las clases y la trayectoria para el IMC son

análogas a las del modelo en (3.22) aunque aqúı solamente se considera una

función de enlace lineal. Por su parte, el modelo de sobrevivencia se estima

incluyendo la covariable Repitioi, h0(t) es la función de riesgo de ĺınea de base.

Estimación de los Modelos y Valores Iniciales

Como fue mencionado anteriormente, la estimación de los modelos se realiza

mediante el método de máxima verosimilitud. Para estimar los modelos se
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utilizan las funciones lcmm y jlcmm de la libreŕıa lcmm de R. En la estimación de

modelos se debe tener en cuenta que la función de verosimilitud posiblemente

tenga óptimos locales (Muthén, 2004; Proust-Lima et al., 2016b; Rizopoulos,

2012). Por tanto, se recomienda estimar el modelo varias veces imponiendo

diferentes puntos iniciales y estudiar la convergencia de la estimación. Con el

objetivo de disminuir la probabilidad de que se identifiquen óptimos locales al

estimar los modelos, se realiza un procedimiento propuesto en Biernacki et al.

(2003).

Por tanto, los resultados finales de la estimación de este trabajo LCMM

aśı como JLCMM se obtienen luego de estimar 30 modelos que parten de di-

ferentes puntos iniciales. De entre todos ellos, se elige aquél que maximiza

la función de verosimilitud y se utilizan sus parámetros estimados como va-

lor inicial de una nueva estimación que es la finalmente considerada para los

resultados de este trabajo.

En los LCMM los 30 valores iniciales se obtienen a partir de la estimación

del modelo análogo con una única clase latente. Estos 30 valores se obtienen a

partir de una N(θ̂G=1, V̂ (θ̂G=1)) que corresponde a la distribución asintótica

del vector de estimadores para una clase latente (Proust-Lima et al., 2016b).

En el caso de los JLCMM los valores iniciales se obtienen a partir de la

estimación del modelo LCMM estimado para el mismo número de grupos y la

misma muestra de niños y niñas. A partir del vector de parámetros estima-

dos para el LCMM se construyen otros 30 vectores utilizando la distribución

uniforme. Una vez más, se estiman los 30 modelos, se elige el de mayor vero-

similitud y, finalmente, se estima una última vez el modelo con valor inicial

igual al vector de parámetros del modelo elegido según la verosimilitud. Esta

última estimación constituye el resultado final presentado en este trabajo.

La estimación se basa en el método de Máxima verosimilitud y se optimiza

mediante un algoritmo iterativo de Marquardt. En el anexo A.3 se presenta con

mayor detalle el procedimiento de optimización seguido por este algoritmo que

es el implementado en las funciones del paquete lcmm utilizado para estimar

todos los modelos.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Este caṕıtulo presenta los principales resultados a los que ha llegado esta

investigación. En la sección 4.1 muestra las principales descriptivas de la base

de datos utilizada para las estimaciones en cuanto a las variables principales

que se utilizarán en los modelos. La sección 4.2 presenta los resultados de los

LCMM mientras que la 4.3 los referentes a la asociación entre trayectoria nu-

tricional y desempeño escolar. Por último, la sección 4.4 muestra los resultados

del análisis de sensibilidad.

4.1. Estad́ısticas Descriptivas

A continuación, se presenta una descripción de la información relevante

para el análisis contenida en el ELBU. En primer lugar, dado que la cohorte de

niños y niñas se conforma con los que estaban en primer año de escuela pública

en 2004, las edades entre los participantes del estudio pueden diferir en cada

momento de la medición. Además, las medidas antropométricas utilizadas para

analizar la situación nutricional de los niños y niñas tienen estándares según

la edad al momento de realizar las medidas. Por ello, la Figura 4.1 muestra

la distribución según género de las edades simples de los participantes en los

años donde se realizaron las medidas antropométricas, es decir en 2004, 2005

y 2009. La pérdida de casos a lo largo del estudio es casi un 35 %, resultando

en una pérdida similar según género.

La muestra utilizada para estimar los LCMM y JLCMM es menor al con-

junto de niños entrevistados en el ELBU ya que, como fue mencionado ante-
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riormente, no se cuenta con información antropométrica para todos los niños y

niñas entrevistados (Tabla 4.1). Además, fueron excluidas las ocasiones donde

el z-score del IMC se encontraba fuera de los ĺımites humanamente posibles,

según la OMS. Por último, la muestra para el JLCMM excluye casos que no

tengan dato en la covariable Repitió en la entrevista realizada en 2011/12.

Tabla 4.1: Distribución por género en los años
de medición

Niñas Niños

Medidas en 2004a 1341 1432
Medidas en 2005a 518 525
Medidas en 2009a 805 835
Total participantes ELBU 1570 1691
Total muestra LCMM 1392 1492
Total muestra JLCMM 971 1026

Fuente: Elaboración propia
a Cantidad de medidas válidas según OMS

Figura 4.1: Distribución según edades simples en los años de medición

(a) Niñas (b) Niños

Nota: Porcentaje de niños o niñas en esa edad del total de medidos ese año.

La Figura 4.1 muestra la distribución según edades simples de niños y niñas

en los años donde fueron tomadas las medidas antropométricas que se utilizan

para calcular el IMC. Se observa que en 2004, donde se tienen medidas de 1341

niñas y 1432 niños, más del 90 % teńıa entre 6 y 7 años. En la segunda ronda

de medición, realizada en 2005 únicamente para las escuelas de Montevideo y
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el área metropolitana, más del 90 % teńıa entre 8 y 9 años. Por último, en 2009

más del 90 % teńıa entre 12 y 13 años.

Tabla 4.2: Descriptivas del IMC en los años de medición

Niñas Niños
2004 2005 2009 2004 2005 2009

z < −2a 0.8 % 1.0 % 2.4 % 1.5 % 1.5 % 3.4 %
−2 < z < −1b 9.8 % 6.8 % 11.0 % 9.3 % 7.3 % 12.1 %
−1 < z < 1b 65.9 % 61.5 % 58.5 % 66.7 % 63.0 % 52.3 %

1 < z < 2c 16.5 % 21.2 % 21.1 % 14.0 % 17.2 % 21.3 %
2 < zd 7.0 % 9.5 % 7.0 % 8.5 % 11 % 10.9 %

Media (SD) 16.1 (2.2) 17.0 (2.8) 19.5 (3.5) 16.1 (1.9) 16.8 (2.4) 19.1 (3.4)
N 1341 518 805 1432 525 835

Fuente: Elaboración propia
a Bajo peso b Normal c Sobrepeso d Obesidad

Figura 4.2: Trayectorias del IMC para la edad según género

(a) Niñas (b) Niños

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

La Tabla 4.2 permite visualizar la proporción de niños y niñas en los distin-

tos umbrales definidos por el z-score para la edad del IMC. Se observa que en

2004, más del 20 % presenta problemas de sobrepeso u obesidad, mientras que

aproximadamente un 1 % tiene bajo peso tanto para niñas como niños. A su

vez, en las siguientes olas del estudio el porcentaje de niñas y niños con bajo

peso se incrementa y, al mismo tiempo lo hace el de sobrepeso. En efecto, en

2009 hay una mayor proporción de niños y niñas con problemas nutricionales
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Tabla 4.3: Tasa de abandono según repe-
tición por género

No repitió Repitió Total

Niñas 2.4 % 16.6 % 7.3 %
Niños 3.8 % 19.6 % 10.9 %
Total 3.1 % 18.4 % 9.1 %

Fuente: Elaboración propia

de bajo peso y de sobrepeso, según el z-score para la edad. Por último, la

Figura 4.2 muestra las trayectorias del IMC para la edad según género.

Por otro lado, se presenta la tasa de abandono de niños y niñas del ELBU

según si repitieron o no algún año del ciclo educativo previo a la entrevista

realizada en 2011/12. La Tabla 4.3 muestra la tasa de abandono reportada en

2011/12 donde para los participantes del ELBU asciende a 9 %, cuando más del

90 % teńıa entre 13 y 14 años. Este valor resulta superior al que surge de la ECH

para 2011 -6 % aproximadamente- en el mismo tramo etario. Además, resulta

notable la diferencia en esta tasa según si experimentaron repeticiones previas

ya que abandona un 3 % de los que no repitieron mientras que el abandono

representa el 18.4 % de los que repitieron. Por su parte, las tasas de abandono

también presentan diferencias según género y éstas se acentúan al considerar

los episodios de repetición previa de los individuos.

Tabla 4.4: Distribución de la tasa de abandono según edad
por género

Edad 11 años 12 años 13 años 14 años 15 años

Niñas 5.5 % 17.3 % 37.3 % 34.6 % 5.3 %
Niños 1.7 % 19.5 % 35.6 % 40.7 % 2.5 %
Total 3.1 % 18.7 % 36.3 % 38.3 % 3.6 %

Fuente: Elaboración propia

Por último, la Tabla 4.4 muestra distribución de las niñas y niños que

declaran haber abandonado los estudios en 2011/12 según edades simples. Del

total de abandonos, más del 70 % de ellos se dan a los 13 y 14 años de edad

tanto para niñas como niños. Se aprecia que el porcentaje de abandonos para

15 años es muy bajo lo que se debe fundamentalmente a que el ELBU es una

cohorte no representativa de este tramo etario1.

1 Si se calcula la tasa de no asistencia con la ECH 2011 para 15 años es del entorno del
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4.2. Análisis de la Trayectoria Nutricional

En esta sección se presentan los resultados obtenidos en la estimación de

los modelos LCMM que permiten analizar la trayectoria nutricional de niños

y niñas en el rango de edad considerado.

En primer lugar, se detallan los resultados relativos a la elección del número

de grupos según la trayectoria nutricional. Se estiman los modelos, por separa-

do para niñas y niños, con función de enlace lineal y con una splines cuadrática

en el modelo de medición. En todos los casos, se fija el número de grupos de

uno a cinco para estimar los modelos y se comparan indicadores de ajuste

y las probabilidades a posteriori detallados en la sección 3.4. Se considera el

porcentaje de casos en cada grupo y se sigue un criterio de parsimonia para

la elección del número de grupos de niños y niñas. Este criterio refiere a que

ante modelos estimados que arrojan resultados similares en términos de ajuste

y distribución de los individuos entre grupos, se elige el más simple con menor

número de parámetros a estimar.

Por último, una vez elegido el número de grupos se analizan diferencias en-

tre los niños y niñas pertenecientes a diferentes grupos, en algunas caracteŕısti-

cas asociadas al estado nutricional según se ha reportado en otros trabajos.

Como criterio general para la presentación de los resultados, los grupos

se etiquetan de forma ascendente en función del tamaño que tienen, una vez

realizada la clasificación de los individuos en cada uno de ellos. De esta forma,

“G 1” es el grupo con mayor porcentaje de niñas o niños del total de la muestra,

“G 2” es el segundo grupo en términos de este porcentaje y aśı sucesivamente

con los restantes.

Cabe destacar que los resultados de las estimaciones se obtienen luego de

realizar 30 réplicas con distintos puntos iniciales, para disminuir la probabilidad

de identificar óptimos locales, según se expuso en la sección 3.5.3.

Elección del Número de Grupos para Niñas

Los resultados con función de enlace lineal para niñas (Tabla 4.5) mues-

tran que al aumentar el número de grupos hasta tres disminuye el BIC, luego

10 %.
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aumenta para cuatro y baja nuevamente para cinco. Esto indica que, en térmi-

nos de ajuste, puede resultar adecuado clasificar a las niñas en tres grupos.

Por su parte, la entroṕıa para esta clasificación es 0.513, indicando que esta

separación de niñas es medianamente ńıtida (Muthén, 2004). Las trayectorias

nutricionales de las niñas según estos tres grupos puede observarse en la Figura

4.3 panel b donde se aprecia cierta superposición de las trayectorias de niñas

en distintos grupos.

La Tabla 4.5 también contiene el porcentaje de niñas clasificadas posterior-

mente en cada grupo. Para dos grupos uno contiene más del 80 % de las niñas,

para tres grupos los dos más grandes contienen un porcentaje de niñas similar

y el más pequeño no alcanza el 10 %. Luego, para cuatro y cinco grupos la dis-

tribución de niñas entre ellos es muy similar, ya que el quinto grupo contiene

menos del 2 % de las niñas.

Tabla 4.5: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niñas - LCMM - Lineal

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -5775.9 11602.5 7 100 %
2 -5524.2 11135.4 0.644 12 86 % 14 %
3 -5471.4 11065.9 0.513 17 49 % 42 % 9 %
4 -5457.3 11073.9 0.564 22 57 % 32 % 8 % 3 %
5 -5409.2 11013.8 0.538 27 51 % 34 % 8 % 5 % 2 %

N=1392

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

También debe observarse la Tabla de clasificación ya que aporta informa-

ción acerca de la capacidad de discriminación del número de grupos. La Tabla

4.6 contiene información respecto a la clasificación para tres grupos: probabi-

lidad media a posteriori (panel a) y porcentaje de niñas que superan cierto

umbral en su probabilidad máxima (panel b). En el panel a, se observa que,

dado el grupo al que pertenece la niña, la probabilidad de ser clasificada en

él supera para todos los grupos 0.74 en promedio. Esto es, la diagonal de la

Tabla de clasificación muestra sustento en la discriminación que se logra con

tres grupos de niñas.

Por otro lado, en el panel b se observa que el “G 3” tiene más de la mitad

de las niñas con probabilidad máxima superior a 0.9, lo que indica clara per-
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Tabla 4.6: Probabilidades a posteriori para tres grupos
de niñas - Lineal

(a) Prob. media (b) % >umbrala

G 1 G 2 G 3 > 0.7 > 0.8 > 0.9

G 1 0.745 0.239 0.016 69 % 37 % 2 %
G 2 0.134 0.785 0.081 70 % 55 % 27 %
G 3 0.005 0.138 0.857 78 % 69 % 56 %

N=1392

Fuente: Elaboración propia
a % de niñas con probabilidad a posteriori que supera el umbral

tenencia a este grupo. Para “G 2” la mitad de las niñas superan 0.8 mientras

que en el “G 1” aproximadamente el 70 % supera 0.7 de probabilidad, si bien

hay solo un 2 % que supera el 0.9 en este grupo. Por tanto, si bien la entroṕıa

es intermedia para la clasificación en tres grupos de niñas el análisis de las

probabilidades a posteriori muestra que tres grupos de niñas logra una buena

discriminación.

Por otro lado, en las Figuras 4.3 y 4.4 pueden verse las trayectorias nutri-

cionales de cada niña según el grupo. Estas trayectorias se representan junto

con los umbrales del IMC para la edad que proporciona la OMS, estos son, la

mediana del IMC para la edad (Med) y los desv́ıos estándar (±1SD, ±2SD y

±3SD)1.

Como ya fue mencionado, existe cierta superposición de las trayectorias

de las niñas pertenecientes a los diferentes grupos. Sin embargo, en todas las

clasificaciones, el grupo con mayor cantidad de niñas contiene las trayectorias

en los niveles más bajos del IMC para la edad, respecto a los restantes grupos.

A su vez, para la clasificación en tres, cuatro y cinco grupos se observa que

los tres primeros grupos (“G 1”, “G 2” y “G 3”) son similares en términos del

porcentaje de niñas que lo integran y los niveles de IMC que representan. En

este sentido, el “G 1” tiene los niveles más bajos del IMC respecto al resto de

grupos. El “G 2” tiene niveles superiores de IMC que el “G 1”. Por último, el

“G 3” con niveles altos del IMC o bien trayectorias que decrecen en el rango

1 Los umbrales se obtienen del Programa Growth reference 5-19 years disponibles en
la Web de la OMS. La interpretación de estos valores es que un IMC >1SD (equivalente a
un IMC de 25 kg/m2 a los 19 años) corresponde a problemas de sobrepeso y si es >2SD
(equivalente a un IMC de 30 kg/m2 a los 19 años) el problema es obesidad. Por su parte,
un IMC <-2SD conlleva problemas de desnutrición (thinnes) en tanto si el ı́ndice es <-3SD
el problema de desnutrición es severo.

58



de edad considerado y con poca proporción de niñas en él.

La clasificación en cuatro o cinco grupos no parece aportar en la separación

de las trayectorias nutricionales de las niñas ya que los grupos “G 4” y “G 5”

representan una proporción muy baja de niñas (apéndice A.1)1.

Figura 4.3: Trayectoria nutricional según dos y tres grupos de niñas - Enlace Lineal

(a) Dos grupos (b) Tres grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Por su parte, los resultados utilizando como función de enlace spline

cuadrática no arrojan diferencias sustantivas con los obtenidos utilizando la

función lineal (apéndice A.3). Sin embargo, con la spline el ajuste mejora ya

que el BIC es menor al obtenido con la función lineal dado el mismo número

de grupos.

En la especificación con splines se debe tener en cuenta que el modelo

con cuatro grupos no converge2, por tanto según el criterio de BIC tres grupos

seŕıa adecuado. Si bien luego con cinco vuelve a disminuir la diferencia entre los

respectivos valores del BIC es muy pequeña. La entroṕıa para la clasificación

de niñas en tres grupos con splines es 0.582, levemente mayor a la obtenida

1 En el apéndice A.1 se presentan los gráficos que separan las trayectorias según grupos
para observar más claramente las diferencias.

2 La no convergencia puede deberse a que la función splines si bien logra mayor ajuste
del modelo aumenta su complejidad ya que se incrementan los parámetros a estimar o a
la no identificación del modelo, en el sentido de que no habŕıan cuatro grupos claramente
definidos para niñas
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Figura 4.4: Trayectoria nutricional según cuatro y cinco grupos de niñas - Enlace
Lineal

(a) Cuatro grupos (b) Cinco grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

con función lineal (0.513) pero continúa siendo un valor medio respecto a las

recomendaciones prácticas.

Incorporar esta función splines hace más flexible el modelo, ya que permite

separar el estructural del correspondiente a la medida longitudinal observada,

pero el aumento de los parámetros compromete la estimación, su interpretación

y los resultados no aportan diferencias sustanciales respecto a la especificación

con una función lineal.

En conclusión, del análisis previo se desprende que la clasificación de las

niñas según sus trayectorias nutricionales en tres grupos resulta adecuada y el

modelo especificado con una función de enlace lineal logra un ajuste adecuado.

Elección del Número de Grupos para Niños

Los resultados con función de enlace lineal para niños (Tabla 4.7) muestran

que, en términos de ajuste resulta adecuado clasificarlos en tres grupos, ya

que aumentar su número disminuye el BIC hasta tres, para cuatro permanece

constante y baja nuevamente para cinco, aunque esta disminución es muy

pequeña. Por su parte, la entroṕıa para tres grupos es 0.556 mostrando que la
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separación es medianamente ńıtida. La forma en que quedan clasificadas las

trayectorias de los niños en tres grupos se observa en la Figura 4.5 panel b.

Por otro lado, la Tabla 4.7 muestra el porcentaje que queda clasificado a

posteriori en cada grupo: para dos uno contiene casi el 80 % de los niños, para

tres grupos uno de ellos tiene el 70 % mientras que los otros 21 y 8 %. Luego,

con cuatro se tienen dos grandes grupos (40 y 34 %) y otros dos más pequeños

(17 y 8 %). Por último, la estructura con cinco grupos es similar a la de cuatro

ya que el quinto contiene menos del 1 % de los niños.

Tabla 4.7: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - LCMM - Lineal

% Niños en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -5915.3 11881.7 7 100 %
2 -5622.6 11332.8 0.535 12 79 % 21 %
3 -5530.2 11184.7 0.556 17 71 % 21 % 8 %
4 -5511.9 11184.7 0.456 22 41 % 34 % 17 % 8 %
5 -5446.4 11090.1 0.516 27 43 % 28 % 20 % 8 % 1 %

N=1492

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

Tabla 4.8: Probabilidades a posteriori para tres grupos
de niños - Lineal

(a) Prob. media (b) % >umbrala

G 1 G 2 G 3 > 0.7 > 0.8 > 0.9

G 1 0.823 0.022 0.154 85 % 66 % 33 %
G 2 0.018 0.826 0.155 69 % 60 % 47 %
G 3 0.146 0.112 0.742 56 % 40 % 24 %

N=1492

Fuente: Elaboración propia
a % de niños con probabilidad a posteriori que supera el umbral

Para indagar en la calidad de clasificación que se tiene con tres grupos, se

estudian las probabilidades a posteriori. La Tabla 4.8 muestra la probabilidad

media de pertenencia a cada grupo (panel a) y el porcentaje de niños cuya

probabilidad máxima supera cierto umbral (panel b). La probabilidad de ser

clasificados en su propio grupo supera en promedio 0.74 para todos los grupos,

por tanto, la diagonal de la Tabla de clasificación contiene valores cercanos a
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uno y sustenta una buena discriminación de los niños en esos grupos latentes.

Por su parte, se observa que el “G 1” y “G 2” tienen aproximadamente un

60 % de los niños con probabilidad máxima mayor a 0.8 en tanto que el “G

3” alcanza un 56 % de los niños con probabilidad máxima superior a 0.7. Por

lo tanto, al considerar las probabilidades a posteriori, también es adecuada la

clasificación en tres grupos de niños, con un ı́ndice de entroṕıa en el entorno

de 0.6.

A su vez, en las Figuras 4.5 y 4.6 se puede observar la trayectoria nutri-

cional para cada niño según el grupo en que quedó clasificado, como ya fue

mencionado, se aprecia cierta superposición de las trayectorias entre distintos

grupos. A diferencia de lo que ocurŕıa para las niñas, ahora los grupos ma-

yoritarios de niños no siempre tienen menores niveles de IMC respecto a los

restantes grupos. Esto último se cumple para la clasificación de niños en dos

y tres grupos pero no para la clasificación en cuatro y cinco.

Cuando se clasifica en cuatro grupos las trayectorias con nivel de IMC más

bajo son las del “G 2” (34 %), le supera en nivel el “G 1” (41 %) y luego el “G

3” (17 %) y “G 4” (8 %).

Figura 4.5: Trayectoria nutricional según dos y tres grupos de niños - Enlace Lineal

(a) Dos grupos (b) Tres grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Por su parte, en la clasificación en cinco grupos los cuatro primeros tienen

trayectorias similares a los de la clasificación en cuatro grupos, ya que el quinto
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Figura 4.6: Trayectoria nutricional según cuatro y cinco grupos de niños - Enlace
Lineal

(a) Cuatro grupos (b) Cinco grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

contiene menos del 1 % de los niños con trayectorias “raras” (apéndice A.2)1.

Por otro lado, los resultados utilizando una función de enlace splines

cuadrática (apéndice A.4) son similares respecto a los obtenidos utilizando

la función lineal y, para el mismo número de grupos, el BIC es menor con

splines.

Cuando se introduce una función splines, el modelo con cinco grupos no

converge2 y el BIC se minimiza en la especificación con cuatro grupos. La

distribución de niños a posteriori con esta clasificación es similar a la obtenida

con tres grupos, ya que el cuarto grupo contiene solamente un 1 % de los niños.

El valor de la entroṕıa para cuatro grupos es 0.504, situándose en valores

medios respecto a las recomendaciones prácticas, mayor al valor para cuatro

grupos con función lineal (0.456), pero menor que la obtenida con tres grupos

(0.541 con splines y 0.556 con lineal).

Al comparar las trayectorias de los niños en función de los grupos obtenidos

1 En el apéndice A.2 se presentan estos mismos gráficos separando las trayectorias según
grupos por paneles para observar este tipo de comportamientos.

2 Las razones de la no convergencia son similares a las expuestas para las niñas. Una
razón es el aumento del número de parámetros y además un problema de identificación del
modelo, ya que puede exigirse identificar un número de grupos que podŕıa ser no adecuado
para clasificar a los niños.
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con enlace lineal o splines (apéndice A.2), la clasificación en cinco grupos separa

en el grupo adicional, un conjunto de trayectorias “raras” (1 %). La clasificación

en cuatro grupos con splines, muestra uno con trayectorias en forma de “V”,

al igual que las clasificaciones en cinco grupos con función lineal o splines.

Al comparar las trayectorias de la clasificación en cuatro grupos con función

lineal y con splines se observa que en esta última se separa un cuarto grupo

con trayectorias en forma de “V” y los grupos “G 1” y “G 2” del caso lineal

parecen fusionarse en el “G 1” del caso con splines (apéndice A.2).

Como ya fue mencionado, incorporar la función splines hace más flexible

el modelo pero compromete la estimación y su interpretación. Los resultados,

presentan leves diferencias en el agrupamiento que resulta de aplicar la fun-

ción lineal o la splines, pero en las clasificaciones con cuatro y cinco grupos. En

particular, el grupo de niños que presenta trayectorias nutricionales en forma

de “V” no se identifica de igual forma con ambas funciones. Sin embargo, se

considera un ajuste adecuado con tres grupos de niños según medidas de bon-

dad de ajuste y, además, las probabilidades a posteriori arrojan una estructura

adecuada para tres grupos, tanto para el caso lineal como splines (apéndice

A.3).

En definitiva, para el análisis de la trayectoria nutricional de los niños se

opta por una clasificación en tres grupos que resulta adecuada, en términos de

ajuste y probabilidades a posteriori, y se presentan los resultados del modelo

especificado con función de enlace lineal.
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4.2.1. Trayectoria Nutricional según Grupos de Niñas

En esta sección se muestran caracteŕısticas de las niñas según el grupo en

el que fueron clasificados. El objetivo es caracterizar los grupos anteriormente

identificados, según factores que se asocian con el estado nutricional. Para ello,

se presentan las trayectorias predichas para cada grupo de niñas y niños. A

su vez, se muestran descriptivas sobre el peso y la talla al nacer y educación

materna de las niñas y niños según el grupo al que pertenecen.

En la Figura 4.7 se presentan las trayectorias medias (panel a) para cada

grupo de niñas y espećıficas de los individuos ponderadas1 con sus intervalos

de confianza (panel b) y los umbrales de la OMS. Se observa que el “G 1”

tiene una trayectoria creciente por debajo de la mediana. El “G 2” presenta

una trayectoria en niveles superiores, que sobrepasa en algún tramo el umbral

de normalidad (+1SD) y que crece con tendencia similar a la del “G 1”. El

“G 3” tiene trayectoria en forma de “U” invertida y por encima del ĺımite de

sobrepeso (+1SD) e incluso obesidad (+2SD).

Figura 4.7: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niñas

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Por tanto, se identifican dos grupos que representan el 90 % de las niñas que

en general transitan dentro de los umbrales de normalidad: el grupo normal-

bajo, con casi 50 % de las niñas, tiene una trayectoria por debajo de la mediana;

1 La forma de obtener estas predicciones se presenta en la sección 3.4.3.
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el normal-alto, con 40 %, transita por encima de la mediana y, en cierto rango

de edad, supera el umbral de sobrepeso (+1SD). El último grupo con sobrepeso,

representa menos del 10 % de niñas, sigue una trayectoria en forma de “U”

invertida que se sitúa por encima del umbral de sobrepeso (+1SD) e incluso

obesidad (+2SD).

Tabla 4.9: Descriptivas para tres grupos de niñas - LCMM - Enlace Lineal

Normal-bajo Normal-alto Sobrepeso Total

% niñas 49 % 42 % 9 %
N 679 588 125 1392

Educación materna Total

Primaria 48 % 46 % 44 % 47 %
Secundaria 45 % 47 % 49 % 46 %
Terciaria 6 % 7 % 8 % 7 %
N 569 558 84 1211
χ2=1.4 df=9 p=0.99

Peso al nacer (g) Total

Media (SD) 3111 (570) 3246 (557) 3329 (542) 3188 (567)
N 635 556 115 1306
ANOVAaF=12.6 df=(2,1303) p=0.00***

Talla al nacer (cm) Total

Media (SD) 48.4 (4.3) 48.9 (3.4) 48.9 (2.7) 48.7 (3.8)
N 452 420 94 966
ANOVAbF=2.4 df=(2,963) p=0.08*

* p<0.10 ** p<0.05 *** p<0.01
a Contraste igualdad de varianzas (Bartlett’s), no rechaza que las varianzas son iguales

(K2=0.61 df=2 p=0.74)
b Contraste igualdad de varianzas (Bartlett’s), rechaza que las varianzas son iguales

(K2=42.51 df=2 p=0.00***)

Además, se indaga en las posibles diferencias entre los grupos según nivel

de educación materna, el peso y la talla al nacer de las niñas. Respecto a

la educación materna, no se observan diferencias significativas entre los tres

grupos de niñas (Tabla 4.9). En cuanto al peso y la talla al nacer, śı se aprecian

diferencias significativas entre los grupos. Por tanto, el peso al nacer de las

niñas del grupo normal-bajo en promedio menor a las del grupo normal-alto y

éste, a su vez, menor en promedio a las del grupo de sobrepeso. En tanto que,

la talla al nacer es en promedio más alta para el grupo de sobrepeso, le sigue

el grupo de normal-alto y el normal-bajo (Tabla 4.9).
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4.2.2. Trayectoria Nutricional según Grupos de Niños

En cuanto al análisis de las caracteŕısticas para los niños la Figura 4.8

muestra las trayectorias medias (panel a) para cada grupo de niños y espećıficas

de los individuos ponderadas1 con sus intervalos de confianza (panel b) y los

umbrales de la OMS. El “G 1” tiene una trayectoria creciente que transita

entorno a la mediana, el “G 2” con trayectoria creciente pero pendiente más

inclinada que el “G 1” transita en los niveles normales y por encima del umbral

de sobrepeso (+1SD) y, el “G 3” tiene trayectoria en forma de “U” invertida

por encima del nivel de obesidad (+2SD).

Figura 4.8: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niños

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Por tanto, se identifica un grupo normal, que representa más del 70 % de

los niños que transita dentro de los umbrales de normalidad con trayectoria

creciente entorno a la mediana. Un grupo normal-sobrepeso con el 20 % de los

niños, con crecimiento más pronunciado y por encima del umbral de sobrepeso

para algún tramo de edad. Un pequeño grupo con obesidad que contiene el

8 % de los niños.

En cuanto a las caracteŕısticas de estos grupos de niños, existen diferencias

en los niveles de educación materna (significativas al 10 %). En este sentido,

1 La forma de obtener estas predicciones se presenta en la sección 3.4.3.
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los niños del grupo normal tienen más proporción de madres con nivel educa-

tivo hasta primaria que los niños del grupo normal-sobrepeso y con obesidad.

Mientras tanto, el grupo con obesidad tiene mayor proporción de niños con

madres de nivel terciario que los otros dos grupos (Tabla 4.10).

Por otro lado, en cuanto al peso y la talla al nacer de los niños existe una

diferencia significativa en el peso medio al nacer entre los grupos aunque la talla

no presenta diferencias significativas. Por tanto, el peso al nacer de los niños

del grupo normal es en promedio menor al de los grupos normal-sobrepeso y

obesidad, mientras que la talla al nacer promedio entre los grupos no difiere

de forma significativa (Tabla 4.10).

Tabla 4.10: Descriptivas para tres grupos de niños - LCMM - Enlace Lineal

Normal Normal-Sobrepeso Obesidad Total

% niños 71 % 21 % 8 %
N 1064 310 118 1492

Educación materna Total

Primaria 52 % 44 % 39 % 49 %
Secundaria 44 % 47 % 51 % 45 %
Terciaria 4 % 9 % 10 % 6 %
N 938 270 104 1312
χ2=16.1 df=9 p=0.06*

Peso al nacer (g) Total

Media (SD) 3306 (574) 3372 (645) 3427 (578) 3330 (590)
N 999 295 113 1407
ANOVAaF=3.1 df=(2,1404) p=0.04**

Talla al nacer (cm) Total

Media (SD) 49.4 (4.0) 49.9 (3.3) 49.9 (3.5) 49.6 (3.9)
N 713 241 90 1044
ANOVAbF=2.1 df=(2,1041) p=0.12

* p<0.10 ** p<0.05 *** p<0.01
a Contraste igualdad de varianzas (Bartlett’s), rechaza que las varianzas son iguales (K2=6.5 df=2

p=0.04**)
b Contraste igualdad de varianzas (Bartlett’s), rechaza que las varianzas son iguales (K2=14.8 df=2

p=0.00***)
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4.3. Asociación entre Trayectoria Nutricional

y Desempeño Escolar

En esta sección se presentan los resultados del estudio de la vinculación

entre los grupos según trayectoria nutricional y la edad de abandono escolar.

Para ello se estiman modelos conjuntos de clases latentes especificando de uno

a cinco el número de grupos, igual que en la sección 4.2.

Como fue mencionado anteriormente, en el modelo de sobrevivencia de los

JLCMM se incluye como covariable si el niño o niña repitió1 algún año. Esto

hace que la muestra de niños y niñas que se emplea para el JLCMM no sea la

misma que la utilizada para los LCMM en la sección 4.2. Por tanto, para la

elección del número de grupos y la comparación entre el JLCMM y el LCMM

se estiman los LCMM considerando la misma muestra de niños y niñas que

para los JLCMM.

Se realiza un análisis análogo al de la sección 4.2 para elegir el número

adecuado de grupos. Es decir, se estiman los modelos fijando el número de

grupos de uno a cinco y se comparan indicadores de bondad de ajuste, las

probabilidades a posteriori y el porcentaje de casos en cada grupo. También

se sigue un criterio de parsimonia para la elección del número de grupos una

vez estimados los modelos conjuntos para niños y niñas. Además, se presentan

resultados de los JLCMM que permiten analizar la relación entre desempeño

escolar y trayectoria nutricional. A su vez, se comparan los resultados de los

LCMM con JLCMM, particularmente respecto al número de grupos que mejor

identifica trayectorias nutricionales de niños y niñas.

Por último, se destaca que los resultados de las estimaciones tanto para

los modelos LCMM como los JLCMM de esta sección, se obtienen luego de

realizar 30 réplicas con distintos puntos iniciales, para disminuir la probabilidad

de convergencia a óptimos locales, según se expuso en la sección 3.5.3.

Elección del Número de Grupos para Niñas

En primer lugar, se estiman modelos LCMM para las niñas con la misma

muestra utilizada para los JLCMM. De esta forma, se pueden comparar los

1 La variable incluida Repitió toma el valor uno si el niño tuvo algún episodio de repe-
tición durante el ciclo escolar y cero en caso contrario.
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resultados entre ambos modelos. En la Tabla 4.11, se observa que el BIC se

minimiza con cinco grupos de niñas, sin embargo, el indicador no es tanto más

bajo que el obtenido con cuatro. Además, la entroṕıa es mayor con cuatro

grupos, lo que indica una mejor separación de la clasificación en cuatro que

cinco.

Por su parte, con tres grupos de trayectorias para niñas se logra una clasifi-

cación muy parecida a la de cuatro y cinco grupos, en términos de la proporción

de niñas clasificadas a posteriori en cada grupo. En este sentido, con cuatro y

cinco grupos existe uno que contiene muy pocas niñas (solamente un 1 % de la

muestra) mientras que los tres grupos con mayor proporción de niñas tienen

una distribución similar en las tres clasificaciones (tres, cuatro y cinco grupos).

Este pequeño grupo con 1 % de las niñas para las estructuras de cuatro y cinco

grupos, parece aislar algunas trayectorias nutricionales “raras”, por lo que no

aportaŕıa en términos del objetivo de este trabajo.

Tabla 4.11: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niñas - LCMM

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -4519.4 9086.9 7 100 %
2 -4339.9 8762.4 0.691 12 88 % 12 %
3 -4295.6 8708.1 0.541 17 46 % 45 % 9 %
4 -4263.5 8678.3 0.610 22 49 % 40 % 10 % 1 %
5 -4245.7 8677.2 0.537 27 46 % 31 % 12 % 10 % 1 %

N=971

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

Para decidir entonces la estructura de grupos se observan, además, las

trayectorias según la clasificación en los grupos a posteriori (Tabla 4.9). Si

bien el BIC se minimiza con cinco esta estructura se descarta ya que no aporta

diferencias sustanciales con la estructura de cuatro grupos.

En la Figura 4.9, se observa que las trayectorias de los tres primeros gru-

pos (99 % de niñas) son similares en las estructuras de tres y cuatro grupos,

donde el cuarto grupo (1 % de niñas) separa trayectorias “raras”. En conse-

cuencia, tomando en consideración las medidas de ajuste (BIC y entroṕıa), la

proporción de niñas clasificadas en los grupos según las distintas estructuras
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propuestas y las trayectorias nutricionales según la clasificación realizada, re-

sulta adecuada una estructura de tres grupos para analizar la relación entre

trayectoria nutricional y abandono escolar para las niñas.

Figura 4.9: Trayectoria nutricional según tres y cuatro grupos de niñas - LCMM

(a) Tres grupos (b) Cuatro grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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Elección del Número de Grupos para Niños

Al igual que para las niñas, se estiman modelos LCMM para la elección

del número de grupos para los niños sobre la muestra para los que se estiman

los modelos conjuntos. También se comparan los resultados de los LCMM y

JLCMM para esta muestra de niños.

La Tabla 4.12 muestra los resultados de la estimación para distinta cantidad

de grupos. El modelo con cinco grupos no converge por tanto no se considera.

Entonces, el BIC se minimiza con cuatro grupos, aunque es levemente inferior

a la clasificación en tres y, además, la entroṕıa es mayor con tres grupos.

Se observan las trayectorias según la clasificación a posteriori de los niños

en tres y cuatro grupos. La Figura 4.9 muestra que el “G 1” de la clasificación

en tres grupos se separa en dos cuando se imponen cuatro grupos, el “G 1”

y “G 2”. A la vez, los otros dos grupos mantienen una proporción similar de

niños cuando se pasa de clasificar en tres a cuatro grupos (26-22 % y 7 %-7 %,

respectivamente).

Lo anterior podŕıa evidenciar una mejor clasificación de los niños en cuatro

grupos. Sin embargo, dado que el BIC no es tanto más bajo y la entroṕıa

es mayor con tres, una clasificación de los niños en tres grupos se considera

adecuada1.

Tabla 4.12: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - LCMM

% Niñas en cada grupo

G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -4712.0 9472.5 7 100 %
2 -4509.0 9101.1 0.514 12 72 % 28 %
3 -4426.3 8970.4 0.593 17 67 % 26 % 7 %
4 -4407.5 8967.6 0.511 22 40 % 31 % 22 % 7 %
5 -4345.0 8877.1 0.565 27 40 % 26 % 25 % 8 % 1 %

N=1026

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

1 De todas formas, el análisis del JLCMM se realiza también para las otras estructuras
de grupos, en particular para el caso de niños se comparan los resultados en términos del
desempeño escolar con una estructura de tres y cuatro grupos según trayectoria nutricional
y no hay diferencias sustantivas en los resultados.
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Figura 4.10: Trayectoria nutricional según tres y cuatro grupos de niños - LCMM

(a) Tres grupos (b) Cuatro grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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4.3.1. Trayectoria Nutricional y Desempeño Escolar

según Grupos de Niñas

A continuación, se presentan los resultados de los JLCMM estimados para

niñas. En primer lugar, se presentan los estad́ısticos y clasificación a posteriori

en grupos según trayectorias nutricionales que resulta de los modelos conjuntos.

En la clasificación de grupos, los resultados no difieren sustancialmente con los

obtenidos en los LCMM. Como se observa en la Tabla 4.13 el BIC se minimiza

con cinco grupos, sin embargo para cuatro este estad́ıstico es muy similar.

Además, la entroṕıa es mayor para cuatro y tres grupos que para cinco.

Tabla 4.13: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niñas - JLCMM

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -4971.1 10011.0 10 100 %
2 -4791.6 9686.5 0.691 15 88 % 12 %
3 -4747.3 9632.2 0.542 20 46 % 45 % 9 %
4 -4715.2 9602.4 0.610 25 49 % 40 % 10 % 1 %
5 -4697.5 9601.3 0.537 30 46 % 31 % 12 % 10 % 1 %

N=971

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

Por último, respecto a la proporción de niñas en cada grupo, las clasifi-

caciones en mayor número de grupos parecen separar trayectorias “raras”, al

igual que en el caso de los LCMM, pero no cambian sustancialmente las pro-

porciones contenidas en los tres grupos más grandes. Por tanto, en el modelo

conjunto, para el análisis del desempeño escolar y su relación con la trayec-

toria nutricional, es adecuado agrupar a las niñas en tres grupos según sus

trayectorias nutricionales.

Las trayectorias predichas en cada grupo (Figura 4.11), según el JLCMM,

muestran que el “G 1” (46 % de las niñas) está por encima de la trayectoria

mediana y umbral de sobrepeso para cierto rango (Normal-alto) y el “G 2”

sigue una trayectoria por debajo de la media con 45 % de las niñas (Normal-

bajo). El grupo más pequeño, 9 % de las niñas presenta una trayectoria de

sobrepeso e incluso obesidad.

Por último, la probabilidad de continuar en el sistema educativo, en dis-

tintas edades y para los distintos grupos se presenta en la Figura 4.12. Se
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aprecia que la probabilidad de continuar los estudios se reduce con la edad y

este comportamiento no difiere entre grupos. Por tanto, las diferentes trayec-

torias nutricionales de las niñas, que se capturan por estos grupos latentes, no

resultan asociadas con la edad de abandono escolar de las niñas.

Figura 4.11: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niñas

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Figura 4.12: Riesgo de abandono según grupo de niñas
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4.3.2. Trayectoria Nutricional y Desempeño Escolar

según Grupos de Niños

A continuación se presentan los resultados de los modelos conjuntos

JLCMM estimados para niños. Se presentan los estad́ısticos y clasificación

a posteriori en los grupos según trayectorias nutricionales que resulta de los

modelos conjuntos y se compara con los resultados de los LCMM.

Tabla 4.14: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - JLCMM

% Niños en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5
1 -5371.0 10811.3 10 100 %
2 -5168.0 10439.9 0.514 15 72 % 28 %
3 -5085.3 10309.2 0.593 20 67 % 26 % 7 %
4 -5019.8 10213.0 0.671 25 66 % 26 % 7 % 1 %
5c -5003.9 10215.9 0.656 30 40 % 26 % 25 % 8 % 1 %

N=1026

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados c No converge

En la clasificación de grupos por JLCMM, los resultados no muestran di-

ferencias significativas con los LCMM, al igual que ocurŕıa para las niñas. La

Tabla 4.14 muestra que el BIC se minimiza con cinco grupos, pero este mo-

delo no converge, por tanto no es considerado. Entre las demás estructuras el

mı́nimo BIC y el mayor ı́ndice de entroṕıa se alcanza con cuatro grupos.

Por último, respecto a la proporción de niños en cada grupo, las clasi-

ficaciones en mayor número de grupos parecen separar trayectorias “raras”,

al igual que en el caso de los LCMM, pero no cambian sustancialmente las

proporciones contenidas en los grupos más grandes.

Por tanto, en el modelo conjunto y para el análisis del desempeño escolar

y su relación con la trayectoria nutricional, es adecuado agrupar a los niños en

tres grupos según sus trayectorias nutricionales.

Las trayectorias predichas en cada grupo (Figura 4.13), según el JLCMM,

muestran que el 67 % de los niños sigue una trayectoria entorno a la media-

na (grupo normal) y un 26 % está en el entorno de +1SD (grupo normal-

sobrepeso). El grupo más pequeño con 7 % de los niños presenta una trayec-
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toria por encima de +2SD (grupo con obesidad), si bien para edades finales el

IMC disminuye1.

Figura 4.13: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niños

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Figura 4.14: Riesgo de abandono según grupos de niños

Por último, se muestra la probabilidad de continuar en el sistema educativo,

en distintas edades, para los grupos (Figura 4.14). La probabilidad de continuar

1Esto puede ser por el crecimiento en estatura muy alto que tienen los niños a esta edad
y que puede mostrar disminución del IMC
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se reduce con la edad y, al igual que para las niñas, este comportamiento no

difiere significativamente entre grupos. Sin embargo, a diferencia de las niñas,

la probabilidad de continuar en el sistema educativo decrece a edades más

tempranas.
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4.4. Análisis de Sensibilidad

Para el análisis de sensibilidad de los resultados se optó por estimar el

modelo conjunto sin incluir la variable Repitió. Si bien los antecedentes y el

análisis descriptivo de los datos muestran que esta variable es relevante para

discriminar entre las tasas de abandono la forma en que fue relevada en la base

de datos utilizada hace que la muestra se vea restringida para la estimación

de estos modelos. Por tanto, se estiman modelos conjuntos sin incorporar esta

covariable en el modelo de sobrevivencia.

4.4.1. Trayectoria Nutricional y Desempeño Escolar sin

Repetición

Los resultados de la estimación de los JLCMM para niñas no muestran

diferencias importantes con las obtenidas incluyendo la repetición previa como

covariable en el modelo de sobrevivencia. Los estad́ısticos para los modelos

y la clasificación a posteriori en grupos se presentan en la Tabla 4.15. Se

observa que el BIC se minimiza con cinco grupos, sin embargo para cuatro

este estad́ıstico es muy similar. Además, la entroṕıa es mayor para cuatro y

tres grupos que para cinco.

Tabla 4.15: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niñas - JLCMM -
Sin Repetición

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -6250.2 12565.5 9 100
2 -5999.5 12100.3 0.644 14 86 14
3 -5947.4 12032.4 0.506 19 48 43 9
4 -5902.5 11978.7 0.552 24 50 38 10 2
5 -5882.6 11975.1 0.514 29 40 37 18 3 2

N=1392

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

Por último, respecto a la proporción de niñas en cada grupo, las clasifica-

ciones en mayor número de grupos parecen separar trayectorias “raras” pero

no cambian sustancialmente las proporciones contenidas en los tres grupos más

grandes. Por tanto, estos resultados son consistentes con una clasificación de
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las niñas en tres grupos para analizar el desempeño escolar y su relación con

la trayectoria nutricional.

Figura 4.15: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niñas

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Figura 4.16: Riesgo de abandono según grupo de niñas

Las trayectorias predichas en cada grupo (Figura 4.15), según el JLCMM,

muestran que el “G 1” (48 % de las niñas) está por encima de la trayectoria

mediana y umbral de sobrepeso para cierto rango (Normal-alto) y el “G 2”
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sigue una trayectoria por debajo de la media con 43 % de las niñas (Normal-

bajo). El grupo más pequeño, 9 % de las niñas presenta una trayectoria de

sobrepeso e incluso obesidad.

Por último, la probabilidad de continuar en el sistema educativo para dis-

tintas edades y según grupos se presenta en la Figura 4.16. Como ocurŕıa en el

modelo que incluye la Repetición como covariable para la sobrevivencia, la pro-

babilidad de continuar los estudios se reduce con la edad y el comportamiento

entre grupos no difiere significativamente.

Los resultados de los modelos conjuntos JLCMM estimados para niños tam-

poco difieren respecto a la especificación que incluye la covariable Repetición.

Los estad́ısticos y clasificación a posteriori en grupos se presentan en la Tabla

4.16. Se observa que el BIC se minimiza con cuatro aunque la diferencia con

el BIC de tres grupos es pequeña. A su vez, la entroṕıa para cuatro grupos es

0.634.

En este caso, respecto a la proporción de niños en cada grupo, también se

observa que las clasificaciones con mayor número de grupos separan trayecto-

rias “raras” pero no cambian sustancialmente las proporciones contenidas en

los grupos más grandes. Además, la distribución de niños entre los grupos es

similar a la que obtenida sin incluir Repetición.

Tabla 4.16: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - JLCMM -
Sin Repetición

% Niños en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5
1 -6601.3 13268.3 9 100
2 -6309.2 12720.7 0.535 14 79 21
3 -6213.8 12566.6 0.553 19 71 21 8
4 -6144.8 12465.0 0.634 24 70 22 8 1
5 -6130.2 12472.2 0.673 29 43 27 21 8 1

N=1492

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados

Las trayectorias predichas (Figura 4.17) según la clasificación en tres gru-

pos, muestran que el 71 % de los niños sigue una trayectoria entorno a la

mediana (grupo normal) y un 21 % está por encima de +1SD (grupo con so-

brepeso). El grupo más pequeño con 8 % de los niños presenta una trayectoria
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por encima de +2SD (grupo con obesidad), si bien para edades finales el IMC

cae.

Figura 4.17: Trayectoria nutricional media e individual según grupos de niños

(a) Trayectoria media (b) Trayectoria individual ponderada

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD y ±2SD)

Figura 4.18: Riesgo de abandono según grupo de niños

Para finalizar, la Figura 4.18 muestra la probabilidad de no abandonar el

sistema educativo para distintas edades y según los tres grupos de trayectorias

nutricionales de niños. En este caso, también se observa que dicha probabilidad
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disminuye con la edad pero no se ve modificada por la pertenencia a los grupos

nutricionales.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

La realización de este trabajo permitió aplicar una técnica estad́ıstica mo-

derna a un problema de relevancia en Uruguay y ha dado lugar a nuevas

interrogantes y desaf́ıos respecto a los temas vinculados con la trayectoria nu-

tricional y el desempeño escolar de los niños y niñas. La aplicación de esta

metodoloǵıa constituye un avance ya que los trabajos existentes en Uruguay

utilizan técnicas para datos de corte transversal para estudiar este tema. Los

LCMM y JLCMM utilizados en el presente trabajo han permitido analizar

la trayectoria nutricional con una perspectiva temporal, es decir, estudiar el

cambio con la edad del estado nutricional y no únicamente el estado en una

edad determinada.

Del análisis de la trayectoria nutricional, se desprende la existencia de gru-

pos de niños y niñas en edad escolar, entre 6 y 12 años aproximadamente, con

una evolución diferente del IMC. La diferencia en la evolución del ı́ndice a lo

largo del tiempo según grupos puede tener consecuencias sobre otros aspectos,

como por ejemplo enfermedades que se han encontrado vinculadas a proble-

mas nutricionales durante la infancia. Los resultados de los modelos estimados

muestran que tanto niños como niñas pueden caracterizarse adecuadamente en

términos de su trayectoria nutricional en tres grupos.

Estos tres grupos de niñas se caracterizan por:

Normal-bajo: representa un 50 % de las niñas, con una trayectoria por

debajo de la mediana

Normal-alto: representa un 40 % de las niñas, transita por encima de la

mediana y en algún rango de edad por encima del umbral de sobrepeso
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Sobrepeso: representa 10 %, con trayectoria en forma de “U” invertida

en niveles de sobrepeso e incluso obesidad

Mientras que los tres grupos de niños se caracterizan por:

Normal: representa un 70 % de los niños, con una trayectoria en el

entorno de la mediana

Normal-Sobrepeso: representa un 20 % de los niños, transita por en-

cima de la mediana con tendencia creciente más inclinada y en algún

rango de edad por encima del umbral de sobrepeso

Obesidad: representa 10 %, con trayectoria en forma de “U” invertida

en niveles de obesidad

Los resultados muestran diferencias de los grupos en otras caracteŕısticas

relevantes. Para las niñas las diferencias son significativas en el peso y la talla

al nacer. En este sentido, las niñas con trayectoria nutricional normal-baja

presentan peso y talla al nacer más bajos que los grupos normal-alto y con

sobrepeso. Sin embargo, no son significativas las diferencias en los niveles de

educación materno entre grupos. Por su parte, para los niños se encuentran

diferencias significativas en el peso, pero no en la talla al nacer, y también en los

niveles educativos maternos. El grupo normal se compone de niños con menor

peso al nacer y cuyas madres tienen menor nivel educativo. Asimismo, para

los niños con obesidad se encuentra que hay una mayor presencia de madres

con nivel educativo más alto.

Los resultados de este trabajo para Uruguay no difieren sustancialmente

de los reportados por Stuart & Panico (2016) para Reino Unido, si bien se

trata de otro rango de edad y para un páıs desarrollado. Stuart & Panico

(2016) identifican grupos de niños y niñas con sobrepeso y obesidad pero no

con problemas de bajo peso o trayectorias del IMC decrecientes con la edad.

Surge entonces como desaf́ıo el análisis de la trayectoria nutricional mediante

la metodoloǵıa propuesta en esta investigación para otros páıses en desarrollo.

De esta forma, se pueden comparar los resultados obtenidos en el presente

trabajo con estudios para páıses con similar nivel de desarrollo.

En cuanto al análisis de la relación entre trayectoria nutricional y desem-

peño escolar la evidencia muestra que los niños en Uruguay tienden a abondar
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el sistema educativo a edades más tempranas que las niñas. Además, la perte-

nencia a los grupos según trayectoria nutricional no modifica la probabilidad

de continuar en la escuela de los niños y las niñas en el rango de edad ana-

lizado. Por tanto, la evidencia no arroja una vinculación entre la trayectoria

nutricional y la edad de abandono escolar de los niños y niñas del ELBU.

Este resultado puede estar afectado por el rango de edad que queda repre-

sentado en el ELBU. Este estudio longitudinal de niños y niñas es una cohorte

que abarca el tramo de edades entre seis y trece o catorce años en 2011/12.

Como las tasas de abandono son crecientes con la edad y es a partir de los

trece o catorce años que tienen un aumento pronunciado, la sub representa-

ción de las edades donde el problema de abandono se agrava puede afectar los

resultados.

Esta debilidad, da lugar a futuros trabajos que incorporen la cuarta ola del

ELBU que contendrá el rango de edad completo en el sistema educativo formal,

de seis a diecisiete años aproximadamente. Además, se pueden estudiar otros

desempeños educativos mediante otras técnicas estad́ısticas, que permitan en-

tender la vinculación entre la trayectoria nutricional y el desempeño escolar

medido por la repetición, por ejemplo.

A su vez, ninguno de los grupos identificados tiene una trayectoria nutri-

cional caracterizada por el déficit nutricional o que tenga un comportamiento

decreciente con la edad1, si bien existe variabilidad en las trayectorias de los

niños al interior de los grupos. En este sentido, otros trabajos reportaron que

los problemas nutricionales de déficit se asocian con un peor desempeño es-

colar, particularmente con problemas de aprendizaje que pueden finalmente

resultar en el abandono.

Una de las principales limitaciones de la investigación se encuentra en la

elección del número de grupos mediante el análisis de medidas de bondad de

ajuste y probabilidades a posteriori de los modelos estimados. Este procedi-

miento no cuenta con sustento formal que permita detectar de forma uńıvoca

el número de grupos que mejor se ajusta a los datos. Sin embargo, en este

trabajo se han estimado los modelos de varias formas2 y no se han encontra-

do diferencias importantes en los resultados obtenidos. Además, la evidencia

1 Salvo los grupos con trayectorias “raras”, ninguno de los grupos identificados con una
cantidad relevante de niños o niñas tiene este tipo de trayectoria nutricional.

2 Con distintas funciones de enlace para distintas muestras de niños y niñas.
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internacional en otros trabajos muestra resultados similares a los encontrados

en esta investigación.

Un desaf́ıo que resultó de la aplicación de esta metodoloǵıa fue el proceso

de estimación de los modelos, que resultó muy demandante computacional-

mente. El método de estimación MLE que aplica la libreŕıa de R utilizada

optimiza mediante un algoritmo de Newton-Raphson extendido, conocido co-

mo Algoritmo de Marquardt. Este último, resulta exigente en los criterios de

convergencia utilizados1. En este sentido, algunos de los modelos presentados

no lograron converger aunque se realizaron varios ajustes en las estimaciones

para hacer más sencilla la parametrización. De todas maneras, no se logró en

algunos casos la convergencia ya que los modelos tienen muchos parámetros,

particularmente cuando el número de grupos es alto y se especifican variaciones

entre grupos2.

Otra discusión que surge de los resultados del análisis de las trayectorias

nutricionales proviene de observar las gráficas del IMC para la edad según

las distintas clasificaciones entre grupos y los umbrales de la OMS. En los

gráficos, parece que podŕıan diferenciarse las trayectorias de niñas y niños

por los cuantiles de la distribución del IMC ya que no se evidencian claras

diferencias en las tasas de cambio del IMC para la edad según los grupos.

Este resultado puede deberse en parte por la propia estructura de datos.

El ELBU contiene solamente tres momentos de medición longitudinal, por lo

que se cuenta con una baja cantidad de medidas para el IMC por individuo.

Esto da poco margen para la identificación de trayectorias con distintos com-

portamientos en la pendiente lineal o cuadrática, lo que puede resultar en la

separación de los grupos por el nivel del ı́ndice más que por la tasa de cambio

según la edad de los niños y niñas. En general, se observa que las diferencias

en los grupos provienen por estar encima o no de la mediana y los umbrales de

obesidad y sobrepeso de la OMS. Por su parte, en futuros trabajos se puede

realizar un análisis más detallado de las trayectorias identificadas como raras,

para ver de qué forma pueden estar condicionando los resultados.

Se destaca que la implementación de estos modelos ha generado experiencia

práctica que puede ser de utilidad en futuras aplicaciones. La estimación de

1 Ver en el anexo A.3 un detalle del algoritmo y las condiciones de convergencia que
deben cumplirse en simultáneo.

2 Además, los criterios de convergencia del algoritmo son rigurosos (Proust-Lima et al.,
2016b).
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los LCMM y JLCMM resulta exigente computacionalmente y se ha logrado

implementar de forma tal que la experiencia puede ser útil en la aplicación

de otros trabajos. En esta investigación se ha indagado en distintas formas de

parametrización de los modelos. En particular, cuando se tenga disponible la

nueva ronda del ELBU, se contará con un tramo de edad donde el abandono

escolar es más severo y, por tanto, resulta de interés analizar su vinculación con

la trayectoria nutricional aplicando la misma metodoloǵıa que en el presente

trabajo.

La identificación del grupo con trayectoria nutricional de sobrepeso o in-

cluso obesidad, según los estándares de la OMS, podŕıa dar lugar a futuras

investigaciones en términos de su v́ınculo con otros aspectos de la salud de los

niños, caracteŕısticas socioeconómicas del entorno u otras, que den cuenta de

las caracteŕısticas particulares de los niños y niñas con estos problemas nutri-

cionales durante el peŕıodo escolar. Identificar las caracteŕısticas de los grupos

con sobrepeso u obesidad resulta relevante para entender la población de niños

y niñas que enfrentan estos problemas nutricionales que pueden asociarse tam-

bién con otros desempeños de los niños y niñas.
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Vol. LXVII (3), México.
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A.1. Clasificación de Niñas según Trayectoria

Nutricional con Función de Enlace Lineal

y Splines

Figura A.1: Trayectoria nutricional según dos grupos de niñas - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.2: Trayectoria nutricional según tres grupos de niñas - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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Figura A.3: Trayectoria nutricional según cuatro grupos de niñas - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.4: Trayectoria nutricional según cinco grupos de niñas - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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A.2. Clasificación de Niños según Trayectoria

Nutricional con función de Enlace Lineal

y Splines

Figura A.5: Trayectoria nutricional según dos grupos de niños - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.6: Trayectoria nutricional según tres grupos de niños - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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Figura A.7: Trayectoria nutricional según cuatro grupos de niños - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.8: Trayectoria nutricional según cinco grupos de niños - LCMM

(a) Función de enlace lineal (b) Función de enlace splines

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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A.3. Análisis de la Trayectoria Nutricional pa-

ra Niñas con Función de Enlace Splines

Tabla A.1: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niñas - LCMM -
splines

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -5532.1 11136.7 10 100
2 -5454.0 11016.6 0.523 15 89 11
3 -5420.8 10986.4 0.582 20 64 30 6
4c -5397.3 10975.5 0.660 25 61 32 6 1
5 -5384.0 10985.1 0.539 30 46 37 10 6 1

N=1392

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados c No Converge

Tabla A.2: Probabilidades a posteriori para tres grupos
de niñas - splines

(a) Prob. media (b) % >umbrala

G 1 G 2 G 3 > 0.7 > 0.8 > 0.9

G 1 0.750 0.150 0.099 68 % 42 % 10 %
G 2 0.129 0.851 0.020 83 % 71 % 53 %
G 3 0.138 0.004 0.859 77 % 71 % 58 %

N=1392

Fuente: Elaboración propia
a % de niñas con probabilidad a posteriori que supera el umbral
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Figura A.9: Trayectoria nutricional según dos y tres grupos de niñas - splines

(a) Dos grupos (b) Tres grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.10: Trayectoria nutricional según cuatro y cinco grupos de niñas - splines

(a) Cuatro grupos (b) Cinco grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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A.4. Análisis de la Trayectoria Nutricional pa-

ra Niños con Función de Enlace Splines

Tabla A.3: Estad́ısticos y clasificación según grupos de niños - LCMM -
splines

% Niñas en cada grupo
G loglika BIC Entropy NPb G 1 G 2 G 3 G 4 G 5

1 -5592.0 11257.1 10 100
2 -5509.7 11129.0 0.628 15 89 11
3 -5483.0 11112.1 0.541 20 79 19 2
4 -5418.8 11020.3 0.504 25 69 25 5 1
5c -5408.9 11036.9 0.586 30 72 23 3 1 1

N=1492

Fuente: Elaboración propia
a Logaritmo de la verosimilitud b Número de parámetros estimados c No Converge

Tabla A.4: Probabilidades a posteriori para tres grupos
de niños - splines

(a) Prob. media (b) % >umbrala

G 1 G 2 G 3 > 0.7 > 0.8 > 0.9

G 1 0.806 0.014 0.179 84 % 59 % 51 %
G 2 0.061 0.774 0.166 63 % 51 % 40 %
G 3 0.177 0.078 0.746 20 % 41 % 29 %

N=1492

Fuente: Elaboración propia
a % de niños con probabilidad a posteriori que supera el umbral
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Figura A.11: Trayectoria nutricional según dos y tres grupos de niños - splines

(a) Dos grupos (b) Tres grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)

Figura A.12: Trayectoria nutricional según cuatro y cinco grupos de niños - splines

(a) Cuatro grupos (b) Cinco grupos

Nota: Valores de referencia del IMC para la edad: mediana (Med) y desv́ıos (±1SD, ±2SD y ±3SD)
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Anexo A

Anexo metodológico

A.1. Proceso Generador de Datos Faltantes

para Datos Longitudinales

En los estudios longitudinales suelen presentarse problemas de datos fal-

tantes y resulta un desaf́ıo el tratamiento de los mismos en las estimaciones.

Los mecanismos que generan esta falta de datos pueden ser clave para de-

terminar los métodos de estimación que proporcionan inferencias válidas. A

continuación se presenta una descripción de los supuestos que se utilizan en

general para afrontar este problema (ver por ejemplo, Dempster & Rubin,

1977; Molenberghs et al., 2008; Rizopoulos, 2012).

Rizopoulos (2012) clasifica los datos faltantes de los estudios longitudinales

en dos grandes grupos: monótonos y no monótonos. Los primeros, corresponden

a problemas de atrittion o dropout. Por su parte, los no monótonos correspon-

den cuando faltan observaciones para un individuo de forma intermitente a lo

largo del estudio.

Las consecuencias de los datos faltantes en un estudio dependen del me-

canismo que genera no observar dicho dato, sin embargo, se plantean tres

consecuencias generales importantes:

Pérdida de eficiencia: en los casos donde hay datos faltantes las es-

timaciones serán menos eficientes que con información completa, se ne-

cesitan muestras más grandes para lograr la misma eficiencia que con

información completa.
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Información no balanceada: no todos los individuos en el estudio

tendrán el mismo número de medidas para un conjunto dado de ocasio-

nes (en los que se realizó el estudio). Esto puede generar problemas si

se aplican técnicas que requieran información balanceada. Sin embargo,

para la estimación de modelos lineales mixtos esto no es problema ya que

no requieren datos balanceados.

Sesgos: en algunas circunstancias y si no se maneja adecuadamente la

presencia de datos faltantes, las estimaciones pueden ser sesgadas y por

tanto dar lugar a inferencias erróneas.

Dados estos problemas, el tercero de ellos conlleva las peores consecuencias

para la estimación, por lo tanto se deben identificar las circunstancias en las

que se produce este problema.

Mecanismos generadores de datos faltantes

Estos mecanismos pueden pensarse como el modelo de probabilidad que

describe la relación entre los datos faltantes y la variable de respuesta. Según

el tipo de mecanismo en Rizopoulos (2012) se plantean las consecuencias sobre

la estimación del modelo en presencia de datos faltantes.

Para introducir los conceptos formalmente se supone que un individuo i se

mide en las ocasiones j = 1, . . . , ni y se espera obtener un vector de medidas

de la variable de respuesta yi = (yi1, . . . , yini)
>. Para distinguir este vector

del efectivamente observado se define rij, un indicador de dato faltante, de la

siguiente forma:

rij =

{
1 si se observa yij

0 en caso contrario

Por tanto, se particiona el vector de respuesta en el efectivamente observa-

do yoi que contiene los valores yij para cuando rij = 1 y el sub vector de datos

faltantes ymi

El vector ri = (ri1, . . . , rini)
> y su proceso generador se denominan Proceso

de datos faltantes (missing data process). Para identificar este proceso se define
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la función de densidad del proceso generador de datos faltantes condicional a

la variable de respuesta:

p(ri|yoi, ymi; θr)

donde θr es el vector de parámetros del proceso generador de datos faltantes.

Para determinar la forma de esta densidad condicional se proponen tres meca-

nismos: Missing Completely at Random (MCAR), Missing at Random (MAR)

y Missing Not at Random (MNAR).

Missing Completely at Random (MCAR)

La probabilidad de ser dato faltante no se relaciona con los valores que

tendŕıa la variable de respuesta si se hubiesen observado los casos faltantes

yim ni tampoco con los valores observados de la variable de respuesta yio. Por

tanto, la función de densidad condicional del proceso de datos faltantes se

puede escribir de la siguiente forma:

p(ri|yoi, ymi; θr) = p(ri; θr)

De esta forma, los valores de yoi pueden considerarse una muestra aleatoria

de yi, es decir, la distribución de yoi coincide con la de yi. En este contex-

to, se pueden obtener inferencias válidas utilizando cualquier procedimiento

estad́ıstico válido, ignorando el proceso generador de datos faltantes.

Missing at Random (MAR)

Bajo este supuesto la probabilidad de ser dato faltante depende del conjunto

de valores observados, pero no de los valores que tendŕıa la variable de respuesta

si se hubiesen observado los casos faltantes. Por tanto, la función de densidad

condicional del proceso ri es:

p(ri|yoi, ymi; θr) = p(ri|yoi; θr)

En este contexto, dado que el mecanismo generador de datos faltantes de-

pende de los datos observados de la variable yoi la distribución de este vector
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no coincide con la del vector completo yi, los datos observados no pueden con-

siderarse una muestra aleatoria de yi. Por tanto, bajo el supuesto de MAR los

momentos muestrales no estiman de forma adecuada los poblacionales. Sin em-

bargo, la inferencia basada en métodos de verosimilitud pueden proporcionar

estimaciones válidas aún cuando no se considere el proceso generador de datos

faltantes. Esta propiedad de ignorar la verosimilitud del proceso generador de

los datos faltantes se conoce como ignorability.

Otra forma de ver el supuesto de MAR es a través de la distribución predic-

tiva de los valores que faltan ymi condicional a los observados yoi y el proceso

generador de datos faltantes ri. Básicamente, esta distribución es igual a la

predictiva de ymi condicional en yoi:

p(ymi|yoi; θr) = p(ymi|yoi)

Un ejemplo es cuando el protocolo de un estudio exige que los pacientes

salgan del mismo cuando el valor de la variable de respuesta supera cierto um-

bral. En estos casos, los datos faltantes están bajo el control del investigador

y se relacionan con el componente observable de yi. Dado que el proceso gene-

rador de datos faltantes depende de yoi, entonces la distribución de los valores

observados no coincide con la completa yi. Por tanto, los valores observados

no son una muestra aleatoria del vector poblacional de la variable yi.

Sin embargo, se cumple que el valor faltante para un individuo i, es decir,

ymi condicional en sus valores observados yoi, tiene la misma distribución que

el vector completo yi. Por tanto, los datos faltantes pueden predecirse de forma

válida usando los datos observados de yi, bajo un modelo para la distribución

conjunta de yoi y ymi. Esto implica que bajo el supuesto de MAR los momentos

muestrales no son estimaciones insesgadas de los poblacionales. Sin embargo,

los análisis basados en la verosimilitud observada pueden proporcionar infe-

rencias válidas aún si se ignora la contribución de ri, dado que el modelo para

yi está correctamente especificado. Esto se desprende también observando la

contribución a la verosimilitud de los datos completos yi = (yoi, ymi, ri) para

el individuo i puede factorizarse como sigue:
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Li(θ) =

=
∫
p(yi, ri; θ)dymi

=
∫
p(yoi, ymi; θr)p(ri|yoi, ymi; θr)dymi

=
∫
p(yoi, ymi; θr)p(ri|yoi; θr)dymi

= p(yoi; θy)p(ri|yoi; θr)
= Li(θy)× Li(θr)

Entonces, si θy y θr son disjuntos, en el sentido que θ =
(
θ>y , θ

>
r

)>
es el

producto de los espacios paramétricos de θy y θr, respectivamente, se puede

hacer inferencia válida sobre θy basada en la distribución marginal de los va-

lores observados p(yoi; θy) ignorando la distribución del proceso generador de

datos faltantes (propiedad de ignorability).

Missing Not at Random (MNAR)

En este caso, la probabilidad de ser dato faltante depende de lo que se

habŕıa observado si el dato no hubiese sido faltante. En particular, la distri-

bución de ri depende por lo menos de algunos elementos de ymi aún si se

condiciona por yoi:

p(ri|ymi; θr) o bien p(ri|ymi, yoi; θr)

Como en el caso de MAR, yoi no constituye una muestra aleatoria de yi.

Sin embargo, la distribución de ymi condicional a yoi no es la misma que la

poblacional, sino que depende de ambos yoi y p(ri|yi). Por tanto, el supuesto

sobre el proceso que genera los datos faltantes es crucial y debe ser incluido

en el análisis.

En definitiva, en presencia de datos faltantes del tipo MNAR y MAR si

se estima únicamente con los datos observados ignorando el mecanismo se

obtienen sesgos en la evolución estimada respecto a la real. Además, en el

caso de MNAR estos sesgos pueden ser peores y es necesario incorporar en la

estimación el modelo que se supone genera los datos faltantes.

Por último, puede ocurrir que la probabilidad de ser dato faltante dependa

de alguna covariable y no de la variable de resultado, lo cual indicaŕıa que
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estamos frente a un mecanismo de MCAR. Pero si en el estudio no se condiciona

por dicha covariable entonces el supuesto de MCAR ya no será válido
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A.2. Método de Estimación por Máxima Ve-

rosimilitud

A continuación, se presenta una descripción del método de estimación por

Máxima Verosimilitud (MLE) en el contexto de los modelos LMM extráıda de

Verbeke & Molenberghs (2000).

La inferencia se realiza en base a la distribución marginal de la variable de

respuesta, es decir:

Yi ∼ N (XLiβ,Vi)

Vi = ZiDZ>i + Ri + Σi

Sea α el vector que contiene los parámetros contenidos en la matriz de

varianzas y covarianzas Vi. El vector α contiene q(q+1)/2 elementos diferentes

de D y todos los parámetros de Ri y Σi.

Sea θ =
(
β>,α>

)>
el vector en Rs que contiene todos los parámetros a

estimar y sea Θ = Θβ × Θα el espacio paramétrico de θ, con Θβ y Θα los

espacios paramétricos de los efectos fijos y de los componentes de la varianza

respectivamente. Notar que Θβ = Rp y Θα es el conjunto de valores para α

tal que D, Ri y Σi son (semi) definidas positivas.

La inferencia se realiza maximizando la función de verosimilitud L(θ) res-

pecto de θ:

L(θ) =
N∏
i=1

{
(2π)−ni/2|Vi(α)|− 1

2

× exp
(
− 1

2
(Yi −XLiβ)>V−1

i (α)(Yi −XLiβ)
)} (A.1)

Si α es conocido, el estimador máximo verośımil de β se obtiene maximi-

zando (A.1) condicional en α, y está dado por (Laird & Ware, 1982):

β̂(α) =

(
N∑
i=1

X>LiV
−1
i XLi

)−1 N∑
i=1

X>LiV
−1
i yi (A.2)
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Cuando α no es conocido, pero se dispone de una estimación α̂, se puede

hacer V̂i = Vi(α̂) y estimar β usando la expresión en (A.2) en donde Vi se

reemplaza por V̂i.

La estimación máximo verośımil de α se obtiene al maximizar la ecuación

(A.1) con respecto a α, luego de reemplazar β por su expresión en (A.2). Esto

último coincide con la estimación simultánea de β y α a partir de maximizar

la verosimilitud en (A.1). Por último, se destaca que la maximización de (A.1)

se puede obtener aplicando logaritmo a la función de verosimilitud.
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A.3. Algoritmo Marquardt

El algoritmo utilizado para maximizar la función de verosimilitud corres-

ponde a una extensión de los algoritmos de la familia Newton-Raphson, que se

denomina Algoritmo de Marquardt. El procedimiento de estimación de la

libreŕıa lcmm consiste en optimizar la función de verosimilitud para el modelo

correspondiente utilizando este algoritmo. La elección de dicho procedimien-

to se fundamenta en su mejor velocidad de convergencia y rapidez reportada

en análisis previos que el método EM (Proust-Lima & Jacqmin-Gadda, 2005;

Proust-Lima et al., 2016b).

Por tanto, en este procedimiento de optimización el vector de parámetros

a estimar θG en el paso l + 1 se obtiene de la siguiente forma:

θ
(l+1)
G = θ

(l)
G − δ

(
H̃(l)

)−1

∇
(
L(θ

(l)
G )
)

El tamaño del paso δ por defecto vale uno, pero se modifica internamente

para asegurar que se mejora la verosimilitud en cada paso, H̃ es la Hessiana

con la diagonal “inflada” para asegurar que sea definida positiva en cada paso.

Por último, ∇
(
L(θ

(l)
G )
)

es el gradiente de la log-verosimilitud en el paso l.

La matriz H̃ se obtiene para cada paso l de la siguiente forma:


H̃

(l)
ii = H

(l)
ii + λ

[
(1− η)

∣∣∣H(l)
ii

∣∣∣+ ηtr(H)
]

H̃
(l)
ij = H

(l)
ij si i 6= j

Los valores iniciales de λ y η se imponen en λ = 0.01 y η = 0.01 y se

reducen cuando H̃
(l)
ii es definida positiva e incrementan en otro caso.

Además, para asegurar que la matriz de covarianzas de los efectos aleatorios

sea definida positiva, se maximiza la verosimilitud para los valores distintos

de cero de la matriz U, correspondiente al factor de Cholesky de D (esto es,

D = U>U).

Además, para dar contemplar la restricción de que la suma de las proba-

bilidades de pertenencia a cada grupo debe ser uno, se maximiza sobre los

parámetros transformados de la siguiente forma νg = ln(πg/πG).
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Los errores estándar de los elementos de D y (πg)g=1,G−1 se estiman por el

método Delta (Knight, 2000) mientras que los errores estándar de los demás

parámetros se computan directamente usando la inversa de la matriz Hessiana

observada.

Para alcanzar la convergencia en la estimación se deben cumplir simultánea-

mente tres condiciones, estas son:

Estabilidad en los parámetros

nθ∑
j=1

(
θG(j)(l) − θG(j)(l−1)

)2 ≤ εθ

Estabilidad en la log-verosimilitud:
∣∣L(l) − L(l−1)

∣∣ ≤ εL

Tamaño de las derivadas:
∇
(
L(θ

(l)
G )
)> (

H(l)
)−1∇

(
L(θ

(l)
G )
)

nθ
≤ εd

donde nθ es el tamaño de θG

Los valores que se utilizan por defecto para los criterios de convergencia

son: εθ = εL = εd = 10−4. Los valores pueden parecer un poco elevados pero las

condiciones deben satisfacerse simultáneamente y la condición sobre el tamaño

de las derivadas es muy rigurosa, por tanto se asegura una buena convergencia

aunque estos valores sean relativamente altos.

Una debilidad de otros algoritmos radica en que imponen como condición de

convergencia únicamente la estabilidad de los parámetros o de la verosimilitud.

En análisis complejos como los modelos de clases latentes o modelos conjun-

tos de clases latentes, la log-verosimilitud puede ser relativamente “aplanada”

en algunas regiones del espacio paramétrico por lo que estas dos condiciones

únicamente no aseguran la convergencia a un máximo global (Proust-Lima et

al., 2016b).
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