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Facultad de Ciencias Económicas y de Administración

Instituto de Estad́ıstica

Aplicación de modelos multinivel para variables binarias en estudios sobre
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Ramón Álvarez Sebastián Gadea
Diciembre 2014

Serie DT (14 / 05) - ISSN : 1688-6453



Aplicación de modelos multinivel para variables binarias en estudios sobre
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RESUMEN

En un estudio sobre las dificultades de aprendizaje llevado adelante por equipos de maes-
tros, psiquiatras y psicomotricistas en escolares de contexto socio-económico bajo, se ana-
lizan los logros académicos.
Cuando los individuos forman grupos o clusters, podŕıamos esperar que dos individuos
seleccionados de un mismo grupo tiendan a ser más parecidos que dos individuos selec-
cionados de entre los diferentes grupos. Por ejemplo, los niños aprenden en las clases
nutriéndose de las condiciones de su grupo, tales como caracteŕısticas de los maestros y
la capacidad de otros niños en la clase, lo que puede influir en el logro educativo de un
niño. Por lo tanto, para evaluar tales dependencias se recurre a los modelos multinivel
-también conocidos como modelos jerárquicos lineales, modelos mixtos, modelos de efec-
tos aleatorios y modelos de componentes de la varianza - para analizar los datos con una
estructura jerárquica.
Se hace una breve introducción a los modelos multinivel y luego se presenta el caso parti-
cular de variables de respuesta binarias. Se presenta una nueva metodoloǵıa de estimación
del modelo para este tipo de variables y a continuación, se expone la aplicación concreta,
donde se aplican modelos de intercepto aleatorio.
Para eso se toma en cuenta las variables contextuales relativas a escuela, grupo en la
escuela y maestra, en 372 niños del departamento de Canelones de 1er grado, que forman
parte de 7 escuelas públicas y 22 grupos. Se evalúa una escala de logro académico (ELA),
conformada por 6 subescalas para medir logros en lectura de frases y palabras, adquisi-
ción de código escrito y dominio de repertorio numérico. El constructo ELA se dicotomiza
tomando como categoŕıas el logro de la totalidad de las subescalas o no y, sobre éste se
aplica análisis multinivel. Los resultados muestran que es necesario trabajar con modelos
más complejos, manejando como alternativas futuro modelos de 3 niveles, con pendiente
aleatoria o modelos de Umbral con interceptos aleatorios.
Palabras clave: Escalas, efectos fijos, efectos aleatorios, modelos multinivel, Variables
binarias.
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1. Introducción

Cuando se analiza la performance de estudiantes, hay que tener en cuenta que las observa-
ciones que corresponden a individuos de la misma clase o grupo no pueden ser consideradas
como independientes. Los estudiantes que pertenecen a una misma clase pueden verse co-
mo perteneciendo a una jerarqúıa, de manera tal que los individuos en esta situación
siguen una especie de “clusterización”.
Si los individuos forman grupos o clusters, podŕıamos esperar que dos de ellos selecciona-
dos de un mismo grupo tiendan a ser más parecidos que dos individuos seleccionados de
entre los diferentes grupos. Por ejemplo, los niños aprenden en las clases, las condiciones
de su grupo, tales como caracteŕısticas de los maestros y la capacidad de otros niños en
la clase, lo que puede influir en el logro educativo de un niño.
Esta situación se puede ver como una estructura de dos niveles de datos, donde el primer
nivel son los estudiantes y el segundo nivel son las clases. Más aún, las clases que, en
este caso están en el nivel 2 de la jerarqúıa, también forman parte de una estructura
jerárquica más amplia, donde las escuelas pueden estar clusterizadas entre śı (Gelman
and Hill, 2006).
Por lo tanto, para evaluar esas dependencias se recurre a los modelos multinivel - también
conocidos como modelos jerárquicos lineales, modelos mixtos, modelos de efectos aleato-
rios y modelos de componentes de la varianza - para analizar los datos con una estructura
jerárquica.
El análisis multinivel (AM) se desarrolló inicialmente para la investigación educativa
(Goldstein, 1991b).
La misma situación de las escuelas se da en otras disciplinas, como por ejemplo en salud,
cuando se lleva a cabo un estudio para investigar la relación entre el total de colesterol
(CT) y edad.

CT = β0 + β1 ∗ edad + β2 ∗ género + ε (1)

Los pacientes en estudio en general pueden provenir de diferentes médicos consultantes,
(es como habitualmente se pueden hacer los estudios) con lo cual se puede pensar que
existe una estructura jerárquica que responde al médico del cual provienen los pacientes
del estudio. Eso se puede resolver incorporando variables dummies que tengan en cuenta
el médico tratante. Si hubiese 12 médicos involucrados, seŕıan necesarias 11 variables
dummies en el modelo, lo que implicaŕıa una pérdida de potencia muy grande. Mas aún,
si se desease comparar el modelo para un valor dado de edad en las mujeres por ejemplo,
se tendŕıa 11 modelos lineales univariados con diferentes interceptos, pero una misma
pendiente. La idea que está detrás del (AM) es, en lugar de considerar los interceptos por
separado, considerar la varianza del intercepto (Hox, 1995).
Si, además, se puede suponer que las observaciones están clusterizadas entre los médicos
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el modelo convencional que incorpora interacción entre edad y tipo de médico es el de la
ecuación ((2)).

CT = β0 + β1 ∗ edad + β2 ∗D1 + ...βm ∗Dm-1+

...+ βm+1 ∗D1*edad + ...β2m−1 ∗D11*edad + ε
(2)

Si lo que interesa para el ejemplo planteado no es tener una pendiente diferente para cada
médico sino un efecto global de interacción, con el (AM) se puede estimar la varianza de
la pendiente, en lugar de considerar una pendiente diferente para cada combinación de
edad y médico (Twisk, 2006).
Otro aspecto importante a considerar y que puede resultar una gúıa para saber si es nece-
sario usar el enfoque multinivel, es estudiar el coeficiente de correlación intraclase (CCI)
entre individuos que están clusterizados o anidados en niveles jerárquicos superiores (para
el caso de los estudiantes - clase - escuela - distrito escolar o para el ejemplo del estudio
sobre colesterol los -médicos-hospitales-ciudades) (Finch, 2014).

ρ =
τ 2

τ 2 + σ2
(3)

donde τ 2 representa la varianza entre clusters y σ2 es la varianza dentro de los clusters. Un
valor elevado de ρ estaŕıa indicando que la variable de respuesta está muy asociada con
la pertenencia de la observación a un cluster o, lo que es lo mismo, los individuos dentro
del mismo grupo (por ejemplo, la escuela), son más parecidos en la variable medida de lo
que son estudiantes de otro cluster.
Para evaluar el ICC (Finch, 2014) propone hacer un análisis de la varianza (ANOVA)

debiendo estimar ρ̂ usando para eso τ̂ 2 y σ̂2

σ̂2 =

∑n
i=1(nj − 1)S2

j

N − C
(4)

donde S2
j es la varianza intraclase

S2
j =

∑n
i=1(yij − yj)2

nj − 1
(5)

nj es el tamaño del cluster j, N es el tamaño total de la muestra, y C es el número total
de clusters. En otras palabras, σ2 es simplemente el promedio ponderado de la varianza
intraclusters.

Para estimar τ̂ 2 se debe calcular la varianza ponderada interclase
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Ŝ2
B =

∑c
i=1(yj − y)2

ñ(C − 1)
(6)

donde yj es la media de la variable de respuesta en el cluster j y y es la media global

ñ =
1

C − 1

[
N −

∑c
i=1 n

2
j

N

]
(7)

Como no se puede usar directamente Ŝ2
B como la estimación de τ 2, ya que está impactada

por la variación aleatoria de los individuos dentro de los clusters, se corrige mediante la
siguiente relación

τ̂ 2 = Ŝ2
B −

σ̂2

ñ
(8)

de donde puede calcularse

ρI =
τ̂ 2

τ̂ 2 + Ŝ2
B

(9)

Antes de que el análisis multinivel fuera desarrollado, el problema de observaciones corre-
lacionadas se abordaba de dos maneras: o bien ignorando el hecho de que estaban correla-
cionadas, o combinando las observaciones en un único valor. Por lo tanto, se deb́ıa calcular
una especie de valor medio de las observaciones para cada grupo en primer término, para
luego utilizar estos promedios en un análisis de regresión estándar. Este método se conoce
como método de agregación.
Los 2 modelos de (AM) con intercepto aleatorio o con intercepto y pendiente aleatoria se
estiman mediante máxima verosimilitud y coinciden con los modelos de regresión que, en
la literatura de investigación se presentan con variedad de nombres tales como “modelo
de coeficientes aleatorios” (de Leeuw y Kreft,1986; Longford, 1993), “modelo de compo-
nentes de varianza” (Longford, 1986) o más recientemente, como un caso particular de
los “modelos mixtos” que se presentan en (McCulloch, 2001).
En general se puede ver el (AM) como un caso de modelo mixto

Y = Xβ︸︷︷︸
Coeficientes fijos

+ Uδ︸︷︷︸
Coeficientes aleatorios

+ε
(10)

que en forma escalar se puede representar como plantean (de Leeuw and Meijer, 2008)

yi =

q=r∑
q=1

xqiβq +

s=p∑
s=1

usiδs + εi (11)
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Una de las mayores ventajas del análisis multinivel es que puede ser utilizado para el análi-
sis de otros tipos de variables de respuesta también, como el análisis multinivel loǵıstico
(AML), análisis multinivel de Poisson (AMP) para variables de conteo e incluso se puede
desarrollar análisis de supervivencia de varios niveles.
También el (AM) puede ser usado para el modelado de datos longitudinales, donde los
datos están correlacionados, al ser, por ejemplo, los pacientes los que se repiten y para los
cuales se les mide una variable tiempo-dependiente. Este tipo de datos tiene una forma
jerárquica que responde a individuos o unidades que se miden en más de una ocasión, como
sucede en los estudios de crecimiento humano. Aqúı las ocasiones se agrupan dentro de los
individuos que representan las unidades de nivel 2 con las medidas en diferentes momentos
que representan el nivel 1; en general hay mucha más variación entre los individuos que
en las ocasiones dentro de los individuos (Hox, 1995).
En el ejemplo que se presenta en la sección 3 para el caso de un grupo de escolares interesa
conocer el constructo ELA (escala de logro académico) teniendo en cuenta la estructura
de la población, por lo cual el análisis efectuado incorpora los modelos multinivel. Se
presenta en la sección una nueva metodoloǵıa de estimación del modelo, en este caso de
datos binarios, se expone la aplicación concreta, y se comenta brevemente metodoloǵıas
alternativas a seguir a futuro.

2. Modelo multinivel

Retomando el ejemplo de los estudiantes que pertenecen a diferentes escuelas, es pertinente
considerar la posibilidad de una estructura de dos niveles, donde un total de n niños (en
el nivel 1) se anidan dentro de J grupos (en el nivel 2) con nj individuos en el grupo j .
yij representa la respuesta para el individuo i en el grupo j.

yij = πij + εij (12)

donde πij = E(yij|xij, uj) = P (yij = 1). El modelo de intercepto aleatorio lineal genera-
lizado para la dependencia de la respuesta (probabilidad πij en xij) se escribe tal como
aparece en (Goldstein, 2003)

F−1(πij) = β0 + β1xij + uj (13)

donde F−1 es la función de enlace logit (monótona y diferenciable), uj ∼ N(0, σ2
u) efecto

de los grupos, y xij variable explicativa del nivel individual.
Se ve cómo a pesar de que el lado izquierdo es una transformación no-lineal de πij, el
lado derecho toma la misma forma que una ecuación para una variable continua . Los
parámetros del modelo que se desean estimar son β0, β1, y σ2

u, y que aparecen en la
ecuación (18).
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2.1. Modelo logit con intercepto aleatorio

En este caso yij se distribuye Bernoulli con media πij , y la contribución del individuo i
en el grupo j a la probabilidad es la función de densidad de probabilidad :

f(yij) = π
yij
ij (1− πij)(1−yij) (14)

En un modelo logit F−1(πij) es el log-odds de probabilidades de que y = 1. Si πij es la
probabilidad de tener un logro académico óptimo, se tiene que:

πij =
expβ0+β1xij+uij

1 + expβ0+β1xij+uj
(15)

Luego, si se aplica log
(

πij
1−πij

)
(es decir log(odds)) se tiene que

log

(
πij

1− πij

)
= β0 + β1xij + uj (16)

Observar que no existe relación lineal entre πij y los parámetros, sino que la relación lineal
se da entre F−1 y los β. A este modelo se denomina regresión loǵıstica.

2.2. Estimación del modelo

Un método general para ajustar modelos de regresión es la estimación por máxima verosi-
militud. La función de verosimilitud es el producto de todas las contribuciones individuales
(a través de los nj individuos en el grupo j y J grupos):

L
(
β0, β1, σ

2
u|u
)

=
J∏
j=1

nj∏
i=1

π
yij
ij (1− πij)1−yij (17)

La función de probabilidad dada por (17) se denota L (β0, β1, σ
2
u|u) ya que su valor

está condicionada al valor efecto uj que es aleatorio, siendo en este caso, una probabilidad
condicional. Debido a que uj es inobservable, se trabaja con la probabilidad marginal que
no depende de uj. La probabilidad marginal se obtiene promediando sobre los efectos
aleatorios que equivale a la integración sobre la distribución de los efectos aleatorios:

L
(
β0, β1, σ

2
u

)
=

∫
L
(
β0, β1, σ

2
u|u
)
φ(u)du (18)

donde φ(u) es la función de densidad de probabilidad de una distribución normal.
Los métodos más utilizados de integración numérica son Gauss-Hermite cuadratura numéri-
ca y cuadratura adaptativa. Puede ser necesario un gran número de puntos de cuadratura
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para aproximar la distribución normal, que puede conducir a largos tiempos de estimación
para conjuntos de datos voluminosos.
Para los parámetros es importante ver los siguientes aspectos:

1. En primer lugar se tiene β0 que representa al intercepto global.

2. Por otra parte β0 + uj representa al intercepto para el grupo j en la relación lineal

entre el log

(
πij

1−πij

)
y x .

3. σ2
u es la varianza entre grupos ajustada para x, o simplemente varianza residual del

nivel 2.

4. El odds-ratio (OR) = Odds|x+1

Odds|x = expβ, sirve para cuantificar la magnitud de la
relación entre la variable respuesta que se mide y el cambio en una unidad de la
variable de entrada de interés.

5. β1 es el efecto de un cambio de 1 unidad de x1 en el log-odds de que y = 1.

3. Aplicación

Se trabaja con las variables contextuales relativas a escuela, grupo en la escuela y maestra,
en 372 niños del departamento de Canelones de 1er grado, que forman parte de 7 escuelas
públicas y 22 grupos. Se evalúa una escala de logro académico (ELA) que está conformada
por 6 subescalas para medir logros en lectura de frases y palabras, adquisición de código
escrito y dominio de repertorio numérico. Las variables de logro académico se componen
a partir de tres bloques: Lectura , Escritura espontánea y Numeración. El bloque de
Lectura lo componen las variables Lectura de palabra (Lect.Palabra) y Lectura de frase
(Lect.Frases), éstas enumeran cuantas palabras o frases respectivamente fueron léıdas por
el niño. El recorrido de ambas variables es {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
El bloque de Escritura espontánea lo componen la variables Etapa, Estructura y Escritura
de nombre.

Etapa =



0 Nada

1 HC-HV

2 Silábica

3 Silábica- Afabética

4 Afabética
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Estructura =


0 Nada

1 Palabra

2 Enunciado

3 Texto

Escritura de nombre =


0 Nada

1 No logrado

2 Parcialmente logrado

3 Logrado

El tercer bloque, Numeración, lo compone la variable Grilla 1, trata de evaluar si el niño
es capaz de completar un cuadro con la numeración del 1 al 15 en los cuales hay números
faltantes.
La variable ha sido recodificada:

Grilla.1.rec =


0 Grilla 1 < 6

1 6 ≤ Grilla 1 ≤ 12

2 Grilla 1 > 12

El constructo ELA se dicotomiza tomando como categoŕıas el logra de la totalidad de
las subescalas o no y sobre éste se aplica análisis multinivel. Las variables utilizadas en
el modelo refieren, además del sexo y la edad en meses, son la escucha, la atención, la
memoria, la comprensión de consignas, la autonomı́a y el permanecer sentado (con ellas se
conforma el constructo Autorregulación), que son habilidades necesarias e imprescindibles
para todo proceso de aprendizaje.

Para los diferentes modelos que se estiman se trabaja con el software R(R Core Team,
2014) usando diferentes libreŕıas como

lme4 (Bates et al., 2014),(Bates et al., 2014)

psych,(Fox and Weisberg, 2011)

lattice(Sarkar, 2008) para el manejo de los gráficos.

Los resultados preliminares fueron presentados en la sesión de posters del XI Congreso de
Sociedades Latinoamericanas de Estad́ıstica’, CLATSE, La Serena, Chile (2014)(Alvarez
and Gadea, 2014).
Se modifican los scripts desarrollados y presentados en el curso on line LEMMA (Lear-
ning environment for multilevel methodology and applications) del Centre for Multilevel
Modelling de la Universidad de Bristol -(Szmaragd and Leckie, 2014).
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3.1. Efecto de los grupos

Para discutir la existencia del efecto de los grupos, se comienza por estimar un modelo
de dos niveles, es decir un modelo que sólo da cuenta del efecto del intercepto y el de
los grupos, que se compara mediante la desvianza con un modelo lineal nulo, tal como
plantean (Snijders and Bosker, 1999).

Modelo de dos niveles: Modelo nulo:

log

(
πij

1− πij

)
= β0 + uj log

(
πij

1− πij

)
= β0

AIC : 301,6 AIC : 313,39

LogLik : −148,78 LogLik : −155,69

De las estimaciones del modelo (utilizando la aproximación de Laplace), se puede decir
que el logaritmo de los odds de lograr la totalidad de las subescalas en un grupo ”prome-
dio”(con uj = 0) se estima con un β̂0 = −1,98. El intercepto del grupo j es -1.98 + uj,

donde la varianza de uj estimada es σ̂2
u = 1,019.

Para comparar ambos modelos se utiliza la desvianza D que se define como 2 veces la
diferencia entre el logaritmo de la verosimilitud de los modelos a testear, independientes
entre si.

D = −2 ∗ (L(modelo1)− L(modelo0)) (19)

D = 2 ∗ (−148,78− (−155,69)) = 13,82 D ∼ χ2
1, con p-valor de 0.00857. Con lo cual hay

evidencia de que la varianza entre grupos es diferente de cero.

La intersección β̂0 es compartida por todos los grupos, mientras que el efecto aleatorio uj
es espećıfico del grupo j.
Se puede observar que los intervalos de confianza alrededor de las estimaciones residuales,
vaŕıan mucho en su amplitud; los intervalos más amplios corresponden a grupos pequeños,
disminuyendo el tamaño del intervalo de confianza, a medida que el tamaño del grupo
aumenta.
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Figura 1: Grupos ordenados de forma creciente a partir de los valores estimados de los uj.

3.2. Modelos con Variables explicativas

Se estima un modelo con la variable edad en meses(X1):

log

(
πij

1− πij

)
= −1,995− 0,034 ∗X1ij + uj

con uj ∼ N(0; 1,073) AIC: 302.0.
Este modelo puede descomponerse en 2 submodelos

yij = β0j + βjX1ij + εij (20)

β0j = β0 + uj (21)

Variable Coeficiente Std. Error z Pr(> |z|)

(Intercepto) -1.995 0.0018014 -1103.4 < 2e− 16 ∗ ∗∗

(X1) Edad en meses -0.0334 0.0017982 -18.6 < 2e− 16 ∗ ∗∗

Cuadro 1: Modelo de Regresión con edad

El gráfico de la figura 3.2 muestra las diferentes regresiones, una para cada uno de los

grupos.
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Se observa que para un niño de 80 meses, el log-odds de lograr el óptimo escolar vaŕıa de

aproximadamente -0.25 a -3 dependiendo del grupo al que asista. Esto se traduce en un

rango de probabilidades de exp−0,25

[1+exp−0,25]
= 0,44 a exp−3

[1+exp−3]
= 0,05, por lo que hay fuertes

efectos comunitarios en la probabilidad de que un niño logre el óptimo escolar.

Modelos lineales previstos para la relación entre el log−odds del rendimiento escolar y la edad en meses.

EDAD_MESES

pr
ed

lo
gi

t

−3

−2

−1

80 90 100

Figura 2: Modelos lineales log-odds del rendimiento escolar y la variable EDAD en meses

para los diferentes grupos.

Se explora también una relación cuadrática entre la variable edad en meses y el óptimo

logro académico:

log

(
πij

1− πij

)
= −1,987− 0,033 ∗X1ij − 0,0002 ∗X2

1ij + uj

con uj ∼ N(0; 1,073) AIC: 304.0

El término cuadrático no resulta significativa para el análisis.

Se considera un modelo ampliado para el log-odds de probabilidades de lograr la totalidad

de las subescalas con las variables Edad en meses (X1) Autorregulación (X2), Sexo (X3)
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Variable Coeficiente Std. Error z Pr(> |z|)

(Intercepto) -1.987 0.0018014 -1103.4 < 2e− 16 ∗ ∗∗

EDAD en MESES X -0.0334 0.0017982 -18.6 < 2e− 16 ∗ ∗∗

EDAD en MESES X2 -0.00021 0.0016175 -0.1 0.898

Cuadro 2: Modelo de Regresión con edad con término cuadrático

:

log

(
πij

1− πij

)
= −8,481− 0,035 ∗X1ij + 1,736 ∗X2ij − 0,753 ∗X3ij + uj,

con los efectos aleatorios uj ∼ N(0; 1,103) AIC: 287.1

Variable Coeficiente Std. Error z Pr(> |z|) OR

(Intercepto) -8.480 0.001854 -4575 < 2e− 16 *** 0.0002

(X2)Autoregulación 1.736 0.001856 935 < 2e− 16 *** 5.6760

(X3)Sexo -0.752 0.001914 -393 < 2e− 16 *** 0.4711

(X1)Edad en meses -0.0349 0.001911 -18 < 2e− 16 *** 0.9656

Cuadro 3: Modelo de Regresión con 3 variables

Se observa que, para la variable Autorregulación, exp1,736 = 5,675, al aumentar una ca-

tegoŕıa en la variable aumenta en 5.7 el odds de tener un óptimo logro académico, en

cambio para la variable Sexo, vemos que el ser varón disminuye el ratio en un 52,9 %

(exp−0,753 = 0,471)3

31-hombre, 0-mujer
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4. Conclusiones y futuros pasos

Se estimaron modelos de interceptos aleatorios para estudiar los efectos de los grupos,

donde los resultados preliminares muestran evidencia de que la varianza entre grupos es

diferente de cero; luego se modeló la variable ELA a través de la autoregulación, el sexo

y la edad en meses, usando para eso un modelo de intercepto aleatorio con efectos fijos

en las variables regresoras.

Se propone seguir ensayando modelos multinivel que sean mas complejos, incorporando

otras posibles fuentes de variación

4.1. Modelo con pendiente aleatoria

Se puede a su vez trabajar con un modelo logit con intersección aleatoria que está dado

por la ecuación (16), el que se puede extender a un modelo con pendiente aleatoria:

log

(
πij

1− πij

)
= β0 + β1xij︸ ︷︷ ︸

efectos fijos

+ u0j + u1jxij︸ ︷︷ ︸
efectos aleatorios

(22)

en donde los efectos aleatorios u =
(
uoj
u1j

)
∼ NMV (~0,Ωu), con Ωu =

 σ2
u0 σu01

σu01 σ2
u1


4.2. Modelo de tres niveles

Al observar la figura 3 con los grupos agrupados por escuela, (las lineas verdes punteadas

dividen los grupos por escuela), se puede ver que el comportamiento de los grupos en las

escuelas no es uniforme, caracteŕıstica que se puede estudiar, en forma más avanzada, con

un análisis que contemplando un modelo de tres niveles (Snijders and Bosker, 1999).
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Figura 3: Grupos ordenados por escuela a partir de los valores estimados de los uj.

4.3. Modelo de Umbral con interceptos aleatorios en dos niveles

Se puede describir a su vez un modelo de umbral para una estructura de dos niveles, como

una representación alternativa del modelo lineal generalizado de interceptos aleatorios. Se

supone que a la variable yij de respuesta binaria subyace una variable continua latente y∗ij

que está relacionada con la observada de la siguiente manera:

yij =

1 si y∗ij ≤ 0

0 si y∗ij > 0

(23)

El umbral o punto de corte es arbitrario porque y∗ij es no observada. Se puede definir un

modelo de intercepto aleatorio de dos niveles para y∗ij, al igual que para cualquier variable

continua:

y∗ij = β0 + β1xij + uj + e∗ij (24)

en donde e∗ij son los residuos del nivel 1 con media cero y varianza σ2
e∗ .
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Debido a que y∗ij es no observada, hay que establecer su escala, lo que se hace fijando

σ2
e∗ . También es necesario especificar la distribución de e∗ij. Suponer una distribución

normal con σ2
e∗= 1 conduce a un modelo probit con intercepto aleatorio, mientras que,

una distribución loǵıstica con σ2
e∗= 3.29, lleva a un modelo logit con intercepto aleatorio.

Este modelo se denomina a veces modelo “logistic-normal”porque el nivel residual 1 se

supone que sigue una distribución loǵıstica, mientras que el nivel 2 residual se supone

normal.

A. Apéndice

Una alternativa para el método de máxima verosimilitud es el uso de una aproximación

que reemplace la ecuación (17) por un modelo lineal.

Procedimientos de cuasi-verosimilitud implican la aproximación πij en 17 por una ex-

presión lineal, utilizando un desarrollo en serie de Taylor de πij = F (β0 + β1xij + uj).

(Goldstein, 1991a) propuso el uso del algoritmo iterativo de mı́nimos cuadrados reponde-

rados (IRLS). Este método es una modificación del algoritmo IGLS (para ver descripción

completa del método IGLS: (Rodŕıguez and Goldman, 1995)).
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Algoritmo IRLS:

paso 0: Se obtienen valores de partida β
(0)
0 , β

(0)
1 estimaciones de MCO y σ2

u = 0 (estima-

ciones de un modelo de un solo nivel).

paso 1: Obtenemos β
(m)
0 , β

(m)
1 (estimaciones de β0, β1 obtenidas en la iteración m) a

partir de β
(m−1)
0 , β

(m−1)
1 y σ2

u
(m−1)

paso 2: Obtenemos σ2
u

(m)
a partir de β

(m)
0 , β

(m)
1 y σ2

u
(m−1)

.

paso 3: Calculamos π(m) probabilidad de respuesta evaluada en β
(m)
0 , β

(m)
1 y w(m) =

π(m)(1− π(m)).

Los pasos 1, 2 y 3 se repiten, en cada iteración m, hasta que una iteración adicional

del procedimiento conduce a un cambio relativo “pequeño“ en las estimaciones de los

parámetros, por lo que se consigue el punto de convergencia. El criterio de convergencia

se conoce comúnmente como tolerancia.

La aproximación de primer orden para πij (omitiendo los sub́ındices ij) es:

π(m+1) ≈ π(m) + w(m)[(β0 − β(m)
0 ) + (β1 − β(m)

1 )x] + w(m)u (25)

Después de sustituir ((25)) en yij = πij + εij y reordenando, se obtiene un modelo lineal:

ỹij = β̃0 + β̃1x̃ij + ũj + εij

, donde los ỹij y x̃ij son versiones de la variable dependiente y la variable explicativa

(en función de las variables originales Y , X y los valores de los β
(m)
0 ,β

(m)
1 y π(m) ) y

ũj = w(m)uj.
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