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Universidad de la República

Montevideo, Uruguay





Quiero agradecer a Jorge Groisman
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CAPÍTULO 1

Introducción

La motivación de este trabajo monográfico es estudiar el art́ıculo [23], el cual aborda
el problema de guiar la definición de una arquitectura de redes neuronales utilizando fun-
damentos matemáticos. Este art́ıculo adopta un enfoque basado en la teoŕıa de sistemas
dinámicos, con un énfasis particular en propiedades de estabilidad. Sin embargo, al igual
que muchos otros estudios que emplean enfoques similares, tiende a presentar de manera
imprecisa algunos de los teoremas más relevantes que utilizan. Una parte significativa
del trabajo aqúı presentado se dedica a formalizar uno de los teoremas más comunes en
este tipo de art́ıculos.

Antes de continuar, es importante enfatizar que trabajaremos con ecuaciones diferen-
ciales no autónomas de la forma ẋ = f(x, t). Asumiremos que estas ecuaciones cumplen
con las condiciones del teorema de Picard, lo que nos garantiza la unicidad y existencia
de las soluciones. Además, supondremos que dichas soluciones existen para todo tiempo
futuro. Para motivar el desarrollo del resto del trabajo, expondremos el teorema prin-
cipal utilizado en este y en muchos otros art́ıculos tal como suele ser presentado en la
literatura. Este teorema es fundamental pues permite analizar la estabilidad de sistemas
no autónomos mediante el análisis de los autovalores del Jacobiano. Sin embargo, como
demostraremos mediante un contraejemplo, este enunciado es insuficiente.

Teorema 0.1. Las soluciones de una ecuación diferencial ẋ = f(x, t) no autónoma
son estables 1 cuando los autovalores de la matriz Jacobiana satisfacen:

maxi=1,..,rRe(λi(J(t))) < 0

para todo t ≥ 0.

En el contexto del teorema J se refiere a la matriz Jacobiana de f respecto a la coor-
denada espacial, evaluada en el punto de equilibrio que se esta estudiando de la ecuación

diferencial, esto seria Jx0(f) =
(

∂f
∂xi

(x0)
)
siendo x0 tal que f(x0, t) = 0 para todo t. Es

importante tener en cuenta que si bien el teorema no lo menciona expĺıcitamente en los
art́ıculos está haciendo referencia a ecuaciones diferenciales no autónomas.

Como demostraremos a continuación, el Teorema 0.1 tal como está enunciado pre-
senta deficiencias: la condición sobre los autovalores del Jacobiano, aunque necesaria,

1Aunque en la literatura se menciona ”estabilidad de las soluciones”, técnicamente se refiere a la
estabilidad del punto de equilibrio x0 donde f(x0, t) = 0 para todo t ≥ 0.
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6 1. INTRODUCCIÓN

no es suficiente para garantizar la estabilidad. A lo largo del caṕıtulo de estabilidad es-
tableceremos las condiciones adicionales requeridas, culminando en el Teorema 4.2, que
proporciona un enunciado correcto y completo.

Ejemplo 0.1. Se puede demostrar con un ejemplo simple (tomado de [25]) que el
teorema 0.1 bajo esas hipótesis presenta algunas fallas, incluso en el caso lineal. Consi-
deremos la siguiente ecuación diferencial no autónoma:

[
ẋ1
ẋ2

]
=

[
−1 + 3

2 cos
2 t 1− 3

2 cos t sin t
−1− 3

2 cos t sin t −1 + 3
2 sin

2 t

] [
x1
x2

]
(1)

En esta ecuación diferencial, 0 es un punto de equilibrio y los valores propios son:

(2) λ1 =
−1 + i

√
7

4
λ2 =

−1− i
√
7

4

Los cuales tienen partes reales estrictamente negativas para todo t. Sin embargo, las
siguientes dos soluciones linealmente independientes se alejan del origen:

(3) v1(t) =

[
− cos t
sin t

]
e

t
2 v2(t) =

[
sin t
cos t

]
e

t
2 1

A lo largo del caṕıtulo de estabilidad, vamos a dar un poco de claridad a que se
refieren con la estabilidad del punto de equilibrio y el resto de hipótesis adicionales que
van a ser necesarias para que el teorema sea válido al menos de la forma que se logró
encontrar una prueba.

Es importante enfatizar que esta teoŕıa es aplicable espećıficamente a arquitecturas
de redes recurrentes y ResNets. En la parte experimental de este trabajo nos vamos
a enfocar espećıficamente en su aplicación con redes recurrentes. Vamos a atacar un
problema diferente al que plantea el art́ıculo estudiado para el cual se puedan conseguir
fácilmente datos públicos y de esta forma el experimento pueda ser fácilmente replicado
por quien quiera hacerlo. Se abordará el problema de clasificación de imágenes de MNIST
y lo vamos a hacer utilizando una arquitectura como la propuesta en [6].

Existen dos razones principales para abordar este problema en lugar del planteado
en el art́ıculo original. En primer lugar, no fue posible obtener los datos de entrena-
miento del modelo presentado en [23]. En segundo lugar, las pruebas realizadas en dicho
art́ıculo sobre la estabilidad de su modelo requirieron simplificaciones que eliminaron
deliberadamente la no autonomı́a del sistema. Como consecuencia, el análisis terminó
enfocándose en una arquitectura distinta a la utilizada originalmente en el art́ıculo. Por
otro lado, la arquitectura propuesta en [6] impone ciertas restricciones a la red, lo que
permite mantener la no autonomı́a y facilita la demostración de la estabilidad buscada.

1Las soluciones se pueden obtener usando la teoŕıa de Floquet. No obstante es fácil verificar que
ambas son soluciones.
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0.1. ¿Como llegamos a ecuaciones diferenciales? El articulo que se estudia se
enfoca en comprender como la estabilidad afecta a las redes recurrentes. Para comprender
un poco que es una red recurrente y como esto lleva a ecuaciones diferenciales podemos
pensar en un modelo de machine learning cuyo objetivo es clasificar un texto como por
ejemplo critica de una peĺıcula en positiva, negativa o neutra (ver figura 0.1).

Como los textos pueden tener largos variables el enfoque que se toma con las redes
recurrentes es de mantener un estado (h en la figura) que cumple el rol de memoria y
resume todo lo importante que se observo en el texto hasta el final de la oración. El
texto pasa por la red recurrente de izquierda a derecha de la misma forma que lo leeŕıa
una persona y el estado se va actualizando con todo lo que debeŕıa ser relevante hasta
ese punto. Una vez que se consumimos todo el texto el estado final se pasa por otra red
neuronal generalmente una red densa que en la figura llamamos g. Esta red densa no
hace mas que aproximar una función que va a ser continua excepto en un numero finito
de puntos. El resultado final que nos da la clasificación de la critica a la peĺıcula no es
otra cosa que la composición g ◦ h.

h0 h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9

g

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

La peĺıcula es muy buena y tiene mucha acción

Embedding

Figura 1. Red recurrente procesando una sentencia de texto

Dada la representación de la red recurrente vemos que

hi = f(hi−1, xi−1)
1

y en el capitulo sobre estabilidad en redes neuronales veremos que esto se lo puede
ver como la discretización de una ecuación diferencial de la forma:

h(t) = f(t, h, x(t))

Observación: Es comun en ciertas areas llamar al espacio de fase las ecuaciones
diferenciales espacio de estado y por lo tanto llamar estado a h.

1La mayoŕıa del material usa la notación hi = f(hi−1, xi) en lugar de hi = f(hi−1, xi−1) desplazando
la entrada de la red un lugar. Al autor le parece menos confuso llevar ambos indices de la misma forma.
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0.2. ¿Porque estudiar la estabilidad? Existen ciertas caracteŕısticas que son
intuitivamente deseables en el comportamiento de la red. ¿Qué ocurre si comenzamos
con un estado inicial h0 que no está cerca de un punto de equilibrio? Seŕıa deseable
que, en tales casos, el estado convergiera a algún punto de equilibrio, probablemente
relacionado con una clasificación de las sentencias.

Consideremos ahora perturbaciones en la entrada. Si en la figura 0.1 reemplazamos
“muy” por “bastante”, esperaŕıamos que la clasificación como cŕıtica positiva se man-
tenga, pues el cambio semántico es mı́nimo.

Podemos comenzar a reflexionar sobre qué propiedades son relevantes para garantizar
un buen comportamiento en el sentido del párrafo anterior. Supongamos que la red
recurrente calcula una función h y que esta es continua. Además, si suponemos que g
también es continua, su composición será continua. Sin embargo, esta propiedad no es
suficiente, ya que la continuidad es una noción local y, al trabajar con datos secuenciales,
el sistema puede desviarse significativamente en la dimensión temporal. Aśı, aunque el
estado inicial esté muy cerca de un punto de equilibrio, a lo largo del tiempo las soluciones
pueden terminar alejándose considerablemente.

t

h1

h1

h2

h2

h3

h3

h4

h4

h5

h5

h0

h0 + δ

Figura 2. Soluciones continuas con condiciones iniciales muy parecidas

Sin embargo, con la estabilidad, las soluciones se mantendrán cercanas en el futuro,
y con la estabilidad asintótica, convergerán hasta volverse prácticamente indistinguibles,
como se observa en la figura 0.2. Este es precisamente el tipo de comportamiento deseado.

Para responder la segunda pregunta, se analizará el concepto de estabilidad entra-
da/estado al final del caṕıtulo dedicado a la estabilidad.

Es importante entender que al demostrar estabilidad exponencial para la EDO, esto
garantizará no sólo la convergencia de las soluciones al punto de equilibrio[20], sino
también que, al realizar pequeños cambios en la entrada, la evolución del estado de la
solución no se aleja demasiado del punto de equilibrio a futuro (esto lo probaremos mas
adelante 5). Además de lo mucho que se aleje va a depender de que tan grande sea la
perturbación, es importante entender que al perturbar la entrada lo que antes era un
punto de equilibrio para una entrada en particular ahora puede no necesariamente serlo.
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t

h1 h2 h3 h4 h5
th0 estable

asintótica

Figura 3. Soluciones estables y asintóticas

Esta última propiedad es realmente importante, ya que nos indica que la red puede
tolerar ruido en la entrada y aún aśı proporcionar una respuesta razonable.

En una aplicación t́ıpica, el estado de la RNN se utiliza luego como entrada para
una red densa o algún otro tipo de red neuronal, que se usa para realizar una clasifica-
ción u ofrecer otro tipo de respuesta dada la entrada inicial. La mayoŕıa de las veces,
esta segunda red es una función suave, lo cual garantiza que todo lo que necesitamos
considerar es la estabilidad de la parte correspondiente a la RNN ya que la suavidad de
la segunda red garantiza el buen comportamiento respecto a las perturbaciones.

1. Estructura

La monograf́ıa esta dividida en cuatro partes luego de esta introducción. La primera
parte, que está compuesta por los próximos dos caṕıtulos, consiste en dar una visión
general sobre machine learning y redes neuronales a muy alto nivel. La segunda parte,
consiste en la teoŕıa matemática necesaria para poder entender el art́ıculo principal en
el que se centra la misma al igual que varios de los art́ıculos que están fuertemente
relacionados.

La tercera parte consiste en aplicar los conceptos de estabilidad desarrollados para
presentar algunos modelos de redes recurrentes que presenten dichas caracteŕısticas de
estabilidad. Se terminara con la ultima sección presentando los resultados experimentales
de implementar dicha red neuronal y compararla con otros tipos de redes neuronales.





CAPÍTULO 2

Machine Learning

1. Introducción

En este caṕıtulo vamos a dar una breve introducción a lo que es el aprendizaje
estad́ıstico, vamos a hablar de lo que es una función de pérdida o error, vamos a explicar
brevemente que es el sobreajuste y finalmente vamos a contar que rol juegan las redes
neuronales.

2. Aprendizaje supervisado

Un ejemplo de aprendizaje supervisado es la predicción del valor de una vivienda a
partir de un conjunto de caracteŕısticas, como la cantidad de metros cuadrados edificados,
la superficie total del terreno y el número de habitaciones. Basándose en estos datos, el
objetivo es estimar el precio de la propiedad. A continuación, se presenta una tabla con
un conjunto de datos de ejemplo:

Metros edificados Superficie total Habitaciones Precio
50 100 4 200.000
75 100 4 220.000
100 150 4 400.000

En términos generales, un modelo de aprendizaje supervisado se puede interpretar
como una función matemática que toma las caracteŕısticas disponibles como variables de
entrada y su salida se interpreta como el valor de la variable que se quiere predecir. Exis-
ten diversas estrategias para construir estos modelos, que van desde ajustes polinomiales
en múltiples variables hasta redes neuronales profundas.

En el ejemplo anterior, la variable que se intenta predecir puede tomar un conjun-
to continuo de valores, lo que define un problema de regresión. En otras situaciones,
la variable a predecir pertenece a un conjunto discreto de categoŕıas. Por ejemplo, en
el Caṕıtulo 1 se analizó la tarea de clasificar cŕıticas de peĺıculas como ”positivas” o
”negativas”, lo cual corresponde a un problema de clasificación.

El problema que se resuelve en la parte experimental de esta monograf́ıa es de este
tipo, pero en este caso orientado a imágenes. Por lo tanto no se va a poner énfasis en
ninguno de los otros tipos de aprendizaje mas que mencionarlos.

11



12 2. MACHINE LEARNING

3. Formalización del aprendizaje supervisado

Para poner el aprendizaje supervisado en terminos un poco mas formales, las ca-
racteristicas de las que hablamos en la seccion anterior, cantidad de metros cuadrados
edificados, superficie total del terreno y el número de habitaciones las vamos a repre-
sentar utilizando un vector númerico en X ∈ R3 tal que X = (m, e, h) donde m es la
cantidad de metros cuadrados edificados, e la cantidad de metros cuadrados totales del
terreno y h la cantidad de habitaciones. También vamos a manejar otra variable Y que
va a ser el precio de la casa.

Un conjunto formado por pares de estos dos vectores {(Xi, Yi)} donde (Xi, Yi) ∈ R4

forman el conjunto de entrenamiento. El objetivo es predecir el valor de Y en función del
valor de X. Hay que observar que en general tanto X como Y son variables aleatorias
y en general no es posible encontrar una relación perfecta entre X e Y . Esto se debe a
que pueden existir caracteŕısticas que sean mejores predictores de el valor de Y que no
se estén teniendo en cuenta o que incluso no se sepa de su existencia. También podŕıa
suceder como en la mayoŕıa de los casos prácticos que no sea posible medir de forma
perfecta los valores de X.

Lo mejor que se puede lograr en general es tomar la decisión en base al valor de
Y = E(Y |X = x) o Y = argmaxyP (Y = y|X = x) dependiendo de los valores posibles
que pueda tomar Y . Lo que tiene sentido ya que habŕıa de esperarse que el valor que en
general se aleje menos del valor real sea la esperanza condicional. Para más información
se puede ver [11].

Supongamos que X ∈ Rn y Y ∈ C, donde C es un conjunto finito y una función
g : Rn → C, de forma que dado el valor de X nos da la predicción del valor de Y será
llamada función de clasificación. Un ejemplo de este escenario es el presentado en la
introducción.

En general se pueden tener muchos clasificadores diferentes para un mismo problema
y es necesario tener una forma de evaluar que clasificador es mejor. Con este objetivo
si se esta tratando un problema de clasificación se podŕıa tomar como error a L(g) =
P (g(X) ̸= Y ), la probabilidad de que el clasificador cometa un error. En otros casos Y
puede tomar un continuo de valores, en ese escenario se puede ver de forma similar que
la mejor predicción que se puede hacer es Y = E(Y |X = x) y este problema se conoce
como regresión.

La función de error no solamente es útil al momento de decidir entre un conjunto de
clasificadores. Para encontrar el mejor clasificador muchas veces se presenta un modelo
paramétrico como por ejemplo un polinomio de grado máximo m, donde las variables
son las diferentes caracteŕısticas. En este caso se busca encontrar los valores de los
coeficientes que dan lugar al clasificador con menor error. Muchos métodos numéricos
utilizan la función de error con algoritmos de minimización para encontrar los mejores
parámetros dados los datos.

Como se mencionó al principio, existen otros casos como por ejemplo aprendizaje
no supervisado donde se tienen valores de la variable aleatoria X pero no existe una
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variable Y que estemos tratando de predecir sino que queremos extraer algún otro tipo
de información a partir de los datos. Un ejemplo de esto podŕıa ser descubrir grupos de
personas a quienes le gusten ciertos géneros de peĺıculas en base a algún conjunto de
datos. De esta forma se estaŕıa generando una predicción de los géneros que le gusta a
un usuario en base a otros datos. No obstante en estos casos los grupos obtenidos no
siempre tienen por qué tener un significado tan claro.

En el caso de aprendizaje por refuerzo se quiere obtener un modelo que tome ciertas
decisiones pero la retroalimentación de si la decisión fue o no la correcta es algo que
no sucede hasta mucho tiempo más tarde. Ejemplos de este tipo puede ser un juego
de ajedrez, donde un movimiento que pueda parecer malo en un cierto momento tenga
efectos que uno no se esperaŕıa mas adelante en el juego. Otro ejemplo con el que
podemos estar muy familiarizados es el de una aspiradora robot que barre el piso de
nuestra casa y esta tratando de hacerlo de la forma mas rápida posible. En todos estos
casos en general no podemos saber qué tan bien se desempeñó el modelo en base a sus
acciones inmediatas sino hasta el final de la tarea.

Independientemente del tipo de problema, un modelo de aprendizaje estad́ıstico dará
como resultado una función f : A → B en base a un conjunto de datos de entrenamien-
to. Se suele asumir sobre el conjunto de datos de entrenamiento que cada muestra es
idénticamente distribuida e independiente.

Los modelos pasan por al menos dos etapas, aprendizaje y producción. Se asume que
el conjunto de funciones que un modelo puede dar como salida cuando es entrenado es
tal que no incluye todas las funciones existentes sino un conjunto bien definido. Gene-
ralmente este conjunto de funciones está especificado paramétricamente y el proceso de
aprendizaje se encarga de encontrar los parámetros óptimos para obtener la función que
minimiza cierta medida de error.

La limitación del conjunto de funciones tiene dos partes. Por un lado computacional-
mente no es realmente posible expresar todas las funciones, si pensamos en los polinomios
de grado n, sus coeficientes solo se pueden representar con cierto grado de precisión y
no es posible representar cualquier conjunto de coeficientes. Por otro lado The No Free
Launch Theorem nos dice que un modelo que pudiera dar como salida cualquier función
existente seria necesariamente malo en algún problema. Al conjunto de funciones que
puede seleccionar un modelo se le suele llamar espacio de hipótesis.

En la etapa de producción simplemente pasamos un ejemplo por la función y la salida
es el valor de regresión o clasificación dado por el modelo de aprendizaje estad́ıstico.

4. Proceso de aprendizaje

En esta etapa, los datos obtenidos se dividen generalmente en tres conjuntos: entre-
namiento, test y validación. El conjunto de validación nunca es examinado y se le utiliza
solamente una vez que el modelo terminó de entrenar para tener una idea de que tan
bien o mal va a funcionar el modelo cuando se enfrente a datos nuevos. El conjunto de
entrenamiento es lo que ve el modelo y se utiliza para minimizar la función de error
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y encontrar los parámetros óptimos. Finalmente el conjunto de test sirve como un in-
termediario que nos permite hacernos una idea de como podŕıa estar evolucionando la
pérdida del modelo cuando se ponga frente a otro conjunto de datos obtenidos partiendo
de la misma distribución. Esto se suele reportar periódicamente durante el proceso de
entrenamiento para tener una idea de la tendencia del modelo. Al observar la gráfica del
error cometido en este conjunto y en el de entrenamiento se puede detectar de forma
temprana problemas de sobreajuste o subajuste a los datos.

El conjunto de entrenamiento esta formado por pares {(xi, yi)} donde xi, yi son
variables aleatorias que están dadas por distribuciones de probabilidad P (xi) y P (yi|xi).
Esto junto con una función de perdida y un algoritmo de optimización es lo que hará
que se obtenga la parametrización que minimice el error. Esto seria:

θ̂ = argminθ{L(fθ(xi), yi)}
Lo que debe leerse como θ̂ es el valor de θ que minimiza la expresion L(fθ(xi), yi)}.

La función de perdida será dependiente del problema que se intente resolver, en
general se trata de que sea una función suave de forma que sea más fácil de tratar y
aplicar muchos de los algoritmos de optimización conocidos.

El clasificador podrá elegir de un conjunto H de funciones posibles que llamaremos
clase de hipótesis. Dada la salida del clasificador h : X → Y se define el error como la
esperanza de la función de perdida L : Y × Y → R en las predicciones del clasificador.
Esto es:

LD,f = E(L(f(x), y))

donde t́ıpicamente L(y, y) = 0 y L(z, y) ≥ 0.
En general como no se tiene acceso a todos los ejemplos del espacio muestral lo que

se tiene es una aproximación a la perdida que se da por:

L̂D,f =
1

n

∑
x∈T

L(f(x), y)

De acuerdo a la ley de los grandes números en el limite esto converge a la esperanza
que queŕıamos calcular.

De la misma forma que xi, yi son variables aleatorias, la pérdida LD,f (h) también
lo será. Esto quiere decir que hay cierta probabilidad δ > 0 de obtener una muestra no
representativa. Llamaremos a 1− δ el parámetro de confianza de la predicción. También
definimos una tolerancia para el error del modelo de aprendizaje ϵ > 0. Diremos que el
modelo es exitoso si LD,f < ϵ y en caso contrario que falló en aprender.

Es importante ver que no se espera que el error sea 0 ya que es posible que la función
que intentamos aproximar en realidad no sea parte del espacio de hipótesis y por lo tanto
tendremos que conformarnos con obtener una función que no difiera mucho de lo mejor
que se puede lograr con el espacio de hipótesis seleccionado.
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5. Capacidad de un modelo y sobreajuste

Se define la capacidad de un modelo intuitivamente como el tamaño del conjunto de
funciones donde este puede elegir; mientras más grande sea el conjunto se suele decir
que tiene mayor capacidad.

Al momento de optimizar en el espacio de hipótesis existe un parámetro que real-
mente minimiza el problema θ y un parámetro θ̂ que es obtenido por el optimizador.
Tenemos que θ̂ = g(x1, .., xn, y1, ..., yn) y por lo tanto θ̂ es una variable aleatoria. Se
define el sesgo de un estimador como

bias(θ̂) = E(θ̂)− θ

Otro estimador de interés es la varianza V ar(θ̂), esto nos da una idea de que tanto
pueden variar los parámetros cuando se calculan con diferentes conjuntos de entrena-
miento.

Un modelo se dice que sobreajusta los datos cuando su capacidad de predicción sobre
los datos de entrenamiento en comparación con nuevas muestras es muy diferente. Esto
puede suceder en casos donde se tienen muy pocos datos de entrenamiento y el modelo
tiene mucha capacidad. A modo de ejemplo se podŕıa estar tratando de encontrar un
predictor para datos que siguen una forma lineal respecto a una variable observable y
el modelo que usamos permite polinomios de muy alto grado. En este caso se podŕıa
estar ajustando el ruido en los datos y esto hacer que al ver nuevos ejemplos el modelo
se comporte muy mal.

6. Redes neuronales

El espacio de funciones utilizadas para aproximar f : X → Y puede estar dado como
una familia paramétrica de formas muy diferentes. Podemos pensar en un clasificador
muy restrictivo imponiendo condiciones como por ejemplo que se trata de un modelo
lineal y diciendo que f̂(x) = β0 +

∑i=n
i=1 βixi, donde será necesario encontrar los valores

apropiados de βi para minimizar el error.

En lo que sigue de esta monograf́ıa nos va a interesar trabajar exclusivamente con
modelos donde el espacio de funciones está restringido exclusivamente a redes neuronales.
Como se observará mas adelante esto nos ofrece ciertas garant́ıas de lo que se puede llegar
a hacer, como lo expresan los diferentes teoremas de aproximación universal.





CAPÍTULO 3

Redes neuronales

En este caṕıtulo se va a hacer una introducción al funcionamiento operacional de las
redes neuronales de una forma un tanto informal. Esto va a permitir que mas adelante
se traten los temas matemáticos relacionados a las redes neuronales.

1. Un poco de historia

Las redes neuronales tienen sus ráıces en la década de los 40 (ver [4] para más in-
formación), cuando se estudiaban los mecanismos biológicos que rigen el funcionamiento
del cerebro. En estos estudios, se describe una neurona como una entidad compuesta por
tres partes: las dendritas, el cuerpo y el axón. Las dendritas se encargan de recibir las
señales enviadas por otras neuronas. Todas estas señales convergen en el cuerpo de la
neurona, y si la suma de estas señales es lo suficientemente grande, se propaga a través
del axón, enviando una señal a otras neuronas.

En 1962 se creó la primera versión de neurona sintética que utiliza la mayoŕıa de
las técnicas que siguen hasta hoy d́ıa, esta se conoce como perceptrón y fue creado por
Rosenblatt. Esta se basaba en los principios biológicos descritos anteriormente. Podemos
visualizar las dendritas recibiendo señales de entrada xi, el cuerpo de la neurona sumando
todas las entradas y emitiendo una posible señal de salida. En este caso, la entrada total
a la neurona está dada por:

a =

N∑
i=0

wixi

Debido a que tomando combinaciones lineales de combinaciones lineales solamente
se pueden aproximar funciones lineales se utiliza alguna función f : R → R no lineal que
se aplica a la combinación lineal anterior. Con este fin existen varias funciones que se
utilizan a las que se llama funciones de activación.

1.1. Funciones de activación. Hay algunas funciones de activación que no nece-
sariamente son derivables e incluso algunas que no son continuas como pasa con algunas
de las siguientes.

Heaviside

f(x) =

{
1 if x ≥ 0

0 if x < 0

Signum

17
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f(x) =

{
1 if x ≥ 0

-1 if x < 0

ReLU

f(x) =

{
x if x ≥ 0

0 if x < 0

Luego tenemos otras funciones de activación continuas con las que es un poco más
fácil aplicar los algoritmos de optimización como descenso de gradiente.

TanH

f(x) = TanH(x)

Sigmoid
En la capa de salida es una función muy útil para modelar una probabilidad que

dicierne entre dos opciones. La salida de f se suele interpretar como la probabilidad de
una clase concreta.

f(x) =
1

1 + e−x

Softmax
Este tipo de activación es muy útil en la capa de salida cuando se quiere dar una

salida categórica que puede ser de k clases diferentes, en este caso f : Rk → Rk y la suma
de todas las coordenadas de f(a) termina siendo 1 para dar lugar a una probabilidad.

fi(x) =
exi∑
j e

xj

∑x1

x2

x3

o

Figura 1. Perceptrón
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2. Arquitectura de redes neuronales

La arquitectura de una red neuronal se define como la organización, interconexiones
existentes, funciones de activación y los diferentes tipos de neuronas que forman la red.
Parte del material de esta sección se puede ver en [4].

2.1. Redes densas. Una red densa está formada por una colección de neuronas
que se agrupan en capas y hay conexiones de una capa a la siguiente. Una neurona estará
representada por una función de la forma f(W · x + b) donde W ∈ Rn y x, b ∈ Rn y f
es una función de activación.

x0

x1

x2

Entrada

h
(1)
1

h
(1)
2

h
(1)
3

h
(1)
4

Capa
oculta

h
(2)
1

h
(2)
2

h
(2)
3

Capa
oculta

ŷ1

ŷ2

Salida

Figura 2. Red densa

Como se puede ver en la Figura [2] las neuronas se pueden colocar en paralelo para
poder tener salidas en dimensión mayor a 1 y sus salidas también pueden ser entrada
a otros perceptrones que estén delante de ellos. Todos los perceptrones que están en la
misma vertical se dice que están en la misma capa, en el caso de tener m perceptrones en
una capa y que todos estén usando la misma función de activación se lo puede expresar
matemáticamente como f(Wx+ b) donde W ∈ Mm,n(R), x, b ∈ Rn y f es una función
que se aplica entrada a entrada.

En este caso en concreto, para que una red densa funcione correctamente, es ne-
cesario calcular las diferentes matrices W al igual que los b para que la red produzca
salidas esperadas para las diferentes entradas. Esto se logra a través de un proceso de
optimización conocido como propagación hacia atrás.

2.2. Redes convolucionales. Las redes convolucionales surgieron como una me-
jor alternativa para el procesamiento de imágenes, en cierta forma esto se debe a ciertas
propiedades de invarianza por traslaciones. Las imágenes en general se representan como
una matriz de N ×M puntos en un formato RGB (rojo, verde y azul) donde cada color
se representa por un numero entre 0 y 255. Si quisiéramos entrenar una red densa con
una sola capa donde se utiliza una única neurona, se estaŕıan necesitando un mı́nimo de
N ∗ M ∗ 3 pesos en la matriz W . Una imagen de baja calidad hoy d́ıa podŕıa constar
de 1024 × 768 = 786432 pixeles en total por lo que se necesitaŕıan al menos 3 veces
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esa cantidad de pesos para poder procesarla y además con dicha configuración no se
obtendŕıan buenos resultados.

Una red convolucional puede representarse como una matriz cuadrada de números,
t́ıpicamente de dimensiones entre 3 y 11. Estas matrices se utilizan de forma que se realiza
una operación de convolución (discreta) sobre la imagen para dar como resultado una
nueva representación de la imagen original. Al igual que en las capas densas se suelen
apilar varias capas convolucionales que van reduciendo las dimensiones de la imagen
resultante. En la ultima capa muchas veces se suele encontrar una red densa que se
encarga de realizar una categorización de la imagen de entrada.

La dimensión de la imagen resultante luego de una convolución generalmente se
reduce ya que los pixeles de los bordes se pierden en el proceso ya que la convolución no
sale del área de la imagen. Si se aplica una convolución de 3 × 3 sobre una imagen de
15× 10 el resultado va a ser una imagen de 13× 8 ya que la convolución no sale de los
confines de la imagen al calcularse.

Muchas veces se utilizan elementos adicionales como cambiar el paso, es decir que la
convolución no se mueva un paso a la vez sino que de saltos. Otros métodos son agregar
un borde de pixeles de color (0, 0, 0) para que la imagen resultante tenga las mismas
dimensiones que la original.

2.3. Redes recurrentes. Las redes recurrentes son útiles para tratar con datos
secuenciales. Se puede pensar por ejemplo una cadena de texto donde se ha aplicado
alguna transformación de cada palabra a algún valor numérico el cual puede alimentarse
de forma secuencial a la red recurrente (ver figura 3). La función que transforma las
palabras en valores numéricos generalmente es conocida como embedding.

Estas redes también se pueden utilizar para construir traductores de texto entre
diferentes idiomas utilizando más de una salida. Como el número de palabras de una
traducción no tiene que ser igual en el idioma destino la cantidad de salidas no tiene
necesariamente que coincidir con la cantidad de entradas. Para esta tarea es muy común
utilizar una arquitectura conocida como encoder-decoder.

3. Entrenamiento

Para entrenar una red neuronal se considera a la red como un grafo computacional,
donde los nodos son las neuronas y las aristas del grafo son las conexiones entre las
mismas. Los cálculos realizados por una neurona fluyen a través de las aristas hasta
llegar a las neuronas que están conectadas.

La matriz de pesos que conectan las neuronas de la capa i con las de la capa i + 1
vamos a llamarle a sus entradas wi

jk donde j y k son las correspondientes neuronas en la
capa i e i+1 respectivamente. Tengamos en cuenta que no todas las capas tienen porque
tener la misma cantidad de neuronas por lo tanto las matrices W i no tienen porque ser
cuadradas. Se puede ver [2] para más detalles.
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h0 h1 h2 h3

125 255 17

Muy buenos dias

o

Salida de la
red neuronal en
base a toda la

secuencia

e(Muy) e(buenos) e(dias)

Figura 3. Red recurrente

El proceso de entrenamiento consiste en encontrar los pesos wi
jk para todas las ma-

trices de forma que el error cometido por la red neuronal al observar una nueva entrada
sea el más pequeño posible. Para lograr esto se utiliza una técnica llamada descendiente
por el gradiente que consiste en una aplicación de la regla de la cadena para propagar
los errores desde la salida hacia las entradas e ir ajustando los pesos en el camino.
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Capa 1
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x31

x32

x3n

w2
11

w2
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w2
1n

w2
n2

w2
n1

Capa 3

Figura 4. Red densa con detalles

Para poder hacer esto se tienen que seguir los siguientes pasos:

Calcular todas las activaciones de la red, lo que se conoce como propagar hacia
adelante las entradas.
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Calcular el error en la capa de salida
Propagar el error hacia atrás para luego poder actualizar los pesos
Calcular la parte del error que le corresponde a cada peso
Actualizar los pesos

Vamos a llamar L a la función de error que se aplica para comparar la salida esperada
con la salida ofrecida por la red neuronal. Vamos a calcular como se debeŕıan actualizar
los pesos de la red para minimizar el error.

La combinación lineal antes de la activación para la capa k es:

s
(k)
j =

∑
i

w
(k)
ij z

(k−1)
j + b

(k)
j

ahora la salida de la capa k luego de la activación:

z(k) = f (k)(s(k))

como lo que queremos minimizar es el error L en función de los pesos w
(k)
ij calculamos

las derivadas parciales del error respecto a los pesos.

∂L

∂w
(k)
ij

=
∂L

∂s
(k)
i

∂s
(k)
i

∂w
(k)
ij

=
∂L

∂s
(k)
i

zj

si llamamos

∂L

∂s
(k)
i

= δ
(k)
i

tenemos

∂L

∂w
(k)
ij

= δ
(k)
i zj

Esto nos dice que el peso w
(k)
ij debe actualizarse en la dirección decreciente de la

función de forma que:

w
(k)
ij = (w

(k)
ij − δ

(k)
i zj) ∗ ϵ

donde ϵ es una constante que se usa para ver cuanto moverse en la dirección hacia el
mı́nimo ya que estamos resolviendo el problema de forma numérica. Lo que ahora queda

por hacer es calcular cuanto vale δ
(k)
i zj en las diferentes capas.

δ
(k)
i =

∂L

∂s
(k)
i

=
∑
j

∂L

∂s
(k+1)
j

∂s
(k+1)
j

∂s
(k)
i

=
∑
j

δ
(k+1)
j

∂s
(k+1)
j

∂s
(k)
i

δ
(k)
i =

∑
j

δ
(k+1)
j

∂f (k)

∂t
(s

(k)
i )w

(k+1)
ij
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Como δ
(n)
i es conocido en la capa de salida ahora podemos calcular hacia atrás todas

las actualizaciones a los pesos de la red.

4. Teoremas de aproximación

Para resolver el problema de aprendizaje se va a tratar de aprender una función
z = f(x) tal que f ∈ S un espacio de funciones. El algoritmo de aprendizaje va a dar
como resultado una función g ∈ U donde queremos que U ⊂ S. Cuando decimos que
las redes neuronales son un aproximador universal estamos diciendo que el espacio U es
denso en S.

Es posible probar la densidad de las redes neuronales con una única capa oculta en
el contexto de funciones C(In), L

1(In) y L2(In), donde In ⊂ Rn es el cubo unidad. Para
ver más detalles sobre esta parte ver [5].

Definición 4.1. Una función σ es discriminatoria en L2 si existe una medida µ ∈
L2(In) tal que 0 ≤ σ ≤ 1 y: ∫

In

σ(Wx+ b)dµ(x) = 0

para todo W ∈ Rn, b ∈ R

Definición 4.2. Una función se llama sigmoidal si verifica que ĺımx→−∞ σ(x) = 0 y
ĺımx→+∞ σ(x) = 1

Lema 4.0.1. Sea U un subespacio lineal de S espacio vectorial normado y sea s ∈ S
tal que dist(s, U) ≥ δ para algún δ > 0, donde dist es una metrica. Entonces existe un
funcional lineal L : S → R tal que:

|L| ≤ 1
L(u) = 0 para todo u ∈ U
L(s) = δ

Demostración: Sea T = {t : t = u+ λs, u ∈ U, λ ∈ R}.

Sea L : T → R definido como L(u+ λs) = λδ.

L(u1 + λ1s+ u2 + λ2s) = (λ1 + λ2)δ = L(u1 + λ1s) + L(u2 + λ2s)

por lo tanto L es lineal. Además L(s) = δ y L(u) = 0 para todo u ∈ U .

Solo falta ver que L(t) ≤ |t|.

|s+ u

λ
| ≥ δ
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1 ≥ δ

|s+ u
λ |

=
λδ

|λs+ u|

|λs+ u| ≥ λδ

luego tenemos que:

L(u+ λs) = λδ ≤ |λs+ u|
por lo tanto L(t) ≤ |t|.

Finalmente por el teorema de Hahn-Banach este funcional se puede extender a todo
S de forma que siga cumpliendo las propiedades anteriores.

□

Esto se traduce a que si U es un subespacio lineal que no es denso, entonces hay un
funcional lineal que vale 0 en U pero que no es el funcional lineal nulo en todo el espacio.

Teorema 4.1. Sea σ una función discriminatoria en L2. Entonces las sumas finitas

G(x) =
N∑
j=1

αjσ(w
T
j x+ bj)

donde wj ∈ Rn y bj ∈ R es densa en L2(In).

Demostración: Vamos a probarlo por absurdo. Sea U el subespacio lineal formado
por las funciones G(x), por [4.0.1] existe un funcional lineal L ∈ L2(In) tal que L ̸= 0 y
L|U = 0. Por el teorema de Riez existe g ∈ L2(In) tal que

L(f) =

∫
In

f(x)g(x)dx

y |L| = |g|, además L|U = 0 por lo que∫
In

G(x)g(x)dx = 0

para todo G ∈ U ; en particular∫
In

σ(wTx+ b)g(x)dx = 0

como σ es discriminatoria se tiene que g = 0 por lo que |L| = |g| = 0 entonces U es
denso.

□

Observación: Se puede probar que algunas funciones de activación como por ejem-
plo la función de Heavyside aśı como la función loǵıstica son discriminatorias.

También es posible hacer pruebas similares para otros espacios de funciones como
algunas de las más tradicionales. Para los detalles ver [5].
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Teorema 4.2 (Cybenko 1989). Sea σ una función sigmoidal continua. Entonces las
sumas finitas

G(x) =
N∑
j=1

αjσ(w
T
j x+ bj)

donde wj ∈ Rn y bj ∈ R es densa en C(In).





CAPÍTULO 4

Estabilidad

1. Introducción

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio de
las ecuaciones diferenciales no autónomas y en particular, formas de probar cuando un
punto de equilibrio es asintóticamente estable, exponencialmente estable o simplemente
estable.

La estabilidad de un punto de equilibrio esta relacionada a que soluciones que co-
mienzan suficientemente “cerca” se van a mantener “cerca” para todo tiempo a futuro.
La estabilidad asintótica además va a garantizar no solo que las soluciones se van a
mantener “cerca” sino que además van a tender a ser indistinguibles en el futuro. En el
caso de le estabilidad exponencial las soluciones se van a acercar al punto de equilibrio
pero la diferencia con la estabilidad asintótica va a estar dada por la velocidad a la que
se van a acercar.

Todos los esfuerzos van a estar centrados en probar el teorema principal sobre esta-
bilidad que enunciamos a continuación.

Teorema 1.1. Sea f : Rn × I → Rn, f ∈ C2 y ẋ = f(x, t), donde x : I → Rn y
supongamos que 0 es un punto de equilibrio, esto es f(0, t) = 0 para todo t ≥ 0. Además
supongamos que f esta en las condiciones del teorema de Picard y las soluciones existen

para todo tiempo futuro. Sea J(t) =
(
∂f
∂x

)
x=0

, el Jacobiano de f . Si ahora pedimos que:

Reλi(J(t)) ≤ −σ < 0 para todo t ≥ 0 donde σ > 0
∥J(t)∥ < c para todo t ∈ R+

∥∂J(t)
∂t ∥ < b para todo t ∈ I.

lim∥h∥→0supt≥0
∥f(h,t)−J(t)∥

∥h∥ = 0

Entonces existe ϵ > 0 tal que 0 es asintóticamente estable para ẋ(t) = f(x(t), ϵt).

Para esto procedemos de la siguiente forma. Vamos a comenzar en la sección de
estabilidad dando las definiciones de los diferentes tipos de estabilidad y probando una
extensión de los teoremas de Lyapunov para el caso no autónomo.

En la sección sobre ecuaciones diferenciales lineales no autónomas se va a probar un
teorema muy importante que nos va a permitir estudiar la estabilidad de lo puntos de
equilibrio a partir de la estabilidad de la linealización de la ecuación diferencial. Al final
de esa sección se va a dar una prueba del teorema principal de este caṕıtulo.

27
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En la última sección se va a probar que sucede con la estabilidad exponencial de
los puntos de equilibrio cuando la ecuación diferencial tiene la forma ẋ = f(t, x, u(t)) y
el punto de equilibrio existe para una función u(t) particular pero ahora consideramos
ẋ = f(t, x, u(t)+ ϵ(t)). Esto es de interés porque en la práctica, si la entrada u(t) es algo
que se esta midiendo a través de sensores, las mediciones pueden contener ruido y no
siempre que se presente el mismo escenario se va a obtener la misma forma para u(t).
También podŕıa pasar que se estén observando dos cosas muy similares. En ambos casos
seŕıa bueno obtener la misma respuesta.

2. Lyapunov

Cuando estudiamos ecuaciones diferenciales autónomas, nos ayudamos con las funcio-
nes de Lyapunov y sus teoremas sobre estabilidad. En este contexto, dada una ecuación
diferencial

ẋ = f(x(t))

donde x(t) ∈ U , f : U → Rn, U ⊂ Rn abierto, en las condiciones del teorema de Picard
y además asumiendo que las soluciones existen para todo tiempo futuro. (La existencia
de las soluciones para todo tiempo futuro al igual que estar en las condiciones de Picard
lo vamos a asumir durante todo el caṕıtulo.).

Recordando algunas cosas que vamos a asumir conocidas ya que se suelen ver en
cursos de ecuaciones diferenciales. Se puede probar que x0 es un punto de equilibrio
estable si es un punto cŕıtico de f y además existe una función de Lyapunov V que
cumple:

V : W → R, donde V es una función continua y W ⊂ U es un entorno abierto
de x0.
V (x0) = 0 y V (x) > 0 para todo x ̸= x0 en W (en realidad es suficiente que x0
sea un mı́nimo local estricto de V ).

V̇ (x(t)) ≤ 0 para todo x(t) solución de la ecuación diferencial en U (la derivada
de V a lo largo de las trayectorias es no positiva).

Si somos más estrictos y exigimos que V̇ (x(t)) < 0 para todo x(t) en W , entonces
x0 será asintóticamente estable.

La mayoŕıa de los temas tratados en esta sección están tratados de una forma más
profunda en su versión más elemental en [24] y de una forma un poco más avanzada en
[20].

El trabajo se va a centrar en estudiar la estabilidad de ecuaciones diferenciales no
autónomas de la forma:

ẋ = f(t, x)
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donde x(t) ∈ U y f : I × U → Rn, con I ⊂ R un intervalo no acotado y U ⊂ Rn

abierto, en las condiciones del teorema de Picard y asumiendo que las soluciones existen
para todo tiempo futuro.

Vamos a ver que existen teoremas similares a los de Lyapunov para ecuaciones dife-
renciales no autónomas, con la diferencia de que se tiene más cuidado y requerimientos
sobre las funciones V .

A los conceptos de estabilidad que se pueden analizar en el caso autónomo se van a
sumar los mismos con el término uniforme cuando el tipo de estabilidad no es dependiente
del tiempo en el que inicia la evolución de la solución.

En las siguientes definiciones x0 va a ser el punto de equilibrio de ẋ = f(t, x) es
decir f(t, x0) = 0 para todo t, y(t) va a ser otra solución de la ecuación diferencial con
condición inicial y(t0) = y0.

Definición 2.1 (Punto de equilibrio estable). Un punto de equilibrio se dice
estable si para todo ϵ > 0 y t0 existe δ(t0, ϵ) > 0 de forma que cuando ∥y0−x0∥ < δ(t0, ϵ)
se tiene que ∥y(t)−x0∥ < ϵ para todo t ≥ t0 donde y(t) es la solución tal que y(t0) = y0.

Definición 2.2 (Punto de equilibrio uniformemente estable). Un punto de
equilibrio se dice uniformemente estable si para todo ϵ > 0 y t0 existe δ(ϵ) > 0 de forma
que cuando ∥y0 − x0∥ < δ(ϵ) se tiene que ∥y(t)− x0∥ < ϵ para todo t ≥ t0 donde y(t) es
la solución tal que y(t0) = y0.

Observación: Notar que la diferencia con la definición anterior es exclusivamente
que δ no depende del tiempo inicial.

Definición 2.3 (Punto atractor). Un punto x0 se dice atractor si para todo t0
existe δ(t0) > 0 de forma que cuando ∥y0 − x0∥ < δ(t0) se tiene que ∥y(t)− x0∥ −−−→

t→∞
0

donde y(t) es la solución tal que y(t0) = y0.

Definición 2.4 (Punto atractor uniforme). Un punto x0 se dice atractor uniforme
si para todo t0 existe δ > 0 de forma que cuando ∥y − x0∥ < δ se tiene que ∥y(t) −
x0∥ −−−→

t→∞
0 donde y(t) es la solución tal que y(t0) = y0.

Definición 2.5 (Estabilidad asintótica). Un punto x0 es asintóticamente estable
si es estable y además es un atractor.

Definición 2.6 (Estabilidad exponencial). El punto x0 es exponencialmente es-
table si existen constantes r, a, b > 0 tales que ∥x(t)−x0∥ < a∥x(t0)−x0∥e−bt para todo
x ∈ B(x0, r), t ≥ t0 con x(t0) = x0.



30 4. ESTABILIDAD

Observación: Notar que la diferencia entre la estabilidad asintótica y la exponencial
se da por la velocidad de convergencia al punto de equilibrio. La estabilidad exponencial
implica la estabilidad asintótica pero el reciproco no necesariamente es cierto.

¿Qué sucede cuando estudiamos una ecuación diferencial de este tipo comparado
a cuando era autónoma?. Primero que nada las funciones V que utilizábamos antes
solamente depend́ıan de la variable espacial, pero en este contexto pueden llegar a tener
una dependencia temporal.

Observación: Siempre estamos pidiendo que las soluciones existan para todo tiem-
po futuro ya que las condiciones de estabilidad utilizadas tienen condiciones sobre las
soluciones para todo tiempo futuro. Esto tiene sentido ya que al mantenerse como mı́ni-
mo cerca del punto de equilibrio las soluciones no se escapaŕıan de ningún compacto
espacialmente y por el teorema de escape de compactos van a tener que hacerlo por la
coordenada temporal.

Sea V : I × U → Rn donde I es un intervalo no acotado de R y U es un abierto de
Rn que contiene el punto de equilibrio que vamos a estar analizando. Lo primero que
podemos ver es que la derivada de Lyapunov o derivada a lo largo de las orbitas tiene
un término adicional referente a la derivada temporal de V .

∇xV (t, x)ẋ+
∂V

∂t
= V̇ (t, x(t))

∇xV (t, x)f(t, x(t)) +
∂V

∂t
= V̇ (t, x(t))

Antes de probar los equivalentes a los teoremas de Lyapunov para el caso no autóno-
mo se necesita definir lo que es una función localmente definida positiva, negativa y otras
cosas mas en este contexto.

Observación: Con objetivo de no repetir mucho algunas propiedades vamos a llamar
funciones de clase K a una función ϕ : [0, a) → R+ continua, estrictamente creciente y
que ϕ(0) = 0, si además permitimos que a = ∞ entonces diremos que es una función de
clase K∞. También vamos a llamar funciones de clase L a una función ϕ : R+ → R+

continua, estrictamente decreciente y que ϕ(0) < ∞ con ϕ(t) −−−→
t→∞

0.

Se puede ver que la composición de funciones de clase K al igual que sus inversas
continúan siendo funciones de clase K.

Con el objetivo de motivar la utilidad de las funciones de clase K y L vamos a ver que
las funciones que conocemos como localmente definidas positivas (las del caso autóno-
mo) espacialmente siempre las podemos acotar superior e inferiormente por funciones
de clase K. No obstante otra razón para utilizarlas tiene que ver con la posibilidad de
encontrar bolas donde la función V fuera de las mismas sea estrictamente mayor que
dentro independientemente del tiempo. Estas funciones nos permiten hacer demostra-
ciones similares a las del caso autónomo permitiendo poner cotas a la función V en una
bola centrada en el punto de equilibrio.
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De aqúı en mas siempre vamos a trabajar con el punto de equilibrio siendo 0 ya que
cualquier punto de equilibrio se puede llevar a cero efectuando un cambio de variables.
Esto va a simplificar muchos de los cálculos que vamos a hacer. Si suponemos que
ẋ = f(t, x) tiene un punto de equilibrio en x0 entonces ẏ = f(t, y + x0) tiene un punto
de equilibrio en 0. Al mismo tiempo este cambio de variables se puede ver que no tiene
ningún efecto sobre los valores de las derivadas de f .

Teorema 2.1. Sea V : D → R una función continua y definida positiva 1, Br =
B(0, r) ⊂ D ⊂ Rn que contiene un entorno de 0. Entonces existen funciones ϕ1 : [0, r) →
R y ϕ2 : [0, r) → R de clase K tal que ϕ1(∥x∥) ≤ V (x) ≤ ϕ2(∥x∥) para todo x ∈ Br

Demostración: La prueba va a consistir de 3 partes. Vamos a encontrar una fun-
ción α que va a ser creciente pero no necesariamente estricta. Luego, vamos a probar
que es continua y finalmente vamos a encontrar una función que va a ser estrictamente
creciente, continua y menor que α

1) Vamos a ver la existencia de una función creciente
Sea α(s) = infs≤∥x∥<rV (x) y β(s) = sup0≤∥x∥<sV (x). Esto lo podemos hacer porque

V (0) = 0 y además es continua. Vamos a hacer la prueba para α siendo similar la prueba
para β

Veamos que α es creciente:

Si s < k entonces {x : k ≤ ∥x∥ < r} ⊂ {x : s ≤ ∥x∥ < r} luego infs≤∥x∥<rV (x) ≤
infk≤∥x∥<rV (x) y por lo tanto α es creciente aunque no necesariamente de forma estricta.

2) Ahora veamos que α es continua:

Esto resulta simplemente porque V es continua y el ı́nfimo de una función continua
es continuo.

r

s

infs≤∥x∥<rV (x)

3) Ahora hay que construir ϕ1 para que sea estrictamente creciente.

α tiene que ser estrictamente positiva en un entorno de O, porque V > 0 cuando
s ̸= 0 y además V es continua.

1Aqúı definida positiva se debe interpretar como en los cursos de ecuaciones diferenciales donde
V (X) > 0 para todo x ̸= 0 y V (0) = 0
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Ahora definimos ϕ1 recursivamente: por lo anterior sabemos que existe a > 0 tal que
α es creciente estricta en [0, a). En este intervalo definimos en [0, a]:

ϕ1(s) =
α(s)

2
.

De aqúı inmediatamente tenemos que ϕ1(s) < α(s) en [0, a].

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0

ϕ1(x)

α(x)

Ahora supongamos que ϕ1 está definida en [0, b). Tenemos dos casos.
1) Si α es constante en [b, c) y llamamos l = ĺımx→b− ϕ1(x) y k = ĺımx→c− α(x) se

define:

ϕ1(x) = l +
k − l

c− b
(x− b),

de donde ϕ1(x) ≤ α(x) en [b, c).
2) Si α es estrictamente creciente en [b, c), se define:

ϕ1(x) = l +
k − l

2(c− b)
(x− b),

y nuevamente se tiene que ϕ1(x) ≤ α(x) en [b, c).
Luego:

ϕ1(∥x∥) ≤ α(∥x∥) ≤ V (x).

Procediendo de la misma forma para β se prueba que existe ϕ2 donde ϕ1(∥x∥) ≤
α(∥x∥) ≤ V (x) ≤ β(∥x∥) ≤ ϕ2(∥x∥)

□

Observación: Es claro que rećıprocamente si una función V : D → R continua con
Br = B(0, r) ⊂ D ⊂ Rn donde V (0) = 0 es tal que existen funciones ϕ1 : [0, r) → R y
ϕ2 : [0, r) → R de clase K tal que ϕ1(∥x∥) ≤ V (x) ≤ ϕ2(∥x∥) para todo x ∈ Br entonces
necesariamente V es definida positiva en B(0, r).

Dada la observación anterior ahora se pueden definir las funciones definidas positivas
y definidas negativas en el contexto no autónomo. En las definiciones que siguen I va a
ser un intervalo no acotado superiormente y D va a ser un conjunto conexo y acotado
en Rn. Además estas funciones van a ser definidas respecto a 0 (lo que quiere decir que
V (0) = 0) ya que como dijimos antes vamos a trabajar siempre con 0 como punto de
equilibrio. En el caso realmente general debeŕıamos considerarlas respecto a un punto
x0 genérico respecto al que queremos estudiar las propiedades de estabilidad.
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Un detalle importante a tener en cuenta es que en las definiciones que siguen sobre
funciones definidas positivas vamos a ver que solamente se pide una cota inferior por
funciones de clase K. En el teorema anterior fue posible encontrar una cota tanto superior
como inferior por el hecho de que el tipo de estabilidad es independiente del tiempo. Esto
quiere decir que en los teoremas siempre vamos a pedir adicionalmente la cota superior
cuando estemos tratando de probar la estabilidad en el sentido uniforme y solamente la
cota inferior cuando el tipo de estabilidad no sea uniforme.

Esta parte esta presentada con más detalles en [24]. En [20] la presentación es más
breve y se omiten algunos detalles.

Definición 2.7. Función localmente definida positiva
Vamos a decir que una función V : I×D → Rn donde D ⊂ Rn es localmente definida

positiva si:

V es continua
V (t, 0) = 0 para todo t ∈ I.
Existe ϵ > 0 y α : [0, ϵ) → R+ de clase K tal que α(∥x∥) ≤ V (t, x) para todo
t ≥ 0 y para todo x ∈ Bϵ.

Observación: Si bien no se ha puesto de forma explicita el dominio de la función
α la misma tiene que estar definida al menos en algún conjunto que incluya a [0, ϵ).
También hay que tener presente que no son funciones cuyo domino es Rn sino que son
funciones cuyo dominio esta en R.

Definición 2.8. Función localmente definida negativa
Vamos a decir que una función V : I×D → Rn donde D ⊂ Rn es localmente definida

negativa si −V es localmente definida positiva.

Definición 2.9. Función decreciente
Vamos a decir que una función V : I × D → Rn donde D ⊂ Rn es decreciente si

existe r > 0 y una función β : B(0, r) → R de clase K tal que para todo t ∈ I se tiene
que V (t, x) ≤ β(∥x∥) para todo x ∈ B(0, r).

Observación: Vamos a decir que la función es definida positiva o definida negativa
cuando Br = Rn.

Observación: Es claro que una función V : I × D → R es localmente definida
positiva si localmente se tiene que existe una función W : D → R localmente definida
positiva en el sentido autónomo donde W (x) < V (t, x) en un entorno de 0 para cualquier
tiempo. Esto queda claro por el teorema 2.1 ya se tiene ϕ1(||x||) ≤ W (x) ≤ V (t, x) donde
ϕ1 es una función de clase K.

Para analizar la estabilidad de una ecuación diferencial no autónoma, vamos a utilizar
la misma técnica que se usa para las autónomas. Es decir vamos a ver el comportamiento
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de la derivada de V a lo largo de las trayectorias de las soluciones. Si suponemos que
x(t) es una solución en particular vamos a tener:

V̇ (t, x) =
∂V

∂t
(t, x) +∇xV (t, x)

∂x

∂t
(t)

Esto es la derivada de Lyapunov de V . En el caso autónomo se tenia:

V̇ (x) = ∇xV (x)
∂x

∂t
(t)

Ahora ya tenemos todas las herramientas necesarias para poder probar los equi-
valentes de los teoremas de Lyapunov en el caso no autónomo. Como mencionamos
anteriormente, estos nos van a permitir estudiar el tipo de estabilidad de un punto de
equilibrio, siempre que podamos encontrar funciones de Lyapunov apropiadas.

A partir de ahora vamos a considerar ẋ = f(t, x) en las condiciones del teorema de
Picard y de forma que las soluciones existen para todo tiempo futuro. Esto último es
que el intervalo I tiene la forma I = [a,∞) para algún a o I = R.

Con las definiciones establecidas y las herramientas técnicas necesarias introducidas,
estamos en condiciones de enunciar los teoremas fundamentales que caracterizan la esta-
bilidad mediante funciones de Lyapunov. Estos teoremas extienden los resultados clásicos
del caso autónomo al contexto no autónomo, estableciendo condiciones suficientes para
cada tipo de estabilidad.

Teorema 2.2. El punto de equilibrio 0 es estable si existe una función V ∈ C1

localmente definida positiva y una constante r > 0 tal que V̇ (t, x) ≤ 0 para todo x ∈
B(0, r) donde V̇ (t, x) es la derivada de Lyapunov.

Demostración: Como V es localmente definida positiva, existe s > 0 y α : [0, s) →
R de clase K tal que α(∥x∥) ≤ V (t, x) para todo t ≥ t0 y todo x ∈ B(0, s).

Queremos probar que para todo ϵ > 0 existe δ(ϵ, t0) tal que si ∥x(t0)∥ < δ entonces
∥x(t)∥ < ϵ para todo t ≥ t0.

Vamos a elegir ϵ1 = mı́n{ϵ, r, s}, de esta forma vamos a mantener las soluciones a
una distancia menor que ϵ y vamos a asegurar las condiciones que nos interesan sobre
V y sobre α.

Vamos a elegir δ de forma que sup∥x∥≤δ V (t0, x) < α(ϵ1). Esto es posible porque

V (0) = 0 y además es continua.

Ahora si ∥x(t0)∥ < δ se tiene que V (t0, x(t0)) < α(ϵ1) y al ser V̇ ≤ 0 sobre las orbitas
de las soluciones se tiene que V (t, x(t)) ≤ V (t0, x(t0)) < α(ϵ1) para todo t ≥ t0 y todo
x(t0) ∈ B(0, δ).
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α(ϵ1) ≤ V (t, x), ∥x∥ = ϵ1

ϵ1

A

B

Un detalle técnico respecto a la prueba, es que esta sumiendo que la solución nunca
sale de B(0, ϵ1). Para que la prueba sea bien formal supongamos que existe t1 el menor
t tal que x(t1) ≥ ϵ1, entonces V (t1, x(t1)) ≥ α(ϵ1) > V (t0, x0).

Pero por hipótesis V̇ ≤ 0 en B(0, ϵ1) entonces se tiene que

V (t1, x(t1)) ≤ V (t0, x0) < α(ϵ1) ≤ V (t1, x(t1))

lo que es absurdo, por lo tanto x(t) nunca sale de B(0, ϵ1). □

Teorema 2.3. El punto de equilibrio 0 es uniformemente estable si existe una función
V ∈ C1 localmente definida positiva y decreciente tal que V̇ ≤ 0.

Demostración: La prueba sigue las mismas lineas que el teorema anterior solo que
ahora podemos elegir δ de forma independiente del instante inicial t0. Esto se debe a
que al ser V decreciente va a estar acotada superiormente por una función de clase K
que solo depende de la variable espacial.

Por ser decreciente y localmente definida positiva nuevamente tomando ϵ1 = min{ϵ, r, s}
tenemos

α(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ β(∥x∥)
Si elegimos δ de forma que β(δ) < α(ϵ1). Luego el resto de la prueba sigue como en el

teorema anterior. Tal δ va a existir porque ambas funciones son estrictamente crecientes
y valen 0 en 0.

□

Teorema 2.4. El punto de equilibrio 0 es uniformemente asintóticamente estable
si existe una función V ∈ C1 localmente definida positiva, decreciente y una constante
r > 0 tal que V̇ es localmente definida negativa.

Demostración: Bajo estas hipótesis ya sabemos que 0 es uniformemente estable.
Por lo tanto hay que probar que 0 es un atractor uniforme, es decir existe δ1 > 0 tal
que para todo ϵ > 0 existe T (ϵ) < ∞ donde si ∥x0∥ < δ1 entonces ∥x(t)∥ < ϵ para todo
t ≥ T + t0.

Por hipótesis sabemos que existe r > 0, α, β, γ : [0, r) → R de clase K tal que si
∥x∥ < r entonces:
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α(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ β(∥x∥) para todo t ≥ t0
V̇ (t, x) ≤ −γ(∥x∥)

Vamos a elegir δ1 < β−1(α(r)), en particular δ1 < r ya que α(δ1) ≤ β(δ1) = α(r) y
al ser α estrictamente creciente se tiene que δ1 < r.

En particular esto implica que si ∥x∥ < δ1 < r y por ser V̇ localmente definida
negativa se tiene que las soluciones se mantienen dentro de B(0, r) y por lo tanto las

condiciones de ser V̇ definida negativa al igual que V definida positia se cumplen a lo
largo de las trayectorias.

Ahora elegimos δ2 < min{β−1(α(ϵ)), δ1}, esto nos garantiza razonando como antes
que δ2 < ϵ.

Finalmente vamos a elegir T = β(δ1)
γ(δ2)

.

Vamos a ver que si ∥x0∥ < δ1 entonces ∥x(t1)∥ < δ2 para algún t1 ∈ [t0, t0 + T ].

Supongamos que esto no es aśı, entonces:

0 < α(δ2) ≤ V (t, x(t)) = V (t0, x0) +

∫ t0+T

t0

V̇ (τ, x(τ))dτ

Pero tenemos que:

V̇ (τ, s(τ, t0, x0)) < −γ(∥x(τ)∥) ≤ −γ(δ2)

V (t0, x0) < β(δ1)

entonces:

0 < β(δ1)−
∫ t0+T

t0

γ(δ2)dτ = β(δ1)− Tγ(δ2)

por lo tanto T < β(δ1)
γ(δ2)

en contra de la elección inicial de T por lo que existe t1 ∈
[t0, t0 + T ] tal que ∥s(t1, t0, x0)∥ < δ1. Como antes al ser V̇ localmente definida negativa
se tiene que una vez que ∥x(t1)∥ < δ2 no se puede alejar mas de δ2 < ϵ y por lo tanto
acabamos de probar que 0 es una atractor uniforme.

□

La última prueba que vamos a dar hace referencia a la estabilidad asintótica cuando
la velocidad de convergencia al punto de equilibrio es exponencial. Esto es muy útil en
aplicaciones emṕıricas porque se pueden ver los efectos asintóticos en un número muy
pequeño de iteraciones.

Para poder realizar la ultima prueba se necesita un lema conocido como lema de
comparación. Este lema va a ser muy útil para acotar soluciones en función de las
condiciones iniciales. Para esto definimos

D+v(t) = ĺım sup
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
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Teorema 2.5. Sea ẋ = f(t, x) en las condiciones del teorema de Picard, con x(t) la
solución tal que x(t0) = x0, definida en el intervalo J . Si v : J → R es otra función que
cumple:

v(t0) ≤ x0
D+v(t) ≤ f(t, v(t)) para todo t ∈ J

Entonces, v(t) ≤ x(t) para todo t ∈ J .

Demostración:
Consideremos la función auxiliar ż(t, λ) = f(t, z) + λ, con z(t0, λ) = x0 y λ > 0.

Por el teorema de Picard, la solución z(t, λ) existe en algún compacto [t0, t1] ⊂ J y por
continuidad respecto al parámetro λ existe δ > 0 tal que si h < δ, entonces z(t, h) es la
única solución de ż(t, h) = f(t, z) + h definida en [t0, t1] y que además cumple:

|z(t, h)− x(t)| < ε ∀t ∈ [t0, t1]

Esto es porque: {
ẋ = f(t, x)

ż = f(t, z) + λ
x(t0) = z(t0) = x0

Por continuidad de x y z, como x(t0) = z(t0) = x0, existe t1 > t0 tal que si t0 ≤ t ≤ t1:

∥x(t)− x0∥ < ε
4L , ∥z(t)− x0∥ < ε

4L

⇒ ∥x(t)− z(t)∥ ≤ ∥x(t)− x0∥+ ∥z(t)− x0∥ < ε
2L .

∥x(t)− z(t)∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0

˙x(s)− ˙z(s) ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

t0

(
f(s, x(s))− f(s, z(s))− λ

)
ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

t0

∥f(s, x(s))− f(s, z(s))∥ ds+
∫ t

t0

λ ds

≤ λ(t− t0) +
ε
2 < ε

Finalmente:

λ(t1 − t0) < ε
(
1− 1

2L

)
⇒ λ <

ε
(
1− 1

2L

)
t1 − t0

.

Paso 1: v(t) ≤ z(t, λ) ∀t ∈ [t0, t1]
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Supongamos, por contradicción, que existe a ∈ [t0, t1] tal que v(a) = z(a, λ) y v(t) >
z(t, λ) para t ∈ (a, b] ⊂ [t0, t1]. Entonces:

v(t)− v(a) > z(t, λ)− z(a, λ) ∀t ∈ (a, b]

Lo que implica:

D+v(a) ≥ ż(a, λ) = f(a, z(a, λ)) + λ > f(a, v(a))

Esto contradice la hipótesis (2), por lo que debemos tener v(t) ≤ z(t, λ) para todo
t ∈ [t0, t1].

Paso 2: v(t) ≤ x(t) ∀t ∈ [t0, t1]

Si no fuera cierto, existiŕıa a ∈ [t0, t1] tal que v(a) > x(a). Sea ε = v(a)−x(a)
2 . Por la

propiedad de z(t, λ), podemos elegir λ suficientemente pequeño para que:

v(a)− z(a, λ) = v(a)− x(a) + x(a)− z(a, λ) > ε

Esto contradice el resultado del Paso 1. Por lo tanto, v(t) ≤ x(t) para todo t ∈ [t0, t1].
Como [t0, t1] es un compacto arbitrario dentro de J , la desigualdad se cumple en todo
J .

□

Teorema 2.6. Sea ẋ = f(t, x), donde f : I ×D → Rn donde D ⊂ Rn es de clase C1

y 0 ∈ D. Sea V : I ×D → R de clase C1 y tal que

k1||x||α ≤ V (t, x) ≤ k2||x||α

∂V

∂t
+∇xV · f(t, x) ≤ −k3||x||α

con k1, k2, k3, α > 0, entonces 0 es uniformemente exponencialmente estable.

Demostración:
1. Estabilidad: Las soluciones son uniformemente asintóticamente estables ya que

estamos en las condiciones de estabilidad asintótica uniforme.

2. Velocidad: Por un lado tenemos que k1||x||α ≤ V (t, x) ≤ k2||x||α de donde

||x||α ≤ V (t,x)
k1

. Luego V̇ ≤ −k3||x||α ≤ −k3
k1
V .

Aplicando el lema de comparación:

V (t, x) ≤ V (t0, x0)e
− k3

k1
(t−t0)

=⇒ ||x(t)||α ≤ V (t, x)

k1
≤ V (t0, x0)

k1
e
− k3

k1
(t−t0)

V (t, x) ≤ k2||x(t)||α

=⇒ ||x(t)||α ≤ k2
k1

||x(t0)||αe
− k3

k1
(t−t0)
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=⇒ ||x(t)|| ≤
(
k2
k1

) 1
α

||x(t0)||e
− k3

αk1
(t−t0)

por lo tanto 0 es uniformemente exponencialmente estable. □

3. Ecuaciones diferenciales lineales no autónomas

Los teoremas anteriores son los mas fundamentales pero en general es dif́ıcil encontrar
una función de Lyapunov para poder probar cualquier tipo de estabilidad. El objetivo
de esta sección, es dar herramientas, para analizar la estabilidad de puntos de equilibrio
de una ecuación diferencial no autónoma de forma local, mediante linealización. Esto es
útil ya que es mucho mas simple analizar el problema lineal que el problema no lineal.

En la prueba de dicho teorema vamos a hacer uso de un tipo particular de funciones
de Lyapunov, utilizando matrices definidas positivas cosa que sirve tanto para el caso
autónomo como para el no autónomo. Vamos a probar que la existencia de estas funciones
es una condición necesaria y suficiente para que 0 sea un punto de equilibrio estable.

Llamamos matriz definida positiva a toda matriz que cumpla xTAx ≥ 0 para todo
x ̸= 0.

Antes de pasar a los teoremas principales de esta sección necesitamos un teorema
técnico que nos va a permitir intercambiar la derivada y la integral en el caso impropio.
Las ideas de este teorema están sacadas de [10].

Definición 3.1. Decimos que la integral
∫∞
0 f(x, y)dy es uniformemente convergente

si ∀ε > 0 ∃A(ε) tal que |
∫∞
A(ε) f(x, y)dy| < ε para todo x ∈ I.

Teorema 3.1. Sea
∫∞
0 f(x, y)dy uniformemente convergente para todo x ∈ I y f

continua ⇒ ∀a, b ∈ I se tiene que∫ b

a

∫ ∞

0
f(x, y)dydx =

∫ ∞

0

∫ b

a
f(x, y)dxdy.

Demostración: ∫ ∞

0
f(x, y)dy =

∫ A( ε
b−a)

0
f(x, y)dy +R(ε)

donde |R(ε)| < ε
b−a debido a la convergencia uniforme de la integral.

Por ser f continua y acotada ⇒
∫ A( ε

b−a)
0 f(x, y)dy es integrable en [a, b] respecto a

x, luego: ∫ b

a

[∫ A( ε
b−a)

0
f(x, y)dy +R(ε)

]
dx

=

∫ b

a

∫ A( ε
b−a)

0
f(x, y)dydx+

∫ b

a
R(ε)dx
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=

∫ b

a

∫ A( ε
b−a)

0
f(x, y)dydx+ (b− a)

ε

b− a

=

∫ A( ε
b−a)

0

∫ b

a
f(x, y)dxdy + ε

dado que A
(

ε
b−a

)
→ ∞ cuando ϵ → 0 tenemos que∫ b

a

∫ ∞

0
f(x, y)dydx =

∫ ∞

0

∫ b

a
f(x, y)dxdy

□

Teorema 3.2. Sean F (x) =
∫∞
0 f(x, y)dy y

∫∞
0 fx(x, y)dy son uniformemente con-

vergentes para cualquier x ∈ I, donde I es un intervalo acotado. Además f y fx son
continuas. Entonces ∂F

∂x (x) =
∫∞
0 fx(x, y)dy.

Demostración: Sea G(x) =
∫∞
a fx(x, y)dy.∫ x

a
G(x)dx =

∫ x

a

∫ ∞

0
fx(x, y)dydx =

∫ ∞

0

∫ x

a
fx(x, y)dxdy

el cambio de orden de integración debido a la convergencia uniforme.

⇒
∫ x

a
G(x)dx =

∫ ∞

0
[f(x, y)− f(a, y)]dy = F (x)− F (a)

luego por el teorema fundamental del calculo

F ′(x) = G(x)

de donde se concluye que

∂F

∂x
(x) =

∫ ∞

0
fx(x, y)dy

□

Probablemente el tipo más simple de función de Lyapunov que uno puede imaginar
seria una de la forma V (t, x) = xTP (t)x, donde P sea una matriz definida positiva y
simétrica para todo t. Esto motiva a iniciar la búsqueda de funciones de este tipo para
probar la estabilidad en el caso de ecuaciones diferenciales lineales no autónomas.

Para motivar el siguiente teorema vamos a comenzar a analizar que pasa en el ca-
so autónomo, lo que va a dar un poco de claridad para el caso no autónomo cuando
consideramos funciones de Lyapunov con esta forma.

Supongamos que queremos analizar la estabilidad de ẋ = Ax. Pensando en el método
de Lyapunov y siendo 0 ∈ D ⊂ Rn, x(t) ∈ Rn queremos encontrar una función V : D →
R, definida positiva con derivada de Lyapunov definida negativa.

En particular si V (x) = xTPx donde P es una matriz simétrica, definida positiva,
esta función V es definida positiva.

V̇ (x) = xTPẋ+ ẋTPx = xT (PA+ATP )x = −xTQx
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Si PA + ATP = −Q es una matriz simétrica definida negativa, V̇ va a ser definida
negativa. Si esta es una función de Lyapunov que cumple estas condiciones sobre las
soluciones entonces 0 es asintóticamente estable.

En el caso no autónomo, vamos a tener ẋ = A(t)x y si ahora consideramos una

función V (t, x) = xTP (t)x y calculamos V̇ obtenemos:

V̇ (t, x) = ẋTP (t)x+ xT Ṗ (t)x+ xTP (t)ẋ

V̇ (t, x) = xT (A(t)TP (t) + Ṗ (t) + P (t)A(t))x = −xTQ(t)x

es decir que en el caso no autónomo vamos a pedir que

−Ṗ (t) = Q(t) + P (t)A(t) +A(t)TP (t)

Si Q es definida positiva, nuevamente se tiene que V es definida positiva y V̇ es
definida negativa. Esto prueba que la existencia de una función de Lyapunov lo que es
suficiente para probar la estabilidad asintótica. Ahora veamos que esto también garantiza
la estabilidad exponencialmente asintótica.

Si ahora pedimos que tanto P como Q sean definidas positivas y uniformemente
acotadas.

||P (t)|| = máx
||x||=1

||P (t)x|| ≤ M ∀t

Luego
||xTP (t)x|| ≤ ||x|| ||P (t)|| ||x|| = M ||x||2

De la misma forma

xTP (t)x > 0 si x ̸= 0

ı́nf
||x||=1

||xTP (t)x|| ≥ K ∀t ≥ t0.

||xTP (t)x|| ≥ K||x||2

K||x||2 ≤ xTP (t)x ≤ M ||x||2

análogamente se puede ver que

−xTQ(t)x ≤ −K2||x||2

Y debido al teorema 2.6 esto implica la asintotia exponencial.

El siguiente teorema enuncia la necesidad y suficiencia de la existencia de funciones
de esta forma particular.
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Teorema 3.3. Sea ẋ = A(t)x donde A(t) es continua, acotada y A(t) ∈ Mn×n

para cada t. El origen 0 es exponencialmente estable si y solo si para toda Q(t) que sea
continua, uniformemente acotada, simétrica y definida positiva para cada t existe una
matriz P (t) ∈ C1 uniformemente acotada, simétrica y definida positiva tal que:

−Ṗ (t) = AT (t)P (t) + P (t)A(t) +Q(t)

en particular V (t, x) = xTP (t)x es una función de Lyapunov para ẋ = A(t)x.

Demostración: Vamos a probar la existencia de estas funciones siendo que ẋ =
A(t)x es exponencialmente estable. La otra dirección se probo en la discución anterior.

Sea P (t) =
∫∞
t ϕT (τ, t)Q(τ)ϕ(τ, t)dτ donde toda solución x(t) se puede escribir como

x(t) = ϕ(t, t0)x(t0) donde x(t0) es el valor inicial y vamos a llamar ϕ(t, t0, x(t0)) =
ϕ(t, t0)x(t0)

1 - P (t) esta bien definida
Primero veamos que P (t) esté bien definida, es decir la integral converge ∀t ∈ R, t ≥

t0

Como 0 es exponencialmente estable

||Φ(τ, t)x0|| ≤ be−α(τ−t)||x0||

||Φ(τ, t)|| ≤ be−α(τ−t)

Como ∥Q(t)∥ ≤ c4 por ser uniformemente acotada

||P (t)|| ≤
∫ ∞

t
||ΦT (τ, t)|| ||Q(τ)|| ||Φ(τ, t)||dτ ≤

∫ ∞

t
c4b

2e−2α(τ−t)dτ =
c4b

2

2α

2 - P es acotada
Ahora veamos que la forma de V nos esta en las condiciones para la estabilidad

exponencial.

xTP (t)x =

∫ ∞

t
(ϕ(τ, t)x)TQ(τ)ϕ(τ, t)xdτ

xTP (t)x ≤
∫ ∞

t
c4∥ϕ(τ, t)∥2∥x∥2dτ
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xTP (t)x ≤
∫ ∞

t
c4b

2e−2α(τ−t)∥x∥2dτ

=
b2c4
2α

∥x∥2 = c2∥x∥2

donde c2 =
b2c4
2α .

3 - V es definida positiva
Ahora buscamos la cota por debajo, para esto necesitamos ver una cota para las

soluciones. Para eso veamos que como ∥A(t)∥ ≤ L para todo t ≥ 0 y como x(t) =
Φ(t, t0)x0

d

dt
[x(t)Tx(t)] = 2xT (t)ẋ(t) = 2xT (t)A(t)x(t) ≤ 2||x(t)||2||A(t)||

d

dt
[xT (t)x(t)] ≤ 2||A(t)||||x(t)||2

−2L||x(t)||2 ≤ d

dt
[xT (t)x(t)] ≤ 2L||x(t)||2

−2L ≤
˙||x(t)||

||x(t)||
≤ 2L

−||x||e−2L(τ−t) ≤ ||x(t)|| ≤ ||x||e2L(τ−t)

por lo que ∥ϕ(τ, t, x)∥22 ≥ ∥x∥2e−2L(τ−t) entonces

xTP (t)x ≥
∫ ∞

t
c3∥ϕ(τ, t, x)∥22dτ ≥

∫ ∞

t
∥x∥22e−2L(τ−t)dτ

xTP (t)x ≥ c3
2L

∥x∥22 = c1∥x∥22

donde c1 =
c3
2L . De aqúı tenemos que

c1∥x∥22 ≤ xTP (t)x ≤ c2∥x∥22

por lo tanto se ve que P (t) es definida positiva y acotada.

Que P (t) es C1 se puede ver porque esta definida como la integral de un producto
de funciones continuas. Es uniformemente acotada porque las cotas que se acaban de
calcular son independientes de t.
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Que P (t) es simétrica se puede ver directamente de la definición ya queQ es simétrica.

4 - Q cumple −Ṗ (t) = AT (t)P (t) + P (t)A(t) +Q(t)
Para esto vamos a utilizar la identidad:

∂ϕ

∂t
(τ, t) = −ϕ(τ, t)A(t)

La misma la podemos deducir debido a que ϕ(τ, t)ϕ(t, τ) = id y si consideramos
ϕ(τ, t)ϕ(t, τ)x = x donde x esta fijo entonces esa expresión es constante, luego

0 =
∂

∂t
[ϕ(τ, t)ϕ(t, τ)x] =

∂ϕ

∂t
(τ, t)ϕ(t, τ)x+ϕ(τ, t)

∂ϕ

∂t
(t, τ)x =

∂ϕ

∂t
(τ, t)ϕ(t, τ)x+ϕ(τ, t)A(t)ϕ(t, τ)x

∂ϕ

∂t
(τ, t)ϕ(t, τ) = −ϕ(τ, t)A(t)ϕ(t, τ)

∂ϕ

∂t
(τ, t) = −ϕ(τ, t)A(t)

Como la integral es uniformemente acotada, integrable respecto a τ para cualquier t,
el integrando es derivable respecto a t y este es integrable respecto a τ , podemos aplicar
la regla de Leibniz y derivar bajo el signo integral.

∂P

∂t
=

∫ ∞

t
ϕT (τ, t)Q(τ)

∂ϕ

∂t
(τ, t)dτ +

∫ ∞

t

[
∂ϕ

∂t

T

(τ, t)

]
Q(τ)ϕ(τ, t)dτ −Q(t)

Utilizando la expresión calculada antes para calcular remplazar dentro de la integral

∂P

∂t
= −

∫ ∞

t
ϕT (τ, t)Q(τ)ϕ(τ, t)dτA(t)−AT (t)

∫ ∞

t
ϕT (τ, t)Q(τ)ϕ(τ, t)dτ −Q(t)

∂P

∂t
= −P (t)A(t)−AT (t)P (t)−Q(t)

hay que ver entonces que V̇ (t, x) es localmente definida negativa. Para esto vemos
que

V̇ (t, x) = ẋTP (t)x+ xT Ṗ (t)x+ xTP (t)ẋ

V̇ (t, x) = ẋTP (t)x+ xT (−P (t)A(t)−AT (t)P (t)−Q(t))(t)x+ xTP (t)ẋ
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V̇ (t, x) = −xTQ(t)x

y como Q es simétrica y definida positiva se tiene que V̇ es localmente definida
negativa.

□

Ahora podemos pasar a probar el teorema principal de esta sección. El mismo nos
permite analizar localmente la estabilidad de una ecuación diferencial no autónoma ob-
servando la estabilidad de su linealización.

Teorema 3.4. Sea ẋ = f(t, x(t)) una ecuación diferencial no autónoma tal que 0 es
un punto de equilibrio f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0. (ver [24])

Sea J(t) = ∂f
∂x la matriz Jacobiana respecto de x evaluada en el punto de equili-

brio.
f1(t, x) = f(t, x)− J(t)x

lim∥x∥→0supt≥0
∥f1(t,x)∥

∥x∥ = 0

||J(t)|| es acotada para todo t.

Si 0 es exponencialmente estable para ż = J(t)z(t) entonces es localmente exponen-
cialmente estable para ẋ = f(t, x(t)).

Observación: La tercera condición quiere decir que la aproximación lineal por J(t)
es ”buena” independientemente del tiempo.

Demostración: Como 0 es de equilibrio para ż = J(t)z(t) sabemos que la matriz
P (t) =

∫∞
t ϕT (τ, t)ϕ(τ, t)dτ esta bien definida para todo t ≥ 0 (elegimos Q = I) y que

existen constantes c1, c2 tales que c1∥x∥2 ≤ xTPx ≤ c2∥x∥2 para todo x ∈ Rn y todo
t ≥ 0.

La función V (t, x) = xTP (t)x es por lo tanto decreciente, definida positiva, C1 y
además:

V̇ (t, x) = ẋTP (t)x+ xT Ṗ (t)x+ xTP (t)ẋ

= fT (t, x)P (t)x+ xT Ṗ (t)x+ xTP (t)f(t, x)

= xTJT (t)P (t)x+ fT
1 (t, x)P (t)x+ xT Ṗ (t)x+ xTP (t)f1(t, x) + xTP (t)J(t)x

= xT [Ṗ + JT (t)P (t) + P (t)J(t)]x+ 2xTP (t)f1(t, x)
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Como para toda matriz Q(t) simetrica definida positiva y acotada se puede encontrar
una matriz P (t) en las condiciones del teorema anterior, en particular podemos elegir

Q = I de forma que Ṗ + JT (t)P (t) + P (t)J(t) = −I de donde

V̇ (t, x) = −∥x∥2 + 2xTP (t)f1(t, x)

debido a lim∥x∥→0supt≥0
∥f1(t,x)∥

∥x∥ = 0 se puede elegir r > 0 y ρ < 0.5 tal que

∥f1(t, x)∥ ≤ ρ
c2
∥x∥ para todo t ≥ 0 y todo x ∈ B(0, r).

Luego ∥2xTP (t)f1(t, x)∥ ≤ 2∥xTP (t)x∥ ρ
c2

≤ 2ρ∥x∥2 para todo t ≥ 0 y todo x ∈
B(0, r).

Por lo tanto V̇ (t, x) ≤ −(1 − 2ρ)∥x∥2 < −∥x∥2 para todo t ≥ 0 y todo x ∈ B(0, r)
ya que 1− 2ρ es positivo.

De aqúı se ve que V̇ es localmente definida negativa y que V es localmente definida
positiva para f , por lo tanto 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable.

□

4. Teorema principal

Ahora tenemos el teorema de linealización, que nos permite estudiar la estabilidad
de un sistema no autónomo localmente estudiando su linealización. Nos esta faltando
una forma sencilla de analizar la estabilidad del sistema lineal sin necesidad de construir
la función de Lyapunov para este sistema. El siguiente teorema nos ayuda a hacer esto
imponiendo condiciones sobre la matriz A(t) de la ecuación diferencial lineal.

A partir de ahora vamos a llamar matriz de Hurwitz a toda matriz A(t) cuyos valores
propios son estrictamente negativos para todo t. Otra terminoloǵıa utilizada para estas
matrices es matriz de estabilidad.

Cuando se trata con ecuaciones diferenciales lineales autónomas es conocido que, si
la parte real de los autovalores de la matriz son negativas, entonces la EDO va a ser
asintóticamente estable. Lo que vamos a probar con el siguiente teorema y su corolario
es que con algunas condiciones adicionales lo mismo va a ser cierto para las EDO lineales
no autónomas. El teorema nos va a ayudar a imponer cotas a una V (t, x) candidata a
función de Lyapunov mientras que el corolario va a mostrar que en dichas condiciones
siempre es posible encontrar una función de Lyapunov.

Para ver más detalles sobre los teoremas de esta sección o sus consecuencias ver [20].
En particular el siguiente teorema sigue las mismas lineas pero tiene algunas modifica-
ciones.

Teorema 4.1. Sea ẋ = A(t)x una ecuación diferencial donde A : Γ ⊂ R → Mm,n(R)
y x : R → Rn. y t ∈ Γ. Si A ∈ C1 y además:

∥A(t)∥ ≤ c para todo t ≥ 0.
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∂t

∥∥ ≤ b para todo t.
Re(λ(A(t))) ≤ −σ < 0, σ > 0 para todo t ∈ Γ.

Entonces PA(t)+AT (t)P = −I tiene una única solución para cada t. P es continua
como función de t y

c1∥x∥2 ≤ xTP (t)x ≤ c2∥x∥2

además ∥∥∥∥∂P∂t
∥∥∥∥ ≤ c5

donde c5 =
bk4

2σ2 y k es una constante.

Demostración: Por ser A de Hurwitz para todo u ∈ Γ fijo se tiene que las solu-
ciones de ẋ = A(u)x verifican ∥etA(u)∥ ≤ k(A(u))e−βt donde k es una función de A(u).
Vamos a tratar de encontrar una constante k que sirva para todo u ≥ 0.

Consideremos S1 = {B : ∥B∥ ≤ c ∧B ∈ Mm,n(R)} es un conjunto compacto ya que
es cerrado y acotado. Esto debido a la continuidad de la norma.

De la misma forma S2 = {B : Re(λ(B(u))) ≤ −β ∧ B ∈ Mm,n(R)} es compacto
ya que los valores propios vaŕıan de forma continua. Luego S = S1 ∩ S2 es compacto.
La compacidad de S nos permitirá extraer una constante k uniforme para todo u ≥ 0
mediante un cubrimiento finito.

Ahora consideramos cualquier matriz A ∈ S1∩S2 y B una matriz cualquiera tal que
||B|| es chica (ya veremos esto mas adelante).

La ecuación diferencial ẋ = (A + B)x = Ax + Bx, tiene solución x(t) = et(A+B)x0
con x(0) = x0

Si ahora consideramos ẋ = Ax + Bet(A+B)x0, tenemos que x(t) = et(A+B)x0 sigue
siendo una solución con x(0) = x0. Luego:

et(A+B) = etAx0 + etA
∫ t

0
e−sABes(A+B)x0ds

con la cota ||etA|| ≤ K(A)e−βt

||et(A+B)|| ≤ K(A)||x0||e−βt + e−βt

∫ t

0
eβs||B||||es(B+A)||||x0||ds

eβt||et(A+B)|| ≤ K(A)||x0||+
∫ t

0
K(A)eβs||B||||et(A+B)||||x0||ds
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Usando la desigualdad de Gronwall

eβt||et(A+B)|| ≤ K(A)||x||eK(A)||B||t

⇒ ||et(A+B)|| ≤ K(A)||x||e−(β−K(A)||B||)t

Ahora si β−K(A)||B|| > 0 tenemos que las soluciones de ẋ = (A+B)x también son
exponencialmente asintóticamente estables y por lo tanto todas lo son en un entorno de
A.

Luego por la compacidad de S1 ∩ S2 podemos tomar un cubrimiento abierto finito
de este conjunto y obtenemos una cota ∥etA(u)∥ ≤ ke−γt que sirve independientemente
de u.

Al ser A(u) Hurwitz tenemos que para cada u existe P tal que PA(u)+AT (u)P = −I
tiene solución única dada por

P (u) =

∫ ∞

0
[eτA(u)]T eτA(u)dτ

xTP (u)x =

∫ ∞

0
∥eτA(u)x∥2 ≤

∫ ∞

0
k2e−2γτ∥x∥2

xTP (u)x ≤ c2∥x∥, c2 =
k2

2γ

para la otra parte sea y(t) = etA(u)z(t) =⇒ ẏ = A(u)y luego

−yT (t)ẏ(t) = −yT (t)A(u)y(t) ≤ ∥A(u)∥yT (t)y(t) ≤ cyT (t)y(t)

xTP (u)x =

∫ ∞

0
yT (t)y(t) ≥

∫ ∞

0

−1

c
yT (t)ẏ(t)

xTP (u)x ≥ 1

2c
[−yT (t)y(t)]|∞0 =

1

2c
∥x∥

xTP (u)x ≥ 1

2c
[−yT (t)y(t)]|∞0 =

1

2c
∥x∥2

xTP (u)x ≥ c1∥x∥2, c1 =
1

2c

con esto ya sabemos que V (t, x) = xTPx es localmente definida positiva para cada
u.

Ahora vamos a buscar una cota para ∂P
∂t que nos va a permitir acotar V̇ .
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P (u)A(u) +AT (u)P (u) = −I

diferenciando respecto a t, la variable independiente.

0 =
∂P

∂t
(t)A(t) + P (t)

∂A

∂t
+

∂AT

∂t
P (t) +AT (t)

∂P

∂t

∂P

∂t
(t)A(t) +AT (t)

∂P

∂t
= −P (t)

∂A

∂t
− ∂AT

∂t
P (t)

multiplicando ambas partes por eτA(t) y su transpuesta

[eτA(t)]T [AT (t)
∂P

∂t
+

∂P

∂t
(t)A(t)]eτA(t) = −[eτA(t)]T [P (t)

∂A

∂t
− ∂AT

∂t
P (t)]eτA(t)

podemos ver que

[eτA(t)]T [AT (t)
∂P

∂t
+

∂P

∂t
(t)A(t)]eτA(t) =

∂[eτA(t)]T [∂P∂t ]e
τA(t)

∂τ

∂[eτA(t)]T [∂P∂t ]e
τA(t)

∂τ
= −[eτA(t)]T [P (t)

∂A

∂t
− ∂AT

∂t
P (t)]eτA(t)

si integramos ambos lados en τ desde 0 hasta ∞ obtenemos

∂P

∂t
(t) =

∫ ∞

0

[
eτA(t)

]T (
P (t)

∂A

∂t
+

∂AT

∂t
P (t)

)
eτA(t)dτ

luego ∥∥∥∥∂P∂t
∥∥∥∥ ≤ 2k2e−γt k

2

2γ
b =

bk4

2γ2

□

Ahora que ya tenemos cotas para la función V (t, x) candidata vamos a probar que
siempre es posible encontrar un ϵ > 0 de forma que V sea una función de Lyapunov y
dadas las cotas probando que 0 es exponencialmente estable.

Corolario 4.1.1. Sea ẋ = A(t)x de forma que considerando A como función de u
esta en las condiciones del teorema anterior y supongamos que u̇ < ϵ. Si ϵ < 1

c5
entonces

0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable para ẋ = A(ϵt)x.
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Demostración: Definiendo V (t, x) = xTP (t)x por el teorema anterior V (t, x) es
definida positiva.

V̇ (t, x) = ẋTPx+ xT Ṗ x+ xTPẋ = xTATPx+ xT Ṗ x+ xTPAx

V̇ (t, x) = xT
[
PA+ATP + Ṗ

]
= xT [−I + tP ]x

V̇ (t, x) = −∥x∥2 + xTPx ≤ −∥x∥2 + ∥Ṗ∥∥x∥2

V̇ (t, x) ≤ ∥x∥2
(
∥Ṗ∥ − 1

)
para ver que V̇ < 0 tenemos que exigir que ∥Ṗ∥ − 1 < 0. Pero ∥Ṗ∥ ≤ bk4

2σ2 ≤ c5ϵ. De

aqúı ϵ < 1
c5
.

□

En general se puede ver que si ϕ(t) es solución de ẋ = A(t)x, se tiene que ϕ(ϵt) no
es solución de ẏ = A(ϵt)y. Esto es porque:

∂ϕ(ϵt)

∂t
= ϵϕ̇(ϵt) = ϵA(ϵt)ϕ(ϵt)

ϕ̇(ϵt) = A(ϵt)ϕ(ϵt)

pero de ser solución ϕ debeŕıa aparecer solo como función de t.

Por lo tanto el teorema anterior no habla de que las soluciones sean las mismas sino
que se puede obtener una nueva ecuación diferencial donde el punto de equilibrio sea
exponencialmente estable al hacer que esta varié suficientemente lento.

Ejemplo 4.1. Veamos un ejemplo concreto con ẋ = A(t)x y ẋ = A(ϵt)x donde las
soluciones no son necesariamente las mismas. Para esto consideremos ẋ = tx y ẋ = ϵtx
ya que ambas son ecuaciones diferenciales para las que fácilmente se puede encontrar la
solución.

Para ẋ = tx tenemos solución x1(t) = x0e
t2/2 y para ẋ = ϵtx la solución es

x2(t) = x0e
ϵt2/2.

Calculando ẋ1 = tx(t) ̸= ϵtx(t) a menos que ϵ = 1.

De la misma forma ẋ2 = ϵtx(t) ̸= tx(t).

Por lo tanto se puede ver fácilmente que no toda solución de una de estas EDO es
solución necesariamente de la otra.

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema principal de este capitulo.
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Teorema 4.2. Sea f : Rn × I → Rn, f ∈ C2 y ẋ = f(x, t), supongamos que 0 es
un punto de equilibrio, esto es f(0, t) = 0 para todo t ≥ 0. Además supongamos que f
esta en las condiciones del teorema de Picard y las soluciones existen para todo tiempo
futuro.

x : R → Rn

J(t) =
(
∂f
∂x

)
x=0

Reλi(J(t)) ≤ −σ < 0 para todo t ≥ 0 donde σ > 0
∥J(t)∥2 < c para todo t ∈ R+

∥∂J(t)
∂t ∥2 < b para todo t ∈ I.

lim∥h∥→0supt≥0
∥f(h,t)−J(t)∥

∥h∥ = 0

Entonces existe δ > 0 tal que si 0 ≤ ϵ < δ se tiene que 0 es exponencialmente estable
para ẋ(t) = f(x(t), ϵt).

Demostración: Por [3.4] sabemos que la estabilidad de ẋ = f(x, t) localmente es
igual a la de ẋ = J(t)x.

Luego Reλi(J(t)) ≤ −σ < 0 para todo t ≥ 0 donde σ > 0 y por el teorema [4.1] y
su corolario existe δ > 0 tal que si 0 ≤ ϵ < δ entonces el sistema lineal ż = J(ϵt)z, para
algún ϵ > 0 se tiene que 0 es exponencialmente estable.

Por lo tanto 0 también es exponencialmente estable para ·x = f(x, ϵt).

□

5. Perturbaciones

El objetivo de este trabajo es estudiar las redes neuronales, principalmente el foco
esta en las redes neuronales recurrentes. En el próximo capitulo vamos a ver como
la arquitectura de una red neuronal recurrente la podemos asociar con una ecuación
diferencial no autónoma. Ah́ı vamos a ver que su arquitectura va a estar dada por la
discretización de una ecuación diferencial ordinaria de la forma ẋ = f(t, x, u(t)) donde
u : I → Rm es algo que se mide del mundo real o digital, donde x(t) ∈ D ⊂ Rn,
u : I ⊂ R → Rm. Si la función u la consideramos fija podemos ver que estamos las
mismas condiciones que en las secciones anteriores de este caṕıtulo ya que si llamamos
g(t, x) = f(t, x, u(t)) estamos considerando la ecuación diferencial ẋ = g(t, x), razón por
la cual todos los resultados que se vienen enunciando continúan siendo validos.

Si una u en particular es tal que da lugar a un punto de equilibrio en 0 exponen-
cialmente estable de la ecuación diferencial (f(t, 0, u(t)) = 0 para todo t ≥ t0), podemos
considerar u mediante un cambio de variable que u(t) = 0 para todo tiempo. Para esto
simplemente hacemos ẋ = g(t, x, w(t)) = f(t, x, w(t) + u(t)). En dicho caso se tendŕıa
que g(t, 0, 0) = 0 para todo t ≥ t0 si 0 fuese un punto de equilibrio.

En este momento surge la pregunta, ¿Qué pasa si ahora consideramos ẋ = g(t, x, w(t))
donde w no es nula?. En principio podŕıa suceder que g(t, 0, w(t)) ̸= 0 para todo o algún
t ≥ 0 por lo que podŕıa suceder que 0 ya no sea un punto de equilibrio y por lo tanto las
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soluciones ya no se acerquen al mismo. ¿Entonces que cosas se pueden garantizar en tal
situación?

Existe un reciproco al teorema de Lyapunov [5.3] que garantiza en caso de que 0 sea
exponencialmente estable la existencia de una función de Lyapunov que cumple:

V : I ×B(0, r) ⊂ Rn → Rn.
c1∥x∥2 ≤ V (t, x) ≤ c2∥x∥2
V̇ < −c3∥x∥2
∥∂V
∂x ∥ ≤ c4∥x∥

si ahora consideramos como se comporta dicha función en un entorno de 0 cuando
w ̸≡ 0.

V̇ =
∂V

∂t
+∇xV g(t, x, w(t))

=
∂V

∂t
+∇xV g(t, x, 0) +∇xV (g(t, x, w(t))− g(t, x, 0))

si ahora suponemos que g es Lipschitz respecto a la tercer variable con constante L.

V̇ < −c3∥x∥2 + c4∥x∥L∥w(t)∥

V̇ < ∥x∥(−c3∥x∥+ c4L∥w(t)∥)
y vemos que V̇ < 0 si−c3∥x∥+c4L∥w(t)∥ < 0 que es lo mismo que c3∥x∥ > c4L∥w(t)∥

de donde si

∥x∥ >
c4
c3
L∥w(t)∥

tenemos que V̇ es negativa (ver figura 1).

V̇ < 0

V̇ > 0

B(0,r)

Figura 1. Función de Lyapunov en el sistema perturbado.

Esto hace pensar que si se toma una perturbación suficientemente chica tal que
V̇ < 0 en alguna bola B(0, µ) ⊂ B(0, r) las soluciones que inician en B(0, r) \ B(0, µ)
debeŕıan ser tales que se acerquen a B(0, µ). De hecho se puede elegir µ de forma que

en el borde V̇ < 0 con el objetivo de que una vez las soluciones entran a dicho conjunto
nunca salgan. Excepto por algunos detalles técnicos que se van a ver en [5.2] donde se
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ve que hay que tomar otros conjuntos un poco más grandes que incluyen dichas bolas,
conceptualmente esta es la forma en la que funciona.

Esto nos da la idea que si |w(t)| es chica para todo tiempo t ≥ t0 las soluciones a
la ecuación diferencial si bien no van a ser asintóticas a 0 van a permanecer acotadas.
El análisis que hicimos anteriormente lo podemos postular formalmente en el siguiente
teorema.

Teorema 5.1. Sea ẋ = f(t, x, u(t)) donde f es C1, en las condiciones del teorema
de Picard y existencia de soluciones para todo tiempo futuro. Si ademas f es localmente
Lipschitz en x, u uniformemente en t y si ẋ = f(t, x, 0) tiene un punto de equilibrio
exponencialmente estable en 0 y ∥w(t)∥ < M para todo t ≥ t0 entonces existe una
función V que cumple las siguientes condiciones:

V : I ×B(0, r) ⊂ Rn → Rn.
c1∥x∥2 ≤ V (t, x) ≤ c2∥x∥2
V̇ < 0 para todo x tal que ∥x∥ > c4

c3
L supt≥t0 ∥w(t)∥

∥∂V
∂x ∥ ≤ c4

Demostración: Esto es seguir los argumentos dados en los párrafos anteriores y
notar que la desigualdad a la que llegamos fue:

∥x(t)∥ >
c4
c3
L∥w(t)∥

pero como esto debeŕıa cumplirse para todo t ≥ t0 vamos a necesitar la condición:

∥x∥ >
c4
c3
L sup

t≥t0

∥w(t)∥

□

Ahora vamos a probar que si ∥w(t)∥ es uniformemente acotada y suficientemente
por un lado en el sentido del teorema anterior y con otra condición que vamos a colocar
sobre ∥w(t)∥ la que siempre podemos hacer que se cumpla entonces vamos a tener algo
similar a la estabilidad pero ahora al variar w.

Teorema 5.2. Sea ẋ = f(t, x, u(t)) en las condiciones del teorema de Picard, existen-
cia de soluciones para todo t ≥ t0 y Lipschitz respecto a la tercera variable con constante
de Lipschitz L. Si 0 es localmente exponencialmente estable cuando u(t) ≡ 0 en una bola
B(0, r). Entonces existe una función V que verifica:

V : I ×B(0, r) ⊂ Rn → Rn de clase C1

α1(∥x∥) = c1∥x∥2 ≤ V (t, x) ≤ c2∥x∥2 = α2(∥x∥)
V̇ < −α3(∥x∥) para todo x tal que ∥x∥ > c4

c3
L supt≥t0 ∥w(t)∥ + ϵ = µ para

cualquier ϵ > 0.
∥∂V
∂x ∥ ≤ c4∥x∥
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Si además µ < α−1
2 (α1(r)) entonces existe β una función de clase KL y T > t0 si

∥x(t0)∥ ≤ α−1
2 (α1(r)) tal que:

∥x(t)∥ ≤ β(∥x(t0)∥, t− t0) para todo t0 ≤ t ≤ t0 + T
∥x(t)∥ ≤ α−1

1 (α2(µ)) para todo t0 + T ≤ t

Demostración: Sea ρ = α1(r), ν = α2(µ), por hipótesis entonces tenemos que µ <
α−1
2 (α1(r)) = α−1

2 (ρ), entonces α2(µ) < ρ. De forma análoga se ve que α2(∥x(t0)∥) < ρ.

Definimos los conjuntos Ωt,ρ = {x ∈ B(0, r) : V (t, x) ≤ ρ} y Ωt,ν = {x ∈ B(0, r) :
V (t, x) ≤ ν}, entonces se tiene que

B(0, µ) ⊂ Ωt,ν ⊂ {α1(∥x∥) ≤ ν} ⊂ {α1(∥x∥) ≤ ρ} ⊂ B(0, r) ⊂ D

µ

r

Ωt,ρ

Ωt,ν

Figura 2. Conjunto ”atractor” Ωt,ν

La primer desigualdad es porque si x es tal que ∥x∥ ≤ µ entonces V (t, x) ≤ α2(∥x∥) ≤
ν. El resto de las desigualdades son directas. En particular tenemos que:

Ωt,ν ⊂ Ωt,ρ ⊂ B(0, r) ⊂ D

Una vez que la solución entra en los conjuntos Ωt,ν y/o Ωt,ρ, la misma no puede salir

de ellos ya que V̇ < 0 en el borde y por lo tanto estos son invariantes.

Por lo anterior al tomar α2(∥x(t0)∥) ≤ ρ entonces x(t) ∈ Ωt,ρ para todo t ≥ t0
Una solución que inicia en Ωt,ρ entra en Ωt,ν en tiempo finito debido a que V̇ < 0 en

A = {Ωt,ρ −Ωt,ν}. Sea k = mı́nµ≤∥x∥≤r W3(x) entonces V̇ ≤ −k < 0 en A ⊂ {µ ≤ ∥x∥ ≤
r}, lo que implica:

V (t, x(t)) ≤ V (t0, x(t0))− k(t− t0) ≤ ρ− k(t− t0)

por lo tanto V (t, x(t)) = ν en algún punto de el intervalo [t0, t0+(ρ−µ)/k]. Además
si definimos σ(∥x(t0)∥, t− t0) = V (t0, x(t0))− k(t− t0) esta es una función de clase KL
hasta el momento T en el que x(t) entra a Ωt,ν .
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Ahora podemos definir β(r, s) = α−1
1 (σ(α2(r)), s) de donde se obtiene ∥x(t)∥ ≤

β(∥x(t0)∥, t− t0) para todo t0 ≤ t ≤ t0 + T
Por otro lado si x(t0) ∈ Ωt,ν se tiene que ∥x(t)∥ ≤ α−1

1 (α2(µ)) para todo t0 + T ≤ t

ya que α−1
1 (α2(µ)) = α−1

1 (α2(α
−1
2 (ν))) = α−1

1 (ν) < µ y este conjunto es invariante como
se menciono anteriormente.

□

La desigualdad que se acaba de demostrar en el teorema anterior es lo que se conoce
como estabilidad entrada/estado local como se enunciara en la siguiente definición. Esto
no es otra cosa que

Definición 5.1. La ecuación diferencial ẋ = f(t, x, u(t)) es estable respecto a las
entradas si existe una función β de clase KL y una función γ de clase K tales que para
todo x(t0) y cualquier entrada acotada u(t) la solución x(t) existe para todo t ≥ t0 y
satisface

∥x(t)∥ ≤ β(∥x(t0)∥, t− t0) + γ(supt0≤τ≤t∥u(τ)∥)

El siguiente teorema es el reciproco de Lyapunov que utilizamos en las demostraciones
anteriores y que ahora se enuncia y demuestra de manera precisa.

Teorema 5.3. Sea ẋ = f(t, x) donde f ∈ C1 y 0 es un punto de equilibrio exponen-

cialmente estable del mismo. Además ∂f
∂x es uniformemente acotado en todo D. Entonces

existe V de Lyapunov tal que:

c1||x||2 ≤ V (t, x) ≤ c2||x||2

∂V
∂t + ∂V

∂x f(t, x) ≤ −c3||x||2

||∂V∂x || ≤ c4||x||

Demostración: Llamemos ϕ(s, t, x) a la solución que ϕ(t, t, x) = x.
Veamos primero que c1∥x∥2 ≤ V (t, x) ≤ c2∥x∥2. Para esto definamos

V (t, x) =

∫ t+δ

t
ϕT (s, t, x)ϕ(s, t, x)ds

V (t, x) =

∫ t+δ

t
∥ϕ(s, t, x)∥2ds ≤

∫ t+δ

t
k2∥x∥2e−2λ(s−t)ds

V (t, x) ≤ −k2∥x∥2

2λ
(e−2λδ − 1)

V (t, x) ≤ k2∥x∥2

2λ
(1− e−2λδ)
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También sabemos que ∥∂f
∂x∥ ≤ L para todo x ∈ D y para todo t ≥ 0. En particular

f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0 y por el teorema del valor medio obtenemos ∥f(t, x)∥ ≤ L∥x∥.

Luego tenemos

−L∥x∥ ≤ ∥f(t, x)∥

−L ≤ ∥ẋ∥
∥x∥

e−L(t−t0) ≤ ∥x∥

razonando análogamente a lo anterior

V (t, x) ≥
∫ t+δ

t
e−L(s−t)ds = −∥x∥2

2L
(e−2Lδ − 1)

V (t, x) ≥ ∥x∥2

2L
(1− e−2Lδ)

De donde concluimos que ∥x∥2
2L (1 − e−2Lδ) ≤ V (t, x) ≤ k2∥x∥2

2λ (1 − e−2λδ) y podemos
concluir que

c1∥x∥2 ≤ V (t, x) ≤ c2∥x∥2

donde c1 =
(1−e−2Lδ)

2L y c2 =
k2(1−e−2λδ)

2λ .

Ahora veamos que ∂V
∂t + ∂V

∂x f(t, x) ≤ −c3∥x∥2.

Para esto llamemos ϕt(s, t, x) =
∂ϕ
∂t y ϕx(s, t, x) =

∂ϕ
∂x .

∂V

∂t
= ∥ϕ(t+ δ, t, x)∥2 − ∥ϕ(t, t, x)∥2 +

∫ t+δ

t
2ϕT (s, t, x)ϕt(s, t, x)ds

∂V

∂x
=

∫ t+δ

t
2ϕT (s, t, x)ϕx(s, t, x)ds

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) = ∥ϕ(t+δ, t, x)∥2−∥ϕ(t, t, x)∥2+

∫ t+δ

t
2ϕT (s, t, x)(ϕt(s, t, x)+ϕx(s, t, x)f(t, x))ds

En particular veamos que ϕt(s, t, x) + ϕx(s, t, x)f(t, x) ≡ 0

Sabemos que ϕ(s, t, x) = x+
∫ s
t f(r, ϕ(r, t, x))dr
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∂ϕ

∂t
= −f(t, x) +

∫ t+δ

t

∂f

∂x
(s, ϕ(s, t, x))

∂ϕ

∂t
(s, t, x)ds

∂ϕ

∂x
= I +

∫ t+δ

t

∂f

∂x
(s, ϕ(s, t, x))

∂ϕ

∂x
(s, t, x)ds

∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂x
f(t, x) =

∫ t+δ

t

∂f

∂x
(s, ϕ(s, t, x))

(
∂ϕ

∂t
+

∂ϕ

∂x
(s, t, x)f(t, x)

)
ds

Derivando respecto a s en ambos lados y llamando H(s, t, x) = ∂ϕ
∂t +

∂ϕ
∂xf(t, x)

Ḣ =
∂f

∂x
(s, ϕ(s, t, x))H(t)

con condición inicial

∂ϕ

∂t
(t, t, x) +

∂ϕ

∂x
(t, t, x)f(t, x) = −f(t, x) + f(t, x) = 0

por lo tanto

∂ϕ

∂t
(s, t, x) +

∂ϕ

∂x
(s, t, x)f(t, x) ≡ 0

finalmente

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) = ∥ϕ(t+ δ, t, x)∥2 − ∥ϕ(t, t, x)∥2

lo que implica

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) ≤ k2e−2λδ∥x∥2 − ∥x∥2

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t, x) ≤ −(1− k2e−2λδ)∥x∥2

de donde concluimos que ∂V
∂t + ∂V

∂x f(t, x) ≤ −c3∥x∥2 siendo c3 = (1− k2e−2λδ).

Ahora necesitamos que (1− k2e−2λδ) > 0 y por lo tanto se necesita que 1 > k2e−2λδ,

esto va a pasar si y solo si δ > log k2

2λ

Ahora pasamos a la última parte

∂V

∂x
=

∫ t+δ

t
2ϕT (s, t, x)ϕ(s, t, x)ds ≤ intt+δ

t ke−λ(s−teL(s− t)ds
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∥∂V
∂x

∥ ≤ 2k

λ− L

(
1− e(L−λ)δ

)
∥x∥

ahora tomando c4 =
2k

λ−L

(
1− e(L−λ)δ

)
tenemos

∂V

∂x
≤ c4∥x∥

□



CAPÍTULO 5

Estabilidad en redes neuronales

En este caṕıtulo se comienza mostrando el proceso de discretización de una ODE
y como se asocia la misma a una arquitectura de una red neuronal recurrente. Luego
vamos a proceder a probar la estabilidad exponencial aśı como la estabilidad entrada
estado de una arquitectura particular de una red neuronal recurrente. Hecho esto la red
tendŕıa todas las propiedades deseables de las que hablamos en la introducción.

1. Red recurrente

Como se vio en la introducción, la evolución del estado de una red recurrente se
puede calcular como:

(4) ht = f(ht−1, xt−1, θ)

donde ht es el estado de la red en el tiempo t, xt es la entrada al sistema en el tiempo
t y ht−1 es el estado del sistema en el tiempo anterior. La red puede emitir una salida
en cada paso de tiempo o puede hacerlo solamente al final de procesar todos los datos
de entrada. El estado de la red intuitivamente juega el papel de acumulador de toda la
información relevante que es necesaria para emitir una salida. Esto se puede representar
gráficamente como en la figura 1.

hi W · hi−1

U · xi−1

oi

b

Figura 1. Representación grafica de una RNN

El esquema de la figura 1 indica como se realizan los cálculos. Para este caso parti-
cular estaŕıa representando lo siguiente:

at = b+Wht−1 + Uxt−1 + b

ht = σ(at)

ot = c+ V ht

at es la entrada lineal a la red para actualizar el estado.

59
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h0 h1 h2 h...

U · x0 U · x1

W · h0 W · h1 W · h2

V · h1 + c V · h2 + c

Figura 2. Representación grafica de una RNN desenrrollada

σ es una función de activación que toma la entrada lineal y esto actualiza el
estado de la red.
ot es la salida de la red que puede ser entrada a una red densa o ser la salida
final de la red.

2. Discretización

Ahora vamos a ver como una ecuación diferencial da lugar a la arquitectura de la
red recurrente. Consideremos la ecuación diferencial

ḣ(t) = f(h, x(t))

si se toman tiempos a intervalos fijos de forma que ti+1 − ti = ϵ para todo i ≥ 0 y
desarrollamos h en torno a ti tenemos:

h(ti+1) = h(ti) + ḣ(ti)ϵ+ ϵτ(ϵ)

h(ti+1) = h(ti) + f(h(ti), x(ti))ϵ+ ϵτ(ϵ)

donde ϵτ(ϵ) ≡ o(ϵ)
esto da lugar a una ecuación de la forma

ht = F (ht−1, xt−1)

anteriormente vimos que la red recurrente calcula

ht = f(ht−1, xt−1, θ)

que tiene la misma forma que la discretización de la ecuación diferencial si conside-
ramos x y los parámetros θ como algo fijo.
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3. Método de Euler

En el proceso de discretización de la ecuación diferencial hay cosas que podŕıan salir
mal, como por ejemplo que la ecuación discretizada tuviera un comportamiento diferente
al de la ecuación original. Esto se debe a que cuando se calcula la discretización en una
computadora no se están tomando puntos fijos a intervalos de tiempo partiendo de la
solución original sino que cada paso es en realidad una aproximación que se obtiene al
dar un paso en la dirección de la diferencial.

Para poder garantizar el buen comportamiento de la discretización vamos a analizar
el error cometido por la discretización de Euler que es lo que se presentó en la sección
anterior. En este contexto vamos a decir que la discretización es estable para referirnos
a que el error cometido en la aproximación se mantiene controlado a lo largo de toda la
trayectoria.

Teorema 3.1. Dada una ecuación diferencial de la forma ẋ = f(t, x) en las con-
diciones del teorema de Picard y de forma que las soluciones existen para todo tiempo
futuro. Su discretización es estable si

máx
i

|1 + ϵλi(J(t))| < 1∀t ≥ t0

donde J(t) = ∂f
∂x (t, x(t))

donde λi(J(t)) representa los autovalores del Jacobiano.

Demostración: Como se vio en la sección de discretización

x(ti+1) = x(ti) + f(ti, x(ti))ϵ+ ϵτi(ϵ)

el método de Euler nos propone calcular los x de la siguiente forma:

xi+1 = xi + ϵf(ti, xi)

si llamamos a ei = x(ti) − xi el error local en el paso i y restando el aproximado y
el exacto obtenemos:

x(ti+1)− xi+1 = x(ti)− xi + ϵf(ti, x(ti))− ϵf(ti, xi) + ϵτi(ϵ)

ei+1 = ei + ϵ(f(ti, x(ti))− f(ti, xi)) + ϵτi(ϵ)

Si ahora consideramos g(t) = tx(ti) + (1 − t)xi y h(t) = f(t, g(t)) tenemos que
f(x(ti), ti)− f(xi, ti) = h(1)− h(0) = h′(θ) con 0 ≤ θ ≤ 1 donde h′(θ) = J(zi)ei, donde

zi = g(θi) y J(zi) =
∂f
∂x (ti, zi).

||ei+1|| ≤ ||ei||||I + ϵJ(zi)||+ ϵ||τi(ϵ)||
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Tomando τ(ϵ) = maxj=0,..,i||τj(ϵ)|| y de la misma forma ||I+ϵJ(z)|| = argmaxz=z1,..,zn ||I+
ϵJ(zi)|| tenemos:

||ei+1|| ≤ ||ei−1||(||I + ϵJ(z)||+ ϵτ(ϵ))||I + ϵJ(z)||+ ϵτ(ϵ)

||ei+1|| ≤ ||ei−1||||I + ϵJ(z)||2 + [1 + ||I + ϵJ(z)||]ϵτ(ϵ)

||ei+1|| ≤ ||e0||||I + ϵJ(z)||i+1 +
1− ||I + ϵJ(z))||i+1

1− ||I + ϵJ(z)||
ϵτ(ϵ)

Llamemos L = ||I + ϵJ(z)||.

||ei+1|| ≤ ||e0||Li+1 +
1− Li+1

1− L
ϵτ(ϵ)

Por lo tanto si dejamos el tiempo irse a infinito el error global va a estar acotado por

||ei+1|| ≤
ϵτ(ϵ)

1− L

y por lo tanto el método de Euler es estable.
□

Se puede ver que si ||I + ϵJ(t)|| < 1 para todo t ≥ 0 entonces los valores propios de
I + ϵJ(t) tienen que tener módulo menor que 1. De lo contrario se tendŕıa que existe un
vector v tal que (I + ϵJ(t))v = αv donde α > 1 y por lo tanto ||I + ϵJ(t)|| > 1.

Rećıprocamente supongamos que los valores propios de I − ϵλi(J(t)) tienen modulo
menor que 1 y que P lleva I + ϵJ(t) a su forma de Jordan. En dicho caso se tendŕıa
P (I + ϵJ(t))P−1 = I + ϵPJ(t)P−1 y por la forma de la matriz PJ(t)P−1 sus valores
propios están sobre la diagonal, luego los valores propios de I + ϵPJ(t)P−1 son tales
que son 1− ϵλi(J(t)) (ya que los de I + ϵPJ(t)P−1 y I + ϵJ(t) son iguales) por lo que
necesariamente |1− ϵλi(J(t))| < 1.

Siguiendo el mismo razonamiento se puede ver que si |1− ϵλi(J(t))| < 1 para todos
los valores propios y para todo t ≥ 0 entonces los valores propios de I − ϵλi(J(t)) tienen
modulo menor que 1.

Para terminar el argumento, si los valores de A tienen todos modulo menor que
1 entonces ||A||i = C(r(A) + ϵ)i (por detalles ver [19]) para cualquier ϵ > 0 donde
(r(A) + ϵ) < 1 y r(A) es el radio espectral de A. por lo tanto llevando esto al caso de
estabilidad del método de Euler tenemos que ||I + ϵJ(z)||i tiende a cero a medida que i
tiende a infinito y esto es lo que se precisaba para terminar la prueba.
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Teorema 3.2. Dada una ecuación diferencial de la forma ḣ = f(h, x(t)) en las
condiciones del teorema de Picard y de forma que las soluciones existen para todo tiempo
futuro. Su discretización es estable si

maxi=1,...,n|1 + ϵJ(t)| < 1

donde J(t) = ∂f
∂h(h(t), x(t))

4. Estabilidad

Ahora vamos a utilizar los dos teoremas principales del capitulo de estabilidad 4.2 y
5.2 para crear una red neuronal recurrente que sea exponencialmente estable y también
sea estable entrada/estado. Con este fin probaremos que una red neuronal con activación
tanh y usando matrices antisimetricas lo es.

Vamos a proceder de la siguiente forma. Probaremos que para ḣ = tanh((W −
γI)h + V x + b) es tal que todos sus valores propios tienen parte real negativa. De ah́ı
procederemos a probar el resto de las condiciones del teorema principal del capitulo
anterior 4.2. Al final del capitulo probaremos que también estamos en las condiciones de
5.2.

A partir de ahora vamos a asumir que h : R → Rn es el estado oculto de la red
recurrente. La entrada a la red x : R → Rm y vamos a estar considerando ecuaciones
diferenciales de la forma ḣ = f(h, x(t)). En la notación que sigue si v es un vector v∗

representa el transpuesto conjugado de v.

Vamos a comenzar probando un Lema que nos va a ser útil en varias pruebas mas
adelante. Este tiene que ver con la forma que toma el Jacobiano de una función C1 que
depende de una combinación lineal de las componentes de h y de x y se aplica elemento
a elemento al vector resultante.

Estas funciones van a estar dependiendo en general de una combinación del estilo
Wh(t) + V x(t) + b donde W va a ser una matriz de m × n, V es una matriz n × n y b
es un vector en Rn.

Lema 4.0.1. Sea f(h, x(t)) = α(Wh + V x + b), donde α es una función al menos
C1(R) que se aplica elemento a elemento a los elementos de Wh+ V x+ b. Entonces el
Jacobiano de f como función de h tiene la siguiente forma:

∂f

∂h
= diag(α′(Wh+ V x+ b))W

donde diag(α′(Wh+ V x+ b)) es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal
son α′(Wh+ V x+ b)i.
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Demostración: Para hacer mas simples las cuentas vamos a hacer el siguiente
cambio de variable z = Wh+ V x+ b.

f(h, x(t))i = α((Wh+ V x+ b)i) = α(
∑
k

Wikhk +
∑
k

Vikxk + bi)

Luego podemos aplicar la regla de la cadena ∂f
∂h = ∂f

∂z
∂z
∂h

∂f

∂z
=

α
′(z1) 0

. . .

0 α′(zn)

 = diag(α′(z))

Ahora tenemos ∂z
∂h = W de lo que concluimos que:

∂f

∂h
= diag(α′(Wh+ V x+ b))W

□

Teorema 4.1. Dada una función ḣ = f(h, x(t)) = tanh((W − γI)h+V x+ b) donde
I,W ∈ Mn,n(R), V ∈ Mn,m(R), γ ∈ R, y γ > 0 y W es una matriz antisimetrica
W T = −W . Si h∗ es un punto de equilibrio de la ecuación diferencial (f(h∗, x(t)) = 0).

Sea J(t) = ∂f
∂h(h

∗). entonces:

Re(λi(J(t))) ≤ −γ < 0 para todo t ≥ 0
J(t) esta acotado para todo tiempo.
∂J
∂t también esta acotado para todo t ≥ 0

lim∥s∥→0supt≥0
∥f(h∗+s,x(t))−J(x(t))s∥

∥s∥ = 0

Demostración: Por el lema anterior tenemos que

∂f

∂h
= diag(1 + tanh2((W − γI)h+ V x+ b))(W − γI)

Evaluando en h∗

∂f

∂h
= (W − γI)

Veamos primero que W tiene valores propios con parte real nula. Sea v un vector
asociado a un valor propio λ de norma 1. Esto es posible porque si v esta asociado a λ
entonces el vector v

∥v∥ también lo esta y tiene norma 1.

Wv = λv
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v∗Wv = v∗λv = λ

(v∗Wv)∗ = (v∗λv)∗ = λ̄ = −v∗Wv

entonces λ tiene parte real nula. Luego haciendo el mismo razonamiento para la
forma completa tenemos:

(W − γI)v = λv − γv = (λ− γ)v

y por lo tanto todos los valores propios de (W − γI) tienen parte real negativa, es
mas su parte real es igual a −γ.

Los puntos 2 y 3 en este caso son triviales ya que como se vio el Jacobiano es
constante.

Para la última parte
f(h∗ + s, x(t)) = tanh((W − γI)(h∗ + s) + V x+ b) = tanh((W − γI)h∗ + V x+ b+

(W − γI)s), pero en h∗ la función se anula y por lo tanto (W − γI)h∗ + V x + b para
todo t ≥ 0 lo que implica f(h∗ + s, x(t)) = tanh((W − γI)s).

lim∥s∥→0supt≥0
∥f(h∗ + s, x(t))− J(x(t))s∥

∥s∥
=

lim∥s∥→0supt≥0
∥tanh((W − γI)s)− (W − γI)s∥

∥s∥

pero ahora tanh′((W − γI)s) = (1 + tanh2((W − γI)s))(W − γI) y evaluando en

s = 0 tenemos por Taylor que tanh((W − γI)s) = (W − γI)s+ r(s) donde ∥r(s)∥
∥s∥ → 0.

De donde concluimos que

lim∥s∥→0supt≥0
∥tanh((W − γI)s)− (W − γI)∥

∥s∥
=

lim∥s∥→0supt≥0
∥(W − γI)s+ r(s)− (W − γI)s∥

∥s∥
= 0

□

Hasta aqúı hemos terminado de probar que la red utilizando la función propuesta
posee estabilidad exponencial. Para ver que también es estable entrada/estado alcanza
con ver que f es Lipschitz respecto a la entrada. Tenemos que:

ḣ = f(h, x(t)) = tanh((W − γI)h+ V x+ b)

∂f(h, x(t))

∂x
= (1 + tanh2((W − γI)h+ V x+ b)) ∗ V
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donde todos los términos de la izquierda son acotados y por ser la derivada acotada
entonces la función f es Lipschitz respecto a la tercera variable. Como ya teńıamos esta-
bilidad esto nos coloca en las hipótesis del teorema 5.2. Por lo tanto si las perturbaciones
en la entrada son suficientemente pequeñas vamos a tener estabilidad entrada/estado.



CAPÍTULO 6

Experimentos

En este caṕıtulo vamos a aplicar la teoŕıa desarrollada en el capitulo anterior al
problema de clasificación de imágenes. Para esto vamos a utilizar el conjunto de datos
de MNIST que contiene imágenes de tamaño 28×28 en escala de grises de los diferentes
d́ıgitos entre 0 y 9. Esto va a dar lugar a una serie temporal de largo fijo de 784 etapas.

X0 X1 X2 X3 X4

X5 X6 X7 . . .

Figura 1. Interpretación de la imagen como serie temporal

Cada d́ıgito esta representado como una imagen con un único canal de color el que
se representa por medio de la intensidad con valores entre 0 y 1. El valor 0 corresponde
a un punto en la imagen de color negro y el 1 corresponde al color blanco, los valores
intermedios son intensidades que representan colores entre el negro y blanco.

Se va a utilizar el modelo estudiado en el capitulo anterior que esta dado por la
ecuación diferencial ḣ = f(h, x(t)) = tanh((W − γI)h+V x+ b) donde W es una matriz

antisimetrica y γ es lo que llamamos valor de difusión. En 4.1 se probo que ∂f
∂h = (W−γI)

y al ser W antisimetrica la parte real de sus autovalores es nula, por esto el factor de
difusión nos permite automáticamente forzar que la parte real de los autovalores sea
estrictamente negativa.

Como se vio en el capitulo anterior este modelo ofrece estabilidad exponencial y
estabilidad entrada/estado. El único componente experimental sobre el que hay que
tener cuidado es el cumplimiento de la condición de Euler para que la discretización
mantenga las propiedades de estabilidad, sin embargo no tenemos una forma de forzar
este valor por lo que tenemos que graficarlo a lo largo de los entrenamientos para observar
que efectivamente este en el rango de estabilidad.

Para comprender mejor los resultados experimentales se entrenan varios modelos
incluyendo la arquitectura propuesta en condiciones de estabilidad y de no estabilidad

67
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Figura 2. Imagen del d́ıgito 6

para ver como esto afecta los resultados experimentales. Las arquitecturas probadas son
las siguientes:

1. Modelo estable
Es el modelo que se acaba de describir, donde se elije γ > 0 de forma que
la parte real de los autovalores sea estrictamente negativa. Esto nos permite
garantizar la estabilidad asintótica del modelo.

2. Modelo inestable
Igual que el caso anterior pero utilizando un factor de difusión negativo para
que la parte real de los autovalores sea positiva y por lo tanto los puntos de
equilibrio sean inestables.

3. LSTM
Es para tener una comparación contra otra arquitectura recurrente muy
utilizada.

4. Convolucional
Aqúı el objetivo es poder comparar contra una arquitectura especializada en
el procesamiento de imágenes. En este caso no esperamos poder superar los
resultados de la misma.

Para realizar el entrenamiento de los diferentes modelos se utilizo una búsqueda de
hiper parámetros mediante una grilla y los resultados de cada entrenamiento fueron
registrados en una planilla en formato CSV. Debido a restricciones de tiempo y el gran
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número de entrenamientos posibles se utilizaron criterios de parada de los entrenamientos
que podŕıan haber hecho que algunos de los mismos dieran resultados suboptimos en su
medida de performance.

El conjunto de datos se dividió en 3 partes. Un conjunto de entrenamiento, otro de
validación y uno final de test. El conjunto de datos de entrenamiento fue utilizado para
ajustar los parámetros de los modelos mediante el método de propagación hacia atrás
descrito en el capitulo de redes neuronales. El conjunto de validación se utilizo durante
el entrenamiento para verificar periódicamente si el modelo estaba sobre ajustando los
datos del conjunto de entrenamiento. Finalmente el conjunto de test se uso para estimar
el error esperado al observador datos que los modelos no hayan observado previamente.

En las tablas 3, 4 y 5 se muestra los resultados de evaluar los diferentes modelos
sobre un conjunto de datos que no han observado previamente. También se registraron
métricas de error cuando se aplica una alteración Gausiana a las imágenes que consiste
en pixel a pixel seleccionar un valor aleatorio de una distribución Gausiana cortando
los cambios mayores de 0,5 al valor del pixel. Esta ultima prueba se hace para verificar
como cambia el comportamiento de los modelos al aplicar ”pequeñas” alteraciones a las
imágenes de esta forma perturbando la señal de entrada.

Modelo
Exactitud

Exactitud
Alterada

Distancia
media

Cambio

convolutional 0.96 0.95 1.82 0.01
stable pixel manual 0.93 0.92 1.82 0.01
stable pixel 0.89 0.87 1.82 0.03
unstable pixel 0.92 0.88 1.82 0.03
lstm 0.40 0.28 1.82 0.12

Figura 3. Resultados comparando con alteraciones de varianza 1

Modelo
Exactitud

Exactitud
Alterada

Distancia
media

Cambio

convolutional 0.96 0.88 5.91 0.08
stable pixel manual 0.93 0.76 5.91 0.17
stable pixel 0.89 0.51 5.91 0.38
unstable pixel 0.92 0.49 5.91 0.42
lstm 0.40 0.10 5.92 0.30

Figura 4. Resultados comparando con alteraciones de varianza 3
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Modelo
Exactitud

Exactitud
Alterada

Distancia
media

Cambio

convolutional 0.96 0.78 9.89 0.18
stable pixel manual 0.93 0.46 9.89 0.46
stable pixel 0.89 0.30 9.89 0.60
unstable pixel 0.92 0.26 9.89 0.65
lstm 0.40 0.10 9.89 0.30

Figura 5. Resultados comparando con alteraciones de varianza 5

Figura 6. Imágenes originales

1. Conclusiones

Durante el proceso de entrenamiento se pudieron observar varias cosas. Por un lado es
dif́ıcil lograr que se cumpla la condición de estabilidad para la discretización utilizando el
método de Euler (|1−λiJ(t)| < 1). Al mismo tiempo se pudo observar experimentalmente
que los entrenamientos que cumplen con dicha condición suelen necesitar más tiempo
para alcanzar un buen valor de exactitud en comparación con los modelos donde esta
condición esta considerablemente por encima de 1 en términos relativos. Al mismo tiempo
cuando dicha condición se cumple el avance u oscilación de las métricas del modelo suelen
ser tales que el entrenamiento se detiene por las condiciones de terminación temprana.
La condición que utilizamos debido a las restricciones de tiempo es el algoritmo que viene
incluido en la mayoŕıa de los frameworks de deep learning que implican la detención del
entrenamiento si las métricas en un conjunto de test que se observa al final de cada época
no mejoran durante un numero fijo continuo de épocas.
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Figura 7. Alteradas con desviación 1

Figura 8. Alteradas con desviación 3

Existe una lentitud en el proceso de aprendizaje que es inherente al tipo de modelo
que se decidió utilizar para realizar la experimentación ya que los modelos recurrentes
son en general más lentos para ser entrenados debido a la imposibilidad de paralelizar
su entrenamiento como suele suceder con otros tipos de modelos como pueden ser los
convolucionales, transformers o las redes densas. Esto se debe a que no se pueden pasar
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Figura 9. Alteradas con desviación 5

todos los datos por la red al mismo tiempo, ya que la respuesta de la red depende de lo
que observo antes, esto no es una restricción para otros tipos de redes. Esto se puede ver
analizando los datos de entrenamiento donde se puede observar que el tiempo necesario
para entrenar una red convolucional fue una fracción del tiempo necesario para entrenar
los modelos recurrentes.

El problema de lentitud se ve agravado ya que en el caso de las redes recurrentes
el hecho de tener que avanzar un paso de tiempo a la vez con los ejemplos implica una
mayor coordinación y movimiento de datos entre la CPU y la GPU que es la unidad
especializada para hacer cálculos.

Se puede observar que el modelo recurrente estable alcanza niveles similares de exac-
titud cuando se lo compara con los otros modelos recurrentes, no obstante cuando se
analizan los datos del mismo en comparación con los otro recurrentes este es más resis-
tente a la alteraciones en las imágenes mostrando una menor perdida de exactitud en
comparación con el resto de los modelos recurrentes. En las mismas lineas cuando se
compara el modelo recurrente estable con un modelo especifico para este tipo de tareas
se puede observar claramente que el modelo convolucional lo supera ampliamente incluso
mostrando un mayor resistencia a las perturbaciones (al menos las que se utilizaron en
la prueba).

Se puede observar que el modelo LSTM que se utilizo para la comparación con
otro tipo de modelos recurrentes resulto en una performance muy mala incluso cuando
la comparación de los modelos incluyo una diferencia muy grande en el número de
parámetros donde el LSTM se llego a probar con una cantidad bastante superior. Para
esta prueba se utilizo exactamente una capa densa igual que para las versiones estables
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del modelo con el objetivo de que la diferencia principal fuera solamente la arquitectura
del modelo recurrente utilizado.

Se observa que cuando se compara el modelo recurrente estable contra un modelo
convolucional el convolucional siempre termina ganando. Esto se debe a que las arqui-
tecturas convolucionales son muy especificas para el tratamiento de imágenes y cuentan
con algunas caracteŕısticas que las hace resistentes a ciertos tipos de ruido en los datos.
Esto se debe a que tienen ciertas caracteŕısticas que ofrecen invarianza de la posición (lo
que ayuda a ahorrar muchos parámetros) en la que se detectan ciertas caracteŕısticas en
las imágenes al mismo tiempo de que por su forma pueden llegar a ignorar alteraciones
individuales en las imágenes.

Con esto observamos que efectivamente un modelo guiado por los principios de es-
tabilidad estudiados a lo largo de la monograf́ıa da a lugar a un modelo con algunas
caracteŕısticas que lo hacen mejor que modelos de su misma clase donde no se cumplen
las condiciones de estabilidad.
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